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Resumo

O objetivo desta tese é avaliar a consisténcia da energia do campo gravitacional obtida
quando o formalismo do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral é empregado,
bem como qual referencial teleparalelo é mais adequado para esse fim. Com esse intuito,
usamos essa abordagem para calcular a energia do campo gravitacional do espago-tempo
de Schwarzschild e obter o tensor densidade de energia-momento gravitacional para os
espacos-tempos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. No primeiro caso, utilizamos
tetradas adaptadas as coordenadas de Kruskal e as de Novikov. Obtivemos que a energia
do buraco negro/branco é o famoso Mc¢? quando a garganta do buraco de minhoca esté
fechada. Nesse resultado, verificamos que a singularidade nao contribui para a energia, o
que indica que a energia obtida é puramente gravitacional. J4 para o segundo caso, en-
contramos o tensor densidade de energia-momento gravitacional do universo a partir da
tetrada adapta as coordenadas de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Decompomos
esse tensor em sua parte simétrica e antissimétrica, analisando cada uma delas. A parte
simétrica obedece uma equacao de estado tipo-radiacao, depois pontuamos que, na ver-
dade, essa é uma caracteristica geral do tensor densidade energia-momento gravitacional,
j& que o mesmo tem traco nulo. J& a parte antissimétrica nao contribui para a energia
do universo. Observamos que as equagoes de campo tem um vacuo bem definido e que,
para universos com secao espacial plana, a densidade de energia total do universo é nula.
No pentltimo capitulo, verificamos que o 4-momento do Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral pode ser visto como uma generalizagao do 4-momento do formalismo
ADM. Ao final desse capitulo, discutimos a ideia de que o referencial mais adequado para
analisar o problema da energia gravitacional seja o referencial adaptado a particulas livres
e que esteja livre de propriedades artificiais. Concluimos, a partir dos resultados obtidos
nesta tese, que o Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral é bastante propicio no

calculo da energia gravitacional desde que se use um referencial teleparalelo adequado.

Palavras-chaves: teleparalelismo; energia gravitacional; localizacao da energia gravita-

cional; referencial teleparalelo.



Abstract

The objective of this thesis is to evaluate the consistency of the gravitational energy
obtained when the Teleparallel Equivalent of General Relativity is applied, as well as
which teleparallel frame is more suitable for this purpose. In order to do that, we have
used this approach to calculate the energy of the gravitational field of the Schwarzschild
spacetime and to obtain the gravitational energy-momentum tensor of the Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker spacetimes. In the first case, we have used tetrads adapted
to Kruskal and Novikov coordinates. We have obtained that the energy of the black /white
hole is the famous Mc? when the wormhole throat is closed. In this result, we have ver-
ified that the singularity does not contribute to the energy, which indicates that the
energy obtained is purely gravitational. For the second case, we have found the gravita-
tional energy-momentum density tensor of the universe from the tetrad adapted to the
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker coordinates. We have decomposed this tensor into
its symmetrical and antisymmetrical parts, and we have analysed each one of them. The
symmetrical part obeys a radiation-like equation of state, then we have pointed out that,
actually, this is a general characteristic of the gravitational energy-momentum density
tensor, since it is traceless. The antisymmetric part does not contribute to the energy of
the universe. We have observed that the field equations have a well-defined vacuum and
that, for spatially flat universes, the total energy density of the universe is zero. In the
penultimate chapter, we have also verified the 4-momentum of the Teleparallel Equiva-
lent of General Relativity can be made to coincide with that of the ADM formalism. In
this chapter, we discuss the idea that the best frame to analyze the gravitational energy
is a frame adapted to free particles and that is free from artificial properties. Based on
the results obtained in this thesis, we have concluded the Teleparallel Equivalent of Gen-
eral Relativity is quite suitable for calculating gravitational energy as long as a suitable

teleparallel frame is used.

Key-words: teleparallelism; gravitational energy; localization of the gravitational energy;

teleparallel frame.
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1 Introducao

De uma forma geral, as teorias teleparalelas para gravitacao sao objetos de in-
teresse de varios pesquisadores. Um dos primeiros a utilizar essa abordagem foi Albert
Einstein [1,2]. Einstein utilizou o teleparalelismo em uma tentativa de unificar o campo
eletromagnético com o gravitacional' . A partir de entdo, as teorias teleparalelas nao ti-
veram muito destaque, até que, em 1961, Mgller indica a possibilidade de resolugao do
problema da localizagdo da energia gravitacional por meio da utilizacdo de campos de
tetrada para formular a teoria gravitacional [3]. Em novembro de 1976, Cho obteve a
lagrangiana do teleparalelismo a partir da teoria de gauge da translacao com uso da la-
grangiana quadratica mais simples do tipo Yang-Mills [4]. Depois disso, em 1977, Hayashi
mostra que a teoria de gauge do grupo das translagoes é uma teoria gravitacional baseada
no espago de Weitzenbock [5], o mesmo do teleparalelismo usado por Einstein. Uma dessas
teorias que esta contida no quadro geométrico de Weitzenbock é o chamado equivalente
teleparalelo da relatividade geral [6], a qual serve de base para os estudos realizados nesta

tese.

O teleparalelismo equivalente a relatividade geral, ou o equivalente teleparalelo da
relatividade geral, denotado pela sigla em inglés TEGR, é uma teoria muito bem funda-
mentada, inclusive por meio de uma formulacao hamiltoniana, como pode ser observado
em varios trabalhos [7-11]. Na formulagao hamiltoniana do TEGR tem-se a definigao clara
de um 4-momento para o espago-tempo através do momento canonicamente conjugado
da teoria, além de um objeto que obedece a algebra de momento angular e ¢ interpretado
como sendo o momento angular do campo gravitacional [6]. Como o nome sugere, essa
teoria é equivalente a relatividade geral, pois ambas tém equagoes de campo equivalentes;
no entanto, com uma perspectiva totalmente nova que leva a uma percepc¢ao alternativa

sobre o campo gravitacional.

Como sabemos, a relatividade geral é uma teoria da gravitacao formulada a partir
de uma geometria pseudorriemanniana em que a variedade diferenciavel é dotada de um
tensor métrico e de uma conexao de Levi-Civita, onde o elemento fundamental da teoria
é a métrica. Contudo, como bem sabemos, nas equagoes de Einstein nao existe nenhuma
informagao explicita sobre o campo gravitacional, tal qual energia e momento. O lado
esquerdo das equagoes tem informagao apenas sobre a curvatura enquanto o lado direito
sobre os campos de matéria do espago-tempo. Nesse panorama, ha uma dificuldade muito

grande em se definir algum objeto na teoria que forneca informagao sobre as quantidades

L Como os campos de tetrada tém 16 graus de liberdade, 6 a mais do que a métrica, ele acreditou que

poderia usar esses graus de liberdade a mais para dar conta do campo eletromagnético. Entretanto,
ele percebeu que isso ndo era possivel.
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fisicas do campo gravitacional. Nesse cenario, o maximo que se conseguiu foi a defini¢ao
dos nomeados pseudotensores do campo gravitacional [12,13], porém esses objetos sao pro-
blematicos, ja que sao dependentes da escolha do sistema de coordenadas. Agora, quando
consideramos a abordagem do TEGR, nas equagoes de campo ja existe um objeto que é
identificado como sendo o tensor densidade de energia-momento do campo gravitacional,

o qual ¢ invariante sob transformacao de coordenadas.

Na abordagem do TEGR a variedade diferenciavel ¢ dotada de um tensor métrico
e duas conexoes afins, a conexao de Levi-Civita e a conexao de Weitzenbock. A conexao
de Weitzenbock tem tor¢do, mas nao tem curvatura, diferentemente da de Levi-Civita,
que tem curvatura, mas nao tem torgao. As equagoes de campo da teoria sao escritas em
termos de um superpotencial, do tensor densidade de energia-momento gravitacional e
do tensor energia-momento da matéria, onde os dois primeiros sao escritos em termos da
torcao, que por sua vez ¢ dada a partir da escolha do frame teleparalelo®. A quantidade
fundamental do TEGR ¢ o frame teleparalelo, o qual é descrito por um campo de tetradas,
uma base de quatro vetores ortonormais entre si. No teleparalelismo, a tetrada exerce o
mesmo papel que é exercido pela métrica na relatividade geral, isto é, o papel de campo

fundamental.

Observe que a existéncia de um tensor densidade de energia-momento do campo
gravitacional poderia significar localizar a energia desse campo. Alguns autores afirmam
que nao ¢ possivel localizar a energia do campo gravitacional devido o principio da equi-
valéncia (veja, por exemplo, a pagina 466, segao 20.4, da Ref. [12]), no entanto essa nao
é uma questao totalmente resolvida. O préprio conceito de localidade também pode ser
algo controverso [14,15]. O fato é que resultados consistentes tem sido obtidos em relagao
a energia gravitacional com o uso do TEGR, como pode ser observado na Ref. [6], além

dos resultados dos capitulos 5, 6 e 7 desta tese.

A grande questao do TEGR no que diz respeito a energia gravitacional é identificar
qual frame teleparalelo em cada espaco-tempo leva a resultados consistentes, uma vez
que, dada a métrica de um espago-tempo, existe uma infinidade de referenciais (tetradas)
que poderiam ser escolhidos como o referencial teleparalelo; o tensor que supostamente
identifica a energia do campo gravitacional depende dessa escolha, fornecendo resultados
nao fisicos para escolhas inapropriadas [16]. O ideal seria que existisse um principio, ou
prescricao, que determinasse as caracteristicas que um frame deve ter para que leve a
resultados corretos da energia e momento do campo gravitacional. Nesse sentido, o nosso
objetivo é estudar o tensor de energia-momento do campo gravitacional definido por
Maluf [6] a luz da tetrada teleparalela. Essas questoes em relacio a escolha do frame
teleparalelo sdo discutidas na secao 4.5 do capitulo 4. No capitulo 7 exaltamos o fato

de que a tetrada teleparalela estd adaptada a algum sistema fisico, e, consequentemente,

2 Veja a definicdo de frame teleparalelo na secio 4.1.
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esté associado a congruéncias de curvas de observadores (tratados, aqui, como particulas
testes), e que, portanto, ao menos suas caracteristicas qualitativas devem ser levadas
em consideracao na hora de analisar a energia do campo gravitacional. Nesse capitulo, é
apresentado um argumento a favor da ideia de que o frame teleparalelo mais adequado para
medir efeitos gravitacionais deve estar adaptado a particulas em queda livre cuja a tetrada
é livre de efeitos artificiais (efeitos que nao estao associados ao estado de movimento das

particulas do sistema).

Com a intencao de darmos um embasamento sobre os assuntos necessarios para
compreensao dos temas abordados nesta tese, nés fazemos uma breve revisao tedrica nos
dois proximos capitulos. No capitulo 2 apresentamos os principais elementos da geometria
de Riemann-Cartan enquanto no capitulo 3 fazemos uma apresentacao sucinta dos prin-
cipais topicos da teoria da relatividade geral que sao necesséarios a tese. Em seguida, no
capitulo 4, apresentamos o formalismo do TEGR, mostrando sua equivaléncia com a teo-
ria da relatividade geral. Também apresentamos a visao da tetrada como um referencial,
o qual estd adaptado a um conjunto de observadores, e fazemos uma discussao sobre a
questao da escolha do frame teleparalelo. Ainda no capitulo do TEGR apresentamos um
método que sera utilizado nas contas dos capitulos 5 e 6, com o objetivo de simplifica-las

e compactifica-las.

No capitulo 5, exibimos os resultados obtidos para o valor da energia e do momento
do campo gravitacional no espaco-tempo de Schwarzschild no nosso universo e no outro
universo quando utilizamos como frame teleparalelo os frames adaptados a observadores
de Kruskal e de Novikov. Vemos que, com o uso de tais frames e da superficie de simul-
tancidade adequada em cada caso, obtemos o valor de Mc? no nosso universo quando
a garganta do buraco negro estd fechada, o que é um resultado consistente. Também
verificamos que a singularidade nao contribui para a energia total, isto é, a energia do
espago-tempo é puramente gravitacional. Por completeza, neste capitulo, ainda estuda-
mos as propriedades de cada frame. Finalizamos o capitulo fazendo uma discussao sobre

os resultados obtidos.

J& no capitulo 6, usando como frame teleparalelo o frame adaptado aos observa-
dores de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), nés calculamos o tensor den-
sidade de energia-momento do campo gravitacional desse espaco-tempo. Analisamos esse
tensor através do método de decomposigao de Eckart [17]. Vemos que a parte simétrica
leva a uma equacao de estado do tipo-radiacao® e que a parte antissimétrica nao contri-
bui nem para a energia e nem para o momento do campo gravitacional do universo. Em
seguida, encontramos qual seria a energia e o momento do campo gravitacional nos trés

casos possiveis de FLRW, ou seja, para universos espacialmente plano, espacialmente esfé-

3 No capitulo 7, mostramos que essa ¢ uma condicio geral do tensor densidade de energia-momento

gravitacional do TEGR.



Capitulo 1. Introdugdo 18

rico e espacialmente convexo; observando que no caso do universo espacialmente plano nés
temos uma densidade de energia total do universo igual a zero, o que esta de acordo com
a visao adotada por Tryon [18]. Depois, pontuamos que os resultados obtidos satisfazem
o conceito de vécuo absoluto introduzido na Ref. [16] e, por fim, fazemos uma discussao

final sobre os resultados obtidos nesse capitulo.

No capitulo 7, fazemos uma comparacao entre o tensor de energia-momento do
campo gravitacional do TEGR com o do formalismo ADM [19]. Nés verificamos que
usando a condigdo de gauge temporal de Schwinger [20] para a tetrada, o 4-momento
total do TEGR generaliza o do formalismo ADM. Em seguida, usando o fato de que o
pseudotensor de Landau e Lifshitz é compativel com a energia e o momento do formalismo
ADM [12,19], nés comparamos esse pseudotensor com o tensor densidade de energia-
momento gravitacional do TEGR, verificando que este tltimo é muito mais conveniente
do que o primeiro. Posteriormente, nés avaliamos que, com o uso do gauge temporal, a
quantidade que é interpretada por Maluf [6] como sendo a densidade de momento angular
gravitacional para o TEGR é nula qualquer que seja o espaco-tempo. Por fim, no capitulo
7, nés argumentamos sobre a plausibilidade do uso de frames teleparalelos adaptados a
particulas livres para identificar a energia do campo gravitacional e encerramos com uma

discussao final sobre os resultados obtidos ao longo do capitulo.

1.1 Notacoes e convencoes

As componentes do tensor métrico expandido em uma base coordenada sao deno-
tadas por g,, enquanto em uma base de tetrada (frame) sdo denotadas por 14,. O frame
e o co-frame sao denotados, respectivamente, por e, e ¥*, os quais satisfazem a relacao
(9%, ep) = V*(ep) = 0f. Usamos letras gregas para representar indices de espago-tempo e
letras latinas para representar indices do espago tangente, com excecao das letras latinas
do meio do alfabeto (i, 7, k, ...), que sdo usadas tanto para indices espaciais do espago-
tempo quanto para indices espaciais do espago tangente (quando entre parénteses). Nos
distinguimos indices explicitos do espaco tangente dos indices do espago-tempo os colo-
cando entre parenteses; desta forma, indices explicitos do espaco tangente sao indicados
por a = (0), (j), enquanto indices explicitos do espago-tempo por u = 0,7. As compo-
nentes do frame e, e do co-frame 9* expandidas em uma base coordenada sao denotadas,
respectivamente, por e, e e?,. Nés utilizamos as convengdes App = (1/2)(Aap — Apa) ©
Aar) = (1/2)(Aap + Apa), bem como Alellel = (1/2)(Abe — Acba),

Ao longo desta tese, a assinatura da métrica que usamos é a (+,—, —, —), com
excegao da segdo 3.6 e do capitulo 7, onde utilizamos a assinatura (—, +,+,+). O deter-
minante das componentes do tensor métrico é representado por g = det(g,w) enquanto o

determinante do campo de tetradas por e = det(e?,).
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2 Geometria de Riemann-Cartan

Haja vista que vamos estudar uma teoria geométrica do espago-tempo alternativa
a Relatividade geral, porém equivalentes, em que ambas sdo casos especiais da geometria
de Riemann-Cartan, faremos neste capitulo uma breve revisao dos principais elementos
geométricos dessa geometria, que sdo essenciais para o desenvolvimento desta tese. O
principal guia que seguiremos para a elaboracao deste capitulo é a segunda edi¢ao do
livro de Nakahara [21], com pequenas mudangas na notacao usada. A tnica alteragdo em
relacdo as convengoes sera para a assinatura da métrica, a qual utilizamos a assinatura
(+,—, —, —). Os subindices A e B que sao usados neste capitulo, bem como a “linha”, sdo

apenas rétulos.

2.1 Espaco-tempo como uma variedade diferenciavel

A abordagem mais moderna para o estudo de teorias gravitacionais com bases
geométricas é a interpretacao do espago-tempo como uma variedade diferenciavel, a qual
se usa um formalismo independente de coordenadas. A ideia de se usar um formalismo
independente de coordenadas estd embasada no principio da covariancia, que diz que
as leis da fisica devem ser independentes do sistema de coordenadas. Por variedade se
entende um espaco topolégico que localmente se parece com o R", para uma variedade
n-dimensional. Quando uma variedade esta representando um espaco-tempo, localmente

ela é tida como o espaco-tempo de Minkowski, M*.

Dada uma variedade M com n dimensoes, um conjunto de pontos dessa variedade
pode ser mapeado por uma ou mais cartas. Por carta se entende o par (%4, ¢4), onde
%4 ¢ a chamada vizinhanca coordenada, que cobre o dado conjunto de pontos da varie-
dade, e ¢4 é a funcao coordenada, que se traduz como um homeomorfismo! de n funcoes
{z'(p), ..., z"(p)} para um subconjunto aberto ¢’y do R™ (ou do M, se a variedade estiver
representando um espago-tempo), ao qual é atribuido um sistema de coordenadas x*. As-
sim, basicamente, o que uma carta faz é atribuir um sistema de coordenadas a uma dada
regiao da variedade. A variedade pode ser mapeada por uma ou mais cartas. A familia de

cartas, {(%a, va)}, que cobre toda a variedade é chamada de atlas.

Quando duas vizinhancas coordenadas se sobrepoe, digamos ¥4 e €, em uma
dada variedade M n-dimensional, como indicado na figura 1, dois sistemas de coordenadas

sdo atribuidos aos pontos de €4 N €. Digamos que a carta (¢, vp) esta conferido o

! Uma aplicacdo entre dois espacos topoldgicos é dita um homeomorfismo se ela for continua e possuir

uma inversa que também é continua. (Para uma definigdo formal tanto de espagos topolégicos quanto
de homeomorfismo, veja, por exemplo, as segdes 2.3 e 2.4 da Ref. [21])
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sistema de coordenas y*. Pode-se, entdo, construir uma aplicacdo 145 = ¢4 0 p5' a cada

Figura 1 — Um homeomorfismo ¢4 aplicando €4 em um subconjunto aberto ¢, C R",
fornecendo coordenadas ao ponto p € €4, enquanto o homeomorfismo de g
aplica ¥ em um subconjunto aberto ¢ C R™, que fornece outras coordenadas
a0 mesmo ponto p, que também pertence a 5. Se €4 N Ep # 0, a transicao
de um sistema de coordenadas para outro é suave.

ponto da intersecao, que faz a transicao do sistema de coordenada y para o z, x* = x*(y),

dada por n fung¢oes de n variaveis.

Com o que ja foi mencionado até agora nesse capitulo, podemos definir o que é

uma variedade diferenciavel. M é uma variedade diferencidvel n-dimensional se [21]
1) M é um espago topoldgico;
2) M é dada com uma familia de cartas {(€a, pa)};

3) {€4} é uma familia de conjuntos abertos que cobrem M, isto é, Us@4 = M.

©4 ¢ um homeomorfismo de Uy em um conjunto aberto ¢ de R™ (figura 1); e

4) dado €4 e €p, tal que €aNEs # 0, a aplicacio Yap = a0y de Yp(€aNEs)

para @ (€a N €p) é infinitamente diferenciavel.

A condigao 4) assegura que a transicdo de um sistema de coordenadas para um
outro é suave. As funcoes de transformacgoes das coordenadas z# = z#(y) sado a forma
explicita da aplicacdo ¥ap = @4 0¢g'. Assim, a diferenciabilidade foi definida no sentido
usual do célculo: a transformacdo de coordenadas é diferenciavel se cada fun¢ao x*(y) é

diferenciavel em relacao a cada y".

Em alguns casos, a condigdo da vizinhanga coordenada %4 ser homeomorfa a
um conjunto aberto do R™ é restritiva demais e nds precisamos relaxar um pouco essa
condigdo. Surge, entdao, o conceito de variedade com contorno. Se um espaco topoldgico
M ¢ coberto por uma familia de conjuntos abertos {€4}, sendo cada um homeomorfo a

1

um conjunto aberto de H™ = {(z',...,2") € R"|2™ > 0}, M é dito ser uma variedade com
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contorno. O conjunto de pontos que sao aplicados para pontos com z" = 0 é denominado
de contorno de M, denotado por OM. As coordenadas de M podem ser dadas por
n — 1 ntimeros (z!,...,2"71,0). Agora, a aplicagdo Yap : (€A NER) — wa(CaNEp) é
definida em um conjunto aberto de H™ em geral, e 145 é dita ser suave se é infinitamente

diferenciavel em um conjunto aberto de R™ que contenha ¢g(%4 N E€p).

Podemos definir varios tipos de aplicagao aos pontos de uma variedade diferenciavel
e, por meio destas, atribuir a ela varias estruturas, tal qual curvas, fungoes, vetores,
tensores etc. Um dos objetos que caracteriza um espago-tempo é o tensor métrico, além
de uma estrutura que relaciona vetores em diferentes pontos, denominada de conexao
afim. Vamos discorrer um pouco sobre essas estruturas que podem ser equipadas a uma

variedade diferenciavel.

2.2 Curvas e funcoes

Uma curva aberta em uma variedade M n-dimensional é uma aplicacao ¢ : (a,b) —
M, onde (a,b) é um intervalo aberto que contenha o zero, por conveniéncia, ou seja,
a < 0 < b. Assume-se que a curva nao se intersecta com ela prépria (ver figura 2).
Podemos tomar a como sendo —oo e b como +00. Sobre uma carta (%, ), a curva c(t)
tem uma representacao coordenada dada por z = ¢ oc : R — R" sendo ¢ um ponto

contido no intervalo.

Uma fungdo f sobre M é uma aplicacao suave de M para R. Assim, sobre uma
carta (€, ), a representacao coordenada de f é dada por fop™!: R" — R, a qual é uma
funcao de valor real de n variaveis bem comportada. O conjunto de fungoes suaves sobre
a variedade M é denotado por % (M).

Com os conceitos de curvas e fungoes em uma variedade, nés podemos definir

outros objetos geométricos, como vetores, vetores duais e tensores.

M

Figura 2 — Uma curva ¢ em M, dada pelo intervalo aberto (a,b), cuja representacao de
coordenada ¢ fornecida por ¢ o c.
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2.3 Vetores

Em uma variedade diferenciavel um vetor é definido como sendo um vetor tangente
a uma curva da variedade. Dada uma curva ¢ : (a,b) — M e uma fungdo f : M — R
da variedade, onde (a,b) é um intervalo aberto contendo ¢t = 0, nés definimos um vetor
tangente da curva, em ¢(0), como uma derivada direcional de uma funcao f(c(t)) ao longo
da curva ¢(t) em t = 0. A taxa de mudanca de f(c(t)) em t = 0 ao longo da curva é

df (c(t))
dt

(2.1)

t=0
Considerando que a curva c estd contida em uma carta (%, ¢) da variedade M (ver figura
3), em termos da coordenada local a eq. (2.1) pode ser escrita como

Of dat(c(t))

oxr  dt ’ (2:2)

t=0

onde, por praticidade, estd sendo usado um abuso de notagao, na realidade 9 f/dz* signi-
fica O(fop~1(x))/0x*. Logo, podemos ver que df (c(t))/dt é obtida através de um operador

diferencial X a f, sendo

. . dx (c(t))
X=X (83:“) , com X i (2.3)
Ou seja,
df(c()|  _ v OF ) _

Assim, é agora X = X0 /0x* que é definido como o vetor tangente a M no ponto p = ¢(0)

ao longo da diregao dada pela curva c(t).

R é (1)

) f - < Io
jul o)

4 a
\ ) @oc
R“ L
‘l 5
|

M
il

Figura 3 — Uma curva ¢ e uma funcao f na variedade M, as quais definem um vetor
df (c(t))

tangente ao longo da curva, dado por ===~ o A representacao de coordenada

é fornecida pela carta (¢, ¢).
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No mesmo ponto p da variedade podem passar diferentes curvas, as quais sao
atribuidas outros vetores tangentes, operadores diferenciais. O conjunto de todos esses
vetores tangentes em p formam um espaco vetorial, que é chamado de espaco tangente de
M no ponto p, denotado por T,,M. Evidentemente, d,, = 0/0x# formam uma base vetorial
de T,M, a qual é chamada de base coordenada. Se um vetor V' € T,M ¢ escrito como
V = V*9,, os nimeros V# sao identificados como componentes de V' em relagao a base
{0}

Por construcao, um vetor V' de T,,M existe na variedade diferenciavel independen-
temente da especificacdo de um sistema de coordenadas, pois ha uma equagao analoga a
eq. (2.4) para o mesmo. A atribuicao de um sistema de coordenadas a variedade na regiao
em que o vetor estda é somente feita por nossa conveniéncia, para que possamos realizar
os calculos. Essa independéncia de sistemas de coordenadas para um vetor nos permite
encontrar as propriedades de transformacao das suas componentes em relagao a diferentes
sistemas de coordenadas. Por exemplo, se o ponto p é coberto por duas cartas (%, p4) €

(¢, ¢B), sendo © = 4(p) e y = pp(p), nés teremos duas expressoes para V' € T, M,

0 -0
V=Vl——=VI—. 2.5
OxH Oy* (25)
Assim, usando a regra da cadeia, a eq. (2.5) nos mostra que as componentes V* e Ve
estao relacionadas por
n . 0Y"

v =

v, 2.
el (2.6)

Ou seja, as componentes de um vetor se transformam de tal maneira que deixam o mesmo

invariante.

Quando um vetor V ¢é atribuido a cada ponto da variedade, temos um campo
vetorial de V' sobre M. Isso equivale a dizer que V[f] € .# (M) para qualquer f € .F(M).
O conjunto de campos vetoriais sobre M é denotado por ¥ (M). Um campo vetorial X

em p € M é denotado por X|,, o qual é um elemento de T, M.

2.4 \Vetor dual

Dado que T,,M ¢é um espaco vetorial, entao, existe um espago vetorial dual a T),M,
onde cada elemento ¢ uma funcéo linear de 7,M para R (ver seccdo 2.2 da Ref. [21]).
Esse espaco vetorial dual no ponto p é chamado de espaco cotangente, e é denotado por
Ty M. Um elemento w de T; M é chamado de vetor dual, vetor cotangente ou, no contexto
de formas diferenciais, de 1-forma. Obviamente, quando existe um campo vetorial sobre
a variedade, temos também um campo vetorial dual associado ao mesmo. O conjunto de

campos vetoriais duais sobre a variedade é denotado por Q(M).
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Como um elemento w do espago dual faz essencialmente a aplicacao w : T,M — R
e, para um vetor V. € T,M e f € (M), nés temos que V[f] € R, pode-se observar
que a diferencial de f, df, é naturalmente um elemento do espaco vetorial dual. Para
ver isso, nos podemos considerar um dado sistema de coordenadas x, o qual nos fornece
df = (0f/0x*)dx* e V = VH(9/0x"). Logo, nds teremos o equivalente a V[f], se nods
definirmos a operagao (df, V) = V[f]. Ou seja, para

(df, vy = <§£de“,\/”(fo>

-l 1)
= %vyag
0

oxH

Nés, naturalmente, obtemos dz/ como uma base vetorial dual de T M. E, que o operador

(2.7)

(,) é linear aos elementos de T M e T, M, agindo somente em suas bases, como feito na

eq. (2.7). Assim, um vetor dual arbitrario w pode ser escrito como
w = wyda", (2.8)
onde w,, sao suas componentes.

Embora nio seja necessario ver a operagao que denotamos por (,) como um pro-
duto interno, vamos tratd-lo como tal. Portanto, seja w = w,dz* um elemento arbi-
trario de TyM e V = V#(9/0x") um elemento arbitrrio de T),M, o produto interno
(,): TyM x T,M — R ¢é definido por

w, V) =w, V" (dz", 0 =w, V"l =w, VF. 2.9
0 p u

ox”

Isto é, o produto interno ¢ definido entre um vetor e um vetor dual, ndo entre dois vetores

ou entre dois vetores duais.

Um elemento de Ty M também ¢ independente de sistema de coordenadas. Por-
tanto, bem como vimos para o caso dos vetores, nés podemos usar esse fato para obter
como as componentes desse elemento se transformam quando mudamos de sistema de
coordenadas. Para um ponto p € €4 N6 da variedade, com = = @4(p) e y = pp(p) , nds

temos
w = wydx! = @,dy" . (2.10)

Assim, uma vez que z* = z*(y), nds encontramos

. ox”
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2.5 Tensores

Vimos, por meio do produto interno, que um vetor leva uma 1-forma (vetor dual)
a um numero real, o que equivale a uma 1-forma também levar um vetor para um nimero
real. Um tensor nada mais é do que uma generaliza¢ao do conceito de vetores e 1-formas.
Assim, um tensor do tipo (¢, 7) é um objeto multilinear, também independente de sistemas
de coordenas, que leva q elementos de T;M e r elementos de T, M para um ntmero real.
Um tensor também pode ser definido ao longo de toda a variedade diferenciavel, o que
fornece um campo tensorial. O conjunto de todos os tensores do tipo (g,7) é denotado
por Z4(M), e 79 ,(M) indica o conjunto de tensores do tipo (¢,) em um ponto p da

variedade.

Se T' é um elemento de .74|,(M), para um sistema de coordenadas x, nés temos

que T é escrito em termos das bases coordenadas como

T :T.Uzlﬂ2~~~ﬂq71llq a a ® . ® a ® a ® dxlll

ViV2.-Vr—1Vr foepy OxH2 h Oxta—1 Oxta

®dx"”? ® .. Qdz" ! @ dz" (2.12)

onde o simbolo ® é usado para estabelecer a ordem de atuacao dos vetores das bases
coordenadas (vetorial e dual) do tensor nos vetores das bases dos elementos de Ty M e
T,M. Por exemplo, se T estd atuando em ¢ 1-formas e em r vetores, essa aplicacao é

escrita como T'(wy, ..., wg; Vi, ..., V;), a qual leva ao nimero real

T(wi, .oy wg; Vi, o0, Vi) = THIHa) W, VLV (2.13)

1...Vr wlm‘

onde se usou w; = wy, dr*, Vi = V*(9/0x*1), etc. Assim, nessa notagao, nds temos que
o produto interno é (w, V) = w(V).

Quando um tensor 7' de .79|,(M) esta numa regiao da variedade coberta por mais
de um sistema de coordenadas, a transformacao de coordenadas das suas componentes,
[GRT
TH-ta

usando o fato de ® ser linear. Logo, considerandos sistemas de coordenadas x e y, pode-

sao obtidas de forma andloga ao que ja foi feito para vetores e 1-formas,

U )

se ver que a transformacao de coordenadas das componentes de T' é dada por

pros, o W OV O D07 o,
VieVr Oz Oz gyt Qyvr Brwfr

(2.14)

T
onde T*1-Ha

Y.

., 530 as componentes de T' quando este ¢ expandido na base coordena de
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2.6 Derivada de Lie

Quando consideramos uma carta (¢, ¢) sobre M, cuja o sistema de coordenadas

é x = p(p), um campo vetorial de M nessa carta é escrito como
U=U'—, (2.15)

onde

U = UP(2(1)) = dx;t@ . (2.16)

Né6s podemos, entao, utilizar esta equacao (eq. (2.16)) para definir uma congruéncia de

curvas sobre a variedade, chamadas de 6rbitas ou trajetérias de U* [22]. A congruéncia de
curvas € obtida ao resolvermos tal equacao diferencial ordinéria. O teorema de existéncia e
unicidade para equagoes diferencias ordinarias garante a soluc¢ao, pelo menos para algum

subconjunto dos reais.

Dada uma congruéncia de curvas na variedade, associada a um campo vetorial,
a ideia da derivada de Lie é usar esta congruéncia para diferenciar outros vetores ou
tensores em geral, incluindo 1-formas. Como bem sabemos, a ideia de derivada envolve
uma subtragdo, e numa variedade s6 podemos subtrair vetores (ou tensores) que estejam
no mesmo ponto. O que é feito, entao, na derivada de Lie, é usar as curvas da congruéncia
para definir um arrasto de um dado vetor, em um ponto, para outro ponto préximo,
cujos os pontos estao sobre a mesma curva. Por exemplo, considerando um ponto P da
variedade, com coordenadas z*, e um outro ponto () da variedade, com coordenadas
"+ Ax*, que estdao sobre uma mesma curva da congruéncia de curvas, oriunda do campo
vetorial U*(z), n6s definimos um arrasto de um dado vetor V' do ponto P para o ponto Q.
Sendo V um outro campo vetorial, ele esta definido tanto em P quanto em (). Denotando
as componentes do campo vetorial V' em P e @, respectivamente, por V}j e V), nds
denotamos as componentes do vetor arrastado de P para @) por V} ¢~ Logo, podemos

fazer a subtragao de V5 g bor V2. j4 que se encontram no mesmo ponto.

A técnica de arrasto é feita ao ver a transformagdo de coordenadas do ponto
P para ) de forma ativa, e aplicar a lei de transformacdao de coordenadas usual para
as componentes de vetores (tensores) [22]. Note que nao ha mudanca de sistemas de
coordenadas, apesar de usarmos tal lei de transformacao. Baseado na eq. (2.16), nds

podemos considerar a seguinte transformacao de ponto:
ot = ot + AtU*(z), (2.17)

onde At é pequeno. Essa transformacao é considerada como uma transformacao ativa que

leva o ponto P para o ponto Q). Derivando a eq. (2.17), nés obtemos

It
%Z,, = o1+ ALO,U", (2.18)
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onde usamos 0, = d/dz”. Utilizando a transformacao da eq. (2.17) e a lei transformagao
da eq. (2.6), nés obtemos que a componente do vetor V arrastado de P para ) é dada
por

7z
2 Vi)
= (0K + At 0, U*) Vi (x)
=VE(z) + At 9, UMV} . (2.19)

V#—)Q(x + AQ?) =

No6s também podemos fazer uma expansao em primeira ordem em série de Taylor da
componente do campo vetorial V', que ja estava no ponto ), em torno do ponto P, ou

seja,
Vi (x + Ax) = V¥ (x + Ar)
= Vit + AtU?)
=VH(x)+ AtUY0, V) (z) . (2.20)
A derivada de Lie do campo vetorial V' com respeito ao campo vetorial U, denotada por
£V, é definida por
V(x4 Ax) = Vi o(r + Az) 9

LV = Al}glo A7 B (2.21)
Logo, das egs. (2.19) e (2.20), nds encontramos
LV = U9,V =Vr0,U")0,. (2.22)

Considerando uma funcao f € (M), nés podemos definir os parenteses de Lie
[U, V] por [21]

(U V]f = UV = VIUIAL (2.23)
Desenvolvendo essa equacao, obtemos
U, vVl = (Uro,v* -=Vvvo,Uu")ad,, (2.24)

ou seja, [U, V] = £ V. Além disso, usando as ideias empregadas nessa se¢io e a definigdo
da derivada de Lie, é possivel mostrar que [22]:
1) A derivada de Lie de um campo de 1-formas w € Q(M) com respeito ao campo

vetorial U ¢é dada por

Lyw = (U" 0wy, + w,0,U") dxt . (2.25)
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2) A deriva de Lie de um campo tensorial arbitrario do tipo (¢,7), T € Z9(M),

com respeito ao campo vetorial U, é dada por

_ a/\T/\uzmuq—wq Uk —

ViV2...Vp—1Vr ViV2..Up_1VUp

.,g/ﬂUT = (U)\a/\TMIHQ"'#q_I’uq

- a}\Tulug...uq_1 Aylyz,,_y,r_ly,,, [JHa + TM1M2-V-Mq—1Nq/\VQWVT_IVT ayl U)\+
0 0
12 g —1 g A v U
W 4T 2 00, U )axm ® . ® 5 - ®d" ® ... ®dz”. (220)

3) A derivada de Lie é linear. Por exemplo, se temos V, W € ¥ (M), entao
XU(CLV + bW) = a.,fUV + bgUW s (227)

onde a e b sdo contantes.

4) A derivada de Lie satisfaz a regra de Leibniz. Ou seja, se T} e Ty sdo campos

tensoriais de tipos arbitrarios, nés temos que

(T = (L) T, + T @ (LuTh). (2.28)

2.7 Tensor métrico

Uma vez que estamos interessados em descrever espagos-tempos, precisamos do
conceito de métrica, que apresentamos nesta secao. Com uma variedade dotada de um
tensor métrico, nés definimos, em cada espacgo tangente 7,M, o produto interno entre dois
vetores da variedade. No caso da geometria de Riemann-Cartan, se M é uma variedade
diferenciavel que estd representando o espaco-tempo e U,V € T,M, o tensor métrico
g, que também é chamado simplesmente de métrica, é definido como sendo um campo

tensorial do tipo (0,2) sobre M que satisfaz as seguintes propriedades [21]:

1) gp(U. V) =gp(V,U),
2) Se g,(U, V) = 0 para todo U € T,M, entdao V =0.

Onde usamos g, = gl,. A primeira condigdo diz que o tensor métrico é simétrico e a

segunda garante que g, nao ¢ degenerado.

Para entender como o tensor métrico g define o produto interno entre dois vetores
de T,M, nés observamos o seguinte. Ja que g, ¢ uma aplicagao T,M ® T,M — R, nos
podemos definir uma aplicacao linear g,(U, ) : T,M — R usando V, ao fazer V —
g,(U, V). Desta forma, g,(U, ) ¢é identificado como o vetor dual de U, que pode ser
assinalado por wy € Ty M. Ou seja, g,(U,V) = (wy, V). Da mesma forma, V' também
induz uma vetor dual wy € Ty M, e, como g,(U, V) = g,(V,U), nés temos que g,(V,U) =
(wy,U). Isso fornece (wy,U) = (wy,V). Assim, o tensor métrico g, dd origem a um

isomorfismo entre T,M e T ; M.
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Considerando uma carta (%, ¢) em M, cujas as coordenadas sao {x*}, o tensor

métrico é expandido em termos da base coordenada dual num ponto p como
8 = Gy (P)da" @ dx” . (2.29)

Logo, usando a notagao mencionada na se¢ao anterior, verificamos que

0 0
g;u/ (p) = 8p <ax#7 W) = g[/u : (230)

Isto ¢, as componentes da métrica sao simétricas. Vamos, a partir de agora, parar de
ficar explicitando que as analises estao sendo feitas em determinado ponto p, a menos que
isso cause alguma confusdo. As componentes do tensor métrico podem ser vistas como
elementos de uma matriz (g,,), cuja a (4, v)-ésima entrada é justamente g,,. Uma vez
que (gu) tem determinante diferente de zero, ela tem uma inversa, a qual é denotada
por (g"). Assim, temos que ¢,,9"* = g™ g, = 52‘. O determinante det(g,,) é escrito
como g, consequentemente det(g"”) = g~*. Visto que, em cada ponto da variedade, (g,.,)
é uma matriz simétrica de niimeros reais, entao, existe uma transformacao que a reduz a
forma diagonal, com autovalores +1 ou —1. O excesso de sinais de + ou — determinam
a assinatura da métrica. Realizando esse processo, em um dado ponto da variedade, nés
terminamos com a métrica de Minkowski (g, )|, = diag(1,—1,—1,—1). O isomorfismo

entre Ty M e T, M, agora, pode ser expresso como

U,=g9.,U",

Ut =g¢g"vu,, (2.31)
onde U, e U" sao, respectivamente, as componentes da 1-forma wy € T;M e do vetor
U, € T,M expandidas em alguma base coordenada. Esta operagao também estd definida

para baixar e subir indices das componente de tensores. Desta forma, nds temos, por

exemplo, que
Tozﬂ)\'y — g>\l/ Taﬁyw 7
T, = o, TN, (2.32)

etc.
O espago-tempo corresponde a uma variedade M dotada de uma métrica g pseudo-
riemanniana. Nesse caso, se U pertence a T),M, entao ele pode ser classificado em:
1) g(U,U) >0 — U é do tipo tempo.
2)g(U,U) =0 — U é do tipo luz (ou nulo).
3) g(U,U) <0 — U é do tipo espago.



Capitulo 2. Geometria de Riemann-Cartan 30

Onde a norma de U € TpM ¢é fornecida por ||U|| = 1/|g,(U,U)|. Considerando um vetor
deslocamento no espago-tempo, dz#0/dz* € T,M, nés temos que sua norma ao quadrado

é equivalente ao famoso intervalo espaco-tempo ds?. Portanto, nés podemos escrever

ds’ =g <d$”8, dm”a> = dxtdx"g ( 0 9 )

ox” oxY oz’ Oz
= g daxtds” . (2.33)

As vezes, em alguns textos, o intervalo ds? é que ¢ chamado de métrica do espaco-tempo.
A classificagdo dos tipos de intervalos, em intervalos do tipo tempo, luz ou espaco, é
analoga a de vetores. Ou seja, ds? > 0 representa um intervalo tipo tempo, e assim por

diante.

2.8 Derivada covariante e conexao afim

No espago Euclidiano R", a derivada de um campo vetorial V' = V*e, em relacao
a z*, onde e, é uma base ortonormal fixa (andloga a i,j,k no R?), tem sua p-ésima

componente dada por

ove VR Y+ ArY, ) = VR Y,
o = lim = . (2.34)

Do lado direito da equacao, o primeiro termo do numerador esta definido no ponto x +
Ar = (2!, ...,2¥ + Az, ...,x"), enquanto o segundo estd definido em z = (z*). Assim,
para realizar a subtragdo entre V#(z + Ax) e V#(x), é necessario transportar V*(z)
de x para x + Az sem o alterar e efetuar a diferenca. Esse transporte de um vetor é
chamado de transporte paralelo. No espaco euclidiano, quando realizamos essa operacao,
nos, implicitamente, assumimos que o transporte paralelo de V|, para x+Az o deixa com a
mesma componente V#(z). Contudo, em uma variedade diferencidavel mais complexa, isso
nao é tao simples. Nos precisamos especificar como um vetor é transportado paralelamente
de um ponto para outro. Isso ¢é feito definindo um novo objeto na variedade, a conexao

afim.

2.8.1 A derivada covariante

Considerando que a variedade é coberta por uma carta (%¢,¢) de coordenadas
r = z*, vamos denotar por V\HM um vetor V|, da variedade que foi transportado
paralelamente do ponto com coordenadas x para o ponto com coordenadas z + Az. E

razoavel exigir que suas componentes V* satisfacam

VH(zr + Azx) — VH(x) o« Az, (2.35)
(Vi + Wh)(z 4 Az) = V*(x + Az) + WH(x + Az). (2.36)
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Pode-se verificar que essas duas condigoes sao satisfeitas se tomarmos
Vi(z + Az) = VA(z) — VA2)TF , (z) Az . (2.37)
Desta forma, a derivada covariante de V' com respeito a x” é definida por

lim
Azv—0 AxY Ok

H A _ (7 12 A o
Vi(x + Az) = VH(x+ Azx) 0 _(oV LT ﬁ, (2.38)
Oxv Ox#

onde expandimos V#(z + Az) em série de Taylor até primeira ordem. Como V|, ia, €
‘7|1+M sdo vetores definidos no ponto com coordenadas x + Ax, a deriva covariante tam-
bém é um vetor nesse ponto, ja que a diferenca de vetores no mesmo ponto da variedade
também é um vetor. Existe muitas regras distintas de transportes paralelos possiveis, uma

para cada escolha de I'.

2.8.2 A conexao afim

Uma conexao afim V é uma aplicagdo V : ¥ (M) x ¥ (M) — ¥ (M), representada
por (U, V) — V¢V, que satisfaz as seguintes propriedades:

Vy (V+W)=VyV+ VW, (2.39)
VW =VylW + Vy W, (2.40)
Vi)V =FVuoV, (2.41)
Vo (fV) =UlfIV + fVuV, (2.42)

onde U V.W e ¥ (M) e f € F(M).

Considerando uma carta (%, ¢) com coordenadas = ¢(p) sobre M, os coeficientes

da conexao afim F’\W sdo n3 fungoes definidas por
V.0, =Vy,0,=T1",,0i, (2.43)

onde {0,} = {0/0z"} é a base coordenada em T,M. Os coeficientes da conexao especifi-
cam como os vetores da base mudam de ponto pra ponto. Uma vez que a atuagao de V é
definida sobre a base coordenada, nés podemos calcular a acao de V sobre qualquer vetor.
Se tomarmos V' = V*#9,, como sendo um vetor da variedade expandido para o sistema de

coordenadas x, podemos observar que
v,V =V,V*,) = (0,[V*0,+ V*'V,0,)

ov>
=(=—+T, V"] 0. 2.44
(G 4T o (244
Esta equagao coincide com a definigdo da derivada covariante dada pela eq. (2.38). Ou
seja, a conexao afim V determina a derivada covariante de um determinado vetor, quando

este é trasportado paralelamente ao longo da direcdo de um dado vetor da base 0,. Na
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verdade, a conexao fornece a derivada covariante ao longo da direcao de qualquer vetor.
Por “ao longo da direcao”, entende-se ao longo da curva da variedade a qual tal vetor
é definido como vetor tangente. Por exemplo, considerando agora os vetores arbitrarios

V =V*H#0, e W = WH"), da variedade, nés teremos que
vVyW =Vv,(W"o,) =V*(0,[W"0, + W'V ,0,)

A
_yw (%‘f; + FAWW”> Dy (2.45)

Novamente, como esperado, pela sua propria definicao, V atuou sobre os dois vetores e
os transformou em um novo vetor, cujas componentes, expandidas na base coordenada

{0,}, sdo VAV ,W*, onde

oW
A — A v
v, W = o + I, W (2.46)

Lemos VW como: derivada covariante de W ao longo de V.

2.8.3 Derivada covariante de 1-formas e tensores em geral

Uma vez que Vy, de certa forma, tem o sentido de uma derivada direcional na va-
riedade, é natural definir a derivada covariante de f € .# (M) por uma derivada direcional

ordinéria
Vil =V, (2.47)
Assim, a eq. (2.42) toma a forma da regra de Leibnitz,
Vi (fW) = (Vv )W + FV W (2.48)
Nos, entao, exigimos que isso seja valido para qualquer produto de tensores,
Vy(Th@T,) = (VyT) T +Th @ (VyTh), (2.49)

onde 717 e T, sao campos tensoriais de tipos arbitrarios. Dessa forma, para um sistema
de coordenadas x = z*, nés podemos calcular quem é a derivada covariante de uma
1 — forma € Q(M). Para isso, ja que (w, W) € .Z (M), sendo W € ¥ (M), nés notamos

que
V{{w, W)] = Vy[(w, W)] = (Vvw, W) + (w, Vi W) . (2.50)
Logo, usando as propriedades do produto interno e da conexao afim, nés obtemos
Vyw = VIV w,dz”, (2.51)
onde

Vw, = 0w, — T wy (2.52)

uv
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Ou seja, a derivada covariante de uma 1-forma também é uma 1-forma. Particularmente,

se w = dx¥, nos temos
V,dat = —T*, da” (2.53)

que é a equagao andloga a eq. (2.43).

Sabendo qual a cara da derivada covariante para vetores e 1-formas ao longo da
direcao de um determinado vetor V' € T,M, fica facil generalizar esses resultados para
um campo tensorial T qualquer da variedade. Considerando um campo tensorial do tipo

(q,7), teremos que

0 0 0 0
Q102...0q—10q B
B babesbr Frar © s @ ® Grary © oy © 42T

®dr” ® .. ®dz" ' @ dor (2.54)

VT = V'V, T

onde

VT 0 s, =0 (T s,
+ FQIWTVa2maqilaqﬁlﬁl..m_l,&. + .
B N L Y Y
= T T, i
e — l—wuﬁrTO{l a2~~~aq—1aqﬁlﬁ2...ﬁrilu . (2.55)

2.8.4 Transporte paralelo e geodésicas afim

Dada uma curva ¢ : (a,b) — M sobre a variedade M, a qual tem sua imagem,
por simplicidade, coberta por uma tunica carta (%, ), cuja o sistema de coordenadas
é r = p(p), nés podemos definir o transporte paralelo de um vetor sobre essa curva.

Considerando W como um campo vetorial, definido pelo menos ao longo da curva,
Wley = WH(c()Ouleqry » (2.56)

dizemos que W é transportado paralelamente ao longo de ¢(t), para qualquer t € (a,b),

Se:
VW =0, (2.57)

onde V = d/dt = (dx"(c(t))/dt)0, |y é o vetor tangente a c(t). Esta condicao, escrita
em termos de suas componentes, se torna

dW? L dx*(c(t))

. gy WY =0. (2.58)
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Se o vetor tangente V' (¢) a curva c¢(t) é ele préprio transportado paralelamente ao

longo da mesma, ou seja,
VyV =0, (2.59)

dizemos que a curva c(t) é uma geodésica afim. Isso traz a ideia de ser a curva mais “reta”
possivel na variedade [21]. Em termos das componentes, a equagao da geodésica é escrita
como:
d?z*  _ datdz”
TERN T

=0, (2.60)

onde {z*} sao as coordenadas da curva geodésica c(t).

2.8.5 Transformacao de coordenadas dos coeficientes da conexao

Sendo V,W € TpM, vimos que a aplicacao VW da origem a um novo vetor.
Uma vez que um vetor é um objeto independente do sistema de coordenadas, podemos o

expandir em diferentes sistemas de coordenadas. Por exemplo, considerando duas cartas

(€a,pa) e (€, pp), onde x = a(p), y = ¢p(p) e €4 NEp # ), temos que

oW
VyW = V* ( + FAWW”> O, (2.61)

oz

quando expandido na base coordenada da carta (€4, p4), €
. W~ =\ =
VW =V G+ DLW N (2.62)
quando expandido na base coordenada da carta (¢, ¢p), onde 5/\ = 0/0y>. Desta forma,
os coeficientes da conexao devem se transformar de tal maneira que a igualdade entre as
egs. (2.61) e (2.62) continue sendo valida. Como y* = y#(x”), podemos usar a eq. (2.6)
nas componentes V# ¢ W* da eq. (2.62), além de 0y = (0z%/dy>)d,, para obter dessa
igualdade que

 _maray | o op
O gyl gy Oz P Qyrdy Ox

(2.63)

Ou seja, frente a uma mudanca de sistema de coordenadas, os coeficientes da conexao,
F’\W, devem se transformar como indicado pela eq. (2.63), para que VW se mantenha
independente do sistema de coordenadas escolhido.

2.9 A conexao métrica

Na geometria de Riemann-Cartan, nés impomos que o tensor métrico seja covari-

antemente constante, isto é, se dois vetores V' e W sao transportados paralelamente ao
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longo de qualquer curva, entao o produto interno entre eles permanece constante sob o
transporte paralelo. Assim, seja U um vetor tangente de uma curva arbitraria, ao longo

da qual V e W sao transportados paralelamente, essa imposicao se traduz como 2

Vulg(V,W)] = (Vug)(V.W) +g(VuV, W) +g(V, VW)
= U VFW Vg =0, (2.64)
onde usamos que ViV = VW = 0, ja que, por construcao, V e W sao transportados

paralelamente ao longo da dire¢do de U. Como a eq. (2.64) é sempre valida para qualquer

curva e vetores, isso significa que
vkgm/ =0. (265)
Usando a eq. (2.55), podemos escrever

a)\guu - FV,\#QW - FW,\,,QW =0. (266)

Com esta exigéncia, a conexao afim V ¢é dita ser compativel com a métrica, ou é sim-
plesmente chamada de conexao métrica. Esta condigdo, representada pela eq. (2.66), traz
algumas restrigoes aos coeficientes da conexao afim. Fazendo uma permutacao ciclica dos

indices (A, p, V), nés temos

Ovgon = I ago = I7pg0y = 0. (2.68)

Assim, somando as egs. (2.67) e (2.67) e subtraindo o resultado pela eq. (2.66), apds

algumas manipulacoes, obtemos

M, =1, + K%, (2.69)
onde usamos as definigoes:
I, = ;g” (0uuy + OuGyy — OrGpuw) (2.70)
K, = —; (T,,* + T, =T, (2.71)
T/\lw = 2I‘)\[/W] = F)\/w - F)\w : (2.72)

¢ chamado de tensor de contorgao e

f)\w sao os conhecidos simbolos de Christoffel, K AW

T /\;w sao as componentes do tensor de tor¢ao, que serd definido na proxima secao. Pode-se

notar dessas expressoes que Ky, = —K,un € Thw = —Thyp.

2 A partir de agora, com o objetivo de deixar a leitura mais dindmica, a menos que isso possa causar

alguma confusdo, ndo vamos mais especificar que estamos em uma regido da variedade que é coberta
por uma carta, a qual esta associada um sistema de coordenadas x ou y e que os campos vetoriais e ten-
soriais sdo cobertos pela mesma, etc. Isso ja deve ficar subentendido quando usarmos as componentes
de tais objetos.
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2.10 Curvatura e torcao

Com o uso da conexao e dos parenteses de Lie, podemos agora definir dois ob-
jetos de fundamental importancia, além do tensor métrico, para caracterizar uma va-

riedade diferenciavel, e consequentemente um espacgo-tempo. Os tensores de curvatura,

R: V(M) V(M) V(M) — ¥(M), e de torgdo, T : ¥ (M) Q@ ¥ (M) — ¥ (M), sao
definidos por [21]

R(U, V, W) = VUVVW — VVVUW — V[va]W, (273)

T(U,V)=VyV -V, U - [U,V]. (2.74)

Também é comum escrever R(U, V)W ao invés de R(U,V, W), de modo que R parega
um operador atuando em W. As egs. (2.73) e (2.74) deixam claro que

R(U,V,W)=-R(V,U,W), (2.75)
T(U,V) = -T(V,U). (2.76)

Em relagao a base coordenada {0,} e a base dual {dz"}, as componentes do tensor de

curvatura sao dadas por

R%y,, = (dz®, R(0,,0,)s) = (dz*,V ,V,05 — V,V ,05)
= (dz®, V,(1*,505) = V,(I,503))
= (da®, (0,1,5)0 + T, 51° 105 — (B,17,5)0% — T 51,05 )
= 0,05 — 0,1 5 + T2, 5T =T ;T\ (2.77)

enquanto que as componentes da tor¢ao sao

T, = {d*, T(9,,0,))
= (d2*, V,0, — V., 0,)
= <d$)\, F‘gw,&; — F6Vu85>
=, -, (2.78)

v

Das eqgs. (2.75) e (2.76), nés temos, respectivamente,

ROCBMV - _Raﬁyua (279)
A _ A
™, =T, . (2.80)

O tensor de curvatura é quem da a nocao intrinseca de curvatura da variedade [21].
Por exemplo, se transportamos paralelamente um vetor de um ponto P da variedade para
um outro ponto () da variedade, por meio de uma curva c, e transportarmos paralela-

mente o mesmo vetor, novamente, de P para (), mas agora por meio de outra curva
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c, a diferenca, no ponto (), entre esses dois vetores transportado é dada pelo tensor de
curvatura. Ja o tensor de torcao, mede a falha de fechamento do paralelogramo formado
por vetores deslocamentos pequenos, definidos num mesmo ponto, que sao transportados

paralelamente um ao longo do outro.

2.10.1 O tensor de Ricci e o escalar de curvatura

A partir do tensor de curvatura R, nés construimos dois novos tensores através da
contragao de indices, os tensores de Ricci e o escalar de curvatura. O tensor de Ricci Ric

¢ um tensor do tipo (0, 2) definido por [21]
Ric(U,V) = (da",R(0,,V)U) , (2.81)
cujas componentes sao

R,, = Ric(9,,0,) = R (2.82)

pAw -
Ou seja,

Ry, =0\, — 0,1, + 17, I, -7, I . (2.83)
Usando I'*, dado pela eq. (2.69), nés obtemos a partir da eq. (2.83) a seguinte identidade:

R, =R, +V,K*, —V, K +K" K\ —K K (2.84)

«

onde o sinal “°” indica que o objeto é dado em termos da conexao de Levi-Civita. Esta

expressao sera util no capitulo de revisao do TEGR.

O escalar de curvatura R é obtido pela contracao dos indices restantes no tensor

de Ricci com as componentes do tensor métrico, isto é,
R = ¢"Ric(0,,0,) = ¢"" R, . (2.85)
Ou, em termos da eq. (2.84), pode ser escrito como
R=R+V, K"~V KN+ K* K, " — K Ky, (2.86)

onde usamos R = RMg,, e o fato de g,, ser constante frente a derivada covariante. Se

usarmos a expressao de KM, dada pela eq. (2.71), nés obtemos

. 1 1
R=R-V, T+ ZT”‘”TAW - §TWT,W — T\T*, (2.87)

sendo T* = T7 *.
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2.11 Bases nao coordenadas

Em uma base coordenada, os elementos de 7, M sao expandidos em {0, }, enquanto
os elementos de T)M sdo expandidos por {dx*}. Nés podemos usar o tensor métrico g

para construirmos uma base alternativa. Por exemplo, considerando a combinacao linear

eq = €,"0,, (2.88)

onde a = (0),(1),(2) ou (3) e dete,* > 0, nds impomos que {e,} sejam ortonormais, ou
seja,
g(em eb) = eauebyg/ux = TNab - (289)

Nap € 0 tensor métrico de Minkowski. Nés podemos inverter a eq. (2.89) para obter

G = €, Nab (2.90)

onde e, é a inversa de e/t isto é, e e’ = 4§, ey = . Como V é um objeto

intrinseco da variedade, ele ndo depende da base vetorial em que é expandido, nés temos

V =VH9, =V, = V%, 0,. Logo, encontramos

Vi = e VO, (2.91)
Ve =e" Vi, (2.92)

Nés também podemos introduzir uma base dual {9} definida por (J%,e,) = 0j.

Y% pode ser expandido pela base dual da base coordenada. Assim,
U = e dr" . (2.93)
Em termos da base dual {9*}, o tensor métrico é dado por

g = gudat @ de” = 1" @ 9" (2.94)

As bases {e,} e {U?} sdo bases nao coordenadas que chamaremos de “tetrada”, nés

usamos indices latinos para denotar as bases nao coordenadas, e, quando os valores dos

indices sao escritos explicitamente, nds os escrevemos entre parenteses.

2.11.1 O frame local

Na verdade, existem iniimeras bases nao coordenadas que fornecem o mesmo tensor
métrico. Essas bases estao relacionadas entre si por meio de rotagoes ortogonais locais; no

caso de um espago-tempo, essa rotagoes correspondem ao grupo SO(3,1). Um elemento

3 A palavra tetrada é um neologismo de “tetrad”, palavra de origem inglesa que significa tétrade.
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do subgrupo SO™(3,1) é chamado de transformacao de Lorentz ortécrona prépria e é

denotado por A%.

Passamos a chamar essas bases nao coordenadas de frame, enquanto suas respetivas
bases duais sdo chamadas de co-frame, ou tetradas. Assim, dados dois frames ¢, e €., e

seus respectivos co-frames ¢ e ¥, nés temos

ea = A&, (2.95)
Ca =N\ ey, (2.96)
9 = A% (2.97)
0 = A9 (2.98)

onde A,” = (A71)?,, ou seja, A %A%, = 67 (ATA =T). Ao contrério dos indices de coorde-
nadas, os quais se transformam sob uma mudanca de sistema de coordenadas, os indices
dos frames e co-frames se transformam apenas sob uma rotagdo ortogonal local e sao inal-
terados sob mudancas de coordenadas. Ou seja, os frames uma vez definidos, constituem
uma base vetorial ortonormal que ganha um carater intrinseco, independente de sistemas

de coordenadas.

2.12  Alguns objetos expandidos em bases nao coordenadas

2.12.1 Parenteses de Lie

Considerando a defini¢do dos parenteses de Lie, dada pela eq. (2.23), nés temos

que os parenteses de Lie de um frame sao dados por
lea, ep] = (e,1'0ue)” — €)' 0ue,”) €€ e . (2.99)
A partir dos paréntese de Lie, podemos definir a seguinte quantidade:
Q% = — (0% [ens ec]) (2.100)

que é chamada de fungdo de estrutura de e,, ou objeto de nao-holonomia. (O leitor deve
estar atento para a variacao de sinal na literatura, uma vez que o objeto da eq. (2.100) é

definido com um sinal de menos.)

2.12.2 A conexao
Os coeficientes da conexao afim em relagdo a um frame {e,} sdo definidos como
wh, = (9%, Ve, . (2.101)
Lembrando que e, = €,/0,, vemos que sua derivada covariante pode ser escrita na forma

e (@ec” + ec’T’\W) O\ = w.e, 0, (2.102)
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que fornece
wh, =e,e'V,el, (2.103)
onde

(2.104)

2.12.3 Curvatura e torcao

Usando as defini¢oes dos tensores de curvatura e tor¢ao, dadas pelas egs. (2.73) e
(2.74), nds teremos que as componentes dos tensores de curvatura e torgdo em relagao a

uma base nao coordenada sao dadas, respectivamente, por

= e|wy] — eqw’p] + W — W + QW (2.105)

Tabc = <19a’ T(6b7 ec))
- wabc - wacb -+ Qabc = 2wa[bc} + Qabc . (2106)

Esta tdltima equacao nos leva a uma identidade bem conhecida:

a

1
wb:*

c 9 (cha + cha - Qabc) + Kabc . (2107)

Também é interessante notar que nés temos

a _a L _v_ oD
RYa=¢€"e/ e e/ R

Hvo )

a __ _a n_ v

7% =e"\el e T, , (2.108)
ou

A _ Ab ¢ d a

Ruua_eaeueueoRbcd7

A o A b ¢ a

17, =e e e, T%. . (2.109)
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3 Relatividade Geral

Neste capitulo, vamos fazer uma revisao sucinta dos principais topicos da Teoria
da Relatividade Geral (TRG) que mantém relagao préxima com o objeto de estudo desta
tese. Comecamos fazendo uso dos conceitos desenvolvidos no capitulo anterior, falando
da conexao de Levi-Civita, a qual é a conexdo usada na teoria da relatividade geral.
Em seguida, apresentamos as equacoes de campo da teoria, comentando um pouco sobre
suas bases. Prosseguimos exibindo as solu¢des de Schwarzschild e de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker. Também discutimos um pouco sobre o problema da TRG em expressar
um tensor energia-momento para o campo gravitacional. E; finalizamos este capitulo,

comentando sobre a relacao entre sistema de referéncia e sistema de coordenadas.

3.1 A conexao de Levi-Civita

Como mencionado no capitulo anterior, a TRG é uma teoria geométrica da gravi-
tagao e consiste de um caso especial da geometria de Riemann-Cartan, onde se usa uma
conexao especial, chamada de conexao de Levi-Civita, a qual é simétrica. Uma conexao
V é dita ser simétrica se o tensor de torgao é nulo [21]. Assim, em uma base coordenada,
os coeficientes da conexao de Levi-Civita satisfazem

M, =r . (3.1)

i vp

O teorema fundamental da geometria pseudo-Riemanniana diz que em uma variedade
dotada de uma métrica (tensor métrico) existe uma unica conexao simétrica que é com-
pativel com a métrica. Esta conexao é a conexao de Levi-Civita. Como nao ha tor¢ao, o

é nulo. Logo, da eq. (2.69), obtemos

tensor de contorcao K )\w/

o 1
F)\uu = F/\;U/ = 59)\7 (augl/'y + 8l/g,u'y - a’yguu) . (32)

3.1.1 Geodésicas

Com o uso da conexao de Levi-Civita, a equagio da geodésica ganha um significado
a mais. Além de ser a curva mais reta possivel numa variedade, ela também passa a ser a
curva que extremiza o intervalo espago-tempo entre dois pontos da variedade, isso é visto
por meio do cédlculo variacional. Por exemplo, se considerarmos o intervalo espago-tempo

entre dois pontos, P e (), sobre uma curva ¢ como

s:/PQdS, (3.3)
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onde a curva c¢ tem suas equagOes paramétricas, em um certo sistema de coordenadas,

dadas por z# = z*(u), sendo v um pardmetro qualquer, usando a eq. (2.33), nés podemos

Q dxt dzv
s = /P \/gw,(x)du T du. (3.4)

Agora, uma vez que, do calculo das variacoes, nés temos

escrever

Q
s:/ Ldu, (3.5)
P

sendo L = L(x*,&" u), com & = dz*/du, a Lagrangeana do sistema, nés identificamos

L =\/gu(x)zriv. (3.6)

Portanto, a partir do principio variacional, nés temos que as equagdes que extremizam a

curva do intervalo espago-tempo sao dadas pelas equagoes de Euler-Lagrange

d(“) oLy, (3.7)

du \9ir)  dar

Em geral, para facilitar as contas, a eq. (3.7) é reescrita como

(3.8)

d OL? B oL* 5 oL dL
du \ Oz+ oxr T OiH du
Usando a expressao de L, dada pela eq. (3.6), na eq. (3.8) e observando também que

L =ds/du = s, n6s obtemos

T\ O)\ . v ')\g
' el =it . 3.9
it + 17, e = : (3.9)

Se, particularmente, nés escolhermos um parametro ¢ que seja linearmente relacionado ao

intervalo s, isto é,
t=as+b, (3.10)

onde a e b sao contantes, o lado direito da eq. (3.9) desaparece, o que nos fornece

d?z* ., dxtdz”
+ -
dt? Hodt  dt

—0. (3.11)

Esta equacao coincide com a eq. (2.60). Ou seja, resumindo, quando usamos o principio
da minima acdo para encontrar a curva que extremiza o intervalo espago-tempo, nos
verificamos que a conexao de Levi-Civita surge naturalmente na expressao da curva, e

esta equacao também é a equagao da geodésica afim, definida na secgao 2.8.4.
No caso especial em que o parametro u ¢ igual a s, ndés temos

2z ., dxtdz”
+ -
ds? ' ds ds

—0 (3.12)
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dz* dz¥
. =1, 3.13
gﬂ dS dS ( )

onde assumimos ds # 0. Na verdade, estas equagoes que obtemos (egs. (3.11) e (3.12)),
sao expressoes de uma geodésica tipo-tempo. Para uma geodésica tipo-espago, resultados
analogos sao obtidos, a menos de uma mudanca de sinal, mas em geral nés substituimos

s por o, onde [22]
do® = —g,,dz"dz" . (3.14)

Também existe geodésicas para as quais o intervalo espago-tempo é zero, as chamadas
geodésicas nulas. E possivel ser mostrado que essas curvas podem ser parametrizadas por

um parametro especial u, chamado de pardmetro afim, tal que as equagoes dessa geodésica

sao [22]
d*z ., drtdz”
o 3.1
du? o du du 0, (3.15)
onde
gudatdx” = 0. (3.16)

De forma geral, da eq. (3.8), podemos perceber que, se tomarmos um parametro

u como sendo um parametro afim, nés podemos definir uma quantidade K por
K =g,#"" =, (3.17)

ou seja, K = L?. Desta maneira, a forma mais 1til da equacao geodésica ¢ dada por
d (0K oK
— =) -Z==0, (3.18)
du \ Oz oxH
onde K = a, e a =1,—1 ou 0, dependendo se a geodésica é do tipo-tempo, tipo-espaco
ou tipo-luz, respectivamente. No caso de ser do tipo-tempo nés tomamos u como sendo

s, e se for do tipo-espaco nés tomamos u como sendo o.

3.1.2 Tensor de curvatura e de Einstein

As componentes do tensor de curvatura em termos da conexao de Levi-Civita
também sao dadas pela eq. (2.77), trocando F’\W por f)‘W. O uso da conexao de Levi-
Civita reduz significativamente o nimero de componentes independentes do tensor de
curvatura; em n dimensdes, elas passam de n? para (1/12)n?(n?—1) [21,22]. Por exemplo,

com o emprego da conexao de Levi-Civita pode-se mostrar que

1 ( OQQJM 029,\M 82901/ 829)\1/ >

Rosw =5\ 9000 ~ 020007~ 007028 2o

+ Yop (faaufﬁku - faaufﬁAu) ) (319)
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onde Ry = ngaAW, o que nos fornece imediatamente as seguintes simetrias:

-éO'AMV = _éa)\uuy (320)
éd}\ﬂl/ = _é/\auu7 (321)
Rosp = Ryon - (3.22)

Também é possivel ver que o tensor de Ricci se torna simétrico, ou seja, se utilizarmos

f)‘w no lugar de I'*,, na eq. (2.83), nés encontramos

R, =R, (3.23)

Além disso, a utilizacdo da conexao de Levi-Civita da origem as identidades de
Bianchi; um teorema que diz que, se R é o tensor de curvatura definido com respeito da

conexdo de Levi-Civita, entdo, R satisfaz as seguintes identidades [21]:

R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z2)X =0

(Primeira idenditade de Bianchi), (3.24)
(VxR)(Y, Z2)V + (VZR)(X,Y)V + (VyR)(Z, X)V =0
(Segunda identidade de Bianchi), (3.25)

onde XY, Z e V sao campos vetoriais. Para vetores de uma base coordenada, essas

identidades sao escritas em termos das componentes como

R%o-/\,ul/ + éU;UJ/\ + IG%UV)\M =0

(Primeira idenditade de Bianchi), (3.26)
Vo', + VRS, + VR, =0
(Segunda identidade de Bianchi). (3.27)

A segunda identidade de Bianchi é especialmente importante, haja vista que ela da origem
a equagao de conservacgao covariante do famoso tensor de Einstein, G Podemos ver este
fato, primeiramente contraindo o indice £ com o indice p na eq. (3.27), fazendo uso da

eq. (3.20), o que nos fornece

Vol + VB — VR, — 0. (3.28)
Em seguida, fazendo uso da eq. (3.21), nés contraimos os indices A e v, o que nos fornece
Vv (Ret —2R,) =0, (3.29)
ou
V,G" =0, (3.30)
onde
G = R — ;g’“’]o% (3.31)

é justamente a definicdo do tensor de Einstein.
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3.2 As equacdes de campo da TRG

Albert Einstein chegou as equagoes de campo da teoria da relatividade geral dez
anos apos a elaboracao da teoria da relatividade restrita, em 1915. Se trata de uma
das teorias mais bem sucedidas na fisica classica, haja vista que teve intimeras previsoes
confirmadas e explica varios fendmenos gravitacionais, tais como o avanco do periélio de
Mercurio, o desvio gravitacional para o vermelho, as ondas gravitacionais, a dependéncia
do tempo medido por relégios em relacao ao campo gravitacional, a existéncia de buracos
negros, etc. Embora tenha alguns problemas conceituais, tal como a dificuldade em se
definir um tensor energia-momento para o campo gravitacional, o que sera discutido mais

adiante neste capitulo.

A teoria da relatividade geral é construida fundamentalmente a partir dos seguintes

principios, propostos por Einstein (veja, por exemplo, a se¢do 7.10 da Ref. [21]):

(I) Principio da Relatividade Geral: Todas as leis da fisica tomam sempre a mesma

forma qualquer que seja o sistema de coordenadas.

(IT) Principio da equivaléncia: ! Existe um sistema de coordenadas no qual os efeitos

do campo gravitacional desaparecem localmente.

Assim, embasado principalmente pelo principio da equivaléncia, uma das formas de se
chegar as equacoes de Einstein da relatividade geral, é analisando o desvio geodésico? en-
tre duas particulas testes em queda livre sujeitas a um campo gravitacional ndo uniforme.
Tal procedimento é muito bem explicado no capitulo 10 da Ref. [22]. Essencialmente, o
que é feito é obter a equacao newtoniana do desvio para essas duas particulas testes, a
qual resulta numa equagao analoga a equacao de campo gravitacional newtoniana para
um espaco vazio, a equacao de Laplace. E, entao, se busca a generalizacao relativistica
dessa equacao. Considerando que as duas particulas testes em queda livre viajam sobre
geodésicas tipo-tempo e utilizando os conceitos desenvolvidos no capitulo 2, mais a ideia
de um operador projecao (ver segdo 10.3 da Ref. [22]), é possivel obter a versao quadri-
dimensional, ou relativistica, da equagao newtoniana do desvio; a partir da qual, pode-se
extrair a informacao do espago tridimensional, o que ird sugerir que as equagoes de campo

do vécuo da relatividade geral deveriam ser dadas por [22]

o

R, =0. (3.32)

g

Para uma discussao detalhada sobre o principio da equivaléncia, o leitor pode consultar as referéncias
Refs. [14,23].

Entende-se por desvio geodésico entre duas particulas testes a alteragdo do vetor que conecta essas
duas particulas quando as mesma viajam sobre geodésicas tipo-tempo.
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Ou, alternativamente, observando que o desaparecimento do tensor de Ricci implica no
desaparecimento do tensor de Einstein, também podemos escrever

G, =0. (3.33)

nZ

As egs. (3.32) e (3.33), sdo justamente as equagoes que Einstein propds para serem as

equagoes de campo do vacuo para a relatividade geral.

Para chegarmos nas equagoes de campo completas da TRG, ou seja, aquelas que
levam em conta o conteido material em um determinado espago-tempo, podemos fazer uso
do principio do acoplamento gravitacional minimo; um principio que nao é fundamental,
mas foi usado implicitamente por Einstein [22]. Trata-se de um principio de simplicidade,
ou navalha de Occam, o qual essencialmente diz que nao se deveria adicionar termos des-
necessarios ao se fazer uma transicao da teoria da relatividade especial para a geral. Assim,
por exemplo, a lei de conservacao do tensor energia-momento da matéria na relatividade

especial, nas coordenadas de Minkowski dada por
o,T"" =0, (3.34)

tem como generalizacao mais simples para a teoria geral, envolvendo gravitagao, tomar a

equagcao tensorial
V,T" =0. (3.35)

Agora, como vimos da eq. (3.30), a segunda identidade de Bianchi implica que a derivada
covariante do tensor de Einstein G* também ¢é nula. Dessa forma, as egs. (3.30) e (3.35),
sugerem que esses dois tensores sdo proporcionais e, portanto, que as equacoes completas

da relatividade geral sdo dadas por
GM = »T™ | (3.36)

onde s é uma constante de proporcionalidade chamada de constante de acoplamento.
De fato, a eq. (3.36) sdo as famosas equagoes de campo de Einstein. O valor de s é
determinado pelo principio da correspondéncia, haja vista que estas equagoes devem se
reduzir a equacao de Poisson da gravitagdo newtoniana num limite apropriado (o limite

de campo fraco e baixas velocidades).

3.2.1 As equacdes de campo a partir do principio variacional

Considerando que a teoria da relatividade geral descreve a dindmica da geometria
do espago-tempo, e que essa dinamica ¢ dada por g,,, as equacoes de Einstein também
podem ser obtidas a partir do uso do principio variacional ao fazermos varia¢oes em relacao

a guw- A agao que leva as equacoes de Einstein é conhecida como acao de Einstein-Hilbert,
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SEm, € é a suposicao de invariante mais simples que descreve a dinamica da métrica. Nos

definimos esta acao como

1 o
Spi = —/R\/_—g d'z (3.37)
Vi

onde a constante s é introduzida para reproduzir o limite newtoniano quando os campos
de matéria sdo introduzido, R é o escalar de curvatura e \/—g d*x é o elemento de volume
invariante. Para verificarmos que 0Sgy = 0 fornece as equagoes de Einstein no vacuo, nés

observamos que

S = i / 5 (Bv=g) d'z

_ }1(/ <\/_—53 _ Rj9_> d'z =0, (3.38)

em que vamos analisar cada termo separadamente. Primeiramente, observando a identi-
dade matricial det A = exp(trln A), sendo A uma matriz diagonalizavel, nés verificamos

que

ddet A =exp(trin A)§(trin A)
=tr(dln A)det A
=tr(A'6A)det A. (3.39)

Assim, usando esta relacdo para as componentes da métrica, nés temos

09 = 99" 0 G - (3.40)

Ja para o termo /—g (510%, nos temos

V=g 5é =Vv—g 5(.9#”‘[3{/1,1/)
=/—q }?Wég”” ++v—g g‘“’ééw, . (3.41)

A variacao de éw/ pode ser feita diretamente na eq. (2.83), tendo em mente que agora

estamos lidando apenas com a conexao de Levi-Civita, a qual nos fornece que
- N N o ey oy ey o ey oy ey
oR,, =0\l — 0,01, + 17, 01" +T17,0017, —17,,07, —I%,.[',
a0 A o Mo 2 Mo A A Mo A
= (0017, + 17,017, — 17,017, = 17,61, ) = (9,617, — 17,,01,)
=V, oI, =V, oI, .. (3.42)
Logo, da condi¢ao de compatibilidade do tensor métrico, podemos observar que

V=ag" R, = v=gg" [V (61",,) = V,(61%,,)]
= V=gV, (9"81,) = V=gV, (¢"0T*,,) - (3.43)
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E, portanto, usando a identidade /—g ﬁMV“ = 0,(v/—9V*), nés encontramos que
V=g g“yéﬁw =0\ (\/—g g“"éf’\w> -0, (\/—g g‘“’(ﬂo“’\w) . (3.44)

Desta forma, concluimos que o segundo termo da eq. (3.41) ndo contribui para a variagao
da acdo da eq. (3.38), haja vista que o mesmo d4 origem a termos de superficie (os campos
nao variam no infinito). Assim, substituindo \/—g SR = V=g }O%W(Sg“” edg = gg"6g,, na
eq. (3.38), nds temos

. R 1
— Sa" — — ——_ ag"
/(\/ gR,,09 > ="

— / <\/—g I%W(Sg“" - ];)\/—g g“”égw,> d*z =0. (3.45)

59uv> d*x =0

E, usando 6g" = —g"*¢"? gy, ja que gung™ = 0y, nés obtemos

/ <—]32W + ];g“”> 5gu/—gd'z =0. (3.46)

Uma vez que 6g,, ¢ uma variagao arbitraria, nés concluimos que devemos ter

o 1 o
R — g R =0, (3.47)

que sao as equagoes de Einstein para o vazio.

Caso desejarmos considerar campos de matéria, nés podemos definir a acdo que

descreve a matéria como sendo
Sy = / S diz (3.48)

onde Z); é a densidade lagrangiana da teoria. Se a acdo da matéria também muda sob

variacoes de g, o tensor energia momento da matéria, 7", ¢ definido por

oSy = /T“"(Sgw,\/—gd‘lx. (3.49)

Observamos que, uma vez que 0g,, ¢ simétrico, 7" também ¢é tomado como simétrico.
Desta maneira, agora, temos que a acao completa da teoria é dada por Sgg + Sy, € ao

fazermos a variacao
(5(SEH+SM) =0, (3.50)

sob uma variagdo g,, — gu + 0g., , nés obtemos a forma completa das equacoes de

Einstein

G, = Ty, . (3.51)

nZ
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Na verdade, as equagoes de Einstein da relatividade geral podem ter ainda mais
informagoes. Nos podemos subtrair um escalar extra a constante de curvatura, sem preju-
dicar a invaridncia da acao. A constante que é subtraida é a famosa constante cosmoldgica,

A, a qual faz com que a ac¢ao de Einstein-Hilbert seja reescrita como
_ 1 .
Spi=— /(R Ay gdie. (3.52)
P

Agora, a extremizacao da acdo Sgy + Sy nos fornece

o 1 o
R#y - Eg/.tVR - Ag;uz = %TI_“,, (353)
que sao as equacoes de Einstein com constante cosmologica. Esta ultima equacgao é usada

principalmente para estudar modelos de universo, como veremos na secgao 3.5.

3.3 Espaco-tempo de Schwarzschild

O espaco-tempo de Schwarzschild foi a primeira solu¢ao nao trivial exata que se
obteve das equagoes de campo da relatividade geral. Ela foi obtida por Karl Schwarzschild
em 1916, pouco tempo apdés Einstein publicar suas equagoes. Trata-se de uma solugao
das equagoes de campo no vacuo para um espago-tempo que tem simetria esférica. Essa
simetria esférica é devida a suposicao de que tal espago-tempo é gerado por um corpo

esfericamente simétrico de massa M, que nao esta rotacionando e nao tem carga elétrica.

Nas coordenadas de Schwarzschild, fazendo a velocidade da luz igual a 1, o ele-

mento de linha da solugdo é escrito por [22]

2 2m\ 1
ds* = (1 — m) dt* — (1 — m) dr?® — r*d6* — r*sin® 0dp? (3.54)

T r

que é o famoso elemento de linha Schwarzschild. A constante —2m ¢é escolhida por conve-
niéncia durante a resolugao, de modo que m possa ser interpretada como a massa do corpo
gerador do espaco-tempo, em unidades relativisticas, como explicitado na secao seguinte.
As coordenadas r,0 e ¢ sao as coordenadas esféricas usuais, enquanto t é coordenada

temporal.

3.3.1 Propriedades da solucdo de Schwarzschild

Dado um corpo qualquer com simetria esférica, que nao rotacione nem seja dotado
de carga elétrica, como algum planeta ou estrela, por exemplo, a solugdo de Schwarzschild
pode sempre representar os espago-tempo formado por esses corpos em sua regiao exte-
rior®. E um resultado interessante é que a solucao de Schwarzschild da origem ao teorema

de Birkhoff, que diz que uma solugao do vacuo esfericamente simétrica na regiao exterior

3 Estamos considerando aqui neste pardgrafo a regido r > 2m, que é tida como regido exterior.
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¢é necessariamente estatica. Por solugao estatica, nés queremos dizer uma solugao que nao
tem dependéncia temporal e é invariante sob reversao temporal, ou seja, nada do espaco-
tempo gerado pelo corpo muda ou evolui. Desta maneira, mesmo que uma fonte pulse,
como, por exemplo, uma estrela, mas nao altere sua simetria esférica, isso nao levara a
qualquer efeito nas vizinhancas espaciais. Nao teria propagacao de ondas gravitacionais,

por exemplo.

Outra caracteristica da solugao de Schwarzschild é que ela representa um espaco-
tempo assintoticamente plano. Verificamos isso ao fazermos r — 0o na eq. (3.54), o que

nos fornece
ds® = dt* — dr* — r?d* — r*sin® 0d¢? (3.55)

que ¢é o elemento de linha da relatividade especial em coordenadas esféricas. Este resultado
esta totalmente de acordo com a nossa intuicao, de que os efeitos gravitacionais oriundos
de um corpo sao imperceptiveis se estivermos a uma distancia suficientemente grande do

1mMes1no.

Uma vez que definimos o tempo préprio 7, em unidades relativisticas, por dr =
ds, também fica evidente, da eq. (3.54), que os observadores que estao em repouso nas
coordenadas 7,60 e ¢ medem tempos proprios diferentes conforme ¢ evolui, a depender do
valor de r em que se encontram. Quando observadores estdo em repouso em relagao as
coordenadas espaciais de um dado sistema de coordenas, dizemos que estes observadores
estao adaptados a tal sistema de coordenadas. (Ou, de maneira inversa, dizemos que as
coordenadas estao adaptadas a esses observadores.) No caso em questao, chamamos esses

observadores de observadores de Schwarzschild.

Além disso, podemos usar o limite newtoniano, de campo fraco e baixas velocida-
des, para interpretar a constante m definida para a solu¢ao de Schwarzschild. Assim, uma
vez que esse limite é dado por [22]

2¢

o
2

goo ~ 1+ (3.56)

onde ¢ é o médulo da velocidade da luz e ¢ representa o potencial gravitacional newto-
niano, que para um corpo de massa M centrado na origem do sistema de coordenadas é
dado por ¢ = —GM/r (sendo G a constante gravitacional newtoniana). Ou seja, o limite
de campo fraco é escrito como

2GM

c2r

Logo, comparando essa equacao com o goo do elemento de linha de Schwarzschild da eq.

(3.54), nds identificamos

m=-——. (3.58)
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Portanto, quando interpretamos a solucao de Schwarzschild como uma particula pontual
situada na origem, a constante m ¢é simplismente a massa da particula em unidades rela-
tivisticas (G = ¢ = 1). (Vale a pena salientar, entretanto, que interpretar uma particula
puntiforme como sendo uma singularidade no espago-tempo é probleméatico, como apon-
tado por Einstein na Ref. [24]) As vezes m também ¢é chamada de massa geométrica, ja

que, claramente da eq. (3.54), m tem dimensao de comprimento.

3.3.1.1 Buraco negro

Olhando para a solugao de Schwarzschild, eq. (3.54), n6s podemos perceber que
esse espaco-tempo tem algo muito peculiar em r = 2m, o elemento de linha se degenera.
Tal valor de r marca uma clara divisao do espaco-tempo em duas regioes: a regiao r > 2m,
que caracteriza a coordenada t como sendo do tipo-tempo e r como do tipo-espago, e a
regiao r < 2m, na qual r passa a ser do tipo-tempo e t do tipo-espaco. Além disso, vemos
que o elemento de linha diverge em r = 0. O valor r = 2m é chamada de singularidade
coordenada, e esta associada a uma limitagao do sistema de coordenadas usado. Enquanto

que r = 0 é uma singularidade fisica, intrinseca, ¢ um problema do proprio espago-tempo.

Uma forma de se estudar um espaco-tempo é analisando a estrutura dos seus
cones de luz, ja que por meio destes podemos ver em qual regiao do dado espago-tempo
particulas materiais podem se mover em relacao a observadores que sao adaptados ao

sistema de coordenadas no qual o cone de luz é desenhado.

Para analisarmos as propriedades dos cones de luz nas coordenadas de Schwarzs-

child, nés consideramos as geodésicas radiais nulas que sao dadas por
ds?=60=¢=0. (3.59)

Ou seja, estamos considerando apenas os raios luminosos que estao na direcao radial, ou
se distanciando do centro (r = 0) ou se aproximando. Podemos, entdo, calcular essas

geodésicas usando a eq. (3.18), onde
2 : 2m\ !
K:(l—m)t2—(1—m) P2 =0, (3.60)
r r

e o ponto indica uma derivada em relacdo a um parametro afim v ao longo da geodésica

nula. Desta forma, a equacao de Euler-Lagrange, eq. (3.18), para u = 0, nos fornece

da Kl N 2’”) t} _0. (3.61)

du r

Integrando esta equagao, obtemos

(1 - 2’”) ik, (3.62)
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sendo k a constante de integracao. Elevando esta equacao ao quadrado e substituindo o

resultado de 2 na eq. (3.60), nés encontramos
F=+k. (3.63)

Assim, podemos obter uma equagao na forma ¢ = t(r), ao notarmos que

dt  dt/du

B = .64

dr dr/du 7 (3:64)
Logo, usando as egs. (3.62) e (3.63), nds temos

dt 1

— =+ 3.65

dr (1 _ @) ’ (3.65)
cuja a integragao nos fornece

t ==+ (r+2mln|r — 2m| + constante) . (3.66)

Esta equacao nos da as congruéncias que definem os cones de luz no diagrama espago-
tempo das coordenadas de Schwarzschild. Podemos notar que, para r > 2m, nos temos
dr/dt > 0, por isso o sinal de '+’ na eq. (3.66) define congruéncias das geodésicas nulas

Y

radiais ascendentes, enquanto o sinal de '—’ define congruéncias das geodésicas nulas
radiais descendentes. No entanto, para r < 2m, nés temos dr/dt < 0, o que faz com o que
o cone de luz se volte para a direcao r = 0, pois r agora ¢ uma coordenada tipo-tempo
nessa regiao. Isto é, tanto as geodésicas nulas descendentes quantos as ascendentes, na
verdade, agora vao na direcao da singularidade r = 0. E, obviamente, qualquer corpo
material também deve atingir a singularidade. Dai surge a ideia de buraco negro, pois
nada que chegue a regiao r < 2m consegue escapar, nem mesmo a luz, tudo ¢é arrastado

para a singularidade r = 0.

Da eq. (3.66) também podemos notar que, a medida que r — oo, os angulos
entre os cones de luz fazem 45°, como era de se esperar, visto que o espago-tempo é
assintoticamente plano. Agora, ao passo que r vai diminuindo até tender a 2m, nés temos
que t — —o0. Ou seja, é como se uma dada geodésica nula descendente levasse um tempo
coordenado infinito para chegar em r = 2m, e ndo fosse capaz de alcangar a regiao r < 2m.
Ou, pensando nas geodésicas nulas ascendentes, é como se algum sinal luminoso enviado
radialmente por algum observador de Schwarzschild proximo a r = 2m, levasse um tempo
coordenado infinito para alcancar outro observador de Schwarzschild em um r >> 2m.
Desta forma, a superficie formada por » = 2m é chamada de horizonte de eventos do

buraco negro.

Contudo, é enganosa essa perspectiva dos observadores de Schwarzschild de que
um raio luminoso descendente, ou muito menos uma particula material, nao atravesse o

valor de r = 2m, e esse problema ¢é devido a uma limitacao do sistema de coordenadas
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em descrever esse espago-tempo. Para constatarmos isso, podemos analisar o caminho
percorrido por uma particula caindo livremente na direcao radial, a qual deve seguir uma

geodésica tipo-tempo. Assim, das eqs. (3.17) e (3.18), nds temos, respectivamente,

(1—27”) i (1—%>_1¢2:1, (3.67)

r r

(1- 2;”) Pk, (3.68)

onde usamos o = 1 na eq. (3.17) e fizemos . = 0 na eq. (3.18), usando como parametro
afim o tempo préprio da particula. Portanto, fazendo k = 1 na eq. (3.68), o que é equi-
valente a soltar a particula do infinito espacial com velocidade inicial igual a zero, nos

encontramos das eqs. (3.67) e (3.68) que

dr\’ r
— | =—. 3.69

(dr) 2m ( )
Logo, tomando a raiz negativa dessa equagao, ja que r deve diminuir a medida que o

tempo préprio da particula passe, ndés encontramos

1 [2
Tom =gy (ry? = 1%2) | (3.70)

onde 7y corresponde ao tempo que a particula mede quando estd em ry. Dessa maneira,
se fizermos r = 0, verificamos que a particula atinge a singularidade em um tempo finito
T = (1/3)(\/2/m)7“(:§/2 — 79. Isto é, na perspectiva da particula, ela nao sente nada de

diferente em r = 2m.

Como ja mencionado, o valor de r = 2m é problemaético devido a uma limitagao do
sistema de coordenadas em si, e ndo do espago-tempo. No entanto, existem transformagoes
de coordenadas que acabam com essas dificuldades encontradas pelas coordenadas de
Schwarzschild. Duas transformagoes de coordenadas sao especialmente importantes: uma
construida independentemente por Kruskal e Szekeres, em 1960, e a outra obtida por

Novikov, em 1963; as quais sao tratadas a seguir.

3.3.1.2 Coordenadas de Kruskal-Szekeres

As conhecidas coordenadas de Kruskal-Szekeres correspondem a uma extensao
analitica maximal* da solucdo de Schwarzschild, as quais foram construidas independen-
temente por Kruskal e Szekeres em 1960 [12]. No diagrama espago-tempo bidimensional
dessas coordenadas (suprimindo os eixos das coordenadas angulares e usando unidades
naturais), todos os cones de luz sdo formados por linhas retas, as geodésicas nulas ascen-
dentes e descendentes, que fazem um angulo de 45° com o eixo coordenado da coordenada

espacial (ver figura 31.3 da Ref. [12]). Essa caracteristica do cone de luz e a andlise do

4 A defini¢io de maximal pode ser vista na pagina 230 da Ref. [22].
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diagrama ajudam a ter novos insights sobre os aspectos do espago-tempo. Nessas coorde-
nadas também nao temos o problema da singularidade coordenada de Schwarzschild em

r=2m.

O elemento de linha nas coordenadas de Kruskal-Szekeres pode ser escrito como

[12]
ds* = F? (dT? — dX*?) — r?dQ)?, (3.71)
onde temos que
3
P[22 rtam) (3.72)
T
X2 -T2 =1[r/(2m) — 1] /™ (3.73)

sendo r e dQ)? = d#? + sin® Adp? as coordenadas usuais do sistema de coordenadas de
Schwarzschild. Observamos que a eq. (3.73) gera o diagrama da figura 4 e fornece as se-
guintes relagoes entre as coordenadas de Kruskal-Szekeres e as coordenadas de Schwarzs-

child, a depender de qual regiao do espacgo tempo estamos considerando:

T = (QL - 1) e”/4m) ginh (L) (374)
= (2L — 1)67/(4’”) cosh(5) 7
T=— <2L - 1)6’”/(4”1) sinh(;5)
, 3.75
X =- (L - 1)67/(47”) cosh(+%) 37)
2m 4m
T = (1 — %)e’”/(‘lm) cosh(7-)
3.76
— (1= 2 )er/6m) ginp (L) (376)
= (1 5 )e sinh(;~)
T=-— (1 — QL)eT/(‘””) cosh(5)
, (3.77)
=— (1 - QL)e”/(‘lm) sinh (%)

onde t é a coordenada temporal de Schwarzschild. A eq.(3.74) é para a regido externa ao
buraco negro/branco (r > 2m) do nosso universo, a eq.(3.75) é para a regiao externa ao
buraco negro/branco (r > 2m) do outro universo, a eq.(3.76) é para o interior do buraco
negro (r < 2m) de ambos os universos® e a eq.(3.77) é para o interior do buraco branco

(r < 2m) de ambos os universos®. A coordenada r = (T, X) j4 ¢ dada em termos de T e

5
6

Notar que um valor negativo de t indica que estamos no buraco negro do outro universo.
Neste caso um valor negativo da coordenada t indica que estamos no interior do buraco branco do
Nnosso universo.
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X implicitamente pela eq.(3.73), a qual é vélida para qualquer regiao do espago-tempo.

A coordenada t = t(T, X) é dada em termos de T' e X através das seguintes equagoes:

T
t=14 h{—= .
m arctan <X> : (3.78)

X
t = 4m arctanh <T> : (3.79)

onde a eq.(3.78) corresponde as regides externas ao buraco negro/branco, dos dois uni-
versos, e a eq.(3.79) é para o interior do buraco branco e do buraco negro de ambos os

universos.

3.3.1.3 Coordenadas de Novikov

Esse sistema de coordenadas foi usado pela primeira vez por Novikov, em 1963.
Ele consiste em usar uma coordenada comovel, R, para descrever particulas testes que
sao ejetadas radialmente da singularidade (r = 0) do buraco branco, atingem uma altura
maxima, 7,4, (que pode ser maior ou igual a r = 2m), e retornam para a singularidade
do, agora, buraco negro; como a coordenada R é comével a particula, durante toda a sua
trajetoria uma determinada particula teste tem sempre o mesmo valor R. Por construcao,

a coordenada R é dada em termos da altura maxima da trajetéria da particula [12]

R=|lmiz 1. (3.80)

2m

(Sendo r a coordenada de Schwarzschild usual). A coordenada temporal que é usada neste
sistema de coordenadas é o tempo préprio 7 das particulas testes, e ele é normalizado
para que as particulas tenham 7 = 0 no momento em que atingem a altura méxima de
suas 6rbitas. Além disso, todas as particulas testes, que podem atingir as mais variadas
alturas, sao ejetadas de tal maneira que todas atingem o pico de sua trajetoria no tempo

coordenado de Schwarzschild ¢ = 0.

Nas coordenadas de Novikov, o elemento de linha é dado por [12]

ds® = dr* — N(7, R)*dR* — r(7, R)*(d0* + sin® 0d¢?) (3.81)
onde
V1+ R? Or
e?

T (R2 + 1) BI/Q\/; + (R2 + 1)3/2 arccos VA (3.83)

2m:

7 Essa é a eq. (31.12b) da Ref. [12], exceto pelo sinal & no segundo termo do lado direito, o qual esté

faltando na eq. (31.12b).
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sendo

B=1-A. (3.84)

Nessas coordenadas, o nosso universo é representado por R > 0, a garganta do
buraco de minhoca estd em R = 0 e o universo espelho esta na regiao R < 0. A eq.
(3.83) gera o diagrama da figura 6, e, como esse diagrama indica, a eq. (3.83) implica que
Or/OR > 0 para R > 0 e Or/OR < 0 para R < 0. Assim, N é positivo em ambos os

universos.

3.4 Decomposicao de Eckart do tensor de energia-momento

O tensor energia-momento da matéria pode ser obtido basicamente de duas formas.
Em geral, ou é obtido de uma forma ad hoc por meio de suposicoes sobre a disposicao
e dinamica dos campos de matéria e energia a serem considerados, ou é obtido a partir
do principio variacional através de lagrangianas propostas para os campos de matérias e
energia, como visto nas eqs. (3.48) e (3.49). Também ¢é possivel fazer uma combinagao
dessas duas maneiras para se obter um tensor energia-momento dos campos de matérias

a serem considerados numa teoria.

Mesmo que nao seja feito nenhuma suposi¢do sobre a forma do tensor energia-
momento da matéria, dada uma congruéncia tipo-tempo, que represente, por exemplo,
um conjunto de observadores com 4-velocidade u*, nés sempre podemos decompd-lo em
termos das suas componentes proprias em relagao a esse conjunto de observadores. Um dos
primeiros a realizar esse tipo de decomposicao do tensor energia-momento foi Eckart [17],
em 1940. Para isto, Eckart, considerando a 4-velocidade u* de um conjunto de particulas

materiais (observadores), tal que
uut =1, (3.85)
definiu um tensor

h) =6, —uu”, (3.86)

o
de tal modo que um vetor F* qualquer do espaco-tempo da origem a um escalar e um
vetor tipo-espaco por meio das equacoes:

f=u,F", (3.87)
ff=htFE". (3.88)

Desta forma, ¢ evidente que o escalar f ¢é a projecao de F* sobre o eixo do tempo-proprio

e f* é um vetor tipo-espago, contido na hipersuperficie tipo-espaco que é ortogonal as
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congruéncias de u*. Ou seja, o tensor h,” é um tensor de proje¢do, que pega qualquer
quantidade de uma variedade e projeta na hipersuperficie tipo-espago ortogonal as con-

gruéncia de u*. Também é facilmente verificado que

¥ = fu* + f*, (3.89)
além de
uyh,” =0,
u’ht =0. (3.90)

O tensor h,” tem varias propriedades importantes, tais como [17]

R hy" = Ry,
ht" = gh" — ut'u”
W = W hyY = h,tg7hy (3.91)

Por conseguinte, da eq. (3.85), nés podemos observar, por exemplo, que
WY F,F, = g" frf, <0, (3.92)

onde a igualdade s6 é obtida quando F,, = fu,.

A partir do campo vetorial u* e do tensor de projecao h*”, pode-se, entao, decom-
por qualquer tensor energia-momento simétrico 7" em termos de componentes préprias,

onde essas componentes sao definidas por:

p =T u,u,, (3.93)
¢" = h T uy . (3.94)
W' = h M hg T . (3.95)

Dessa forma, nés temos que o tensor energia-momento pode ser expresso como
™ = putu’ + 2¢%u?) 4w . (3.96)

As componentes préprias p, ¢g* e w"” tem interpretagoes fisicas convenientes. A compo-
nente p € interpretada como a densidade de energia, o vetor g representa o fluxo de calor

e o tensor simétrico w” é entendido como o tensor stress.

O tensor stress pode ser escrito como
wt =7 — pht” | (3.97)
onde

p=—(1/3)w," = —(1/3)T, " (3.98)
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¢é definido apropriadamente como a pressao isotrépica e m, que satisfaz os vinculos

Tut =0,
7T;u/glw =0,
T = Ty (3.99)

é tido como a pressao nao isotrépica. Assim, usando a eq. (3.97), o tensor energia-momento

passar a ser expresso por
T = putu” — pht 4 2¢Wu?) + 7t . (3.100)

Logo, se u* representar a 4-velocidade das particulas de um fluido, esta equagao representa
o tensor energia-momento desse fluido. E, se considerarmos que nao ha fluxo de calor e
nem pressao nao isotropica, isto é, se fizermos ¢* = 7 = 0, ndés obtemos o tensor

energia-momento de um fluido ideal
™ = (p+ p)u''u’ —pg"”, (3.101)

onde foi usado a eq. (3.91).

3.5 Cosmologia relativistica

A chamada cosmologia relativistica consiste no estudo da dindmica e estrutura do
universo como um todo, a partir dos fundamentos da teoria da relatividade geral. Ela se
baseia em trés suposi¢des para dar origem a modelos de universos, ou também chamados
modelos cosmoldgicos. A primeira suposicao é o chamado principio cosmologico, o qual
assume que, em larga escala, o universo é homogéneo e isotrépico. Ou seja, nao importa
em que regiao do universo nés pudéssemos estar, em larga escala, nés sempre teriamos
a mesma percepcao ao observa-lo. A segunda suposicao, a qual é derivada do postulado
de Weyl, é que o universo como um todo pode ser encarado como um fluido perfeito, um
substrato, no qual as galaxias sao tidas como particulas fundamentais desse fluido. E a
terceira suposicao é que a dindmica do universo é dada pelas equagoes da relatividade
geral, eq. (3.53).

O principio cosmoldgico é um principio de simplicidade, mas é uma boa aproxi-
magao em escalas da ordem de 10® anos luz ou maior [12,22]. Para formalizar as ideias de
homogeneidade e isotropia do universo, assume-se que existe um tempo césmico t e, en-
tao, se formula o principio em cada hipersuperficie tipo-espaco t constante. Desta forma,
o principio cosmoldgico exige que o espago-tempo seja folheado em hipersuperficies tipo-

espaco que sejam esfericamente simétricas em qualquer ponto sobre elas.

O postulado de Weyl diz que as particulas do substrato repousam no espago-tempo

sobre congruéncias de geodésicas tipo-tempo, partindo de um ponto no passado finito ou
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infinito, onde essas geodésicas sao ortogonais a uma familia de hipersuperficies tipo-espago
de uma coordenada temporal ¢ constante. Assim, podemos introduzir um sistema de
coordenadas (¢, z', 2%, x3) tal que (2!, 2%, 2®) descrevam essas hipersuperficies tipo-espago
e sejam coordenadas constantes ao longo das geodésicas. Dessa forma, t desempenha o

papel de tempo césmico, e também de tempo préprio das particulas do substrato.

3.5.1 Espaco-tempo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

A condicao de ortogonalidade das geodésicas tipo-tempo em relagao as hipersu-
perficies tipo-espago, juntamente com o principio cosmolégico, implica que o elemento de

linha do universo pode ser escrito como
ds* = dt* — [S(t)]*do?, (3.102)

onde S(t) é o conhecido fator de escala do universo e do? = g;;(z")dx'dz? da a geometria
das hipersuperficies tipo-espaco. O fator de escala multiplicando a geometria da parte
espacial, do, a qual é independente do tempo, indica que a razao das distancias espaciais
entre pequenos deslocamentos permanece a mesma o tempo todo. E, como a geometria
da parte espacial deve satisfazer a exigéncia de homogeneidade e isotropia para todo
e qualquer tempo, resulta que do deve ter curvatura constante. Desta forma, obtém-se
que [22]

1

do? = ——
7 T 1K

di® + 7*(d6® + sin? 0d¢?) , (3.103)

onde 7,6 e ¢ sdo as coordenadas esféricas usuais e K é uma constante, a constante de
curvatura, que pode ser positiva, negativa ou zero. Logo, o elemento de linha da cosmologia

relativistica é escrito como

ds? = dt* — [S(1))? ( di? + 72(d6° + sin’ 9d¢2)) . (3.104)

1— Kr?

Em geral, absorve-se a arbitrariedade da magnitude de K na coordenada radial e
no fator de escala. Para isso, assumindo K # 0, defini-se um k, tal que K = |K|k; ou seja,
k é +1 ou —1, dependendo se K é positivo ou negativo, respectivamente. E, introduz-se

uma nova coordenada radial 7, dada por
T =/|K|r. (3.105)

Assim, o elemento de linha passa a ser escrito como

1
1= ki

ds> = dt* — [a(t))? ( di? + 72(d6? + sin’ ed¢2)> , (3.106)

onde a(t) passa a ser o novo fator de escala do universo, sendo a(t) = S(t)/\/|K|, se
K #0,ea(t)=5(t), se K =0.
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Além disso, também se pode definir uma nova coordenada radial r, relacionada a
r por
r
r=——-=. 3.107
14 kr? ( )
Esta nova defini¢cdo nos permite escrever o elemento de linha da cosmologia relativistica

como sendo
a(t) \’
ds? = dt? — (HW> (dr? + r?df* + r? sin® 0 dp?) (3.108)

o qual é tido como o famoso espaco-tempo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW).

3.5.2 Equacoes de campo

Uma vez que, a partir do postulado de Weyl, o universo pode ser encarado como

um fluido perfeito, nés temos que o tensor energia-momento é dado por

T;uz = (,Om + pm)uuuu — PmYGuv (3109)

onde u, ¢ a 4-velocidade das particulas do fluido e p,, e p,, sao, respectivamente, a
densidade de energia e a pressao isotropica desse fluido, como visto na secao 3.4. Desta
forma, usando o elemento de linha de FLRW, eq. (3.108), e esse tensor energia-momento
do universo na eq. (3.53), nés obtemos que as equagdes de campo que governam como o

fator de escala evolui no tempo sdo dadas por [22]

3
?(cﬁ +k)— A =87p,, (3.110)
1
?(2aa+a2+k) — A= —87p,, (3.111)

onde o ponto denota derivada em relacao ao tempo .

3.6 Folheacdo do espaco-tempo

Esta secao esta voltada a uma breve revisao sobre os conceitos das fungoes lapse
e shift e de curvatura extrinseca, com o intuito de dar suporte ao capitulo 7 desta tese,
o qual fala sobre a energia e o momento gravitacional do formalismo ADM. Em virtude
disso, como no capitulo 7 usamos a assinatura +2, nesta secao também utilizaremos
tal assinatura. No decorrer da tese, excetuando o capitulo 7, nés voltamos a utilizar a

assinatura —2.
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3.6.1 Decomposicao 3 + 1 dimensional

Fornecido um espaco-tempo, nés podemos escolher um sistema de coordenadas tal
que tenhamos uma familia de hipersuperficies tipo-espaco (3-geometria), as quais também
sao hipersuperficies de simultaneidade, que folheiam todo espaco-tempo. Se t é a coorde-
nada temporal, nos temos que duas hipersuperficies tipo-espago estao infinitesimalmente
préoximas se uma estiver dada para um valor ¢ e a outra em t + dt. Por praticidade, vamos
denominar a hipersuperficie em t=constante por “inferior” e a em t + dt=constante por
“superior”, analogamente a denominagao que é feita na Ref. [12]. As faces das hipersuper-
ficies inferior e superior formam uma espécie de sanduiche do espaco-tempo, o qual tem
uma grossura infinitesimal. No entanto, a 3-geometria de cada uma dessas hipersuperficies
nao fornece de cara qual é a 4-geometria do espago-tempo que esta entre elas. E preciso
analisar como conectar essas duas hipersuperficies, de tal modo que esse procedimento

possa fornecer a 4-geometria do espago-tempo nesse sistema de coordenadas.

Se a métrica da 3-geometria da hipersuperficie inferior nesse sistema de coordena-

das é dada por
29t 2t 2, 2 d' da? (3.112)

o que fornece a distancia entre um ponto e outro dessa hipersuperficie, temos que a 3-

geometria da hipersuperficie superior é dada por
2gii(t +dt, vt 2%, 2°)da' da? (3.113)

O indice ? nas egs. (3.112) e (3.113) indica que a métrica é tridimensional, e, a partir
de agora, as quantidades com prefixo 3, que tenham indices contravariantes, indicam que
esses indices foram levantados por g%, a inversa de %g;;. Supoe-se, entdo, que essas duas
hipersuperficies estao unidas por conectores que sao perpendiculares a elas, formando uma
estrutura rigida, onde o valor do comprimento préprio, ou tempo préprio, do conector que

se baseia no ponto (z!, 2% x*) da hipersuperficie inferior, no instante ¢, é

N(t, ', 2%, 2%)dt . (3.114)

Ou seja, esta é a distancia propria entre uma hipersuperficie e outra. Agora, o ponto da
hipersuperficie superior, onde esse conector deve ser anexado, é dado por

! (27) = ' — N'(t, 2", 2* 2%)dt . (3.115)

superior

A distancia prépria na hipersuperficie inferior onde a base desse conector deve ser anexada
em relacio ao ponto (z', 2% 23) dessa hipersuperficie é dz’ + N'dt (ver figura 21.2 da
Ref. [12]). Assim, a 4-geometria do espago-tempo que preenche o sanduiche formado pelas

duas hipersuperficies, e consequentemente a 4-geometria de todo espago-tempo, pode ser
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dada a partir do teorema de Pitdgoras em sua forma quadridimensional (em um espago-
tempo) [12]:

ds® = ?g;;(dz" + N'dt)(dz? + N’dt) — (Ndt)* . (3.116)

Como o elemento de linha para uma métrica quadridimensional é
ds* = g, dz"dz” (3.117)

comparando a eq. (3.116) com a eq. (3.117), nés obtemos que

(900 9o; ) _ ( (NuN* = N?) 3Nj ) ; (3.118)

gio  Yij N; 9ij
onde usamos que N; = 3g;;N7. A fun¢do N é denominada de fungao lapse e N* é chamada
de funcao shift. Desta forma, nesse sistema de coordenadas, conhecendo as funcoes lapse e

shift, a métrica quadridimensional pode ser construida a partir da métrica tridimensional

das hipersuperficies tipo-espago desse espago-tempo.

Se é dado N;, nés obtemos N7 usando que N7 = 3¢/ N;, lembrando que %g¥ é a

inversa de 3g;; = g;;. Assim, a métrica quadridimensional reciproca é fornecida por

(990 g ) = ( —A/NE NN ) . (3.119)
glo g N%/NQ (3gm — NZNJ/NQ)

E, o elemento de volume tem a forma /—g = N+/3g.

3.6.2 Curvatura extrinseca

O conceito de curvatura extrinseca de uma hipersuperficie (n — 1)-dimensional é
dado quando essa hipersuperficie se encontra imersa em um espaco n-dimensional, ela
depende de que forma essa hipersuperficie estd envelopada no espago maior. Dado um
campo vetorial unitario U* que seja normal a esta hipersuperficie, se fizermos o trans-
porte paralelo de um vetor U* de um ponto P, com coordenadas z“, para um ponto @),
com coordenadas z® + dz®, a curvatura extrinseca mede a mudanca de direcao de U*,
transportado paralelamente, em relagdo ao vetor normal que ja estava em (). Em outras
palavras, definimos a curvatura extrinseca K;; dessa hipersuperficie ¥, onde ¢ e j estao

restritos a XJ, como sendo

Kij = —V.U;. (3.120)

J

Restringindo ao caso de uma hipersuperficie ¢ constante, o campo vetorial U* sera
do tipo-tempo. A partir de agora, denotamos esse campo vetorial por n*. Logo, é evidente

que n* deve satisfazer a relacao

n,n' = -1, (3.121)
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e, em termos da funcao lapse, ele poder ser escrito na forma
n, = —No,. (3.122)

(Lembre-se que, nesta secao, estamos usando a assinatura (—,+,+, +). Portanto, a eq.
(3.121) indica que n* é do tipo-tempo.) Levantando o indice, com uso da eq. (3.119),

obtemos que

1 1
nt = 0 — (1O + N26% + N°6) (3.123)

Assim, a curvatura extrinseca da hipersuperficie é dada pela parte espacial do tensor

o

K ==V, (3.124)

onde V representa a conexao de Levi-Civita.

Para Arnowitt, Deser e Misner (ADM) [19], a curvatura extrinseca da folheagao
do espago-tempo tem uma importancia fundamental, pois é a partir dela que se obtém
o momento conjugado®, 37, & g;;, 0 qual por sua vez é usado na definigdo do momento

total do espago-tempo, como vemos a seguir.

3.6.3 O formalismo ADM

O chamado formalismo ADM consiste de uma formulagao hamiltoniana para a
relatividade geral, a qual é colocada em sua forma canonica. Nessa teoria, usa-se a lagran-
giana empregada na eq. (3.37), isto é, £ = R\/—_ , para se obter a forma candnica das
equacoes de movimento. Isso ¢ feito reformulando a lagrangiana para que as equagoes de
movimento tenham duas das caracteristicas de equacoes canonicas: uma que elas sejam
equacgoes de primeira ordem nas derivadas do tempo, e, a segunda, que a coordenada
temporal seja o tempo de uma decomposigido dimensional na forma 3+ 1 [19]. A primeira
caracteristica pode ser obtida na relatividade geral, ja que sua lagrangiana pode ser escrita
em uma forma linear nas derivadas do tempo, enquanto a segunda é alcangada a partir de
uma decomposicao 3 + 1 dimensional das quantidades quadridimensionais, decomposicao
essa que é a mesma apresentada na secdo 3.6.1. Uma vez que a forma candnica das equa-
¢oes de movimento sao obtidas, a interpretacao das quantidades fisicas da teoria, como

energia e momento, seguem a forma padrao do formalismo hamiltoniano.

Dessa maneira, no formalismos ADM, obtém-se que a energia total do espaco-

tempo é dada pela seguinte integral de superficie [19]:

PO = ﬁfgdsi(gim — gjj,i) s (3125)

8 Nio confundir o 7 usado aqui, com o 7 da eq. (3.97).



Capitulo 3. Relatividade Geral 64

onde a convencao da soma para indices repetidos é assumida e a superficie bidimensional S
deve estar no infinito espacial. Por sua vez, o momento total do espaco-tempo ¢é fornecido

por
P = —2/1% ds, 3 (3.126)
S
sendo 7% 0 momento conjugado & g;;.

Temos que 7% pode ser escrito em termos da curvatura extrinseca da hipersuper-

ficie t = constante como
8.5 _\/%(3[(1‘1 — 3gU3K). (3.127)

Onde essa curvatura extrinseca, K%, é obtida a partir da parte espacial da eq. (3.124).

(N&o devemos esquecer que, por defini¢do, *K% = 3¢ 3¢i1 .

O 4-momento, definido pelas eqgs. (3.125) e (3.126), é bem definido apenas para
espagos-tempos assintoticamente planos e para sistemas de coordenadas assintoticamente
retangulares. Caso o leitor esteja interessado em mais detalhes sobre o formalismo ADM,

o mesmo pode consultar a Ref. [19] ou a secao 21.7 da Ref. [12].

3.7 Pseudo-tensores para o campo gravitacional

Como podemos perceber das equagoes de Einstein, eq. (3.36), o lado esquerdo
contém informacoes sobre a geometria do espaco-tempo enquanto o lado direito sobre a
energia e o momento dos campos de matéria, no entanto, ndao ha nada especificamente
sobre a energia e o momento do campo gravitacional. Contudo, essas informagoes sobre
o campo gravitacional sao de fundamental importancia para as leis de conservacao do
4-momento total e momento angular total de um espaco-tempo, mesmo que, na pior das

hipéteses, seja considerado apenas sua contribuicao global.

No caso de espacos-tempos assintoticamente planos, com o intuito de se obter
leis de conservagao para o 4-momento total e o momento angular intrinseco total desses
espagos-tempos e pegando as integrais de fluxo gaussianas da teoria eletrodinamica como

guia, pode-se escrever as equacoes de Einstein linearizadas como sendo [12]
0a0s H""® = 167TH (3.128)

onde estamos usando o valor explicito da constante s> em unidades naturais e

HY = —(n B = = ), (3.129)
G = N + P (|| < 1), (3.130)
- 1

hp,u = huy - inuyha (3131)
h=hy=n"hu . (3.132)
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Da eq. (3.129), podemos perceber que a quantidade H#*# é antissimétrica nos dois tlti-
mos indices. Logo, da eq. (3.128), seque que a lei de conservagao da teoria linearizada é

dada por
1
9,T" = —9,0,0,H*"5 = 0. 3.133
167 B ( )

Essa antissimetria em v e  também permite escrever uma expressao para o 4-momento
P* total do espago-tempo em termos de uma integral de fluxo gaussiana:
Pr = / T = i — [ Gut s [ a0, e
167 Jv

= Io f 0 H“O‘OJdQS], (3.134)
onde V indica o volume espacial para a coordenada temporal 2° constante e S ¢ a superficie
de contorno desse volume, que engloba completamente a fonte. Um calculo similar pode
fornecer a integral do fluxo para o momento angular total em relagao a origem do sistema
de coordenada (Ver eq. (20.8) da Ref. [12]). A eq. (3.133) pode ser considerada anédloga a
equacao de Maxwell para a carga elétrica, em que a informacgao da carga elétrica é obtida
a partir do fluxo do campo elétrico na superficie da integral de superficie; ou a equacao
da teoria newtoniana que obtém o valor da massa de um corpo a partir da integral de
superficie que calcula o fluxo do campo gravitacional produzido por esse corpo. No caso,
aqui, a informagao sobre o campo gravitacional de todo o volume que a superficie engloba

também estaria contabilizado na integral de superficie, longe da fonte.

Na verdade, uma vez que o campo gravitacional de uma fonte isolada tem o mesmo
comportamento na regiao assintoticamente plana, nao importando se ela é uma fonte forte
(corpo massivo que gera uma campo gravitacional forte) ou fraca, a equagao

Pr = f O, HM0 25, (3.135)
pode ser usada para calcular o 4-momento de fontes fortes, desde que a superficie S esteja
na regiao assintoticamente plana e coordenadas assintoticamente minkowskianas sejam

usada [12]; o que nao seria possivel se fossemos usar a integral de volume.

O chamado pseudo-tensor do campo gravitacional surge quando, usando como base
a teoria linearizada, se quer converter as integrais de superficie de volta para as integrais
de volume na teoria completa (sem ser linearizada). Para isso, coloca-se as equagoes de

campo de Einstein na forma [12]

Ou0g H""? = 167TH (3.136)

efetivo

que ¢ andloga a eq. (3.128), mas agora H***? ¢ definido em termos de h,, = g,, — 1., na
eq. (3.129), mesmo na regiao dentro da fonte, ou préximo a ela, onde |h,, | pode ser maior

que 1. Desta maneira, fazendo o processo inverso que foi feito na eq. (3.134), pode-se obter

pr 7/ T efetwo (3137)
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A forma de T",,;,, pode ser calculada ao usar o fato que H***” é uma aproximagao

linearizada do tensor de Einstein. Entao, define-se a corre¢ao nao linear por [12]
167" = 9,05 H'P — 2GH . (3.138)

Deste modo, das egs. (3.138) e (3.136), podemos notar que

DaOg HM"P = 167t + 2GH = 167 (t" 4+ TH) (3.139)
de maneira que
Tuéjfetivo ="+ 1. (3140)

O objeto t*¥ é o chamado pseudo-tensor do campo gravitacional. Novamente, da antissi-

metria dos dois tltimos indices de H***8, pode-se observar a lei de conservacio

8V,'Tugfetivo = 81/(#“/ + le) - O (3141>
As quantidades H*8 T ofetivo © T sdo dependentes de suas definigoes e da

escolha do sistema de coordenadas, sempre com a condi¢do do sistema de coordenadas

ser assintoticamente minkowskiano (g,, — 7,,). Qualquer nova quantidade H!" que

corresponda a H**¥# na regido de campo fraco assintética fornecerd o mesmo valor que

H#vB forneceria para as integrais de superficie do 4-momento total P* [12].
%
efetivo

plexos de energia-momento. Observe que dar uma defini¢ao de T"7; ;..

Na literatura existem varias propostas da defini¢cao de T’ os chamados com-
corresponde a dar
uma cara ao lado esquerdo da eq. (3.136), o que também determina os pseudo-tensores

do campo gravitacional. Por exemplo, Landau e Lifshitz definiram [12]

HE = /=g(9" 9"" — g*"g"") | (3.142)
o que leva ao complexo de energia-momento de Landau-Lifshitz L (T"” femo)
1
" = ——— [P 3.143
167_(_(_9) L—L ( )
O pseudo-tensor do campo gravitacional obtido a partir de HF*%%é [12]
(6% 1 o . 1 « v
(-0t = 1o~ 030" 0u8™ — a0 0u0™ + 59702,0,8™ D, 0™
- (ga)\g;wapgﬁyaAg“p + gﬁ)\guuapgayaz\gup> + gl/pg)\uaugakapgﬁ,u
1 [e% «Q vT g
< (2079™ = 904 2uptirr — Gpogur) 020" 008 (3.144)

onde g = /—gg"”.
Outras defini¢des de complexo energia-momento podem ser encontradas na Ref.

[13]. Nessa referéncia, por exemplo, usa-se a quantidade

qjuaﬂp — _g(gVﬁgaP _ gaﬂgVP) (3145)
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para a escrever a definicdo do complexo energia-momento de Einstein como sendo

1
B = —0,0"" 14
T (3.146)
onde
ra g | 40}
oue = 1L gredr, (3.147)

V=9

Ou escrever a definigdo do complexo energia-momento de Bergmann e Thomson (B-T)

como
B — g, zve (3.148)
16m ’
onde
—Bva __ B va
e = g™ X, (3.149)
com
vo av g B vo
Xye = —Xg" = —E=9,0"% (3.150)

N
O que todas essas defini¢bes tem em comum é que elas nao sdao invariantes frente a
transformacoes de coordenadas; ou seja, o valor de quantidades como a densidade de
energia podem mudar mesmo quando fazemos uma mudanca apenas nas coordenadas
espaciais, o que obviamente nao é algo aceitavel”. Vamos ver no préximo capitulo que na
abordagem do teleparalelismo é possivel obter um tensor energia-momento para o campo

gravitacional que é invariante por transformacoes de coordenadas.

3.8 Tetrada, sistema de referéncia e sistema de coordenadas

Como enfatizado por J. D. Norton (pags. 835-836 da Ref. [25]), um sistema de
coordenadas é uma atribuicao suave e invertivel de quatro nimeros a eventos em uma
vizinhanga do espaco-tempo. Por sua vez, a nocao de sistema de referéncia esta ligada a
um sistema fisico idealizado que é usado para atribuir esses niimeros. Esta claro, portanto,
que ha uma relagdo intima entre sistemas de coordenadas e referenciais; mais do que isso,
esta claro que referenciais nao sao meras abstracoes matematicas, eles estao relacionados

a algum sistema fisico.

Na visao mais antiga de referenciais, era natural pensar que uma mudanca de
referencial se dava através de uma mudanca de coordenadas que mudasse o estado de mo-

vimento das particulas que compoe o referencial. Assim, faria sentido a energia depender

9 Note que transformacoes de coordenadas que ndo mexem com a coordenada temporal ndo mudam o

estado de movimento dos observadores. Portanto, ndo faz sentido a energia depender deste tipo de
transformacao de coordenadas.
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de mudangas no sistema de coordenadas, desde que essa mudanca mexesse com a coor-
denada temporal, como ocorre nas transformacgoes de Lorentz da Relatividade Especial,
onde a energia de um elétron ¢ alterada pela simples mudancga de coordenada associada

a um “boost”.

De qualquer forma, na visdo mais moderna (pag. 837 da Ref. [25].), um sistema
de referéncia (“frame of reference”) é visto como sendo fornecido pela especificacao de
um conjunto de quatro vetores mutualmente ortonormais sobre o espaco-tempo. Esse
conjunto é o que temos chamado de tetrada. Assim, consideramos natural que a energia
do campo gravitacional possa depender apenas do campo de tetradas e de transformagoes
de coordenadas que mexam na parte temporal, nunca de transformagoes de coordenadas

do espago tridimensional.

Como um sistema de referéncia é feito por particulas de matéria, ele deve esta
adaptado as linhas de universo de cada particula que o compde. Assim, por tras de
todo referencial ha um sistema caracterizado por um certo estado de movimento. Esse
sistema pode ser um conjunto de particulas livres ou particulas interagentes; pode ser
quase rigido, elastico etc. A ideia importante aqui, e que é apontada por Norton, é que
todo sistema de coordenadas pode ser visto como estando adaptado a algum referencial
e, consequentemente, ao estado de movimento de um conjunto de particulas. Dizemos
que um sistema de coordenadas esta adaptado a um “frame of reference” se as curvas do
frame coincidem com as curvas determinadas pelos valores constantes das coordenadas

espaciais.

Como veremos mais adiante, a formulacao hamiltoniana do teleparalelismo permite
a construcao de um 4-momento, tanto para o campo gravitacional quanto para o espaco-
tempo, que depende apenas da tetrada e da superficie de simultaneidade escolhida para
calcular a energia, nao dependendo de mudancas de coordenadas do espaco tridimensional.
Além disso, no teleparalelismo, a analise do problema da localizagao da energia do campo

gravitacional fica bem mais clara.
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4 O Equivalente Teleparalelo da Relatividade

Geral

Neste capitulo, apresentamos o formalismo do chamado Equivalente Teleparalelo
da relatividade geral (TEGR, da sigla em inglés), o qual tem como campo fundamental
da teoria os campos de tetrada, ndo a métrica, diferentemente da relatividade geral. Co-
mecgamos apresentando a nocao geral de teleparalelismo, para depois poder especificar o
que seria o TEGR. A partir dai, apresentamos as principais caracteristicas do formalismo,
como o porqué dele ser equivalente a teoria da relatividade geral, no entanto conceitual-
mente diferente, e as defini¢des de suas quantidades, tais quais a tor¢ao, o superpotencial e
o tensor densidade de energia-momento gravitacional. Em seguida, fazemos uma discussao
sobre a escolha do frame teleparalelo, de tal modo que esse frame possa levar a resultados
consistentes, ou seja, que as quantidades definidas a partir desse frame predigam resul-
tados corretos. E, por ultimo, finalizamos apresentando um método que foi desenvolvido
na Ref. [26] com o intuito de facilitar os cdlculos envolvendo campos de tetradas e obter

expressoes compactas das grandezas definidas no TEGR.

4.1 Teleparalelismo

O teleparalelismo é uma configuragdo geométrica que permite estabelecer a no-
¢ao de paralelismo a distdncia [6]. Para isso, é preciso fixar um frame particular e,.
Dada uma variedade M e uma conexao afim V, isso ¢ feito exigindo-se que V4., =

(dzt/ds)V e, = 0 se mantenha para toda e qualquer curva z*(s), o que implica que
Ve, =0 (w% =0) (4.1)

seja sempre valido. Uma conexao desse tipo é conhecida como conexdao de Weitzenbock.
Desta forma, nés temos que todos os e,, definidos por todos os pontos de M, sao ditos es-
tarem teleparalelos entre si. Assim, a nocao de teleparalelismo a distancia é estabelecido a
partir dessa base. Dizemos que dois vetores em pontos distantes sao teleparalelos, ou sim-
plesmente paralelos, entre si, se eles tem componentes idénticas em relacao as tetradas lo-
cais nos pontos considerados. Por exemplo, se V', em um ponto P, e U, em um ponto (), sao
teleparalelos um com o outro, entdo V¢(x)|p = U%(x)|q, onde V*(x)|p = e, (x)|pV*(7)|p
e U(2)]q = %,(2)]U"(x)o.

A eq. (4.1) nao é invariante por transformagoes locais de Lorentz, ou seja, ela s6

¢ valida para um conjunto de frames pré-determinados que se relacionam entre si por

transformacoes globais de Lorentz, qualquer outro frame que se relacione com esse tltimo
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via uma transformacao local de Lorentz nao ira satisfazer tal equacao. Por simplicidade,
optamos por chamar o frame que satisfaz a eq. (4.1) de “frame teleparalelo”. A partir do
frame teleparalelo e,, podemos obter a métrica, usando a eq. (2.90), e o tensor de torgao,

que passa a ser dado por

— dye” (4.2)

v

T“W = 0,e"

7

depois de fazer w%, = 0 na eq. (2.106) e contrai-la com ebﬂ e e,

4.2 Equacoes de campo do TEGR

De uma forma geral, teorias teleparalelas arbitrarias da gravidade sao definidas a
partir da densidade lagrangiana 2 = e(Al, + Blo+ Cl3), onde e = det(e?,) = /=g, 4,
B e C sdo constantes arbitrarias e I; = T%Ty,., Iy = T%Ty,. e I3 = TT, (T* = T% %) sdo
os invariantes de Weitzenbock [6,27]. O TEGR é obtido quando calculamos as equagoes

de movimento dessa lagrangiana variando a ac¢ao em relagao a e,/ com A =1/4, B=1/2

e C =-—1.

Aqui, ndo vamos deduzir as equagoes de Einstein na forma teleparalela a partir
do principio variacional. Em vez disso, usaremos uma forma alternativa. Através das
identidades das eqs. (2.84) e (2.87) e da condicao da eq. (4.1), chegaremos as equagoes do

TEGR escritas no frame teleparalelo.

Usando a eq. (4.1) na expressao do tensor de curvatura, eq. (2.73), nds vemos que
esse tensor se anula. Isto significa que as componentes do tensor de curvatura R%,.; sao
nulas qualquer que seja a base, incluindo as bases coordenadas. (Alids, como apontado por
Goenner na Ref. [2], pag. 73, Eisenhart estabeleceu em 1927 que a condi¢do necesséria e
suficiente para o paralelismo distante com uma certa conexao afim é a nulidade do tensor
de curvatura dessa conexao.) Consequentemente, também temos que R, = 0 e R = 0.

Dessa forma, fazendo R = 0 na eq. (2.87), nds obtemos
o 1 1
R=v,1 - (4TWTW T T, — TATA) . (4.3)

Como V \T = 0\T + M \u I, multiplicando essa igualdade por e e usando a identidade

e = el s bodemos escrever

o 1 1
el =205 (1) — ¢ (4TWTW + 5T T TATA> : (4.4)
onde e = det(e?,) = £y/—g. Se definirmos o tensor
1
Y — I (T)\/W + QT[MAIV]) + gl (4.5)
nos podemos reescrever a eq. (4.4) como

eR = 20, (eT’\) —eT, (4.6)
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sendo T = XA T N = »ebeT 1. o escalar da torcdao. O tensor X%* é chamado de super-

potencial [7]; podemos reparar que ele é antissimétrico nos dois tltimos indices.
Agora, com o auxilio de ¥ e da eq. (2.71), pode-se notar que
KW = 23RS 4 gv T — gl (4.7)

Logo, como R, = 0 na eq. (2.84), se isolarmos R,,, e usarmos a expressao acima do tensor

de contorcao, pode-se obter a identidade [16] !
R = 96,7 (0,500 4+ 1 5000) — 980T, ¥ 4 g0V T 4 2060, S (4.8)
onde foi usada a identidade

aaeby + FVOZ)\ebA — wc be V= 07 (49)

[e7

que é decorrente da eq. (4.1).2 Multiplicando a eq. (4.8) por e e usando novamente a

identidade dye = el™ s 110S encontramos
eR" = 2¢,"0, (eZb’w‘) — 2eXHT Y 4 g O (€T) + 2e W e, S (4.11)

Substituindo R e R*, dados respectivamente pelas eqs. (4.6) e (4.11), na eq. (3.31), nés

encontramos que o tensor de Einstein pode ser dado por

eGHY = 2¢," ), (eZb"’\> - ie““, (4.12)
onde temos
e =t — dre Wty TN (4.13)
sendo
= k(4N — Tgh) . (4.14)

A constante « é igual a 1/(167) em unidades naturais.

Os dois termos do lado direito da eq. (4.12), separadamente, se transformam como
tensores sob uma transformacao de coordenadas, mas nao sob uma transformacao local

de Lorentz. No entanto, a soma deles se transformam como tensor nas duas situagoes.

L Caso o leitor tenha interesse, a demonstracio dessa identidade est4 feita no apéndice A da referéncia

citada.
Desta ultima expressao, podemos observar que as componentes da conexao de Weitzenbock numa base
coordenada podem ser dadas por

'Y = ec”eb/\w“ab + ebkaaeb,/ . (4.10)

Essa conexao w® , as vezes chamada de conexao de spin, é utilizada para estabelecer uma densidade
lagrangiana que seja invariante sob transformacoes locais de Lorentz [28]. O TEGR pode ser dado a
partir de duas abordagens: a primeira, chamada de formalismo de tetrada puro, em que w, =0;ea
segunda, em que é dado em termos de campos de tetrada e dessa conexao independente. Nesta tese,
nos trabalhamos com o TEGR na abordagem do formalismo de tetrada puro, que corresponde a usar
apenas o referencial teleparalelo.
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4.2.1 As equacoes de campo a partir do principio variacional

A densidade lagrangiana do TEGR é obtida a partir da eq. (4.6) desprezando o
termo de superficie 20,,(eT"). Ou seja, nés saimos da densidade lagrangiana de Einstein-
Hilbert Ley = kel para a densidade lagrangiana® Zrpar = —exT. Assim, definindo a

densidade lagrangiana total por
Lrotal = LrEGR — LM (4.15)

e variando a a¢do com respeito ao campo de tetrada e, *, obtém-se [29]

o 1
GM = —T" 4.16
2k (4.16)
onde G" pode ser escrito na forma dada pela eq. (4.12) e

1, 0% 202
T/“’ =-¢ Iz w v
e "oe e ogt

(4.17)

¢ o tensor usual de energia-momento da matéria. Note que a constante s, usada na eq.

(3.36) e nas demais equagdes daquele capitulo, é dada por » = 1/(2k).

4.3 O TEGR no formalismo de tetrada puro

No formalismo de tetrada puro trabalhamos apenas com o referencial teleparalelo.
Deste modo, os coeficientes da conexdao de Weitzenbock expandidos na base de tetrada
sao nulos, isto é, w¢, = 0, portanto, e"” = t"”. Logo, usando Co}"“’, dado pela eq. (4.12),
na eq. (4.16), nés obtemos que as equagoes de campo nesse formalismo podem ser escritas
como
e

O (ex™) = —

(¢ +10), (4.18)

onde fizemos uma contragio com e%,, lembre-se que €%, t** = t#*. O tensor t¢, dado pela
eq. (4.14), é interpretado como o tensor de energia-momento gravitacional. A forma com
a qual a eq. (4.18) esté escrita pode ser motivada através do formalismo hamiltoniano,
pois, como veremos mais adiante, 0 momento canonico conjugado a variavel e, esta rela-
cionado com o superpotencial escrito na forma X%, Portanto, a identificacdo de t** com
a energia do campo gravitacional flui de forma natural. Observe que também poderiamos
ter considerado a teoria com a constante cosmologica, nesse caso as equagoes de campo
podem ser escritas como

e

1 (th* 4 TH 4 2k Ae™) . (4.19)
K

9, (e£) =

3 B importante destacar que a auséncia do termo de superficie faz com que .Zrgrar ndo seja invariante

por transformagoes locais de Lorentz.
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Dado que o superpotencial X" é antissimétrico nos dois ultimos indices, se apli-
carmos a derivada parcial d, em ambos os lados da igualdade da eq. (4.18), obtemos a lei

de conservacao energia-momento
Oule(t"* +T"*)] =0. (4.20)

Note que, ao contrario da eq. (3.141), a eq. (4.20) nao é uma aproximagao; ela é exata, e
valida para qualquer espaco-tempo. Se integrarmos essa equac¢ao em uma regiao espacial
tridimensional V' que nao contenha singularidades, obteremos, apds algumas manipulagoes

(incluindo a aplicagao do teorema de Stokes), a seguinte equagao de continuidade:

d/ d*xe(t* +T%) = —% dSie (t' + T, (4.21)
dt Jv s

sendo S a superficie de contorno do volume V. A quantidade do lado esquerdo desta

ultima equacao,
pe= / Bz e (10 + T (4.22)
1%
é interpretada como o 4-vetor energia-momento total? do espaco-tempo [6], onde
Py = / d>zet™ (4.23)
v
¢é o 4-vetor energia-momento do campo gravitacional e
po — / dPreT" (4.24)
v

¢ o 4-vetor energia-momento dos campos de matéria. Podemos notar, integrando a eq.
(4.18) na mesma regiao V', que o 4-vetor energia-momento total P* também pode ser

dado em termos do superpotencial:
P® — 4k f dS,ex% (4.25)
s

onde fizemos p = 0 e utilizamos o fato de que £ = 0, haja vista que Y% = —Lw~,

Novamente, S é a superficie bidimensional que contorna o volume V.

Note que, para poder usar o teorema de Stokes, é preciso excluir singularidades.
Isso traz o seguinte questionamento, como ficam os espagos-tempos que possuem singula-
ridades? Em principio, ndo somos capazes de fornecer uma resposta definitiva para o caso
geral. Porém, mostramos na Ref. [30] que a singularidade do Buraco Negro nao contribui

para a energia total, como mostraremos no capitulo 5.

Podemos usar o seguinte argumento heuristico para defender a tese de que as sin-

gularidades nao contribuem para a energia total do espaco-tempo. Ao contrario do que

4 Aqui, a palavra total se refere a soma de todas as formas de energia e momento, nido necessariamente

a energia e o momento contidos em todo o espaco-tempo.
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acontece na eletrodindmica classica, onde a singularidade do campo elétrico de uma carga
puntiforme de fato pertence a variedade de Minkowski, na relatividade geral, a singulari-
dade esta fora do espago-tempo; logo, integrar em todo o espago-tempo nao implica incluir
a singularidade. Assim, é natural acreditar que nenhuma energia venha da singularidade.
Uma vez que tomamos o limite que a fronteira interna que remove a singularidade vai
a zero, acreditamos que a contribuicao advinda da singularidade se anulara. Essa ideia
ficarda mais clara quando tratarmos do caso do buraco negro, tanto nas coordenadas de

Kruskal quanto nas de Novikov.

4.3.1 Formulacao hamiltoniana

E possivel perceber que a eq. (4.18), poderia ser expressa de outras formas e,
consequentemente, também poderiamos escolher outras defini¢bes de superpotencial, de
4-vetores energias-momentos e do tensor energia-momento gravitacional. Por exemplo,
usando a derivada do lado esquerdo da equacdo, se fizéssemos L% = ¢4, M aplicando
a regrado do produto, nés poderfamos reescrever essa equacao como sendo 9, (eX M) =
(e/(4r))(#* + T, onde agora teriamos que o tensor densidade de energia-momento
gravitacional seria t#* = t** — 4xX%"e *0,e%,, que obviamente é diferente de ¢, note
também que t* = e M@ £ t#*. Um exemplo histérico dessa possibilidade é a forma com
a qual Moller [3] escreveu as equacoes do teleparalelismo: ele escreveu o lado esquerdo
da eq. (4.18) na forma 8,(eX,"). Contudo, a forma da eq. (4.18), e dessa maneira a
defini¢ao de ", dada pela eq. (4.14), parecem ser, realmente, a forma mais apropriada.
Isso é sustentado principalmente pela formulagao hamiltoniana do TEGR desenvolvida

nas Refs. [7,9-11], além dos resultados obtidos nesta tese e em trabalhos como [6,31-33].

Na formula¢ao hamiltoniana, com %), = 0, verifica-se que o momento canonica-

mente conjugado a variavel dindmica e,, ¢ dado por [6]

_ 5$Total

e = =
0€ay

= —dK e N (4.26)

onde o ponto indica uma derivada em relacao a coordenada temporal, observe também

que 11%° = 0 (j4 que L% ¢ antissimétrico nos dois tltimos indices).

Analisando-se a estrutura do formalismo hamiltoniano do TEGR e os vinculos
associados a teoria, obtém-se que o 4-vetor energia-momento do espaco-tempo em um

certo volume V' pode ser consistentemente definido por [6]
pr=— / BroIe = — 7{ dS,T1% | (4.27)
1% S

que corresponde exatamente a eq. (4.25); novamente, admitimos que o integrando da

integral volumétrica nao contém singularidades.
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Outra quantidade que surge a partir das equagoes de vinculos da teoria, a qual é

interpretada como o tensor densidade de momento angular gravitacional, é dada por [6]
Meb = 211 = —dke (30 — $P0) (4.28)

Tal quantidade permite definir o momento angular do campo gravitacional contido num

volume espacial V' como sendo
L= / &Mt (4.29)
v

E imediato notar que M® = —M" e por consequéncia L% = —L As componentes
LWG) sdo interpretadas como o momento angular propriamente dito, enquanto que as

()b

componentes L")’ podem ser interpretadas como o momento do centro de massa gravita-

cional [6].

4.3.2 Qutra forma de expressar as quantidades do TEGR

Como ja mencionado, no formalismo de tetrada puro w®, = 0. Logo, da eq. (2.106)
no frame teleparalelo, nés temos que 7%, = €2%,.. Por sua vez, a conexao de Levi-Civita

pode ser dada na forma &%, = (1/2)(£2,.* + Q4" — Q%,). Assim, podemos escrever

°a 1 a a a
Wipe = 5 (Tbc + ch - bc) . (430)

Dessa maneira, uma forma alternativa de expressar o superpotencial e o tensor densidade

de energia-momento gravitacional é dada, respectivamente, por [16]

1, .
Eabc = §wcab + wdd[cnb]a (431)

d

tba == 2/{ (2@C[ad]d)bcd - 2(jjb[ad](jjcc - (i)ccad)jddb + 6Z@C[C|fd}d|d]f) . (432)

Perceba que, quando usamos o frame teleparalelo, a energia do campo gravitacional fica
determinada univocamente pelos coeficientes da conexao de Levi-Civita expandidos nesse

frame.

4.4 Frames como referenciais

Como vimos no capitulo 2, e discutimos no final do capitulo 3, um frame consiste
sempre de trés vetores tipo-espaco, a triade eg;, e um tipo-tempo, o vetor e). Uma
vez que um frame sempre vai possuir um vetor tipo-tempo, entdao, nés sempre podemos
associar a esse frame um conjunto de observadores que possuem uma 4-velocidade dada
pelo vetor e(g). Desse modo, um frame sempre pode ser visto como um referencial local

adaptado a esse conjunto de observadores, o que da a ideia de frame de referéncia.
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Dado um sistema de coordenadas, a linha de universo de um desses observadores
pode ser expressa por x*(7), onde T corresponde ao tempo préprio do observador. Logo,
a 4-velocidade desse observador ao longo de sua linha de universo pode ser escrita como
u'(r) = da*/dr. Assim, usando unidades naturais, nés identificamos u*(7) = ¢, E,

dessa forma, a 4-aceleragao a* desse observador é dada por

0 U
at =9 - ) Ve (4.33)

onde D/Dt indica a derivada absoluta ao longo da linha de universo do observador,
definida com a conexao de Levi-Civita. Considerando que o observador com 4-velocidade
e(o) transporta o frame e,, seguindo o que é feito na literatura [12, 34, 35], nés podemos

escrever as aceleragoes do frame e, como sendo

De V'
el (1.3

onde ¢4 ¢ 0 tensor de aceleragao antissimétrico; ¢y € identificado como a aceleracao ag;)
de translagao do frame ao longo da linha de universo do observador e ¢(;(;) a frequéncia de
rotacao da triade do frame em relacdo a um frame que nao rotaciona, isto é, em relagao a
um frame que estd sob o transporte de Fermi-Walker [36]. Desta ultima equacao, notamos

que ¢4 pode ser escrito como

De # 0
¢ab = ebu 5:_ = €bue(0)yvyeau . (435)

v wo__ m M A : : m WL A _°c no__
Como V e = 0,e,* +1" e, usando a identidade 0,e * + 1" e, * — @, el = 0 e que,

da eq. (2.69), w*,, = =K, no formalismo de tetrada puro, pode-se obter que [6, 16]

1
Pab = §(T(O)ab + Taopp — Th(o)a) - (4.36)

Ou, utilizando a eq. (4.30), também podemos escrever

Py = CZ’a(o)b : (4.37)

Assim, uma vez que definimos o frame teleparalelo e calculamos a torcao associada a ele,
nos também temos toda a informacao do seu estado de movimento. Se ¢,, = 0 dizemos
que o frame, e consequentemente o conjunto de observadores associados a ele, esta em

queda livre e nao rotacionando.

4.5 O problema da escolha do frame teleparalelo

No formalismo de tetrada puro do TEGR, a priori, nés poderiamos escolher qual-
quer frame como frame teleparalelo, pois as equacgoes de campo sao invariantes por mu-

dangas na tetrada. Todavia, uma escolha inadequada impossibilitara uma interpretacao
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adequada de quantidades como as das eqgs. (4.23), (4.25), (4.29), (4.32) etc. Portanto, no
calculo da energia gravitacional, é preciso assegurar que o frame teleparalelo a ser usado
seja capaz de fornecer resultados fisicos confiaveis, permitindo assim que os objetos que
dependem do referencial teleparalelo possam ser interpretados de maneira consistente.
Assim sendo, dado um espago-tempo a ser estudado, nosso principal objetivo é saber qual
o melhor (ou melhores, caso haja mais de um) frame para analisar a energia do campo

gravitacional.

4.5.1 Frames problematicos

Em 1961, Mgller percebeu que certos tipos de tetradas nao podem ser usadas para
analisar o problema da energia do campo gravitacional [3]. Embora o complexo de energia
usado pelo Mgller nao seja o mesmo obtido por Maluf [6], que é o que estamos usando
aqui, a conclusao de Mgller também se aplica ao nosso caso. Ja se sabe, por exemplo,
que tetradas cuja triade possui certos tipos de rotagoes fornecerao previsoes inconsistente
para a energia do campo gravitacional [3,37]. A explicagdo dada na Ref. [16] para esse
problema é a seguinte. Embora todo campo de tetrada esteja adaptado a um sistema
fisico, nem todas as propriedades do campo de tetrada estdo necessariamente vinculadas
ao estado de movimento do sistema. Por exemplo, a tetrada pode conter rotagoes que nao
estao associadas as rotacoes de um sistema fisico e, como consequéncia, essas rotacoes
introduzem efeitos artificiais nos objetos que sao usados para calcular a energia do campo
gravitacional. Chamaremos esse tipo de rotacao de rotacao espuria. Abaixo, daremos um
exemplo para que o leitor possa entender melhor o que queremos dizer com “rotagoes

artificiais (esptrias)”.

Se tomarmos

1 1
a — a 787“7 78 9 . 8 9
¢ (O r " rsin6 5)
¥ = (dt,dr,rdf,rsin 0de) , (4.38)
como sendo o frame teleparalelo para a métrica de Minkowski, descobrimos que a torcao
de Weitzenbock tém componentes nao nulas, dadas por [16]: T(2)(1)(2) = T(3)(1)(3) =1/r,
T(?’)(Q)(3) = cosf/(rsinf), o que leva a X% = —1/r e a uma energia E = —r (energia

dentro de uma esfera de raio r). Uma vez que o espago-tempo de Minkowski nao tém
campos de matéria nem campo gravitacional®, este resultado mostra que o frame da
eq. (4.38) ndao é uma boa escolha de frame teleparalelo para analisar o problema da
energia gravitacional. Qual seria, entdo, o problema com o frame da eq. (4.38)7 Para um
t constante, os vetores que compde a triade (en), € € e(3)) mudam suas orientagoes

para pontos espaciais diferentes, e essa rotagao nao esta vinculada a nenhuma mudanca

5 Nesta tese, usamos a visdo moderna, devido a Synge, de que o campo gravitacional corresponde &

curvatura de Levi-Civita [38].
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de estado de movimento, pois as coordenadas esféricas em questdao estao adaptadas a
um conjunto de observadores inerciais, nao ha nada de fato rotacionando. Portanto, essa
rotacao é artificial, ela ndo vem da mudanca no vetor velocidade de nenhuma particula
do sistema; nao é, por exemplo, a mudanc¢a no momento angular de um giroscopio devido

a acao de um torque.

Outro tipo de frame que parece nao ser um bom candidato para detectar o campo
gravitacional, pelo menos localmente, é o chamado “frame de referéncia proprio”, o qual
consiste em um frame adaptado as coordenadas préprias de um dado observador. Foi
demonstrado na Ref. [16] que, quando usamos o frame de referéncia préoprio de um obser-
vador particular (seja ele acelerado ou nao) como frame teleparalelo, o tensor densidade
de energia-momento gravitacional, t*, sempre zera ao longo da linha de universo desse
dado observador. Entdo, uma vez que podemos fazer t* zerar ao longo de qualquer curva
que nés queiramos, este tipo de frame nao permitira a detecgdo da energia gravitacional
localmente. Embora este resultado pareca uma afirmacao do principio da equivaléncia, ele
nio ¢, pois a nulidade de t* ao longo da curva do observador é independente do referencial
estar ou nao em queda livre. Na verdade, este resultado estaria mais de acordo com a visao
de Synge [38], que defendeu de forma eloquente que gravitagdo nao é inércia, mas sim
curvatura riemanniana (Levi-Civita). Portanto, se a energia do campo gravitacional nao
for local, como se acredita, ela nao podera ser nula apenas ao longo da linha de universo
de observadores em queda livre; ela devera zerar para qualquer linha de universo. Nesse
sentido, o referencial préprio tem significado fisico e talvez possa ser usado para analisar o
problema da energia gravitacional, mas nao para estudar seu valor local (ou quase local).
Foi argumentado na Ref. [16] que a razao para o desaparecimento da energia gravitacio-
nal nesse tipo de referencial estaria na “rigidez” do sistema fisico ao qual as coordenadas
proprias estao adaptadas; nesse tipo de sistemas ha interagoes nao gravitacionais que se
opoe ao desvio geodésico, e essa seria a razao do porqué os efeitos da gravidade seriam
cancelados nesse tipo de referencial. Por outro lado, referenciais adaptados a particulas
em queda livre ndo apresentariam esse problema, e a energia nao serd nula. (Para maiores

detalhes sobre essa interpretacao, veja o tépico 6 da Ref. [16].)

Mesmo quando um frame tem uma triade que nao sofre rotagoes espurias, e tam-
bém nao é um frame de referéncia préprio, ele ainda pode levar a resultados divergentes
da energia e do momento do espago-tempo, inclusive para espagos-tempos assintotica-
mente planos. Isso pode ocorrer, por exemplo, para frames que nao tém condigoes de
contorno assintoticamente planas adequadas; ou seja, frames em que quando zeramos os
parametros ffsicos, como massa e carga elétrica, ndo obtemos 7¢, = 0 [39]. A vista
disso, com o intuito de contornar esse problema, alguns procedimentos de regularizacao
da energia-momento foram propostos [39,40]. Por exemplo, na Ref. [39], Maluf et al. de-

finiram a energia-momento Pj regularizada de um espago-tempo assintoticamente plano
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como sendo
pe=— / B[ (e) — I (E)], (4.39)
14

onde TI%(e) = —4keX**(e) indica que X**(e) foi obtido pela tor¢do 1%, (e) = dy e, —
dye®,, sendo e, o frame teleparalelo, e TI**(E) = —4keX**(E) indica que L% (E) foi
calculado a partir de 7°,, (E) = 0,£%, —0,E,, em que E, é o frame obtido a partir de ¢,
quando se zera os parametros fisicos desse frame. No entanto, em geral, os procedimentos
de regularizacao tem como tnico objetivo encontrar resultados com valores finitos para
energia e o momento, e isso é feito de uma forma ad hoc. Assim, fica menos confidvel,
por exemplo, analisar o tensor densidade de energia-momento gravitacional obtido de
um frame teleparalelo que precisa que sua energia-momento seja regularizada. E muito
mais confidvel analisar t* de um frame que leve a resultados consistentes sem nenhum

procedimento de regularizacao.

45.2 O frame ideal

Em principio, o frame ideal para analisar o problema da energia gravitacional, a ser
tomado como frame teleparalelo, seria aquele que mede efeitos puramente gravitacionais,
isto é, que nao seja afetado por efeitos inerciais (aceleragbes) nem contabilize efeitos
artificiais, como os das rotacoes espturias. Uma anélise minuciosa desse tipo de frame é
feita na Ref. [16]. A defini¢ao de frame ideal nessa referencia é dada com base no conceito
de tetrada apropriada introduzido na Ref. [41]. Uma tetrada, ou frame, é chamada de
tetrada apropriada se na auséncia de parametros fisicos como massa, carga elétrica, etc.
ela se torna holonémica (tenha torgao nula). Ou seja, ela é definida no espago-tempo curvo
(Levi-Civita) com a condigao de que quando anulamos a curvatura da conexao de Levi-
Civita ela vire um referencial inercial global. Contudo, no espago-tempo com curvatura,
uma tetrada apropriada nao é univocamente definida pela métrica. Como pontuado na
Ref. [16], muitos tipos de frames acelerados por forgas externas (nio gravitacionais) podem
se tornar referenciais inerciais globalmente, bastando, para isso, que a forga externa va
a zero junto com os parametros fisicos. Por exemplo, se em Schwarzschild deixarmos um
referencial livre, ele caird. Mas se aplicarmos uma forca por unidade de massa dada por
a” = M/r? onde M é a massa do buraco negro, ele nio cairé, pois a forca externa estd
impedindo a queda [31]. O interessante desse caso é que no limite que M vai a zero (logo
a curvatura de Levi-Civita também vai azero), a forga nao gravitacional também vai a
zero. Portanto, esse frame nao estara acelerado em Minkowski e, dependendo de como
a triade do frame foi ajustada, ele serd um referencial inercial global apds o limite ser
tomado. Desse exemplo simples, fica claro que a condi¢ao de “tetrada apropriada” feita

na Ref. [41] ndo ¢é suficiente para fixar um tnico frame.

O que pode ser feito para remover a ambiguidade citada acima é impor restri¢oes
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extras. Uma restrigdo que ja foi adotada na literatura é a seguinte [10, 16]:

e(i)ou (4.40)
ey = ey (1,5 =1,2,3), (4.41)

onde a primeira restrigio acima é conhecida como “time gauge” [20]. Esse conjunto de
restrigoes foi adotado por Maluf et al. na Ref. [10]. Nessa referéncia, é imposto que o
sistema de coordenadas usado na eq. (4.40) seja do tipo cartesiano. Ja4 na Ref. [16],
foi imposto que a tetrada deveria ser do tipo tetrada apropriada e satisfazer a condicao
acima em algum sistema de coordenadas e, caso isso nao definisse a tetrada univocamente,
escolherfamos a mais cartesiana possivel. A motivacao para usar essas condi¢oes é que elas
sao caracteristicas que estao presentes no espaco-tempo de Minkowski. Um referencial
inercial no espaco-tempo de Minkowski pode ser univocamente caracterizado por essas
condicoes, o qual ndo tem nenhum efeito de inércia ou espirio. Desta forma, admite-se
que, mesmo para uma espago-tempo curvo, so existiria um sistema de coordenadas onde
essas condigoes sao satisfeitas e, consequentemente, definiria de forma univoca um frame
de referéncia [10]. Além disso, elas permitiriam ao frame ser o mais cartesiano possivel, se

zerassemos os parametros fisicos nés obterfamos ey = 0y, 1) = 0., e@2) = 9, e €3y = 0..

Vale ressaltar que as condicoes das eqs. (4.40) e (4.41) ndo estdo dizendo que
a energia do campo gravitacional depende do sistema de coordenadas. Ela dependera
s6 do referencial, o sistema de coordenadas esta apenas permitindo escrever a tetrada
nessa forma particular. Mas, uma vez que encontramos a tetrada propria, podemos ir
pra qualquer sistema de coordenadas. Essas condi¢oes funcionam como um principio, ou

postulado, para se fixar uma tetrada apropriada.

Na Ref. [16] se afirma que, se for verdade que uma tetrada apropriada que satisfaz
as condigoes das eqs. (4.40) e (4.41) é tinica, entdo, em principio, esse frame serd o mais
proximo possivel que poderiamos chegar de um frame de Lorentz global em um espago-
tempo curvo. E, também, o que poderiamos interpreta-lo como o tnico frame que carrega
apenas efeitos gravitacionais e realmente separa a inércia da gravitacio. A vista disso,
na Ref. [16], uma tetrada apropriada que satisfaz as condigoes das eqs. (4.40) e (4.41)
¢ chamada de frame fundamental. Embora nao haja certeza se de fato as condigoes das
egs. (4.40) e (4.41) fornecem o frame fundamental para andlise do problema da energia
gravitacional, pois duvidas acerca dessas condigoes serao levantadas na se¢ao 7.4, vamos
adotar essa nomenclatura aqui, pois os espacos-tempos tratados aqui nao fardao parte da

controvérsia que sera apresentada na secao 7.4.

A proposta de um frame ideal para ser usado como frame teleparalelo é dada a
partir da ideia de frame fundamental. Na Ref. [16], esse frame ideal é definido por A e,
(ou Ab e;), onde e, é o frame fundamental em um dado espago-tempo e A, é uma trans-

formagao que nao introduz rotagoes artificiais e depende apenas da coordenada temporal



Capitulo 4. O Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral 81

do sistema de coordenadas que possibilitou escrever o frame fundamental conforme as
condigoes da eq. (4.40). Obviamente que, nestas defini¢oes, o frame fundamental também

é um frame ideal.

E importante destacar que o frame ideal pode ser adaptado a um observador com
aceleracao qualquer. Essa definicdo de frame ideal s6 traz restricdo sobre as congruéncias
de curvas que devem ser construidas a partir desse observador, elas sao construidas de tal
forma que, para um dado valor fixo da coordenada temporal®, a 4-velocidade de um frame
ideal qualquer em relagao ao frame fundamental seja a mesma em diferentes pontos do
espaco-tempo. (Note que, para t fixo, A’  é constante. Portanto, ndo s6 a 4-velocidade,

mas como também qualquer rotacao da triade que possa existir serd constante.)

Em resumo, o que a Ref. [16] propde é: dado um espago-tempo qualquer, a partir da
métrica, obtemos um frame que acreditamos que esteja livre de efeitos inerciais e forneca
previsoes consistentes para a energia do campo gravitacional; chamamos esse frame de
frame fundamental. Caso queiramos analisar a energia do campo gravitacional junto com
efeitos inerciais, causados pela aceleracao da linha de universo de um dado observador
que nao estd em repouso no frame fundamental, entdo usamos a definicao de frame ideal,

pois ela permite fazer a passagem do frame fundamental para esse outro frame.

Nesta tese, avaliamos os resultados do uso de alguns frames teleparalelos, nos
espagos-tempos de Schwarzschild e de FLRW. Também investigamos resultados de se
tomar frames teleparalelos que satisfagam a condi¢ao de gauge temporal. Vale salientar
também, como pode ser percebido da eq. (4.25), que o valor da energia e do momento
também dependem da superficie de simultaneidade tomada, discutiremos essa questao

nos capitulos 5 e 7.

4.6 Maquinario Hibrido

Nesta secao, fazemos uma revisdo do maquindrio hibrido desenvolvido na Ref. [26]
para poder facilitar o calculo dos objetos definidos no TEGR apresentados anteriormente;
como, por exemplo, o superpotencial, o tensor de aceleragao antissimétrico, o tensor densi-
dade de energia-momento gravitacional, etc. Ele nada mais é do que um método em que as
componentes dos objetos, como os citados, sao expandidas em termos de componentes de
vetores unitarios. Além de simplificar os calculos destas quantidades, ele também propicia
uma mudanca imediata na natureza dos indices destes objetos; por exemplo, se conhego
quem é Y% também conheco imediatamente X% . Caso nao estivéssemos fazendo uso do
maquinério, nés precisarfamos usar e, para fazer o enfadonho calculo X% = ¢t'e VY2t

Esta praticidade acontece, justamente, porque os objetos (na verdade, suas componentes)

6 A coordenada temporal do sistema de coordenadas que possibilitou a definicdo do frame fundamental

a partir das condigbes das egs. (4.40) e (4.41).
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sao escritos em termos das componentes dos vetores unitarios, como seré explicado no
decorrer desta secao. Obviamente, esse método sé serd til se houver a necessidade de
calcular varios objetos que dependam da tetrada, em especial, quando é conveniente usar
as direcoes de um sistema de coordenadas escritas em termos das coordenadas de outro

sistema, dai o nome “maquinario hibrido”.

4.6.1 Misturando vetores unitarios cartesianos e esféricos

Quando estamos trabalhando em coordenadas esféricas, mas queremos fixar os
vetores da triade espacial do frame, para que cada um sempre fique o mais préximo
possivel da direcao dos vetores da base do sistema de coordenadas cartesiano, d,, 9, e 0,
em que no limite da auséncia de gravidade eles coincidam perfeitamente (pelos motivos
discutidos na secao 4.5.2), as seguintes convengoes ajudam a compactificar as expressoes

de forma significativa

A AQ a

t =0y, T =0(y, YT =0(y , 2" =0(y),

7 = sin f(cos 2 + sin ¢§*) + cos H2°

0% = 9y7* = cos 0(cos pz* + sin ¢y*) — sin 2
1

= sinQaM = —sin ¢p2” + cos ¢g* . (4.42)

E, sem perda de generalidade, nés podemos definir a acdo de baixar e subir os indices
dessas quantidades usando a métrica de Minkowski: £, = 1,,1* = 00, &, =n,2* = =01 e
assim sucessivamente. Consequentemente, ¢é facil verificar algumas relagoes desses objetos,
como que fa =t 7, = —7%, etc; além de fafa =17, =—1, faéa = 0 e assim por diante.
Outras relagoes que sao importantes de serem assinaladas, a partir desses objetos, sao as

relagoes:

9pf* = =%, 9,07 = cos H¢?
89@“ =0, 8¢$a = — sin 07 — cos 09° ,
9,4 =0. (4.43)

E possivel notar que as quantidades definidas na eq. (4.42) podem ser percebidas
como componentes vetoriais. Por exemplo, no espaco tempo de Minkowski, ¢, 2, §* e 39,
podem ser vistas como as componentes dos vetores unitarios do sistema de coordenadas
cartesianas (mais a coordenada temporal), f = 0y, # = 0,, § = 0, e 2 = 0,; para isso,

basta observar que nés podemos escrever t = t%,, & = 2%,, § = 9, e £ = 2%,, onde

a’
usamos € = 0y, eqy = Oz, €y = 0y e €3 = 0.. E, como a notagao sugere, 7%, 6 e
é“ podem ser interpretados como as componentes dos trés vetores unitarios do sistema
de coordenadas esféricas. No entanto, em espago-tempos curvos, esses vetores unitarios
nao irao necessariamente coincidir com os vetores correspondentes do espago-tempo de

Minkowski, por exemplo, & nao serd obrigatoriamente igual a 0,.
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Como, para um dado espago-tempo curvo g,,,, nés podemos adotar um determi-

nado campo de tetradas como sendo o frame teleparalelo, tal que g, = e,,e",, entdo
podemos utilizar as seguintes defini¢oes:

T

™ =elr",

0" = e 07

& =eld", (4.44)

onde, agora, esses novos objetos irdo carregar as informagoes do espago-tempo em ques-
tdo. Essas defini¢des também nos fornecem 1,i" = e,,e,"t"" = n,,i*" = {,{* =1 ¢
PP = éuéﬂ = qgué“ = —1. Devemos notar que esses campos vetoriais dependerao do
frame escolhido para satisfazer as relacoes definidas na eq. (4.44); pois, por definicao, £2,
2% 7% etc. sempre serao dados pela eq. (4.42). Ou seja, as componentes destes campos
vetoriais numa base de tetrada, independentemente da tetrada escolhida, sempre serao
dadas pela eq. (4.42), por defini¢do. Por exemplo, se e, e e,’ sdo dois frames distintos,
entdo t = %, e 1" = {%, serdo diferentes um do outro, mas suas componentes, expan-
didas tanto em {e,} quanto em {e,'}, serdo, respectivamente, as mesmas, £* = 6(p)- Nos
nao trabalharemos com valores diferentes para £, 2%, #* etc., eles sempre serdo dados pela
eq. (4.42). Evidentemente, se nds quiséssemos realizar uma transformagao de Lorentz de
eq para €,, onde €, = A’ e,, e escrever as componentes de, por exemplo, { nessa nova
tetrada, nés deveremos ter £ = Ab“fb como a nova componente, pois a mesma assegura
que # = %, = t"€,. Contudo, niao vamos utilizar transformacoes do tipo £ = A,#* aqui:
nos vamos escrever esses vetores unitdrios ou numa base coordenada, d,, ou em termos

do campo de tetrada que ¢é utilizado na eq. (4.44).

Para ajudar a visualizar melhor as defini¢oes feitas na eq. (4.44), nés podemos
substituir #¢, dado pela eq. (4.42), na segunda defini¢do da eq. (4.44). Assim, ja que 2%,
J* e 2% sao deltas de Kronecker, nés imediatamente obtemos que #* = sin f cos qﬁe(l)“ +
sin @ sin gzﬁe(Q)“ +cos 96(3)“, que sao as componentes coordenadas do campo vetorial unitario
7; portanto, para obter 7, basta contrair essas componentes coordenadas, 7#, com a base
coordenada, 0,. Fazendo isso e usando que e, = e *0,, nés também podemos notar que
7 = sinfcos gbe(l) + sin fsin gbe(Q) + cos 96(3); ou seja, vemos que esse vetor unitario ¢,
simplesmente, uma combinacgao linear da triade espacial do campo de tetrada e,. Em
Minkowski, nés podemos assumir que e, = (9, 0,, 0y, 0.), 0 que nos leva a 7 = 0,. E,
seguindo a mesma linha de raciocinio, nés também encontramos 6 = (1/r)0y e ¢ =
[1/(rsin 0)]9, em Minkowski. E interessante notar que o “vetor temporal” £, a partir das
definigoes usadas (egs. (4.42) e (4.44)), ndo é nada mais do que o campo vetorial tipo-

tempo e ). Entao, em Minkowski, se nds assumirmos que €y = 0, noés teremos que
t - 8t.
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A A~

Um comentario que deve ser feito aqui a respeito da interpretacao de z, 7, 7 etc.,
como os vetores unitarios dos sistemas de coordenadas cartesianas/esféricas, é que esses
vetores irdo coincidir com 0,, 9y, 0, etc., se e, recair no frame de Lorentz (0, 0., 0,
0.) quando a curvatura da conexao de Levi Civita desaparecer. No entanto, em rela¢ao
ao formalismo do maquinario hibrido, nao ha nenhum problema em usar frames que nao
satisfacam essa propriedade. Mesmo assim, é conveniente usar esses frames que se tornam
o frame de Lorentz, na auséncia de curvatura, ndo apenas para manter uma relacao
préxima de ¢, & etc. com 9, 0, etc., mas, também, porque é comum o TEGR néo fornecer
predicoes consistentes para a energia gravitacional em um frame que nao satisfaca essas

condigoes [16].

Observando que esses campos vetoriais unitarios, ¢, 7, 6 e ¢, formam uma base
no espaco-tempo, noés podemos expandir o campo de tetrada em termos dos mesmos.

Fazendo isso e usando as definigoes da eq. (4.44), obtemos

et =1 1 —p it — 0 0" — @ 0" (4.45)
e

e, =i, —f, — 0°0, — ¢, . (4.46)
Assim, usando as eqs. (4.45) e (4.46) em g, =e,,e%, e n,, = ¢e,l'e,,, vemos que

G = L,b, — 7,7, — 0,0, — 0,0, (4.47)
e

Ny = Laly = Py Aa Ab Ggaﬂgb (4.48)

Por conveniéncia, usaremos a tor¢ao de Weitzenbock expandida na forma
_ ot fa _ i opa b o
™, ="1,,1-1,™=T1°,,0" =T, ¢°, (4.49)

onde T8, =T° 1, 7", =T%, f, 1%, =T%,0, ¢ T%, =T, b,.

Na verdade, apesar de nés termos usado diregoes que estao “adaptadas” as co-
ordenadas cartesianas e esféricas para construir esses campos vetoriais unitdrios, ¢, Z, 0
etc., nos, até agora, ainda nao fixamos nenhum sistema de coordenadas. Vale ressaltar,
entao, que noés podemos escrever {f“, T, é“, gE“} em qualquer sistema de coordenadas que
nos queiramos, realizando ou ndo uma mudanga na base coordenada. Por exemplo, nés
podemos escrever ¢ = #*(u, v, w,q)0; + " (u, v, w,q)0, + t(u,v,w,q)0p + t%(u, v, w, )0y,
onde (u,v,w, q) é algum sistema de coordenada; ou também escrever t= f“(u, v, w, q)0y,+
' (u, v, w, q)0y 4+ 1% (u, v, w, )0y + 19(u, v, w, q)0, e assim por diante. Essa liberdade nos
da a oportunidade de realizar os calculos da maneira mais conveniente possivel. Caso

escolhamos trabalhar apenas com coordenadas esféricas, entao, ao substituir a eq. (4.46)
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em 1, = ouet, — 8,,6‘1“, observamos que as componentes da tor¢ao na eq. (4.49) podem

ser dadas por:

~

Ti“/ == 23[uty] y
7 A 2 n : 3 7
T;U'V = 28[MTV] - 25“"9’/] — 2sin 9(5[H¢V} s
9 N 2 A 3 7
T v = 23[#9y] + 2(5[#7”1}] — 2 COS Hé[ugby} s

T(%w = 28[%?)”} + 200305&?1,] + 2 cos 05{;@ (4.50)

V}’

onde os deltas da equacgao acima também podem ser escritos em termos das componentes
coordenadas dos vetores unitarios, mas sua forma explicita depende do frame escolhido e

do sistema de coordenadas usado, como sera melhor explicado mais a frente.

Nesse formalismo, como vimos das eqs. (4.47) e (4.48), em que escrevemos as
componentes do tensor métrico, se torna facil ir de uma base coordenada para uma base
de tetrada e vice-versa. Assim, para simplificar os cdlculos com o uso deste formalismo,
basta que os objetos, com o quais estamos trabalhando, estejam escritos em termos das
componentes dos vetores unitarios. Se conseguirmos escrever as componentes da torgao
em termos apenas das componentes desses vetores unitarios, serd uma questao meramente

algébrica escrever os outros objetos de interesse.

Como mencionado no paragrafo anterior, uma vez que nds conseguimos expandir
as componentes da tor¢cao em termos apenas das componentes dos vetores unitarios, é
facil ver que a maioria das outras componentes dos objetos do TEGR também as serao,
ja que as mesmas sao definidas algebricamente em termos de e, g, e T, , ou de de-

finigoes algébricas indiretas de e,*, g, e T, ; por exemplo, w,., dado pela eq. (4.30),

v
Y.pe; dado pela eq.(4.31), e t°,, dado pela eq. (4.32). Assim sendo, como os cdlculos, a
partir da obten¢ao das componentes da tor¢ao até a obtengao das componentes do tensor
densidade de energia-momento gravitacional, sdo essencialmente algébricos, nota-se que o
uso das relagoes existentes entre as componentes dos vetores unitarios, como, por exem-
plo, tA“fM = 0, QA"HAM = —1 etc., facilitam muito os calculos. Outra coisa, é que escrever
as quantidades em termos das componentes dos vetores unitarios, também nos permite
uma troca imediata da natureza dos indices dessas quantidades, sem a necessidade de
usarmos e,/ ou e, para fazer isso, o que também agiliza muito os cdlculos. Por exemplo,

se nés temos que 77, = ()faf[#fy], entdo, sabemos imediatamente que 7% = ()f“f[bfc],

a
v

desse formalismo pode nao ser conveniente. Contudo, se nds desejarmos calcular o su-

T, = ()fAtA[bm etc. Agora, é claro que se alguém deseja calcular apenas 7' 0 Uuso

perpotencial, o momento angular gravitacional, o tensor de aceleracao antissimétrico, o

tensor densidade de energia-momento gravitacional etc., ele com certeza sera.

Caso o leitor esteja interessado em mais detalhes, incluindo a versao para a assi-
natura (-+++), veja a Ref. [26].
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4.7 Referenciais acelerados radialmente no espaco-tempo de Schwarzs-

child

Nesta secao, faremos uso do maquinario hibrido para obtermos um frame com
aceleracao radial arbitraria no espago-tempo de Schwarzschild. Além de exemplificarmos
a conveniéncia desse artificio descrito na se¢ao anterior, a obtencao de tal frame sera tutil
em algumas analises que serao feitas no proximo capitulo, onde comentaremos a relagao
entre referenciais adaptados as coordenadas de Kruskal-Szekeres e de Novikov com o

referencial adaptado as coordenadas de Schwarzschild.

A partir do elemento de linha de Schwarzschild, eq. (3.54), usando a relagao vista

na eq. (2.94), podemos identificar imediatamente o seguinte co-frame:

1
9O — (1—27")2@5,

,
_1
I = (1 —~ Qm) Cdr,
r

9 =rdf,

93 = rsinfdg. (4.51)
Recorrendo as definigoes feitas na eq. (4.42), podemos reescrever esse co-frame na forma
compacta

a 2m % ra 2m _% ~a ~a : sa
v :(1—) tdt—l—(l—) 2%r 4+ rg*df + rsinf 2°d¢ . (4.52)
r r

(E importante destacar que os elementos 2%, §* e 2% na equacao acima nao representam
dire¢des cartesianas. De qualquer forma, isso nao é um problema. Eles estao sendo usados
apenas por conveniéncia, em lugar dos deltas.) Como (9% ¢e,) = 0y, da eq. (4.52) e das

relagoes de ortonormalidade entre t*, ¢, §* e 2%, teremos

Sy =
ea:(l_m>
T

Como o vetor e(;y aponta na diregao radial, que na eq. (4.53) é indicada por 2% =

1
rsinf

N

1

N 2m\ 2 1

taﬁt - (1 - m) ’ «%aar - 7@(189 -
r

r

2,0 - (4.53)

(5?1), um campo de tetradas ¢, radialmente acelerado no espaco-tempo de Schwarzschild

pode ser obtido aplicando a transformacao de Lorentz local [31]
AL = (fta — 92a)0 + (gta — [5a)2" — Ga8” — 242", (4.54)

onde f = f(t,r) e g = g(t,r) sdao fungdes que satisfazem a relagdo f? — ¢g? = 1, sendo f
o fator de Lorentz e g = S f, onde [ é a velocidade em relagdo aos observadores estaticos
nas coordenadas de Schwarzschild. Assim, aplicando essa transformacgao no frame da eq.
(4.53), &, = A bey, encontramos

1

rsin g

. . 1
o = (fla — g2a)W 20, + (gta — fia)WY?0, — a0y — 2404, (4.55)
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onde fizemos W = 1 — (2m)/r. Uma vez que nao especificamos as fungdes f e g, o
referencial acima tem uma aceleracao radial arbitraria. No entanto, podemos perceber
que a triade do mesmo muda de direcao para diferentes pontos do espago-tempo e essas
mudancas nada tem a ver com o estado de movimento desse referencial, sao as chamadas
rotagoes espurias discutidas na segao 4.5.1. Recorrendo novamente as defini¢oes da eq.

(4.42), removemos essas rotagoes espurias aplicando em €&, a transformacao

Al =% — 72" — 0,0" — da2". (4.56)
Dessa forma, o frame radialmente acelerado e livre de rotacoes artificias, é, = Aabéb, é
dado por
5 ~1/2 1/2 ¢ ~1/2 1/2 PO WS 1 .
b= (W2F0, + W00, ) g — (W90, + W2 £0,) iy — ~60,0p — ———uls
r rsin 6

(4.57)

o qual corresponde ao frame da equacao (18) da Ref. [31]. Podemos notar que, se tomarmos
m =0e f =1 (frame em repouso nas coordenadas de Schwarzschild), a triade de é, fica
alinhada as diregoes cartesianas. Essa é uma das vantagens de se usar o maquinario,
escrevemos o frame em coordenadas esféricas, mas com diregoes “quase cartesianas”, de
forma compacta. Perceba que se nao fosse isso, a eq. (4.57) teria uma cara muito mais

complicada.

O referencial da eq. (4.57) estd adaptado a observadores que estao acelerados radi-
almente e que nao necessariamente sao estaticos. Ja o sistema de coordenadas esta adap-
tado aos observadores que sao necessariamente estaticos nas coordenadas de Schwarzschild
(para maiores detalhes sobre a relagio entre sistema de coordenadas e referenciais, veja a

segao 3.8). A aceleragdo desses observadores pode ser escrita na forma [31]
0 9 g
a = —0,/(1+ ¢32)W + = 0,9, 4.58
Lo/l )W + g (4.58)
1
1_ - 2 2
a —2&{(14—9)”/}—1—\/1—1—9 8:g. (4.59)

Para o caso particular no qual a velocidade é nula, isto é g = 0, obtemos a'! = m/r? .
Isso mostra que os observadores estaticos de Schwarzschild estao de fato sob a acao de
alguma forca nao gravitacional que os mantém “parados” Portanto, as coordenadas de
Schwarzschild estao adaptadas a um sistema fisico de particulas interagentes. No entanto,
no limite no qual m vai a zero, essa interacao desaparece, pois o referencial é construido de
tal forma que a interagao nao gravitacional se ajusta aos efeitos da curvatura da conexao
de Levi-Civita.

No proximo capitulo, estudaremos dois casos particulares: os observadores de Krus-
kal, que tém aceleragao voltada para o buraco negro (ao contrario dos estaticos), portanto
sao empurrados por alguma forca nao gravitacional na direcao da singularidade, e os ob-
servadores de Novikov, que tém aceleracao nula, portanto formam um sistema fisico de

particulas nao interagentes.
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5 Energia de buracos negros/brancos de

Schwarzschild

Daremos inicio, agora, a apresentacao dos resultados de nossas pesquisas. Neste
capitulo, comegamos com a andlise que fizemos da energia do buraco negro/branco de

Schwarzschild. Essa anélise e seus resultados foram publicados no artigo da Ref. [30].

E bem conhecido da literatura que a energia do buraco negro é Mc?, onde M é
sua massa e ¢ a velocidade da luz. Esse resultado pode ser obtido facilmente a partir do
formalismo ADM [19], desde que nos limitemos a um sistema de coordenadas que fornega
as componentes da métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas infinitamente longe
do buraco negro. Aqui, abordaremos dois casos nos quais o formalismo ADM néao pode ser
aplicado, a saber, a métrica nas coordenadas de Kruskal e nas coordenadas de Novikov.
Faremos isso usando a energia-momento definida no contexto do formalismo hamiltoni-
ano do TEGR. Para tal, usaremos tetradas adaptadas a esses sistemas de coordenadas,
pelo menos no que diz respeito as congruéncias das particulas que compoe o sistema

(“removeremos” as rotagoes das coordenadas angulares, por serem espurias).

O primeiro frame a ser estudado é o frame adaptado® as coordenadas de Kruskal, e
o segundo é o frame adaptado as coordenadas de Novikov. Para cada um deles, calculamos
o valor de P contido em uma hipersuperficie de simultaneidade definida pela coordenada
temporal, e discutimos esse valor no nosso universo e no outro universo, aprofundando a
andlise principalmente no caso de Novikov. Em ambos os casos, observamos que o fato
de a garganta do buraco de minhocas estar ou nao fechada influéncia no valor da energia
obtida. Além disso, nés discutimos algumas propriedades de cada um destes dois frames e

em alguns pontos os relacionamos com o frame adaptado as coordenadas de Schwarzschild.

5.1 Kruskal-Szekeres

5.1.1 O frame adaptado as coordenadas de Kruskal-Szekeres

A partir da métrica da eq. (3.71), vemos que um frame adaptado ao conjunto de
observadores que sao estaticos ao sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres pode ser
dado por e = (1/F)0r, ey = (1/F)0x, eqy = (1/r)0p € €5y = (1/(rsinf))d,. Estes
observadores serao chamados de observadores de Kruskal, ja aqueles que sao estaticos ao

sistema de coordenadas de Schwarzschild serdo chamados de observadores de Schwarzs-

I Entende-se por frame adaptado a um determinado sistema de coordenadas o frame cujo vetor tipo

tempo, e gy, estd na direcao do vetor da base da coordenada temporal. No caso da triade, faremos uma
imersdo no R3 para definir um sistema cartesiano, e ajustaremos a triade & essas direcées cartesianas.
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child. Na figura 4, a linha de universo de um observador de Kruskal é representada pela
linha vertical verde. Assim, vemos que esse observador sai da singularidade do passado e
chega na singularidade do futuro em um tempo finito AT. E, também, é interessante no-
tar que os observadores de Kruskal nao cobrem a regiao interna do buraco negro/branco
para T = 0: neste instante, eles cobrem apenas a regiao r > 2m; a regiao inteira para

r > 086 é coberta para |T'| > 1, isto é, quando a garganta do buraco de minhoca se fecha.

Para um mesmo conjunto de observadores pode haver intimeras triades espacias.
No entanto, com o intuito de obter uma tetrada adequada para a andlise da energia,
noés devemos buscar por uma triade que nao sofra rotagoes espirias ao longo da variedade
devido ao sistema de coordenadas. Uma triade desse tipo para os observadores de Kruskal

pode ser obtida através da aplicagdo da transformacao de Lorentz
AP =7, — 72" —0,0" — d.2" (5.1)

m e,, on e,z ., sa . (4.42). Assim, usando €, = A _"e;, nés tem
em e,, onde t%, 72, 2%, etc., sao dados pela eq. (4.42). Assim, usando é, = A e;, nds temos

que o novo frame para os observadores de Kruskal é dado por

A A

fCL fa 90, ¢a
by = —Op — 20x — —p —
€a Ia T Ia X ” (@

0y (5.2)

rsind

Figura 4 — Diagrama espago-tempo nas coordenadas de Kruskal-Szekeres. As curvas azuis
sao curvas de r constante, quando r > 2m. As retas pretas grossas sao os
horizontes de eventos, enquanto as curvas pretas finas representam curvas com
r constante no interior do buraco negro/branco (r < 2m). As curvas vermelhas
grossas correspondem as singularidades passada e futura em r = 0. (As linhas
vermelhas finas indicam regioes proibidas r < 0). As linhas de universo de um
conjunto de observadores de Kruskal com mesmo valor de X sao dadas pela
reta verde.
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o qual é utilizado como frame teleparalelo para avaliarmos a consisténcia de sua escolha
como tal. (Perceba a forma compacta com a qual a eq. (5.1) esta escrita, gragas ao método

apresentado na sec¢ao 4.6.)

5.1.2 Torcao

Observando que €, = €,/0, e usando a eq. (5.2), vemos que as componentes da

tetrada na base das coordenadas de Kruskal podem ser dadas na forma

£ g 0 ¢
su_tagy Tagn Yaou  Pa o
Ca F(SO F(S1 r % 7 sin 953 ’ (5:3)
e, comparando a eq. (5.3) com a eq. (4.45), nés obtemos
N 1
th = Fé(/;?
1
= f(silu
A 1
o= s,
,
P = LTy (5.4)
rsinf °

Usando as componentes da métrica, dadas pelo elemento de linha da eq. (3.71), nos

obtemos imediatamente

t,=Fo),

Py=—F6,,

éu = —7“55,

QASM = —rsin 952 . (5.5)

De posse da eq. (5.5), nds podemos calcular os elementos da eq. (4.50) para obter a torgao.

Entao, usando a eq. (5.5) na eq. (4.50), encontramos

T, = —2F'8 0},
10, = —2F8)06) .
7%, = —2i60,00 + 2 (F — ') 6},07,
%, = 2sin 0 [—id),0% + (F —r') o},6%] | (5.6)
onde F = 0pF, F' = OxF, 7 = dpr e ' = Oxr. B, usando mais uma vez a eq. (5.5), agora
para eliminar os deltas da eq. (5.6), obtemos

~ 2F" .
Tl“’ = ﬁt[/ﬂ“u] s

o 2F
v = ﬁt[#ry] 5
=6 2 1.~ A N
0 . ~
w = [ + (F =) 76,]
~ 2 2 1. A N
¢ _ 2| AW
T A [rt[ﬂ¢1/] + (F r ) T[,u¢1/]} . (57)
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Assim, finalmente usando a eq. (5.7) na eq. (4.49), chegamos a expressao

- WoF (o i ge ooy 2[ET; 5 FX
T = Sz (Xt[ur,,]t + Tty 77 ) + - . Ll 9 <477”L — 1) T[HQV]} 0
2[FT, - FX
+ - [ L) + ( - 1) T[ucbu]} ¢, (5.8)

onde usamos as relacoes F'/F? = (1 + 2m/r) FT/(16m?), F'/F? = — (1 4+ 2m/r) FX/(16m?),
7= —F?T/(4m) e ' = F?X/(4m), as quais foram obtidas das eqgs. (3.72) e (3.73), e fize-
mos a definicdo W, =1+ 2m/r.

5.1.3 A conexao de Levi-Civita e o tensor de aceleracao antissimétrico

De posse das componentes da torcao, podemos obter as componentes da conexao
de Levi-Civita utilizando a eq. (4.30). Assim, substituindo 7%, dado pelo eq. (5.8), na

v
eq. (4.30), obtemos
~a _W+F AA[aA /\A[(l’\ 2 FTA[a/\ FX /\[(IA N
w be — 8m (tht Tc] + Trbt TC]) — ; |:47’nt 00] ‘I— <4frn — ].) T 90]:| Qb
2 FT ., FX N s s
= 2y + (o = 1) 69|, (5.9)
r 4m

onde, para realizar este cdlculo, foi preciso apenas focar na permutacao das componentes
de {f,f,é, gg} Por exemplo, foi usado que o termo f[cf“]fb + f[bf“}fc — f[bfc}f" pode ser
simplificado para o termo —Zfbf[afc}, e assim por diante. (Estamos usando a convencao
AleBy =1/2(A*B, — A,B?) )

As componentes do tensor de aceleracdo antissimétrico, &ab, oriundo do frame de
€4, € obtido de maneira direta a partir dos coeficientes da conexao de Levi-Civita do frame
de Kruskal, ja que ¢, = @)+ Dessa forma, tomando b = 0 na eq. (5.9) e usando as

relagbes da eq. (4.42), nds encontramos
1
b0 = 5 FXW tpy 5.10
+ ]

lembrando que W, = 1+ 2m/r. Mais especificamente, nés temos que a’ = é(o)b cor-
responde a aceleragao do frame, enquanto que qg(i)(j ) corresponde as rotagoes da triade.
Entéo, da eq. (5.10), observamos que a® = —W,FX#°/(16m?) e gzNS(i)(j) = 0.

Usando a eq. (5.4), podemos ver que a* = a! = —W, X/(16m?) e a’ = a = a? =
0. Ou seja, temos que a componente a* aponta sempre na direcio X = 0, j& que ela é
negativa na regiao na regiao X > 0 (no nosso universo) e é positiva na regiago X < 0
(no outro universo); e ela é nula na garganta (X = 0), para r # 0. E, por fim, podemos
verificar que a magnitude da aceleracio ¢ dada por a = v/—aba, = W, F|X|/(16m?).

5.1.4 O superpotencial

Todas as componentes do superpotencial advindo do frame €, podem ser calcu-

ladas através da eq. (4.31), utilizando-se as componentes da conexao de Levi-Civita da
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eq. (5.9) na mesma. No entanto, como, para o caso do frame de Kruskal, estamos inte-
ressados apenas no calculo da energia, nés vamos calcular apenas as componentes (00
do superpotencial. Assim sendo, primeiramente, da eq. (4.31), observamos que podemos

escrever

o1 1 . .

500 — §L~Uj(o)o 4 5 (d) dyé(O)O _ C;)ddoé(O)J) : (5.11)
onde, da eq.(5.3), vemos que é9° = 1/F ¢ &9 = ( (note que 70 = 0 = $0 =0 ¢
t© =1). Por outro lado, da eq. (5.9), encontramos que &’(° = (W, _FX/(16m?))(t/#° —
977). Como, da eq. (5.4), # = 0,1 = 1/F, 7 = 0 e #/ = (1/F)d], teremos

@j(O)O_ W+X J

- — . 12
16m2F 1 (5.12)

Contraindo a com b na eq. (5.9) e usando as relag¢oes de ortonormalidade tf, =1, rory, =

ébéb = ggbgz;b = -1, fbfb = fbéb = 0 etc., também obtemos
~d j + 7 J
" el | 1
i 16m? 01 rkF <4m > o, (5.13)

onde novamente foi usado r/ = 1/F, da eq. (5.4). Portanto, usando as egs. (5.12) e (5.13)
na eq. (5.11), chegamos em

»O00 — _— <1 — ) & . .14
rE? 4m ) 1 (5-14)

Como a energia do espago-tempo pode ser calculada a partir da eq. (4.25) (fazendo a =
(0)), n6és podemos, entao, utilizar a eq. (5.14) na mesma, para obter a energia associada

ao frame de Kruskal, é,. Vamos fazer isso logo em seguida.

5.1.5 A energia no nosso universo

Para calcular a energia contida em uma hipersuperficie de simultaneidade no nosso
universo?, nés usamos a configuracio mostrada na figura 5. Nés podemos fazer isso de
duas maneiras diferentes: a primeira, seria usar a eq. (4.19) para obter a componente £0(0)
do tensor densidade de energia-momento gravitacional, ja que na geometria de Schwarzs-
child T#* = A = 0, e, entdo, usa-la na integral de volume da eq. (4.23), integrando de X;
até X, onde X; é o valor minimo de X no nosso universo (podemos excluir a singulari-
dade tomando X; ligeiramente diferente do valor que fornece a singularidade); a segunda
maneira, seria simplesmente usar a integra de superficie da eq. (4.25). No caso da integral
de superficie, o calculo é feito sobre dois contornos: uma casca esférica em X; e outra
em X; assim a regiao envolvida exclui nao s6 o outro universo, quando a garganta do
buraco de minhoca estd aberta, mas como também a singularidade. (Para evitar que a

singularidade faca parte da regiao envolvida apds o fechamento da garganta, basta tomar

2 Note que, aqui, ndo estamos nos referindo a universo no sentido cosmoldgico.
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X; ligeiramente diferente do valor que fornece a singularidade.) Usando a eq. (4.25), para
a = (0), nés temos que a energia obtida para o frame de Kruskal na regiao entre X; e X

pode ser escrita na forma
~ 2w pm - 2 ~
E = 4r / / d do e(X)SO(X) — 4k / / d0dpe(X)SON(X,),  (5.15)
o Jo o Jo

onde o determinante da tetrada é dado por e = 32m3e~"/*™)rsin §. Substituindo o deter-

minante na expressao acima, teremos

~ s 2w . s 2 -
E =128m3k </ sin 9d0/ dpe /M)y (0)01 —/ sin@d@/ dqbe_”/(Qm)mZ(o)Ol) ,
0 0 0 0
(5.16)

sendo ; = r(T, X;). Usando a eq. (5.14) com j = 1, chegamos a energia

- 2 2
E=r (1 - me’"/(4m)X) — (1 - ,/me”/“m)Xi) , (5.17)
r T

onde usamos k = 1/(167). Note que a eq. (5.17) corresponde ao valor da energia prevista

em uma regiao finita. Mais adiante, tomaremos o limite no qual X — oo com T constante.

Quando publicamos nosso artigo, Ref. [30], ndo percebemos um resultado interes-
sante que estd presente na eq. (5.17) e também no caso de Novikov, que veremos mais
adiante. A singularidade esta sendo excluida da regiao pelo contorno interno. Por sua vez
a contribuigao desse contorno é exatamente o segundo termo do lado direito da eq. (5.17).
Perceba que no limite no qual r; vai a zero, o segundo termo também vai a zero, pois X; é

sempre finito neste caso. Assim, podemos concluir que a singularidade nao contribui para

AN T /
AN 7/1=0
AN 74
AN Z

yd A
v AN

Figura 5 — Uma hipersuperficie de simultaneidade é mostrada em verde escuro (linha
grossa na horizontal), a qual representa a regidao onde a integral [, d®zet?® ¢
avaliada.
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a energia. Portanto, podemos afirmar categoricamente que a energia do espago-tempo do
buraco negro é puramente gravitacional, ndo ha matéria contribuindo, seja na forma finita

ou singular.

Além do caso mencionado acima, ha pelo menos dois limites interessantes para ana-
lisarmos: um quando X — oo mantendo 7' contante, que nés denotaremos por [;; e outro
para m — 0, enquanto as coordenadas de Schwarzschild sdo mantidas constantes/finitas,
que noés denotaremos por ly. O limite I define o que nés chamamos de “auséncia de gra-
vidade” e é crucial para determinar se o frame é uma tetrada dita “apropriada” ou nao;

ou seja, se a tetrada recai no frame de Lorentz na auséncia de gravidade.

Para calcular o limite /; da eq. (5.17), nés precisamos conhecer como X e r se com-
portam. Podemos analisar esse comportamento através da eq. (3.73), a qual nos mostra
que conforme fazemos X — oo com 7' fixo, a coordenada r de Schwarzschild vai para oco.

Assim, nés temos que, para um r e X suficientemente grandes, a eq. (3.73) implica que

2 a4 (1—2m/r)"/*, (5.18)
\

onde nés tomaremos o sinal de mais para avaliarmos o limite /; no nosso universo. E,
entdo, substituindo a eq. (5.18) na eq. (5.17) e tomando o limite r — oo, nds obtemos

que o valor da energia nesse limite ¢ dado por

- 2
Bl =m —r <1 - me—”/@m)Xi) . (5.19)

T
Para |T| < 1, podemos tomar X; = 0 (ver figura 5). Portanto, quando a garganta do
buraco de minhocas estd aberta, nés temos E’(ll) = m — r;; e, mais especificamente,
quando T = 0 temos E(l}) = —m (= —Mc?), ja que 7; = 2m neste caso. Esse valor

da energia, do limite {; em T = 0, é compativel com o fato de que os observadores de
Kruskal cobrem apenas a regiao » > 2m, nesse instante, e a energia gravitacional da
regido exterior é negativa. Por outro lado, para |T| > 1, podemos tomar r; = 0; nesse
caso, teremos E(l;) = m (= Mc?), que é o resultado esperado para uma particula de
massa M. Ou seja, a energia contida dentro da hipersuperficie T constante, para o limite
[y, é a energia de uma particula de massa M apenas quando a garganta esta completamente
fechada.

5.1.5.1 A auséncia de gravidade (limite [5)

Como mencionado anteriormente, vamos examinar o que o limite de m — 0, com
t e r mantidos fixos, revela sobre o frame de Kruskal, é,. Para isso, podemos analisar
o que acontece com a aceleragdo do frame nesse limite. Na segao (5.1.3), vimos que a

magnitude da aceleragiao do frame de Kruskal é dada por a = W, F|X|/(16m?); logo, no
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nosso universo (X > 0), esta equacao é simplesmente

1

“ Tom?

W,FX . (5.20)

Considerando que r > 2m, nessa regiao a coordenada X é dada em termos das coordena-
das de Schwarzschild pela eq. (3.74), e usando F' dado pela eq. (3.72) e Wy =1+ 2m/r,

nos observamos que a eq. (5.20) pode ser escrita como

2 32m3 t
a= (1 + m) 16m2 — 22" cosh <> . (5.21)
r r 4m

Portanto, mantendo ¢ e r constantes e fazendo m — 0 na eq. (5.21), nés verificamos que
a aceleragao do frame diverge nesse limite, ja que a fungao cosh cresce exponencialmente
enquanto o termo da raiz vai pra zero mais lentamente, o que resulta que o frame é, nao

é uma tetrada “apropriada”.

Apesar do frame de Kruskal nao ser uma tetrada apropriada, o resultado fornecido
para a energia foi bastante consistente, conforme vimos quando avaliamos o limite [;.
Assim, nao esta claro se esse resultado consistente é uma propriedade geral de qualquer
frame cuja a energia gravitacional ¢ avaliada numa hipersuperficie de simultaneidade
adequada. Talvez, nds possamos entender essa consisténcia ao notar duas circunstancias:
a primeira é que, se escrevermos o lado direito da eq. (5.2) em termos da base coordenada
de Schwarzschild, com os coeficientes também escritos em termos dessas coordenadas, e,
entao, tomarmos primeiramente t = 0, aplicando em seguida o limite /5, nés obtemos
€q = (0,04, 0,,0,); e a segunda é que, conforme pode ser observado na figura 31.3 da
Ref. [12], para uma linha horizontal (T" = constatnte) no diagrama, o valor da coordenada
t vai pra zero, independentemente do valor de T', no limite [;. Desse modo, poderiamos
dizer que a contribuicao para o valor da energia vem dessa regido, onde o frame é, é bem
comportado. Nos vamos ver em seguida, na préxima secao, que esse nao ¢ o caso para o

outro universo.

5.1.6 Relacdo entre os frames de Schwarzschild e de Kruskal para X < 0

As coordenadas de Schwarzschild também sao bem definidas no outro universo
para r > 2m. Nessa regidao, as coordenadas de Kruskal sdo dadas em termos das de

Schwarzschild pela eq. (3.75). Dessas expressoes, nds encontramos que

2

B — 87;1 or/(2m) (v)liat _ T8r> , (5.22)
2 T

o 87: or/(2m) (_Wat + Xar) , (5.23)

onde W =1—2m/r. Assim, substituindo (5.22) e (5.23) na eq. (5.2) e eliminando 7" e X,

usando novamente a eq. (3.75), nés obtemos que o frame de Kruskal no outro universo,
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escrito em termos das coordenadas de Schwarzschild, é dado por

o= —ta (C(\)/ShWaat — VW sinh a&n> + 7 <— Stha@t + VW cosh oz&)

14 N
- ;Qaae - Pa0s (5.24)

rsin 6
onde o = t/(4m).

No nosso universo, o resultado da eq. (5.24) seria muito parecido: a diferenca seria,
apenas, que nés terfamos um sinal de mais antes de f, ¢ um sinal de menos antes de #,, o
que corresponderia a eq. (4.57). Neste caso, se estivéssemos considerando o nosso universo,
ao comparar a eq. (5.24) com a eq. (4.57), nés identificariamos que o f (fator de Lorentz)
e o g (velocidade vezes o fator de Lorentz) da eq. (4.57) dessa referéncia correspondemn,
respectivamente, a cosha e —sinha da eq. (5.24); de modo que, no nosso universo, os
frames de Kruskal e de Schwarzschild estao relacionados um ao outro por meio de uma
transformacao ortécrona de Lorentz. Contudo, no outro universo, ha reflexdes nos eixos
temporal e radial, as quais sdo as responsaveis pela diferencga de sinal entre a eq. (5.24)
e a eq. (4.57). Devido a inversao radial, nés vamos chamar o outro universo de “universo

espelho”.

Conforme pode facilmente ser visto, diretamente da eq. (5.24), o frame de Kruskal
nao se torna o frame de Lorentz, (0;,0,,0,,0,), quando m vai pra zero, ou seja, nao é
uma tetrada apropriada. E, nesse caso, nem mesmo se n6s tomassemos primeiro ¢ = 0 pra
depois tomar m indo pra zero, diferentemente do que acontece quando fazemos isso no
nosso universo, como mencionado na se¢ao 5.1.5.1. Isso, entao, sugere que nao é possivel
obter um resultado consistente para o valor da energia no outro universo usando o frame de
Kruskal. N6s vamos deixar uma analise um pouco mais profunda desse problema quando

estivermos analisando o resultado da energia para o frame de Novikov.

5.2 Novikov

5.2.1 O frame adaptado as coordenadas de Novikov

No6s denominamos de observadores de Novikov os observadores que estao em re-
pouso nas coordenadas espaciais desse sistema de coordenadas. Um frame imediato associ-
ado a esses observadores é €y = 0, €1y = (1/N)Or, €2) = (1/1)0p € é3) = [1/(rsin0)]0y.
E, usando novamente a transformagao de Lorentz da eq. (5.1) para minimizar rotagoes
espurias da triade espacial desse frame devido ao sistema de coordenadas, nés teremos

que o frame de Novikov serd dado por &, = A &,. Assim, nés obtemos

1

rsin @

14 ~
TaORr — ;(9@69 — $a04 - (5.25)



Capitulo 5. Energia de buracos negros/brancos de Schwarzschild 97

Novamente, perceba a “elegdncia” da eq. (5.25). Esta é uma das vantagens do formalismo
hibrido: e, esta ajustado as “diregoes cartesianas”, mas escrito em “coordenadas esféricas”;
tudo isso sem que apreca um “amontoado” de fungoes trigonométricas, e cabendo em

apenas uma linha.

Figura 6 — Diagrama espago-tempo nas coordenadas de Novikov. As curvas azuis sdo cur-
vas de r constante, quando r > 2m. As curvas pretas grossas representam os
horizontes de eventos, enquanto as curvas pretas finas correspondem as curvas
de 7 constante dentro do buraco negro/branco (r<2m). As curvas vermelhas
grossas correspondem as singularidades passada e futura em r = 0. (As linhas
vermelhas finas indicam regioes proibidas r < 0). As linhas de universo de um
conjunto de observadores de Novikov com mesmo valor de R sao dadas pela
reta verde.

5.2.2 Torcao, conexao de Levi-Civita, tensor de aceleracao antissimétrico e o
superpotencial
Vamos mais uma vez utilizar o Maquinario Hibrido, para calcular a tor¢ao e demais

quantidades associadas ao frame de Novikov. Como e, = €,*0,, da eq. (5.25), vemos

facilmente que

Pa

rsind

. 7, 0,
e, = Tadl — oot — 28 —
T

o5 (5.26)
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e, tendo em vista que e,/ pode ser escrito na forma da eq. (4.45), nés identificamos

"=,
N 1
Tu = N(Silu
A 1
o= 5.
r
A 1
e Ok . 5.27
¢ rsinf ° ( )

Baixando os indices desses elementos da eq. (5.27), com as componentes da métrica,
(3.81

oriundas do elemento de linha de Novikov (eq. )), n6s obtemos

Po= .

F = —NG!,

éﬂ = —7’(53,

¢, = —rsin 06 . (5.28)

A partir do uso da eq. (5.28), nés podemos seguir basicamente os mesmos passos reali-
zados no caso de Kruskal para obter as demais quantidades de interesse, calculadas em
relacao ao frame de Novikov. Assim, seguindo os passos anteriores, nés encontramos que
as componentes da tor¢ao para o frame e, sao

_ ON o o U pan A aas o 2 PN\ frae A e

T, = =S5 7 fuin = - (0100 + 6iudn) -~ <1 - ) (07100 + 67160

(5.29)

onde, agora, N, 7 e r’ correspondem, respectivamente, & ON/O7, Or /0t e Or/OR. A partir
da torcao, obtemos que as componentes da conexao de Levi-Civita sao

tw 2N a2 aaa s 2 P\ s oan
%, = Wrbt[ Fg+ (0700 + Aty ) + - <1 - N) (657105 + &#1"0q) . (5.30)

0 que nos permite concluir que as componentes do tensor de aceleragao antissimétrico,
o, = @b(o)a, sao todas nulas, confirmando que o frame de Novikov estd em queda livre®.

De posse das componentes da conexao, eq. (5.30), obtemos o superpotencial

_ 2 "\ o 2% N 7\ faran a s
yabe — 2 <1 — ;) faglepel 4 2 pajlopd 4 (N + :) (G“t[bed + qb“t“’ebc])

r T

1 r! ~ ~ ~ ~
_ _ a b 7c] axlb ]
+ (1 N>(9r¢ +¢riled) . (5.31)

r

3 Aqui, vale a pena fazer uma observagio importante. Como apontado na Ref. [42], um referencial em

queda livre ndo necessariamente é um referencial inercial local. Uma coisa é termos um referencial
adaptado a particulas livres, como o de Novikov, outra totalmente diferente é termos um referencial
adaptado as coordenadas préprias de um observador em queda livre (referencial inercial local).
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Logo, como pode ser visto da eq. (4.25), para se estudar a energia total e o momento
linear total dentro de uma dada hipersuperficie de simultaneidade, basta utilizar os dois
ultimos indices da eq. (5.31) como indices coordenados, fazendo o segundo igual a 0 e o

terceiro igual a 7, ou seja, tomando £, Assim, fazendo uso da eq. (5.27), vemos que

_ 1 PN oo o 1[N P\ s A a
Y= 1 — — ) £ 4 0 S = ) (097 4 %) 5.32
r < N > r 2\N r ( ¢ ) (532)
Usando essas componentes mais o determinante da tetrada na eq. (4.25), seremos capazes
de obter a energia gravitacional. Faremos esse calculo um pouco mais adiante, na secao
5.2.4. Porém, analisaremos primeiro qual é o comportamento do frame de Novikov no
que diz respeito a ser ou nao ser um referencial apropriado para o calculo da energia

gravitacional.

5.2.3 Comportamento do frame de Novikov

Veremos nesta secao que o frame de Novikov é uma tetrada apropriada apenas no

Nn0Sso universo.

No6s podemos provar que o frame de Novikov é uma tetrada apropriada apenas no
nosso universo, mostrando que ©%,, dada pela eq. (5.30), se anula® quando nés tomamos
o limite m — 0 com 7 e r finitos na regiao R > 0 apenas. Observamos que 7 e r nao
podem divergir nesse limite de auséncia de gravidade (m — 0), porque a coordenada 7 é
o tempo proprio dos observadores e r é a coordenada radial de Schwarzschild, as quais sao
bem definidas nesse limite; no entanto, a coordenada R diverge neste caso. Para ver que R
diverge nds usamos a eq. (3.83). Analisando essa equacdo, fica claro que R? > r/(2m) —1;
e, portanto, uma vez que r ¢ finito, tem-se que |R| vai pra infinito a medida que m tende

a Zero.

Notando, da eq. (3.82), que 1 —7//N = 1 — R/v/R?+ 1, nés vemos que essa
expressao se anula para R — oo e fornece 2 para R — —oo (universo espelho). Assim,
nos ja podemos ver de imediato, olhando para a eq. (5.30), que w%, ndo se anula no
outro universo; ou seja, e, nao ¢ uma tetrada apropriada no universo espelho. No nosso
universo, nés ainda precisamos avaliar o comportamento de Ne r; sendo que, para obter
o comportamento de N, primeiramente, nds precisamos conhecer a cara de 7. Obtemos

7 e v’ derivando a eq. (3.83), respectivamente, em relagdo a 7 e R, o que nos fornece

2
i =F\ =B, (5.33)

B
r=2mR[3— A+ 3\/;arccos VA . (5.34)

4O fato de a conexfio de Levi-Civita de um frame se anular implica que este frame é uma tetrada

apropriada, ver teorema V1.3 da Ref. [16].
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Como A =r/[2m(R%*+1)] e B =1 — A, para avaliarmos o comportamento de 7 e 7’ no

limite de m — 0 com 7 e r finitos, nds vamos analisar o limite
Y 2 _ (= . 2\—1
L= ggn()r/[Qm(R +1)] = (7/2) gggn()(mR ), (5.35)

onde 7 = lim,,, o7 ¢ finito. Como o dominio do arco cosseno é de —1 a 1 e o argumento
na eq. (3.83) é positivo, entao estd claro que 0 < A < 1. Assim, s6 hd duas possibilidades
para L: teremos L = 0, se mR? — o0o; ou teremos L = Lg # 0, se lim,,_,o mR? for finito.
Das eq. (3.83) e (3.84), vemos que a primeira possibilidade nao é possivel, pois ela leva a
um tempo préprio infinito (nés vemos que 7 — 400 se mR? — oo). Por isso, concluimos
que mR? deve ser finito. Portanto, temos que o limite da eq. (5.35) é finito e diferente
de zero; logo, A e B também sao finitos no limite que estamos estudando, e ja vemos
de imediato que 7 é zero nesse limite. Como concluimos que mR? deve ser finito, entéo,
também podemos concluir que mR — 0. Isso implica que r’ também vai pra zero nesse
limite.

Falta, agora, apenas analisar o termo N/N. Como N = (m/R) (or'/or),
nds precisamos derivar r’, dado pela eq. (5.34), parcialmente em relacdo a 7. Fazendo

isso e usando Or'/OT na expressao de N /N, apods alguns calculos e manipulagoes, nos

encontramos

3 [3m(\1/«2§+1) - 2m(RéilB)A3/2 arccos VA + @} 2m (5.36)
Vo :

=42
2 3—A+3\/§arccosﬂ

E, como j4 vimos, A, B e mR? sao finitos no limite em questdo, o que implica que a parte

=2l=

que multiplica |/2m/r é finita. Logo, a eq. (5.36) mostra claramente que a medida que m
vai para zero N/N também vai pra zero. Portanto, verificamos que @%, é zero no limite
de auséncia de gravidade, o que prova que o frame de Novikov é uma tetrada adequada

na regiao R > 0.

Outra coisa que também podemos pontuar aqui, é que o frame de Novikov, assim
como o de Kruskal, no nosso universo, também se relaciona com o frame de Schwarzschild
por meio de uma transformagao ortécrona de Lorentz. Assim, escrevendo o frame de
Novikov em termos da base coordenada de Schwarzschild e o comparando com a eq.
(4.57), para identificar o fator de Lorentz, nés vemos que o frame de Novikov pode ser
escrito como

S (Rwlat - 2;”@@) _ (;,/?@wlat +

R
781«
\/1+R2 ,/1_+_R2 )

5.0, (5.37)

rsin @

1A
— 20,0, —
r
lembrando que W =1 — 2m/r. Usaremos rapidamente a eq. (5.37) na proxima segao. De

qualquer forma, voltaremos a falar da relagao entre o frame de Novikov e o de Schwarzs-

child na se¢ao 5.2.5.
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5.2.4 Energia e momento

Vamos calcular o 4-momento na regiao R € [R;, R|, com 7 constante (ver figura 7),
onde R; é o valor minimo que R pode assumir no nosso universo. (Assim como no caso de
Kruskal, podemos tomar R; ligeiramente diferente do valor que fornece a singularidade,
para podermos usar o teorema de Stokes.) Nos vamos denotar o 4-momento restrito a essa
regido por P{¢. Para obter P, nés podemos usar tanto a eq. (4.25) quanto a eq. (4.23).
Noés efetuamos o célculo de ambas as maneiras e verificamos que P{ pode ser dado pela

integral de superficie sobre dois contornos: uma casca esférica em R; e outra em R.

Como no caso de Kruskal usamos a eq. (4.25), aqui, vamos exibir a conta por
outro caminho equivalente, usando as egs. (4.23) e (4.18). Dessa iltima equagao, podemos

escrever
et" = 4k0,(eX*) (5.38)
Substituindo o determinante da tetrada
e = Nr?sinf (5.39)
e a eq. (5.32) nessa equagao e usando a eq. (5.27), obtemos

1 “
et® = 4k {OR (2r2 sin 0 f1(, R)t“) + Og (r7sin 07%)

90 (Nrsin8fo(r, R)") + 0y (Nv fulr, R)$) ] , (5.40)
\ 1 /
\ i
\ /
\ 7
\ 7
\ 7 =0
\ 7
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Figura 7 — Uma hipersuperficie de simultaneidade é indicada em verde escuro (linha
grossa na horizontal), a qual representa a regiao onde a integral [, d®zet™
é avaliada.
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onde

2 !
nirm =2 (1- %)
fo(T,R) = 1 (N + r) : (5.41)

(lembrando que ‘ponto’ e ‘linha’ indicam, respectivamente, derivadas parciais em relagao

a 7 e R). Integrando et

na regiao que vai de R = R; (ligeiramente diferente do valor que
fornece a singularidade) até um certo R com 7 constante (curva verde do lado direito da

figura 7), para o obter o 4-momento dado pela eq. (4.23), teremos

P _4m{ (r*f1(1, R)) /%/ sin 0dfd¢ t* + (rr+) 11:31
+ [N RR, + [ Nefy(r, RJART). (5.42)
R; R;
sendo

L:/%/%mwww¢
0 0

ngiA%iAﬂ&x$n0§%d0d¢7
2w N

L:ALA%WWM¢ (5.43)

E imediato notar que Jo, = 0 e, usando as eqs. (4.42) e (4.43), também notaremos que
Ji1 = J3 = 0. Dessa forma, da eq. (5.42), usando f;(7, R) dado pela eq. (5.41), encontramos
que o 4-momento no nosso universo é

P =

o e, (5.44)

() (- )

onde nés usamos que k = 1/(167) e r; = (7, R;).

5.2.4.1 A energia do nosso universo

Para calcular a energia de todo o nosso universo, contida dentro da hipersuperficie
de simultaneidade de um determinado 7 constante, nds calculamos o limite R — oo,
mantendo 7 fixo. Isso pode ser feito facilmente ao notarmos que, da eq. (3.83), para T
permanecer constante, o valor de A, nesse limite, deve ir pra 1, caso contrario 7 divergiria®.
Assim, da eq. (3.84), nés devemos ter que limg .o, r/R? = 2m. E, portanto, usando esse

fato, ao fazermos R — 0o na eq. (5.44), ndés obtemos que

7n—n(1—me1+Rﬂ}ﬁ. (5.45)

Isso ocorreria porque os dois termos do lado direito da eq. (3.83) tém o mesmo sinal, logo cada um
desses termos deve ser finito. Assim, por exemplo, o segundo termo seré finito apenas se o arccos v/ A
for pra zero de tal maneira que R?arccos v/A seja finito, o que implica em A — 1.

.

5
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Como pode ser verificado da eq. (3.83), uma vez que escolhemos tomar R; como o
menor valor de R no nosso universo, nés devemos ter R; = 0 para 7 € [—mm, m|. Esta
é a regiao entre as singularidades com R = 0, a chamada garganta do buraco de minhoca
(ver figuras 6 e 7). Portanto, a eq. (5.45) prediz que, neste intervalo de tempo 7, em que a
garganta do buraco de minhoca esta aberta, a energia e o momento dentro de uma dada

hipersuperficie de simultaneidade no nosso universo é
P¢ = (m—nr)t", (5.46)

sendo 7; € [2m,0). Assim, da eq. (5.46), observamos que, nos instantes 7 = £(1 + 7/2)m
e 7 = 0, a energia é, respectivamente, zero e —m; pois, da eq. (3.83), vemos que r; = m,
nos instantes 7 = (1 + 7/2)m, e r; = 2m no instante 7 = 0 (onde a hipersuperficie de

simultaneidade é externa a regiao dos buracos brancos e negros do nosso universo).

Por outro lado, para qualquer valor de |7| > mm nés temos r; = 0 (como indicado
na figura 7) e, portanto, o valor da energia, fornecido pela eq. (5.45), para esses valores
de 7 (quando a garganta do buraco de minhoca esta fechada), é m, o que corresponde
ao famoso M¢c? no sistema de unidades internacional. Desse modo, podemos concluir que
a eq. (5.45) prediz que a energia dentro da hipersuperficie de simultaneidade é a mesma
energia daquela de uma particula com massa m somente quando a garganta do buraco
de minhoca estd completamente fechada, ou seja, quando a hipersuperficie cobre toda a
regiao r > 0 (Note que as hipersuperficies para 7 € (—7mm,mm) nao estao cobrindo o

espago para 7; imediatamente maior que zero; apesar de R; = 0 temos r; € (0,2m].).

Algo interessante de se notar é que, para qualquer regiao finita com r > 2m,
quando 7 =T = 0, tanto os observadores de Kruskal quanto os observadores de Novikov,
fornecem o mesmo resultado, para a energia do nosso universo, que os observadores de
Schwarzschild, subtraida da energia do interior do horizonte de eventos (ver secao 4.1 da
Ref. [31]). No caso de Kruskal, isso pode ser visto facilmente utilizando a relacao entre
as coordenadas de Kruskal e de Schwarzschild, isto é, as relagoes dadas pela eq. (3.74),
na eq. (5.17), com r; = 2m e t = 0. J&4 no caso de Novikov, isso pode ser visto usando
a eq. (3.83) para encontrar que 7 = 0 implica em Ry = /ro/(2m) — 1, onde Ry e 7o
sdo, respectivamente, os valores de R e r nesse instante. Assim, quando escrevemos tanto
a eq. (5.17) quanto a eq. (5.44) em termos de 7y, vemos que a energia em ambos o0s
casos sera Ey = ry (1 — Wol/2) — 2m, onde Wy = 1 — 2m/rq. Esta é a mesma expressao
que obtém-se utilizando os observadores de Schwarzschild, menos a energia dentro do
horizonte de eventos (ver Ref. [31]). A razdo do porque hé esse —2m na expressdo ¢é
devido ao fato que as coordenadas de Kruskal e Novikov nao cobrem a regiao interna do
buraco negro/branco em 7' = 7 = 0. Isso ocorre devido ao fato de que as coordenadas de
Kruskal e Novikov sao adaptadas a observadores em repouso em relagao a coordenada r
no instante t =7 =T = 0, e, como um observador nao pode ter um r contante dentro de

um buraco negro/branco, as coordenadas nao podem cobrir essa regiao nesse instante.
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O valor da energia obtido para o frame de Novikiov, igual a Mc? quando a garganta
estd fechada, é diferente do resultado obtido por Maluf et. al. [43], os quais obtiveram
um valor nulo para a energia em decorréncia do frame e/ou superficie de simultaneidade
utilizados. Embora os observadores de Novikov nao sejam os mesmos observadores usa-
dos por Maluf et. al. [43], existe uma conexao interessante entre esses dois conjuntos de
observadores. Veremos, na se¢do 5.2.5.3, que os observadores de Novikov se tornam os
observadores usados por Maluf et al. [43] ao passo que 7 — oo e r é mantido constante
no nosso universo. Algo que também podemos observar, a partir da eq. (5.44), é que a
“energia” dentro de uma casca esférica com um r constante vai pra zero a medida que
7 aumenta®, o que concorda com o resultado de Maluf et al. [43]. No entanto, isso nio
significa que os observadores sejam equivalentes nesse limite, haja vista que a energia total
do nosso universo predita pelos observadores de Novikov é M¢c?, independentemente se 7

¢é grande ou pequeno.

Um aspecto interessante do resultado nulo da “energia” no caso de Novikov, quando
tomamos 7 — 0o (R — 00) com r constante na eq. (5.44), é que o intervalo AR = R— R;,
isto é, a regido indicada na figura 7, desaparece nesse limite. Para ver isso, nés podemos
utilizar a eq. (3.83): Tomando o limite dessa equagao conforme r — 0, nés temos 7/(mm) =
(R?2+1)%2. Assim, como o limite de 7 — 0o com r constante leva a R — 00, o que também
implica num R; muito grande, nés podemos simplificar a equagao anterior ainda mais e
escrever que R; = [r/(mm)]'/?. Seguindo o mesmo raciocinio, mas agora sem tomar o
limite de quando r — 0 (ou seja, para um valor constante qualquer de r nao nulo), nds
obtemos que R ~ R; + f(r)(m/7)?/3. Portanto, temos que AR tende & zero & medida que

T cresce ¢ r é mantido fixo.

5.2.4.2 Momento angular gravitacional

Como vimos anteriormente, a eq. (5.44) corresponde a energia, para a = 0, e o
momento linear do campo gravitacional, para a = 1,2 ou 3. Vamos agora, por completude,
também calcular o momento angular desse campo, segundo os observadores de Novikov.
Para isso, vamos primeiramente utilizar as componentes do superpotencial, dadas pela
eq. (5.31), na expressao da definigdo da densidade de momento angular gravitacional,
eq. (4.28). Relembrando as vantagens do “maquinario hibrido”, podemos reescrever a eq.
(5.32) na forma

= 1 "\ 4 T 1IN 7\ faum 2
a0b (1 ta/\b T nand - o eagb a b ) 4
5 _r< ) A S (66" + 64" (5.47)

6 Da eq. (3.83), podemos observar que, se fizermos r constante, quando 7 — 0o teremos R — 0o, como

as curvas azuis do lado direito da figura 6 estdo ilustrando; e assim, da eq. (5.44), é possivel ver que
a energia, de fato, vai pra zero nesse limite.



Capitulo 5. Energia de buracos negros/brancos de Schwarzschild 105

Substituindo essa expressao na eq. (4.28), chegamos a
M® = —8kN7r (1 — ' /N) sin 7| (5.48)

onde foi usado e = N72sin . Portanto, da eq. (5.48) e t = 5?0), vemos imediatamente que
M®WU) =0, isto é, a densidade de momento angular usual gravitacional é nula. Veremos
na sec¢ao 7.4 que essa € um propriedade geral para tetradas que satisfazem o “time gauge”.
Além disso, integrando M num volume tridimensional espacial V', nés encontramos,
conforme a eq. (4.29) vislumbra, que o momento angular total do campo gravitacional,

L é nulo.

5.2.4.3 A energia do universo espelho

Como vimos anteriormente, na se¢ao 5.2.3, o frame de Novikov, e,, nao é uma te-
trada apropriada no universo espelho, mas nada nos impede de conferirmos os resultados
obtidos se o considerarmos em tal universo, para avaliarmos suas consisténcias ou incon-
sisténcias. Assim, utilizando o frame de Novikov para calcularmos a energia do universo
espelho, nés vemos que os cdlculos nao sao muito diferentes do calculo que fizemos para
a energia do nosso universo. Obviamente, utilizamos o mesmo superpotencial, eq. (5.32),
mas, desta vez, nés utilizamos a linha horizontal verde do lado esquerdo da figura 7, que
representa o volume espacial da hipersuperficie de simultaneidade entre o contorno das
duas cascas esféricas do universo espelho em —|R| e —R; (estamos considerando R; > 0.).
Portanto, utilizando a eq. (4.25) para calcular o 4-vetor energia-momento entre essas

cascas esféricas, teremos

_ 27 T _ _

P — 4,<;/ / |e(—R)E" (—R;) — e(—| RNZ" (—|R])| dodg. (5.49)
o Jo

E, substituindo as egs. (5.32) e (5.39) nessa expressao, obtemos

A~

P = . (5.50)

|B| ) R;
—r 14+ =]+ [ 1+ ——
< V1+ R? 1+ R?

Este resultado é equivalente a calcular a integral volumétrica espacial de et®, eq. (4.23),
de —|R| até —R;.

Podemos observar, da eq. (5.50), que P® vai pra —oo quando tomamos R — —o0
com T e m fixos, uma vez que, nessas condigoes, como podemos ver da eq. (3.83), R — —o0
implica em r — 0o. Isso estd nos dizendo que a energia total” do universo espelho é infinita,
o que é um absurdo; logo tal resultado é inconsistente. Além disso, quando consideramos
a auséncia de gravidade, isto é, m — 0 com r finito, o que implica em R — —oo0 (como
ja discutido no segundo paragrafo da segdo 5.2.3), obtemos que a eq. (5.50) fornece uma

energia diferente de zero, a qual também diverge quando tomamos o limite assintético

7 Total, no sentido de ser ao longo de toda a extensdo do universo.
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r — oo. Consequentemente este resultado também nao é plausivel. Muito provavelmente,
esses resultados obtidos para a “energia”, que nao sao aceitaveis, estao ligados ao fato de
que o frame de Novikov nao é uma tetrada apropriada no universo espelho. Portanto, esta

claro que a eq. (5.50) ndo pode fornecer a energia correta para o universo espelho.

Poderfamos usar o procedimento de regularizacao do Maluf, Ref. [6], para chegar
a conclusao de que a energia do universo espelho é a mesma que a do nosso universo. No
entanto, quando executamos esse procedimento, perdemos a conexao entre a energia e o
frame. Desta forma, nao seriamos capazes de saber a relagao entre o valor obtido de P* e
o frame que esta sendo utilizado, no caso, o frame de Novikov. Assim, ao invés de utilizar
tal artificio para obter a energia correta do universo espelho, vamos usar um novo frame,
o qual é um frame de Novikov com uma inversao radial e temporal. Este novo frame é

representado por €, e o denominamos de TRNF®.

A motivacao para usar o TRNF é que, assim como o frame de Kruskal, o frame de
Novikov também tem uma inversao temporal e radial em relacdo ao frame de Schwarzs-
child no outro universo. No entanto, se nés morassemos no universo espelho, nés acharia-
mos natural usar um vetor radial que apontasse na diregao de d,, ndo na diregdo de —0,,
como ¢ o caso de Jr”. Nés podemos ajustar o frame de Novikov para encontrar esse ponto
de vista de “Schwarzschild” trocando 7, por —7, na eq. (5.25), que é o mesmo que trocar
N por —N em todas as equacoes seguintes a eq. (5.25) que tem N escrito explicitamente.
Isso é suficiente para transformar o frame da eq. (5.25) em uma tetrada apropriada, haja
vista que a conexao de Levi-Civita, eq. (5.30), vai pra zero quando tomamos o limite
m — 0 e R — —oo se nés mudamos N para —N. Contudo, esse novo frame tem um
determinante negativo. Assim, nés também trocamos t, por —t, na eq. (5.25), que nos
da o TRNF. Pode ser verificado nas contas que esse ultimo passo nao afeta a o valor da

energia, mas nés ainda o tomamos para manter e positivo.

O TRNF, isto é, €/, ¢ adaptado aos observadores de Novikov que estao voltando no
tempo 7, mas vao para o futuro de ¢t. Calculando P'® na mesma regido que calculamos P*
(eq. (5.50)), a linha horizontal do lado esquerdo da figura 7, nés obtemos P'® = —P?% ou
seja, a energia do universo espelho, quando utilizamos o TRNF como frame teleparalelo,
seria o negativo da energia do nosso universo. Esta nao é a energia que os observadores
de Schwarzschild no universo espelho iriam predizer, pois esses observadores nao iriam
integrar et'% da esquerda para a direita (de —|R| para —R;) no lado direito da figura 7;

eles integrariam no sentido oposto, o que forneceria o resultado esperado P'® = P9.

O principal ponto das anélises que fizemos até aqui é que os observadores (frames)
que sao definidos globalmente, como os de Kruskal e Novikov, nao fornecem a energia

correta em ambos os universos “simultaneamente”. Em resumo, nés concluimos que os

Do inglés: time-reversed and radial-inverted Novikov frame.

9 Note que a eq. (5.34) implica em dr = ()9; — |r'|9,, para R < 0.
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frames que cobrem toda a regidao R € (—o0,00) dao resultados consistentes apenas em
um dos universos. E, ao aplicarmos uma reflexao sobre d,, n6s mudamos o universo onde

o frame é uma tetrada apropriada e da o valor correto da energia.

Vale apena notar aqui que a reflexao na direcao radial, que acontece quando pas-
samos através do buraco de minhoca, ndo é uma transformacao de paridade, pois ela
nao muda os sinais dos dois ultimos termos das equagoes (5.24) e (5.37). Se isso acon-
tecesse, juntamente com a reflexdo no eixo temporal, tanto a eq. (5.24) quanto a eq.
(5.37) forneceriam (—0;, —0,, —0y, —0,), quando m — 0 (sendo ¢t = 0 para Kruskal),
no universo espelho, e a energia predita por esses frames seria finita. Entao, se possi-
vel, seria interessante encontrar um sistema de coordenadas que naturalmente fornecesse
uma transformagao de paridade. Talvez, um frame adequado adaptado a esse sistema de

coordenadas nos permitisse avaliar a energia em ambos 0s universos ao mesmo tempo.

5.2.5 A relacao entre os observadores de Novikov e os de Schwarzschild

Usando 0, = {0, +70, e 0 =10, +1'0, na eq. (5.25) e a comparando com a eq.
(4.57), encontramos, para R > 0, que 7+ = gW'? e r'/N = fIWW'/2, Entdo, usando as egs.

(3.82) e (5.33), obtemos
2m 1/2717—1/2
g=F\—-—BW ;
r

R
_ ’[/[/'71/27
/ V1+ R?

onde f é o fator de Lorentz e g = §f. Vale apena mencionar que, se isolarmos R/v/1 + R?

na eq. (5.51) e substituirmos o resultado na eq. (5.44) tomando r; = 0 (garganta fechada),

(5.51)

obtemos a eq. (43) da Ref. [31], que corresponde a energia-momento obtida com o frame
da eq. (4.57).

Da eq. (5.51), nés obtemos que a velocidade dos observadores de Novikov em

relagao aos observadores de Schwarzschild é

ﬁ:$ﬁ\/l+R2R_ r/(2m) | (5.52)

Facamos, agora, uma anélise dessa ultima equagao.

5.2.5.1 Velocidade relativa no horizonte de eventos

Tomando r = 2m, nés obtemos 5 = F1, onde estamos assumindo R > 0 (nosso
universo). O caso f = —1 corresponde aos observadores de Novikov atravessando o hori-
zonte de evento de fora pra dentro, ou seja, entrando no buraco negro; enquanto o caso
[ = 1 corresponde aos observadores de Novikov atravessando o horizonte de eventos de

dentro pra fora, ou seja, emergindo do buraco branco. E interessante notar que o horizonte
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de eventos é, entdo, exatamente a regiao onde o valor da velocidade relativa entre esses

observadores atinge a velocidade da luz.

5.2.5.2 O pico da trajetéria

Os observadores de Novikov, linha verde da figura 6, emergem da singularidade
(r = 0) do buraco branco e seguem radialmente até atingirem uma altura maxima e depois
retornam a singularidade, agora, do buraco negro. O valor maximo dessa trajetéria ocorre
em 7 = 0 e é dada por Ry = \/ro/(2m) — 1 [12]. E, como era de se esperar, a eq. (5.52)
deixa claro, ao substituirmos R por Ry e fazer r = r(y, que a velocidade relativa entre os

observadores de Novikov e os de Schwarzschild é nula nesse instante.

5253 O limite 1 = £o0

Para um determinado valor de r, finito, nés podemos avaliar a velocidade relativa
entre os observadores de Schwarzschild, que estao nesse valor fixo de r (linhas azuis da
figura 6), e os observadores de Novikov, que estdo passando por esses observadores de
Schwarzschild apds (ou antes de) atingirem um pico de trajetéria extremamente alto
(ro — 00); ou seja, os observadores de Novikov que estdo numa posi¢io R = Ry — o0
e que, quando passam por esses observadores de Schwarzschild que estao em r, medem
nos seus relégios um tempo 7 — +oo (“—” durante a subida e “4+” durante a descida).
Isso é feito, entdao, tomando o limite de R — oo na eq. (5.52), com r constante, o que

corresponde a 7 — £00 e nos fornece

8= :Fﬁ. (5.53)

Dessa maneira, podemos observar que, para 7 > 0 (sinal de cima da eq. (5.53)), essa
velocidade coincide com a velocidade dos observadores usados por Maluf et al. na Ref. [43].
Portanto, os observadores de Novikov que estao passando por um determinado observador
de Schwarzschild num certo r tendem aos observadores usados por Maluf et al. [43] a
medida que o tempo passa. E, como mencionado no tltimo pardgrafo da secao 5.2.4.1, a
“energia” predita por esses observadores é nula, o que esta de acordo com o fato do lado

direito da eq. (5.44) zerar no limite 7 — 0o ao longo das curvas r constante.

A diferenca dos resultados obtidos para o valor da energia entre os observadores
de Novikov e os observadores usados por Maluf et al. [43] pode ser interpretado da se-
guinte maneira: Para os observadores de Novikov, a energia é “medida” por um conjunto
de observadores que tém o mesmo tempo proprio constante e seus relogios estao global-
mente sincronizados. Por outro lado, para os observadores usados por Maluf et al. [43], o
relogio desses observadores nao estao sincronizados e a hipersuperficie de simultaneidade

usada é a mesma da dos observadores de Schwarzschild, a qual é diferente da usada pelos
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observadores de Novikov. Assim, essas circunstancias podem indicar que a escolha da hi-
persuperficie correta e a sincronizagao dos relégios dos observadores tem um papel muito

importante na predicao correta do valor da energia gravitacional.

5254 O limite m — 0

E de esperar que, para algum dado valor finito de r diferente de zero, a velocidade
relativa entre os observadores de Novikov e os de Schwarzschild seja nula no limite de
auséncia de gravidade (m — 0). Podemos fazer essa constatagao observando que a eq.
(5.52) pode ser reescrita como 8 = F(1/R) \/Qm/r + 2mR?/r — 1. Logo, usando que mR?

é finito e que R — oo nesse limite, como discutido na secao 5.2.3, vemos diretamente que

lim,,_o B = 0, como esperado.

5.3 Resultados e discussao final

Neste capitulo estudamos o problema da energia gravitacional de um buraco ne-
gro/branco em dois universos que estao parcialmente ligados pela garganta do chamado
buraco de minhoca. Tal estudo foi feito analisando os resultados oriundos dos frames de
Kruskal e Novikov. O resultado principal obtido foi que tanto o frame acelerado de Krus-
kal quanto o frame em queda livre de Novikov dao a energia correta assintoticamente em
um universo por vez. Esse resultado consistente foi obtido ao usarmos uma hipersuperficie
de simultaneidade adequada e remover a reflexao sobre a direcao radial que ocorre quando
mudamos de universo. N6s também mostramos que, enquanto a garganta do buraco de
minhoca esta aberta, tanto os observadores de Kruskal quanto os observadores de Novikov
predizem uma energia total do espaco-tempo de £ = m — r; dentro da hipersuperficie de
simultaneidade no nosso universo. Além disso, nds analisamos as propriedades dos frames
de Kruskal e Novikov e apontamos que o frame de Novikov tem algumas similaridades em
relagdo ao frame em queda livre usado por Maluf et al na Ref. [43]. Também mostramos
que a hipersuperficie de simultaneidade que usamos no caso de Novikov encolhe para zero,
no limite em que o frame de Novikov se torna equivalente ao frame usado por Maluf et al

na Ref. [43], o que explica o valor nulo obtido nessa referéncia.

Os resultados obtidos aqui contribuem para o estudo de um dos maiores proble-
mas para o conceito de energia e momento gravitacional, que é o problema de como nés
deveriamos arranjar os observadores em um certo instante de tempo [16]. Eles sugerem
que se deveria usar uma hipersuperficie de simultaneidade que esteja de acordo com as
perspectivas dos observadores, a qual talvez possa ser alcangada ao fixar uma coordenada
temporal adequada que seja proxima ao tempo proprio dos observadores. No entanto,
uma definicao precisa dessa hipersuperficie ainda nao estd clara e, talvez, os resultados

consistentes obtidos aqui sejam apenas coincidéncias. Por exemplo, se 7 for o tempo pro-
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prio de um observador de Kruskal em um determinado valo de X, entdao, nés teremos
que dr, = F(r(T, X))dT, o que significa que o intervalo de tempo dr; entre duas hiper-
superficie é diferente para diferentes valores de X; por isso, o relégio dos observadores
de Kruskal nao podem ser sincronizados. Por outro lado, os relégios dos observadores de
Novikov podem ser sincronizados e o frame usado neste caso é uma tetrada apropriada.
Mas, mesmo nesse caso, nos poderiamos argumentar que um calculo completo e que tenha
significado pode apenas ser atingido se a hipersuperficie de simultaneidade for definida
com um conjunto completo de coordenadas proprias, como no caso do frame de referén-
cia proprio (PRF'). Essa abordagem estd em concordancia com a ideia de que, em um
espacgo-tempo curvo, tudo deveria ser definido localmente, e as tinicas coordenadas com
significado fisico sao coordenadas proprias. Contudo, se essa abordagem for a correta, em
um espago-tempo geral, nés estariamos limitados a perspectiva de um tnico observador
e seu PRF; e, além disso, ela tem a desvantagem de implicar que a energia gravitacio-
nal nao pode ser localizada por um tensor densidade de energia-momento t**, pois tH*
se anula ao longo da linha de universo do observador, independentemente da aceleracao,

como demonstrado pelo teorema VI.1 da Ref. [16].

No6s também podemos usar os resultados obtidos pra fazer algumas analises em
relacao a formulagao ADM da energia e do momento, a qual exige que o espago-tempo seja
assintoticamente plano. Na Ref. [19], Arnowitt et al. argumentaram que essa é a exigéncia
basica para uma energia ser bem definida. No entanto, a expressao da energia-momento
padrao da formulagio ADM, equagoes (5.1) e (5.2) da Ref. [19], é também limitada a
um sistema de coordenadas no qual as componentes da métrica se aproximam do valor
de Lorentz no infinito espacial. As componentes da métrica das coordenadas de Kruskal
e Novikov claramente nao satisfazem essa tultima restricao, mas elas de fato representam
um espago-tempo que é assintoticamente plano. Isso significa que a energia total delas
deveria ser bem definida, de acordo com Arnowitt et al. E, uma vez que P?, dado pela
eq. (4.25), pode fornecer resultados consistentes para superficies de simultaneidade ade-
quadas assintoticamente, além de também ser aplicado a regioes nao assintéticas tal qual
a garganta do buraco de minhocas, nés podemos dizer que P® estende as equagoes (5.1)
e (5.2) da Ref. [19], ao invés de contradizé-las. Essa questao sera analisada de forma mais

detalhada no capitulo 7.

Assim como no caso de Kruskal, a singularidade também nao forneceu nenhuma
contribuicao para a energia do espaco-tempo. Usando a integragao de superficie, chegamos
ao mesmo resultado da eq. (5.44), onde o segundo termo do lado direito vem justamente
do contorno interno (o que exclui r = 0). Como este termo vai a zero no limite r; — 0,
nao ha contribuicao da singularidade. Embora nao possamos provar que esse resultado

seja geral, podemos especular que ele seja. O argumento a favor dessa ideia é o seguinte.

10 Do inglés: proper reference frame
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No espago-tempo de Minkowski, ou mesmo o euclidiano, as singularidades fazem parte do
espago, pois o espaco nao se deforma, ele é absolutamente rigido e indiferente a energia da
matéria. Assim, é natural que a singularidade de um certo campo nesses espagos, como o
campo elétrico de uma particula puntiforme, contribua para o fluxo através de uma casca
esférica, mesmo quando tomamos o limite que o raio vai a zero; alias, é até conceitual-
mente valido falarmos em uma delta de Dirac localizada na singularidade. Entretanto,
no caso da relatividade geral, a singularidade nao faz parte do espago-tempo e, rigoro-
samente falando, ndo podemos atribuir uma delta de Dirac para um campo de matéria
nessa singularidade, pois nao ha espago-tempo la. Desse argumento heuristico, podemos
conjecturar que nenhuma singularidade contribuira para a energia total do espaco-tempo,

e que os resultados obtidos neste capitulo refletem essa propriedade geral.

Por fim, é oportuno fazer um comentario a respeito das diferentes abordagens com
uso de tetradas para o problema da energia e do momento. Assim, vamos analisar mais
especificamente a formulacao usada por Mgller na Ref. [3]. Poderia-se pensar que a eq.
(4.19) é a mesma que a eq. (67) da Ref. [3], pois o superpotencial de Mgller U, é relacio-
nado a ¥4, por Uy, = 4keX,,,,. Contudo, isso nao é verdade: para substituir a eq. (4.19)
pela eq. (67) da Ref. [3], nds precisamos reescrever o termo 0, (eZ“)"’) como 0, (eZH’\”).
Como consequéncia, nem P® nem t** coincidem com as defini¢coes de Mgller. Onde vale
ressaltar aqui, que a “equivaléncia” entre a abordagem de Mgller e a teleparalela, mos-
trada na Ref. [44], ndo é entre o complexo de Mpyller tAM” e t* nem entre tAM” e eq,t.
Nos verificamos que a abordagem teleparalela, usada aqui, parece ser melhor do que a
abordagem de Mgller [3], pelo menos para o espago-tempo de Kruskal. Por exemplo, ao
usarmos que Uy, = 4keX,,, na eq. (75) da Ref. [3], sendo X, o superpotencial obtido
do frame de Kruskal, nés encontramos que na abordagem de Mgller ndo obtemos M c?

para os observadores de Kruskal, nem usando o limite /; nem o limite r — oo com t fixo.



112

6 O tensor densidade de energia-momento

gravitacional do Universo

Neste capitulo, apresentamos os resultados que foram publicados no artigo da Ref.
[45]. Trata-se da aplicagdo do formalismo do TEGR para espacos-tempos de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) para obter o tensor densidade energia-momento do
campo gravitacional. Constatamos que esse tensor nao ¢ simétrico quando a secao espacial
do universo é curva. Decompomos a sua parte simétrica em densidade, pressao isotropica,
pressao anisotrépica e no 4-vetor fluxo de calor. Ja a parte antissimétrica, nés a dividi-
mos em componentes “elétricas” e “magnéticas”. No entanto, notamos que esta tltima, a
parte antissimétrica do tensor, ndao contribui para a energia e o momento gravitacional

do universo.

No caminho da obtencao do tensor densidade de energia-momento gravitacional,
th nos averiguamos e discutimos algumas informagoes importantes como, por exemplo,
a energia total do universo e a aceleracao do frame teleparalelo. Depois, ja de posse do
tensor gravitacional e utilizando as equagoes de campo, nés encontramos que a densidade
da energia total do universo (a soma de todas as densidades, incluindo matéria e constante
cosmoldgica) é nula em universos espacialmente planos. Além disso, também verificamos
que as equacoes de campo tem um vacuo bem definido; isto é, que quando zeramos todas

as formas de energia obtemos o espacgo-tempo de Minkowski.

6.1 O frame fundamental dos espacos-tempos de FLRW

Como mencionado na segao 4.5, a energia gravitacional é dependente do frame (da
tetrada, ndo do sistema de coordenadas). Assim, precisamos definir um frame fundamen-
tal do espago-tempo, o qual o utilizaremos como sendo o frame teleparalelo usado para
calcular o tensor densidade de energia-momento gravitacional, t*. Deste modo, temos

que o tensor gravitacional ¢ medido em relacao a este referencial.

Comecamos determinando o frame fundamental de FLRW a partir do seu elemento
de linha. Em seguida, obtemos as componentes da torcao; as componentes da conexao de
spin de Levi-Civita; o tensor de aceleragao antissimétrico, o qual nos permite verificar que
este frame é um frame em queda livre que nao rotaciona; o superpotencial e, finalmente,

o tensor densidade de energia-momento gravitacional.
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6.1.1 Frame fundamental

Conforme visto na secao 3.5.1, o elemento de linha de FLRW em coordenadas

esféricas é dado por

ds® = dt* — a(t)*F(r)*(dr® + r*6* + r*sin(0)*d¢?) ,
1
Fir)= — 6.1
"= (6.1

onde a(t) representa o fator de escala e k = +1,0 é a curvatura da se¢do espacial.

Para encontrarmos um frame fundamental para este elemento de linha, podemos
usar as relagoes existentes entre o sistema de coordenadas cartesianas (¢, z, y, z) e o sistema
de coordenadas esféricas (t,,6,¢); ou seja, x = rsinf cos ¢, y = rsinfsing e z = rcosf.

Assim, podemos reescrever a eq. (6.1) como
ds® = dt* — a(t)*F(r)*(dz® 4 dy? + d2?). (6.2)

Dessa forma, observando que g = g, dz" ® dz” = 1,0 ® Y, n6s podemos tomar

9O = at,

9 = oFdx,

9? = aFdy,

93 = aFdz (6.3)

como sendo o co-frame do frame fundamental, o qual ja foi usado anteriormente na li-
teratura (ver, por exemplo, [46] e [47], [48]). E evidente que este co-frame se torna o de
Minkowski, 9% = (dt,dx,dy,dz), quando k = 0 e a = 1, além de satisfazer as condigdes
das eqs. (4.40) e (4.41). E interessante destacar aqui que esse frame é, simultaneamente,
um frame que satisfaz o time gauge e estd adaptado a particulas em queda livre (como
seréa demonstrado mais adiante), além da coordenada t representar o tempo préprio de to-
dos os observadores. Esse frame, entretanto, nao é necessariamente um referencial inercial

local.

Na base coordenada dz# = (dt,dr,df,d¢) nés podemos escrever esse co-frame

Ccomo
9 = {dt + aFedr + aFr®do + aFrsin 0%de, (6.4)

onde %, 72, e e QAS“ sao dados pela eq. (4.42). E, como 9* = e dx", podemos escrever

imediatamente
e, = 5“62 +aF (f“éi + T@“éi + 7sin 9@“62) : (6.5)
Assim, usando que e, também pode ser escrito como

e, = 1%, — %7, — 6°0, — ¢°9,,, (6.6)
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~

onde {, = e ,{,, e assim por diante, identificamos

pra
£ 50
t,=10,,
?, =—aFs,
7 2
0,=—aFri,,
$u = —aFrsin6s; . (6.7)

De posse de t,, 7, 0, € ¢, n6s podemos usar a métrica de FLRW para obter ¢, 7, 0 e

@*; isto é, usar que t* = g"t, (ou t* = e 1t*), e assim por diante. Fazendo isso, obtemos

t = dp,
1
= a{aff,
b = Ff
o = mag‘, (6.8)

que podem ser usado para escrever as componentes coordenadas do frame como

A 1 1/\ 1 A
W g 5“—<A TR 5*‘) 6.9
ea a0 CLF al_’_r “2+Tsin9¢a3 ) ( )

uma vez que e * =t th — 7 pH — 0 gH — #. Portanto, como e, = e #0,, temos que o
a a a a a ; a a Y

nosso frame fundamental de FLRW pode ser escrito como

« 1 1 - 1 n
e, =t,0p — —7,0, — —0,0
a

« =10 = GFad ~ b T g %% (6:10)

Algo cabivel de se pontuar do frame fundamental de FLRW, eq. (6.10), é que
a sua triade espacial, €1y, €@2) € €(3), NAO sofre rotagoes espurias quando comparada a
pontos diferente da variedade, pois elas estdao apontando para diregoes cartesianas. (A
eq. (6.10) estd adaptada a essas diregoes cartesianas, porém, por conveniéncia escrita em
coordenadas esféricas; o formalismo hibrido permite que essa combinac¢ao possa ser feita
em uma forma bastante compacta.) Este fato contribui para que os resultados obtidos,

da energia gravitacional, por exemplo, sejam mais confidveis, como argumentado na sec¢ao
4.5.

6.1.2 Torcdo de Weitzenbock

Uma vez estabelicido o frame fundamental, consequentemente ¢ w T QA# e ggu para
0 MOSSO caso, ja estamos aptos a calcular as componentes da torgao, 7, , usando as egs.
(4.49) e (4.50). Com este intuito, é til isolarmos os deltas da eq. (6.7) para os vermos

explicitamente, uma vez que a eq. (4.50) é escrita em termos dos mesmos e queremos
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escrever todos os nossos objetos em termos apenas do conjunto do vetores unitarios {

t,7,0,¢ }. Fazendo isso, observamos que

o =1,,
= h,
1 -
5’% - _aF'rlu’
08 = —mAu' (6.11)

Assim, aplicando 0, na eq. (6.7) e fazendo uso da eq. (6.11), apds alguns calculos, nés

obtemos
28[Mfy] — O,

28[;/;"\1/ — QEE[HfV} y
(£r)

23[M v] = 2a,t['u0y] 27@7‘F2 7"[#0”} s
~ Q- (Fr) . - cos
28[M¢u] = 2a [ %] 2a 2 A qb,,] - 2mr[p¢u]7 (6.12)

onde @ = da/dt e F' = dF/dr. E, usando a eq. (6.11) novamente, nés encontramos

1

200, = 20,
231n95[ﬂ V] = 2@?[#(]5”],
35 cosf ~
2 cos «9(5“&«91,} = 2m9[u¢y} s
245 _ 37 _
520, = 638, =0. (6.13)

Finalmente, substituindo as eqs. (6.12) e (6.13) na eq. (4.50) e usando a eq. (4.49), nos

chegamos em

T, = —2H (1,77 +1,0,0" + 1,0,,6") — 2h (7,0,,0" + 7,6, | (6.14)
sendo
a
H=—- 6.15
:, (6.15)
F’ kr
h=— = —. 6.16
aF?  2a ( )

Essa é a versdo das egs. (39)-(42) da Ref. [48], em coordenadas esféricas. A partir de
agora as contas serao puramente algébricas e, sempre que precisarmos da forma explicita

de uma componente, recorremos as listas das egs. (4.42), (6.7) e (6.8).
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6.1.3 Coeficientes da conexao de Levi-Civita e o superpotencial

Para calcular os coeficientes da conexao de Levi-Civita, &%, nés usamos a eq.
(6.14) na eq. (4.30). Os dois tltimos termos do parénteses da eq. (4.30) podem ser escritos

como 27l Da eq. (6.14), nés encontramos que esse termo é dado por
2Tl = —o T (§lo7lfb 4 1990 4 £l @h) — 2 (#0G90" + FlogIgt) (6.17)
Assim, substituindo as eqs. (6.14) e (6.17) na eq. (4.30), nés obtemos

&% = 2H (1747, + 190,40, + 1D y,) + 2h (70,40, + #1046, - (6.18)

Para calcular o superpotencial, X% nés vamos usar a eq. (4.31). Lembrando da

ortonormalidade dos vetores unitarios, vemos que a eq. (6.18) leva a

Portanto, usando as eqgs. (4.48), (6.18) e (6.19) na eq. (4.31), ndés obtemos apés algumas

manipulacoes que
yabe 91 (f[bfc]fa + Lf[béc] éa + Lf[b&c] &a)
+ 2k (#gU9° + 7@l ) + 2niliclin. (6.20)

Vimos na segao 4.4, eq. (4.37), que o tensor de aceleracao antissimétrico é dado por
00 = JJ“(O)C, ou, equivalentemente, por ¢.* = d}“bcfb. Entao, usando esta ultima relagao,
da contracao de #* com o &%, dado pela eq. (6.18), vemos facilmente que ¢,° = 0. Por
isso, o frame dado pela eq. (6.10) é um frame em “queda” livre e a triade espacial nao
rotaciona ao redor da dire¢ao do movimento de um observador cuja a 4-velocidade esta na
direcéo t = €()- Em outras palavras, a tetrada da eq. (6.10) estd adaptada a um sistema
feito por particulas livres, que nao possui interagdes de natureza nao gravitacional. E,
neste caso, nao so a congruéncia esta adaptada a esse sistema, a triade também esta, pois
€() aponta na direcao das particulas livres ao longo do eixo x; ja €() aponta na direcao
das particulas que estdo ao longo do eixo y etc. Qualquer variacdo na posicdo dessas
particulas em relagdo ao que quer que seja, os eixos da triade acompanham, sem rotacoes
desvinculadas ao sistema. Nesse sentido, a tetrada da eq. (6.10) estd presa ao sistema, o

que lhe confere um significado fisico.

6.1.4 A energia do Universo

E possivel avaliar a energia total' do universo sem qualquer detalhe sobre os cam-
pos de matéria, isso ja foi feito em muitos contextos diferentes (ver, por exemplo, as

Refs. [46], [48], [49], [32]). Nesta se¢ao, nds vamos revisar os resultados de Sousa et al. [48].

1

O que queremos dizer com “total” é a soma de todas as formas de energia em um determinado volume
espacial, ndo necessariamente de todo o volume espacial.
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A energia total do universo obtida por Sousa et al., eq. (58) da Ref. [48], dentro

de uma regiao esférica, pode ser escrita como

ct ar®

onde ¢ é a velocidade da luz e G é a constante gravitacional de Newton; o momento

(6.21)

total ¢ P = 0. Esse resultado é um caso especial daqueles encontrados na seccao IX da

Ref. [32].

Como esta claro da eq. (6.21), a energia dentro da esfera se anula para k = 0
e, obviamente, a energia total do universo é conservada. A energia total dentro de uma
esfera finita ndo ¢é zero para k = 1, mas a energia total de todo o Universo (r — 0o) sim.
Contudo, para k = —1, a energia total do universo diverge a medida que r tende a 2, o

que poderia ser utilizado como um argumento contrario a essa solucao.

A seguir, iremos calcular e discutir a densidade de energia-momento gravitacional
do Universo, para os modelos de FLRW. Até onde temos ciéncia, esta é a primeira vez

que este tensor é completamente calculado e analisado.

6.2 Tensor energia-momento gravitacional

Para obter o tensor densidade de energia-momento gravitacional, t**, vamos pri-
meiro calcular cada termo dos parenteses da eq. (4.32) separadamente. Assim, fazendo
uso da eq. (6.18) e das relagoes de ortogonalidade entre nossos vetores unitérios, apds

algumas manipulacoes algébricas nds encontramos que

gt = —H? (7,7 + 0,0" + 6,8") + h? (0,0" + 6,8") , (6.22)

010t t = —3H?E, " — 2Hr (1,7" + 7, ) — 2077, (6.23)

gl = =3H? (7" + 0,0" + 0,0") + 21* (0,6" + 6,8") — 2HM"7, , (6.24)
0 g0 = —4HW | (6.25)

&% = OH?E, 8 + GHI (1,7 + 17, ) 4h*7, 7, (6.26)

obr, i, = oy (9H* — 4h?) | (6.27)

obr &S = oy (3H? — 2h7) (6.28)
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Portanto, com o uso das expressdes acima na eq. (4.32) e mais algumas manipulagoes,

no6s obtemos
10 = pi*# + (3p + 4k H?) 7" — 26 H? (6°0" + ") — AxHh (217 + ©7") ,  (6.29)
onde,
p=—2x(3H? + h?),
p=p/3. (6.30)

A eq. (164) da Ref. [32] se reduz a p quando ¢ = 0. Porém, o calculo de todas as

componentes de t* é um resultado novo.

A escolha das letras p e p na eq. (6.30) nao é aleatéria. Como nds veremos na
secao seguinte, elas podem ser interpretadas como a densidade da energia gravitacional e a
pressao isotrépica de um fluido com uma equacao de estado do tipo radiacao. Provaremos,

no capitulo 7, que esse resultado é geral.

Note que tanto p quanto p sao sempre negativos e se anulam se ¢ = k = 0. Também
é interessante notar, a partir dos valores de H e h dados pelas egs. (6.15) e (6.16), que o
tensor % é simétrico apenas para k = 0. Na teoria de campos classica, a falta de simetria,
nos indices do tensor energia-momento ¢é associada a um momento angular intrinseco
(veja, por exemplo, pag. 116 da Ref. [50]), que néo é o caso aqui. De qualquer forma, para
o caso do campo gravitacional, isso ndo necessariamente é um problema, pois, segundo
Bergmann e Thomson (Ref. [51], pag. 403), a tunica razdo para exigir que o tensor de
energia-momento da matéria seja simétrico nos seus indices é para garantir que nao haja
um torque sobre um material na auséncia de forcas externas. Entretanto, no caso do tensor
de energia-momento do campo gravitacional, nao existe, em principio, nenhuma equacao
de torque que permita uma andlise desse tipo. E se existir, é possivel que nao haja uma
correlacao exata entre o torque e a simetria dos indices, como no proprio caso tratado por
Bergmann e o Thomson na Ref. [51]. Na préxima se¢ao nés vamos decompor t*¥, dado

pela eq. (6.29), e interpretar suas partes, incluindo a parte antissimétrica.

6.2.1 Decomposicao do tensor densidade de energia gravitacional

Em principio, nés poderiamos simetrizar t*. Contudo, nés achamos que é mais

consistente trabalhar com o tensor original, dado pela eq. (6.29).

Dividindo t** em partes simétricas, t"**), e antissimétricas, t/*/, teremos que o

mesmo é dado por
v = )y gle] (6.31)
onde

t0) = pif” 4 (3p + A H?) i — 2k H? (010" + ¢#¢") — 6kHh (47 +7)  (6.32)
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krar A

= 2 vl (6.33)

a

Na tltima expressao, usamos h dado pela eq. (6.16). Podemos observar que essas par-
tes ndo sao conservadas, ou seja, 0, (et(’“’)) #0e 0, (et[’“’}) # 0. Mas, como veremos
mais adiante, apenas a parte simétrica contribui para o 4-vetor energia-momento total do

universo.

6.2.1.1 Decomposicao da parte simétrica

Aplicando a decomposicdo da parte simétrica de t*”, de maneira andloga a eq.

(3.100), identificando ¢, = wu,,, nés obtemos

t(,ull) = pt#ty — ph,uzz + QQ(utV) —+ T

(6.34)

pv

onde, como visto,

p=-
q\ = t(‘w/)tﬁ/hl)ﬁ N

ﬂ-/.tl/ = t(aﬂ)hghg + phl“’ .

A A

Aidentidade g, = t,t, — 7,7, — éué,, — éuév foi usada na segunda igualdade da eq. (6.36).

Como pontuado anteriormente, p e p sdo a densidade de energia e a pressao isotro-
pica, respectivamente. Para checar que p e p, dados pela eq. (6.30), sdo os mesmos das eqs.
(6.35) e (6.37), respectivamente; basta avaliar essas tltimas equagoes citadas com a ajuda
da eq. (6.32) e da eq. (6.36). Para obtermos a cara de g, e 7,,, basta usarmos novamente
as eqs. (6.32) e (6.36), agora, nas eqs. (6.38) e (6.39), para encontrar, respectivamente,

que
g, = —6rHI?, (6.40)
(S
4 24 A~ 2 2(A A T2
Faw = =305, 5 (0,0, 46,3.) 1)

Uma vez que h se anula para k = 0 (eq. (6.16)), nés concluimos, das egs. (6.40) e
(6.41), que nao ha nenhum fluxo de calor ou pressao anisotrépica em um “gas de gravitons”

para um universo espacialmente plano.
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6.2.1.2 Decomposicao da parte antissimétrica

Para a parte antissimétrica, nés usamos a decomposicao usual para um objeto

antissimétrico.

t[MV] = Eﬂt’/ — EVtU + nuypatho. s (642)

onde 7),,,, = €€,,,, (€9123) Tepresenta a densidade tensorial de Levi-Civita e

nZ

1 o v
BN = in/ﬁ'/p t[po‘]t (644)

sao os vetores “elétrico” e “magnético”, respectivamente. Os significados de F,, e B, ndo
estdo claros; mas, se ndés os compararmos com o tensor de energia-momento canonico
da teoria classica de campos em Minkowski, nés poderiamos interpreta-los como sendo
alguma espécie de momento angular “intrinseco”. Denotando essa contribuigao por S*, a
qual pode ser vista como um tipo de corrente de momento angular, nés podemos escrever

a eq. (6.42) na forma
1
etlral — 581, (eS| (6.45)

onde S™ = (krr/a)(2t%* — t#7#*)#”. Contudo, é importante notar que SV £ SHe;
apenas apés avaliar a derivada do lado direito da eq. (6.45) é que nés obtemos um objeto
antissimétrico. Também é importante estar ciente de que S nao é antissimétrico nos
dois ultimos indices, por isso a expressao acima ¢ dependente de coordenada e S nao
¢é conservada. Entao, talvez nao seja realmente uma boa ideia interpretar S*** como um
momento angular real?. Para descobrir se S* pode de fato ser ou nao interpretado como
um momento angular, nds terifamos que encontrar equagoes para o momento angular total
que fossem similar as egs. (2.20) e (2.21) de Bergmann e Thompson [51]. Mas esse nao é

0 Nosso proposito aqui.

Usando a eq. (6.33) nas egs. (6.43) e (6.44), nds obtemos, respectivamente, £, =
—qu/3 e B, =0, onde a eq. (6.40) foi utilizada na primeira igualdade (de E,). Podemos
notar que, assim como no caso do fluxo de calor e da pressao anisotrépica, F, também é

zero quando k = 0.

No caso em que k é diferente de zero, a parte antissimétrica de t** nao se anula.

Porém, mesmo nesse caso, o valor de P* dentro de uma volume espacial esférico permanece

nao afetado por t*!. Para verificar isso, nés podemos avaliar o valor da integral de etl%

2 Em todo caso, S*" implicaria em um desaparecimento do momento angular, ja que S(179 = 0.
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que da eq. (6.45) vemos que pode ser dada por I = [, d*z9,(eS*). Fazendo isso, notamos

que
I= /V 20y (eS™™) + /V P8, (52%)

2 pmw
_9 / B(e570) ~ / / dfdpsin 97 = 0, (6.46)
ot Jv o Jo

onde, na primeira igualdade, nés usamos o fato de que S = 0 e, na tltima igualdade, nés
utilizamos a eq. (4.42) para realizar a integragao. Assim, a energia e momento gravitacional
dentro de uma superficie espacial esférica nao dependem de S**” ou, equivalentemente,
de ¢,

6.2.2 Equacoes de campo

No6s podemos escrever as equagoes de campo para a densidade de energia total do
universo tomando a = (0) e = 0 na eq. (4.19). Fazendo isso, teremos

4i(t0(0> +T9O) 4 247600 (6.47)
K

(91,(62(0)0”) =
Como discutido na se¢ao 3.5.1, o tensor energia-momento da matéria para os espago-
tempos de FLRW ¢é dado pela eq. (3.109). Usando que as 4-velocidades das galaxias sao

descritas por 6(0)“ na equagao desse tensor (eq. (3.109)), podemos reescreve-la como

T = (pm + pm)e) € — Pmg"” (6.48)

onde p,, e p, correspondem, respectivamente, a densidade de energia e a pressao da
matéria (ou demais energias que nao sejam gravitacionais). Contraindo a eq. (6.48) com

e?,, obtemos
T = (pm + pm)e(o)“(S?O) — pme™. (6.49)

Notando da eq. (6.9) que e’ = t0)0) = 1 (devido a assinatura que usamos também
temos e(®? = 1), encontramos, segundo a eq. (6.49), T%® = p,,. Utilizando as eqgs. (6.8) e
(4.42), obtemos da eq. (6.29) t°©) = p. Assim, de posse de t°), T9O) ¢ 00 5 eq. (6.47)
¢ reescrita como

e
Tk

Utilizando novamente as relagoes da eq. (6.8), observamos da eq. (6.20) que

9, (ex(00v) (p+ pm + 26A) . (6.50)

00 — opflop (6.51)

(lembrando que h é dado pela eq. (6.16).) Fazendo uso mais uma vez da eq. (6.8) e
substituindo e = a®F3r? sin ), apds alguns calculos, encontramos
k(3 — kr*F)

E(O)OI/ _
Ou(e ) 202 F

(6.52)
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Portanto, usando a equagao acima na eq. (6.47), depois de mais algumas manipulagoes,

teremos

oA
87Ta2F_'0 Prm 8’

onde foi usado k = 1/(167). Se usarmos o p dado pela eq. (6.30), pode-se verificar que

(38— krF) (6.53)

esta ultima equagao é equivalente a eq. (3.110).

Agora, tomando as componentes a = (i) e u = j, a eq. (4.19) passa a ser escrita

como
0, (exiv) = i(tj(“ + 190 4 25N @) | (6.54)
Reparando na eq. (6.9), podemos perceber que a eq. (6.49) fornece
790 = —p,.e®7 (6.55)

Levantando o indice de tetrada na eq. (6.9) e a combinando com a eq. (6.8), também

podemos notar que

AL\ A

eWI = — (PO 4 §OGI 4 GO Gy (6.56)
Portanto,
IO = p, (FOF 1+ §OGT 4 O GF) (6.57)
Por sua vez, olhando para a eq. (6.29), teremos
#10) = (3p + A H?)FD# — 2k H2(0DG + DY, (6.58)

onde usamos t* = # = 0. Nos voltando agora para as componentes do superpotencial,
da eq. (6.20), obtemos

>0 — g (D A0pi 4 &(i)&i) + h(f[jéu]é(i) + f[quu@(i)) ’ (6.59)

onde foi usado mais uma vez as relagoes das egs. (6.8) e (4.42). Lembrando que H e h sado
dados, respectivamente, pelas egs. (6.15) e (6.16), utilizando e = a® F3r? sin § e recorrendo

outra vez as eqs. (6.8) e (4.42), é possivel encontrar

a®  d
+ -+
a

2,.2

2a2F 8a?

9, (extivy = — <a2
(6.60)

Substituindo as egs. (6.56), (6.57), (6.58) e (6.60) na eq. (6.54) e igualando os coeficientes

de bases iguais, além de usar k = 1/(167), chegamos em

24 k A
AH?* + =+ ——= =87 (3p+pmn—— | . 6.61

+ a a’F i ( p+p 87r> ( )
Pode-se notar que a eq. (6.61) é equivalente a eq. (3.111) ao usarmos p dado pela eq.
(6.30).

As demais combinagoes de indices na eq. (4.19) levam a identidades ou a equagoes

redundantes.
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6.2.3 Energia e momento gravitacional

Das eqs. (6.29) e (6.8) e usando h = kr/(2a), nés podemos ver que t°* = pt® —
(4kkHr/a)r®. Assim, substituindo este resultado na eq. (4.23) e fazendo uso da eq. (6.40),

nos temos que a energia e o momento gravitacional dentro de alguma regiao de volume V

/d (pt“—i— 3q> (6.62)

Note que o momento gravitacional, Pg(i), é nulo para k£ = 0, independentemente da regiao

¢é dado por

de integracdo, ja que £ = Oy € ¢* = —6kHEr/(2a)7*. E, para k # 0, ele também é
zero, se a integracao for feita sobre uma regiao esférica. Contudo, a densidade de energia
gravitacional, p, ndao é nula, a menos que tenhamos H = 0 e k = 0, ver eq. (6.30). Essas
propriedades sdo consistentes com o que nés esperariamos do tensor energia-momento

gravitacional do universo.

Nos calculamos a energia gravitacional do universo, dentro de uma regiao esférica
de raio R, usando as eqs. (6.30) e (6.40) na eq. (6.62). Fazendo isso, podemos ver que a
integral da eq. (6.62) pode ser escrita como
2 /{32 R 4
E, = PO = —87xd’ 3H2/ dr——g 45 | |, (663)
(14+52)" Aato (1422
onde essa equagdo é um caso particular da eq. (168) da Ref [32]. Vamos agora, entdo,

rever os casos k =0e k = £1.

6.2.3.1 Universo espacialmente plano (k = 0)

Usando k = 0 na eq. (6.63) e a integrando, nds encontramos E, = —8rkaR*a?,
que, como podemos ver, é sempre negativa, independentemente do fator de escala. E,
uma vez que a energia total, para k£ = 0, deve ser nula, como visto anteriormente na eq.
(6.21), nés devemos ter que E, + E,, + Ex = 0, onde E,, e E\ sdo, respectivamente, as
energias dos campos de matéria e da constante cosmolégica. Assim, como E, é sempre
negativa e E,, e F) sao sempre positivas, este resultado esta em concordancia com a visao
de Tryon, de que a energia total do universo é zero [18]. Além disso, varios complexos de

energia-momento diferentes predizem resultados similares; ver, por exemplo, a Ref. [49].

A densidade da energia total, para k = 0, também vai ser nula. Para verificarmos
isso, basta fazer k = 0 na eq. (6.53) e observar que obtém-se p + p,, + 8% = 0, o que
mostra que a energia total de universos espacialmente planos também é zero localmente.
Entendemos esse resultado como sendo novo, uma vez que desconhecemos algum artigo

que tenha chegado a ele antes da Ref. [45].
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6.2.3.2  Universos espacialmente esférico (k = +1) e convexo (k = —1)

Como ja foi provado na Ref. [48], e pode ser inferido da eq. (6.21), a energia total
do universo é zero para k = +1 quando R — oo. No entanto, a eq. (6.53) nos mostra que

essa energia nao se anula localmente para k = +1.

A densidade da energia total para o caso k = —1 também nao desaparece, como
era de se esperar. Isso estd em concordancia com o resultado divergente da energia total
quando R — 2 [48].

6.3 Vacuo absoluto

Muitas teorias fisicas tém um conceito de vacuo que nao é absoluto. Por exemplo,
na relatividade geral, vacuo significa auséncia de qualquer forma de energia que nao seja
gravitacional, mas nos sabemos que nesse vacuo ha algum tipo de energia, como, por
exemplo, no caso das forcas de maré préximas ao horizonte de eventos de um buraco
negro que seriam capaz de matar uma pessoa. NoOs, entao, analisamos a existéncia de um
vacuo realmente absoluto, pelo menos a nivel classico, para nossas equacoes de campo

obtidas para os universos de FLRW.

Podemos verificar que as egs. (6.30), (6.53) e (6.61) estdo em concordancia com o
postulado feito na Ref. [16], o qual define o conceito de vacuo absoluto. Esse postulado
diz que: a métrica deve ser a métrica do espaco-tempo de Minkowski se, e somente se,
tivermos t"* = 0, campos da matéria=0 e A = 0 para o frame fundamental. Assim, vamos
examinar se tomar t*¥ = 0, T" = 0 e A = 0 nos leva a métrica de Minkowski. Vale
ressaltar que o caminho inverso do postulado, ou seja, tomar a métrica de Minkowski e

verificar que ela nos leva a t** =0, T" =0 e A = 0 é trivial.

Notamos que tomar t#* = (0 é equivalente a tomar p = 0 (que também fornece
p = 0), j& que isso implica em ter H = h = 0. Logo, como H = a/a e h = kr/(2a),
noés encontramos que devemos ter a =constante e k = 0; isso ja resulta na métrica de
Minkowski®. Poderfamos parar por aqui, mas vale a pena mostrar que as equacoes S0
satisfeitas para o vacuo absoluto. Usando p = p =0 e k = a = 0 nas egs. (6.53) e (6.61)
obtemos p,, + A/(87) = 0 e p,, — A/(87) = 0. Como estamos supondo que o vacuo é
absoluto, entao p,, = A = 0. Portanto, as equacgoes citadas estdo em concordancia com

esta ideia de vacuo absoluto.

3 Para verificar isso, basta escolher a = 1 e usar k = 0 na eq. (6.1)
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6.4 Resultados e discussao final

Nés mostramos que o frame fundamental do espago-tempo de FLRW, eq. (6.10),
nao ¢ acelerado e nem rotaciona ao longo da linha de universo dos observadores ao qual esta
adaptado. Também calculamos completamente o tensor densidade de energia-momento
gravitacional, referente a esse frame, e o decompomos, mostrando que o campo gravitaci-
onal satisfaz uma equacao de estado do tipo radiagdo. A analise da energia gravitacional
nos revelou que, no frame fundamental, a energia do universo é nula localmente se o uni-
verso for espacialmente plano (k = 0). Este tltimo resultado poderia resolver o “problema
da planicidade®” sem recorrer a inflagdo, uma vez que, na visao de Tryon [18], a energia do
universo ser zero € bastante natural. Em outras palavras, o universo seria espacialmente

plano porque a energia do universo tem que ser zero.

Na Ref. [16] foi argumentado que o espago-tempo deve ser o de Minkowski se, e
somente se, nao tivermos energia dos campos de matéria e nem energia associada ao campo
gravitacional. Esse postulado pode ser usado para descartar alguns frames como possiveis
candidatos a frame teleparalelo de um certo espaco-tempo. E, por isso, importante verificar
se um frame fornecera equacoes de campo que satisfagam essa propriedade. Devido a isso,
neste capitulo, nés provamos que o frame usado aqui leva a equagdes de campo com um

vacuo absoluto bem definido.

Para comparar os resultados obtidos aqui com resultados anteriores, precisa-se
distinguir o conceito de energia gravitacional do conceito de energia de um espago-tempo.
Em geral, o suposto 4-vetor energia-momento total de um espaco-tempo ¢é associado com
a divergéncia de um superpotencial, no TEGR, o lado esquerdo da eq. (4.19) leva a eq.
(4.25). Por outro lado, o tensor densidade de energia-momento gravitacional do TEGR
(ou os pseudotensores gravitacionais da relatividade geral), em geral, nao é relacionado
a essa divergéncia do superpotencial. Contudo, na auséncia dos campos de matéria eles
coincidem. Devido a essa equivaléncia, geralmente, usa-se a divergéncia do superpotencial
para avaliar a energia gravitacional quando a matéria esta ausente. Porém, mesmo quando
os campos de matéria estao presente, as vezes, refere-se a energia do espago-tempo como a
“energia gravitacional”. Por exemplo, na Ref. [52] foi mostrado que a densidade de energia
do espago-tempo, nao a gravitacional, predita pela abordagem de Einstein é nula num
sistema de coordenadas conforme do espaco-tempo de FLRW para k = 0, isto é, para a
métrica ds? = Q(7)*(dr? — d;;dz'dz?). Esse resultado é consistente com o desaparecimento
do lado esquerdo da eq. (6.53) quando k = 0. Aqui, nés dizemos que a energia do espaco-
tempo coincide com a do campo gravitacional apenas quando p,, e A desaparecem. (Note

que noés assumimos que A vem dos campos de matéria. Na realidade, todavia, espera-se

4 Esse problema vem da seguinte observacio. Se o universo for aproximadamente plano hoje, entdo ele

deve ter sido ainda mais plano, absurdamente plano, no seu inicio; a auséncia de uma explicacao para
isso é visto como um problema. A solucdo tida como padrao, é admitir que o universo passou por uma
fase de expansao acelerada, a chamada expansao inflacionaria.
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que A deva ser uma constante cosmoldgica efetiva que tem contribui¢oes tanto dos campos

de matéria quanto do campo gravitacional.)

Uma vez que no TEGR a energia é dependente do frame, como comentario final
deste capitulo, nos gostariamos de pontuar que a “energia” calculada com um frame
diferente nao seria necessariamente consistente com a eq. (6.21). Um exemplo disso ¢ a
energia calculada na Ref. [53], onde nessa referencia o frame utilizado nao satisfaz as
condigoes das eqgs. (4.40) e (4.41).
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7 A generalizacao da energia e do momento

gravitacional ADM

Neste capitulo, apresentamos os resultados de nossas pesquisas que estao sendo

submetidos para publicacao.

Comecamos destacando que, a fim de compararmos nossos resultados com os de
outros autores, neste capitulo, nés usaremos a assinatura do espago-tempo como sendo
(—,+,+,+), que é a mesma assinatura utilizada pelos autores que sao citados aqui. Aqui,
defendemos a tese de que a energia e o momento gravitacional do teleparalelismo podem
ser vistos como uma generalizacao da energia e do momento gravitacional do formalismo
ADM. Para dar suporte a esta tese, nés mostramos que o 4-momento teleparalelo coincide
com o 4-momento da abordagem ADM em todas as situacoes nas quais o 4-momento
ADM pode ser aplicado. Para conseguirmos tal feito, as Unicas suposi¢oes adotadas sao
a condicao de gauge temporal para o frame teleparalelo utilizado e as restricbes bem

conhecidas em relacao ao sistema de coordenadas usado no cédlculo do 4-momento ADM.

Em seguida, nés pontuamos alguns exemplos onde o formalismo ADM nao fornece
resultados consistentes, enquanto a abordagem teleparalela fornece. Também exibimos
as vantagens que o tensor densidade de energia-momento gravitacional do TEGR tem
sobre o pseudo-tensor de Landau-Lifshitz. Por fim, nds discutimos algumas dificuldades na
identificacao da densidade de momento angular gravitacional, eq. (4.28). N6s mostramos
que a parte espacial da densidade momento angular proposta, M2, se anula quando o
frame teleparalelo satisfaz as condi¢oes do gauge temporal. E, finalizamos, apresentando

nossas conclusoes das discussoes realizadas ao longo do capitulo.

7.1 O TEGR e o formalismo ADM

Nesta se¢ao, fazemos um comparativo entre as defini¢coes de energia e momento
usadas no formalismo ADM com as usada pelo TEGR. Para isso, escrevemos os campos
de tetradas usadas do TEGR em termos das fungoes lapse e shift, apresentadas na sec¢ao
3.6. Reforcamos aqui que todas as convencoes empregadas nessa tese, como as de indices
etc., sao mantidas ao longo desse capitulo, com excecao da assinatura do espago-tempo,

3

que aqui passa a ser (—,+,+,+). Além disso, vamos denotar por ®g;; e *e, as versdes

tridimensionais da métrica e do frame quadridimensionais, isto ¢, de g,, e e,.

Vimos no capitulo 4, na abordagem do TEGR, que as equagdes de campo de
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Einstein (eq. (4.18)) s@o escritas como
9, (ex) = = (tra 4 ey | (7.1)
4k
Explicamos o porqué que essa forma peculiar de se escrever as equagoes de Einstein
pode ser motivada pelo formalismo hamiltoniano do TEGR, desenvolvido por Maluf e
colaboradores. Também vimos que o 4-momento do espago-tempo pode ser escrito em

termos do 4-momento do campo gravitacional mais o da matéria, isto é,
P* =P+ P} . (7.2)

Também vimos que, integrando a eq. (7.1) em uma regidao do espa¢o que nao contenha

singularidades, obtemos
P = 4x f dS,ex% (7.3)
S
isto é, o 4-momento do espago-tempo pode ser dado por uma integral de superficie.

Como podemos perceber, uma diferenca importante entre o 4-momento do TEGR
e o do formalismo ADM ¢é o papel desempenhado pelo campo de tetradas no 4-momento do
TEGR, haja vista que a eq. (7.3) depende de tal campo. Infelizmente, essa dependéncia vai
além da dinamica do frame. Em um certo sentido, ela se assemelha aquela do formalismo
ADM em relacdo ao sistema de coordenadas. Quando dizemos que a dependéncia do
campo de tetrada vai além da dindmica do frame, queremos dizer que o 4-momento no
TEGR ¢ sensivel a propriedades artificiais desse campo de tetradas, isto é, propriedades
que nao estao relacionadas ao estado de movimento do sistema fisico, como no caso das

rotacoes espurias mencionadas na secao 4.5.

Uma possivel solugdo para esse problema mencionado é fixar os eixos da tetrada a
um sistema fisico de uma forma consistente. Por exemplo, o campo vetorial e pode ser
fixado a geodésica tipo-tempo de uma particula em queda livre, enquanto a triade e é

fixada nas dire¢oes do momento angular de trés giroscopios.

Com o intuito de compararmos as eqs. (3.125) e (3.126) com a eq. (7.3), nods
precisamos escrever o campo de tetrada em termos das fungoes lapse e shift do formalismo
ADM. Uma possivel decomposicao 3 + 1 para os campos de tetradas, no mesmo sistema

de coordenadas da eq. (3.118), é dada por

ea' — 36(1

7 i
a __ a 3 _a i
e’y = Nn" + “e“,N*,

e” = e + (7.4)

7
Fn“ 3
sendo n® = —Ne®. Em seguida, nds restringimos o campo de tetrada ao gauge temporal
de Schwinger e mostramos que o campo vetorial n = n*9,, onde n* = g"’n, e n, é dado

pela eq. (3.122), coincide com e(g) nesse gauge.
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7.1.1 O gauge temporal

O gauge temporal é caracterizado por exigirmos e(i)o = 0. Desta forma, nesse

gauge, nés obtemos as seguintes propriedades [20]:

1
0 0
7—(1)0207 T( )z 207 7—( )0 = - 0
(0)
7O = 70 T(z)j T(O)j, e =79 3, (7.5)

onde, de agora em diante, nés passamos a usar 7,” para representar as componentes
do campo de tetrada que satisfaz o gauge temporal. Passaremos a usar também um
subindice 7 como rétulo nas quantidades que sao dependentes do frame e estao escritas
no time gauge. As condigoes de ortonormalidade da tetrada, quando escritas no time
gauge, tomam a forma

' =0,
T(j)k’f(i)k =07 (7.6)

Agora, aplicando o gauge temporal ao campo de tetrada dado pela eq. (7.4) obte-

mos
1 N
0 __ i __ 0 _
o =x5 "0 =570 =0
T(i)j = 3T(i)j, e = N3€ (77)

e o co-frame fornece

T(O)O =N, 7O = 0,

)

A0 70 NP e Sea (7.8)

7 i A

Comparando 7'(0)“ , dado pela eq. (7.7), com a eq. (3.123), verificamos que n = 7, onde
n = ntg, e n* = g"n,. Em outras palavras, quando assumimos o gauge temporal, o vetor
ey se torna normal a hipersuperficie de simultaneidade ¢=constante, onde ¢ é o tempo

coordenado, e coincide com o vetor normal usado no formalismo ADM.

E importante notar que impor o gauge temporal no frame dado pela eq. (7.4), nio
significa impor uma restrigdo sobre o espago-tempo, mas sim sobre o campo de tetradas.
Por isso, nés sempre podemos assumir as egs. (7.7) e (7.8), independentemente do espago-

tempo a ser estudado.

7.2 A energia e o momento do TEGR no gauge temporal

Nesta se¢ao, mostramos que o 4-momento P* do TEGR generaliza o 4-momento do

formalismo ADM quando o frame teleparalelo satisfaz o gauge temporal. Primeiramente,
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provamos que os 3-momentos das duas abordagens sao os mesmos para o0s casos em que
a energia e momento do formalismo ADM sao validos. Entao, utilizamos os resultados
obtidos pelas Refs. [6-8, 10] para concluir que a eq. (7.3) generaliza as eqs. (3.125) e
(3.126).

Para encontrarmos a relagdo entre o superpotencial do TEGR e a curvatura ex-
trinseca da hipersuperficie t=constante, onde ¢ é o mesmo tempo coordenado usado na
eq. (3.118), escrevemos a eq. (4.31) na forma X" e tomamos pu = 0 e v = . Isso nos

fornece

c

L T T
D= gele w4 ete AN = Sete (7.9)

onde usamos que L = ¢l'e VY10,

Vamos agora restringir a eq, (7.9) ao gauge temporal para o caso de a = (j).
Primeiramente, notamos que o segundo termo da eq. (7.9) se anula, pois 7¢)° = 0. Logo,

sO precisamos nos preocupar com os outros dois termos.

Da primeira e da terceira igualdade da eq. (7.7), nés vemos que 7,°0.® = (—=1/N )W 0)

T

O°.d b _ o d . s W . . °a . .
e 7, Wy = (=1/2)wfy); o rétulo “77 indica que w?, foi avaliado em um frame que sa-

tisfaz o gauge temporal. E, uma vez que Wy, = —We,,, n6s devemos ter w g,y = 0. Assim,

as ultimas duas expressoes no gauge temporal podem ser reescritas como

% o ca 1 io (k)a
e
To(bdb__i(b(k) (7.11)
b ¥rd — N T (k)(0) » .

onde contraimos o primeiro indice da primeira equagao acima com 7.°.

Por sua vez, da definicdo de @¢,, nés temos @¢, = e e *V e,* que pode ser
) ab ab A~a nob oo

escrita como w°,;, = ec’\eaﬂvueb,\. Logo, desta ultima identidade, nés podemos ver que
o (k
&%)

a

que w

0 = e(k))‘eauﬁue(o)k. Agora, da igualdade 7g)y = ny e da eq. (3.122), nés encontramos
(k) k)

T a

das egs. (3.124) e (3.122), vemos que a curvatura extrinseca toma a forma K;; = —NIO’OZ»J».

0 = NfOMAT(’“)’\Ta“, onde usamos o fato de que 79 = 0. Por outro lado, a partir

Assim, chegamos a relacao
k

Como T(i)j = 3T(i)j , n6s podemos usar a primeira igualdade da eq. (7.6) para obter

a relagao

T(k)qT(k)p = 3¢P1. (7.13)
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Assim, contraindo k com j na eq. (7.12), obtemos

d‘j(k) __SK

T (k)(0) = ; (7.14)

onde 3K = K,,3g".

A partir das eqgs. (7.12) e (7. 14) verificamos que as eqs. (7.10) e (7.11) podem
ser reescritas, respectivamente, como 7,°7,°0 0% = (1/N)3KWi e 1,004 b = 3K /N, onde
usamos a eq. (7.13) e 3KV = K, 370)P 341 (lembrando que T(i) =74 7). Substituindo
essas expressoes na eq. (7.9) com a = (j) e lembrando que o segundo termo desaparece

para a = (j), nés chegamos em

s@oi L

oo (3K(j)i _ 3T(j)i3K) _ (7.15)

Sabemos que e = /—g (tetrada com um determinante positivo), onde g é o deter-
minante da métrica. Por sua vez, também temos que /—g = N+/3¢. Portanto, devemos
ter e = N+/3g. Assim, utilizando essa identidade na eq. (7.15), obtemos

e )0 = ;\/% (PKW - D) (7.16)
onde removemos o rotulo 3 do campo de tetradas, haja vista que T(])i = (J) Com-
parando a eq. (7.16) com a eq. (3.127) e usando o fato de que 7U? = gqu(J)q, noés
encontramos que eX (% = (=1/2)37@3 sendo 37 = 7 37ki Finalmente, usando
esse resultado na eq. (7.3), chegamos finalmente a

- —2,-;}4 ds, 370 (7.17)

Fica claro da expressao acima que o momento teleparalelo no gauge temporal

e o momento do formalismo ADM, eq. (3.126), vao coincidir sempre que 377 ¢ 37%

forem equivalentes na superficie bidimensional S. Essa equivaléncia acontece ou quando
T(i) = 4% ou quando 37 for nulo E importante notar, contudo, que a energia P° ADM

pode ser diferente da energia P(®) do TEGR mesmo nesses caso citados.

As egs. (3.125) e (3.126) foram definidas em regides assintoticamente planas e em
um sistema de coordenadas onde as componentes da métrica tendem as de Minkowski.
Nesta situagao, a funcao shift vai pra zero e a funcao lapse vai pra 1. Logo, se nés
assumirmos que as componentes do frame teleparalelo sao escritas na base coordenada
desse sistema de coordenadas especial, nds, certamente, teremos T(i)k = ¢!, assegurando
a equivaléncia entre P* do formalismo ADM e P® do TEGR. Um argumento similar foi
usado por Maluf et al. [10] para mostrar que a energia do TEGR coincide com a energia
ADM nessa situacio, isto é, P = P Por isso, em todos os casos em que o 4-momento
ADM ¢ aplicado, podemos fazer o 4-momento do TEGR coincidir com a versao ADM
ao tomarmos o frame teleparalelo como sendo um frame que satisfaz assintoticamente as

condicoes do gauge temporal.
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No entanto, ha casos onde o 4-momento ADM nao pode ser aplicado (e se apli-
cado, falha na predicdo da energia correta), mas o 4-momento do TEGR pode, e da a
resposta correta. Um exemplo dessa situagao, como visto no capitulo 5, é o espago-tempo
de Kruskal: podemos predizer a energia do espaco-tempo correta nas coordenadas de
Kruskal (também em Novikov) ao usarmos a eq. (7.3), mas nao a eq. (3.125). Além disso,
0 4-momento do TEGR ¢ invariante sob qualquer transformacao de coordenada do espago
tridimensional, uma propriedade que o 4-momento do formalismo ADM nao tem. Isso

mostra que a abordagem do TEGR generaliza a do formalismo ADM.

7.3 O tensor densidade de energia-momento gravitacional do TEGR

versus o pseudo-tensor de Landau-Lifshitz

Uma vez que o pseudo-tensor de Landau e Lifshitz é compativel com a energia e
o momento do formalismo ADM [19], nesta se¢ao nés comparamos tal pseudo-tensor com

t,, do TEGR e mostramos a vantagens do tltimo.

N6s podemos usar a decomposigao de Eckart [17] do tensor energia-momento para
decompor a parte simétrica de t*”. Usando o fato de que t,, tem traco nulo, esse proce-
dimento nos leva a densidade de energia p = t(W)e(O)“e(O)V = t(0)(0) € a pressao isotropica
p = (1/3)tu) ™ = (1/3)t0)0), sendo hy = gu + €0)ue(o)w- Por isso, o TEGR prediz que
o campo gravitacional satisfaz uma equagao de estado do tipo-radiagao, p = p/3, a qual

¢é compativel com o fato de que o graviton é uma particula sem massa.

O resultado acima é uma consequéncia do fato de que qualquer tensor energia-
momento de trago nulo satisfaz uma equagao desse tipo, como é ébvio da prova acima.
Conforme nés devemos ver resumidamente, o pseudo-tensor de Landau e Lifshitz nao
satisfaz essa propriedade e, por isso, nao pode descrever a densidade de energia de um

campo sem massa, tal qual um campo gravitacional.

Como vimos na se¢ao 3.7, usando as egs. (3.136) e (3.140), nés temos que, na
abordagem de Landau e Lifshitz, as equagoes de campo de Einstein podem ser escritas

na forma
D0 HI P = 167 (4 | + T") (7.18)
onde
HEP = =g(9" ¢ — 9" ¢"") (7.19)

t"” ; é o pseudo-tensor densidade de energia momento gravitacional de Landau-Lifshitz e

a integral do lado esquerdo da eq. (7.18) fornece um 4-momento que é compativel com o
do formalismo ADM.
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Por uma questao de simplicidade, mas sem perda de generalidade, vamos assumir
que T" é nulo. Neste caso, nés temos t}* , = (1/(167))0.05HL" E evidente dessa
expressao que t7” ; ndo tem necessariamente o trago nulo e, por esse motivo, ele nao pode

representar um campo ser massa.

Um outro problema com ¢ ; é que ele é sensivel a transformagoes de coordenadas
sem significado fisico, ou seja, aquelas que ndo mudam o estado de movimento do obser-
vador. Para ver isso, nés podemos tomar a métrica de Minkowski adaptada a um frame
de referéncia inercial, mas em coordenadas esféricas, isto é, ds?> = —dt® + dr? + r2d0? +

r?sin? d¢?. Assim, ¢ imediato checar que t% ; # 0.

Por outro lado, t*¥ desaparece no espago-tempo de Minkowski para qualquer sis-
tema de coordenadas, desde que o campo de tetrada seja inercial ou o frame de referéncia

préprio de um observador acelerado arbitrariamente [16].

Também é interessante notar que o resultado nao nulo de #/”; em coordenadas
esféricas é um bom exemplo do problema pontuado por Laue (ver, por exemplo, pag.
233 da Ref. [23]): a afirmagdo enganosa de que os simbolos de Christoffel representam
as forgas do campo gravitacional. O mesmo problema estd presente em ¢7” , pois ele
pode ser escrito em termos dos simbolos de Christoffel (veja, por exemplo, a pagina 138
da Ref. [54]). Além do mais, o valor ndo nulo de t9° ;| em coordenadas esféricas, nao
¢ nem mesmo uma realizacao do principio de equivaléncia, pois os observadores com
valores constantes em tais coordenadas sao observadores inerciais. Ou seja, nesse caso, o
principio da equivaléncia sugeriria um valor nulo. Qualquer defini¢do razoavel da energia
gravitacional nao deve depender de transformacoes de coordenadas que nao alterem a

coordenada temporal (o estado de movimento).

7.4 Dificuldades com o momento angular do TEGR

Como vimos no capitulo 4, no cenario do TEGR, Maluf [7] interpreta a densidade

de momento angular gravitacional do espaco-tempo como sendo o tensor
M = —dfe (D0 — £H0) (7.20)

Vamos, entdo, nesta secdo, discutir as consequéncias de interpretar essa quantidade M

como a densidade de momento angular.

Em principio, ndo estd muito claro se M é a densidade de momento angular do
espago-tempo ou apenas do campo gravitacional (ou de algo a mais). Isso devido a néo
existir uma equacdo de conservacao conhecida envolvendo M e a densidade de momento
angular da matéria. E possivel que a interpretacdo de M* como momento angular do
campo gravitacional s6 possa ser feita em um tipo particular de referencial. O teorema a

seguir sugere fortemente essa dependéncia.
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Teorema 7.1 Seja 7, um frame que satisfaz o gauge temporal, ou seja, T(i)o = 0. Nesse

frame, nés temos M DU = 0 independentemente da métrica do espago-tempo.

Prova. Das eqgs. (7.15) e (7.6)-(7.8), nés encontramos que .00 = ¥ (K)00) " onde
usamos o fato de que K, é simétrico. Como resultado, observando a eq. (7.20), vemos
de imediato que M V*) = 0 para qualquer espaco-tempo. Uma outra maneira de provar
isso é a partir das eqs. (4.30) e (4.31), que nos permitem reescrever a eq. (7.20) na forma
M® = —2ke(T0% 4 0T — e®T?). Por sua vez, das eqs. (4.2) e (7.6)-(7.8), nés vemos

que TPWF) ¢ 70)0 530 nulos, o que leva a M Dk = 0.

Esse resultado significa que a densidade de momento angular, MT(j)(k) = 0, desa-
parece mesmo em espacos-tempos como os de Godel. Entdo, se interpretdssemos M (%)
como sendo o momento angular do espago-tempo, poderia-se argumentar que a densi-
dade de momento angular gravitacional é cancelada pela densidade de momento angular
da matéria. Contudo, ndo ha nenhuma equacao que confirme isso. Por outro lado, se
interpretarmos M_Y)*) como a densidade de momento angular gravitacional, nés teria-
mos um espago-tempo onde a matéria tem um momento angular nao nulo, mas o campo

gravitacional nao reage a esse momento, o que seria totalmente contraintuitivo.

Foi especulado na Ref. [16], topico 6 da pagina 38, que provavelmente o referencial
ideal para analisar a energia gravitacional seja um referencial adaptado a particulas livres,
pois ele seria um sistema puramente gravitacional, sem qualquer interferéncia de outras
formas de energia na estrutura do referencial. Em todos os casos tratados aqui, nesta tese,
com excecao do frame de Kruskal, a tetrada esta adaptada a um sistema de particulas
em queda livre e, ao mesmo tempo, satisfaz o gauge temporal de Schwinger. Todavia,
é improvavel que seja sempre possivel encontrar um referencial de particulas em queda
livre! que satisfaca o gauge do tempo. Devido a nulidade da densidade de momento angular
(parte espacial) no frame com o gauge temporal, acreditamos que em espagos-tempos com
rotacao, como o de Kerr, ndo seja possivel encontrar um frame de particulas em queda

livre que satisfaca o gauge do tempo.

O argumento em favor de considerar um frame em queda livre como sendo o frame
ideal é a seguinte: Um frame de referéncia é necessariamente um sistema fisico, ndo uma
entidade abstrata. No entanto, considerando o mesmo como uma particula de teste, nos
podemos negligenciar seu tensor energia-momento e, assim, desprezar seus efeitos sobre a
curvatura do espago-tempo. Mas nés nao podemos desconsiderar suas propriedades qua-
litativas quando estudamos sua dindmica e a energia gravitacional do espago-tempo. Por
exemplo, as coordenadas de Schwarzschild estao relacionadas a uma aceleracao que é ne-
cessaria para manter as particulas testes em repouso na coordenada radial; nesse sistema

de coordenadas, e portanto no frame adaptado a ele, assume-se a existéncia de uma forga

1 Novamente, é importante ndo confundir esse referencial com um referencial inercial local, pois este

iltimo sé estd em queda livre ao longo de uma tunica curva do espago-tempo.
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externa (ndo gravitacional). Em outras palavras, assume-se que tanto o tensor energia-
momento do sistema que acelera as particulas testes quanto o tensor energia-momento
das proprias particulas testes nao interferem significativamente na geometria de fundo do
espago-tempo. Contudo, propriedade qualitativas tal qual “a origem do frame é acelerada”
nunca podem ser negligenciadas. Entao, é natural pensar em duas possibilidades. A pri-
meira é assumir que essas interagoes nao gravitacionais associadas ao frame acabam por
impedir a interpretacio adequada de t* como o tensor energia-momento gravitacional.
A segunda, e talvez a mais desejavel, é que t* realmente represente o tensor densidade
de energia-momento gravitacional em qualquer frame livre de propriedades artificias, mas
as forcas nao gravitacionais mudam a energia gravitacional de uma maneira que pode
ser dificil de entender, pelo menos quando desprezamos os efeitos dessas forcas na geo-
metria de fundo. Por isso, a abordagem mais segura parece ser a de tomar t* como o
tensor densidade de energia-momento gravitacional apenas quando o frame esta adaptado

a particulas em queda livre.

Para sustentar a ideia de que essas interagoes nao gravitacionais mudam o com-
portamento da gravidade, podemos pontuar que os sistemas de coordenadas que sao ge-
ralmente usados para escrever uma métrica arbitraria na forma Minkowskiana localmente
sao todos adaptados a particulas que estao aceleradas devido a interagoes nao gravita-
cionais, com excecao da particula que estd na origem. Isso ocorre porque o sistema de
coordenadas normais de Fermi, que é o sistema que permite escrever a métrica na forma
de Minkowski ao longo da trajetéria de um observador, corresponde a um sistema local-
mente rigido (réguas rigidas, por exemplo) que estd em queda livre apenas na origem; a
consequéncia dessa rigidez ¢ que as forgas internas do sistema, digamos réguas, sofrem um
desequilibrio em oposi¢ao ao desvio geodésico (ou forgas de maré, na visdo newtoniana),
sendo essa a razao do porqué as particulas nao seguirao o desvio geodésico como parti-
culas livres seguiriam. Por outro lado, parece que sistemas de coordenadas adaptados a
particulas testes em queda livre ndo permitem a métrica tomar a forma Minkowskiana
nas vizinhancas da trajetéria de uma particula teste arbitraria em queda livre. Por isso,
¢ natural assumir que a melhor maneira de examinar a energia gravitacional ¢ usando
um sistema de particulas em queda livre como frame teleparalelo, haja vista que este
nao tem interagoes nao gravitacionais que possam interferir na informacao gravitacional
do espago-tempo. Isso nao significa que este tipo de frame é privilegiado, ele é apenas

conveniente para identificar e interpretar a energia gravitacional.

Noés deixamos a suposicdo do frame em queda livre e sua relacio com M? para

um futuro trabalho.
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7.5 Resultados e discussao final

Vimos que o 4-momento do TEGR, formulado através do formalismo hamiltoniano
dessa teoria, pode ser visto como uma generaliza¢ao do 4-momento do formalismo hamilto-
niano da relatividade geral, conhecido como formalismo ADM. Chegamos a essa conclusao
mostrando que é sempre possivel fazer com que o 4-momento do TEGR coincida com o
do formalismo ADM nas situagoes nas quais o 4-momento ADM pode ser aplicado; para
isso, basta usar o gauge do tempo (time gauge). Além disso, mostramos que 4-momento
do TEGR é capaz de prever corretamente a energia do buraco negro/branco com frames
adaptados as coordenadas de Kruskal e Novikov, coordenadas essas que nao podem ser

usadas para calcular o 4-momento do formalismo ADM.

Além disso, uma vez que o tensor densidade de energia-momento gravitacional tem
trago nulo, ele satisfaz uma equacao de estado do tipo-radiacao, o que permite descrever
campos sem massa. E, por outro lado, o pseudo-tensor de Landau-Lifshitz nao tem trago

nulo e, por isso, nao pode descrever campos sem massa.

No6s também vimos que a quantidade que, em geral, é associada a densidade de
momento angular do espaco-tempo (ou gravitacional), M, satisfaz a relacdo MU)®*) =0
se o frame teleparalelo satisfaz o gauge temporal, isso independentemente do sistema de
coordenadas usado. Deixaremos uma andlise mais profunda sobre o significado de M e

sua relacao com os referenciais em queda livre para um préximo trabalho.

Como observagao final, gostariamos de salientar a possibilidade de que as van-
tagens do 4-momento do TEGR sobre o da abordagem ADM se estenda a formulacao
hamiltoniana como um todo. Se for esse o caso, entao a formulacao Hamiltoniana do
TEGR (ver Refs. [6-11]) seria uma melhoria da formulagdo ADM [19].
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8 Resumo e perspectivas

Nesta tese pudemos notar que o TEGR, no formalismo de tetrada puro, é ca-
paz de fornecer resultados muito consistentes em relagao ao campo gravitacional para os
espacos-tempos de Schwarzschild e de FLRW. Para isso, bastou que toméssemos frames

apropriados como referenciais teleparalelos.

No caso de Schwarzschild, usando frames adaptados a observadores de Kruskal e
Novikov, encontramos que a energia do espaco-tempo no nosso universo ¢ Mc? quando
a garganta do buraco de minhocas esta fechada, a qual corresponde a energia de uma
particula de massa M. Para ambos os frames a singularidade nao contribuiu para essa
energia. Em particular, para o espaco-tempo de Schwarzschild, evidenciamos a clara van-
tagem que as definicbes do TEGR da energia-momento tém sobre as da abordagem feita
por Mgller [3], uma vez que esta ultima nao é capaz de fornecer a energia correta para

observadores de Kruskal enquanto o TEGR é.

No caso dos espagos-tempos de FLRW, usando como frame teleparalelo o campo de
tetrada adaptado as coordenadas de FLRW, obtivemos por completo o tensor densidade de
energia-momento gravitacional. O decompomos em sua parte simétrica e antissimétrica,
mostrando que a parte simétrica satisfaz uma equacao de estado tipo-radiacao enquanto
que a antissimétrica nao contribui para a energia e o momento gravitacional do universo.
Também calculamos as equagdes de campo da teoria, mostrando que elas obedecem o
conceito de vacuo absoluto discutido na Ref. [16]. Apontamos para o fato de que a den-
sidade de energia total do universo ¢ nula para espagos-tempos de secao espacial plana,
o que poderia ser usado como argumento em favor desses espacos-tempos, além de poder
resolver o problema da planicidade sem recorrer a inflacao e estar de acordo com a visao
de Tryon [18].

J& no capitulo 7, mostramos que o 4-momento do TEGR é mais geral do que o for-
necido pelo formalismo ADM. Pontuamos também que o fato de termos encontrado uma
equacao de estado tipo-radiacao para o campo gravitacional, quando decompomos o tensor
do campo gravitacional de FLRW no capitulo 6, é, na verdade, uma propriedade geral do
tensor do TEGR, t**, uma vez que o mesmo tem traco nulo. Esse tltimo resultado mostra
uma clara vantagem de t** em relacao a pseudo-tensores como o de Landau-Lifshitz, ja
que este ultimo nao tem traco nulo e, portanto, nao poderia descrever campos sem massa.
Também levantamos as dificuldades em se interpretar a quantidade M, definida na eq.
(4.28), realmente como a densidade de momento angular gravitacional ou como a densi-
dade de momento angular total do espago-tempo quando o frame teleparalelo satisfaz o

gauge temporal, uma vez que as componentes M®U) sao sempre zero independentemente
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do espago-tempo estudado. Especulamos que talvez ndo seja possivel obter referenciais
que satisfagcam o gauge temporal e concomitantemente sejam adaptados a particulas livres

em espacos-tempos que os campos de matéria possuam momento angular.

De uma forma geral, avaliamos que o TEGR é uma abordagem bastante promis-
sora no que diz respeito a estudar o campo gravitacional de diferentes espacos-tempos,
desde que os referenciais tomados como frame teleparalelo sejam adequados, bem como
as superficies de simultaneidades utilizadas. Os referenciais que parecem ser mais apro-
priados para essa tarefa sao aqueles adaptados a particulas livres, pelos motivos argu-
mentados na secado 7.4. E, como perspectiva, pretendemos verificar se realmente nao é
possivel obter frames adaptados a particulas livres e que satisfacam o gauge temporal
em espagos-tempos com momento angular, tais como o de Kerr e o de Godel. Isso para
avaliar melhor a interpretacdo de M como sendo a densidade de momento angular gra-
vitacional, ou do momento angular total dos espacos-tempos. Também podemos analisar
melhor a questao se a energia gravitacional pode de fato ser localizada ou nao. Com os
resultados obtidos nesta tese, o TEGR parece ser capaz de localizar a energia do campo
gravitacional, no entanto, acreditamos que é preciso avaliar os resultados fornecidos para

mais espacos-tempos.
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APENDICE A — Formulacdo de Mgller

As equagdes de campo usadas por Mgller, Ref. [3], pag. 131, eq. (70), sdo escritas

como
oUN =e(t,+T,%) (A1)

sendo t_lf o tensor densidade de energia-momento gravitacional, TuA o tensor energia-

momento da matéria e U, M o superpotencial, definido por

U)\V: €

B % [ea’\vue‘“’ — e,V e +2 (526‘“’ — 5;:6‘”) Vyea'q . (A.2)

Para encontrar a relagao entre U, ey HA”, podemos usar o fato de que

Vel = ea"ebudz“bc . (A.3)
O que também fornece
Ve’ = ea”ebudz“bc, (A.4)
o d
Vet =%, . (A.5)

Assim, usando as equagoes (A.3), (A.4) e (A.5) na eq. (A.2), obtemos que
e
AV A v c oba v_ A _c oba A _av v _a\\ eo.d

U= —% {ea ey e, — e, ey el W, +2(5u€ — e )wda} . (A.6)

Fazendo algumas manipulagoes nos indices dos dois primeiros termos e usando 52 =
Ac Sa v _ ,v,c £b AP
e, €%,0; € 0, = ¢,"¢e", 0, no ultimo, teremos
e
v A Vv, c °b a ca b A v, c sacrdb A v, c sbed a
U, =5 [ea e, eu(wc —wc)+26a ey €,0.w% — 2e, ey euécwd] . (A

ke

que pode ser simplificado para

€ b o o od od
U,u)\y = %60)\6 l/ecp, (wbca — Wach + 2770&("} db — 27’]wa da) : <A8>
Lembrando que w,, = —w&,,,, podemos simplificar ainda mais e obter
26 b 1 ° 1 od 1 od
U/Mu = KzeaAe uecu (2wbca + 5"‘} dbTlea — iw dancb> . (A.9)

Comparando com a eq. (4.31), vemos que

2e
U,u)\y = @ZMAV7 (AlO)

onde k4 = 1/(2k). Logo, concluimos que Uy, = 4keX -
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O 4-vetor energia-momento da formulacao de Mgller é definido como [3]

P, = lim 75 U, %n,ds, (A.11)
S

T—00

em que n; é o 3-vetor unitario perpendicular ao elemento de superficie dS. Podemos,
entao, usar a relagao U, = 4Kkedqy, para testar qual o valor da energia, ;1 = 0, que
a formulacao de Mgller fornece para o caso de Kruskal. Como EOOj = %N, 2", para o
frame de Kruskal (eq. (4.46) com %, 7, éu e @, dados pela eq. (5.5)), nés obtemos

. | XF\ .
m = PSe = (1= 3) (8.12)

onde foi usado o valor de F' dado pela eq. (3.72) e a componente do superpotencial da eq.
(5.14). A vista disso, temos que a energia associada ao frame de Kruskal na formulacao
de Mgller é dada por
™ 2
E, = lim [ do /0 dgex | (A.13)

r—00

Ao substituirmos e = 32m3e~"/®™rsin e X", dado por j = 1 na eq. (A.12), e integrar-

mos, né6s obtemos que a energia, na formulagao de Mgller, é

Ey = 64mkm lim ( 2mre”im — ZmXe’ﬁ) , (A.14)

T—00

a qual é nula’ quando tomamos esse limite de r — oo; ou seja, nessa formulacdo nao

obtemos o valor Mc?, que seria esperado.

1" Note, da eq. (3.74), que o segundo termo serd nulo independentemente de mantermos T ou t fixos

nesse limite.
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