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RESUMO

Em nosso estudo sobre ondas eletromagnéticas encontramos solugoes exatas para os cam-
pos elétrico e magnético em um meio material homogéneo e isotrépico com resposta linear;
considerando permissividade, permeabilidade e condutividade dependentes do tempo.
Esta dependéncia temporal das propriedades do meio permite dizer que o meio é de-
pendente do tempo. Partindo das equagoes de Maxwell para um meio material e fazendo
uso do calibre de Coulomb, usamos a condic¢ao peridédica de contorno que permite escrever
o potencial vetor em termos dos modos dentro de uma cavidade. Logo, isto resulta em
uma expressao do tipo oscilador amortecido para as amplitudes dos modos, onde os coe-
ficientes dependem do tempo. Para resolver esse problema central usamos o método dos
invariantes dinamicos de Lewis e Riesenfeld para investigar a dinamica das amplitudes
dos campos. Usando os estados de Fock, encontramos a solugao da equagao de Schrodin-
ger associada ao hamiltonio dependente do tempo para o problema. Assumindo que os
parametros variam exponencialmente com o tempo encontramos um hamiltoniano do tipo
Caldirola-Kanai e obtivemos solugoes exatas no regime classico e quantico, também en-
contramos a fase de Berry e o angulo de Hannay para uma evolucao temporal adiabatica.
Por fim, comparamos a propagacao da radiacao em um dielétrico dependente do tempo

com a propagacao de um campo escalar no espago-tempo de de Sitter.

Palavras-chave: ondas eletromagnéticas, meios materiais, dependéncia temporal, inva-

riantes dinamicos, de Sitter.



ABSTRACT

In our study on eletromagnetic waves we find exact solutions for electric and magnetic
fields in an homogeneous and isotropic material media with linear response, considering
time-dependent permittivity, pemeability and conductivity. This time-dependence allows
one to say that the media is time-dependent. Taking Maxwell’s equations in materal
media and using the Coulomb gauge, we assume periodic boundary condition to solve
the problem. We also considered the potential vector to obtain the modes inside the
cavity. Then, we got an expretion type damping harmonic oscilator for the amplitude
modos, where the coeficients are time-dependent. To solve the main problem we use
the Lewis-Riesenfeld dynamical invariants to investigate the dynamics of the amplitudes.
By using Fock states we find the solution for Schrodinger’s equation associated to the
time-dependent Hamiltonian. Assuming that the parameters varying exponentially with
time, we find a Caldirola-Kanai Hamiltonian and we obtain an exact solution in classical
and quantum regime. We also find the Berry’s fase and Hannay’s angle for an adiabatic
evolution. In the end, we compare the radiation propagation in a dialetric time-dependent

media and the propagation of scalar field in de Sitter spacetime.

Keywords: electromagnetic waves, material media, time-dependent, dynamical invari-
ants, de Sitter.
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Introducao

Embora a nomenclatura de ondas eletromagnéticas tenha sido adotada aqui, sabe-
se que estas sao campos elétrico e magnético oscilantes. Também conhecidas por campo
eletromagnético, radiagao ou simplesmente luz. Por outro lado, essas quantidades podem
ser descritas por entidades chamadas de fétons, que sao particulas. Essa dualidade onda-
particula foi de grande destaque no inicio do século 20 com o surgimento da mecanica
quantica. Além disso, a luz também contribuiu para desenvolvimento de outro aspecto
importante dos fenomenos fisica tratados pela relatividade. Com isso a realidade sobre
espaco, tempo, matéria e energia foram significativamente alterados. Essa mudanca de
paradigma frente a ideais da fisica classica sobre o universo imutavel e deterministico
foram advindas das ondas eletromagneticas. Com a descri¢ao da radiacao do corpo negro
e nao covariancia das equagoes do eletromagnetismo por transformacao de Galileo.

A ideia de que a luz podia ser vista como uma quantidade discreta foi relevantemente
defendida por Newton, mas foi descartada com os experimentos da dupla-fenda de Young
e Fresnel. Com a unificacao do eletromagnetismo feita por Maxwell viu-se que a luz
era uma onda eletromagnética, dando um significado fisico sobra a substancia da qual
a luz é feito. Posteriormente, partindo da premissa que cargas em movimento emitem
radiacao Planck introduzio a ideia de que corpo negro era constituido de osciladores
nao interagentes com energias descretas, no ano de 1900, e através dos principios da
termodinamica estatistica obteve a lei da radiagdo do corpo negro [1]. Esse era um
problema experimental proposto por Kirchhoff, em que é possivel existir um corpo que
completamente absorvente e que nao transmiti radiagao. O que inicialmente podia se
pensar ser apenas um artificio matematico tornou a ideia de Planck como a origem da
mecanica quantica apds o trabalho de Einstein [2]. Esse colocou a realidade do quanta de
energia do campo eletromagnético como a esséncia para a explicacao do efeito fotoelétrico,
com a descri¢do do problema dada colisées (transferéncia de momento). Apesar do efeito
fotoelétrico nao requerer a quantizacao da radiacao, o conceito de particula é necessario
quando a descricao do fendmeno ultrapassa os limites da fisica cldssica e a quantizacao se
faz necessaria. A deteccao de um tunico foton tem sido alvo de muitos experimentos nos
ultimos anos, onde diversos laboratoérios tém se voltado para estudos da propriedade da
luz no regime quantico [3].

A primeira demonstragao formal da quantizacao dos observaveis eletromagnéticos

foi feita por Dirac [4]. Desde entdo, a maneira mais usual de tratar a quantizagao é
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baseada no fato de que qualquer funcao em um intervalo finito pode ser decomposta em
uma série, no caso de uma cavidade quadratica tem-se uma série de Fourier. Esse fato
permite interpretar a radiagao em um volume finito como sendo um conjunto de osciladores
independentes, ao tomar as solugoes das equagoes de Maxwell em termos de um potencial
vetor que satisfaz uma condicao de calibre de Coulomb. A quantizagao surge quando os
coeficientes da série sao promovidos a operadores de criacao e aniquilagao, resultando em
uma expressao do tipo oscilador harmonico em termos dos operadores para a energia na
cavidade, permitindo a interpretagao que os autoestados de energia sejam os estados do
fétons (ou seja, o quanta de energia da onda eletromagnética). No fim, toma-se o limite
de um volume infinito para os campos elétrico e magnético resultando nas expressoes para
a radiagao livre em um continuo de frequéncias.

Oscilacoes harmonicas costituem um dos temas mais interessantes da fisica, uma
vez que, as vibracoes se apresentam na realidade da natureza em si. Esse é o tipo de
movimento com maior grau de universalidade. Além disso, do ponto de vista matematico,
o problema aborda diversos conceitos interessantes e métodos. O grande valor prético se
deve ao fato de que qualquer pogo de potencial (fungao energia potencial em torno de
um minimo), pode ser aproximado por um oscilador harmoénico simples; ele descreve
desde vibracoes elasticas a estruturas nucleares, onde o hamiltoniano que descreve esse
movimento é a soma do quadrado de duas varaveis canonicamente conjugadas. Também
sendo muito interessante do ponto de vista pedagogico, pois serve como uma abordagem
inicial para a teoria de campos [5, 6].

A ideia de que a luz podia ser tratada como particula fez com que de Broglie em 1923
pensasse que o inverso também deveria acontecer, ou seja, particulas também poderiam
ser tratadas como ondas. Esse fenomeno deve acontecer em um caso especial, quando a
massa é muito pequena devido a relagao entre momento e comprimento de onda. A con-
firmagao experimental veio com o experimento da dupla-fenda para elétrons [7]. Entao,
com essas ideias em mente e observando a analogia feita por Hamilton entre as equagoes
da dptica e da mecanica classica, Schrodinger [8] formulou a famosa equagao que descreve
a dinamica quantica de uma particula (obtendo niveis discretos de energia). Simultanea-
mente, Heisenberg [9], em parceria com Jordan e Born, também formularam uma equagao
que descrevia os fenomenos quanticos, porém, com um formalismo diferente. A equacao
Schrodinger consiste em um formalismo de equacoes diferenciais, enquanto que o forma-
lismo de Heisenberg consiste em formalismo matricial. Posteriormente, Dirac formulou
a mecanica quantica de forma axiomadtica [10], baseada em uma estrutura vetorial con-
sistente e elegante. Essa formulagao apresenta intimeras vantagens, a qual foi a primeira
a fazer uma unificagao, mostrando a equivaléncia as formulagoes anteriores até entao
vistas como sendo distintas. O formalismo de Dirac também destaca-se pela estrutura
matematica compacta.

Um outro ponto interessante a ser destacado sobre os primérdios da mecanica

quantica, foi a interpretacao fisica para as funcoes de onda da equacao de Schrodinger.
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Pois foi a analogia com o campo elétrico que levou Max Born a interpretacao probabilistica
[11]. No experimento da dupla fenda existem faixas nas quais a luz é mais intensa, ana-
logamente ha também mais elétrons em certas faixas devido ao padrao de interferéncia.
Como a intensidade da luz é proporcional ao quadrado do campo elétrico, Born postulou
que a probabilidade de encontrar o elétron deve ser proporcional ao médulo quadratico
da funcao de onda.

Um dos resultados mais surpreendentes das equagoes da mecanica quantica é ener-
gia de ponto zero, também conhecida como energia de vacuo. Mesmo para condigoes
classicamente estacionarias os resultados quanticos apresentam flutuagoes. Em outras
palavras, o espago no vazio no regime quantico é dinamico e isto tem fortes implicacoes
fenomenoldgicas e experimentais, bem como tedricas; a exemplo do efeito Casimir. O caso
mais conhecido é do movimento harmonico simples, cuja frequéncia é constante, no limite
que nao existe nenhum modo de vibracao a energia minima nao é nula, logo, é impossivel
atingir a temperatura de zero absoluto.

Uma vez que, os constituintes da natureza (do universo) estdo sempre em movi-
mento e interagindo, a dinamica de um sistema possui dependéncia temporal. Em termos
praticos, para cada instante de tempo o sistema pode mudar de configuracao, como por
exemplo devido a flutuagoes térmicas. Isso se traduz nas equacoes como termos dependen-
tes do tempo. Na maior parte dos textos bésicos de fisica, o hamiltoniano, o operador que
gera a evolugao temporal de sistema, é dito como sendo independente do tempo. Por ou-
tro lado, no caso mais geral ele deve ser dependente do tempo. Em uma perspectiva mais
realistica, sistemas dinamicos sao mais interessantes, quanticamente e classicamente, por
serem mais fenomenolégicos. Sistemas que dependem explicitamente do tempo também
sao chamados de sistemas abertos, pois sofrem influéncias de campos externos.

Nosso foco é em sistemas quanticos dependentes do tempo, que sao nao estacionarios,
sendo temas de estudos que vao desde a cosmologia (formagao do universo) a particulas
elementares (oscilagdes de neutrinos). Fendémenos quanticos dependentes do tempo fa-
zem parte de um volume expressivo de publicacoes na literatura, tanto tedrico quanto
experimental, em uma variedade de areas, tais como: teoria da informagao e computagao
quantica, fisica da matéria condensada, na spintronica, e 6ptica quantica. Destaca-se
também os fenomenos de transportes em nanoestruturas e tunelamento dependente do
tempo. Efeitos quanticos dinamicos também aparecem em sistemas nanoeletromecanicos,
na area chamada de QED (quantum electrodynamics) de circuitos. Por fim, existem
também ha os sistemas mesoscépicos, os quais sao sistemas intermedidrios, ou, semiclassicos.

Sistemas dinamicos dependentes do tempo sao temas de destaque em mecanica
quantica devido a dificuldade de resolver as equacgoes de evolugao temporal. Alguns
dos desenvolvimentos para estudar sistemas dinamicos que mais se destacam sao: inte-
grais de caminhos, basicamente um reformulagao da mecanica quantica feita por Richard
Feymann na década de 1940, com consideragoes propostas por Dirac; estados coeren-

tes e comprimidos entre 1960 e 1970; juncao de Josephson que consiste no tunelamento
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quantico e SQUIDs em 1960; o método dos invariantes, pré-década 1970; efeito Zeno 1970;
fase geométrica 1980; decoeréncia, perda de informacao da superposicao de estados mi-
croscopicos, nos anos de 1980; dinamica de particulas em armadilhas e QED em cavidades
entre 1980 e 1990 etc.

A abordagem padrao para resolver problemas quanticos com dependéncia temporal
nos livros textos, é baseada nas seguintes consideragoes: i) aproximagao adiabatica, onde
uma variagao substancial nos parametros dependentes do tempo é pequena em relagao
aos movimentos periédicos especificos do sistema (o problema é assintoticamento esta-
cionario); ii) aproximagao sibita, onde a variacdo externa muito rapida em relagao as
caracteristicas periddicas pequenas; iii) perturbagao dependente do tempo, consiste em
dividir o hamiltoniano em uma parte independente do tempo e outra dependente do
tempo, a qual pode ser vista como uma modificagao adicional no sistema previamente
conhecido e consequentimente nas solugoes. Esses sao os métodos comuns encontrados
nos livros textos de mecanica quantica [10, 12, 13]. Além das integrais de trajetéria de
Feymann, que é muito utilizada em fisica de particulas e teoria de campos.

Por outro lado, um método bastante util que nao é muito abordado nos livros
bésicos e que tem relevante destaque em artigos da literatura, é o método dos invariantes
dinamicos desenvolvido por H. R. Lewis e W. R. Riesenfeld, no final da década de 1960 [14,
15]. Em seus trabalhos precursores, utilizaram o método dos invariantes para encontrar
as solugoes da equacgao de Schrédinger do oscilador harmonico com frequéncia dependente
do tempo e do movimento de um particula carregada em um campo eletromagnético
dependente do tempo. Desde entao, esse método vem sendo utilizado tanto na cosmologia
[16, 17] quanto em fisica de altas energias, e em teoria de campos [18, 19, 20].

Tal procedimento baseia-se em resolver a equacao dinamica partindo dos autoesta-
dos de uma quantidade fisica estaciondria, que depende explicitamente do tempo mas que
se conserva. Esse método possui uma estreita analogia com os sistemas de Ermakov [21],
os quais ja havia sido estudados hé mais de um século por Ermakov [22]. Esses sistemas
consistem em pares de equagoes acopladas dependentes do tempo, relacionadas pelo in-
variante de Ermakov, que é uma constante de movimento. Tais invariantes também sao
chamados de invariantes de Lewis-Ermakov [23]. Os invariantes de Lewis-Ermakov sao
aplicados em varias dreas. A titulo de exemplo, a promissora Otica nao linear [24, 25].
Uma outra aplicacao interessante é a de um péndulo gravitando com massa crescendo
exponencialmente, feito por Choi [26]. Além disso, Hartley e Ray [27, 28, 29, 30], usaram
esses sistemas para encontrar uma solucao exata para a equacao de Schrodinger de osci-
ladores nao lineares dependentes do tempo (sistemas de Ermakov). Eles transformaram
a equacao de autovalor do invariante em uma equacao de Schrodinger independente do
tempo. Essencialmente, eles mostraram que a equacao de Schrodinger para um sistema
de Ermakov pode ser reduzida para uma equagao de Schrodinger independente do tempo
para um operador invariante. Esses exemplos, entre outros, tém mostrado que o método

de Lewis e Riesenfeld é uma bela e poderosa ferramenta matematica.
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Shen, mostrou uma conecc¢ao entre o método dos invariantes com método da matriz
de densidade e a mecanica quantica supersimétrica [31]. Essas trés formulagoes com-
partilham da mesma estrutura matematica, especificamente, satisfazem a equacao de
Liouville-Von Neumann e a solucao da equagao de Schrodinger dependente do tempo ¢é
obtida em termos dos autoestados do invariante (da quantidade conservada).

Desde que o método dos invariantes de Lewis Riesenfeld foi proposto, ele tem sido
largamente utilizado para encontrar solugoes exatas da equagao de Schrodinger com di-
versos tipos de hamiltonianos dependentes do tempo [32, 33, 34, 35, 36, 37, 38]. Podemos
destacar aqui a abordagem na Optica quantica, este possui uma atencao significativa uma
vez que as interacoes do sistema emergem termos dependentes do tempo nas equagoes que
descrevem o sistema. Entender o comportamento do campo eletromagnético em escala
microscopica também tem um impacto significativo do ponto de vista tecnolégico. Uma
vez que, atualmente ja é possivel implementar transistores épticos (ou, féton transisto-
res), onde estes operam com um sinal de luz, substituindo os transistores eletronicos que
dissipam muita radiacao térmica devido a corrente elétrica. O desenvolvimento dos novos
transistores opticos ¢ uma combinacao de lasers, uma cavidade 6ptica, e um polimero
organico especifico que pode fazer a troca de estados quanticos no dispositivo [39, 40].

Entender a interacao da radiacao com a matéria sempre foi um desafio para a fisica
devido o enorme grau de dificuldade em descrever os processos como um todo. Os livros
de oOptica quantica abordam a quantizacao da radiacao em uma cavidade vazia ou no
espago livre [41, 42], seguindo o procedimento padrao em que cada modo é associado a
um oscilador harmonico. A éptica quantica atraiu um grande interesse da comunidade
cientifica devido aos avancos tecnoldgicos dos lasers e o grande interesse em computacao
e informagao quantica [43]. Assim, a atengao de muitos fisicos se voltaram para a quan-
tizagdo da luz se propagando em meios materiais [44, 45|, devido aos experimentos em
fenomenos 6pticos quanticos dentro dos materiais. Com o intuito de entender melhor
os processos dinamicos com modelos mais geral, trabalhos sobre meios dielétricos com
parametros dependentes do tempo foram surgindo [46, 47]. Varias abordagens tém sido
empregadas considerando materiais com diferentes permissividades elétricas: i) real (nao
dispersivo) e homogénea ou inomogénea; ii) real e dependente da posi¢ao e tempo (meio
dependente do tempo e nao uniforme); ou iii) dependente da frequéncia e da posigao (meio
dispersivo e inomogéneo). A quantiza¢ao do campo eletromagnético em meios dinamicos
com mudangas temporais pode ser de muito interesse na ptica quantica. Especificamente,
nos propomos a investigar o comportamento quantico das ondas eletromagnéticas em um
meio nao dispersivo e homogéneo com propriedades dependentes do tempo e resposta
linear aos campos.

E aparentemente natural pensar em fazer a quantizacao do campo eletromagnético
para uma cavidade na situagao mais geral, para um meio com condutividade e com
parametros dependentes do tempo. Isto significa que as quantidades que classificam

permissividade elétrica, permeabilidade magnética e condutividade elétrica do meio sao
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variaveis no tempo. Vale salientar que para campos intensos o meio apresenta efeitos de
nao linearidade, mas estes nao fazem parte do estudo apresentado aqui. O problema da
quantizagao em meios nao dispersivos com permissividade, permeabilidade e condutivi-
dade tem sido estudado tanto para essa propriedades sendo constantes [48, 49] quanto
para meios dependentes do tempo [50, 51]

Em um estudo feito considerando um meio linear e dependente do tempo [36] foi
possivel quantizar o campo eletromagnético usando o método de Lewis e Riesendeld e
obter solucoes exatas para o problema. Neste trabalho mostraram também que a deri-
vada temporal da permissividade causa atenuacoes no campo de radiacao mesmo para
um dielétrico mesmo para o caso em que a condutuvidade é nula. Considerando um
meio com permissividade crescendo exponencialmente com o tempo encontraram solugoes
exatas para os campos. Esse tipo de dependéncia temporal para propagacao de ondas
eletromagnéticas é de interesse para aplicagao em fisica nuclear [52] e em fisica de plasma
(efeito Unruh e efeito Casimir dinamico) [53, 54, 55]. Esse tipo de comportamento fe-
nomenoldgico para as propriedades do meio proposto em Ref. [52] tem gerado trabalhos
relacionados interessantes, onde a analise de propriedades de transporte é feita com uma
aproximagao hidrodinamica em um semicondutor [56], destaca-se solu¢oes numéricas sao
dificeis de serem obtidas devido a termos hiperbdlicos [57].

Dado que, o meio apresenta parametros dependentes do tempo a evolugao temporal
de sistema nao ¢é estacionaria como de costume, onde a solugao temporal dos campos sao
oscilagoes harmonicas peridédicas. Veremos em nossa discussao, solugoes gerais podem ser
obtidas via invariantes dinamicos. Na analise da evolug¢ao temporal, também podemos
considerar evolugao temporal adiabatica que acarreta em discussoes muito interessan-
tes. Essencialmente, devido o sistema mudar adiabaticamente por causa da dependéncia
temporal a fase evolutiva é dividida em duas partes.

Os capitulos iniciais 1 e 2 compoem a fundamentagao tedrica desta tese. Trata-se
do conhecimento base de conteiddos de livros e artigos que trazem suporte para leitor
entender os resultados obtidos de uma extensiva pesquisa bibliografica que resultaram em
artigos publicados em revistas internacionais de relevante destaque. Onde estes deram
origem aos capitulos posteriores.

No capitulo 1 é feita uma abordagem sobre a dinamica de um sistema fisico do
ponto de vista quantico, considerando o método de Lewis e Riesenfeld para resolver a
equagao fundamental de maneira analitica e exata. Em virtude deste ter sido o ponto
de partida para o desenvolvimento deste trabalho. Para elucidar o método e para fins
didaticos, com o intuito de aplicar nos capitulos posteriores, abordamos o problema do
oscilador harmonico generalizado, pois esse é um modelo interessante do ponto de vista
fisico e matematico.

O capitulo 2 inicia com uma revisao sucinta das equagoes de Maxwell, com um intuito
de elucidar as interagoes do campo eletromagnético com a matéria, resultando na equagoes

para um meio material. Usando o procedimento padrao de escrever os campos em termos
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do potencial vetor para fazer a quantizacao da radiacao, veremos como encontrar um
hamiltoniano da radiagao para uma cavidade de um meio homogéneo, linear e condutor,
o qual é essencialmente dependente do tempo. Com isso aplicamos o método de Lewis e
Riesenfeld para quantizar a luz.

No capitulo 3 abordamos o comportamento classico e quantico de uma onda eletro-
magnética em um meio nao dispersivo e linear com propriedades épticas dependente do
tempo. Assumimos que a permeabilidade, permissividade e condutividade sao dependen-
tes do tempo e que variam exponencialmente com uma taxa constante, de modo que a
frequéncia e a velocidade de propagacao das ondas neste meio sao constantes. Construimos
os estados coerentes e calculamos as flutuacoes quanticas das amplitudes do campo.

No capitulo 4 fizemos o uso de uma abordagem mais elegante para descri¢ao da onda
eletromagnética em um meio linear dependente do tempo, que rendeu um artigo publicado
em uma revista internacional. Encontramos uma hamiltoniana do oscilador generalizado
dependente do tempo para os modos da radiacao e usando os invariantes dinamicos,
estudamos as solugoes classica e quantica para a evolucao adiabatica e nao adiabatica da
propagacao das ondas eletromagnéticas. Demonstramos que nos dois regimes a evolucao
adiabdtica apresenta uma fase geométrica, que prova uma relagao direta entre o angulo
de Hannay (classico) e a fase de Berry (quantico).

Na capitulo 5 discutimos a comportamento da luz em um meio dielétrico linear com
permissividade elétrica crescendo exponencialmente a uma taxa constante e a propagacao
do campo escalar em um espaco-tempo de de Sitter, ambos nos regimes classico e quantico.
Notamos que os sistemas sao similares e que a hamiltoniana para amplitude de ambos os
campos é idéntica. Usamos o método do invariante para resolver a equagao de Schrodinger
associada ao hamiltoniano do campo escalar e usando os estados de Fock construimos os
estados coerentes. Finalmente, calculamos as flutuacoes quanticas para o campo escalar

e obtivemos a relacao de incerteza para os modos deste campo.



Capitulo 1

Invariantes dinamicos dependentes

do tempo

As quantidades fisicas que nao mudam com o tempo sao normalmente chamadas
de constantes do movimento. Uma vez que tais grandezas nao variam também é comum
serem denominadas de invariantes. Constantes do movimento sao quantidades de grande
interesse no estudo da dinamica, visto que elas carregam informagcoes sobre a natureza do
problema, proporcionando também simplificagoes matematicas.

A seguir, sera apresentado brevemente como é feita a analise da evolugao temporal
no contexto da mecanica quantica. Seguida pela demonstracao formal dos invariantes
dinamicos, método proposto por Lewis e Riesenfeld em 1969 para encontrar a solugao
da equacao de Schrodinger em sistemas quanticos modulados por hamiltonianos expli-
citamente dependentes do tempo [14, 15]. Para entender melhor o funcionamento, sera

apresentado um exemplo do invariante para um oscilador generalizado.

1.1 Evolucao temporal e a equacao de Schrodinger

Sobre a evolugao temporal de um sistema, considere a seguinte andlise oriunda
de um dos principais livros textos [10]. A evolugao temporal de um estado fisico na
mecanica classica é completamente descrito pela equacao de Newton, ou o equivalente,
no formalismo lagrageano e/ou hamiltoniano, as equagoes de Euler-Lagrange e equagoes
de Hamilton, respectivamente. Desse modo, as solugoes dessas equagoes fornecem toda a
informacao do sistema fisico, logo, é possivel calcular todas as quantidades de interesse
a partir dessas solucoes. Tais equacoes sao conhecidas como equagoes fundamentais da
fisica classica (que para baixas velocidades é nao relativistica) [58].

Por outro lado, no mundo microscopico o sistema fisico é governado pela denominada
de mecanica quantica e as quantidades de interesse sao os kets, os quais sao vetores
(elementos de um espago vetorial) que representam o estado do sistema fisico. Com eles

é possivel construir e calcular os valores do operadores observaveis. Neste contexto, a
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equacao fundamental que descreve a dinamica temporal é a de Schrodinger. Neste regime
a posicao dada pela variavel de coordenada é tratada como operador, em quanto que o
tempo é meramente um parametro e nao um operador como no caso da posicao. No caso
da teoria quantica de campos, o espaco e o tempo sao tratados de forma igualitaria, mas
a posicao perde o status de operador.

Considere um sistema fisico, o qual inicialmente encontra-se em um estado que
é representado por [¢)), ou melhor, no instante inicial ¢y, tem-se |, ty). De tal modo
que uma evolugdo temporal conduz o sistema a um novo estado |¢,t), onde t > t.
Matematicamente é possivel fazer uma conexao entre esses dois estados por meio de um
operador, isto é, ao aplicar um operador em um ket tem-se um novo ket. Portanto, a
evolugao temporal é descrita da seguinte forma |[i,t) = U(t,to)|Y,to), onde U(t,ty) é
chamado de operador de evolugao temporal.

A existéncia de tal operador deve satisfazer trés critérios basicos: ser unitario,
U'U = 1 para que a probabilidade seja conservada, isto é, (1, t|U,t) = (¢, to|w), o) = 1;
composicao, U(ta, tg) = Ulte, t1)U(t1,1), onde ty > t; > to e infinitesimal [, ty + dt) =
Uty + dt, to)|1, to), tomando o limite de dt — 0 tem-se U = 1. Todas as condigoes sao
satisfeitas fazendo U = 1 — iQdt, com a exigéncia de que 2 = Qf seja hermitiano.

Em comparagao com a mecanica classica onde o hamiltoniano é o gerador de evolugao
temporal e da velha mecanica quantica onde postula-se que a energia é proporcional a
frequéncia w, ou seja, E = hw. Logo, é intuitivo fazer Q) = H/h, onde h é a constante
de Planck reduzida. Sendo o hamiltoniano o gerador das transformacoes temporais, a

evolucao temporal do estado indo de t até ¢t + dt ¢é satisfeita fazendo

o)~ ot an) = (1 pHat) o), (1)

onde H = H(t) é também chamado de operador de evolugao temporal. No entanto, essa
mesma transformagao pode ser feita por uma expansao em série de poténcias, sendo dt

pequeno, e expandido até primeira ordem, desprezando termos de ordem superior, tem-se

{0+ ) = (1)) + o [0(0))dr. (12)

Portanto, comparando (1.1) com essa expressao, obtém-se a equacao que rege a dinamica
do vetor (ket de estado),

0
thay [W(1)) = H(t) [¥(1)) (1.3)

onde o operador H(t) é chamado de hamiltoniano, que identifica o problema e |¢)(t)) é
um vetor (ket) do espago de Hilbert que indica o estado da particula. Assim, encontrando
a funcao de onda, obtém-se todas as informacoes do problema. E imediato observar que
para um hamiltoniano indenpendente do tempo, em geral, ele represente a energia do

sistema e leva a equacdo de evolugdo temporal (1.3) a ser uma equagao de autovalor.
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Uma maneira formal de deduzir essa equacao, é a partir do grupo de transformagoes
continuas.

No caso geral de um hamiltoniano dependente do tempo, a dinamica temporal do
estado indo de ty até t > ty, é feita por meio do operador de evolucao temporal. Consi-
derando uma evolucao finita como sendo composta por sucessivas evolugoes infinitesimais

(N vezes, e tomando N tendendo ao infinito), ou seja,

]

o)) = o) = 1= ] |1 = L] o)

im [1_%Hdt]N|¢<to>>

N—oo

= i 14 (5 /t:mt')czt')]Nwo»
o) = e (-~ /t:H@')dt') 0(t)) = Ut o) [9(t)) - (1.4

onde

U(t, ty) = exp (—% /t:]—](t’) dt’) : (1.5)

é chamado de operador de evolugao temporal. Claramente, o caso anterior visto em (1.1),
é uma expansao até primeira ordem do operador (1.5). Assim, derivando (1.4) com relagao
ao tempo obtém-se (1.3). Vale resaltar que na passagem anterior usa-se do fato que os
hamiltonianos para tempos distintos comutam, porém o foco aqui estar na deducao da
equacao de Schrodinger que estabelece a evolucao temporal do sistema. No caso em que
os hamiltonianos nao comutarem o operador de evolucao temporal é dado pela série de
Dyson, que continua senda uma solugao para equacao de Schrodinger [10].

Na mecanica quantica os objetos centrais de estudo sao os vetores e os operadores.
Como a énfase desse trabalho é a dinamica temporal de um sistema quantico, é vélido
salientar que nao s6 os vetores evoluem no tempo, mas também os operadores. O trata-
mento dinamico do sistema quantico pode ser feito em trés representacoes equivalentes:
a representacao de Schrodinger, a representacao de Heisenberg e a representacao da In-
teracao. Assim como a evolucao temporal de um vetor é regida a equacao de Schrodinger,

a evolucao temporal de um operador é regida pela equacao de Heisenberg. A evolucao é
Oto)) —  O(t) = U'(t,10)O(to)U(t, to). (1.6)

Portanto, derivando com relacao ao tempo, encontra-se a equacao que rege a dinamica

dos operadores,
dOo(t) 00(t) 1
& o +z’h O(t), H]. (1.7)

Essa ¢ a equagao de Heisenberg, proposta em 1924. Essas representagoes sao equivalentes

pois os valores esperados das quantidades mesurdveis sdo os mesmos. Mas, quando (1.7)
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é igual a zero, é dito que a quantidade fisica representada pelo operador é conservada.
Isso sera usado mais adiante.

Na mecanica quantica, o hamiltoniano caracteriza os niveis de energia e fornece a
dinamica temporal do sistema, desde que este operador atenda alguns axiomas fisicos.
Assim, para formular uma teoria quantica, fisica, é necessaria uma estrutura matemaética
que atenda algumas exigéncias: i) possuir um espectro de energia limitado por baixo; ii)
que os vetores do espaco de Hilbert, possuam um produto escalar com norma positiva defi-
nida e iii) ter uma evoluc¢ao temporal unitaria (a norma dos vetores deve ser preservada).
O espacgo vetorial da mecanica quantica é uma aplicacao do espaco de Hilbert. Nesse
espaco, as quantidades fisicas que representam a coordenada ¢ e momento conjugado p
sao promovidas a operadores, que obedecem a seguinte dlgebra de comutacao (também
chamada de condigdo canonica de quantizacao),

g, p] = ih, (1.8)

onde estes operadores possuem um espectro de autovalores, que formam dois espagos
equivalentes para tratar a mecanica quantica. Nesses espacos de Hilbert, tém-se os estados
(vetores) denotados por [1) e os operadores O(q, p), onde qualquer quantidade fisica pode
ser escrita como funcao de ¢ e p. Como esses sao operadores, logo, as quantidades fisicas
serao operadores. As duas representacoes, sao:

e No espaco da posicao:

(@A) =uvaa); a=q e pz—iha%. (1.9)

e No espago do momento:

0
(pIA) = o (p); q=ihz e p=p, (1.10)

onde ¥, (q) é a fungao de onda no espago das coordenadas (por exemplo, posi¢ao espacial
ou angular) e ¢,(p) representa o mesmo estado, sendo conhecida como fungao de onda no
espaco dos momentos.

Essas duas representagoes sao equivalentes, pois, uma funcao de onda é a transfor-
mada de Fourier da outra. Como a coordenada e o momento conjugado possuem um
conjunto completo de autovetores, |q) e |p), isso significa que qualquer vetor pode ser

escrito nessas bases, ou seja,

A = / Tdplp ) ou |A) = / " dglg) (glo), (1.11)

[e.e] —00
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que na forma de funcao de onda fica,

dalg) = ﬂlﬁ / dpe™ /g (p) ou $a(p) = ﬂlﬁ / dge (), (1.12)
onde

1.
(qlp) = \/ﬁewqm (1.13)

A mecanica quantica usual é caracterizada como sendo uma teoria hermitiana, pois
a hermiticidade desempenha um papel muito importante nessa teoria. Desde a publicacao
do trabalho de Bender e Boettcher sobre autovalores reais em sistemas nao hermitianos
[59], a condigao de hermiticidade tem sido muito discutida sobre a realidade fisica. Uma
nova perspectiva sobre mecanica quantica propoe uma abrangéncia nessa condigao, tal
que, é possivel construir uma teoria em que os operadores possam ser nao hermitianos.
E possivel ver um comparativo entre essas duas abordagens equivalentes da mecanica
quantica em Ref. [60]. Neste livro, os autores apresentam que, mesmo no caso de um
sistema fisico descrito por um hamiltoniano nao hermitiano, propriedades tais como au-
tovalores reais e conservagao da norma podem ser assegurados desde que a simetria de
paridade e reversao temporal nao seja quebrada.

A tarefa basica da dinamica quantica é encontrar observaveis que comutam (com-
pativeis) com o hamiltoniano e determinar seus autovalores. Feito isto, expandindo o ket
de estado inicial em termos dos autovetores daquele observavel e aplicando o operador
de evolugao temporal encontra-se a solucao do problema. Esse tltimo passo consiste em
unicamente em mudar a fase de cada um dos coeficientes de expansao. Quando o sistema
é autoestado simultaneo de Q e H, ele permanece assim por toda a evolucao temporal.

—iEnt/h - Quando se afirma que o

O maximo que pode ocorrer é uma mudanca de fase e
observavel compativel com H é uma constante do movimento, ele é neste sentido. Dessa

forma, a evolugao temporal é

|\Ij’t0> = ch(t0)|¢n> = ’\Ijvt> = ch(t)|¢n>a (1'14)

onde {|¢,)} é uma base de autovetores de uma quantidade fisica @) que se preserva no
tempo (Ou seja, Q|é,) = ¢n|¢d,) para todo instante de tempo ¢). Logo, > |c,(t)]* =
> Jen(t0)]?, 0 estado evolui em uma base rigida. Quando a quantidade fisica nao depende
explicitamente do tempo e comuta com o hamiltoniano, devido esta ultima, a base que
diagonaliza ) também diagonaliza H. Isso sempre acontece quando o sistema nao de-
pende explicitamente do tempo. Mas o que acontece se essa quantidade compativel fosse
dependente do tempo? Veremos a seguir que é possivel encontrar a solucao da dinamica
quantica desse tipo para o problema, mesmo no caso mais geral com o hamiltoniano de-
pendendo explicitamente do tempo. Embora o hamiltoniano dependendo tempo possa
nao ser a energia do sistema ainda assim ele carrega toda a informagao do problema e

continua sendo o gerador de evolugao temporal.
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1.2 Invariantes dinamicos de Lewis-Riesenfeld

Vejamos agora o método do invariante proposto por Lewis e Riesenfeld para encon-
trar a solucdo da equagado de Schrodinger para sistemas que variam temporalmente [15].
O método é bastante seguro e tem revelado ser um eficiente procedimento, com solugoes
analiticas e exatas para uma ampla variedade de sistemas quanticos abertos e aplicado
extensivamente na literatura. Assumindo um sistema modulado por um hamiltoniano
que dependente do tempo H(t) e é hermitiano, considere a existéncia de um operador
hermitiano IT = I, o qual corresponde a equacao
dal ol 1
=5 T LH =0, (1.15)
onde I = I(t) tem dependéncia temporal explicita. Isso significa que o operador I repre-
senta uma quantidade conservada no tempo, o que acarreta no nome de invariante. Da
equagao de evolugao temporal (1.3), conclui-se que |¢) carrega todas as informagoes sobre
o sistema, logo, é necessario encontra-lo. Para investigar a correspondéncia de I com essa

solugao, multiplica-se (1.15) por [¢) a direita e usa-se (1.3). Diante disso, obtem-se
or 1
—+—[[,H =
0

RO [) + T (H ) — H (T14)) = 0

(G + T 1) = H (1)

0
i (110)) = H (I |1)). (1.16)

Portanto, a aplicacao de I em um vetor que satisfaz a equacao de Schrodinger permance
sendo uma solucao, ou seja, matematicamente a estrutura do vetor nao é alterada. Assim,
o estado fisico do sistema nao mudou e validade de (1.16) é garantida mesmo para o
operador possuindo derivadas temporais.

Existem certas condigbes nas quais os autovetores do invariante I(t) satisfazem a
equacgao de Schrodinger. No entanto, considerando que o invariante nao possua termos
com derivadas temporais, uma redefinicao de seus autovetores por uma fase dependente do
tempo pode ser feita, tal que a partir da equagao de Schrodinger a solugao seja compativel.
Deste modo, a solugao da equagao de Schrodinger e os autovetores de I vao discordar
devido uma fase que depende do tempo. Considerando que I tem uma base de autovetores
{|\, k) }, onde,

I(t) |\, k) = A\ k)

<>\,7 I{/|)\, l€> = (5)\/)\(5,4,“ (117)

sendo A\ sao seus os autovalores. E imediato concluir que devido ao fato do invariante
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ser hermitiano corresponde diretamente que o mesmo possua um espectro real (IT = I =
A* = )\ € R), tal que k s@o nimeros quanticos. Tomando a derivada temporal da equagao

de autovalor acima, resulta

oI 0

E\)\,m)—i-fap\,/i} |)\ li>+>\ ])\ K) . (1.18)
Fazendo a multiplicacao de (1.18) por (X, /| & esquerda, obtém-se

o \ IM<~'>+X< ! 2 AR = (X \aMF»HM w5 IAK>

%5)\’)\5/1’/4 + ()\ — A/) <)\ | |)\ l§}> (]_].9)

Por outro lado, multiplicando (1.15) por |\, k) a direita,

(w1 T ) =
zh% N+ T (H|NK)—H(I|A\K)=0
ih%|)\,li)+lH|/\,/@> — AH |\ k) =0, (1.20)
e multiplicando este resultado por (X, /| & esquerda, obtém-se
ih(\N, Kk | |)\ Ky — (N =X (N, K| H |\ k) =0
ih (N, K/’ N |/\7 Ky =AN=XN)W\N,K|H|\K). (1.21)

Entao, assumindo que A = )/, essa equacao fornece

LOI
<)\, K ’ E |A, I€> = O, (122)
e a Eq. (1.19) fica,
) SR\
<>\7 R ‘ E |)\, /€> = E(SK/H. (123)

Consequentimente, para k' = k, encontra-se

O\
= =0 (1.24)

Deste modo, verifica-se que os autovalores de I sao independentes do tempo. Para estabe-
lecer a relagao entre os autovetores de I e a solugao da equacao de Schrodinger, considere

o resultado na Eq. (1.18), o qual fornece

ol 8
[ —
A m> F T A R) = Ao A )

9
E Lk == 1) AR (1.25)
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Fazendo a multiplica¢do a esquerda por (N, /|,
/ / 81 /!
X wT 50 A m) = (A= A) X w2 |>\ K) - (1.26)
Entéao, substituindo (1.26) em (1.21), obtém-se
. / ! / a / / /
Zh()\—>\><)\,li|§’)\,/€>:(>\—)\)<>\,/€|H|)\,H>7 (127)

(A= X)) (V. K| {m% —H{t) |\, Fb)} ~0. (1.28)

Portanto, para A\ # )\ resulta em,
ih (N, | |)\ k) = (N, k' H |\ K). (1.29)
Todavia, note que o mesmo nao se verifica no caso de A = X,
ih (\ K| — |)\ k) = (N K| H |\ E) . (1.30)

Contudo, sendo a validade da Eq. (1.29) garantida tanto para A # A’ quanto para A = X,
é possivel concluir que |\, k) é de fato uma solugao, um caso especial de |¢)) para a equagao

de Schrodinger. Entao,
zh% I\, k) = H |\ K). (1.31)

Por fim, considerando que invariante nao possui derivadas temporais, a base de seus
autovetores pode ser redefinida pela multiplicacao de um fator de fase, o qual deve ser

arbitrario e dependente do tempo, logo,
A k) = O ) k), (1.32)

onde fi,(t) é uma fungao real e arbitraria do tempo. O novo vetor nao deve alterar em

nada os resultados previamente discutidos. Porém, da Eq. (1.29), é obtido,

ih (X, ! M k), = (N K[ H A\ k), (1.33)
onde p 9
])\ /<o> jettn(t) M;\;( ) I\, k) + e”‘“ma I\ K) . (1.34)

Entao, fazendo a substltuu;ao do novo autovetor em (1.30), resulta

dt
(N, K| ettarn(t )H( st |\ k) (1.36)

<)\,, /{’| eiuy,@/(t)eiﬂkn(t) { hd,u)\n( ) |)\ > 2} |)\’ /i) — (135)
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Cancelando as exponenciais, verifica-se

d/“x*”v@) P 0 N
h di 5>\//\5,€/,@+<)\,Ii|2hat|/\,li>—<)\,li|H|/\,I{>
d#/\fﬂ(t) AV L, 0
h di (5)\9\(5%/,€ = <)\ , K | lhat H |)\, li> . (137)

A equagao (1.29) s6 possui validade para o caso de A # X. Entretanto, com a
escolha da fase, esse resultado se mantém para A = A\ na Eq. (1.30). Sedo assim, o novo

autovetor de [(t) satisfaz a seguinte expressao

, 0
O] oK), = (K HIAR),, (1.38)
resulta em,
d:u)\f-ﬁ(t) o / 0
h o O = (A K| Zh& H )|\ k). (1.39)

O lado direito desta equacao deve ser nulo para x # k' com a devida escolha de |\, k),
de modo que ela seja satisfeita. Portanto, a equacao que determina a fase arbitraria fica

dado por,

hd’“bjl’;(t) = (\ K| (z’h% - H) I\, &) . (1.40)

E sempre possivel fazer essa diagonalizagao, pois ih% — H ¢é hermitiano, logo, possui
um conjunto completo. Finalmente, uma vez que cada novo autovetor |\, ), de I(t)
contempla a equacao de Schrodinger, pelo principio da superposigao, a solucao geral |¢)M

pode ser uma expansao na nova base, ou seja

BEDIEVINGS
A K

o0

W) = 3 a0 X, k3 t), (L41)

K
onde ¢, sao os coeficientes da expansao e independentes do tempo. A base de autovetores
do operador invariante é dependente do tempo, ou seja, |\, k) = |\, k;t); e a omissao da

dependéncia temporal foi feita para nao carregar a notagao.

1.3 Invariante para o oscilador generalizado

Para elucidar como funciona o método do invariante dinamico de Lewis e Riesenfeld,
apresentado na se¢ao anterior, considere o hamiltoniano que descreve o movimento de

particula dado por
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H(t) = 51t S (07 + 59(0)(ap + pa), (1.42)

onde ¢ é a coordenada candnica, p é o momento candnico conjugado e m(t) é o termo de
massa que depende explicitamente do tempo, bem como os parametros w(t) e y(t) que
aparecem neste hamiltoniano também dependem do tempo. Este tipo de hamiltoniano

tem sido amplamente estudado na literatura [62, 63, 35, 64]. Das equagdes de Hamilton,

tem-se
OH p OH 9
0=, = Ty p 9 q—yp (1.43)
Combinando estas equagoes, encontra-se
. P m ) )
¢=———pP+Yyq+yq
m m

. 1 9 . m ) ) .
4= —E(mw q+ym(q —yq)) — ﬁm(q —yq) +yq + yd

, m. 5 9 M :
g=—"—"—q—\wWw -y ——YyYy—y|q
m m

Portanto,
G+T(t)q+Q*(t)g=0, (1.44)

onde I' = 7/m é um parametro de amortecimento e 92 = w? — 3> — Ty —y é a
frequéncia modificada. Ou seja, o hamiltoniano (1.42) descreve um oscilador amorte-
cido com parametros dependentes do tempo, isto é, com frequéncia e amortecimento que
variam no tempo. Destaca-se também que essa aboradagem tem sido aplicado em diversos
modelos na literatura [26, 65, 66, 67].

Nesse estudo assumimos a existéncia de um operador invariante com uma forma

quadratica dada por,

I(t) = a(t)g® + B(t)p* +v(t){q, p}, (1.45)

onde «a, f e vy s@o fungoes reais do tempo e {q, p} = gp+ pq é o anticomutador. Inserindo
I na Eq. (1.15) que define a constancia do operador a fim de encontrar o invariante em

termos de quantidades conhecidas. Usando as relacoes de comutacao

0P =ihG o pGla)] =it (1.46)
e [AB,C] = A[B,C] + [A, C]B, tal que
[, %] = 2ih{q,p} = —[p", ¢}, (1.47)

{a.p}. ¢*] = —4ihg® = —[¢* . {a. p}], (1.48)
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Ka.p}.p°] = —4ihp* = —[p*, {q, p}]. (1.49)

Entao, para que a equacao do invariante seja satisfeita (1.15), as seguintes expressoes

para os coeficientes devem existir

& =2 (ymw® — ay), (1.50)
B=2<ﬁy—l>a (1.51)
m
4= Bmw? — < (1.52)
m
Considerando 3 = p? resulta em
S, P 2 g
5—2pp—2(py——>, (1.53)
m
v=m(p*y = pp) (1.54)
) d
: 2 : 2 2 @
_d ] — _a 1.
¥ =2 m 0y = pp)] = prme® — —, (1.55)
d )
a = pPm*w?® — me [m (p*y — pp)], (1.56)
ou
a=m?[(wp+Tp+p)p—Typ” —yp* = 2ypp + p*] . (1.57)

No entanto, sendo

alt) = 2 (ymw® — ay)
= 2{m?® (p*y — pp) —ym® [(WPp+Tp+p) p— Typ® — §p* — 2ypp + p°] }
= =2{m® [Wpp+yTop+ypp — Ty’ p* — yyp® — 20°pp + yp*] }

. . . . . d
= =2{m* [w*pp +yTpp+ypp — v’pp +yp’] } + — [m*y’p’] . (1.58)

Por outro lado, tem-se

d o . o
o) = —Am* [(Wp+Tp+p) p—Typ” —9p* = 2ypp+ p°] }

d . ) d o
R {m2 [(wz —y _Fy—y>P+FP+p] p} + 7 [mQ (y2p2 — 2ypp+p2)]

d i} d d o
= Am [+ Do+ ] p} + o [m0%] + — [m® (<2upp+ )], (1.59)

Chamando
n=m*(Lp+Tp+p), (1.60)
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e combinando com as equagoes de & encontra-se

d(np : . :
% ==2np — nNp=-—=3np
C
n=—. (1.61)
pE
Com isso, é possivel escrever a seguinte relagao
2 2 1
a—m”(py —p)° = P (1.62)

Observe que o invariante inicialmente continha de trés fungoes arbitrarias e desconhecidas,
e agora tem uma funcao que simplifica a expressao do invariante. Logo, usando esse

resultado para simplificar a expressao do invariante, produz

I(t) = % {Z—z +op = (p— yp)(}f} 7 (1.63)

onde p satisfaz a equagao de Milne-Piney [68, 69], ou seja,

1

p+T)p+ Q)= VR

(1.64)
E possivel escolher C' = 1, sem perdas de generalidade, de modo que a equagao (1.64)
¢ satisfeita. Uma vez que, o invariante é hermitiano, conclui-se que p(t) deve ser uma
funcao real. Logo, qualquer solugao de (1.64) pode ser usada para construir o invariante,
sendo assim, existe uma familia de invariantes.

A equacao de Milne-Pinney também é conhecida como equagao de Ermakov, onde em
1880 ele mostrou que as equagoes para o oscilador harmonico (1.64) e (1.44) sao acopladas
pela frequéncia. O que leva a uma quantidade invariante por eliminacio de w?, como pode
ser visto em Ref. [22]. Esse processo faz com que alguns autores chamem o invariante
dindmico de invariante de Ermakov [70], ou ainda, invariante de Lewis-Ermakov.

Algumas propriedades do invariante sao extraordinarias. Pois, este é uma constante
de movimento para sistema com frequéncia dependente do tempo, mesmo a hamiltoniana
correspondente nao possuindo essa propriedade. Nao depende da massa e tem dimensao
de acao, nao de energia. O invariante existe para determinados sistemas dissipativos dos
quais a hamiltoniana convencional pode nao existir. Além disso, a fatorizacao do opeador

correspondente ao invariante pemite generalizar os operadores de criacao e aniquilagao

[70].

1.3.1 Autoestados e autovalores do invariante

Usando a condicao de quantizagdo p = —ihd/dq, o invariante torna-se um opera-

dor, de modo que a equacao de autovalor corresponde a uma equacao diferencial. E os
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autovetores correspondem a funcoes de onda, ou seja,

I (q, _ma%’ t) (g, t) = o(q,t), (1.65)

onde ¢(q,t) = (q|o,t), sendo |, t) = |\, k;t) os autoestados do invariante. Para simplificar

a equacao de autovalor, considere o seguinte operador unitario [33]

U=e><p[ 7;?) (p— yp)f]} (1.66)

onde UT = U~!. Aplicando U na equacio de autovalor do invariante, U(I¢) = U(\¢), e

usando o fato de U ser unitario, resulta
U(IUUP) =U(Np) = (UIUNUG=A\U¢

I'e) =\, (1.67)

onde ¢'(q,t) = Ud(q,t) e I' = UIUT. O que resulta na seguinte expressio para o invariante
atuando em I'¢’,

a2¢/
5 2

Note que, fazendo uma transformagao de similaridade, encontra-se uma equacao de

' = ——¢ (1.68)

autovalor equivalente com o mesmo espectro. Por simplicidade, considere o = ¢/p, tal

que ¢'(q,t) = Ny(o), sendo N um fator de normalizagao, resultando em

/ Pl pdgq = / IN?|plppdo = |N? |p/<: olpdo =1, (1.69)
onde,
/_Z olodor=1 = N= %. (1.70)
Deste modo, L )
#(q.t) = %w(a) e I'= —%% + 5 (1.71)

A equacao de autovalor para esse operador fica com uma aparéncia conhecida,

2 o%p,(0) o
———————+ —pu(0) = App(0). 1.72
D (o) = Aea(o) (1.72)
Assim, transformando a equagao de autovalor do invariante na equagao de Schrodinger

do oscilador harmonico independente do tempo. Com solugao conhecida, dada por,

pn(0) = (ﬁ) exp (—g—;) H, (%) : (1.73)
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e com espectro de autovalores dado por

e (o ) wr

Portanto, a solucao do invariante original é

1

VP

Pn(g,t) = (W) exp [—% (mip +i(p— yp)) qz] H, (\/—th) . (1.75)

Observe que a enorme vantagem de usar o método do invariante é que encontramos uma

dnlq.t) = —U""o(q/p)

solugao analitica para um problema que é explicitamente dependente do tempo, sem fazer
uso de aproximacoes pertubativas. Consideramos aqui apenas a abordagem feita por
Hartley e Hay [27, 28, 29, 30]. Para encontrar a fase faremos essa abordagem na préxima

secao.

1.3.2 Solucgao da equagao de Schrodinger e fase de Lewis

Para encontrar a solugao completa da equacao de Schrodinger associada ao hamil-
toniano (1.42) através do método de Lewis é necessario encontrar a fase (1.40). Mas
vamos considerar o processo introduzido por Dirac para o oscilador harmonico indenpen-
dente do tempo. Analogamente, é possivel definir o operador de aniquilagcdo e criacao

generalizados, dados por

{%H[pp— (P—yP)CI]}» (1.76)

{% —i[pp — (p—yp)Q]}, (1.77)

tal que, fazendo uma inversao, resulta

= \/ép(a* +a) (1.78)
-_ {5+ mio - a+ |2 s = )| a}. (1.79)

Considerando (1.8), os novos operadores de criacao e aniquilacao satisfazem a relacao de

comutacdo [a(t),a’(t)] = 1. Portanto, é possivel fatorizar o invariante, do modo que

I(t) = (aT(t)a(t) + 5) h, (1.80)
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onde

a|¢n(t)) = Vlon-1(t)) e al[pu(t)) = Vn+1ldn(t)), (1.81)
a'(t)a(t) [¢a(t)) = n|on(t)) . (1.82)

O que fornece a seguinte expressao,

1Olon(0) = (+3) Blon(0). (1.53)

Para encontrar a fase é necessario encontrar os termos diagonais de H (t) e ihd/0t.
Assim, para encontrar o termo de derivada temporal no calculo da fase de Lewis, é ne-

cessario fazer uma pequena dlgebra com as equagoes (1.81), isto é,

(ncal (G 1600+ lon) ) = Vi (6umi] 51 600

(60l 5 162) = (ot 16001} + 7= (o 7 ). (1.84)
ou, y
(@0l 5 162) = (Guca| 5 16001) + 1= (onl G 6. (1.85)

Tomando a derivada do operador de criacao e usando a equagao auxiliar,

dat i 1 . 20 1 . )
R RS R R DA

onde
wi=w? =y (1.87)
Ou seja
dal |1 )
(¢n] o |Pn—1) = \/55 |:m_p2 —m (wip® — PQ)] : (1.88)

Sendo assim,

d i1 _
(Pnl ot |Pn) = (D0 1| |¢n 1)+ 5 {m—pz —-m (wgpQ — p2)} . (1.89)
Uma vez que n comega em zero, essa relacao de recorréncia resulta em
0 B 1 N
<¢1|a|¢1> = (¢o §|¢0>+ W—m(wdp —p )
0 0 [ 1 1
(¢ ot |p2) = (D1 ET |p1) + = mp? (wﬁ,o? —p )
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0 0 ) 1 )
0 0 ) 1 ]
(@nl 55 0n) = (ol 7 o) + %n {m—p2 —m (wip® — pQ)] : (1.90)
Deste modo, escolhendo o calibre
0 ) 1
(o] 57 [00) = i [m_/ﬂ —m (wip” — ,0'2)] : (1.91)

encontra-se o primeiro termo da fase de Lewis, dado por
0 1 1 1 9 9 .9
= |, = = ) — = — ) 1.92
nl 1o = 5 (4 5) [z = m (el = ) (1.92)

Para encontrar os elementos diagonais correspondentes ao hamiltoniano, é conveni-

ente escreve-lo em termos dos operadores de criacao e aniquilacao, cada termo fica

2p_m = %{ [—% + 2@'%(' —yp) +m(p— yp)Q} (a')?

+ F +m(p— yp)ﬂ (a'a + aa’)

2
L %5 —yp) + i — yp)?| @ (1.93)
p? m ’
1 h
émwzq2 = mezpz ((a")? +ala + aa® + a?) , (1.94)
Yy hyyo . 2 , ; )
Jlapt = i+ m(p—yp)l (@')” +mp(p —yp)(a'a + aa’)

i+ m(p - yp)]a®}. (1.95)

Consequentemente, os termos diagonais para o hamiltoniano sao

@l 1on) =5 (n+3) [z +m et = )] (1.96)

Observe que o hamiltoniano possui elementos fora da diagonal devido aos termos
quadraticos dos operadores de criagao e aniquilagao, isto se deve ao fato de que os operado-
res I(t) e H(t) ndo comutarem. Logo, a base que diagonaliza o invariante nao diagonaliza

o hamiltoniano. A fase de Lewis é
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A i 6,1 2 16,) — (6l H 100)
dpin (1) 1 1

ou seja,

[ (t) = — (n + %) /t: mdt’. (1.98)

Portanto, a solucao completa para a dinamica do oscilador generalizado dependente

do tempo é dada pelas funcoes de onda escritas da seguinte forma,

onde a fase é dada por (1.98) e a solugao geral é a soma sobre todos os n’s.

1.3.3 Aproximagao adiabatica

A adiabaticidade ¢é limite entre fenomenos estacionarios, onde o estado do sistema
nao muda, e dinamicos, onde o estado do sistema muda devido as influéncias de campos
externos. Vale lembrar que Berry mostrou que nesses processos a fase adiabatica que
surge na evolucao temporal é uma fase geométrica, que ficou conhecida como fase de
Berry [61]. No regime em que as mudancas sao muito lentas, conforme pode ser visto
no apéndice B, o sistema adiabatico adquire dois fatores de fase, um que corresponde a
mudangas devido a evolugao temporal e outro devido a evolucao adiabatica. Uma vez que
as mudancas ocorrem nos parametros do sistema, para tomar o limite adiabatico, pode-se
fazer d/dt = ed/dr, tal que o parametro adiabatico € < 1. Neste caso, considere que a

seguinte expansao pode ser feita [62]

p(t) = po(t) +epr(t) + € pa(t) + ..., (1.100)

onde € é o parametro adiabético. Logo, a equacao auxiliar (1.64) fornece

d? 1dm d 1d d
L (wQ(t) e e—yﬂ X

dr? m dr dr m dr dr
1
po(t) +epi(t) + Epa(t) +...) = . (1.101)
( ) = D D)+ e () + ) + P
Como € é muito pequeno, isso permite a seguinte aproximacao
1 B 1
(po(t) +epr(t) +6(e2))” Py (L +epr +6(?))°
1
~ = (1 — 3 9(62)) . (1.102)
Po Po
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Logo,

o)+ [ud0) - o (v + ) [ (12 00 ) =

Po
1 P1 2 )
1— 3¢ 1 o(e?) ), 1.103
m?pj ( Po (€) (1.103)

onde w3(t) = w?(t) — y*(t). Desse modo, comparando os termos da equagao acima, em

ordem de €, encontra-se

1 1 1
2 2 4
- = = = ) 1.104
WaPo m2p8 Wy mgpé ) ou Py m2w§ ( )
Indo até primeira ordem, também resulta
1 dm Y P1
“abr = \Var T ) T T
0
A pp 1 [(d
m2ps  m \dr v) o
4
P1 _ Po d
— == — ) 1.105
P20 4 m <d7’ my) ( )

Lembrando que a forma geral da fase adiabdtica é v(T') = i [(n|d/0t|n), logo, da
Eq. (1.92) o termo integrante fica

1
T — - _ 2 2 .2
s m ()
1 2 2 2
pu— — — _9
g~ i’ = 0(€)
1 2 2y) 2 2
= —mwy (po + €p1 + 0(e —0(e
m (po + epr + 0(e2))? i (oot epr 4 0()) =01
Nil_gﬂ — 2,201 2& 1.106
~ 5 e— + ... mwipy [ 1+ 2e—=+ ... |, (1.106)
mpg Po Po
ou seja,
L m 2
T~ —de—5— +0(c). (1.107)

mpg po

Portanto, usando este resultado em (1.92) e combinando com (1.104) a fase fica
0 i 1 1 m
(onl gy 10n) = =5 (5 ) dee a0 o)

0 ' 1 d
(¢l En |Pn) = —% (n + 5) e (%my) : (1.108)
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1 1 T d
(1) = = — — | = dt. 1.109
(T 2 <n+ 2)/0 mwy (dt’my> ( )

Nota-se que no regime adiabatico a fase de Lewis é composta por dois termos, que

ou seja,

representam as fases dinamica e geométrica. Isso pode ser observado diretamente da

solugao dada pela Eq. (1.98), para tanto, é possivel reescrever a Eq. (1.64) na forma,

1d

- 1
p+Tp+ {cf —y - ——(my)] p=

m2p3’

1.11
m dt ( 0)

Uma vez que no regime adiabatico as mudancas sao lentas, tem-se que p ~ € e pode ser

descartado. Entao,

1 , 5, 1d 12
|2 1d 1.111
T -] (L111)
ou ainda,
1 ) 1 d 12
— = 1———— . 1.112
mp? Wd [ mw? dt (my)} ( )

Sendo a derivada temporal uma pertubacao pequena, permite-se fazer uma expansao até

primeira ordem na a raiz e substituindo o resultado em (1.98), encontra-se

(T = <n+ %) /OT walt)dt + <n+ %) /OT Qn}Md%(my)dt. (1.113)

Portanto, no regime adiabético a fase de Lewis é dividida em duas parte, uma fase

dindmica e outra geométrica [62, 63].

1.3.4 Sobre estados coerentes

Os estados coerentes foram incialmente propostos por Schrodinger como forma de
entender o limite em que os estados quanticos correspondiam ao comportamento classico
do movimento de uma particula [71]. O apéndice C apresenta um tratamento feito para
o caso estacionario do oscilador harmonico simples. Veja agora como esses estados sao
obtidos utilizando o método do invariante.

Como foi visto anteriormente, é possivel tornar a algebra do invariante no caso conhe-
cido do oscilador harmonico. Entao, por simplicidade nos céalculos, considere novamente

o operador unitério (1.66). Fatorizando o invariante I’ fornece

I'ty=UmIU ) =h (b* (t)b(t) + 1) : (1.114)

onde
b(t) = Ut)a(t) U ' (t) = — (% + ipp) : (1.115)
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sendo [b, b1] = 1 satisfeita. A saber,

1 [(¢® .
b = o7 (—2 i(gp — pq) + p2p2) : (1.116)
¢ 1 1
N EROEC
TRV, PP NGT PP
1 1 (¢ . 2,2
b= g | s tilar —p0) + 0% ) (1.117)
logo,
1 .
bo' — bib = %(—2z(qp—pq)) =1. (1.118)

Entao, a partir do operador aniquilagao (1.115) é possivel construir os estados coerentes.

Uma vez que os estados coerentes sao autoestados do operador de aniquilacao, tem-se
bla) = ala), (1.119)

sendo esses estados uma expansao na base dos autoestados de I’, que resulta em

lpa) = e l2 Y O \/_ |on) - (1.120)

No entanto, sabendo que |¢,) = U~!p~1/2|p), encontra-se
1 _ a2 a _lal? a”
U ) = (0 S Dy = Y ()

|6a) = U~ p" "% |a)
o) = eI’ /22—]% : (1.121)

sendo,

a|¢a) = |da) - (1.122)

Portanto, a partir dos estados coerentes construidos com autoestados do invariante,
¢ possivel obter os estados coerentes na base das solugoes da equagao de Schodinger (1.3).
A saber

[6n) = ) = D ]n)
e |go) = e71oP/2 3 %ewn@) ES
|tha) = eitn(t) |¢a)
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[a) = 72N j—% ) - (1.123)

Para encontrar os autovalores com dependéncia temporal, basta fazer
_ a2 N Y it
aly) =e On) 5 1.124
S > el (1.121)

onde alp,) = v/n|¢,_1), entao, fazendo uma substituigdo n — n + 1 no somatdrio, resulta

n+1 )
alpa) = e Y g e |g,)

(n+1)!

an
a |¢a> — €7|a‘2/2 Z oze“‘” z2,uo |¢n>
vl

a|the) = a0 |4hg) . (1.125)

Note que

un+1(t):—<n+1+%) /tmdt’
i) == (0 3) [ st = [t = )+ 20

1 1 ,
t):—§/0 Wdt. (1.126)

althe) = a(t) [ta) ; a(t) = ae®™o®), (1.127)

tem-se que |¢a) sao os estados coerentes com dependéncia temporal e com autovalores

Ou seja,

a(t) = ae0®  Com esse resultado é possivel calcular o valor esperado da posicdo e do
momento para os estados coerentes. Para isso, basta fazer o sanduiche de (1.78) no estado
(1.123), resultando em,

(Vala|ta) = \/7 (Pa (ae®0® 4 qre2m®) 3 (1.128)

(Walaltra) = (2hlaf?p?)"? cos(—2u0(t) + 6), (1.129)

onde o = |ale™®. Ou seja, de fato esses estados correspondem ao comportamento cléssico,

fica mais claro quanto reescritos da forma
(@)a = (2h]a?p?) " cos (B(1) +6) , (1.130)

onde
t dt/

o) = ~2ut) = | o

(1.131)
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Para o momento segue o mesmo procedimento usando (1.79), ou usando as equagoes de
movimento (teorema de Ehrenfest)

(p) = m=" +yla), (1.132)

obtem-se
(p) = (2h]af?)""? %Sen (0(t) + ) +m(p — yp)cos (0(t) + )| . (1.133)

Estes resultados imitam as solugoes classicas para a posicao e o momento do osci-
lador. Além disso, tomando y = 0 os resultados obtidos para o oscilador generalizado
reproduz os resultados encontrados em Ref. [33]. Finalmente, para massa e frequéncia
constantes no tempo, de modo que p = 1/y/mw e Hy = wyly, tem-se os resultados do
oscilador harmonico independente do tempo e os estados coerentes coincidem com os que

sao apresentados no apéndice C.



Capitulo 2

Ondas eletromagnéticas em meios

materiais

O entendimento da radiacao demanda um abordagem tanto da mecanica quantica
quanto da fisica classica. Entender o comportamento dos campos elétrico e magnético é de
fundamental importancia para observar e compreender os fenomenos da natureza. Haja
visto, que o desenvolvimento de novas tecnologias para dispositivos miniaturizados (tais
como, nanotecnologias etc) exige intensivos estudos experimentais e tedricos, pois tais
sistemas podem ser um interface entre o microscépico (regime quantico) e o macroscépico
(regime cldssico).

O enfoque aqui é na dinamica dos campos elétrico e magnético que se propagam
no interior de uma cavidade, meio material. Destacando-se os comportamentos classico e
quantico. Neste capitulo é apresentada uma importante abordagem da radiacao em meios
materiais, feita a partir de livros-texto [41, 72]. Inicialmente, veremos um panorama geral
das equacgoes que regem o comportamento dos campos elétrico e magnético, isto é, as
equacoes de Maxwell na matéria. Considerando, entao, a teoria da resposta linear para
um meio homogéneo, isotropico e com condutividade, vamos fazer o procedimento padrao
para encontrar as solucoes dos campos. Usando a abordagem do potencial vetor em uma
cavidade com condigoes periddicas de contorno veremos como é feita a quantizacao da

radiacgao.

2.1 Campos elétrico e magnético

Eletricidade e magnetismo eram entendidos como fenomenos distintos da matéria
e foram sendo desenvolvidos independentemente. Mas foram as observagoes de Oersted
que deram inicio ao eletromagnetismo, unificando entao tais fenomenos em um unico
campo de estudo. Antes dessas observagoes, pensava-se que cargas elétricas correspondiam
a fenomenos elétricos e imas correspondiam a fenomenos magnéticos. Essencialmente,

Oersted notou que correntes elétricas, cargas em movimento, movimentavam o ponteiro
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da biissola (ima), produzindo efeitos magnéticos.

A carga elétrica é uma propriedade fundamental da matéria e o espago em volta dela
¢ permeado por campos elétrico e magnético. Um outra carga na presenca desses campos
sentem a acao de uma forcga; regida por F = q(E + U X é) que ¢é chamada de forga de
Lorentz, onde ¢ é a carga elétrica, v é a velocidade de uma carga em movimento, Eéo
campo elétrico e Béo campo magnético. No entanto, os campos podem existir em regioes
do espaco em que nao existem fontes, assim, eles tém significado préprio, ou seja, eles
interagem com a matéria ordindria por meio da carga elétrica. Os campos podem carregar
energia, momento linear, momento angular orbital e spin. As ondas eletromagnéticas sao
nocoes classicas do caso limite da descricao quantica em termos de fétons. A descricao
quantica é necessaria para entender emissao de radiacao por um &atomo, ou qualquer
sistema em escala atomica e molecular, com baixa densidade de fotons.

Os fendmenos elétricos e magnéticos, de forma geral, sao governados pelas seguintes

equacoes
vV E=2 | v.B=o, (2.1)
€0
. 0B = = OF
VxE= —E , VxB= ,LL()J—F/L()&TOE. (22)

Nestas equacoes esta contida a equacao de continuidade, sendo ¢ a densidade de distri-

buicao de carga total e J a densidade de corrente total.

2.1.1 Equacoes para os campos macroscopicos na forma esta-
cionaria

No estudo preliminar de campos elétrico e magnético estacionarios utiliza-se as leis
empiricas de Coulomb e Biot-Savart, respectivamente, as quais estabelecem que os campos
sao produzidos por carga e corrente (carga em movimento). Essas leis podem ser subs-
tituidas pelas lei de Gauss (2.3) e Ampere (2.4), que envolvem um formalismo matematico
mais elegante e completo a respeito de tais fendmenos, juntamente com as equagoes ho-
mogeneas. Uma vez conhecida a distribuicao de carga, dada pela densidade de carga g e
pela densidade de corrente J, é possivel encontrar as expressoes para os campos. Portanto,

o problema consiste em resolver as seguintes equagoes
V. E=2 | Vv.B=o, (2.3)

€0

— — —

VxE=0 , VxB=pl. (2.4)

Mas para aglomerados macroscépicos de matéria o procedimento é inviavel.
Devido a natureza discreta da matéria as equagoes de Maxwell sofrem modificagoes
para o comportamento dos campos no interior de material. Portanto, invés de enxergar-

mos os campos individualmente para cara carga no interior do material, por simplicidade
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podemos tomar os campos como a média dos campos [72].

Para um nimero muito grande de fontes, elétrons e nucleos, as flutuagoes ma-
croscopicas dos campos em distancias atomicas podem ser descartadas. A média do
campo ou da carga (e/ou corrente) em um volume grande comparado ao tamanho do

atomo é o mais relevante. Os campos macroscopicos e as fontes macroscopicas sao dadas

por,
. N - 0Q,
DZ&(O)E+P+éa ﬂ-ﬁ- (2.5)
8I5
B
— ]_ — —
H=—B-M+.. (2.6)
F(0)

onde P é o momento de dipolo elétrico médio macroscépico, M é o momento de dipolo
magnético médio macroscépico, (Qpg ¢ 0o momento de quadrupolo elétrico médio ma-
croscopico ete. Sendo as fontes médias macroscopicas da densidade de carga e de corrente
livres no meio. As cargas e correntes induzidas aparecem devido a ]3, M , Qap etc. Além
disso, €(p) € fi(0) sao a permissividade e a permeabilidade no vacuo.

O conjunto de equacoes que nos permite entender tais fendomenos na forma esta-
cionaria é
V-D=o , V-
x E=0 , VX

0
J. (2.8)

anfllvl
o
3

\Y

As equacoes homegéneas permitem que a abordagem para os campos possa ser simplificada

introduzindo os potenciais escalar e vetor. Deste modo, é possivel definir

-

E=-V® ¢ B=VxA (2.9)
De modo que o problema se reduz a equacao de Poisson. No vécuo, tem-se D= €0E e
H= ,uog, logo

V20 = —g—go e V2A=—pol, (2.10)

onde ® é o potencial escalar e A é o potencial vetor, sendo a ultima composta por trés

equagoes, uma para cada componente do vetor densidade de corrente.

2.1.2 Inducgao eletromagnética

As primeiras observacoes envolvendo campos elétrico e magnético variaveis no tempo
foram feitas por Faraday (1831) em seus experimentos com circuitos percorridos por cor-
rente elétrica. Em resumo, a descoberta de Faraday sobre campos varidaveis pode ser
enunciada da seguinte forma: a variagao do fluxo de campo magnético sobre a area de

um circuito induz uma forca eletromotriz que movimenta as cargas do circuito. Essa
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descoberta pode ser quantitativamente expressa por

£=— (2.11)

dt ’
onde & é a forca eletromotriz e ¢ é o fluxo magnético. O sinal negativo é proveniente
da lei de Lenz, estabelecendo que a corrente induzida, e respectivamente o fluxo, tem o
sentido oposto a modificagao do fluxo através do circuito. Seja o circuito um caminho C

delimitado por uma superficie aberta S, o fluxo magnético acoplado ao circuito é

brr = / B - ads, (2.12)

s
onde n é um vetor unitario normal a superficie S, e a forga eletromotriz é ao longo de C
£ = ]{ E-dl. (2.13)

c

Portanto,
— bnd d —
j{E-dl:——/B-ﬁdS. (2.14)
c dt Js

Usando o teorema de Stokes é possivel transformar a integral de linha em uma integral

de superficie, logo, a expressao acima fica
. OB
/ (VxE—i——) -ndS =0, (2.15)
S ot

. OB
E+—— =0. 2.1
V x E+ 5 0 (2.16)

ou seja,

Note que esse resultado é uma generalizacao de V x E=0 para campos dependentes

de tempo.

2.1.3 Corrente de deslocamento

Estimulado pelo trabalho de Faraday, Maxwell observou que para fendmenos dinamicos
a lei Ampere estava incompleta, pois a conservacao da carga estava sendo violada. A

equacao de continuidade é dada por,

dp

vV - J 4+ =L =0, 2.1
VTt =0 (2.17)

Sendo assim, aplicando o divergente na lei Ampere (2.8),

- —

Vo (VxH)=0=V"T (2.18)
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ou seja, claramente o divergente da corrente deveria ser diferente de zero. De modo que,

observando a lei de Gauss e a equacao de continuidade, resulta

—

-~ 0D

V. =L —_Z(V-D)=_-V.2 2.1
v ot 8t(v ) v ot’ (2.19)
isto é,
- (- oD
V-lJ+—1]=0 2.20
(7+57) (220)
Portanto, o termo de corrente na lei de Ampere pode ser generalizado como
- - 9D
J—=>J+— 2.21

e, ao considerar campos dependentes do tempo tem-se

v hi— i+ 2P (2.22)
ot

Essa importante descoberta levou a equacao acima a ser denominada como lei de Ampere-
Maxwell. Com isso, Maxwell fechou as equacoes bésicas que descrevem todos os fenomenos
eletromagnéticos e como consequéncia era possivel extrair toda a 6tica geométrica a partir
delas. Ao combinar essas equacoes, Maxwell também mostrou que a velocidade de uma
onda eletromagnética era ¢ = 1/,/e1, ou seja, s6 dependia das propriedades dpticas do
meio, e que a luz era uma onda eletromagnética. Isto levou a constatacao de que o olho
é um aparelho elétrico.

2.1.4 Equacoes de Maxwell

As equagoes de Maxwell na matéria sao escritas da seguinte forma,

V-D=p , VXE:—E, (2.23)
V-B=0 , vxi-22, 7 (2.24)

Para resolver as equagoes € necessario conhecer as relagoes constituintes D= B[E , é]
e H = H[E, B], além da lei de Ohm J = J[E, B] para meios condutores. Na maioria
dos materiais a resposta do meio aos campos sao dadas pelas fontes de dipolo, ou seja,
os momento de dipolos induzidos devido a presenca de campos elétricos e magnéticos,
sendo os momentos de ordem mais altas despreziveis (como quadrupolo, octapolo etc).
Logo, D= 5(0)5 + P é o vetor deslocamento elétrico, que depende da densidade de pola-
rizacao, e H=58 /o) — M que o vetor campo magnético, que depende da densidade de

magnetizagao.
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As contribuicoes de Faraday e Maxwell trouxeram fortes implicacoes sobre fenomenos
eletromagnéticos, com o prospecto de que campo magnético gera campo elétrico e vice-
versa. Ou seja, eles coexistem e sao independentes de fontes. Maxwell também mostrou
que no espaco vazio, na auséncia de matéria, os campos existem e tém significado proprio.
No vazio classico, as fontes e polarizagoes sao nula, mas os campos sao diferentes de zero.

Portanto, os campos existem independentemente das cargas.

2.1.5 Meios homogéneos, lineares e isotréopicos

A homogeneidade de material significa que suas propriedades sao as mesmas tem
todos os pontos do seu interior. A linearidade significa que a resposta do material a
presenca de campos é diretamente proporcional, ou seja, € uma funcao linear. Na maioria
dos materiais, considerando que os campos sao suficientemente fracos, temos que a reposta

ao campo aplicado ¢ linear, ou seja,

Do=) capBs e Ho=) yipshs, (2.25)
B B

J=Y ousE, (2.26)
B

onde gq4 € fi;, 5 520 0s tensores permissividade elétrica e permeabilidade magnética inversa.
Para materiais mais simples a resposta pode ser isotrdpica, logo, as componentes nao se

misturam e temos

D=cE e H=-B. (2.27)

==

Materiais que apresentam resposta linear também tem as polarizagoes dadas por,

P = oneﬁ e M= me[. (2.28)

Logo,
D=e(l+x)E e B=p(l+xmH, (2:29)

que comparando as expressoes tem-se a relagao entre a permissividade e a suscetibilidade
dada por € = g)(1 + xe) € pt = py(1 + xm). No caso geral, tais quantidades sao
complexas, mas vamos cosiderar aqui apenas o caso em que elas sao reais. Isto tem um
forte significado aqui, o qual veremos mais adiante. Um fator interessante é que a teoria
da resposta linear permite incorporar os efeitos da presenca da matéria aos campos por

meio das propriedades ¢ e pu.

2.1.6 Potenciais

Agora que estamos considerando campos variaveis, introduzidos pelas alteracoes das

equacoes dos fenomenos estacionarios, vejamos como os campos em termos os potenciais
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também sofrem alteracoes. No caso da equacao V-B=0 permanece valido B=VxA.

Por outro lado, da lei de Faraday resulta que

—

~ 0B

VxE+E:VxE+%§xX:0
V X (E + a_;i’) = 0. (2.30)
Portanto,
E + %—f — V9, (2.31)
ou, .
E=-Vd- %—’?. (2.32)

Vale salientar que esse resultado ¢ devido as equagdes homogeéneas e o comportamento

dinamico dos potenciais é proveniente das equacoes nao homogéneas.

Invariancia de gauge

Das equagoes sem fontes, homogeneas, sabemos que os campos podem ser expressos
a partir de potenciais, ou seja,
BoVxd e Fe-vo_24 (2.33)
ot
As outras equacoes, entao, fornecem a dinamica dos potencial. Essas equacoes
regem como o potencial deve ser comportar. Desse modo, aqui consideramos que o meio

¢ homogéneo, linear e isotrépico, resultando em

9 /o P
2 J— . —_ —
Ve + (v A) : (2.34)
e
VXVxA= 52 VP - = + J
Y ot | TH
eow 1A (o - 100 »
L i A+ =) =T 2,
v T V(V + 5 at) g (2.35)

Uma vez que os potenciais sao arbitrarios, as transformagcoes de calibre A’ = A+Vyg
e ¢’ = ¢ — 0,9 tornam os campos invariantes por calibre, ou seja, ' = E e B’ = B. Isto
permite uma escolha (que seja mais apropriada) para os potenciais, tal que as equagoes

fiquem desacopladas. Uma escolha conveniente é
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VAL =0, 2.36
v + c Ot ( )
Resultando em | 826

o 2 =P 2.37
v e Ot? € (237)

Lo 1 0%A -
A — = = . 2.38
T I (2.38)

Vantagem 6bvia, desacoplamento das equagoes para os potenciais escalar e vetorial.
Segunda vantagem ¢ a invariancia de Lorentz (transformagoes de Lorentz), devido a pre-
senca do operador D’Alambertiano. Terceira vantagem, no espaco ilimitado a solucao é
simples. A escolha (2.36) é denominada condi¢do de Lorentz, e é sempre possivel fazer a

escolha dessa condigao desde que a funcao de calibre g satisfaca as relagoes

- - 100
V- A+-——=0
+C(9t
L. 10D ~, 1%y
A4+ 29 - 27 —

Vv +c@t+v c? Ot? 0

= 1 &%g

2 —_——— =

\Y4 29 0.

Uma outra escolha, a qual é mais relevante para discussao feita aqui, é a do calibre
de Coulomb, também chamado de calibre da radiagdo ou transversal, que é expresso da

seguinte forma,

V-A=0, (2.39)
resultando em
VAT S (2.40)
19
- 1024 . o109
A 2= — 2.41
v pe Ot? MJ+V<02 8t>’ (241)

que, apesar de nao ser obviamente invariante sob transformagcao de Lorentz, estao efetiva-
mente desacopladas e sao ainda mais faceis de resolver do que as do gauge de Lorentz. O
potencial escalar satisfaz a equacao de Poisson e é exatamente o potencial coulombiano,
por isso a denominacao calibre de Coulomb. A densidade de corrente pode ser escrita
como a contribuicao de dois termos J=J+J (isso é valido para qualquer vetor), um

termo longitudinal ou irrotacional vV x jl = 0 e outro transversal V - J: =0, tal que

N =-V-J=-V-J, (2.42)
‘ ) 0 0ed
9D _ ) = -V

5 = 8t< eV=D) ARV 5 (2.43)
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Logo, a parte que envolve o gradiente (2.41) é equivalente ao termo irrotacional da cor-

rente, ou seja,

LD -
v% —J (2.44)
tal que
e 1A L
IS

onde jt ¢é a corrente transversal, por isso a denominacao calibre transversal.

Quando nao ha cargas estaticas é possivel fazer ® = 0, ficando o campos de radiacao
descritos pelo potencial vetor e sao gerados por correntes transversais. E conveniente na
descricao quantica dos fétons usar o gauge de radiacao, onde & = 0 e VA= 0, tal
que ficamos apenas com a quantificagao do potencial vetor, ou melhor, o votencial vetor
serd nossa variavel dinamica a qual fornece a solugao para o problema. Sendo os campos

obtidos a partir do potencial vetor.

2.2 Ondas eletromagnéticas classica em meio condu-

tor

A maioria dos livros textos de Optica o campo eletromagnético se propaga em um
meio nao dissipativo, considerando condutividade nula. Aqui vamos fazer o tratamento
para um campo em um meio com condutividade e veremos qual o efeito deste termo na
solucao para os campos. As equagoes de Maxwell em um meio material nao carregado,
ou seja, com densidade de carga p = 0, sao

V-D=0 |, VXE:—a—B,

ot

. . D -
V-B=0 |, Vtza——i—J, (2.47)

onde D = aE, B= uﬁ eJ=0F. Aqui, e, 0 e i sao propriedades constantes de um meio
homogéneo, linear e isotrépico. Neste caso o meio nao é dispersivo, pois os parametros sao
reais. Para o caso em que a permeabilidade e a permissividade do meio sao constantes, da
lei de Gauss tem-se V -¢E = eV - E = 0, ou seja, V - E=0.Jialeide Ampere-Maxwell

fornece,

q OF
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onde a velocidade da onda no meio é constante ¢ = 1/,/gji e dependente das propriedades
do meio.
Neste tratamento das equagoes de Maxwell para os campos E e B é conveniente
usar o gauge de Coulomb. Isso garante que o vetor A seja transverso, logo, V - A= 0, e
o potencial escalar é nulo para um sistema sem a presenca de uma distribuicao de carga.
Assim, o campo elétrico Eeo campo magnético B podem ser expressos em termos de ff,
a saber,
E=-=- ¢ B=VxA (2.49)
ot
Usando a resposta linear e as expressoes acima nas equagoes de Maxwell obtem-se uma

equacao de onda amortecida para A, cuja forma é

l(oe = apy A 9A
L (VA - 920) = 55 0
n A 24
VA — ,uaa— - usa— = 0. (2.50)

Essa equacao pode ser resolvida por separagao de varidveis, onde é possivel escrever A(7,t)
em termos dos modos () e amplitudes ¢(t), ou seja,

A(F ) =Y i (P alt). (2.51)

Este é um procedimento usual encontrado no livro-texto [41] e que possui muitas vantagens

devido a simplificagdo do problema. A partir da equagao de onda amortecida (2.50)

obtém-se
w2
V2, () + =L (7) = 0, (2.52)
c
d2Ql UdQZ 2
—_ —_—— p— 2.
s + T +wiq =0, (2.53)

onde w; é uma constante de separacao e representa as frequéncias naturais dos modos
[, sendo ¢ = 1/,/ep a velocidade da luz no meio. Portanto, o problema se reduziu a
duas equagoes conhecidas, sendo (2.52) a equagao de Helmholtz e (2.53) a equagao de um

oscilador harmonico amortecido. Os campos armazenados na cavidade fornecem,

1 4 2 o oo 1 R
U = Eroidade = — / <D -E+H - B) dr = 3 / (5E2 + —BQ> d*x, (2.54)
cav cav lu“
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sendo,

E=-> g e B=Y (Vxilq. (2.55)
l

Entao,
1 = —
— — 3 . . 5 . .
= —5; </ Uy - Upd x) Qqv + ﬂ ; (/Cav(v X ) - (V x dy)d x> Qqr, (2.56)
usando a identidade matematica

—

(V x @) (Vxi@)=1iud- VXV xiy—V-(ixV i), (2.57)

de tal modo que a integral do segundo termo da energia fica

/ (6 X ﬁl) . (6 X ﬁl/)d?)l' = / ’LT[ . (6 X 6 X ﬁl/)d3$ — / (ﬁl X 6 X ﬁl/) . dg (258)

cav

Onde no segundo termos foi utilizado o teorema da divergéncia. Agora, utilizando as
condigoes de contorno dos campos na superficie da cavidade E-i=0eB-n= 0, sendo ¢

e N vetores unitarios tangente e normal a superficie da cavidade, respectivamente, tal que
@-t=0 e (Vxi) n=0. (2.59)
Fazendo com que a integral de superficie seja nula. Por outro lado, do calibre de Coulomb,
resulta V - u; = 0, logo,
/ - (V XV x i) dr — / iy (V9 ) - Vi) d, (2.60)
cav cav

combinando esse resultado e sabendo que cada [ é independente,

/ ?Zl : ﬁl/dgﬂi = 51,1/, (261)

com a equagao que determina os modos (2.52), a energia na cavidade fica

1 . 1 w?
U= e Z oL qiqr + on Z 6—551,1/%611'7 (2.62)

LU LU

ou seja,
U= Z( eG? + aulql) (2.63)

Assim, a energia de cada modo de amplitude é

1.
E = —eqf +

1
5 —waQJz» (2.64)

2
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ou seja, a radiacao na cavidade pode ser entendida como um conjunto de osciladores
desacoplados. Lembrando que para o sistema dissipativo a energia pode nao coincidir com
a hamiltoniana. Para entender a dinamica classica e quantica do problemas é necessario
conhecer a hamiltoniana. Pois o problema se reduziu a dinamica de um oscilador, Eq.

(2.53).

2.2.1 Hamiltoniana para meios condutores

Seguindo o procedimento adotado por Choi [48] para a obtengao da hamiltoniana

dos modos, introduzindo a forga generalizada

Q=—F+Q, (2.65)

Q= 5—(][ = —&wW q —0——. (2.66)

Lembrando que a forca generalizada esta relacionada com o potencial generalizado

da seguinte forma,

d ou, oU
= 7 — 2.67
Ql dt (9ql 6’ql ’ ( )
que resulta em
. I ot/ 1
Uil @) = 527 (1 —e ) + 07 (2.68)

Onde este é o temo de energia potencial generalizada para as amplitudes dos modos.

Definindo o termo cinético como .
T = gedr, (2.69)

finalmente, obtem-se a lagrangeana do problema, cuja forma é

1 1
Li=T —U =e’¢ (ng'? — 55%2) : (2.70)
O momento canonico conjugado, por definicao é
oL .
P = 8_qll = 7eeq,. (2.71)

A hamiltoniana é a transformada de Legendre da lagrangeana, dada por

oLy

Portanto, a hamiltoniana que descreve o movimento da amplitude dos modos, reprodu-
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zindo a equacdo (2.53), é da seguinte forma

P

H;, =
2e

1
e e 4 ée”t/egwqu. (2.73)
Note que essa hamiltoniana descreve processos dissipativos do tipo oscilador harmonico
amortecido [73, 74], onde a permissividade desempenha o papel da massa que cresce
exponencialmente com o tempo. Usando o formalismo hamiltoniano, das equagoes de
Hamilton resulta que

. aHl 7Ut/€pl . aHl —ot/e ., 2
=—=¢ — = ——=—¢ cw
q o - bi e 141
. —ot/e [(P1 OD o
G = e (—l — ——l) = —wiq — =G
€ €€ €

. g .
QZ+EQI+W12611:0-

Essa equagao é conhecida nos livros textos de mecéanica classica [58] para o movimento
harmonico amortecido, a qual é uma equacao diferencial de segunda ordem com coefici-
entes constantes. A solucao da equacao da amplitude dos modos é a solucao do oscilador

harmonico amortecido, dada por

q(t) = ql,magje—"t/26 cos(t + 0), (2.74)
onde
2 2 o’

é a frequéncia modificada que depende da frequéncia natural.

A relagao entre a energia e a hamiltoniana para esse sistema dissipativo é dada por

E, =e %0, (2.76)

onde a energia ¢ obtida através dos campos.
A solucao para os termos de onda plana do par de equacao que define o potencial
vetor é
i = L3/2eEiR g, (2.77)

onde L =32 é o tamanho do cubo (cavidade ciibica), |E] = w;/c é o vetor de onda, € sdo
vetores unitarios nas direcoes de polarizagao, que devem ser perpendiculares ao vetor de
onda devido a condigao de transversalidade, V -4 = ki =0. Agora, como as fungoes de
modo u; e amplitude ¢, estdao completamente determinadas, podemos obter o potencial

vetorial A(7,t) e consequentemente

. ! e—at/e L
Bt = = S a®al) = — S ) %f — S an®, (@)

3
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=)V x @(Paqt) =Y ik x @(Fq(t). (2.79)

Observe que a condutividade causa uma atenuagao nos campos, o significado disso
¢ que a condutividade dissipa a energia na cavidade. Vale mencionar que a condutividade
faz com que a hamiltoniana seja explicitamente dependente do tempo. Logo, o tratamento
quantico fica muito dificil na forma usual para hamiltonianos com dependéncia temporal
explicita pois nao é possivel fazer a separagao de variaveis usual. Para encontrar a solugao
da equacao de Schrodinger em sistemas com hamiltoniano dependente do tempo faz com

que muitos autores partam para processos aproximativos.

2.3 Meétodo do invariante para ondas eletromagnéticas

em um meio condutor

Vimos no capitulo 1 que a hamiltoniana tem uma importante funcao na dinamica
quantica, a qual passa a ser um operador de gera a evolucao temporal e que de acordo
com os axiomas do espaco vetorial que a descreve, o hamiltoniano deve ser um operador
hermitiano [10]. Observa-se da expressao (2.73) que essa condigao é satisfeita como a im-
posicao de que as propriedades dpticas sejam constantes reais. A equacao de Schrodinger

que descreve a dinamica temporal de cada modo dentro da cavidade é
1 1
(2—€€_Ut/€ P+ 25e”t/5w12ql2> W, 1) = @h |\I/ t), (2.80)

onde a amplitude ¢; e o momento p; sao operadores que satisfazem a relagao de comutagao
lq;, p] = ih, com p; = —ihd/Jq;. Para resolver esta equacao usando o método de Lewis

and Riesenfeld [14], considere que existe um invariante para cada modo dado por

d, 1 on
@ e+ 5 =0 (2.81)

Se I(t) satisfaz a equagao acima, a solu¢ao da equagao de Schrodinger é

[y 1) = €D, 1), (2.82)

onde |¢y,,t) forma uma base completa

Li(#) Py t) = Ay Dy B), (2.83)

com autovalores independentes do tempo \,, tal que a condicao de ortogonalidade é

(Prts t|Pnys 1) = Onrny- A fase B, (t) é encontrada pela equagao

A, (1)

h
dt

— (] (mﬁ it >) Gunr ). (2.81)
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Para encontrar o invariante o procedimento é andlogo ao que foi feito para o oscilador
generalizado do capitulo anterior. Comparando os hamiltonianos nota-se que basta tomar
y = 0 e comparar os respectivos termos. O invariante que satisfaz a equagao (2.81) é dado

por

1 ? .
0 = [(%) + (o — Z(0pa)? | (2.85)
onde a funcao real p;(t) satisfaz a equacao de Milne-Pinney [68, 69], a saber
—20t/e
i} o, ) e
pu(t) + ;Pl(t) twip = = (2.86)

e Z(t) é um termo tipo massa dependente do tempo de um oscilador harmoénico, dado por
Z(t) = ee”'. (2.87)

Para resolver a equagao de Schrodinger através desse método é necessario resolver a
equacao de autovalor do invariante. Portanto é conveniente usar os estados de Fock,

introduzindo os operadores de criacdo e aniquilacao, a(t) e af(t), definidos por

1/2 ¢ 1
a)=(55) |2+ itom - 2. 2.9

1/2 ¢ -
af(t) = <2ih> % —ilpp — Z(O)pa) | (2.89)

que satisfazem a relacao de comutacgao
[ad(t), af ()] = 1, (2.90)
conhecida como segunda quantizacao, mais especificamente quantizacao de bdsons. Fi-

cando o invariante da seguinte forma

L(t)="h (azr(t)al(t) + %) : (2.91)

A equagao de autovalor I;(t) é resolvivel exatamente, como no caso do oscilador inde-
pendente do tempo com estados do espago de Fock |n;, t). Definindo o operador niimero

N, = a;al tal que Nj|n;, t) = ny|ny, t), obtem-se

L) t) = b (nl + %) _— (2.92)

ar() |, t) = )% ny — 1,1), (2.93)

al|lng, t) = (ng + 1)Y?ng + 1,1), (2.94)
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onde considere a mudanga de notagao |¢,,t) — |n,t), para simplificar a notagao. A fase

By (1) = — (nl + %) /0 t mdr (2.95)

Para este caso particular em que a solucao da equacgao auxiliar é

de Lewis

e—at/?a

pilt) = EOE (2.96)

logo,

Bun(t) =~ (nl i %) " (2.97)

Sendo assim, a solu¢ao da equagao de Schrodinger (2.80) associada a este problema é

[V, ) = exp {—Zﬂz (m + %) } |ng, t), (2.98)

Lembrando que a solucao geral é |V, t) = > cylthn, t), onde ¢, sdo constantes
ny

Com os operadores a;(t) e al(t) dados, fazendo a inversio das expressoes para a

amplitude dos modos tem-se

1/2
alt) = (72) plai(t) + af(0)]. (2.99)

2
NPT I
nt)=i{5 ——iZWp ) ay(t) = | —+iZ@)p ) alt)] - (2.100)
P Pl
A evolucao do operador de aniquilacao é dada por
day(t) JDay(t)
= —|a(t), H 2.101
dt Zh[al< )7 l] + ot ) ( 0 )
que resulta em
da(t)l 1
=— t). 2.102
i~ zwan™" (2.102)

Considerando a solugao particular (2.96) e (2.87) a evolucao do operador de aniquiligao é
ai(t) = a;(0)e 4t (2.103)

Assim, usando os resultados acima, o potencial vetor A(7,t) fica com a seguinte forma

. Ao\ o .
A(rt) = <ﬁ) E éipi [al(O)el(kl'r_Q’t) + aj(())e_’(k”"_ﬂlt)] : (2.104)
1

Calculando os valores esperados da amplitude ¢;, momento p; e as flutuagoes quanticas
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no espago de Fock usando as equagoes obtemos

(@) = (o) =0, (2.105)
(q7) = hp} (nz + %) , (2.106)
(p}) = h Li? + (Zpl)ﬂ (nl + %) : (2.107)
e (Aq)* = (q7) — (@) = hp} (m + %) , (2.108)
(Ap)? = (p}) — (p)* = h {pi% + (Zﬂz)2] (m + %) . (2.109)

O produto das incertezas produz
(Aq)(Ap) = B [1+ (Zpu)?] (nl + %) , (2.110)

ou seja,

(Agq)(Ap) = %l (nz + %) : (2.111)

Conclui-se que a relagao de incerteza é sempre maior do que h/2.

2.3.1 Sobre a quantizacao

O processo de quantizagao do campo eletromagnético é feito pela chamada segunda
quantizacdo. Em que usa-se os operadores de criacdo a' e aniquilacdo a os quais satisfazem
um algebra de bésons [af, a] = 1.

Considerando a solu¢ao particular (2.96) o operador da amplitude dos modos é

L —ot
% \/ 26@16 t ! ( )

Que tomando a inversa, tem-se

1 : ot/2e . —ot/2e
ar =4/ Sheh (e + i /2)e % g + ie ™% )] (2.113)

sendo a' o complexo conjugado.

escrito da seguinte forma

Portanto, o potencial é

H) ( % )1/2 Y (Q;)zm [al(t) tal (t)} (2.114)
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—

. A i .
AFt) = | — “20t/eNT L (0)e 0t 4 qf(0)eiut] 2.115

Considerando condicdes periédicas de contorno A(Z + L,t) = A(Z,t), da solucio

espacial (2.77) tem-se

GE+ D) =w(@) = =1 (2.116)

Na qual k é o vetor de propagacao da onda, que resulta em

- 2
k= %(1155 Sl 4 132); Lo=lp =13 =0,4+1,+2, .. (2.117)
Observe que E_l = —El e w_; = wy, pois k2 = w?/c?. Além disso, a soma em [ é

Z Z Z Z (2.118)

li=—00 lg=—00 l3=—00
A solucao mais completa para os termos de onda plana do par de equagao que define
o potencial vetor pode ser escrita em termos da polarizagao, logo

é — ély, (2119)

tal que v = 1,2, pois devido a onda ser plana tem-se dois graus de liberdade para a

polarizacao. Sendo assim,
élu : él’u’ = 51/1/ e élu : ]23 = 0. (2120)

Portanto,
iy, (7) = L3/2 ke, e i, (7) = L~32e T, (2.121)

onde L=%/2 ¢ o tamanho do cubo, |k;| = w;/c é o vetor de onda, €], sdo vetores unitérios
nas diregoes de polarizagao (v = 1,2), que devem ser perpendiculares ao vetor de onda

devido a condicao de transversalidade. A condicao de ortogonalidade dos modos fica,

/ 6?1/(7?) _»l'l/’( )d T = 6[ l’éuzx (2122)

Além disso,
an (1) = a;,(0)e™* e af (t) = alT’V(O)emlt, (2.123)

1 . o c . _—0 &
=N\ oheqy (e + io/2)e” gy, +ie"*p,, ] . (2.124)

Finalmente a quantizacao completa acontece quando adotamos

ou,

[ (), v (1)) = [af, (1), a}, ()] = 0
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(i (t), @l ()] = Oubinr, (2.125)

conhecida como segunda quantizacao.

ary (V)]s (), ) = /Aoy iy — 1(2), ..), (2.126)
al ()], (1), ...) = Vg + 1oy iy + 1(2),...), (2.127)

onde |[...,my,(t),...) significa n fé6tons com nimeros quanticos [ (vetor de propagagao, ou,
direcao de propagacao) e polarizacao v em um instante de tempo ¢ qualquer. Essses sdo
os estados de Fock, mas por simplicidade nos préximos capitulos abreviaremos a notacao.

O potencial vetor fica da forma A o ua + u*al, pois descarta-se os termos que se

repetem devido —oo < [ < oo. Portanto,

—_ A 1/2 efat/2a élu . e
Ar 1) = (g) T2 2 [ | (0)e BT g (0)e BT - (2.128)

I v=1.2

Na tltima expressao os operadores q;(t) e a;r(t) foram reescritos em termos das diregoes
de polarizacio, entdo [ay(t),al (t)] = 1. Agora, como as funcdes os modos @, (7) e as
amplitudes ¢, (t) estdo completamente determinadas, também estando o potencial ve-
torial determinado, logo, usando as Eq’s (2.49), podemos escrever os campos elétrico e

magnético, como

. e—at/e
E(rt) = — - Zﬁlu(F>pl(t) (2.129)
B(F,t) =Y ik x iy, (F) () (2.130)

l,v

Que resulta em

., i 1/2 e—ot/2 e
l

v=1,2

< [(Z + i) an () G20 1 (2~ i) al, (0)e 0 ew0]

B(F,t) =i n v Lt/zs Z Z M [a (0)eiFrm=sut) _ g (0)€—i(Ez~F—Qlt)]
’ 2e LA et Lt ()12 v v :

(2.132)
onde l%l:k; /k;. Devido aos campos elétrico e magnético terem se tornado operadores que
criam e destroem fétons o valor esperado destes em qualquer estado |...,ny,(t),...) com
nimero definido de particulas é nulo. De fato, isso era esperado de acordo com as medidas

dos valores médios (2.105) e as flutuagdes, ou seja, devido ao campo mudar o nimero de
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fétons ny, o valor esperado do campo torna-se um produto interno de estados ortogonais.

Contudo, é possivel manipular os estados como uma superposicao de diferentes con-
figuracoes de estados, este é o cerne da optica quantica. Como foi discutido na capitulo
anterior, é possivel criar estados que sao autoestados do operador de aniquilagao, sendo
estes conhecidos como estados coerentes. Com esse procedimento é possivel encontrar
os estados em que os campos mais se aproximam do comportamento classico. Quando
o campo estd em um estado coerente o seu valor médio corresponde ao campo classico
[41]. Nesses estados a amplitude ¢, corresponde ao valor esperado do respectivo operador

(2.112) avaliado no chamado estado coerente resulando em (2.74), como ¢ possivel ver em
[75].



Capitulo 3

Ondas eletromagnéticas em meios

dependentes do tempo

Neste capitulo serd apresentado o procedimento elegantemente utilizado para in-
vestigar o comportamento de ondas eletromagnéticas em meios homogéneos, lineares
e isotrépicos com propriedades dependentes do tempo. A interacao do campo eletro-
magnético com a matéria é um importante assunto de pesquisa, uma vez que eles estao
acoplados devido a carga elétrica. Permitindo além do desenvolvimento de novas tecno-
logias, investigacoes da das propriedades da natureza e o desenvolvimento de modelos
tedricos.

Meios dependentes do tempo significa dizer que as propriedades de permissividade,
permeabilidade e condutividade sao varidveis no tempo. Isso parece natural, uma vez que
um material qualquer é constituido por nicleos e elétrons que estao em movimento a todo
momento, este movimento pode ser devido a agitagao térmica. Fazendo um adendo aqui,
a dissipacao de um sistema fisico, em geral, é feita pela introducao de um reservatorio
térmico onde a energia do sistema flui para o reservatério, sendo este entendido como um
continuo de osciladores. Ou seja, o movimento dos constituintes do material é responsavel
pelas mudangas temporais dos parametros [36, 46, 47, 51].

Assumindo que a permissividade £(t), a permeabilidade u(t) e a condutividade o(¢)
variam exponencialmente com o tempo e que a permissividade e a permeabilidade variam
assincronamente, encontramos que a velocidade e a frequéncia sao constantes, enquanto
que a impedancia do meio &(t)/u(t) nao é mais constante. Considerando o calibre de
Coulomb e condicoes periddicas de contorno, que permite usar a abordagem do poten-
cial vetor, obtemos uma equacao do oscilador amortecido para a amplitude dos modos
que podem ser obtidas por uma hamiltoniana do tipo Caldirola-Kanai. Com o uso dos
invariantes dinamicos, proposto por Lewis e Riesenfeld, é feito o tratamento quantico do
problema. Encontrando assim, as expressoes para os campos. Por fim, usando os esta-
dos de Fock constroem-se os estados coerentes para o problema e calcula-se as flutuagoes

quanticas.
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3.1 Comportamento classico dos campos

Considerando que o meio possui propriedades dependentes do tempo, o qual é ho-

mogéneo, linear e isotropico, tem-se a seguinte relagao para os campos

—

D=c(t)E, B=ut)H e J=o{t)E, (3.1)

onde €(t), o(t) e u(t) sdo quantidades que representam as propriedades dependentes do
tempo de meio homogéneo e linear. Mais especificamente, a permissividade elétrica () e
a permeabilidade magnética p(t) sdo quantidades complexas, mas nesta abordagem serao
consideradas como sendo reais, isto tem um propédsito, o qual veremos mais a frente.
Assim como no capitulo anterior, para obter a solucao para os campos EeBé
conveniente expressa-los em termos dos potencias. Também vamos considerar um meio
na ausencia de cargas elétricas, com isto, o potencial elétrico ¢ nulo, ou seja, ¢ = 0.
Além disso, usando o calibre de Coulomb V - A= 0, automaticamente tem-se que Aé
transversal. Consequentemente, das equagoes de Maxwell é obtida uma equacao de onda

para A na forma de oscilagbes amortecidas, ou seja,

L) (V- 4) - v24) = - (aw%-f - 5(75)882—7;1) o2

VLA a0 + o) 2~ w2 =0, 32)
Essa equacao permite utilizar o método de separacao de variaveis. Novamente, vamos
fazer uma decomposicao de A(7,t) em termos dos modos @ (7) e amplitudes ¢(t), de
modo que fT(F, t) = >, w(r)q(t), pois estamos considerando a condigdo periddica de
contorno A(Z + @, t) = A(Z,t). Isto resulta em

2

V2, (7) + i—;a,(f) —0, (3.3)
0

dq(t) | £t) +o(t) da(t)
dt? £(t) dt

onde w; é uma constante de separacao que representa as frequéncias naturais dos modos

+wi(ta(t) =0, (3.4)

l, co= 1/\/Eoto ¢ a velocidade da luz em um meio independente do tempo e wi(t) é a
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frequéncia modificada dependente do tempo

w(t) = (D com ¢(t) = L (3.5)

o SO

sendo ¢(t) a velocidade da onda eletromagnética no meio dependente do tempo, ¢(0) = ¢
¢ a velocidade da luz no instante ¢t = 0, analogamente, tem-se £(0) = g e ©(0) = L.
Consideramos que a hamiltoniana correspondente a equagao da amplitude dada por

(3.4), seja dada por

2
_ b se 1 (t) 2 2
H,(t) —25(25)6 + 5¢ e(t)wi“(t)q;, (3.6)

onde ¢, e p; sdo varidveis canonicamente conjugadas, com o momento dado por p;(t) =
e(t)e*® g, e termo de massa dependente do tempo Z(t) = £(t)e*®, sendo X(¢) dado por

_ [Te®)
S(t) = /0 S (3.7)

Das equacgoes de movimento de Hamilton, obtemos

aHl 1 E(t)

v = ——- — - 3-8
qi o, s(t)ple (3.8)
. OH,
D= ot —5(t)62(t)W12(t)Qb (3.9)
que combinadas, resultam em
i = — e ™0 4 Lm0 1) 0 (-9)

€ € € €
. € . o .
G = =4 —w(ha = —d
. &40,
Qi+ ——d+wi(t)a =0 (3.10)

A hamiltoniana total do campo eletromagnético é H = ), H; que corresponde a soma de
todas a hamiltonianas associadas a cada modo de vibragao. Das equagoes (3.7) e (3.6)
notamos que a propagacao da radiacao no meio permanece descrita pela hamiltoniana
dependente do tempo mesmo se as propriedades do meio forem constantes o # 0, o qual
retomamos o caso apresentado no capitulo anterior.

Agora vamos nos concentrar na equagao (3.3), notamos que, mesmo para o caso com
dependéncia temporal dos parametros os modos u; nao sofrem qualquer alteragao, ou seja,
a solucao espacial do potencial vetor permanece a mesma do caso em que as propriedades
dpticas sdo constantes no tempo (como foi discutido no capitulo 2). Considerando que o
campo eletromagnético esta contido em um certo volume cubico V' de lado L de um meio
nao refrativo, os modos satisfazem a condicao de transversalidade V - @;(7) = 0 e formam

um conjunto completo ortonormal. Além disso, supondo a condi¢ao de periodicidade,
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1 (7) pode ser escrito em termos de ondas planas (2.121). Consequentemente, o potencial

A7t L3/2 Z Z ell,ei’k’ "a(t), (3.11)

v=1,2

vetor fica

com ¢;(t) sendo solucdo da equagao (3.4). Logo, é possivel encontrar o campo elétrico E

e magnético B e discutir suas propriedades classicas, que ficam da seguinte forma

o~ S(1)

E(Ft) = 50L3 —73 Z > e ey (), (3.12)

v=1,2

E(F COL3/2 Z Z wl ]{Zl X 6[1, iZkl T (t) (313)

v=1,2

No entanto, sem uma forma explicita para os parametros nao é possivel resolver a
equagao (3.4) e encontrar o comportamento explicito das amplitudes. Consideramos as

propriedades do meio dependendo do tempo na forma

e(t) =eoe™ , u(t) =pwe™™ , o(t) = e, (3.14)
onde 1 é uma constante positiva e £(0) = g, 1(0) = uo, 0(0) = op. Observamos que
a impedancia do meio nao permanece constante, ou seja, £(t)/u(t) = (g0/po)e*”*. No

entanto, para a frequéncia e a velocidade temos
wi(t)=w e c(t)=cp. (3.15)

Assim, a dinamica de cada modo do campo eletromagnético nao muda, pois a
frequéncia natural de cada modo e velocidade sao constantes. Consequentemente, a pro-
pagacao de uma onda em meio dependente do tempo da forma (3.14) pode ser vista como
a propagacao em um meio sem mudanca temporal. Vale salientar que esse resultado
¢ raramente discutido na literatura. Além disso, em Ref [51] mostrou que para a per-
missividade e permeabilidade variando em sincronia, a impedancia do meio permanece
constante, e a propagacao da radiagao em um meio dependente do tempo pode ser vista
como a propagacao no vacuo, onde a frequéncia e a velocidade sao constantes. Contudo,
verifica-se que modelos como o que consideramos tem sido aplicado a varios problemas,
tais como: simulacdo de armadilhas de fons em universo de de Sitter [76, 77|, cavidade
de Fabry-Perot [78, 79], propagacao da luz em espaco curvo [20, 80, 81], em nanoescala e
circuitos mesoscopicos [67, 82]

Agora, substituindo as funcoes na equacao que descreve o comportamento da am-
plitude, ficamos com

G+ n+7)q +wiq =0, (3.16)

onden = /e ey = 0p/eo. Essa equacao representa a equagao de um oscilador amortecido,
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com solucao conhecida, dada por
q(t) = A2 5in (Wit + 8)), (3.17)

sendo A; e §; constantes de integracao a serem determinadas pelas condicoes iniciais e W)

é dada por

2
W2 = w? — (’HTV) com W2 > 0. (3.18)

Assim, a dinamica da amplitude de cada modo é regida pelo movimento de um oscilador
harmonico amortecido. Nota-se que a dependéncia temporal da permissividade traz uma
atenuacao adicional n = £/e na amplitude ¢(¢) do campo eletromagnético. De modo
que temos um meio dielétrico dependente do tempo nao dispersivo (¢ = 0) o qual se
comporta como um meio condutor. Isto tem uma interessante implicagao fisica, pois
dois meios completamente diferentes, um meio dielétrico dependente do tempo e um meio
condutor, sao descritos pela mesma equacao de movimento classica. Esse fascinante efeito
é raramente discutido na literatura. Agora, vamos considerar a hamiltotiana dada por

(3.6), fazendo o uso de (3.14) resultam em

H(t) = e’("ﬂ)tp—l2 + 1(2(’74”’”&?0cuf(1,2, (3.19)
29 2
que representa a hamiltoniana do tipo Caldirola-Kanai [83, 84, 85]. Essa hamiltoniana
tem sido amplamente utilizada na literatura e aplicada a uma variedade de sistemas.
Agora que temos a solugao classica exata para a amplitude (3.17) devido a forma
temporal explicita dos parametros (3.14), consequentemente temos a solu¢ao para o po-
tencial vetor (3.11), uma vez que os modos da solugao espacial ja sdo conhecidos e nao

dependem do tempo. Logo, é possivel encontrar os campos elétrico £ e magnético B,

bem como discutir suas propriedades clédssicas, que ficam da seguinte forma

- e~ ()t

B0 = s 3 X ), (320

v=1,2

—

= +ik-T
B(T,t COL3/2 Z Z wl kl X 61,, (t), (321)

v=1,2

onde usamos p;(t) = goe™G. Portanto, a solucdo cldssica é completamente conhecida
para o meio dependente do tempo variando a uma taxa constante. Observe que para
1n = 0 os resultados reproduzem o caso anterior de uma meio condutor com propriedades

constantes e a impedancia permanece constante para todo o tempo.
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3.2 Quantizacao das ondas eletromagnéticas

Promovendo a amplitude ¢; e o momento p; a operadores que satisfazem a relagao
de comutagao [q;,p;] = ih com p, = —ihd/0q, passamos para um tratamento quantico
cuja dinamica é regida pela equacao de Schrodinger. Para resolver esta equacao usando o
método de Lewis and Riesenfeld [14], considere um invariante que satisfaz a equagao de

Liouville-Von Neumann, com o hamiltoniano (3.6), dado por

L(t) =3 [(ﬁ> + (o — Z(W)pa)? | (3.22)

Pl

onde a funcao real p;(t) satisfaz a equacao de Milne-Pinney [68, 69], ou seja,

£(t) + o(t)

e(t)

pi(t) + pu(t) + wi () = (3.23)

Z(t)p}

A solugao que buscamos é

|¢7ll ’ t> = eiﬂnl (t) ’gbm ) t)? (324)

onde |¢,,,t) sao os autovetores de I(t) com autovalores independentes do tempo A, e

a condicdo de ortogonalidade ¢ satisfeita, ou seja (@n:, t|dn, 1) = dnrn,. A fase By, (t) ¢
encontrada pela equacao

Ay, (t) 0

R — (G t] (iR = F(E) ) (60t (325)

Vale lembrar que resolver a equagao de Schrodinger através do método que em-

pregamos € necessario resolver a equacao de autovalor do invariante a fim de encontrar

os autovetores. Para esse problema é conveniente usar os estados do espago de Fock.

Portanto, é mais simples usarmos a segunda quantizacao introduzindo os operadores de

criacdo e aniquilacdo, a(t) e af(t), definidos por

1/2 ¢ 1
a)=(55) |2+ itom = 2. (3.2

12 - .
af(t) = <2ih> % —i(pp — Z() o) | (3.27)

que satisfazem a relacdo de comutacio [a;(t),a](t)] = 1, tratando-se da quantizacio de

bésons. Assim, o invariante (3.22) é reescrito da seguinte forma

I(t)=nh (a}(t)al(t) + %) : (3.28)
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Das equagoes acima a equacao de autovalor I;(t) é resolvivel exatamente, como no caso
do oscilador independente do tempo com estados do espago de Fock |n;,t). Definindo o

operador nimero N; = alTal tal que N;|ng, t) = ny|ny, t), obtem-se

1
Il(t)|nl,t> =h <nl + 5) |nl, t> (329)
ar(t)|ng, t) = n,%|ny — 1, 1), (3.30)
aj|ni, t) = (mg + 1)Y? g + 1,1). (3.31)

Fazendo uma algebra, considerando a mudanca |¢,,t) — |n,t), na equagao (3.25)

B, (t) = — (n, - %) /0 t mdt’. (3.32)

Com os operadores a;(t) e a)(t) dados por (3.26) e (3.27), a amplitude dos modos

produz

fica

1/2
alt) = (@) pllan(t) + al (1)), (3.3

mw:z(g)“ (5 - iz ) - (5 +izp)at] . 30

A evolucao dos operadores é dada por

dal(t) . 1 8al(t)
que resulta em
d(l(t)l 7
pra _Z(t)pf(t)al(t)' (3.36)
Logo,
a(t) = a(0)e ), (3.37)
e

o P\ e - i
A7 t) = (_> L3/2 Z Z pi(t)en [alu 0)e’ i(Ky-7—Bo, (t)) +af (0)e~ iR 2501@))] .

2
v=1,2

(3.38)
Observe que ficamos com uma dependéncia em p;(t) que é a solucao da equagao (3.23).
Consideramos que a dependéncia temporal do material se comporte de acordo com

(3.14), isto resulta em uma equagao da forma

672(77+’7)t

pi(t) + (n+7)ou(t) + wi (0)p = T (3.39)
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com Z(t) dado por
Z(t) = gt (3.40)

Neste caso, a solu¢do da equagao (3.39) é

e~ (n+)t/2

p(t) = W) (3.41)

onde W; dado por (3.18). Sendo assim, temos

By (t) = — (nz + ) Wit. (3.42)
Sendo assim, a solugao da equacao de Schrédinger associada a este problema é
|f(/}nl7 t) = eii(nl+1/2)Wlt|nl7 t>7 (343)

A solugao geral é |W,t) = > cultbn, t), onde ¢, sado constantes. Considerando as equagoes

ny
(3.40) e (3.41) a evolucao do operador de aniquilagao é
ai(t) = a;(0)e~M, (3.44)

Assim, o potencial vetor fT(F, t) fica com a seguinte forma

o B\ Y2 e—mt/2 &1, T e
Arit) = (2—50> I Z Z UALE @ (0)e BT g (0)e |

(3.45)
onde os operadores q,(t) e al( ) foram reescritos em termos das diregoes de polarizagao,
e obedecem a relacdo de comutacdo [ay(t),al (t)] = 1. Com esse resultado os campos

elétricos e magnéticos sao obtidos derivando essa expressao, que resulta em

L B\ 2 e=(+t/2 e
E(f1) — (g) S zl:;_(wl)m (3.46)

y [(77 ‘g v X ZVVZ> aly(o)ei(EZvF—Wlt) 4 (77 ‘; T ZVV[) aly(o)e—i(E1~F—Wlt):| 7

~ B\ Y2 e=)t/2 wl(;%l X ) o o
Ft) =14 — - PO 7 P) i(kpr—wit) _ i —i(k - Wit)
B =i () 5 5 ) [ e ]

(3.47)
onde /%l:l;l /k;. Esses resultados descrevem a propagagao da onda eletromagnética no
regime quantico em um meio material linear dependente do tempo. Nota-se que os campos

elétrico e magnético caem exponencialmente com tempo, isto é exp[—(n + vt)/2]. Além



Ondas eletromagnéticas em meios dependentes do tempo 58

disso, para n = 0 os resultados coincidem com os que sao encorntrados em Refs. [48, 75].

Para (n+7) = 0, o potencial vetor, bem como os campos elétrico e magnético, reproduzem

os resultados para uma cavidade vazia, ou dielétrica constante; como é esperado.
Calculando os valores esperados da amplitude ¢;, momento p; e as flutuagoes quanticas

no espaco de Fock a partir das equacgoes (3.33) e (3.34), obtemos

(@) = () =0, (3.48)

{af) = hpi (nl + %) , (3.49)

(pi) =h [% + (Zm)Q} <nz + 1) : (3.50)

i 2

(@ = ()~ (@ = st (m+ 3. .51
(Ap)® = (p}) = (m)* = h {pi% + (sz)2] (m + %) . (3.52)
O produto das incertezas, produz
. 211/2 1
(a)(Bm) = h [+ (2] (m+ 5 ) (3,59

que usando (3.41) e (3.40), torna-se

fuwy

(Aq)(Ap) = W (nz + %) . (3.54)

Conclui-se que a relagdo de incerteza é sempre maior do que i/2. Além disso, ela nao
depende do tempo.
3.3 Estados coerentes

Seguindo o procedimento usual para construir os estados coerentes a partir do ope-
rador de aniquilagao [29], temos

o, ) = exp (—%) > s exp i ()] 1) (3.55)

ny

onde ¢y é um nimero complexo arbitrario. Como é bem conhecido, os estados |«, t) sdo

autoestados do operador de aniquilacao a,(t), de tal forma que

CLl‘Oél,t> = Oél(t)|Oél,t>, (356)
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com «(t) dado por
) = ae ™ (3.57)

onde usamos (3.42) para n; = 0. Calculando o valor esperado de ¢; no estado |y, t) produz

2h|ay2\? .

(q) = < > e~ I 26in (W, + &), (3.58)
eoW;

onde & ¢ o argumento do nimero complexo «;. Comparando esse resultado com o da

equagao (3.17) notamos que o centro do pacote de onda do estado coerente segue o mo-

vimento cldssico de um particula. Assim, os resultados corroboram com as ideais de

Schrodinger sobre os estados coerentes [86].

Avaliando as flutuagoes quanticas de ¢ e p; no estado |oy, t), obtemos

(Aa)* = (@) — (@)

(Apl)2 = <pl>

o, (3.59)

[%—F (Zpn) ] (3.60)

Com isto, obtemos a relacao de incerteza na forma

(Ba)(Bp) = . (3.61)
onde usamos (3.40) e a solugao particular (3.41). Comparando as equagoes (3.54) e
(3.61) vemos que o principio de incerteza em estados coerentes é o mesmo para estados
de nimero. Neste ponto é 1til notar que o principio de incerteza nao depende do tempo
explicitamente, mas sim, torna-se grande com o aumento da dissipacao (n+-y). E possivel
observar também que a relagao de incerteza nao atinge o valor minimo. Isto acontece
porque os estados |aq,t) ndo sdo os "verdadeiros’estados de minima incerteza. Esses
sdo os estados comprimidos [87]. Vale salientar que para (n + ) = 0 os estados |y, t)
tornam-se os estados de minima incerteza desde que a hamiltoniana (3.6) e os operadores
de aniquilagio a;(t) e criacdo a)(t) reproduzam os operadores ordinarios do oscilador
harmonico independente do tempo. Por fim, observamos que para n = 0 os resultados

reproduzem aqueles obtidos na Ref. [75].



Capitulo 4

Evolucao adiabatica e nao adiabatica

da onda eletromagnética

Baseando-se no estudo do invariante dinamico dependente do tempo, apresentamos
um abordagem simples e elegante no tratamento classico e quantico da evolucao adiabatica
e nao adiabatica da propagacao da radiacao em um meio material linear e homogéneo com
permissividade, permeabilidade e condutividade variando no tempo exponecialmente com
taxa constante. Do capitulo anterior nota-se que usando a condi¢ao de quantizagao para o
campo eletromagnético, calibre de Coulomb e condicao periddica de contorno, do potencial
vetor resulta em um sistema hamiltoniano dependente do tempo para as amplitudes dos
modos na cavidade. Por outro lado, a evolugao temporal pode ser muito rapida, ou muito
lenta [10]. Em nosso artigo [88], investigamos as evolugoes adiabatica e nao adiabética
governadas por um hamiltoniano dependente do tempo.

Veremos a seguir através do método de Lewis, que para o sistema da radiacao na
cavidade evoluindo adiabaticamente adquire-se um termo extra na fase, essa fase é a que
Berry chamou de fase geométrica [61]. A fase de Berry é um fenomeno quantico, em contra
partida, a versao cldssica recebe o nome de angulo de Hannay [89]. A conexao entre esse
dois resultados tem sido investigada por vérios autores [67, 62, 90, 91, 92]. Além de ser

um interessante tema de investigacoes tedricas, sao observacoes experimentais.

4.1 Abordagem classica da onda eletromagnética

4.1.1 Evolugao nao adiabatica

Considere as equacoes de Maxwell na matéria sem distribuicao de carga para um
meio homogéneo, linear, isotrépico dependente do tempo, onde os campos com resposta

linear sdo dados por (3.1). Diferentemente do caso anterior, considere a abordagem feita
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em [92, 93], na qual o potencial vetor é
A(Ft) = > a(F)Qu(t), (4.1)
com a seguinte mudanca

Q) = e 80wy py = 2 (42)

onde ¢ (t) é continua sendo a amplitude associada a cada modo dentro da cavidade. E
possivel observar que as transformagoes (4.2) sdo candnicas, conforme foi demonstrado
em [64, 94], de modo que geram um link entre o oscilador amortecido e o oscilador gene-

ralizado. Substituindo (4.1) na equagao de onda amortecida do potencial, encontramos

2

o Wor -
Vgul(F) + C—glul(f‘) =0, (4.3)
0
Pq  Edg
Tl + ey + Q?@)Ql =0, (4.4)

onde wq; é a constante de separacao que representa a frequéncia natural dos modos [, cop=
1/\/Eopo é a velocidade da luz independente do meio e §2;(t) é frequéncia dependente do
tempo definida como

) = \/ () - 220 - 51 (45)

wi(t) = C(tgsum ; (4.6)

A evolugao temporal da amplitude ¢ (t), dada pela equacao (4.4), pode ser obtida pela

hamiltoniana classica do oscilador generalizado dependente do tempo, a saber

2

Hi(t) = Q»fét) + %E(t)wf(t)qf + %A(t)(qlpl + pa), (4.7)

onde ¢; e p; sdo as varidveis canonicamente conjugadas. A hamiltoniana total é a soma
da hamiltoniana de cada modo, ou seja, H =), H;.

Consideramos novamente o caso especial em que as propriedades do meio variam
exponencialmente na forma dada por (3.14). Ou seja, que £(t) e p(t) variam assincro-

namente e a impedancia do meio &(t)/u(t) = (go0/po)e*™

nao é constante, vale ressaltar
que este caso de assincronia entre a permissividade e a permeabilidade, com impedancia
dependendo do tempo, ja foi registrada para um tratamento analitico [51]. A substituigao

da relagao (?7?) nas expressoes (4.2) e (4.6) produz

Qut) = e Motg(t) | AO:;—;O C wlt) =wa , ct) = co, (4.8)
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() = \Jw — A3 —nho = Qo (4.9)

De (4.9) vemos que a frequéncia dos modos de amplitude e a velocidade da luz tornam-se
constantes em um meio linear dependente do tempo. Portanto, a luz pode ser vista como
uma propagacao em um meio com parametros independentes do tempo [48, 49].

Das relagoes (3.14), as equagoes da dinamica do problema (4.4) e (4.7) resultam em,
G +ndi + Q= 0, (4.10)

que ¢é a equacao de um oscilador amortecido, e

2

i P 1 1

Hy(t) = e ™21 4+ —emeowdqf + = Mo(ap + piqr)- (4.11)
2¢9 2 2

A hamiltoniana dependente do tempo (4.11) é conhecida como hamiltoniana generalizada

de Caldirola-Kanai [83, 85]. A solucao da equagao (4.10) é

ql(t) = Ale—ﬁt/2 COS(VVlt — 51), (412)

com A; e §; sendo constantes arbitrarias de integracao e

2
Wy = /2, — (g) . WE>0. (4.13)

E possivel observar nas Eq’s. (4.10) e (4.12), que a atenuagao é causada pela permissivi-
dade dependente do tempo n = £/e. Assim, a permissividade dependente do tempo faz
com que surja um efeito de amortecimento similar ao da condutividade. Este efeito tem
sido discutido em Ref.[36]. A dissipagao devida a condutividade em um meio material
nao contribui para a atenuacao dos modos ¢;. Este resultado é interessante, pois, em
geral, o efeito de amortecimento ¢é causado pela condutividade na equagao (4.10). Con-
tudo, veremos mais adiante que a condutividade contribui para a atenuacao da amplitude
dos campos elétrico e magnético, como esperado. Vale salientar que, para n = 0 a ha-
miltoniana (4.11) transforma-se naquela associada ao oscilador harmonico generalizado
independente do tempo, e a equagao (4.10) é convertida na equagao do oscilador com a
permissividade desempenhando o papel da massa.

Uma vez que os modos ; sao conhecidos, dados pela expressao (2.121), e as ampli-

tudes sao conhecidas o potencial vetor f_l'(f’, t) pode ser escrito na forma

e*Aot

A(7t) = N SN aet g ). (4.14)

I v=12

Usando (4.14) bem como as condigbes (4.8) e as expressoes para os campos elétrico e
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magnético em termos do potencial, encontramos

—(n+Ao)t

E(Ft) = i Z 3" et (), (4.15)
v=1,2
B(7,t B x &,)e T (1), (4.16)
v=1,2

Esse resultado representa a evolugao nao adiabatica para os campos elétrico e magnético se
propagando classicamente em um meio dependente do tempo com propriedades variando
exponencialmente em uma taxa constante. Além disso, de (4.12), (4.15) e (4.16) mesmo
quando a condutividade é nula, ou seja o(t) = 0, a amplitude dos campos sao amortecidas
por causa da atenuagao produzida pela permissividade dependente do tempo £(t). Vale
mencionar que para n=0 e g9 = 0, os resultados obtidos tomam formas idénticas aqueles

de ondas eletromagnéticas propagando-se em uma cavidade vazia.

4.1.2 Invariante classico

Invariantes dinamicos dependentes do tempo também sao temas de estudo no regime
classico. A conexao entre eles e a hamiltoniana permite estudar a evolugao temporal de
um sistema hamiltoniano e por isso muito utilizado no estudo de sistemas classicos e
quantico [14, 23, 95]. Para sistemas do tipo (4.11) o invariante dinamico nao trivial [;(t)
deve satisfazer a equagao de Liouville

al oI,

I, H =0 4.17
s ={l, Hi}pp+ —+ a1 ) ( )

onde {, } pp entende-se por parénteses de Poisson. Tal invariante dinamico tem a forma
(67, 92]

Pl

Ii(t) = % { (ﬂ) + [oupr + () (Aopr — ﬂz)QI]2} : (4.18)

com q; e p; satisfazendo os parénteses de Poisson {q;, p;} pp = 1 € pi(t) é um fungao auxiliar

real, que é a solucao da equagao de Milne-Pinney [96]

6—21715

20 (4.19)

pi(t) +npu(t) + Qo ou(t) =

Aqui considere que se p(t) é solucao de (4.19), a solucao da equacao (4.10) pode ser escrita

como [23]
a(t) = prcos[T'(t) — G, (4.20)
com T'(t) dado por

t dt/
T(t) = /0 SO 08 (4.21)
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Agora, a solucao da equagao (4.19) é [97]

e_nt/Q

) = e (4.22)

Consequentemente, usando (5.27) e (4.22) a equagao (4.20) toma a forma
q(t) = Bye /2 cos(Wit — (), (4.23)

onde B; = (g9W})"/? e (; sdo constantes. Note que a solucio (4.12) e (4.23) sdo idénticas,
como esperado.

Intuitivamente para ponderacoes futuras, considere duas novas variaveis dinamicas
complexas (a;, a) a serem usadas ao invés das canonicas (q;, p;) [41, 61]. Aqui a; e a] s@o
o complexo conjugado uma da outra e satisfazem o paréntese de Poisson {a;, a] } pp = —i.
O fator —i é uma consequéncia da natureza complexa de q; e a; [61]. As novas varidveis

sao dadas por
1\ 12 0
a(t) = (ﬁ) {E + i [pipr + €(t) (Nopr — ﬁl)fJZ]} , (4.24)

% 1 12 qi . .
a/(t) = o= = — il +e(t)(Dopr — po)a] ¢ (4.25)
2h Pl
sendo a constante A incluida na nossa abordagem a fim de relacionar as expressoes classicas
e quanticas. Logo, a variavel classica a é adimensional. Em contrapartida, é possivel

inverter (4.24) e (4.25) para obter ¢; e p; em termos de a; e a}, ou seja,

1/2
at) = (3) pla+ao] (4.20)

NS TN N 1 .
ner=i(5) |5+ e = )i - (5 = =)o~ ) ) (8] . (420
Entao, a expressao do invariante (4.18), usando q; e a}, além das relagoes (4.26) e (4.27),

tem a seguinte forma
1(t) = hai (D), (4.28)

o qual tem uma aparéncia intuitiva e mais simples.
Para verificar a evolugao temporal da nova variavel, considere agora que a derivada

temporal de a(t) é

dal(t) Oal(t)
dt ot
Fazendo um célculo direto das equagoes de Hamilton e da equacao (4.7) encontramos

= {a(t), Hi(t)}pp + (4.29)

dal(t) 1
a e (4:30)
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cuja solucao é
ai(t) = a;(0)e™", (4.31)

onde utilizamos a solu¢do particular (4.22). Assim, com a ajuda da equagao (4.22) e

(4.31) é possivel reescrever a expressao (4.26) como
q(t) = Cre "2 (a;(0)e~ ™" + a; (0)e™") (4.32)

onde C; = (h/2e0W;)"/?. A expressdo (4.32) representa outra forma de escrever a solugao
da equagao amortecida (4.10). Assim, o potencial vetor pode ser reescrito em termos de

a(t) e aj(t), ou seja,

- o\ V2 €] 2o o
— _ (n+2A0)t/2 E E lv z(k -F—=W;t) * —i(ky-F—Wit)
ARy = (250‘/) o v= 12 [alv T g, (0)e T TREL
(4.33)

Os campos elétrico e magnético sao, respectivamente, dados por

= FL 1/ elV
E(Ft) = (2501/) WA@WZZ (4.34)

v= 12
2A (7 2A 2

. K"? Jr2 =+ sz) a (0)Frm=it) (_77 +2 2 sz) afu(())e_l(k"’”_w”)} ,
e
3 ho\Y 200)t/2 k?l><€zu N R
B(F, t) =1 (250‘/) —(77+ 0)t/ Z Z |:(11,,(0)€Z( - F—Wit) a;«u(o)e_,( 7 — lt):| ‘

v=1,2
(4.35)

Mais adiante serd visto que esta é uma forma mais conveniente de escrever os campos

elétrico e magnético propagando-se em um meio linear dependente do tempo.

4.1.3 Evolucao adiabatica

Até o momento a solucao obtida para o problema foi exata. A partir de agora serd
discutido o limite assintético adiabatico da equagao auxiliar (4.19). Para tanto, considera-
se o limite em que p; é muito pequeno, assim, os termos de p; na equacao auxiliar podem

ser desprezados, logo,
1 o )1/2 \/7
——=w |l - —— , W = /w AZ > 0. (4.36)
e(t)pi(t) ( 2e(t)w? o

Isso também permite a expansao em que

o
_ T« 4
2w & (437)
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logo,
1 d;
_— = — —
eWp(t) T Ae(t)m
1 Noo

SO0 ' dzm (4.38)

onde foi feito o uso da relagao (3.14). Inserindo esse resultado na equagao (4.30), produz

a(t) = a(0) exp {—i /0 t (wl - 4:;’;[) dt’} | (4.39)

~ t . A .
Nesta expressao o termo yP = fo wdt’ representa a fase dinamica e

t
oH = — / 190 gy, (4.40)

0 460@[
entende-se por fase geométrica que surge em uma evolucao temporal adiabatica a qual

corresponde a variavel angular de Hannay.
Partindo da equagao (4.38) obtem-se

efnt/Z
pi(t) = - (4.41)

l

Assim, desprezando o termo (yoy/4e0w?) em (4.41) e com a ajuda de (4.32), (4.39) e

(4.41), resulta que a evolucao adiabética do potencial vetor /T(F, t) é representada por

— h 1/ el 7o 7 o
A7 1) = e~ (1+280)t/2 E E v [ l[kﬂ*w(t)] *(0)e HhkrT—eu(t)]
(4.42)

com
oi(t) = xP + 0f. (4.43)

Com esse resultado é possivel encontrar os campos elétrico £ e magnético B classicos,

isto é

q o\ Y2 ,
E(it) = (250V> —(77+2A0)t/2zz €

1/12

n+2Ny n00 (B (1)
P _ v O R T—@1
{ [ 5 +1 (w 4€owz>} a;,(0)e

n+2Ny 100 —i(Ry—pu(1))
- — « (0)e T 444
i (= 2 o B

X
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5 h 1/ 2M0)t/2 kl X €ly) iRy
€0

v=1,2

—a;y(o)e—i<'?ﬂ—w<t>>] . (445)

Comparando estas relagoes para os campos elétrico e magnético com aqueles obtidos para
o caso nao adiabatico (Egs. (4.35) e (4.35)) notamos que, contrariamente, a propagagao
de ondas eletromagnéticas dependem aparentemente da fase geométrica 6, que surge a
partir da evolugao adiabatica do sistema e depende do caminho seguido pelos parametros
g, p e o. Vale ressaltar aqui que o padrao de interferéncia em sistemas dépticos estd
relacianado com a diferenga de fase entre os dois caminhos [93, 92]. Assim, o padrao
de interferéncia muda com a existéncia da fase geométrica. Podemos observar que a
amplitude de ambos os campos diminuem com o tempo devido a atenuacao produzida
pela condutividade e permissividade dependente do tempo. A partir da relagao (4.40)
vimos que para materiais dielétricos oy = 0 a fase geométrica desaparece, entao, o carater

de meio material afeta o carater geométrico dos campos elétrico e magnéticos [93, 92].

4.2 Abordagem quantica das ondas eletromagnéticas

Nesta secao abordaremos nossa analise sobre a evolucao temporal no regime quantico,
adiabatico e nao adiabatico, de ondas eletromagnéticas em meios materiais lineares com
parametros dependentes do tempo. Primeiramente iremos discutir a abordagem da qual
utilizamos para encontrar a solucao da equacgao de Schrodinger dependente do tempo,
solucao esta que utilizaremos na construcao dos estados coerentes para a quantizacao da

luz.

4.2.1 Solucao da equacgao de Schrodinger

Para um sistema descrito pela hamiltoniana (4.11) e que admite a existéncia de um
operador hermitiano periédico dependente do tempo fl(t) que satisfaz a versao quantica

da equacao Liouville,

dl, 1. .. 0l
—t = I, H, = 0. 4.4
o el + 5 =0 (4.46)

Que admite equacao de autovalor para Il(t)|¢nl,t)> = Ay, |0n,, t), onde |¢,,,t) forma uma
base completa ortonormal, <¢n;,tl¢m,t> = 5n2nl, e \, sao os autovalores independente do
tempo. A amplitude ¢; e 0 momento p; sao agora operadores conjugados que satiszem a
relagdo de comutagao [§;, ;] = ih com p; = —ihd/dq,. Da teoria do invariante dinamico
desenvolvido por Lewis and Riesenfeld [15], as solugoes da equagao de Schrodinger de-

pendente do o tempo sdo da seguinte forma |¢),,,t) = e ®|p, ), com a funcio de fase
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B, (t) dada por

B (t) 0.
Wl toutl (iny = F1)) o 1) (1.47)

Aqui, observe que fazendo uma comparagao nas Eqs. (4.17) e (4.46) é possivel mudar da
mecanica classica para a mecanica quantica substituindo o colchete de Poisson pelo co-
mutador, ou seja, {I;, H;}pp — (1/ih)[I;, H)]. Como consequéncia, isso é bem conhecido,
a algebra de colchetes de Poisson e comutadores sdo iguais [42, 41]. Entao, seguindo o

mesmo procedimento da se¢ao anterior, verifica-se o operador invariante dinamico

Pl

IORE. { <2) T (o + () (Aopr m)@ﬁ} , (4.48)

que satisfaz a equagao (4.46) com p;(t) sendo solucao da equagao (4.19). Além disso,

reescrevendo as equagoes (4.24) e (4.25) como

a0 = (55) " {24 i+ 0o — il | (1.49)
i = ()" { il + 0o il (4.50)

onde a;(t) e dﬁ(t) sao agora operadores do tipo aniquilicao e criagao, respectivamente,

satisfazendo a relacao de comutacao
[a@i(t), @' (8)] = 1. (4.51)

Aqui, o chapéu serve para enfatizar as quantidades que possuem funcao de operador,
a fim de evitar confusao com as varidveis da abordagem classica. Da mesma maneira,
escrevendo as equagoes (4.26) e (4.27) em termos dos operadores de criagao e aniquiligao,

resulta em

1/2
() = (E) plant) + a0, (4.52)

Bilt) = (2)/ (5 ioon = ) @)~ (5 it hop ) (0] - (433

P P

Com o auxilio de (4.52) e (4.53) que sdao dados em termos de d;(t) e d;'(t), o invariante

~

I(t) fica da seguinte forma

MQZhPNmmo+ﬂ. (4.54)

Observe que esta expressao difere da rela¢ao (4.28) por um fator 1/2. Isso ocorre porque,

ao contréario das varidveis classicas a;, a} e ¢, p, os operadores a;(t) e ciﬁ(t), bem como ¢
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e p, nao comutam.

A partir das férmulas (4.51), a solugao pode ser obtida de maneira semelhante a do
caso do oscilador mecanico independente do tempo. Entao, para resolver essa equacao de
autovalor do invariante, usamos os estados de Fock. Para isso, basta definir o operador
numérico hermitiano N; = d,'d; de modo que Ning, t) = my|ng, t). Assim, escrevendo
|pn,, t) = |ny, t), tem-se

WOty = h (n ; %) 1,8, (4.55)

()|, t) = n,%|ny — 1, 1), (4.56)
[, t) = (g + 1)y + 1,1). (4.57)

A fase 3,,(t), calculada pela equagao (4.47), produz

Bo(t) = — (nl + %) /0 t W;%(t,)dt’. (4.58)

Com o uso das equagoes (3.14) e (4.22) esta relagao torna-se

By (t) = =W, (nl + %) t. (4.59)

Assim, podemos representar a solugao da equagao de Schrodinger dependente do tempo

como
[, t) = P ® |y 1), (4.60)

A solugao geral é dada por |, t) = > ¢p|thn, t), onde os coeficientes ¢,; sdo constantes.
ny

Portanto, as equagoes (4.22), (4.59) e (4.60) representam a solu¢ao exata para o oscila-
dor generalizado dependente do tempo descrito pelo hamiltoniano (4.11), que governa a

dinamica das amplitudes dos modos.

4.2.2 Evolugao nao adiabatica

Analisamos entao, a evolucao nao adiabatica da luz no regime quantico, para o
meio dado pelas expressoes (?77). Ao fazer isso, procedemos como na segao anterior,

primeiramente consideremos a derivada no tempo do operador ¢,;(t) dada pela expressao

day(t) 1. A day(t)
== H . 4.61
= plat), )]+ — (4.61)
A partir da qual encontra-se
day(t ’
at) _ i), (4.62)
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e com ajuda de (?77) e (4.22) torna-se
ay(t) = d;(0)e~"M, (4.63)

Assim, podemos expressar o operador potencial vetor X(F, t) em termos do operador d,(t)

e d;'(t) como

—

- h 1/2 1 T o
A(rit) = 6_(77+2A0)t/2 v |:d (0 ez(kz'T—Wzt)
(7,1) (ngv) El:;% 7 L (0)

+af (0)e iR (464)

Nesta expressio, escrevemos os operadores d(t) e @) (£) em termos dos modos de direcdes
de polarizagao, que agora temos [ay, (1), &ZTV(t)] = 1. Entao, os operadores campos elétrico

E(7,t) e magnético B(F,t) tomam a forma

L B\ Y2 em(t200)t/2 &,
fro - (1) Y Y
280 L / . I/I/l

v=1,2
2A (K
(77 +2 =+ z’Wzt> G, (0) e’k 7=
2A O
+ (’7 +2 0_ Z'VVz) aL(O)e—“kl'T—Wl”] , (4.65)

o
—
!

~
SN—

|

. h 2 7(n+2Ao)t/2Z Z (El X gll/) [ (O) i(ky-T—Wit)
=1 e —————a;,(0)e
250V : v

v=1,2

—af, (0)e T | (4.66)

Nota-se que os operadores do campo elétrico e do campo magnético decrescem expo-
nencialmente com o tempo devido a dissipacao de energia eletromagnética produzida pela
condutividade e pela permissividade dependente do tempo. Além disso, para (n+2A,) = 0
o operador potencial vetor e os operadores dos campos elétrico e magnético reproduzem
as expressoes para os campos dentro de cavidades vazias, como esperado.

Calculando agora o valor esperado de ¢; e p; no espago de Fock encontramos

(@) = (pr) =0, (4.67)

(G7) = hp} (nz + %) , (4.68)

() = |+ 0= o] (), (169)
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donde .
(Aq)* = (G7) — (@) = hpi (nz + 5) , (4.70)
2 .9 1\ 2 1 ) 2 1
(Ap)™ = (pi) — (B)” = h 7t [e(h = Rop)”| i+ 35 ) (4.71)
!
Portanto, a relagao de incerteza é expressa como
i 1
mgmmo:hh+kmm—Awm%m<m+§>. (479)

Note que para v = 0 e 09 = 0 a relagao acima reduz aquela do oscilador harmonico
conhecido.

4.2.3 Evolugao adiabatica

Para obter as solugoes para os campos em uma evolucao adiabatica da propagacao
de ondas eletromagnéticas no meio variavel no tempo, utilizaremos o procedimento feito
na segao anterior. No entanto, substituindo as variaveis de dinamica cléssica (a;,a;) pelos

operadores (ay, d;) e usando (4.42) o operador potencial /T(F, t) fica dado por

- no\ /2 5 o
A7, t) = —(77+2Ao)t/2§ E : v [ , ik 7} (t))
(T’ ) (250‘/) ‘ l \/—wl “ (O>€

v=1,2
+a}V(0)e—i<W-<Pi<t>>] , (4.73)
onde

pi(t) = x; + 17, (4.74)

com Y# dado por

t

= [ 17 gy 475
P o (4.75)

A relagao (4.75) corresponde a fase de Berry (quéantico) e ela é igual a angulo Hannay
(cldssico), veja Eq. (4.40).

Os operadores de campo elétrico e magnético também sao escritos como

- B 1/2 )
EWH(M)NMMZZ%
l l

v=1,2

Ui 27 . Nnoo i(ky-7— o) ()
y O KT (pl
x{{ +z<w— ) l)}al()e

2AA (Rt
N {77 +2 0 (w— 170 )} ah(O)e‘“’”"”‘W”}, (4.76)

450@1
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P PN 2o/ Z Z (ki x éy) [ (0) i(Ry— ) ()
Pt =i e —— |a(0)e
’ 2e0V l V@ :

v=1,2

—a} (0)e  FTAW | (4.77)

Assim como no caso classico, os campos elétrico e magnético sofrem a atenuacoes por
um fator exp[—(n + 2A¢)t/2]. Fazendo um comparativo das solugdes cldssicas, dadas por
[(4.35),(4.35),(4.44),(4.45)], com as solugoes quanticas [(4.65),(4.66),(4.76),(4.77)] nota-
se que as expressoes adiabaticas e nao adiabdticas para os campos elétrico e magnético
sdo praticamente idénticas. Com uma tnica diferenca, as varidveis classicas (a;, a;, q;, pl)
satisfazem a dlgebra de Poisson e (a, a', §;, ;) sao operadores que satisfazem a algebra nio
comutativa. Portanto, a propagacao quantica da luz neste meio linear variavel no tempo
pode ser obtida a partir do cléssico e vice-versa simplesmente substituindo (a, a', , pr, ¢})
por (a;,al,q,pi, 1) nas expressoes para os campos elétrico e magnético. Observamos
também, que os resultados (4.40) e (4.75) concordam com aquele da Ref. [92], que foi
obtido por meio dependente do tempo a partir de uma abordagem diferente.

Para encerrar esta secao, destacamos que as fases dinamica e de Berry podem ser
obtidas a partir da chamada fase de Lewis f3,,(t). Fazendo a substituigao de (4.38) em

(4.58) obtemos
— 1 ' 190 /
B (t) = = (nz + 5) /0 (w — 4€0wl> dt', (4.78)

Na expressao acima o primeiro termo corresponde a fase dinamica e o segundo termo a

fase de Berry. Sendo assim, o angulo de Hannay é dado por [90, 63]

1 N0
(+3) (%)

4.2.4 Estados coerentes para ondas eletromagnéticas

0

“om

100
460@5

=2 (4.79)

Os estados coerentes para sistemas quanticos descritos por hamiltonianos dependen-

tes do tempo como (4.11) sao dados por

lu, ) = exp (-%) 3 (Efl‘f;f/? exp [y (1)] |10, ), (4.80)

ny

onde «; é um numero complexo arbitrario. Os estados |a,t) sdo autoestados de a;(t)
al\al,t> = ozl(t)|ozl,t), (481)
com «(t) dado por

o(t) = a;(0)e?H®, (4.82)
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sendo

I 1
50:—5/0 WCIT- (4.83)

Entao,

(o, tlglag, t) = \/gp <al,t| (&e2iﬁo(t) + @*e‘wﬂ(t)) \al,t>

(u tlglon, ) = (2h]a)?p®) " cos(—2B0(t) + 6), (4.84)

onde o = |afe . ou seja,

(@) = (2hlouf*p?)""* cos (/0 #;(t,) + 6) , (4.85)

onde §; é o argumento do nimero complexo ;. A partir dessa expressao, vemos que 0
valor esperado de ¢; nos estados coerentes corresponde as solucoes classicas para o sistema
descrito pelo hamiltoniano (4.7) como esperado. Os resultados (4.97) e (4.85) concordam
com os obtidos na Ref. [92].

Além disso, encontra-se

7 =50 (o)’

h
¢ = 5/)2 (a® + aad’ + a'a + (a')?)

h
¢ = 5p2 (14 a®+2d'a+ (a')?), (4.86)
de onde podemos obter

h | |
<O“q2‘0¢> — 5p2 (1 + a2€4zﬂ0(t) + 20 + (a*)26—4z,80(t))

h . .

<a|q2|a> = §p2 [1 -+ ’CY|2 (61(*2ﬁ0(t)+5) + 6*1(*2ﬁ0(t)+5))2]
h

{a|¢?|a) = 5,02 [1+ |al? cos®(—2B,(t) + 0))] - (4.87)

Portanto, "
((Aq)?) = (¢*) = ()" = 3" (4.88)

Para calcular os valores esperados do momento tem-se

a_aT:\/%iQ[pp—E(,b—Ap)Q]

p= g [—% (a—a')+e(p—Ap) (a+dl)], (4.89)
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logo,
h U ity o —2ifo(t)
(alpla) = §<a| [ ~5 (ce® ) — om0l (4.90)
+e (p— Ap) (ae?® 4 qre=2hol1) } ). (4.91)

Resultando em,

{(alpla) = \/2h|al? [%sen(@(t) +9)+e(p— Ap) cos(e(t) + 5)} : (4.92)

Para calcular o desvio, ainda deve ser feito;

p = b ) =i G 8 (o) o)

(a + aT) (a — aT) ] +e2(p— Ap)*(a+ aT)z}

P =g | 0= o2 [ 20 (o= a2k Ao 2
2 {p—lz +&%(p — Ap)2] a'a + {—% — 2% (p— Ap) +&*(p— Ap)Q] (aT)2 } (4.93)
Portanto,
(&%) = () = 0 = 5 | + - Mo (4.99

Agora, os célculos das flutuagoes quanticas Ag, e Ap; nos estados |y, t) produzem

(Ba) = (@) —{a) = ort, (4.95)
(BmP) = )= =5 | + = Ao (4.96)

Portanto, para os estados coerentes a relacao de incerteza tem a seguinte forma

(da)(Bp) = T {1+ Elp — Ao} (1.97)

Observe que (4.97) corresponde exatamente ao minimo valor de (4.72), e que os estados
coerentes nao sao os estados de minima incerteza. Tais estados sao conhecidos como
estados comprimidos [98, 99, 100]. Também observamos que para v = 0 e g9 = 0 a
relacao de incerteza acima torna-se idéntica ao caso do oscilador independente do tempo,

conforme esperado.



Capitulo 5

Luz em meio dielétrico e campo

escalar em um espaco-tempo de de
Sitter

A similaridade entre o comportamento de sistemas fisicos que possuem a mesma
descrigao matemética ¢ uma assunto de muito interesse na fisica tedrica, pois permite o
entendimento de diferentes fenomenos a partir de dedugoes similares. O contetido presente
aqui por si sO ja justifica esse argumento. Uma vez que o estudo da propagagao de
ondas eletromagnéticas em meios materias possui uma estreita semelhanga com o oscilador
harmonico amortecido. Isso acontece em geral na fisica pois as equacgao tende a repetir
suas caracteristicas em niveis mais fundamentais, trazendo sempre mais informagdes sobre
os fundamentos da natureza.

Vale ressaltar aqui que a propagacao da luz em um meio dielétrico com propriedades
dependentes do tempo e a propagacao de um campo escalar no espaco de de Sitter, sao
temas de diferentes areas da fisica, optica e cosmologia, respectivamente. Uma varidade
de trabalhos tém sido publicado sobre a propagacao da luz em um meio dielétrico como
este [45, 36, 92, 88]. Bem como, o comportamento cldssico e quantico da propagagao do
campo escalar neste espago-tempo [17, 20, 80].

Estimulados por esses assuntos encontramos uma interessante semelhanca entre a
propagacao da radiagdo em um meio com permissidade elétrica variado exponencialmente
com tempo e a propagacao do campo escalar no espago-tempo de de Sitter [101]. Mos-
tramos que ambos o fenomenos sao descritos por hamiltonianas muito similares, conse-
quentemente tém a mesma estrutura matematica. Entao, usando o método do invariante
e estados do espaco de Fock, encontramos a solucao da equacao de Shrodinger para o
operador hamiltoniano associado ao campo escalar e escrevemos a solugao em termos da

equacao nao linear de Milne-Pinney.
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5.1 Luz em um meio dielétrico dependente do tempo:

analise classica

Nesta secao sera abordado o comportamento classico da propagacao de ondas ele-
tromagnéticas em um meio com &(t) e g, com as relagoes para os campos dadas por
D =¢(t)E e B = poH. Considerando que a permissividade do meio possui um compor-

tamento exponencial e a permeabilidade é constante [36], ou seja,
e(t) = goe™, (5.1)

onde 7 é uma constante positiva e €(0) = g9. Esse modelo de dependéncia temporal
para a permissividade é muito conveniente aqui, como sera visto mais adiante ela permite
fazer uma conexao direta com o espaco-tempo de de Sitter. Além disso, é aplicavel a
vérios problemas em espago-tempo curvo [81, 20, 80]. Particularmente, na simulagao de
armadilhas de fons em de Sitter [76, 77]. E interessante lembrar que na presenca de um
campo gravitacional (espago curvo), as equagoes de Maxwell sao modificadas e o campo
gravitacional desempenha o papel de um meio dielétrico com permissividade elétrica e
permeabilidade magnética do meio dependendo da geometria [102].

Por simplicidade escolhemos o calibre em que o divergente de Aé nulo, uma vez que
as equagoes de Maxwell sao invariantes por transformacao de calibre. Com isso, sabe-se
que o potencial vetor é puramente transverso e fica agora governado pela seguinte equagao

S -

V2A — /L()&aa—ftl — Mo&aa—tf = 0, (52)
onde o ponto indica derivada total com relagao ao tempo. Observe na equagao que
governa o potencial vetor tem a forma de uma equagao de onda com amortecimento,
devido exclusivamente a dependéncia temporal da permissividade.

Novamente, considerando condigoes periddicas de contorno que permitem escrever o
potencial vetor em uma expansao de modos e fazendo uma separacao de varidveis devido

a forma de (5.2), os modos da cavidade sao

Aty =Y a(®alt). (5.3)

Ao substituirmos A(7, t) na equacao de onda amortecida (5.2), determinamos

2

V2i,(7) + ‘;’—;a,(f) —0, (5.4)
0
82% 3 aql 2
Fr) + ot +wj (t)g = 0, (5.5)

onde wy; é a constante de separa¢ao que representa a frequéncia natural, co = 1/ (uoeo)l/ 2
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é a velocidade da luz em t = 0 e w;(t) é a frequéncia modificada dependente do tempo,

definida como

() = A0 (5.6)

Co

com c(t) = 1/+/poe(t) sendo a velocidade da luz no meio dependente do tempo; note que

wi(0)=wp,. Agora, é facil verificar que a equacao (5.5) ¢ obtida de

Hi(t) = 5P 4 Se(ted (a7, (5.7)

onde ¢ e p; sdo varidveis dinamicas conjugadas. Usando (5.1) na equagao (5.5) com o
auxilio de (5.6), resulta
G+ ng + e Mwya = 0. (5.8)

A solugao desta equagao é conhecida [36, 81] e é dada por

2 2
() = 2 [ag, (2w o py; (2w}, (5.9)

onde J; e Y] sao as fungoes de Bessel do primeiro e segundo tipo, respectivamente, e A e
B sao constantes.

Considerando a luz em volume cibico V' em um meio nao refrativo, o conjunto
1, (7) satisfaz a condic¢@o de transversalidade V - () = 0 e forma um conjunto completo

ortonormal. Assumindo a condi¢ao de contorno periddica na superficie resulta em
iy, (F) = L32eFhure, (5.10)

onde L = V1/3 ¢ a aresta do cubo, |kj| = wy/co é o vetor de onda, e &, é o vetor
unitario de polarizagdo (v = 1,2), o qual deve ser perpendicular devido a condigao de

transversalidade. Entao,

A7 t) = L3/2 Z 3" enet 1), (5.11)

v=1,2

sendo o comportamento de ¢;(t) dado por (5.8). Portanto, este resultado fornece uma
descricao classica da propagagao da luz em um meio dielétrico linear com uma permissivi-
dade variavel no tempo exponencialmente crescente, uma vez que o calibre de Coulomb ¢é
satisfeito, os campos elétrico e magnético sao dados por E=-0A /Ot e B=VxA Além
disso, partindo das Egs. (5.9) e (5.11), nota-se que o potencial vetor decai proporcional-
mente ao fator exp(—nt/2). Essa atenuacao no potencial vetor é devido & dependéncia
temporal da permissividade elétrica (ver Eq. (5.5)) [36]. E importante ressaltar que
para ¢ constante, o hamiltoniano (5.7) se reduz ao do oscilador harménico padrao com a
permissividade ¢ desempenhando o papel da massa do oscilador mecanico. Consequente-

mente, todos os nossos resultados anteriores coincidem com aqueles da propagacao da luz
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em cavidades vazias.

5.2 Campo escalar classico em um espaco-tempo de
de Sitter

Para iniciar a anéalise do comportamento classico de um campo escalar em um espago-

tempo de de Sitter, considere o elemento de linha dado por,
ds® = —dt* + *™'dz?| (5.12)

onde Hj é a constante de Hubble independente do tempo. A densidade lagrangeana para
um campo escalar real ®(Z,t) é dada por [20, 80, 103]

1 1
L= —ig“'jaucbal,q) - 5m2<1>2, (5.13)

onde m é a massa do quanta do campo. Assim no caso do campo vetorial também é

possivel decompor o campo escalar em termos dos modos ¢y (t) e amplitude vi (%) tal que
O(Z, 1) =Y vp(@)dn(t) (5.14)

onde

o (Z) = —=¢" , U (T) = —=e , 5.15
sao normalizados em um volume finito V. Seja o campo ®(Z, t) uma quantidade complexa,

tal que é possivel separar a parte real e a parte imaginaria de ¢y (t) como

1

V2

que permite obter para cada modo k e 7 a acao

5=y Y [ dmrario —iel) (5.17)

E j=1,2

Pk (1) (6k +10%), (5.16)

onde wy ¢ uma frequéncia dada por [104]
Wi(t) = m? + ke 2Hot, (5.18)

Doravante, sera adotado que k denota o par k,j. Esse abuso de linguagem nao trara
nenhum prejuizo para essa andlise, pois da Eq. (5.17) nota-se que os modos k e j sao

independentes e podem ser tratados separadamente [20, 80]. Entdo, a partir da expressao
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da agdo (5.17), o hamiltoniano obtido para cada modo k é

2
Ty,

Hy=—%_
" 2a3(1)

+ %a?’(t)wz(t)gbi . a(t) = et (5.19)

onde
T — CL3(t)Q'5k, (520)

é o momento conjugado generalizado. Usando a hamiltoniana (5.19) prontamente se

obtém a equacao classica da dinamica do modo ¢, escrita como
b1 + 3Hody + wiey, = 0. (5.21)

A solucao desta equacao é conhecida e dada por

1/2
e
ou(t) = (E> o~/ O (), (5.22)

onde H? ¢ a funcao de Hankel do segundo tipo com

9 m2\"? k
v = <é_l — %) , 7= —e ot (5.23)
0

Sendo assim, as func¢oes do modo e da amplitude tem comportamento explicitamente

conhecidos, é possivel escrever o campo escalar ®(Z,t), das Eqgs. (5.14), (5.15), como
1 .
O(Z)t) = — kT (t), (5.24)
V ;

com ¢ dado por (5.16). Das equagoes (5.16) e (5.24) notamos que o campo escalar
também sofre uma atenuagao, que é proporcional a exp(—3Hgt/2).

Fica evidente que o formalismo matematico para descrever a propagacao do campo
eletromagnético classico ao longo de um meio dielétrico linear com uma permissividade
elétrica variavel no tempo aumentando exponencialmente e a propagacao de um campo
escalar classico no espaco-tempo de de Sitter sao idénticos. Nos dois casos, o potencial
vetorial JLT(F, t) e o campo escalar ®(7,t) sdo descritos pelos modos e amplitudes, veja as
equagoes (5.11) e (5.24), onde as equagdes de movimento para as amplitudes (ou seja,
(5.8) e (5.21)) sao regidas por hamiltonianas semelhantes, isto é, Eq. (5.7) e Eq. (5.19),
com as fungoes para os modos sendo do tipo ondas planas, equagoes (5.10) e (5.15).
A correspondéncia fica evidente pela seguinte analogia: 7 <> &, €(t) <> a(t), ¢ < ¢
e ) ¢ wy. Destacamos também que a devida correspondéncia entre £(t) <> a(t) e a
atenuacao de ®(Z,t) (ver Egs. (5.22) e (5.24), infere que o background de de Sitter atua
como um meio dielétrico dependente do tempo na propagacao do campo escalar. Por

outro lado, os dois sistemas nao sao completamente equivalentes, uma vez que as relagoes
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de dispersao, equagoes (5.6) e (5.18) sao diferentes, sendo algo inerentes a cada sistema
fisico, e consequentemente os modos de amplitudes tém comportamentos diferentes. Onde

a evolucao dinamica ¢ determinada pela relacao de dispersao.

5.3 Campo escalar quantico em um espaco-tempo de
de Sitter

O objetivo desta secao é apresentar uma analise da propagacao do campo escalar
quantico no espaco-tempo de de Sitter. Sendo assim, a finalidade é encontrar a solucao da
equacgao da dinamica quantica, ou seja, a solucao da equagao de Schrédinger dependente

do tempo associada a hamiltoniana (5.19). Deste modo, é necessério resolver
.0
Hp|W t) = zhamf, t), (5.25)

onde o modo da amplitude ¢, e 0o momento generalizado 73, sao operadores canonicamente
conjugados que satisfazem a rela¢do [pp, 7] = thdpy com 1 = —ihd/0¢. Como ja é
de praxes aqui, a solucao pode ser obtida diretamente do método do invariante dinamico
de Lewis e Riesenfeld. Sendo assim, dado um operador hermitiano Ix(t) associado aos
modos k que satisfaca a equacao de Louiville-Von-Neumann

dly 1 0l

—r = sl Hil + 5 =0, (5.26)

a solucao desejada ¢ escrita em termos dos autoestados ortonormalizados |¢,, ,t) do ope-

rador invariante I (t)|dn, , 1)) = An,|dn,, 1) € as fases 5, (t) como

[y, t) = PO, ). (5.27)

Os autovalores A, nao dependem do tempo e as fases 3, (t) sdo encontradas por meio de

0
dt Zh@ — Hk(t)

Drys t> ; (5.28)

com a condicao de ortonormalidade (gbngﬁ, t|pn,, t) = Ons n, Sendo satisfeita.

Para o hamiltoniano (5.19) o invariante quadrétido é dado por

Ii(t) = % [(%) + [prme — a3/5k¢k]2] ; (5.29)

onde pg(t) é uma fungao do tempo que satisfaz a equacao de Milne-Pinney, ou seja,

e—GHot
pr(t) + 3Hopr(t) + wipr = i (5.30)
k
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A solugao dessa equagao pode ser escrita como [20, 80]

7'(2

1/2 1/2
pk(t) = a,*3/2 Aon(Z) + B()NE(Z) + 2 (A()BO — m) JV(Z)NZ,(Z)] s (531)
0

onde J, e N, sao funcoes de Bessel e Ay e By sao constantes reais.
Para encontrar os autoestados do invariante I;(t), é conveniente introduzir os ope-

radores de criagio e aniquilagio b} (t) e by(t) definidos por

1\ /2 e 1
bk(t) = (%) _E + Z(,Okﬂ'k - a?’pk(bk)_ y (532)
INY2T . . q
bl (t) = <§i> % — i(prTr — a3pk¢k>_ : (5.33)
com
k(). (1)) = 1. (5.34)
Com esses operadores, o invariante (5.29) pode ser fatorizado como
t 1
I (t) = h b (t)be(t) + 5| (5.35)

Usando (5.34) e (5.35) a equacao de autovalor para I;(t) pode ser resolvida exatamente,
pois o problema fica idéntico ao caso do oscilador harmonico independente do tempo,
fazendo uso dos estados de Fock |ng,t). Logo, define-se o operador de niimero por N, =

bzbk, que é hermitiano, de tal modo que Ni|ng,t) = ng|ng, t), isto resulta em

L(t) =k (Nk + %) | (5.36)
L) t) = h (W + %) I, ), (5.37)
be(t) |k, ) = my*ny = 1,2), (5.38)
bl ng, t) = (ni + 1)V2|ng + 1,1). (5.39)

Fazendo a mudanga ¢y, ,t) — |ng,t) no célculo da fase dada por (5.27), resulta em

) == () [ t e

Portanto, as solugoes da equacao de Schrodinger (5.25) podem ser escritas como

|¢nk ) t> = eiﬂnk ® |nk) t>a

(5.40)

(5.41)
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com f3,, (t) dada por (5.40). A solucdo geral é |, t) = > ¢, [¥n,, 1), onde os coeficientes
ng

sao constantes.
Agora, de (5.32) e (5.33) resulta em

Cn,

1/2
o) =(3)  plon(e)+0lc0) (5.42)

Logo, fazendo uso das equagoes (5.14), (5.15) e (5.42) o campo escalar ®(Z,t) pode ser

reescrito na forma
O, 1) = —= > pilt) [Pty () + e BTl (1) (5.43)

com pi(t) sendo dado pela equacao (5.30). Portanto, as expressoes acima representam o
operador campo escalar quantico no espaco-tempo de de Sitter.
Com isso, é possivel calcular os valores esperados de ¢y (t), mx(t), suas variancias e

o respectivo principio de incerteza no estado |ny,t). Usando as equagoes (5.38) e (5.39),

encontramos
(Ie) =h (nk + %) , (5.44)
(Pr) = (mk) = 0, (5.45)
(0%) = hpi, (nk - %) : (5.46)

() = h Bﬁ + (a3pk)2} (nk + %) : (5.47)

Sendo as flutuagoes quanticas dadas pela variancias que sao expressas como

((80) = (68) ~ (0n)* =it (me+ 3 ). (5.48)
(Am ) = (o) = (m)? = 1|+ @] (et 5). (5.49)

de modo que a relacao de incerteza pode ser escrito como
(A¢k)(Aﬂk) =h [1 + (agpk,dk)ﬂ 1/2 (nk + %) . (550)

onde a(t) = et e p;, é dado por (5.31).

Resumidamente, é valido destacar que o comportamento quantico da propagacao
da radiacao em um meio dielétrico com permissividade dependente do tempo e crescendo
exponencialmente pode ser tratado com o mesmo procedimento. Como mostramos na

secao anterior, a estrutura matematica para os dois sistema ¢é idéntica.
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5.4 Estados coerentes para o campo escalar quantico

Os estados coerentes do hamiltoniano (5.19) sao

o, £) = exp (—%) 3 (S;j;T/Q ex [ifn, (1)) |1, ) (5.51)

onde ay, é um nuimero complexo arbitrario. Esses sdo autoestados do operador by (t),
bk]ozk,t> == ak(t)|ozk,t>, (552)

com os autovalores ay(t) dados por

o (t) = age®Pot, (5.53)
onde
)= [ (554
= —— T. .
" 2 Jo a®(7)pi(7)
As flutuagoes quanticas de ¢y, e 7, nos estados coerentes |y, t) sdo
2 2 2 _ Doy
(Age)) = (o) — (k)" = §pk> (5.55)
2 2 2 N1 3.2
(Ame)7) = (m) — (m)” = 5 2t (a*pi)"| (5.56)

logo, a relacao de incerteza fica

2

h .

Nota-se que esses estados nao sao os de minima incerteza para as flutuacoes quanticas do
campo escalar, tais estados sao os estados comprimidos. Por 1ltimo, vale a ressalva de que
é possivel depreender esses mesmos resultados para as ondas eletromagnéticas seguindo a

analogia que verificamos e foi comentada na segunda segao.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Concluimos este trabalho com resultados satisfarios de uma ampla pesquisa tedrica, a
qual resultou em artigos publicados em revistas internacionais. Destes artigos, dois deram
origem aos capitulos 4 e 5, respectivamente, sobre a evolugao temporal adiabatica e nao
adiabatica da propagacao de uma onda eletromagnética em uma meio linear dependente
do tempo [88] e 0 outro sobre luz em um meio dielétrico e campo escalar no espago-tempo
de de Sitter [101]. Vale ressaltar que o capitulo também baseia-se em um manuscrito
submetido para publicacao. Ou seja, esses resultados revela as contribuicoes da pesquisa
realizada para o desenvolvimento do tema desta tese. Além disso, abordagem empregada
possui solucao geral para o campo eletromagnético em um meio homogéneo, linear e
dependente do tempo com resposta linear que pode ser diretamente utilizado em trabalhos
futuros.

Em nosso estudo sobre método de invariante dinamico de Lewis e Riesenfeld inves-
tigamos um ampla variedade de artigos sobre o tema em diversas areas da fisica. Em
especial, estudamos oscilagoes que representa um assunto de muito interesse devido este
ser um movimento predominante na natureza. Além disso, o campo eletromagnético tem
uma fungao ao muito importante nos processos da natureza (eletromagnetismo, formagao
de dtomos, moléculas etc) e se propaga por todo o espaco. O qual vimos como uma onda
oscilatoria que pode ser entendida como osciladores, movimento harmonico. Finalmente,
nota-se que no formalismo utilizado aqui para um meio material a permissividade elétrica
equivale a massa de um oscilador, uma vez que esse meio também possui condutividade,
temos um oscilador harmonico com massa dependente do tempo.

No capitulo 3 analisamos o comportamento classico e quantico da propagacao de
uma onda eletromagnética em uma cavidade preenchida com matéria, onde consideramos
esse meio como sendo homogéneo, isotrépico e linear, com propriedades dependentes do
tempo. Usando o calibre de Coulomb e condigoes periddicas de contorno mostramos que os
modos do campo eletromagnético sao osciladores harmonicos amortecidos. Considerando
que as propriedades do meio variam exponencialmente a uma taxa constante, encontramos
que a velocidade da luz nesse meio nao muda com o tempo e que a frequéncia também é

constante. Entao, usando o método do invariante construimos os operadores de criacao e
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aniquilacao e usamos o espaco de Fock para encontrar a solucao da equacao de Schrodinger
associada a nosso problema. Vimos que devido a dependéncia temporal da permissividade,
as amplitudes dos campos sofrem atenuacoes, bem como da condutividade. Na auséncia
de dissipacao n 4+ v = 0, nosso resultado reproduz os caso trivial de uma cavidade vazia.

No capitulo 4 apresentamos uma abordagem mais elegante para estudar a evolugao
adiabatica e nao adiabatica da propagacao da luz no regime classico e quantico usando o
calibre de Coulomb e condigoes periddicas de contorno. Assumimos que o permissidade e
permeabilidade variam assincronamente, e, juntamente com a condutividade, elas variam
exponencialmente no tempo com uma taxa constante. Com isso, encontramos solucoes
exatas para nosso problema. Além disso, unificamos o processo de adiabatico e nao
adiabatico no contexto classico e quantico usando os invariantes dinamicos. Fizemos uma
conexao direta entre a fase de Berry e o angulo de Hannay. A partir dos invariantes
encontramos os estados de Fock, a evolucao temporal e construimos estados coerentes.
Calculamos as flutuagoes quanticas e encontramos a relagao de incerteza. Analisamos
também o caso limite para permissividade e permeabilidade constantes e condutividade
nula os resultados se reduzem aqueles de uma cavidade simples (propriedades constante)
discutida no livro texto de optica 77.

No capitulo 5 analisamos o comportamento da propagacao luz em meio dielétrico
com permissividade crescendo exponencialmente e a propagacao de um campo escalar no
espaco-tempo de de Sitter. Notamos que esses dois sistemas fisicos exibem a mesma a
estrutura matematica para a amplitude e podem ser descritos por hamiltonianos similares.
Além disso, notamos que o espago-tempo de de Sitter equivale a um meio dielétrico
dependente do tempo para a propagacao do campo escalar. Sendo assim, usando o método
do invariante construimos os operadores de criacao e aniquilacao e o estados do espaco
de Fock, resolvemos, entao, a equacao de Schrodinger associada a dinamica quantica do
campo escalar neste espago-tempo e escrevemos as solugoes em termos da solucoes da
equacao nao linear de Milne-Pinney. Construimos os estados coerentes e calculamos as
flutuagoes quanticas para a amplitude dos modos e para o momento, bem como a relacao
de incerteza.

A perspectiva é que este trabalho possa ajudar estudos futuros sobre a propagacao
de ondas em meios materiais com parametros que depende explicitamente do tempo. Em
nossa abordagem consideramos que as propriedades épticas sao fungoes reais do tempo.
No entento, essas podem ser fun¢oes complexas e isto acarreta em um hamiltoniano nao
hermitiano. Por outro lado, sistemas que nao apresentam hermiticidade tém sido estu-
dados amplamente desde de o seminal trabalho de Bender sobre espectro real de energia
para hamiltonianos ndo hermitianos [59]. Nos quais realidade dos autovalores do opera-
dor é garantida pela simetria de paridade (inversao espacial) e reversao temporal [60].
Portanto, trabalhos futuros podem ser feito em continuidade com a nossa abordagem.

As interacgoes eletromagnéticas entre os constituintes da matéria produzem fenomenos

emergentes de grande interesse da ciéncia. Um desses efeitos que podemos destacar é que
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a forca de ligacao entre os atomos e moléculas, que podem ser aproximadamente forcas
elasticas, isto é, o arranjo dessas particulas pode ser visto como um conjunto de osciladores
acoplados. Uma perturbacao nessa rede se propaga como uma onda mecanica que pode
ser decomposta em modos. No processo de quantizacao dessas ondas elasticas surgem
as quasi-particulas chamadas de fonons [6]. Na nossa abordagem vimos os fétons como
osciladores nao interagentes e estudamos a fase adiabatica e nao adiabatica. Portanto,
podemos usar essa abordagem para o estudo dos fonons. Bem como para os magnons, que
sao vibracoes na rede de spin. Podemos investigar propriedades dinamicas de sistemas
de muitas particulas particulas em nivel microscopico, com uma abordagem da mecanica
quantica. Portanto, é possivel investigar quantidades experimentalmente relevantes como
secao de choque em espalhamentos inelasticos e suscetibilidade dinamica, que descrevem
a resposta do sistema a campos dependentes do tempo, isto em termos de entidades
microscopicas tal como funcao de correlagao dinamica.

Esperamos que esta tese possa contribuir para estudos da inflacao do universo,
uma vez que, a decomposicao de um campo massivo em modos resulta em osciladores
dependentes do tempo para as amplitudes dos modos, devido a métrica possuir um fator de
escala dependente do tempo. Em uma analise feita com um condensado de Bose-Einstein
e com o comportamento do campo escalar de fundo, verificou-se uma correspondéncia

entre as duas abordagem por meio da equacao de Ermakov/Milne-Pinney [105].



Apeéendice A
Aproximacao adiabatica

Considere que para um hamiltoniano H (t) a sequinte equacao é satisfeita,
H(lnst) = Eo(t)|ni1), (A1)

note que os autovalores e estados pode variar com tempo t. Mas, o objetivo é encontrar

a solucao da equacao de Schrodinger
0
i W) = H(1)Ws ), (A2)

porém, é possivel fazer

4 1 /[t
. _ 0n(t)],,. _ - / /
|W; t) = En cn(t)e" P n;t),  onde 6,(t) = h/o E,(t"adt'. (A.3)

Substituindo essa proposta na equacgao resulta
0 () | - 9
> e e (t)nst) + ea(t) o Init) | = 0. (A.4)

Agora, aplicando (m; t| neste resultado e considerando que os autoestados sao ortonormais,
produz
, 0
- _ W(On () =m(t) (. #] | |-
n(t) = ;cn(t)e (m;t] { at|n7t>} . (A.5)
Observe que, a priori, uma quantidade desconhecida apareceu. Caso H fosse in-
dependente do tempo, os autoestados seria estados estacionarios. Tomando a derivada

temporal da equagao de autovalor, obtem-se

(i s 1) = [Bo(t) — Eun(5) (s 1 [%rn;w} . (A6)
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Que resulta para equagao dos coeficientes

c'n(t):—cn(t)(n;t\{ ]nt} ch i(0n(t)- % (A7)

que é uma solucao real para o problema nao estacionario. A medida que o tempo passa
inferisse desta equagao o estados m e n se misturam devido o segundo termo devido a
dependéncia temporal do hamiltoniano.

Fazer a aproximacao adiabatica implica em desprezar o segundo termo, pois a escala
de tempo 7 para que haja mudancas no hamiltoniano deve ser muito grande se comparada
com o tempo, inverso da frequéncia, do fator de fase do estado; onde E,, — E,, = hwnn,

logo, o tempo do fator de fase é 27 /wy,,. Portanto, tem-se

(m;t|H|n;t) 1 o E.
E L 1 < (n;t| |n; t) pa (A.8)
Desse modo, tem-se
) N 0
Ea(t) = —ca(t)(nst] | 5 Inst)
cn(t) = c0)e (A.9)

onde

y(t) = @'/Otm t| [‘9 In; t>] (A.10)

Por defini¢ao, v,(t) é real, donde

%(n;ﬂn;t) _ {%(n;ﬂ] st + (s ] {%m;t)] — 0 (A.11)

({%m;t@ |n;t>)* S—— {%\n;t)} (A.12)

Portanto, a adigao da fase 7, (t) é resultado da aproximacao adiabética.

ou seja,



Apendice B

Fase geométrica

Seja a dependéncia temporal de H(t) representada por um parametro ﬁ(t), ou seja,

deve haver um espaco no qual as componentes desse vetor especificam o hamiltoniano.

Entdo, E,(t) = E,(R(t)) e |n;t) = |n(R(t))), logo,

G} - dR
(i) | gyl )] = st o -

onde V5 ¢ o gradiente no espaco de R. A fase geométrica, entao, é

oo dR
(T) = 2/ (03 1|¥ s 1) -
i it

BTy B
Y (T) :i/ (n; t|Vgn;t) - dR.

—

k(0)

Para a situacao em que 7" representa um ciclo completo, tal que E(T) = E(O), ou seja, R

percorre um ciclo completo C, a fase geométrica fica

(€)= i i ¥ st - dE.

(B.1)

(B.2)

—

(B.3)



Apéndice C
Estados coerentes

Estados coerentes sao autoestados do operador aniquilagao
ala) = ala). (C.1)

Esses estados podem ser expressos como uma combinacao linear dos autoestados do

operador de ocupacao (nimero),

o) =) ealn), (C.2)

onde

aln) =+vnln—1) e dln) =vn+1n+1), (C.3)

talque,

a0y =0 e |n)=-—L]0). (C.4)

De fato, verifica-se,

ala) = chaln) = ch\/mn —-1) = ch+1\/n + 1|n), (C.5)

ala)y = ach|n> = Zacn|n>, (C.6)

logo,
a
ac, =cpvVn+1 = ¢ = Cns (C.7)
vn+1
an
Cp = \/mc(]. (C.8)
Entao,

) = Y = (©9)
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Normaizando, encontra-se

an

fala) = cien 32 1w (©10)

ol lob)” _ (C.11)

n!
|co|?el” =1 (C.12)
o = e lol*/2 (C.13)
Entao, .
o) = eIz 3 %]n), (C.14)
ou nO:OO
o) = 7230 ) (C.15)
n=0 :

Esses estados também podem serem escritos em termos de uma operador espacamento

atuando no estado de vacuo, dado por

D(a) = e~ (C.16)

De fato, tem-se
) = D(a)]0) = e ~2"2|0), (C.17)

usando

B = AeBe B2 (C.18)
D(a) = e e 0eIoP/2_ (C.19)

Que resulta em
D()|0) = e~laP/2gaalg=ae gy (C.20)
D(a)|0) = e 1oF*/2e0e7 ) (C.21)

(aal)"

D(a)|0) = e /2y = 10) (C.22)

D(a)|0) = e 2 3" % (% 10) (C.23)

que é o resultado obtido anteriormente.
Uma vez que esses estados satisfazem a equacao de Schrodinger,
Oa(t))

H(0)[ga() = ih e (C.24)
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Logo,

i t

a0} = Ulttollnltoh Uttt =exp {5 [ HO)}  (©2)
to

No caso de um oscilador com frequéncia constante, prodruz
[a(t)) = e TPy, (1) (C.26)
a,t) = e 1ol/2 a—ne’w(’(”“mt ny, C.27
) > = ) (c.21)

Entao,

ala, t) = eI’/ O o1/t i 1y, C.28
s ) > e Vit - 1) (29

ala, t) = e 1P/ e~ W02t fpln — 1), C.29
| Y n=1) (€29
ala, ty = e lol/2 i —an/He‘in(”/+1+1/2)t|n/). (C.30)
T vl
ala, t) = ae ot/ g=lol/2 a—ne_i“O(”+1/2)t ny. C.31
as1) > ) (31
alo, t) = ae” 0 |a, t). (C.32)
um resultado 1til é
(o, tlala, t) = e~/ Z ()" 01/t (o~ W/QZ o o020t ol 1)
7 , n’=0 'l n=1 \/m 7
(C.33)
o0 (a*>n’ a” ,
a, tlala, t) = el —— o=t — 1)/n C.34
(o, t]ala,t) :

V'l Vnl

n,n'=0

1) a™

2 (n .
(a, t|ala, t) = el Z N CEN N 1)|e_’w°t, (C.35)

ara)”

(a, t]alo, t) = qe™0telof Z (T (C.36)
n=0 ’
(a, t|a|a, t) = ae™ 0! (C.37)
e
(o, t]at|o, t) = are™o! (C.38)

Do hamiltoniano de oscilador, tem-se

p2 1 1
H= o + Qmwom = huwy (aTa + 5) (C.39)
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onde
1 , t 1
a=————(ip+mwoz) e a =

v/ 2hmwg v/ 2hmwyg

talque, [z, p] = ih é equivalente & [a,a!] = 1. Assim, onvertendo as expressoes acimas,

h Amw
_ i __~‘/ O 1
T = o O(a+a) e p=—1 2 (a a) (C.41)

Verifica-se que os valores esperados da posi¢ao e momentum no estado coerente sao:

(—ip + mwox) (C.40)

h

(a, t|z|a, t) = 5 (™0t 4 ofe™0t) (C.42)
0
h|a)?
()t = 27|nu|10 cos(wot + dp), (C.43)
e
h , ‘
(o, tlp|a, t) = — n;wo (ce™™0" — *e™0") (C.44)

(D)o = —/2hmuwg|a|? sin(wot + o), (C.45)

onde o € C; v = u + v = |afe™".
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