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RESUMO

No presente trabalho abordamos o modelo da gravidade entrépica pela qual o progresso tedrico
recente indica que o espaco-tempo e a gravidade emergem juntos da estrutura de emaranha-
mento de uma teoria microscépica subjacente. Utilizamos o espaco Anti-de Sitter para melhor
tratarmos essas ideias, onde estas dependem da lei da drea para a entropia de emaranhamento.
Para tal objetivo, faremos primeiro uma revisao de termodindmica. Em seguida € feito uma
introducdo a gravidade emergente passando por topicos de relatividade geral, com as equacdes
de Einstein. Por fim, usando insights da fisica de buracos negros e da teoria da informacado
quantica, argumentamos que a energia escura positiva leva a uma contribui¢ao da lei do volume
térmico para a entropia que ultrapassa a lei da area precisamente no horizonte cosmoldgico. Do
trabalho de Erik Verlinde, utilizamos de seus argumentos de que as leis emergentes da gravi-
dade contém uma forca gravitacional escura adicional que descreve a resposta eldstica devido
ao deslocamento da entropia. Derivamos uma estimativa da for¢a extra em termos da matéria
barionica, da constante de Newton e da escala de aceleracao de Hubble, ag = cH, estas forne-
cem evidéncias para o fato de que essa for¢a da gravidade escura adicional explica os fendmenos
observados em galdxias e aglomerados atualmente atribuidos a matéria escura.

Palavras-chave: Gravidade entrépica; Termodinamica; Matéria Escura; Cosmologia.



ABSTRACT

In the present work we approach the model of entropic gravity in which recent theoretical pro-
gress indicates that spacetime and gravity emerge together from the entanglement structure of
an underlying microscopic theory. We use the Anti-de Sitter space to better deal with these
ideas, where they depend on the area law for entanglement entropy. For this purpose, we first
review thermodynamics, then an introduction to emergent gravity through topics of general re-
lativity, with Einstein’s equations. Finally, using insights from black hole physics and quantum
information theory, we argue that positive dark energy leads to a contribution of the thermal
volume law to entropy that surpasses the area law precisely at the cosmological horizon. From
the work of Erik Verlinde, we draw on his arguments that the emergent laws of gravity contain
an additional dark gravitational force that describes the elastic response due to the entropy shift.
We derive an estimate of the extra force in terms of baryonic matter, Newton’s constant, and
Hubble’s acceleration scale, ag = cHy, these provide evidence for the fact that this dark gravity
force further explains the phenomena observed in galaxies and clusters currently attributed to
dark matter.

Keywords: Entropic gravity; Thermodynamics; Dark Matter; Cosmology.
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1 INTRODUCAO

Um dos maiores desafios da fisica moderna é explicar a expansao acelerada do
Universo. Tal problema é bem aceito pela comunidade cientifica dos dias atuais e € constatado
através da observagao de Supernovas do tipo Ia (SNe Ia). As SNe Ia sdo especiais por possuirem
caracteristicas de luminosidade e massa muito semelhantes e isso € um fator relevante para que
esses objetos sejam considerados o que os pesquisadores chamam de velas padronizaveis. O
uso das SNe Ia como indicador de distancia foi o que evidenciou a expansao acelerada do Uni-
verso em 1998. [1] Ver Figura 1. Dados experimentais mostram que, ainda que o Universo
tivesse passado por um periodo de inflacdo inicial, a expansdo remanescente deveria ser desa-
celerada, devido a forga atrativa da gravidade. Um tipo de energia desconhecida seria a razao
de tal expansdo acelerada, existe um novo campo para explicar esse fenomeno, chamado entao
de energia escura. Tal fato também foi confirmado por outras observa¢des como a radiagcdo
cosmica de fundo. [2] Esta energia € caracterizada por uma equagao de estado

P

_1:0):_
pc?’

(1.1)

em que P € a pressdo e p € a densidade de energia que faz o Universo expandir. Observagoes
recentes restringem a equagao de estado com @ < —1/3. [3]

Figura 1 — Evidéncia para um Universo acelerado. Curvas de luz de alto redshift de uma SNe Ia antes de uma
correcao.
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Figura 2 — Mesmas curvas de luz da Figura 1 apds a calibracdo.
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Um modelo cosmolégico foi proposto por Albert Einstein na formulacio da Teo-
ria da Relatividade Geral (TRG) em 1915. Einstein acreditava que o Universo era estatico,
mas, como a matéria € atrativa, as suas equagcdes de campo mostravam que o seu modelo de
Universo nao seria estitico. Entdo, em 1917, ele adicionou um novo termo, que ele chamou
de constante cosmoldgica, A, para contrabalancar qualquer evolugdo, essa constante representa
uma distribui¢do uniforme de energia em todo o Universo, que seria entdo responsavel pela sua
expansdo, a energia escura. Pela teoria de Einstein ndo € possivel obter pista do que seja essa
energia escura que faz o Universo expandir aceleradamente. E temos também a propriedade
diferente que ela deve ter pressdo negativa. As estimativas para a distribui¢do de energia escura,
matéria escura € matéria comum sao: 70% de energia escura, 25% de matéria escura e 5% de
matéria comum. [4]

Nos dltimos anos surgiram muitos modelos alternativos para explicar este fendmeno,
os que mais se destacam sdo os de quintesséncia [5], gas de Chaplygin [6], k-esséncia [7] e
gravitagao modificada [8]. Neste trabalho estudaremos a proposta de modificacao da gravidade
através da gravidade entrdpica, neste modelo o espaco-tempo e a gravidade emergem juntos da
estrutura de emaranhamento de uma teoria microscopica subjacente. De acordo com a teoria da
relatividade geral de Einstein, o espaco-tempo ndo tem outras propriedades intrinsecas além de
sua geometria curva onde a matéria se move sob a influéncia de forcas. Do lado observacional,
o fato de que 95% do nosso Universo consiste em formas misteriosas de energia ou matéria da
motivagao suficiente para reconsiderar esse ponto de partida bésico. [9]

A ideia de gravidade emergente foi proposta pela primeira vez por Andrei Sakha-
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rov, em 1967. Sakharov interpretou a gravidade como efeito de flutuagdes quanticas do vacuo,
a gravidade seria emergente a partir da teoria quantica de campos. Em 2011, Erik Verlinde
publicou um trabalho utilizando as ideia do efeito Unruh, da forca entropica e do principio
holografico. Neste trabalho, Verlinde propos que a lei da gravidade de Newton pode ser inter-
pretada como uma forga entrépica, dessa forma, a gravidade iria emergir devido a variacdo de
entropia associada a informagao contida numa tela hologréfica.

A gravidade domina em grandes distancias, mas € muito fraca em pequenas esca-
las. De fato, suas leis bdsicas s6 foram testadas até distancias da ordem de um milimetro. A
gravidade também é consideravelmente mais dificil de combinar com a mecanica quantica do
que todas as outras forcas. A busca pela unificacdo da gravidade com essas outras forcas da
Natureza, em um nivel microscépico, pode, portanto, ndo ser a abordagem correta. E conhe-
cido por levar a muitos problemas, paradoxos e quebra-cabecgas. A teoria das cordas, até certo
ponto, resolveu alguns deles, mas ndo todos. [10] A universalidade da gravidade sugere que
seu surgimento deve ser entendido a partir de principios gerais que sdo independentes de deta-
lhes especificos. Neste trabalho, argumentaremos que a no¢ao central necessaria para derivar a
gravidade € a quantidade de informacao associada a matéria e sua localizacdo.

A suposicdo mais importante serd que a informacdo associada a uma parte do
espaco obedece ao principio holografico. A evidéncia de apoio mais forte para o principio
holografico vem da fisica dos buracos negros e da correspondéncia AdS/CFT. Esses desenvol-
vimentos tedricos indicam que pelo menos parte dos graus de liberdade microscdpicos podem
ser representados holograficamente na fronteira do espaco-tempo ou nos horizontes. O con-
ceito de holografia parece ser muito mais geral, no entanto. Por exemplo, na correspondéncia
AdS/CFT pode-se mover a fronteira para dentro explorando uma versao holografica do grupo de
renormalizacdo. Da mesma forma, na fisica dos buracos negros hd ideias de que as informagdes
podem ser armazenadas em horizontes estendidos. Além disso, pensando em observadores
acelerados, pode-se, em principio, localizar telas holograficas em qualquer lugar do espaco.
Em todos esses casos, o surgimento da direcao hologréfica € acompanhado por redshifts e re-
lacionado a algum procedimento de granulacdo grosseira. Se todas essas ideias combinadas
estiverem corretas, deve existir uma estrutura geral que descreva como o espaco emerge junto
com a gravidade. [9]

Concentrou-se na explicagdo dos fendmenos gravitacionais observados atribuidos a
matéria escura. Com isso, pretendeu-se dizer que o excesso na forca gravitacional ou a massa
ausente que é observada em galdxias espirais ou elipticas e em galdxias aglomerados. E claro
que a matéria escura desempenha um papel central em muitos outros aspectos do atual para-
digma cosmoldgico, em particular na formagdo da estrutura e na explicagdo dos picos acusticos
na radiacdo cosmica de fundo. Em nenhum desses cendrios € necessaria que a matéria escura
seja uma particula: tudo o que € necessario é que sua evolucdo cosmoldgica e dindmica sejam
consistentes com um fluido sem pressao. Nessa descri¢do, foi possivel acabar com uma esti-
mativa da densidade aparente da matéria escura que, em muitos aspectos, s€ comporta como
necessario para a formacgdo da estrutura e talvez até para a explicagdo do espectro CMB. Ou
seja, efetivamente a matéria escura aparente que sai de nossa descricdo emergente da gravidade
também leva a um potencial gravitacional que atrai a matéria baridnica como a matéria escura
fria faria.
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No entanto, os argumentos e cdlculos, apresentados por Erik Verlinde no artigo
que inspirou o presente trabalho ainda ndo sdo suficientes para responder as questdes sobre a
evolucdo cosmoldgica de nossas equagdes. Em particular, Verlinde fez uso do valor do atual
parametro de Hubble, Hy, em suas equagdes, o que imediatamente levanta a questdo se deve-
se usar outro valor para o parametro de Hubble em outros tempos cosmoldgicos. Em seus
calculos o parametro H, foi assumido como constante, pois foi feita a aproximacdo de que
nosso universo € inteiramente dominado pela energia escura e que a matéria comum s6 leva
a uma pequena perturbacdo. Isso sugere que Hy, ou melhor, ag deve ser definido em termos
da densidade de energia escura, ou o valor da constante cosmoldgica. Isso implicaria que ag €
realmente constante, embora tenha um valor ligeiramente diferente.

O capitulo 2 da presente dissertacdo contém uma revisao de Termodinamica, abor-
dando conceitos, hipéteses e observacdes necessarias para desenvolver no capitulo 3, o modelo
de gravidade entrépica. O capitulo 4 é uma breve aplicacdo de gravidade entrépica a cosmolo-
gia. Este ultimo capitulo apresenta um indicativo de que os fendmenos observados atualmente
atribuidos a matéria escura sdo consequéncia da natureza emergente da gravidade e sdo cau-
sados por uma resposta eldstica devido a contribuicdo da lei do volume para a entropia de
emaranhamento em nosso universo.

Para explicar os fendmenos observados nao postulou-se a existéncia de uma particula
de matéria escura, mas sim tentamos entender sua origem. Essa abordagem se mostra viavel
dado os objetivos dos artigos citados e consequentemente deste trabalho, e os resultados obti-
dos nos dizem que os fendmenos associados a matéria escura sao uma consequéncia inevitavel
e logica da natureza emergente do proprio espaco-tempo. O efeito liquido deve ser que, em
nossa estrutura convencional, deve-se adicionar um componente escuro ao tensor de energia de
tensdo, que se comporta similarmente com o que precisa-se, na matéria escura fria, para expli-
car sua formagao da estrutura, mas que em sua verdadeira origem é uma propriedade intrinseca
do espaco-tempo, ao invés de ser causado por alguma particula desconhecida. Por fim, Verlinde
argumentou que os fendmenos observados da matéria escura sdo um resquicio, um efeito de
memoria, do surgimento do espaco-tempo junto com a matéria comum nele.
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2 REVISAO DE TERMODINAMICA
2.1 Conceito de Entropia

O objetivo desses topicos € revisar alguns conceitos da termodindmica que serdo
particularmente uteis para o desenvolvimento do presente trabalho. Os sistemas fisicos que
consideraremos encontram-se confinados por algum tipo de parede. Essas paredes possuirdo
caracteristicas especificas que isolam ou permitem transferéncias entre o sistema considerado
e o resto do espago e caracterizardo o sistema em estudo. Podemos classifica-las em sistemas
fechados, sistemas isolados e sistemas abertos. Introduzimos a grandeza entropia, S, para medir
o grau de desordem do sistema, o qual estd associado a perda de informacdo. Da definicdo, a

entropia de um sistema isolado aumenta ou permanece a mesma quando uma restricao interna.
[11]

2.2 O Principio do Aumento da Entropia

Da desigualdade de Clausius (Ver Apéndice), temos

JY
— <0, (2.1)
c T
onde T é a temperatura do corpo que transfere 6Q ao sistema considerado.
Quando C ¢é reversivel, a integral se anula. Quando a integral se anula, nao existe
nenhuma razdo termodindmica para que C nao seja reversivel, embora possa ser dificil, na

prética, inverter o ciclo. Por isto, identificaremos a irreversibilidade com um valor negativo na

integral:
60
ji T <0. (2.2)

Sejam agora R e I dois caminhos diferentes, o 1° reversivel e o 2° irreversivel, li-
gando dois estados de equilibrio termodinamico (Figura 5, onde / foi representado em ponti-
lhado, porque ndo precisa passar por estados de equilibrio). Entdo, iRf + f1i define um ciclo C
irreversivel e a (2.12) leva a

Figura 3 — Caminhos reversivel e irreversivel.

P
P

Fonte:[11].
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onde o sentido de (R) foi invertido com a troca de sinal, o que € permitido gragas a reversibili-
dade de (R), e utilizando § Qg = CdT. A (2.12) nos leva

f 80
OX S, —Si=AS, 2.4
/W =<5 (2.4)

com [ irreversivel. De uma maneira mais geral, ficamos

60 < se irreversivel
— < S§—85,=AS 2.5
i T — foi = se reversivel 2.5)

Na forma diferencial,
00 <TdsS, (2.6)

e onde a igualdade vale apenas para 6 Qg. [12]
Em particular, para um sistema termicamente isolado, ou seja, um sistema dentro
de um recipiente de paredes adiabdticas, temos

00 =0, 2.7
onde nao ha trocas de calor com o exterior, e a (2.15) ou (2.14) resulta em
00 >0 sistema isolado (2.8)

que é o principio do aumento de entropia: A entropia de um sistema termicamente isolado
nunca pode decrescer: ndo se altera quando ocorrem processos reversiveis, mas aumenta
quando ocorrem processos irreversiveis.

Em um sistema isolado, é o principio de aumento da entropia que permite dizer
em que sentido devem ocorrer os processos que se produzem espontaneamente na natureza:
é sempre no sentido em que a entropia do sistema isolado aumenta. Como consequéncia do
principio do aumento da entropia, o estado de equilibrio de um sistema isolado é o estado de
entropia mdxima. [12]]

Podemos ampliar o sistema considerado acrescentando-lhe uma vizinhanca sufici-
entemente ampla para que o conjunto sistema + vizinhanca constitua, com uma boa aproximacao,
um sistema isolado. Entdo, na escala terrestre, podemos considerar como vizinhanga todo o sis-
tema solar. O sistema isolado obtido quando se amplia suficientemente a vizinhanca para que
sejam levadas em conta todas as variacdes de entropia resultantes de um dado processo costuma
ser chamado de “universo”. Tal denotacao nao carrega o sentido de universo como na cosmolo-
gia; ’universo’pode ser identificado com o sistema solar para a maioria dos processos na escala
terrestre. Dado isso, a (2.17) se aplica ao ’universo”, e o principio do aumento da entropia tem
a seguinte formulacdo: A entropia do universo nunca decresce: ndo é afetada por processos
reversiveis e cresce em processos irreversiveis. [12]



17

Neste sentido, quando um sistema recebe ou fornece reversivelmente calor Qg
com um reservatorio a temperatura 7', a entropia do sistema varia de d|S = 8—%, (>00u0<
conforme o sinal de dQpg), porém, em compensagdo, a entropia do reservatdrio (vizinhanca)

varia de drS = —5%, de tal forma que a entropia do universo nado € alterada por este processo
reversivel: 5 5
dS:dlS—l-ng:%—%:O. (2.9)

E sempre possivel diminuir a entropia de um dado sistema a custa de um aumento
no minimo equivalente da entropia da vizinhanga desse sistema.

O principio do aumento da entropia é equivalente a 2° lei da termodinamica. Ele
decorre da 2% lei e a 2° lei decorre dele. Enunciado de Clausius: Se fosse possivel realizar um
processo cujo Unico efeito fosse transferir calor AQ de um corpo mais frio (temperatura 7>) a
um corpo mais quente (temperatura 77), a variacdo de entropia do universo seria
AQ AQ  h—-T

- =A
LT Q T\ T2

AS = <0, (2.10)
com AQ > 0 e T, — T; ; 0 contradizendo, portanto, o principio do aumento da entropia.

Enunciado de Kelvin: Se existisse um processo cujo unico efeito fosse remover
calor AQ de um unico reservatdrio a temperatura 7', convertendo-o em trabalho, a variacdo
correspondente da entropia do universo seria

AS=—-———=<0 2.11
- <0, 2.11)

violando o principio do aumento da entropia.

2.3 Forca Entropica

Uma forga entrépica pode ser descrita como uma forca macroscopica efetiva que se
origina em um sistema com muitos graus de liberdade pela tendéncia estatistica de aumentar sua
entropia. A equacgdo da forca € expressa em termos de diferencas de entropia e € independente
dos detalhes da dindmica microscépica. [10] Da primeira lei da termodindmica,

dU = 8Q — 8W, (2.12)

onde U € a energia interna do sistema e W o trabalho que o sistema realizou, usando 6W = Fdx
[13] e dS = 3¢ [14], temos que

dS dUu
quando dU = 0, temos entao
ds
F = TE’ (2.14)

que € a forca devida a vari¢ao de entropia em fun¢ao da variagio da coordenada de posi¢ao, esta
¢ chamada de forca entropica.
Em particular, ndo ha campo fundamental associado a uma for¢a entropica. As
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forcas entrépicas ocorrem tipicamente em sistemas macroscopicos, como em coloides. Gran-
des coloides moleculares suspensos em um ambiente térmico de particulas menores, por exem-
plo, experimentam forcas entrépicas devido a efeitos de volume excluidos. A osmose € outro
fendmeno impulsionado por uma forga entrépica. [10]

Talvez o exemplo mais conhecido seja a elasticidade de uma molécula de polimero.
Uma tnica molécula de polimero pode ser modelada juntando muitos mondmeros de compri-
mento fixo, onde cada mondmero pode girar livremente em torno dos pontos de fixacdo e se
direcionar em qualquer dire¢do espacial. Cada uma dessas configura¢des tem a mesma energia.
Quando a molécula do polimero é imersa em um banho de calor, ela gosta de se colocar em
uma configuracdo enrolada aleatoriamente, uma vez que estas sdo entropicamente favorecidas.
Existem muitas outras configuracdes quando a molécula € curta em comparacdo com quando
¢ esticada em um configuracio estendida. A tendéncia estatistica de retornar a um estado de
entropia maxima se traduz em uma forca macroscdpica, neste caso, a forca elastica. [10]

A segunda lei da termodinamica pode ser enunciada em termos da entropia: a entro-
pia do Universo nunca diminui em um sistema fechado, isto €, que pode trocar calor e trabalho
com seu exterior mas que tem seu nimero de particulas fixo, a entropia pode até diminuir, mas
a custa do aumento proporcional de entropia em outro lugar, isto €, a entropia total sempre
aumenta (AS > 0). [11]

A terceira lei da termodindmica diz que no zero absoluto de temperatura a entropia
¢ nula. Da mecéanica estatistica temos que

S =kplnQ, (2.15)

onde p € a constante fundamental de Boltzmann e € € o nimero de microestados acessiveis ao
sistema com dada energia E fixa.

Existe um postulado em mecanica estatistica que diz que cada microestado acessivel
do sistema termodinamico € igualmente provavel de ocorrer, € que um macroestado termo-
dindmico com mais microestados € mais provavel do que um com menos microestados. [15]
Portanto, o macroestado mais provavel que o sistema pode se encontrar € aquele que maximiza
o nimero de microestados acessiveis €2, e este fato € consistente com (2.15), em que a entropia
S é maximizada conforme a segunda lei da termodinamica.

2.4 Teorema da Equiparticao da Energia

O teorema da equiparti¢cao da energia estabelece que cada termo quadratico na ex-
pressdo de um hamiltoniano clédssico produz uma contribui¢do da forma kg7 /2 para a energia
interna do sistema. [11]

No caso do gds monoatdmico cldssico, definido pelo hamiltoniano

N
1
%:Zz—ﬁ%f‘v(m—m), (2.16)
i=1 <M

i<j

onde V (|7|) € um potencial entre pares, podemos utilizar o formalismo candnico para mostrar
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que a energia cinética média € dada por

N
| 1 3
(Ecin) = < )3 %p%> =) <% (P + i+ p%z)> = S NksT, (2.17)

que corresponde a energia interna do sistema no caso do gés ideal.
Para um sistema cldssico de N osciladores harmonicos independentes, com hamil-
toniano dado por

H = Z( —pr 4= qu,), (2.18)

onde as coordenadas de posicao e de momento variam irrestritamente, temos o valor esperado
no ensemble candnico

N
(#)=Y (< 21”;71 > - <ﬁmw2qi2>> =N (%kBT + %kBT) = NkgT. (2.19)
i=1

Podemos, entdo, enunciar o teorema da equiparticdo da energia de uma forma mais
precisa. Vamos considerar um sistema cldssico, com n graus de liberdade, dado pelo hamiltoni-
ano

%(QM“'?qn?pla'“apn:%—'—(Pp?: (220)

onde .75 e ¢ sdo fungdes independentes da particular coordenada p;. E, a funcdo ¢ é sempre
positiva, e a coordenada p; varia de —oo, a +o0. Entdo, temos o valor esperado

(pp7) = —kBT 2.21)

Para demonstrar esse resultado, vamos utilizar a defini¢do de valor esperado no ensemble
candnico, [11]

[ [ dar...dpaspiespl-B ot~ por?)
[ [ dar.apuespl-B A5 —por)

Levando em conta as restricdes sobre as fungdes ¢ e .77, podemos inicialmente fazer a integragao

(2.22)

(9p7) =

sobre a varidvel p; no numerador,
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~+oo
/w opjexp (—BA —Bop})dp; = exp(—B )
i}
[ o) -emcsmo 5 (5) -
() (2.23)

~+o0

= exp(-B %) 5 (ﬁ)uz: ﬁexzﬂ(—ﬁe%’é)/_m exp (—Bop;)dp; =
()
o0
=/ exp(—=Bop;)dp;.

Portanto, extraindo o fator 1/(2f3), as integrais miltiplas no numerador e no denominador da
equacao (31) sdo idénticas, entdo

(pp7) = 5 ﬁ kBT (2.24)

demonstrando a forma mais precisa do teorema da equiparticao da energia.

Temos que para cada grau de liberdade do sistema esta associado uma energia média
1/2kpT, que € a equiparticao da energia que ¢é distribuida igualmente entre os graus de liberdade
do sistema, digamos que o sistema tenha N graus de liberdade, entdo a energia interna é dada
por U =N %kBT. Essa relacdo vale apenas para o caso em que a Hamiltoniana tenha uma
dependéncia quadratica nos graus de liberdade e no limite cldssico de altas temperaturas. Para
altas temperaturas significa dizer que a energia kg7 associada a cada grau de liberdade deve ser
muito maior que a diferenca de energias dos niveis quanticos do sistema.
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3 GRAVIDADE ENTROPICA

3.1 Gravidade Emergente

Em 1967, Andrei Sakharov prop0s pela primeira vez a ideia de gravidade emer-
gente. Neste modelo, a gravidade e o proprio espago-tempo seriam manifestacoes macroscopicas
de uma teoria microscépica mais fundamental. Sakharov interpretou a gravidade como efeito
de flutuagdes quanticas do vacuo, a gravidade seria emergente a partir da teoria quantica de
campos. [16] Apos esse trabalho, surgiram ao longo do tempo outras propostas de gravidade
emergente.

No ano de 2011, Erik Verlinde publicou uma trabalho fazendo uso do efeito Unruh,
da forca entrépica e do principio holografico. Ele propds que a lei da gravidade de Newton
pode ser interpretada como uma forg¢a entropica, dessa forma a gravidade iria emergir devido a
variacdo de entropia associada a informacdo contida numa tela holografica. Segue uma breve
introducao desses modelo, onde Verlinde chega a uma descri¢do da gravidade usando os con-
ceitos de Termodinamica apresentados anteriormente.

3.2 Efeito Unruh

No ano de 1976, Bill Unruh propds uma relacio direta entre a aceleracao do obser-

vador e a temperatura de radiacao de corpo negro do vicuo, onde a ideia principal € calcular o

operador nimero de particulas N; nas coordenadas do observador inercial e calcular o operador

nimero de particulas N, nas coordenadas dum observador acelerado, para se calcular N, é usado

o sistema de coordenadas de Rindler no qual descreve o movimento de referenciais acelerados

no espaco de Minkowski. Observadores acelerados no espaco de Minkowski se encontram em
repouso no referencial das coordenadas de Rindler. 0
1

Considerando um caso em que dado referencial inercial com os operadores a;’ e

i . . ~ .
aT,(C) associados a um outro dado referencial este acelerado em relagdo ao primeiro com ope-
a a . . ~ o o~
radores alg ) e aT,(c ) associados, podemos mostrar que os operadores de criagdo e destruicao no
referencial inercial podem ser escritos como combinacdo linear dos operadores de criagdo e

destruicao do referencial acelerado, entdo

a)) = Y (o + B pal @), 3.1)
k

af) =Y (05 — By, ). (3.2)
k

As equacdes (3.1) e (3.2) sdo as transformagdes de Bogolubov. [17]
Por defini¢io, a atuacio do operador niimero de particulas N; do observador inercial
no estado de vacuo |0); nos dd o nimero médio de particulas igual a zero, entdo
(0;| N;10;) =0, (3.3)

porém ao aplicarmos o operador nimero de particulas N, do observador acelerado no mesmo
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estado de vacuo, teremos como resultado um nimero de particulas diferente de zero. Ficamos
(04 No [0;) # . (3.4)

Encontramos esses resultados, pois, de acordo com as relagdes (3.1) e (3.2), o operador N, é
dado como uma combinagdo linear de operadores de criacdo e destruicdo do referencial inercial.
Em [18] € mostrado que a (3.12) resulta em uma distribui¢do de radiacio de corpo negro a uma

temperatura T é
h

27'L'CkB

a, (3.5)

onde £ € a constante de Planck, kg € a constante de Boltzmann, ¢ € a velocidade daluze a € a
aceleracao do referencial acelerado.

Para um dado observador inercial no espaco de Minkowski, sem particulas, obser-
varia apenas as flutuacdes quanticas do vacuo, porém, um observador uniformemente acelerado
iria detectar, segundo a teoria quantica de campos, no vicuo, um banho térmico de radia¢ao
de corpo negro. Dado isto, podemos associar a aceleracdo uniforme uma temperatura com
T o< a. [17] Existem diversas propostas de experimentos para observagcdo do efeito Unruh,
mas ainda ndo temos esses resultados. O principal obstaculo é a necessidade de uma grande
aceleracdo para que a temperatura possa ser um fendmeno observavel. A exemplo, para uma

029 1m / s2. Percebemos, entdo, que

temperatura de 1 K seria necessario uma aceleragao de 2,4x1
o efeito Unruh, com as possibilidades atuais, € inobservavel para objetos macroscopicos em
laboratorio. Seria necessario para um aparato experimental que fosse construido a fim de medir
tal temperatura, e que tivesse a massa de 1 kg, sofreria uma forca absurda de 2,4x10%° N, muito

provavelmente esse aparato seria destruido antes que fosse possivel realizar alguma medida.

3.3 O Principio Holografico

A suposi¢cao mais importante serd que a informagao associada a uma parte do espaco
obedece ao principio hologréfico, que diz que toda a Fisica tridimensional dentro de uma regidao
do espago pode ser descrita em termos da informacdo contida na superficie que engloba tal
regido. [19] A evidéncia mais forte para o principio holografico vem da fisica dos buracos ne-
gros [20], [21] e da correspondéncia AdS/CFT. Esses estudos indicam que pelo menos parte dos
graus de liberdade microscopicos podem ser representados holograficamente tanto na fronteira
do espacgo-tempo como nos horizontes.

Segundo referido estudo, temos o resultado que mostra que a drea do horizonte de
eventos de um buraco negro nao diminui, sé pode permanecer constante ou aumentar. Entdo é
possivel associar a entropia a drea do buraco negro, e entdo temos que [22]

SEN = —FA, (3.6)

onde kg é a constante de Boltzman, ¢ é a velocidade da luz, G a constante de Newton da
gravitacdo, h a constante de Planck dividida por 27 e A € a drea do horizonte de eventos do

buraco negro. Sabendo que Ip = 4/ ﬁTG ¢ o comprimento de Planck, porém
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kp A

Spy = ——=-. 3.7
BN e (3.7)

O termo l% indica que a entropia do buraco negro é proporcional a um quarto do nimero de
P

células de area l,% de Planck contidas no horizonte do buraco negro. [23]
Do ensenble microcandnico, temos que

S = kgln(Q), (3.8)

onde Q € o nimero de microestados acessiveis ao sistema. Em termos de informacao, o nimero
de microestados acessiveis € pode ser dado por

Q=2" (3.9

em que n € o nimero de bifts necessarios para descrever o sistema. E, para o buraco negro

Sen A
n = =
kgln(2) — 4in(2)12’

(3.10)

¢ o numero de bits necessario para descrever os possiveis estados da superficie do buraco negro.
[23]

De modo mais geral, na correspondéncia AdS/CFT € possivel movermos a fronteira
para dentro explorando uma versdo holografica do grupo de renormaliza¢do. Da mesma forma,
na fisica dos buracos negros temos ideias de que as informacdes podem ser armazenadas em
horizontes estendidos. Além disso, pensando em observadores acelerados, podemos localizar
telas holograficas em qualquer lugar do espaco. Em todos esses casos, o surgimento da dire¢ao
holografica € acompanhado por redshifts. Se todas essas ideias combinadas estiverem corretas,
deve existir uma estrutura geral que descreva como o espago emerge junto com a gravidade.
[10]

No trabalho de Verlinde, o mesmo assinala que o principio holografico esta profun-
damente escondido entre as leis de Newton e Einstein. Por outro lado, a partir da holografia,
descobre-se que essas leis bem conhecidas surgem direta e inevitavelmente. Ao inverter a ldgica
que leva das leis da gravidade a holografia, obtém-se uma imagem mais nitida e ainda mais
simples do que € a gravidade. Por exemplo, esclarece por que a gravidade permite uma acao a
distancia mesmo quando nao ha campo de for¢a mediador.

3.4 A Segunda Lei de Newton

No experimento mental de Bekenstein, [20] ele considerou uma particula de massa
m, presa a uma ‘“corda” ficticia, se aproximando de um buraco negro. Antes do horizonte
a particula cai. Devido ao redshift infinito, o aumento de massa do buraco negro pode ser
arbitrariamente pequena, classicamente.

Dada essa configuragdo, surge o problema da violacido da segunda Lei da termo-
dindmica por buracos negros classicos. Bekenstein, entdo, argumentou que quando uma particula
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estd a um comprimento de onda de Compton do horizonte do buraco negro,

0
Ax=—, (3.11)
mc

tal particula é considerada parte do buraco negro. Portanto, aumenta a massa e a area do hori-
zonte em uma pequena quantidade, que ele identificou com um bit de informacao. [10] Isso o
levou a sua lei da drea para a entropia de um buraco negro. Motivado por essas ideias, Verlinde
postulou que a variac@o de entropia associada com a informacao na fronteira € igual a

AS = 27kp. (3.12)

Se considerarmos apenas uma pequena parte da tela hologréfica e a particula que se
aproxima do lado em que o espaco-tempo ja emergiu, eventualmente a particula se funde com
os graus de liberdade microscépicos na tela, mas antes disso, ela ja influencia a quantidade de
informacao que € armazenada na tela. [10] A superficie hologréfica separa a regiao do espago
ja emergido, onde a particula se encontra, e a regido cuja informagao fisica estd toda contida na
sua superficie. Ver Figura 1.

Figura 4 — Uma particula de massa m se aproximando de uma parte da superficie holografica com temperatura 7" e
entropia S, toda a informacao fisica do interior da parte da tela holografica se encontra na sua superficie.

7
Ax
< >®
m
AS
e
Fonte:[10].

Generalizando que para pequenas distancias a partir da superficie holografica, a
variacdo de entropia € proporcional a distancia, isto é

AS = 2nk3%m. (3.13)

Para entendermos como a forca entrdpica surge vamos considerar o principio do aumento de
entropia, da segunda Lei da termodindmica. Se a particula de massa m, ao se aproximar da su-
perficie holografica, aumenta a entropia por um valor AS, entdo, estard associado a0 movimento
da particula na proximidade da superficie uma forca de origem entrdpica igual a

FAx = TAS. (3.14)

Sendo assim, como Unruh mostrou, um observador em um quadro acelerado experimenta uma
temperatura

kpT = — —, (3.15)
27 ¢
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onde a € a aceleracdo. Tomando a expressdo como a temperatura associada aos bits na tela e
usando (3.13), (3.14) e (3.15), obtemos

F =ma. (3.16)

Recupera-se, entdo, a segunda lei de Newton. Esse resultado nos dé a relacio entre a aceleragcao
da particula de massa m devido a for¢ca F', de origem entrdpica, associada a temperatura e a
variacdo de entropia na superficie holografica. [10]

3.5 A Lei da Gravidade de Newton

Vamos considerar agora uma superficie holografica esférica de raio R, com o in-
terior descrito pela informagao contida na superficie, ver Figura 7. Através do principio ho-
lografico o espaco maximo de armazenamento, ou nimero total de bits N, é proporcional a area

A = 47R?, temos entdo

A 3
N= G—Ch (3.17)

onde a constante G serd identificada como a constante de Newton. [10]

Figura 5 — Uma particula de massa m se aproximando de uma superficie hologréfica esférica com temperatura 7" e
N bits de informacdo do sistema fisico contido em seu interior cuja massa € M.
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Fonte:[10].

Supondo a existéncia de uma energia total E presente no sistema fisico e que esta
energia € dividida uniformemente pelos bits, N. A temperatura é entdo determinada pela
equiparticdo de energia sobre os bits de informacgao

1
E= ENkBT. (3.18)

Podemos obter também a energia total £ em termos da massa total M do sistema
descrito na superficie holografica usando a expressao

E = Mc>. (3.19)

Para determinar a forca F' que a particula de massa m sofre quando se encontra
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proxima a superficie holografica, podemos através das equagdes (3.17), (3.18) e (3.19) obter a
. . 3
temperatura 7 em termos da massa emergente M e da drea A da superficie, assumindo 1= = @,

temos
2Mc?
T = .
kpotA
E fazendo uso do postulado de variacao de entropia, equacdo (3.13) na expressdao que define

(3.20)

forga entrdpica, ficamos

3
c Mm
= . 3.21
ho R? 321
Ao substituirmos mais uma vez o, finalmente, obtemos
Mm
F = GF. (3.22)

Como visto, das relacdes trabalhadas, por final recuperamos a lei da gravitacdo de Newton.
Verlinde[10], assinala, apds esse estudo, que essas equacdes nao surgem por acaso, deveria fun-
cionar pois as leis de Newton foram ingredientes nas etapas que levaram a termodinamica dos
buracos negros e ao principio holografico. Lanca-se uma nova luz sobre a origem da gravidade:
¢ uma forcga entrépica! Essa € a afirmacao principal, que é nova e nao foi feita antes. Que dada
por verdade, deve ter consequéncias profundas.

3.6 Deducao das Equacoes de Einstein

Ao estender sua deducao das leis da gravidade ao caso relativistico, Verlinde obteve
as equagoes de Einstein via termodinamica. Isso pdde ser feito de maneira natural e andloga ao
seu trabalho com a deducdo da lei de Newton da gravidade. No que se segue, Verlinde, entre
outros, fez uso do trabalho de Wald sobre a Relatividade Geral. [24] Usando uma notag@o na
qual c e kp sdo igualados a um, e mantendo G e & explicitos. Entdo, partindo da generalizacdo
do potencial Newtoniano para a relatividade geral, ¢, dado em termos do vetor de Killing global
do tipo tempo V%, 0 que subentende um espago-tempo estatico,

0 = Slog(~VVa), (3.23)

divide-se o espaco-tempo em superficies com ¢ constante e considera essas superficies como
telas hologrificas, e escolhe-se o vetor de Killing V¥ de forma a relacionar essse vetor com 0s
gradientes de temperatura e entropia. [10]

Dada a quadri-velocidade e a quadri-aceleragdo, a expressao do efeito Unruh € ge-
neralizada para a linguagem tensorial, entdo, a temperatura local 7" na tela fica

A
T = —e?NPV 24
5" NVi9, (324)

onde ¢? é um fator de redshift, pois a temperatura T é medida em relacio ao ponto de referéncia
no infinito. N? é o vetor normal a superficie com ¢ constante.

E, usando novamente o postulado da variacdo de entropia para quando uma particula
de massa m estd muito proxima da tela holografica, ou seja, assumindo que a variagcdo de en-
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tropia na tela € 27 para um deslocamento de um comprimento de onda Compton normal a tela.
Entao,
m
V.S = —ZE%NC,. (3.25)

Como antes, aqui também considerando uma distribuicao de massa estitica M den-
tro da superficie holografica S e assumindo que a energia associada a essa massa M esta dis-
tribuida uniformemente sobre os bits de informacao na tela, pela equiparticdao da energia, temos
que cada bit carrega uma uma unidade de massa igual a %T. Portanto,

1
M=~ / TdN, (3.26)
2Js

onde dN ¢ a densidade de bits na tela e € dado por

dA
dN = —. 3.27
Gh (3.27)
Substituindo as equagdes (3.24) e (3.27) em (3.26), obtemos
1 -
M=—[e’V¢-dA 3.28
G . V0-dA (3.28)

Essa equacgdo € a definicdo da massa contida dentro de um volume dentro de qualquer espago-
tempo curvo estatico, de Komar.

Verlinde assinala que uma questao andloga foi abordada por Jacobson [25] e adap-
tando seu raciocinio, reescrevendo a equacéo (3.26) em termos do vetor de Killing V%, igua-
lando a expressao de massa total dada em termos da integral do tensor de energia-momento
T,», 0 que leva a uma igualdade entre duas integrais de volume tensoriais, ele é constréi um
argumento que conduz para as equacdes de Einstein,

| |
2 [ (7)— 2Te, \novtay — / R noVtav 3.29
/Z( ab 2 gab>n anG y ab 9 ( )

onde ) € o volume tridimensional delimitado pela tela holografica e n« € o quadri-vetor normal
a superficie e R, € o tensor de Ricci. Essa igualdade leva a equacgado de Einstein [10].
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4 UNIVERSO ESCURO

4.1 Energia Escura e a Entropia no Espaco de de Sitter

A principal hipotese da qual Verlinde derivou as leis da gravidade que emergem no
espaco de de Sitter e os efeitos que levam a fendmenos atribuidos a matéria escura estd contida
nas duas afirmacdes a seguir. (i) Existe uma perspectiva microscépica na qual a lei de drea para
a entropia de emaranhamento é devido ao emaranhamento de curta distancia de graus vizinhos
de liberdade que constroem o espaco-tempo emergente. (ii) A entropia de de Sitter € dividida
igualmente sobre os mesmos graus de liberdade microscopicos que constroem o espago-tempo
emergente através de seu emaranhamento, e € causada pelo emaranhamento de longo alcance
de parte desses graus de liberdade. Vamos associar a entropia com as excitagdes que carregam
a energia escura positiva. [9]

A seguir, uma descricao quantitativa da entropia do espago de de Sitter para o ca-
minho de coordenadas estaticas descrito pela métrica

dr?
ds® = —f(r)dr2+ — +r*dQ?, (4.1)
25
onde a func¢do f(r) € dada por
2
,
fry=1-— ik 4.2)

Tomamos a perspectiva de um observador préoximo a origem r = 0, de modo que a borda de seu
dominio causal coincida com o horizonte em r = L. A entropia do horizonte fica
A(L)

com
A(L) = Q4 oL, (4.4)

onde Q;_» é o volume de uma esfera unitéria de (d — 2)-dimensdes. Nossa hipdtese € que essa
entropia € distribuida uniformemente sobre graus microscopicos de liberdade que compdem o
espaco-tempo. Para determinar a densidade de entropia, vemos a se¢do espacial em ¢ = 0 como
uma bola com raio L limitada pelo horizonte. A entropia total de de Sitter € dividido sobre este
volume de modo que uma bola de raio r centrada em torno da origem contenha uma entropia
Spe(r) proporcional ao seu volume

|
Spe(r) = VOV(’”)a 4.5)
com o i1
V(r) = % (4.6)

O subscrito DE indica que a entropia € transportada por excitagdes dos graus de liberdade
microscopicos que elevam a energia negativa do estado fundamental para o valor positivo asso-
ciada a energia escura. [9]
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O valor do volume V;y por unidade de entropia decorre da exigéncia de que a entropia
total Spg (L), onde colocamos r = L, seja igual a entropia de Bekenstein-Hawking associada ao
horizonte cosmolégico. Comparando (4.5) para r = L com (4.3) obtém-se que V;) assume o
valor AGHL

Vo=——+ 4.7
o=_""7" (4.7)
onde o fator % vem da normalizac@o relativa da drea do horizonte A(L) e do volume V(L).
Essa densidade de entropia € assim determinada pela drea de Planck e a escala de Hubble. Na
verdade, esse valor da densidade de entropia foi proposto como um limite superior holografico
em um cendrio cosmoldgico. [9]

Uma maneira alternativa de escrever a entropia Spg(r) é em termos da drea A(r)

como A( )
r r
Vo= —-—2 4.8
07 LaGw 48)
com
A(r) = Qu_oL%72. (4.9)

Dessa expressao fica claro que quando colocamos r = L recuperamos a entropia de Bekenstein-
Hawking.

4.2 O Efeito da Matéria na Entropia e na Energia Escura

Ao adicionar matéria ao espago de de Sitter, é possivel mostrar que sua entropia
diminui. Esse fato é de importancia central para os argumentos que serdo construidos. Dentro
da perspectiva global de dois lados no espaco de de Sitter a entropia de Bekenstein-Hawking
do horizonte pode ser interpretada como quantificando a quantidade de emaranhamento entre
as duas manchas estaticas em lados opostos do horizonte. Conforme mostrado na figura 6, a
adi¢ao de uma massa M em um lado do horizonte precisa ser acompanhada de uma massa M do
outro lado, se a métrica fora das massas deve ser descrita pela solucdo de Sitter-Schwarzschild.
Essa métrica ainda tem a forma (4.1), mas com

2
) =1- % 120(r), (4.10)
onde STGM
O(r) = — e 4.11)

¢ o potencial de Newton devido a massa M . O horizonte estd localizado no raio r em que
f(r)=0. Sem a massa M, o horizonte esta localizado em r = L e o total a entropia associada ao
espaco de Sitter € dada por (4.3) e (4.4). Para determinar a mudanca de entropia devido a adi¢do
da massa M calculamos o deslocamento do local do horizonte. Na aproximacdo ®(L) << 1, L
estd deslocado de seu valor inicial. O novo valor serd

L— L+u(L), (4.12)

com
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u(L) = ¢(L)L. (4.13)

Observe que o deslocamento é negativo, u(L) < 0, portanto, o tamanho do horizonte estd sendo
reduzido pela adicdo da massa M . Como resultado, a entropia total de de Sitter muda por uma
quantidade negativa Sys(L) dada por

d (AL 2aML
Su=u(L) 5 (%) . ”h . (4.14)

Essa mudanca de entropia corresponde a uma redu¢do da quantidade de emara-
nhamento entre os dois lados do horizonte devido a adi¢do da massa M. Aparentemente, adi-
cionar matéria ao espaco-tempo reduz a quantidade de entropia de emaranhamento. Nossa
interpretacdo da relatividade geral e das equagdes de Einstein é que ela descreve a resposta do
emaranhamento da lei de drea do espaco-tempo do vacuo a matéria. E, para entender melhor
a relacdo entre a reducdo do emaranhamento e a entropia total de de Sitter, vamos calcular o

efeito da matéria na drea de regides muito menores que o horizonte. Portanto, agora tomamos

2
-

2

massa reduz a taxa de crescimento da drea em fungdo da distancia geodésica. [9]

r << L, de modo que possamos descartar o termo ;> na métrica. Como mostraremos agora, a

Entdo, comparando o aumento da drea em fun¢ao da distancia geodésica na situacdo
com e sem massa. Para combinar as duas geometrias, tomamos esferas o mesmo valor de r.
Sem a massa a distancia geodésica € igual a r, enquanto na presenca da massa M um pequeno
incremento dr leva a uma aumento da distincia geodésica ds, uma vez que dr = (1+ ¢(r))ds.

d (A(r)) o2 (A(r)) _ M (4.15)

Entao

ds \ 4Gh dr \ 4Gh h

em que estamos tomando a diferenca entre situagdes com M # 0 e sem a massa, M = 0.

Podemos reinterpretar (4.15) como uma equacao para a quantidade de entropia de
emaranhamento Sys(r) que a massa M retira de uma regido esférica de tamanho r. Tal quan-
tidade é um pouco complicada de definir, pois é preciso especificar como identificar as duas
geometrias com e sem a massa. Para contornar este problema definimos Sy (r) através de sua
derivada em relacdo a r, que identificamos com o lado esquerdo da equagdo (4.15). Em outras
palavras, propomos que a seguinte relacdo € valida

dSM(I’> 2nM

=— . 4.16
dr h ( )

Onde Verlinde usou o fato de que no regime de gravidade fraca o aumento da distincia geodésica
ds e dr sdo aproximadamente iguais. E integrando
2nM,

Su(r) = P (4.17)

que é conhecido como limite de Bekenstein [26], e sugere que a definicdo de massa na gravidade
emergente ¢ dada em termos de entropia relativa. Concluimos que a massa M reduz a quantidade
da entropia de emaranhamento do espago-tempo circundante por Sy (r). Isso acontece em todos
0s espagos-tempos, seja AdS, espago plano ou de de Sitter, portanto € logicamente diferente
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da reducdo da entropia total de de Sitter. No entanto, os resultados concordam que quando
colocamos r = L, reproduzimos a mudanca da entropia de Sitter (4.14). Descobrimos que a
massa M reduz a entropia de emaranhamento da regido com raio r por uma fragao 7 de Sy/(L).

4.3 Um Critério Entropico Para a Fase Escura da Gravidade Emergente

Vamos considerar agora uma regido esférica com raio r que esta proxima ao centro
do espaco de de Sitter. De acordo com nossa hipdtese feita anteriormente, a entropia de de Sitter
dentro de um regido esférica com raio r € dada por

1 _ rA(r)

SDE(r) = —V(r) = L4G_ﬁ.

Vo (4.18)

Figura 6 — Uma perspectiva unilateral no espaco de Sitter com uma massa M no centro. A entropia associada a
area do horizonte estd contida em estados deslocalizados que ocupam a maior parte. A massa M remove parte e,
portanto, desloca o contetido de entropia no interior.

Fonte:[9].

O mesmo fator ; aparece nesta expressdo como na razio entre a entropia removida
Sy (r) dentro de um raio r e a entropia total removida Sy;(L). Esta observagdo tem uma con-
sequéncia importante e nos permite expressar o critério que separa os regimes onde a “massa
que falta” se torna visivel. Podemos formular este critério como uma condi¢ao da razdo entre a
entropia removida Sy/(r) e o contetido de entropia Spg () da energia escura. De forma concreta,

a condicao de que 2”2“ seja menor ou maior que 4% implica que [9]

Sm(r) s Spe(r), (4.19)
ou
2nM, < r A(r)'
h LAGh
Podemos expressar este critério como uma condi¢éio do volume Vy(r) que contém a mesma

(4.20)

quantidade de entropia que € retirada pela massa M dentro de uma esfera de raio r. Esse volume

¢ dado por
1
SM = ——VM(V). (4.21)
Vo
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c© 4GhL
Vo= ——. 4.22
0 d—1 ( )

O critério (4.19) e (4.20) torna-se entdo equivalente a afirmacdo de que a razdo entre o volume
Vi (r) e o volume V(r) da bola de raio r € menor ou maior que um

en(r) = 7 0 St (4.23)

Observagodes de curvas de rotagdao das galdxias nos dizem que a natureza da gravidade muda
dependendo se a matéria remove todo ou apenas uma fragao do conteiido de entropia de de
Sitter. E possivel verificar que o volume Vi (r) é dado por

. 8nG Mg

Vi (r) w0 a1

(4.24)
Substituiu-se o comprimento L de Hubble pela escala de aceleragdo ap para chegar a uma
féormula dimensionalmente correta. Em outras palavras, este volume ndo depende de 7 ou de c.
Como veremos, a descri¢ao eldstica que vamos apresentar depende apenas das constantes G e a
e, portanto, contém naturalmente os parametros que sao observados nos fendmenos atribuidos
a matéria escura.

Um comentario relacionado € que a razdo &y(r) pode ser usada para determinar o

valor da densidade de massa superficial ¥ ,(r) = % em termos de ap e G via

=Gy, (4.25)

ep(r) a0
M

Essa relacdo resulta de inserirmos nas expressoes (4.21) e (4.22) e o resultado (4.28) para a
entropia removida Sy/(r) em (4.17). Também restabeleceu-se os fatores da velocidade da luz
para obter uma expressao dimensionalmente correta. O regime onde Sy (r) < Spg(r) corres-
ponde a gy(r) < 1, portanto, neste regime estamos lidando com uma baixa densidade de massa
superficial e baixa aceleracdo gravitacional. Por esse motivo, serd referido como o regime “sub-
Newtoniano” ou “gravidade escura”. [9]

4.4 Deslocamento do Conteiido de Entropia do Espaco de de Sitter

No regime onde apenas parte da entropia de de Sitter é removida pela matéria, a
entropia remanescente contida nos estados deslocalizados de de Sitter passa a ter um efeito nao
desprezivel. Isso leva a modificacdes nas leis gravitacionais usuais, uma vez que essas levam
em conta apenas o efeito do emaranhamento da lei da drea. Para determinar essas modificagdes,
temos que acompanhar o deslocamento do conteddo de entropia devido a matéria. No presente
contexto, onde estamos lidando com uma massa central M, € possivel representar esse desloca-
mento como uma fungéo escalar u(r) que acompanha a distincia sobre a qual a informacdo é
deslocada na direcao radial.

Em um meio eldstico encontramos um deslocamento puramente radial u(r) quando
se remove (ou adiciona) certa quantidade do meio de forma simétrica de dentro de uma regiao
esférica. O valor do campo de deslocamento u(r) determina quanto do meio foi removido. Se
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assumirmos que o meio fora da regido onde o volume € removido € incompressivel, a variacdao
de volume é dada por uma casca fina com espessura u(r) e drea A(r). O sinal de u(r) determina
se a mudanca no volume foi positiva ou negativa. Além disso, assumimos que a mudanca no
volume é proporcional a entropia removida Sy(r). Obtemos, entdo, a relagdo

1

Su(r) = V—O*u(r)A(r). (4.26)

onde o volume V;; é assumido como sendo da mesma ordem que o volume V; por unidade

Figura 7 — Uma certa quantidade de volume sendo removida de um meio eléstico, levando a um dado
deslocamento.

Fonte:[9].

de entropia. Para determinar o valor de V;” impomos que no horizonte o deslocamento u(L) é
identificado com o deslocamento da posi¢@o do horizonte u(L) = %)L) Do fato de que a entropia
removida Sys(r) € linear em r, deduzimos que o deslocamento u(r) cai como % assim como
o potencial de Newton ¢ (r). Isso significa que em um raio arbitrario r podemos expressar u(r)
em termos de ¢ (r) como [9]

u(r)=¢(r)L. (4.27)

Combinando as expressoes (4.17) e (4.27) e inserindo a forma explicita do potencial Newtoni-
ano (4.10) e (4.11) verifica-se que o volume V{y € ligeiramente maior que V

4GhL
Vi = ——. 4.28
0= 5 (4.28)
Portanto,
V(jk d—1
— = 4.29
Vo d-—2 ( )

O volume total removido é, entdo, ligeiramente maior que Vy(r) pelo mesmo fator. Vamos
denotar o volume que foi removido de dentro de uma regido esférica Z(r)s por Vy;(r). O
deslocamento u(r) pode entdo ser escrito como

u(r) = — V(1) (4.30)
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onde 8ntG M
* T r

V = . 4.31

m(r) w0 d—2 (4.31)

O fator relativo entre V};(r) e Vi (r) pode ser diretamente ligado ao fato de que estamos lidando
com uma transicdo de emaranhamento da lei da area para a lei do volume.

Em um meio eléstico, um campo de deslocamento leva a uma deformacao elastica
e a uma tensao correspondente, que em geral sdo descritas por campos de valor tensorial. Aqui,
estamos interessados apenas nas componentes normais da deformacdo e da tensdo, portanto,
para simplificar a notagdo, suprimiremos os indices tensoriais e denotaremos a deformacgao
normal e a tensdo normal simplesmente por €(r) e o(r). Nossa proposta de explicacdo dos
fendmenos gravitacionais associados a “matéria escura’é que no regime onde apenas parte da
entropia é removida, ou seja, onde &y(r) < 1, a entropia remanescente associada a energia es-
cura se comporta como um eldstico incompressivel. Especificamente, propomos que a entropia
Su(r) seja removida apenas de uma regido de inclus@o local #3;(r) com volume Vj(r). Repre-
sentamos a regiao ¥js(r) como a intersecdo de uma regido fixa #37(L) com uma bola %(r) de
raio r centrada em torno da origem,

Y (r) = V(L) N B(r). (4.32)

Para lidar com o fato de que o volume removido V}j(r) depende do raio r, utilizamos
a linearidade da elasticidade para decompor a regido #3;(r) em pequenas regides esféricas %,
com volume N;Vp. De cada %; um volume fixo N;V{j foi removido correspondendo a unidades
de entropia de N;. Primeiro determinamos o deslocamento para cada regido e, em seguida,
calculamos o deslocamento total somando as diferentes contribui¢des. [9]

Considerando o campo de deslocamento u(r) resultante da remogéo de um volume
NV de uma tinica regido esférica %, com volume NVj. Por simplicidade e defini¢do, vamos
supor que A esteja centrado na origem do espaco de Sitter. O campo de deslocamento fora de

Ao é dado por
NV
=4

A deformacg@o normal €(r) corresponde a componente r — r do tensor de deformagéo e é dada

) (4.33)

pela derivada radial €(r) = u/(r). Entdo,

_ NW

V) (4.34)

(r)

Um fator (d —2)/(d — 1) foi absorvido fazendo a substitui¢ao V; — V5. Como o volume de
By é igual a NVp, descobrimos que a deformagdo normal €(r) em seu limite € igual a um. Para
obtermos este resultado utilizamos a razdo especifica de V' e Vp.

Este mesmo cdlculo pode ser realizado para cada pequena bola %; e leva a um
campo de deslocamento u; e deformacgao &; idéntico a (4.33) e (4.34) onde o raio € definido
em relacdo ao centro de %; e o nimero de unidades de a entropia removida é igual para N;.
Adicionando todas essas diferentes contribui¢des podemos, em principio, determinar o deslo-
camento total e a deformagao devido a remogao da entropia Sy/(r) da regido #j;. Aqui temos
que distinguir dois regimes. Quando Vj;(r) > V(r) estamos dentro da regido ¥j; e "todo o vo-
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lume disponivel”foi removido. Isso significa que a reducdo de entropia devido a massa € maior
do que a entropia térmica disponivel. Nesta regido a resposta a reducdo da entropia devido a
massa M € controlada pela lei da area para o emaranhamento, o que leva as leis usuais da gra-
vidade. Estamos interessados no outro regime onde Vj;(r) < V(r), pois é aqui que aparecerdo
as modificacdes devidas a lei do volume.
A quantidade total de entropia que é removida dentro de um raio r é igual a Sy(r).
Assim, a principio podemos simplesmente tentar substituir N por Sy/(r) de modo que o volume
removido NV se torne igual a Vy;(r), e NVp ao volume Vj(r) da regido #(r). De fato, se
fizermos as substituicoes
NVy(r) — Vy(r) (4.35)

NV()(I”) — VM(I”>, (4.36)

o deslocamento u(r) fica igual a (4.30) e (4.31), e a expressdo (4.34) para £(r) fica idéntica a
quantidade &y/(r) introduzida em (4.23). Dessa forma, descobrimos que o critério DM aparente
pode ser interpretado como uma condig¢@o na deformag@o eldstica normal £(r), a transi¢do da
gravidade Newtoniana para o regime da matéria escura aparente ocorre quando a deformagao
eldstica cai em valor abaixo de um.

A quantidade &(r), como agora definimos, é igual & deformagdo normal no regime
onde o volume removido € mantido constante. Em outras palavras, onde o meio € tratado
como incompressivel. Neste regime a deformacgio normal £(r) determina o valor da densidade
aparente de massa superficial Y (r) precisamente através da relacdo (4.34), na qual podemos
reformular

Y (r) = 8j’r—(’Gg(r). (4.37)

Usaremos a (4.37) para determinar a densidade aparente de massa superficial no regime &(r)
< 1. Aqui o volume Vj(r) é menor que o volume V (r) da esfera com raio r. Sendo assim, nao
estd mais claro que podemos pegar a relagdo (4.34) e fazer a substituicao (4.35) e (4.36). Uma
derivacdo mais precisa envolveria adicionar todas essas contribui¢des separadas das pequenas
bolas %; que juntas compdem a regido ¥js(r). Mostraremos agora que isso leva através da
relacdo (4.37) a uma densidade de massa superficial que inclui a contribui¢ao da matéria escura
aparente. [9]

4.5 Uma Derivacao Heuristica da Relaciao de Tully-Fisher

E possivel, agora, fazer uma proposta de explicacio dos fendmenos observados
atribuidos a matéria escura. Baseia-se na ideia de que as leis padrao de Newton e da relatividade
geral descrevem a resposta do emaranhamento da lei da drea a matéria, enquanto no regime
€(r) < 1 a forga gravitacional é dominada pela resposta eldstica devido a contribui¢do da lei
do volume. Mostraremos que a lei de Tully-Fisher para as densidades superficiais da matéria
escura aparente e a matéria baridnica € derivada de uma estimativa quantitativa da deformacao
e estresse causados pela entropia Sy (r) removida pela matéria.

Voltando ao resultado (4.34) para a deformacdo fora de uma pequena regido %
de tamanho NV; e calculando a integral do quadrado &2(r) sobre a regido fora de %, com
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V(r) > NV,. Denotou-se esta regidio como o complemento de %, da bola %,. A integral
fornece o volume da regido A, da qual a entropia foi removida

/ 2(NA(r)dr — / ) (@)iﬂ/:NVO. (4.38)

B NVy

Este resultado é bem conhecido na teoria das “inclusdes elasticas” [27]. Neste contexto, a
equacao (4.38) € usada para estimar a energia elastica causada pela presenca da inclusdo. Este
mesmo método também foi aplicado para calcular os efeitos de memoéria em polimeros emara-
nhados. [28]

E possivel repetir este cdlculo para todas as pequenas bolas %; que juntas formam a
regido #j(r) para mostrar que a integral de eiz sobre a regido fora de %; € dada por N;Vj. Como
g cai rapidamente como 1/r(d1) com a distancia do centro, a principal contribui¢do para a
integral vem da vizinhanga de %;. Assumimos agora que, no regime em que Vy(r) < V(r),
todas as pequenas regides %; sdo disjuntas e separadas o suficiente para que a deformagio
elastica & para cada bola %; seja localizada principalmente em sua propria vizinhanga. Isso
significa que a integral do quadrado da deformacao total € igual a soma das contribui¢des dos
quadrados individuais eiz para todas as bolas %;. Em outras palavras, os termos cruzados entre
& e €; podem ser ignorados quando i # j. Na se¢do 7 serd mostrado que isso pode ser provado
exatamente. A integral de £ sobre a bola %(r) com raio r se decompde em uma soma de
contribui¢des provenientes das vizinhancas de cada pequena regido %; [9]

2 2 2
edV ~ Z / g7dV ~ / gdV = NiVo = Vu(r). 4.39
/,@‘(r) T BiNAB(r) Z Bi Z 0="Vil(r) (4.39)

%,-C%(r) %,’C%(}”)

Cada uma dessas integrais €, com uma boa aproximagao, igual ao volume N;V de %, e,
como essas integrais juntas constituem a regido #js, descobrimos que a soma total da o volume
Vi (r). Faremos ainda a suposi¢@o simplificadora de que na esfera esférica situacao simétrica a
deformacao resultante é apenas uma func¢ao do raio r. Desta forma encontramos

/O ' e2(FA(F)dr = Viy(r). (4.40)

Para chegar a relagdo de Tully-Fisher entre a densidade superficial de massa da matéria escura
aparente e a matéria escura baridnica diferenciamos essa expressao em relagdo ao raio. Se
assumirmos que a distribuicdo de massa estd bem localizada perto da origem, podemos tratar a
massa M como uma constante. Nesse caso obtemos

s 1 dVy(r) 1 8aG M
8(”)_A(r) dr  A(r) ap d—1

(4.41)

Serd feita agora a identificacdo da densidade superficial de massa aparente com €(r). Obtemos
uma relacdo para a densidade superficial de massa aparente da matéria escura e densidade de
massa superficial da matéria baridnica visivel. Para distinguir a densidade superficial de massa
aparente daquela definida em termos da massa M, denotaremos a primeira como pPp e a tltima
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como pp. Essas quantidades sdo definidas como

ao

po(r) = o =&(r) (4.42)
€
M
ps(r) = A (4.43)

Com essas defini¢des recupera-se precisamente a relacao

2 _ao pa(r)
8nGd—1’

Pp(r) (4.44)

4.6 A Fase Elastica da Gravidade Emergente

Como foi dito anteriormente, o efeito da matéria é deslocar o conteudo de entropia
do espaco de de Sitter. Nosso objetivo € descrever como a reacao eldstica resultante se traduz
em uma forca gravitacional efetiva. Descreveremos essa resposta usando a teoria linear padrao
da elasticidade.

4.6.1 Elasticidade Linear e a Definicao de Massa

A varidvel bdasica na elasticidade € o campo de deslocamento u; . O tensor de
deformacao linear ¢ dado em termos de u; por

1
&j= E(Viuj+Vjuu). (4.45)

Na teoria linear da elasticidade, o tensor de tensdo o;; obedece a versdo tensorial da lei de Ho-
oke. Para meios eldsticos isotropicos e homogéneos existem dois mddulos eldsticos indepen-
dentes convencionalmente denotados por A e . Esses chamados pardmetros de Lamé aparecem
no tensor de tensdo como segue

Cij = /lekké,-j+2u8,-j. (4.46)

A combinagio K = A +2u/(d — 1) é chamada de médulo do volume. O mddulo de cisalha-
mento € igual a i, e determina a velocidade das ondas de cisalhamento, enquanto a velocidade
das ondas de pressdo é determinada por A + 2. Exigir que ambas as velocidades sejam reais
leva a as seguintes desigualdades nos parametros de Lamé

w>0 (4.47)

A+2u>0. (4.43)

O objetivo € relacionar todas essas grandezas eldsticas as grandezas gravitacionais correspon-
dentes. Em particular, o autor dard um mapa do campo de deslocamento, a deformacdo e o
tensor de tensdo para o potencial Newtoniano aparente, aceleracdo gravitacional e densidade
superficial de massa. Além disso, expressaremos os médulos eldsticos em termos da constante
G de Newton e da aceleragao de Hubble ay.
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Como o espaco de de Sitter ndo tem infinito assintdtico, a defini¢do precisa de
massa € problematica. Em geral, a massa sé pode ser definida com precisao com a ajuda de um
referencial especifico. Em um espago assintoticamente plano ou AdS, esse quadro de referéncia
é fornecido pela geometria assintdtica. E proposto que no espaco de de Sitter o papel desse
referencial auxiliar e, portanto, a definicdo da massa, € fornecido pelo meio eldstico associado
a contribui¢ao da lei do volume para a entropia do emaranhamento. Em outras palavras, o
referencial em relacdo ao qual definiu-se a massa M deve ser escolhido no local onde o regime
da gravidade Newtoniana faz a transicdo para a fase elastica. Isso implica que a definicdo
de massa depende do valor do campo de deslocamento, sua deformacdo e o tensor de tensdao
correspondente com o meio eldstico. [9]

Verlinde mostra agora que a definicdo de massa do ADM pode ser traduzida natu-
ralmente em uma expressao para o tensor de deformacao eldstica. Vimos anteriormente que o
campo de deslocamento u; no horizonte é dado por

u; = ﬂ (4.49)
ao
com
X
n = —. (4.50)
x|

E, argumenta-se que uma identificacdo semelhante ocorre no interior do espaco de de Sitter. Al-
ternativamente,é possivel introduzir o campo de deslocamento u; em termos da métrica espacial
h;j via Ansatz
ao
hij:&j—c—z(uinj—i—niuj). 4.51)
Tomou-se um limite ndo-relativistico no qual levamos L e ¢ ao infinito, mantendo ag = c? /L
fixo. Portanto, serd trabalhado quase exclusivamente no regime Newtoniano e ndo tentaremos
fazer uma correspondéncia com as equagdes gravitacionais relativisticas completas.
E possivel mostrar que uma expressao para a massa M pode ser escrita da seguinte

maneira sugestiva em termos do tensor de deformacio €;; para o campo de deslocamento u;

definido em (4.51)
ao

- 87G Js.,

Aqui utilizou-se do fato de que a superficie de integracdao estd distante da distribuicdo da

(an,‘j _nigjj)dAi- (452)

matéria, de modo que ¢ depende apenas da distancia |x| ao centro de massa. Ressaltamos nova-
mente que o prefator ap/87G em (4.52) é idéntico ao valor critico observado para a densidade
superficial de massa. [9]

Quando multiplica-se a expressao (4.51) para M pela escala de aceleragdo ag obte-
mos uma grandeza fisica com a dimensao de uma forga. Isso leva a reexpressar o lado direito
como

Mao = 7§ Gijn,'jdA,', (453)

onde identificou-se o tensor de tensdo 0;; em termos do tensor de deformagao da seguinte forma
2

a
Oij = —87t0G (&ij — €k 0ij)- (4.54)
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Comparando com (4.46) podemos ver que os modulos elasticos do meio elédstico escuro assu-
mem os seguintes valores
aj

~ 167G

m (4.55)

A+2u=0. (4.56)

Entdo, descobre-se que o mddulo de cisalhamento tem um valor positivo, mas que o médulo da
onda P desaparece. O mddulo de cisalhamento tem a dimens@o da densidade de energia, como
deveria, e € até um fator (d — 1)(d — 2) igual a densidade de energia cosmoldgica.

Na teoria da elasticidade, o integrando do lado direito de (4.53) representa a forca
de tragdo externa o;;n;. O lado esquerdo, por outro lado, € a for¢a externa em uma casca de
massa com massa total M quando ela experimenta uma aceleracio externa igual a aceleracdo
superficial ap no horizonte. Assim, € natural interpretar o equacao (4.53) como a expressao de
um equilibrio de forgas.

O valor preciso (4.55) e (4.56) do médulo de cisalhamento € determinado pelo se-
guinte cdlculo. Consideremos a situacdo especial em que a superficie S. corresponde a uma
superficie equipotencial. Neste caso podemos igualar a auto-energia gravitacional delimitada
por S. exatamente com a auto-energia elastica

1 1 -
§M¢ = E %5‘00 GijujdA,’. (457)

4.6.2 A Correspondéncia Elasticidade/Gravidade no Regime Sub-Newtoniano

Verlinde inicia reescrevendo as leis familiares da gravidade newtoniana em termos
de um vetor de densidade superficial de massa. E introduzindo um campo vetorial p; definido
em termos do potencial newtoniano ¢ via

d—2\ g
== — | == 4.
pi (d_S)SnG, (4.58)
onde
gi=—Vio, (4.59)

€ a aceleracdo gravitacional padrdo. Ao trabalharmos com p; em lugar de g;, evitamos alguns
fatores dependentes de dimensdo e tornamos a correspondéncia com as quantidades elasticas
mais simples. A normalizacdo é escolhida de modo que a forma andloga gravitacional da lei de
Gauss fica

Vipi=p (4.60)

ou

fpﬂﬁp:M, (4.61)
N

onde M € a massa total dentro da regido delimitada pela superficie S. Nos referiremos a p;
como a densidade superficial de massa. A auto-energia gravitacional de uma configuracdo de
massa pode ser expressa em termos do campo de aceleracdo g; e do campo vetorial da densidade
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superficial de massa, p; como
1 S
Ugrav = E/dVgipi- (462)

O interesse € na for¢ca sobre um pequeno ponto de massa m localizado em algum ponto P. Seu
potencial Newtoniano ¢ e densidade superficial de massa, p”, sdo originados pela densidade
de massa p” = md(x —xp). A forga que atua sobre a massa pontual € derivada do potencial
gravitacional, que obedece

mo(P) =  d(9"pi— 0pP). (4.63)

Aqui, a superficie S € escolhida de modo que inclua a distribui¢do de massa que origina o campo
¢ ep;

Todas essas equacdes t€m sua forma andloga na teoria linear da elasticidade. O
campo de deslocamento u; € andlogo ao potencial newtoniano ¢, o tensor de deformagdo &;;
desempenha um papel semelhante a aceleracdo gravitacional g; e o tensor de tensdo o;; € a
contrapartida direta da densidade de massa superficial p;. Em contrapartida, as da equagdo de
Poisson e da lei de Gauss ficam

Voii+bj=0 (4.64)

jéﬁijdizj + F; =0, (4.65)

onde b; representa a for¢a por unidade de volume que atua no meio e Fj € a forca total que atua
na parte do meio envolvida pela superficie S. A energia eldstica também é dada, exceto pelo
sinal, em um maneira completamente andloga

1
Uelast = E/dvgijcij- (4.66)

O equivalente eldstico da massa pontual € uma forca pontual descrita por uma funcdo delta
f

b{ = fi0(x —xp). Ele atua como uma fonte pontual para o campo de deslocamento eldstico u;
e tensor de tensdo o;; . O potencial elastico que determina a forga eldstica que atua sobre uma

forca pontual satisfaz uma expressdo andloga a do caso gravitacional
— fui(P) = 7{? dAi(u 0 —uj0l). 4.67)

Onde a superficie de integracdo S foi escolhida de tal forma que contém as forcas de corpo que
originam u; € Oj;.

Nota-se que a correspondéncia entre quantidades gravitacionais e eldsticas reque-
rem apenas duas constantes dimensionais: a constante G de Newton e a aceleracdo de Hubble
ag. Todas as outras constantes da natureza, como a velocidade da luz, a constante de Planck
ou a constante de Boltzmann, ndo desempenham um papel. J4 foi anunciado por Verlinde que
os modulos eldsticos assumem os valores dados em (4.55) e (4.56), mas ainda ndo foi justi-
ficado por que escolhemos este valor especifico para o modulo de cisalhamento. A razdo €
que somente com esta identificagdo todas as grandezas elasticas, incluindo as expressoes dos
potenciais eldsticos, sdo precisamente mapeadas nas grandezas gravitacionais correspondentes.

[9]
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Quantidade gravitacional Quantidade Elastica Correspondéncia
Potencial Newtoniano ¢ Campo de deslocamento u; | u; = ¢n;/ag
Aceleragdo gravitacional g; Tensor de cisalhamento &; | &;n; = —gi/ao
Densidade superficial de massa p; | tensor de tensdo o;; O;jn; = Pidy
Densidade de massa p forca do corpo b; bi = —paopn;
Massa pontual p for¢a pontual f; fi = —maon;

Tabela 1 — Férmulas de correspondéncia. Fonte: [10].

No entanto, devido a diferenca no caréter tensorial das quantidades correspon-
dentes, também precisamos fazer uso de um campo vetorial. Como os tensores eldsticos de
deformacdo e tensdo sdo simétricos e linearmente relacionados, eles podem ser diagonaliza-
dos simultaneamente. Seus autovalores sdo chamados de valores principais de deformacao e

tensdo. Estamos interessados na maior deformacao e tensao. Introduzindo o chamado tensor de
!/

deformac@o desviatoria &; 7>

que € definido como a parte sem tragos de &;;

1

Sl-lj =&j— —gkkSij- (4.68)
d—1

A diregdo da deformac@o e tensdo coincide com o autovetor n; da deformagdo desviatéria € ;-

Denotamos o autovalor correspondente com , pois ele desempenha o mesmo papel do pardmetro

introduzido na secao anterior, como ficard claro a seguir. Temos
/

Aqui n; € um autovetor normalizado que satisfaz |n|2 =nn;=1.

Chega-se agora as formulas de correspondéncia entre a fase eldstica e o regime
newtoniano. Ver tabela 1. As identificacdes entre as grandezas eldstica e gravitacional serdao
feitas em uma interface de superficie S perpendicular a deformac¢do maxima. Assim, a nor-
mal a § € escolhida de modo que coincida com o vetor unitario n;. Na seguinte tabela listamos
todas as grandezas gravitacionais e eldsticas e suas correspondéncias. Essas equagdes de corres-
pondéncia permitem traduzir a resposta da energia escura descrita pelo campo de deslocamento,
tensores de deformacao e tensao na forma de potencial gravitacional aparente, aceleracdo e den-
sidade superficial de massa.

4.7 Matéria Escura Aparente da Gravidade Emergente

Vamos voltar a derivacao da relagdo de Tully-Fisher para a densidade superficial de
massa. Para isso serd utilizada a descri¢do linear eléstica da resposta do meio de energia escura
devido a presenga de matéria. O tensor de tensdo e tensor de deformagao estao relacionados pela
lei de Hooke (4.54). Podemos fazer uma observacao sobre essa forma especifica do tensor de
tensdo. Como observamos, corresponde a um meio com moédulo de onda P. Isso significa que
as ondas de pressao t€ém velocidade zero e, portanto, existem como configuracdes estdticas. A
decomposicao de ondas elasticas em ondas de pressao e de cisalhamento faz uso do fato de que
todo campo vetorial u; pode ser escrito como uma soma de um gradiente V; - € uma parte curva
VA;ij com A;; = 0. As ondas de pressdo obedecem V[iuﬂ:o e sdo do primeiro tipo, enquanto as
ondas de cisalhamento satisfazem V,u; = 0 e, assim, sdo do segundo tipo. Segue-se do fato de
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que o médulo da onda P desaparece e de que um campo de deslocamento leva a um tensor de
energia de tensao conservado. Dessa forma,

ui=V;y (4.70)

que implica que
V2o, = 0. (4.71)

Aqui estdo sendo consideradas apenas situagdes quase estiticas em que o meio eldstico estd
em equilibrio. Isso significa que, sem forgas externas do corpo, o tensor de tensdo deve ser
conservado, o que junto com a observagdo acima nos diz que o deslocamento campo tomara a
forma de um gradiente. O campo u; = ¢n; de fato satisfaz este requisito no caso de n; apontar
na mesma dire¢do que Vig. [9]

4.7.1 De um Efeito de Memoria Elastica a Matéria Escura Aparente

Chega-se agora a derivacao do resultado principal de Verlinde: a relacdo de escala
entre a densidade superficial de massa aparente pp e a densidade superficial de massa real pp
da matéria (baridnica). Sera seguido os mesmos passos da derivagdo heuristica do autor, mas
ao longo do caminho algumas lacunas serdo preenchidas, ao que foram deixados em aberto
no raciocinio inicial. A quantidade de entropia de de Sitter dentro de uma sub-regido geral
conectada # é dada pelas generalizagcoes de (4.8) e (4.9),

1 x; dA;
Spe(%# :—/ dvzyf L 4.72
pE(#) Vo J# o# L 4G (4.72)

A primeira expressao mostra que o contetido de entropia € proporcional ao volume, enquanto a
segunda expressao exibe o fracionamento da informacao quantica. Cada célula Planckeana da
superficie d% contribui com uma fragdo determinada pela razdo das distncias proprias de um
ponto central, digamos a origem, para esta célula e o horizonte.

Uma suposicao central € que a matéria removeu uma quantidade de entropia Sy (L)
de uma regido de inclusdo #37(L) cujo volume total Vy;(L) é proporcional a massa M. Além
disso, também usaremos o fato de que a quantidade de entropia que é removida de uma sub-
regido cresce linearmente com seu tamanho. Escolhe-se uma conexao tao grande subregido %,
que se pode pensar como uma grande bola de um determinado raio. A quantidade de entropia
que € removida desta regido é dada por

1 1
Sy (% :——/ v = —/ dA;. 473
M( ) Vo Jam, V(;k a%‘ul i ( )

Esta expressdo € a generalizacdo da equacao (4.26). Vamos denotar agora toda a regido de
inclusdo ¥js(L) simplesmente por ¥);. Como a entropia é removida apenas da regidao 7y,
podemos tratar o meio como incompressivel fora da #}. Isso significa que V;u; desaparece em
todos os lugares, exceto dentro de ¥}, onde deve ser constante. Aplicando o teorema de Stokes
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a dltima expressao, temos que da regido % temos

Viui =

Y
{ v dentro de BN YVy (4.74)

0 fora de BNy

Vamos supor que o meio eldstico escuro estd em equilibrio e, sendo assim, que o tensor de
tensdo o;; € conservado. Podemos entdo fazer uso da observacao (4.70) e (4.71) e representar
u; como um gradiente. Dada a localizagcdo da regido #j, encontra-se a seguinte solu¢io para o
campo de deslocamento u; dentro da regidao %4

ui=Vig, 4.75)
com
—% dentro de BNy

VY = (4.76)

0 fora de BN Vy

*

Aqui inserimos o valor conhecido de (4.28) e (4.29) para a razdo “/,—‘(’) A solucdo completa para
u; € obtida estendendo 4 para todo o espago. O volume da intersecdo de % com a regiao de

inclusio ¥}, serd denotado como
Vig(B) = / av, 4.77)
BNy

e igual a Vjs(r) dado em (4.24) para o caso em que 4 representa uma esfera de tamanho r. [9]

Queremos determinar a densidade aparente superficial de massa pp na regido fora
de 7). De acordo com as regras de correspondéncia obtidas, a densidade superficial de massa
pp pode ser expressa em termos da maior tensao principal ¢ como

pPp = 27 4.78)
ao
onde
O;jn; = on;. 4.79)

Agora fazendo o uso do fato de que o tensor de tensdo e deformagdo sao desviatorios fora de

Y. Isso implica que o tensor de tensdo é proporcional ao tensor de deformagio desviatéria €/ i

e, portanto, que a maior tensdo principal o estd diretamente relacionada a maior deformacado
principal €. Dado o valor do médulo de cisalhamento recupera-se assim a mesma relagdo (4.37)

que em nossa derivagdo heuristica

ap
=" ¢ 4.80
Pp = o =&, (4.80)
onde
g nj = €n;. (4.81)

Aqui, o objetivo de Verlinde € explicar a relacao de Tully-Fisher para a densidade superficial de
massa, Ppp em termos da densidade auperficial de massa para a massa M. Para isso, seguiremos
um raciocinio semelhante ao da nossa derivac¢do heuristica. Podemos derivar apenas a seguinte
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desigualdade sobre o valor da maior tensdo principal €
/ e2dV < Vy(A), (4.82)
%

quando % é tomada como uma regido esférica de raio r, e com o sinal de igualdade recuperamos
a equacao (4.40) da qual derivamos a relacdo Tully-Fisher. Nossa derivacdo da desigualdade
deixara claro sob quais condi¢Oes se espera que o sinal de igualdade se mantenha.

=&
d-2-

d—2
£ < (ﬁ) gl (4.83)

Entdo, nesta situagdo todas as perpendiculares Obtemos assim o seguinte li-

mite superior em €

A prova da desigualdade (4.82) agora se torna simples e direta. Primeiro substituimos £> pelo
lado direito de (4.83) e expressamos &/ ; em termos de Z  inserindo a solugdo (4.76) para u;.
Em seguida, estendemos a regido de integracdo de & para todo o espaco e realizamos uma
integragio parcial dupla para expressar o integrando inteiramente em termos de V2>.2" usando

/ (ViV, 27DV = / (V22 )DV. (4.84)

Aqui € importante verificar que 2  cai com rapidez suficiente para que nio haja
termos de contorno. Apds esses passos, ficamos com uma integral cujo suporte estd inteiramente
contido na interse¢do de 8 com ¥);. Desta forma, a seguinte relagio vale

d—2 /0
al T2 [el2ay = av. 4.85
(d— 1) / Y BNy ( )

Assim, o sinal de desigualdade em (4.82) se transformard em um sinal de igualdade (aproxi-
mado) se duas suposicoes forem verdadeiras: a primeira € que a maior deformacao principal
€ é dada com uma boa aproximagdo por seu valor maximo possivel. Isso significa que as
deformacgdes perpendiculares sdo todas aproximadamente iguais. A outra suposicdo é que a
contribui¢do da integral (4.85) fora de Z pode ser ignorada. Isso também é razodvel, uma vez
que o valor de € cai de 1/a?~! onde a é a distancia até o limite de % N ¥j,.

Supondo agora que o tensor de deformagao g;; seja puramente hidrostético dentro de
BNV, o que significa que a deformagdo desviatdria &;; s6 € suportada fora da regido 2N 7.
Esta condi¢do é equivalente a suposi¢do de que a fronteira de %N #); € normal a direcdo da
maior deformacao principal e que o valor da deformagao normal € é igual a um. Isso pode ser
mostrado, por exemplo, como segue. Considere a integral da densidade de energia eléstica tanto
dentro como fora de % N 7). A conservacao do tensor de tensdo nos da que essas energias sao
iguais em tamanho, mas opostas em sinal. E, de novo, por integracio parcial encontra-se

1
2 %ﬁ?}\/[

2
ay

1
8,'j(7ijdV = _E/ SijO','jdV = uidA;. (4.86)

By 167G J o(2n4)

A primeira integral em (4.86) da a contribui¢ao da deformacao e tensdo desviatorias, enquanto a
integral do meio representa a energia eléstica devido a deformacao e tensdo hidrostatica dentro
da inclusdo. Finalmente, a integral do lado direito representa o volume do meio eléstico escuro
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que € removido pela matéria da regido .

A parte hidrostatica da energia eléstica é facilmente calculada usando o fato de que
o tensor de deformagéo e tensdo sio proporcionais a J;;. Dessa forma, aprendemos com (4.86)
que a parte desviatdria da energia eldstica € igual a

17, a (d—1 / a?
~ | eolav = e av = dA;, 4.87
2 //3 i) 162G \d—2) Janm, 167G Sz (4.87)

onde utilizou-se do fato de que V,u; = 0 fora de # N ¥), para mover a integral de contorno

de d(#ANYy) para dHAB. Para completar a derivagdo da relagdo de Tully-Fisher, agora fa-
zendo uso da suposi¢do de que o volume da regido A N ¥}y depende apenas da distribuicdo
de massa da matéria real que estd presente dentro da regido &, assume-se que o resultado da
integral de contorno na ultima expressdao em (4.87) pode ser avaliada substituindo o campo de
deslocamento pela expressao correspondente em termos do potencial de Newton ®p da matéria
“baridnica”’comum. Assim, fazendo a identificacao

Pp

?{ u,-dAi == —nidAi. (488)
oA 0% A

Aqui vamos supor que a superficie d.% pode ser escolhida de modo que sua normal coincida
com a direcéo n;. Esta é uma suposi¢ao natural no caso de d.% coincidir com uma superficie
equipotencial de ®p. [9]

Finalmente, t€ém-se as condi¢des de combinar todos os ingredientes e obter o re-
sultado principal de nossa andlise. Primeiro usamos (4.80) e (4.81) para expressar a maior
deformacdo principal € em termos de pp. Em seguida, assumi-se que as condi¢des para o sinal
de igualdade em (4.82) sdao vdlidas e a identificacdao (4.88) pode ser feita. Combinado com
(7.34), isso leva a seguinte relacdo integral para a densidade superficial de massa pp para a
matéria escura aparente em termos do potencial newtoniano para a matéria baridnica

8tG  \? d—2 o
/ (Lpp) av = (—) ]{ @B dA;. (4.89)
2\ ao d—1) oz ay

E como a regido de integracdo # pode ser escolhida arbitrariamente, também podemos derivar
uma relacao local convertendo primeiro o lado direito em uma integral de volume aplicando o
teorema de Stokes e depois igualando os integrandos. Desta forma obtemos

2
(@pl)) _ (ﬂ) v, (%ni) , (4.90)
ap d— 1 ap

A seguir usaremos esta relagdo para uma situagdo esfericamente simétrica para derivar a den-
sidade de massa para a matéria escura aparente de uma dada distribui¢cdo de matéria barionica.
Para esta situacdo podemos tomar n; = x;/|x|, e calcular facilmente o lado direito em termos da
distribui¢do de massa pp da matéria baridnica.
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4.7.2 Uma Féormula Para a Densidade Aparente da Matéria Escura em Galaxias e Aglomerados

Da relagdo entre a densidade superficial de massa e o potencial de Newton, para
uma situacao esfericamente simétrica esta relacdo pode ser escrita como

p(r)= 4 o9 ()= fg)), (4.91)
onde
M(r) = /0 p (A dr (4.92)

¢ a massa total dentro de um raio r. Com a ajuda dessas equacdes podemos reescrever a relacao
(7.36) em termos da massa aparente de matéria escura Mp(r) e a massa baridnica Mp(r). Isto
leva a

pre = (4.93)

que descreve a quantidade de matéria escura aparente Mp(r) em termos da quantidade de

/’ GMlz)(r’)dr, Mpg(r)agr
0

matéria baridnica Mp(r) para sistemas astrondmicos aproximadamente simétricos e isolados
em situacdes nao-dindmicas. Depois de ter determinado Mp(r) podemos entdo calcular a
aceleracdo total

g(r) = ga(r) +gn(r), (4.94)

onde as aceleracdes gravitacionais gg € gp sdo dadas por suas expressoes Newtonianas usuais

GM,
g5 = —r'i(r) (4.95)

) GM,
gp="10— U} (4.96)

Podemos diferenciar em relagao ao raio, mantendo a massa baridonica Mp constante. Verifica-se
facilmente que isso leva a relacao

gp(r) = v/ augs(r), 4.97)

com
ao

"
Uma maneira alternativa de expressar (7.87) € como resultado para a velocidade assintética v

ay = (4.98)

da curva de rotacdo da galaxia

v} = ayGMs, (4.99)
onde
v2
gn(r) = Tf (4.100)

Essa expressdo é conhecida como a relagdo barionica de Tully-Fisher e foi bem testada por
observacdes [29] de um grande nimero de galdxias espirais.

Voltando para (7.84) e fazendo sua derivada levando em conta a dependéncia r de
Mp(r). Sao introduzidas as densidades médias de massa pg(r) e pp(r) dentro de uma esfera de
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raio r escrevendo as massas integradas Mp(r) e Mp(r) como

4 3
Ma(r) = 7;’" (1) 4.101)
© 3
4
Mp(r) = Zr (7). 4.102)

Introduzindo os parametros de inclinagao

5 () - _doePs(r)

dlog (4.103)
© dlog P (r)
= __alogpplr

ﬁD(r)— —dlogr . (4.104)

Quando esses parametros de inclinacdo sdo aproximadamente constantes, eles nos ddo o com-
portamento da lei de poténcia das densidades de massa médias. Diferenciando (7.36) em relagao
a r e reescrevendo o resultado usando (4.92) e (4.93), descobre-se que a média da da densidade
da matéria escura aparente obedece

Ph() = (4= Ba(r) ;r—OGprr). 4.105)
Para uma massa de ponto central Mp, o parametro de inclinacao EB € igual a 3, portanto, o pré-
fator seria igual a 1. A matéria escura aparente tem nesse caso uma distribui¢do com inclinagao
ED = 2, 0 que significa que cai como 1/72. [9]

Dada a densidade média de massa, p,(r) pode-se encontrar a densidade de massa
real pp(r) para a matéria escura aparente através da relagdo

po(r) = (13800 ) ) (.106)

Por fim, uma ilustracdo de que essas equacdes podem levar a fortes fendmenos de lente nos
nucleos de aglomerados nos casos em que hd uma contribui¢io significativa de matéria es-
cura. Para isso vamos considerar uma situacao idealizada na qual a matéria escura e a matéria
baridnica na regido central r < ro tém exatamente o mesmo perfil de densidade com EB = ED =
1. Isso corresponde ao caso em que as densidades superficial de massa pp € pp sdo iguais ao
valor médximo ao/87nG correspondente a € = 1. A massa total perfil de densidade dentro do

nucleo € entdo dada por
ao

— 4.107
e (4.107)

pg = pPp(r) =

para
r <rg. (4.108)

Verlinde descobriu, entdo, que a densidade de massa superficial projetada p,,;(< ro) de toda a
regido central, como os astrofisicos a definiriam integrando ao longo da linha de visao, € igual a
cHy/nG, o que deve ser suficiente para causar uma forte lente gravitacional, especialmente nas
partes internas da regido central. Este forte efeito de lente seria, neste caso, igualmente devido
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a matéria baridnica e escura.

Como comentadrio final vamos tomar (4.96) e aplicé-la a todo o universo. Com isso
queremos dizer que assumimos uma densidade de massa baridnica constante, entdo definimos
EB =0 e, além disso, tomamos o raio igual ao raio de Hubble, ou seja, colocamos r = L. Agora,
notamos que a densidade de massa critica do universo € igual a

3H§  3ap 1

— = —. 4.1
8tG 8nGL (4.109)

Perit =

Assim, quando colocamos r = L em (4.96) obtemos uma relacdo entre os parametros padrao de

densidade cosmoldgica Qp = ppPcrir € Qp = Pp/Perir da matéria baridnica e escura. Encontra-
mos

Q3 = 293. (4.110)

Esta relagdo se mantém bem para os valores de Qp e Qp obtidos pelas colaboracoes WMAP e

Planck. Vale constar que nossa derivacdo da formula da densidade (4.96) € apenas hipotética

e sabe-se que a mesma nao seria aplicdvel a todo o universo. Uma questdo imediata que vem

a mente € se essa relacdo continua a se manter ao longo da evoluc¢do cosmoldgica do universo.

Trabalhamos exclusivamente em uma situacdo estatica perto do centro da mancha estética de

um universo dominado pela energia escura. [9]
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5 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo estudamos um modelo de gravidade modificada através da gra-
vidade entropica. E pudemos utilizar de argumentos tedricos, com a derivacdo das relacoes
observadas, como provas de nossas hipoteses. Mencionamos que em 1998, apds a analise dos
dados das supernovas tipo Ia, a energia escura foi proposta e mesmo nos dias atuais, apds tanto
esfor¢o experimenta e tedrico ainda nao se tem uma explicacdo completa sobre tal fendmeno.
Nesse sentido, a energia escura pode ser considerada um dos maiores problemas da Cosmo-
logia da atualidade em aberto e a proposta de modelos que expliquem esse fendmeno podem
ser de grande importancia como background matematico. O modelo da gravitacdo entrépica
discutido nesse trabalho se mostra um candidato vidvel para discussao do assunto. Estudamos
as semelhancas entre a gravidade e outros fendOmenos emergentes conhecidos, como termo-
dindmica e hidrodinamica, analogias que tém sido consideradas como sugestivas.

A comunidade cientifica tem se mostrado, ao longo dos tltimos anos, relutante em
desistir da formulacdo geométrica da gravidade de Einstein como sendo fundamental. Porém,
Verlinde assinala que se a gravidade € emergente, a geometria do espaco-tempo também seria.
Einstein uniu esses dois conceitos, e teriamos que desistir de ambos se quisermos entender
um ou outro em um nivel mais fundamental. Ao propormos qual é a origem da forca e da
inércia em um contexto em que o espago estd emergindo, ao invés de focar apenas nas equacoes
que governam o campo gravitacional, assim, identificamos uma causa, um mecanismo, para
a gravidade que € impulsionado por diferengas de entropia, e uma consequéncia da média da
dindmica aleatéria no nivel microscopico.

Também vimos uma derivacao da expressiao para a média da densidade da matéria
escura aparente coerente para os valores de Qp e Qp obtidos pelas colaboracdes WMAP e
Planck. Finalmente, pudemos utilizar a base tedrica investigada nos primeiros capitulos e che-
garmos ao capitulo 4 com a proposta de que os fendmenos observados atualmente atribuidos a
matéria escura sao consequéncia da natureza emergente da gravidade e sdo causados por uma
resposta elastica devido a contribui¢ao da lei do volume para a entropia de emaranhamento em
Nnosso universo.
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APENDICE A - ALGUNS CONCEITOS DE TERMODINAMICA.

A.1 O Teorema de Clausius

Seja Q uma quantidade de calor fornecida a um sistema termodinadmico, que evolui
de um estado inicial a um final ciclicamente, ou seja, dada qualquer transformacao reversivel
representada por um caminho C fechado a temperatura 7 que varia ao longo de cada por¢ao
infinitesimal de C, (Figura 3) [12], temos que

Figura 8 — Caminho fechado.

P

Fonte: [11].

Completado o ciclo C, o efeito resultante é a remocao da quantidade de calor e a
realizacao de uma quantidade de trabalho equivalente (4rea interna ao ciclo C). E, pelo enunci-
ado de Kelvin da 2° lei, isto s6 € possivel se Q < 0, ou seja,

50
é o <o, (A1)

que € a desigualdade de Clausius. Em seu teorema, Clausius procurou mostrar uma relagdao
proporcional entre a entropia e o fluxo de energia por aquecimento, §Q, em um sistema. Nesse
sistema, essa energia térmica pode ser transformada em trabalho, e o trabalho pode ser trans-
formado em calor por meio de um processo ciclico. Clausius escreve que ”A soma algébrica de
todas as transformacdes que ocorrem em um processo ciclico sé pode ser menor que zero ou,
como um caso extremo, igual a nada.”’[14] Observa-se, entdao, que igualdade s6 vale para para
C reversivel. Temos,
5—Q =0. (A.2)
c T
A consequéncia mais importante do teorema de Clausius € a existéncia de uma nova
funcdo de estado associada a um estado de equilibrio termodinamico de um sistema, a entropia.
Da mesma forma que a 1* lei da termodinamica corresponde a existéncia da energia interna U
como funcao de estado, a 2% lei corresponde a existéncia da entropia.

A.2 Processos Reversiveis

Sejam i e f dois estados de equilibrio termodindmico de um sistema. Em geral,
podemos passar de i para f por diferentes caminhos (processos), como 1 e 2 (Figura 4).
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Figura 9 — Caminhos reversiveis.

P
Pyleeseeeeansenessas r/
3 S— :
0 v, Fo. F.
Fonte: [11].

Supondo esses caminhos reversiveis, o que denotamos indicando por 6 Qg, decorre
entdo do teorema de Clausius o seguinte resultado: A integral tem o mesmo valor para todos os
caminhos reversiveis que ligam os estados de equilibrio termodindmico i e f. [12]

Se formos de i para f pelo caminho 1 e voltamos de f para i pelo caminho 2,
teremos descrito um ciclo reversivel, de modo que o teorema de Clausius (2.2) leva a

) )
[l [ s, a5
mi T Jor T
onde os indices (1) e (2) a esquerda das integrais indicam qual € o caminho reversivel empre-
gado. Como
i f
[ 20 o0 )
@f T @i T
equivale a (2.4)
ré fé
/ 90k = / &_ (A.5)
mi T @i T

Como 1 e 2 sdo dois caminhos reversiveis quaisquer, concluimos que a integral € independente
do caminho, o que demonstra o resultado.

Como a integral s6 depende dos extremos i € f, se escolhermos um estado inicial
padrdo ela passa a depender somente de f, que podemos identificar com o estado de equilibrio
termodindmico do sistema para o qual queremos calcular o valor da funcdo. A arbitrariedade
da escolha do estado padrao i corresponde a constante arbitraria: mudar i equivale a adicionar
uma constante aos valores da func¢do. [12]

Podemos, entdo, escrever

)
/i %:Sf—si, (A.6)

onde S € a nova fung¢do de estado, introduzida por Clausius e por ele denominada de entropia
(do grego, transformacao).
Se a variagdo AS = Sy — §; € infinitesimal, escrevemos

_ 90

ds
T

(A.7)
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onde 6 Qg é a quantidade de calor infinitesimal fornecida ao sistema em um processo reversivel
a temperatura T. Note que 6Qr € uma diferencial inexata, ao passo que dS, como dU, é uma
diferencial exata. [12]

A.3 Transformacao Adiabatica Reversivel

Tal transformacgdo € caracterizada por

80k = 0. (A.8)

Logo, a (2.7) leva a
AS=S57—8;=0. (A9)

ou seja, a entropia ndo muda em uma transformacao adiabdtica reversivel.
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APENDICE B - MAIS DETALHES SOBRE O EFEITO UNRUH

O efeito Unruh € um resultado da teoria quantica de campos e expressa o fato de que
observadores uniformemente acelerados no espaco-tempo de Minkowski, ou seja, observadores
linearmente acelerados com aceleracdo prdpria constante (também chamados de observadores
de Rindler), associam um banho térmico de particulas de Rindler para o estado sem particulas
de observadores inerciais (também chamado de vacuo de Minkowski). Este efeito € importante
por si s6 e também como ferramenta para investigar outros fendmenos, como a emissdo de
particulas de buracos negros [22] e horizontes cosmoldgicos.

B.1 Introducao

Hawking [21] em seu referido trabalho mostrou como o horizonte de eventos de um
buraco negro separa as solugdes para uma equacdo de onda para um campo sem massa entre
aquelas que propagam-se para o interior do horizonte e as que propagam-se para fora. Isso faz
com que um buraco negro seja capaz de emitir particulas, ao invés de apenas absorver, confe-
rindo a0 mesmo uma temperatura que depende de sua gravidade de acordo com a expressao

_hg
- 2mkge’

Essa expressao surge de solu¢des para uma equacio de onda em um espaco com uma fronteira

(B.1)

de causalidade, que no caso do observador de Rindler é gerada pela aceleracao do mesmo.

W. G. Unruh [18] estudou o comportamento de detectores de particulas submetidos
a um referencial de Rindler, mostrando que o fendmeno de absor¢do observado pelo mesmo é
visto como a emissdo dessa particula pelo referencial de Minkowski, sendo capaz de mostrar
como o fendmeno nao viola a conservagao de energia. Ainda assim, o conceito de particula
acaba se mostrando mal definido em vista desses resultados, uma vez que ambos referenciais
fornecem descri¢des igualmente vdlidas para o fenomeno, mesmo que cada um deles precise
ter sua propria definicdo de vacuo.

E possivel obter-se a expressio (1.2) para a temperatura de Unruh no espago-tempo
plano bidimensional. Para isso, considera-se solugdes da equacao de Klein-Gordon para particulas
de massa m = 0. O operador nimero, definido por N = dde, que provém da solucdo algébrica
do problema do oscilador harmodnico na Mecanica Quantica representard o nimero de particulas
que possuem vetor de onda k. [30]

B.2 Teoria de Campos em Espacos Planos

De forma andloga ao desenvolvimento da mecénica de classica de particulas, onde a
trajetdria real da particula, representada pelas coordenadas generalizadas ¢(t) e ¢(t) serd aquela
que minimiza a integral de acdo
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1
5S=6 [ Lig,q)dr, (B.2)

i
pode-se construir uma teoria tendo o campo como objeto de estudo.
Seja @ um volume arbitrario no espago-tempo e seja .Z a densidade de Lagrangiana
que depende das coordenadas generalizadas ¢ e dy, ¢, a integral de agdo é dada por [31]

_ /a)d“x,,s,ﬂw,a#(p). (B.3)

Entao, postula-se que a equagao dinamica do campo € obtida quando a variacao da
integral de acdo na equacdo (B.3) € zero. Ou seja:

0S(w) =0. (B.4)
E, utilizando (B.3), obtemos
A 0. 4
S(0) = / [ 56 50 33,0 (auq))]d x. (B.5)

Integrando o segundo termo, temos

o [ (gt L[5 a5 e o

Seja F* um vetor contravariante nesse espago e 7, um vetor covariante unitario e
normal a superficie d®, a primeira integral em (B.6) pode ser trabalhada com o teorema de
Gauss aplicado ao espaco de Minkowski [32]:

/ JuFhd*x = / nuF*dx, (B.7)
0] o)
Considerando, 5
<
L ( 5 > | (B.8)
5(0.0)°°

e utilizando (B.8) para transformar a primeira integral de (B.6) em uma integral sobre o contorno
dw, o resultado serd zero pois ja definiu-se que 8¢ = 0 nesse contorno. Finalmente, para
garantir que 6S = 0 para qualquer funcional ., obtemos

0% 0%
— =y | ———— ] =0 B.9
s " (6(8“q))) ’ (59

que € a equacdo de Euler-Lagrange que descreve a dinamica do campo.
Para mudarmos para o formalismo Hamiltoniano, definimos o0 momentum conju-
gado ao campo

<

E o Hamiltoniano serd a transformada de Legendre do Lagrangiano:
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H =7(x)9(x) — L (9,99). (B.11)

Uma tentativa de obter uma teoria relativistica para ondas de matéria é pautada na
relacdo entre energia e momentum da relatividade especial [30]

E? = p*? +m?ct, (B.12)

em conjunto com as representacoes usuais da mecanica quantica para os respectivos operadores.

P — —ihV, (B.13)
E — —ih J (B.14)
_l — .
ot
Um célculo direto leva a equagao
1 9%y m2c2

— mc

Definindo a constante 4 = e definindo [J, o operador d’ Alembertiano, como

19
0 = Jy ot _ZE_VZ’ (B.16)

reescrevendo a equagdo (B.15) para reconhecer a equacdo de Klein-Gordon:
(O+u*)¢ =0. (B.17)

Essa equacdo, uma vez quantizada, sera capaz de descrever particulas relativisticas sem carga e
sem spin quando admitirmos um campo escalar real como solucao. Podemos utilizar o forma-
lismo da teoria de campos para obter a equacao de Klein-Gordon a partir do seguinte Lagrangi-
ano [30]

& = %(ama% —ue?). (B.18)
Para isto, aplicando a equagdo (B.9):
0L  wrade*
W__TW__H () (B.19)
0% 1 o
= - ov9a"
5(0u0) ~25(3,0) **7
_1[800 60"
250,007 * 5000
1
=5 (ny9"9+avgn™)

— 5049 +"9)
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=09,

Por fim,

It + e =0, (B.20)

como desejado.
O momentum conjugado a esse campo calculado por (B.10) sera

1,
m(x) = 56 (x), (B.21)
que € utilizado para obter o seguinte Hamiltoniano
1
H(x) = 5 (T (x) + (V6)* + 1?9). (B.22)
De acordo com o intervalo invariante nas coordenadas de Rindler dado por
ds® = e*€(?dn? — de?), (B.23)

a equagdo de Klein-Gordon no referencial (7, €) sera

2aqe] (1 9?7 92
exp [— ) } (c_28n2 — 882> ¢ =0. (B.24)

B.3 O Efeito Unruh

Da prépria definicdo de viacuo do observador de Rindler em comparacdo com a
defini¢cdo dada pelo observador de Minkowski, nos deixam pistas de que o préprio conceito
de vacuo ndo € fixo quando se estuda teoria de campos. Como ele depende de um conjunto
arbitrario de solucdes para a equagdo de Klein-Gordon, podendo estarem expressas tanto nas
coordenadas de Rindler quanto de Minkowski, € vital estabelecermos uma relacio entre esses
conjuntos de solucoes.

B.3.1 Transformacoes de Bogoliubov

A equacdo de Klein-Gordon em espagos curvos possui uma arbitrariedade seme-
lhante de solu¢des com a que encontramos em espacos planos mas utilizando referenciais nao-
inerciais. O conjunto de solugdes para ondas planas no espaco de Minkowski € Giinico no entanto,
no espago de Rindler, podemos fazer duas escolhas diferentes igualmente vélidas. [30]

Sejam as equagdes

o =Y (aifi+alf), (B.25)

1

0 =Y (bifi+b]f), (B.26)

1

solugdes para (B.20), cada qual com seus operadores obedecendo relagdes de comutacdo como
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os operadores criacdo e aniquilagao:

bi,bj] =0 (B.27)
[ai,a;] =0 (B.28)
(b} 6% =0 (B.29)
4,471 =0 (B.30)
[bi,bT] =0 (B.31)
[a;,a1] =0 (B.32)

As definicdes de vacuo para cada uma das solugdes dadas por (B.25) e (B.26) serdo, respectiva-
mente, d; <0 f| =0eb; <Og} = 0. E possivel notar que ndo hd pressuposto de equivaléncia entre
as expressoes anteriores. [30]

A defini¢do dos seguintes coeficientes, chamados de coeficientes de Bogolubov, sd@o

oij = (&, f}) (B.33)

;= —(gi f7), (B.34)

€ possivel escrever a seguinte relagdo entre os coeficientes das duas solugdes:

gi =Y (ofi+Bijf}), (B.35)

J

fi=Y (ajigj+ Bjig})- (B.36)

J
E, ssa relacdo leva a expansdo dos préprios operadores escada (d) e (b):
a; =Y (aujbj+ Bjibt), (B.37)

J

bi =Y (oua;+ Byjay), (B.38)

J

O valor esperado do operador niimero 7ig; no estado de vacuo <0 I ‘:

(0f| Aigi [0) = (07| B B; [0 (B.39)

=Y (0f| (a;a%, — Bijaaj) (ctedic — Bireii ) |07 )
Jjk
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—Z —Bij)(—Bi) (Of| ajéx [0f)

Onde foi utilizada a defini¢ao de véacuo para f:

)=0 — (0¢|a;=0 para todo i. (B.40)

Agora, utilizando a relacdo de comutacao para os operadores d

A A RN
[aj,ak]:ajaZ—akaj: ks (B.41)

a;a) = afa;+ 8. (B.42)

Consegue-se, entao, o valor esperado do operador nimero das coordenadas g quando observa o
vécuo de f em termos do coeficiente 3. [30]

(07| igi |07) = Zkﬁijﬁ{i (0f]0y) (B.43)
J

=) 1Bl
J

Essas relacdes sdo equivalentes as transformacgdes (B.35) e (B.36), e induzem as desejadas
transformacoes entre os operadores (B.37 e (B.38). Assim, os operadores escada

(e 2a C]EI) + eiﬁw é( ]z ) (B44)

(e% el e, (B.45)

fornecerao a relacdo necessaria para o célculo do valor esperado do operador nimero de particulas.

B.3.2 A Temperatura Unruh

O operador nimero para o observador de Rindler é bW h;. O seu valor esperado
no vacuo de Minkowski sera entao:

(Op| BB 104g) = (Op] +eded e el 45 e joy) (B.46)

+e®eh), (B.47)

& 0y) =6 10y) =0 (B.48)



¢ compartilhada com a definicao para os operadores dj, 0 tinico termo nao nulo sera:

& 1 A(2) A(2)F
< M| R| M> Ise ln'aa) < Mc_kc_k M>

= 1o _wS(O)
ea —e a
1
= py10) 6(0)
ea —1

59

(B.49)

(B.50)

(B.51)

Obtém-se, entdo, uma distribui¢do de Bose-Einstein para as particulas do campo de radiagado, o

que implica que o observador de Rindler estd em um banho térmico de temperatura

a
o’

que em unidades naturais retoma a equagao (B.2). [30]

(B.52)



60

REFERENCIAS

[1] MIQUEL, R. Cosmology with type-ia supernovae. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical,
IOP Publishing, v. 40, n. 25, p. 6743-6755, jun 2007. Disponivel em: (https://doi.org/10.1088\%2F1751-8113\
%2F40\ %2F25\ %2Fs19).

[2] GAWISER, E.; SILK, J. The cosmic microwave background radiation. Physics Reports, Elsevier BV, v.
333-334, p. 245-267, aug 2000. Disponivel em: (https://doi.org/10.1016\ %2Fs0370- 1573\ %2800\ %2900025-9).

[3] Planck Collaboration et al. Planck 2018 results. vi. cosmological parameters. arXiv, 2018. Disponivel em:
(https://arxiv.org/abs/1807.06209).

[4] ALBRECHT, A. et al. Report of the Dark Energy Task Force. arXiv, 2006. Disponivel em:
(https://arxiv.org/abs/astro-ph/0609591).

[51 CARROLL, S. M. Quintessence and the rest of the world: Suppressing long-range interactions. Physical
Review Letters, American Physical Society (APS), v. 81, n. 15, p. 3067-3070, oct 1998. Disponivel em:
(https://doi.org/10.1103\ %2Fphysrevlett.81.3067).

[6] KAMENSHCHIK, A. Y.; MOSCHELLA, U.; PASQUIER, V. An alternative to quintessence. 2001.

[71 BOSE, N.; MAJUMDAR, A. S. mml:math
xmlns:mml="http://www.w3.org/1998/math/MathML"display="inline”mml:mik/mml:mi/mml:math-

essence model of inflation, dark matter, and dark energy. Physical Review D, American Physical Society (APS),
v. 79, n. 10, may 2009. Disponivel em: (https://doi.org/10.1103\ %2Fphysrevd.79.103517).

[8] CLIFTON, T. et al. Modified gravity and cosmology. Physics Reports, Elsevier BV, v. 513, n. 1-3, p. 1-189,
mar 2012. Disponivel em: (https://doi.org/10.1016\ %2Fj.physrep.2012.01.001).

[9] VERLINDE, E. Emergent gravity and the dark universe. SciPost Physics, v. 2, n. 3, p. 016, 2017.

[10] VERLINDE, E. On the origin of gravity and the laws of newton. Journal of High Energy
Physics, Springer Science and Business Media LLC, v. 2011, n. 4, apr 2011. Disponivel em: (https:
//doi.org/10.1007\ %2Fjhep04\ %282011\ %29029).

[11] SALINAS, S. R. Introducdo a fisica estatistica vol. 09. [S.1.]: Edusp, 1997.

[12] NUSSENZVEIG, H. M. Curso de Fisica Bdsica: fluidos, oscilacdes e ondas, calor. [S.1.]: Editora Blucher,
2018. v. 2.

[13] RESNICK, R.; HALLIDAY, D.; WALKER, J. Fundamentals of physics, vol. 1. Hoboken: John Wiley, 1988.
[14] CLAUSIUS, R. The mechanical theory of heat. [S.1.]: Macmillan, 1879.
[15] PATHRIA, R. K. Statistical mechanics. [S.1.]: Elsevier, 2016.

[16] SAKHAROV, A. D. Vacuum quantum fluctuations in curved space and the theory of gravitation. General
Relativity and Gravitation, Citeseer, v. 32, n. 2, p. 365-367, 2000.



61

[17] CRISPINO, L. C.; HIGUCHI, A.; MATSAS, G. E. The unruh effect and its applications. Reviews of
Modern Physics, APS, v. 80, n. 3, p. 787, 2008.

[18] UNRUH, W. G. Notes on black-hole evaporation. Physical Review D, APS, v. 14, n. 4, p. 870, 1976.

[19] SUSSKIND, L. The world as a hologram. Journal of Mathematical Physics, American Institute of Physics,
v. 36, n. 11, p. 6377-6396, 1995.

[20] BEKENSTEIN, J. D. Black holes and entropy. In: JACOB BEKENSTEIN: The Conservative Revolutionary.
[S.1.]: World Scientific, 2020. p. 307-320.

[21] HAWKING, S. W. Particle creation by black holes. In: Euclidean quantum gravity. [S.1.]: World Scientific,
1975. p. 167-188.

[22] HAWKING, S. W. Black holes in general relativity. Communications in Mathematical Physics, Springer,
v. 25, n. 2, p. 152-166, 1972.

[23] BOUSSO, R. The holographic principle. Reviews of Modern Physics, APS, v. 74, n. 3, p. 825, 2002.
[24] WALD, R. M. General relativity. [S.1.]: University of Chicago press, 2010.

[25] JACOBSON, T. Thermodynamics of spacetime: the einstein equation of state. Physical Review Letters,
APS, v.75,n. 7, p. 1260, 1995.

[26] BEKENSTEIN, J. D. Universal upper bound on the entropy-to-energy ratio for bounded systems. In:
JACOB BEKENSTEIN: The Conservative Revolutionary. [S.1.]: World Scientific, 2020. p. 335-346.

[27] ESHELBY, J. D. The determination of the elastic field of an ellipsoidal inclusion, and related problems.
Proceedings of the royal society of London. Series A. Mathematical and physical sciences, The Royal Society
London, v. 241, n. 1226, p. 376-396, 1957.

[28] RUBINSTEIN, M.; OBUKHOYV, S. Memory effects in entangled polymer melts. Physical review letters,
APS, v. 71, n. 12, p. 1856, 1993.

[29] MCGAUGH, S. S.; LELLI, F.; SCHOMBERT, J. M. Radial acceleration relation in rotationally supported
galaxies. Physical Review Letters, APS, v. 117, n. 20, p. 201101, 2016.

[30] NETO, O. O. M. S. O efeito unruh. 2021.

[31] BIRRELL, N. D.; BIRRELL, N. D.; DAVIES, P. Quantum fields in curved space. Cambridge university
press, 1984.

[32] CARROLL, S. M. Spacetime and geometry. [S.1.]: Cambridge University Press, 2019.



	70f0d74db69efa4877a2c7f86c1682ca0ecf3d8ab3e77645e697767ca6102023.pdf
	ae433aab3a7d8a1799de370b5a19b6c95ad6e4fcee07a25954dd4201f7631db6.pdf

	dba53caccac6c59d5d9737b467607198bc772823b84e80afa58f79dc05addf74.pdf
	70f0d74db69efa4877a2c7f86c1682ca0ecf3d8ab3e77645e697767ca6102023.pdf
	554527ca187bf213932b1613c9d13c31dbb1d7aeefb12774cf6549eed3f2ace3.pdf
	ae433aab3a7d8a1799de370b5a19b6c95ad6e4fcee07a25954dd4201f7631db6.pdf


