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Resumo

Baseando-se na dualidade de Maxwell, este trabalho considera campos magnéticos nao
uniformes gerados por densidades de carga magnética nao uniformes e campos elétricos
nao uniformes gerados por densidades de corrente magnética nao uniformes. Depois ¢é
analisado o efeito destes campos eletromagnéticos sobre os niveis de energia de uma
particula neutra, sem spin e com momento de quadrupolo magnético, a partir de um ponto

de vista semicldssico por meio da aproximagao WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin).

Palavras-chave: Aproximacao WKB, Aproximacao semiclassica, momento de quadrupolo

magnético, particula neutra, simetria cilindrica, dualidade de Maxwell



Abstract

Based on the Maxwell duality, we consider non-uniform magnetic fields produced by
non-uniform magnetic charge densities and non-uniform electric fields produced by uniform
and non-uniform magnetic current densities. Then, we analyse the interaction of these
fields with the magnetic quadrupole moment of a neutral particle from a semiclassical

point of view, by applying the WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) approximation.

Keywords: WKB approximation, semiclassical approximation, magnetic quadrupole

moment, neutral particles, cylindrical symmetry, Maxwell duality
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1 introducao

As equagdes de Maxwell no vacuo possuem uma simetria interessante: se trocarmos
0 campo E pelo campo Beo campo B por —,uoeoﬁ , CONSegUimos recuperar as mesmas
equagoes de Maxwell. Essa simetria, no entanto, nao existe quando consideramos a presenca
de cargas ou correntes elétricas, mas podemos recupera-la se considerarmos a presenca
de cargas e correntes magnéticas. No entanto as transformagoes duais das equagoes
de Maxwell e o monopolo magnético sao assuntos tratados apenas do ponto de vista
tedrico, ja que nunca foi detectado um monopolo magnético. Ainda assim, além de ser
um assunto interessante, a dualidade de Maxwell chama a atencao pela possibilidade
de existirem efeitos quénticos associados a particulas (ou sistemas de particulas) que
possuem momento de multipolo magnético. Alguns exemplo destes efeitos quanticos sao: O
efeito Aharanov-Bohm dual, discutido por Dowling (DOWLING; WILLIAMS; FRANSON,
1999) e também por Furtado (FURTADO; DUARTE, 2005), o efeito Aharanov-Casher
(AHARONOV; CASHER, 1984), a fase geométrica quantica obtida por Chen (CHEN,
1995), entre outros. Estes trés efeitos que foram mencionados estao relacionados ao polo
magnético, ao momento de dipolo magnético e ao momento de quadrupolo magnético,
respectivamente. Além disso, alguns trabalhos tem verificado que a interacao de particulas
neutras com campos magnéticos gerados por densidades de cargas magnéticas, resultam
no surgimento de fases geométricas quanticas. Como exemplo destes efeitos posso citar o
efeito He-McKellar-Wilkens investigado por He e McKellar (HE; MCKELLAR, 1993) e por
Wilkens (WILKENS, 1994), que surge da interacao de um campo magnético gerado por
cargas magnéticas com uma particula neutra que possui dipolo elétrico. Outro exemplo
seria a Ref. (FONSECA; BAKKE, 2015), onde foi mostrado que o efeito Aharanov-
Bohm escalar também pode surgir da interacdo de uma particula que possui momento de
quadrupolo magnético, com um campo magnético gerado por uma densidade uniforme de
polos magnéticos. Além disso, também foi mostrado pela Ref. (FONSECA; BAKKE, 2015)
que uma fase quantica Aharanov-Anandan (AHARONOV; ANANDAN, 1987) pode ser
obtida da interagao de uma particula neutra que possui momento de quadrupolo magnético,

com um campo elétrico produzido por uma densidade de corrente magnética.

Como foi mencionado acima, podemos usar a dualidade das equagoes de Maxwell
para estudar diversas fases quanticas. Também podemos utilizar esses conceitos para
estudar efeitos quanticos interessantes. Por exemplo, na Ref. (RIBEIRO; FURTADO;
NASCIMENTO, 2006) foi verificado um efeito andlogo a quantizagdo de Landau usando a
dualidade de Maxwell. Naquele trabalho, L. R. Ribeiro, C. Furtado e J. R. Nascimento
discutiram a quantizacao de Landau para particulas neutras com dipolo elétrico perma-

nente interagindo com campos magnéticos gerados por densidades uniformes de cargas
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magnéticas. Seguindo o exemplo deste trabalho, J. Lemos de Melo, K. Bakke e C. Furtado
(MELO; BAKKE; FURTADO, 2016) discutiram a fase de Berry dos estados Landau-He-
McKellar-Wilkens deslocados para o mesmo sistema. De forma semelhante, neste trabalho
estudaremos o comportamento de uma particula neutra com momento de quadrupolo
magnético interagindo com campos eletromagnéticos gerados por densidades de cargas
magnéticas ou densidades de correntes magnéticas. Para isso, usaremos a aproximacgao
WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) para fazer uma anélise do sistema do ponto de vista

semiclassico.

Os sistemas propostos neste trabalho serdo estudados por meio do sistemas de
coordenadas cilindricas. Portanto teremos de usar a aproximagdio WKB com uma simetria
cilindrica. Langer na Ref. (LANGER, 1937) mostrou como devemos abordar a aproximagao
WKB em simetrias esféricas. Ele verificou que o termo centrifugo, que surge na equacao
radial em coordenadas esféricas, deve ser modificado para contornar a singularidade na
origem. Portanto, essa modificacao feita no termo centrifugo ficou conhecida como a
transformacao de Langer. Assim, usando a transformacao de Langer foi possivel estudar
diversos sistemas com simetria esféricas através da aproximacao WKB. Mais tarde Berry e
Almeida (BERRY; ALMEIDA, 1973) mostraram que a transformagao de Langer ainda
falha quando trabalhamos com o caso especifico das ondas s, que ocorrem quando tomamos
o nimero quantico do momento angular [ = 0. Berry e Almeida mostraram que no caso
especifico das ondas s, um tratamento adequado seria usar a funcao de Bessel para obter
a funcdo de onda do problema. Neste trabalho, além de aplicar a transformacao de Langer
em coordenadas cilindricas, também iremos nos basear no desenvolvimento apresentado
no livro "Semiclassical Physics"(BRACK, 2018), afim de entender como devemos usar a

aproximacao WKB em coordenadas cilindricas e chegar aos nosso resultados.

O objetivo deste trabalho é obter a solucao de estados ligados de uma particula
neutra com momento de quadrupolo magnético submetida a presencga de diversos campos
eletromagnéticos. No capitulo 2 vamos introduzir a dualidade das equacoes de Maxwell e
veremos como campos eletromagnéticos serao gerados a partir de uma situagao conhecida
como magneto-dinamica. Depois disso, também serda mostrada a quantizacdo da carga
magnética e que tal quantizacdo também resulta na quantizacao da carga elétrica. No
capitulo 3 vamos introduzir o método WKB e também veremos como obter a condi¢ao de
quantizacao de Bohr-sommerfeld. Ainda no capitulo 3, veremos como método WKB deve
ser aplicado a sistemas com simetria cilindrica. O conteido dos capitulos 2 e 3 sao a base
tedrica utilizada para realizar este trabalho. No capitulo 4 vamos apresentar o sistema de
uma particula neutra, sem spin e com momento de quadrupolo magnético que se move na
presenca de um campo eletromagnético. Depois vamos analisar a interagao desta particula
com campos elétricos e magnéticos, gerados por densidades de corrente magnética e por
densidades de carga magnética, respectivamente. Nosso objetivo no capitulo 4 sera obter o

espectro de energias de cada sistema proposto. Por fim, no capitulo 4, chegamos a nossas
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2 Dualidade de Maxwell

Neste trabalho usaremos a dualidade de Maxwell para supor a presenca de diferentes
campos eletromagnéticos gerados a partir de densidades de cargas ou correntes magnéticas.
Portanto, neste capitulo sera introduzido o eletromagnetismo dual, que é baseado na
existéncia de carga magnética. Na primeira secao consideraremos a existéncia de carga
magnética e veremos alguns aspectos interessantes que surgem desta consideracao. Vamos
comecar introduzindo a dualidade de Maxwell e mostrando as equagoes de Maxwell para
a carga magnética. Depois disso, ainda na primeira se¢ao, vamos discutir a dinamica
quantica de uma particula que possui carga magnética e, por ultimo, vamos discutir a

quantizagao da carga magnética feita por Dirac (DIRAC, 1931).

2.1 O Monopolo Magnético

Vamos comecar pelas equagoes de Maxwell. A partir delas podemos desenvolver

toda a teoria da eletrodinamica, elas sao:

o A lei de Gauss, que diz que um campo elétrico estatico E pode ser gerado por uma

densidade de cargas p. A forma diferencial da lei de Gauss é:

|
V.-E=—p, (2.1)

€o
Em sua forma integral, a lei de Gauss mostra que o fluxo de campo elétrico que

passa através de uma superficie fechada é proporcional a carga dentro da superficie.

o A lei de Gauss para o magnetismo, que aponta para a nao existéncia de cargas
(monopolos) magnéticos. O campo magnético B est4 relacionado a presenca de um
dipolo (ou multipolo) magnético. O fluxo de campo magnético que passa por uma

superficie fechada é sempre zero. A forma diferencial dessa lei é:

V-B=0, (2.2)

o A lei de Faraday, que descreve como a variacao temporal de um campo magnético B

induz um campo elétrico E. A forma diferencial da lei de Faraday é:

. . 0B
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Em sua forma integral, essa lei relaciona a variacao do fluxo magnético numa
superficie com a induc¢ao de um campo elétrico no contorno fechado da mesma

superficie.

o A lei de Ampere-Maxwell, que diz que campos magnéticos B podem ser gerados por
densidades de correntes elétricas .J (lei de Ampere original) e por campos elétricos
E que variam com o tempo (modificagao feita por Maxwell). A forma diferencial

dessa lei é:

O - oF
V x B = NOJ+UOGOEa

Na forma integral, a lei de Ampere-Maxwell diz que a corrente elétrica ou a variagao

(2.4)

de fluxo do campo elétrico numa superficie induzem um campo magnético no contorno

fechado envolvendo a superficie.

Nas equagoes acima, iy € €y sdo, respectivamente, a permeabilidade magnética e a permis-

sividade elétrica no vacuo.

Como foi explicado acima, uma informacao importante que contida nas equacgoes
de Maxwell é a de como os campos eletromagnéticos sao produzidos. Vemos a partir
delas que campos elétricos podem ser gerados por cargas elétricas ou por um campo
magnético dependente do tempo (equagoes (2.1) e (2.2)), enquanto campos magnéticos
podem ser gerados por correntes elétricas ou por um campo elétrico dependente do tempo
(Eq. (2.4)). Veja que a Eq. (2.2) também carrega uma informacao importante: nao existe

carga magnética (ou pelo menos ainda nao foi detectada).

Como foi dito no capitulo de introducao, existe uma simetria entre os campos nas
equacoes de Maxwell. Se considerarmos uma regiao livre de cargas e correntes, conseguimos

recuperar as mesmas 4 equagoes se fizermos as duas substituicoes seguintes:

E— B e B — —poeoE (2.5)

Essa simetria nao existe se considerarmos o termo da densidade de carga elétrica
na Lei de Gauss (Eq. (2.1)) ou o termo da corrente elétrica na lei de Ampére (Eq. (2.4)).
No entanto, podemos recuperar esta simetria das equagoes de Maxwell se considerarmos a
existéncia de uma carga magnética. Neste caso, as equagoes de Maxwell ficam (GRIFFITHS,
1999)
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E= 2 2.8
V x Ho ot (2.8)
DR - OF

V x B= /L()Je + //L()EOE. (29)

Nesta forma, as equagoes de Maxwell recuperam a simetria pelas transformacoes
E—sBeB—— Moé‘oE . Esta simetria das equagoes de Maxwell entre os termos elétricos e
os termos magnéticos é conhecida como a dualidade de Maxwell. No entanto, a busca por
uma particula elementar (como o elétron, por exemplo) que possui uma carga magnética
nunca obteve resultados. Dessa forma, um monopolo magnético elementar permanece um
aspecto puramente tedrico no eletromagnetismo. No entanto, como ja foi exemplificado na
introducao, diversos efeitos podem ser estudados quando consideramos a existéncia da carga
magnética. A existéncia da carga magnética também teria como consequéncia a quantizagao
da carga elétrica, que sera explicada mais adiante. Apesar da existéncia de uma particula
elementar com carga magnética ainda nao ser confirmada, Castelnovo, Moessner e Sondhi
(CASTELNOVO; MOESSNER; SONDHI, 2008) propuseram que o monopolo magnético
continuasse sendo procurado, nao como particula elementar, mas como uma particula
emergente. Isso significa que o monopolo magnético aparece como uma manifestagao das
interacoes presentes em um sistema de muitos corpos. Eles verificaram que seria possivel
que um analogo ao monopolo magnético emergisse de um tipo especial de ima conhecido
como "spin-ice', e estudaram como que as interagoes dos dipolos magnéticos presentes neste
material poderiam fazer aparecer estes monopolos magnéticos. Estas particulas emergentes
também estao relacionadas com a topologia do sistema e tem propriedades matematicas
idénticas a uma particula elementar com carga magnética. Essa particula emergente foi
observada experimentalmente na Ref. (KADOWAKI et al., 2009).

A discussao feita acima sobre o monopolo magnético é semelhante aquela apresen-
tada no livro "Introduction to Eletrodynamics"(GRIFFITHS, 1999). Sé que neste trabalho,
além de considerar a existéncia de cargas magnéticas, consideramos também que nao ha a
presenca de cargas elétricas ou de correntes elétricas nos sistemas estudados. Esta situacao

¢é conhecida como magneto-dinamica e nela as equagoes de Maxwell ficam:

V-E=0, (2.10)

V- B = fopm, (2.11)

(2.12)
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OF

V x B = pgeg—. 2.13
X Ho€o ot ( )

Veja que esta situacao é muito semelhante a eletrodinamica. Assim como fazemos
na eletrodinamica, podemos definir um um potencial vetor elétrico Ag a partir da Eq.
(2.10):

E=V x Ag. (2.14)

Além disso também podemos usar essa definicdo do potencial vetor elétrico fTE em
conjunto com a Eq.(2.12) para definir um potencial escalar magnético ®,,, assim como na

eletrodinamica:

O
B =04, - V. (2.15)

A partir daqui, podemos ver que a magneto-dinamica pode ser abordada de forma
analoga a eletrodinamica. Os resultados obtidos na teoria do eletromagnetismo terao, nessa
teoria que considera a existéncia de monopolos magnéticos, resultados duais e analogos. Um
desses resultados, que também é importante para este trabalho, é a expansao multipolar
dos potenciais eletromagnéticos e a energia potencial associada a cada termo da expansao.
Em especial, utilizaremos o termo de quadrupolo e sua energia potencial. Assim como no
caso da eletrodinamica, o tensor do momento de quadrupolo magnético deve ser simétrico
e sem trago (RADT; HURST, 1970). Além disso, também podemos obter que a energia
potencial associada a esse quadrupolo magnético ¢ Uy, = — 3, ; Mm@gj, assim como no

caso da eletrodinamica.

No capitulo seguinte estudaremos a interacao de particulas neutras, que possuem
momento de quadrupolo magnético, com campos eletromagnéticos. Apesar disso é inte-
ressante verificar a dindmica de uma particula que possui carga magnética, pois sera ttil

para comparacao mais adiante.

Para uma particula de carga magnética ¢; movendo-se com velocidade ¥, na

presenca de um campo eletromagnético, a forca exercida sobre ela sera:

- v —

F=qu(B+=xE). (2.16)
¢
Substituindo os campos E e B pelas equacoes (2.14) e (2.15), chegamos a

F=qu(-V¢+V(=-A)—-—). (2.17)

-7 - 1dA
c c dt

No formalismo Lagrangiano as forcas generalizadas se relacionam com o potencial

pela relagao Q; = —g—g + %(g—g), onde ¢; sao as coordenadas generalizadas e ¢; sao as
3 3

velocidades generalizadas. Entao o potencial que gera a forga (2.17) sera

U= qu(dm — 3;17 /YE) (2.18)
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Assim, obtemos a Lagrangiana

1 1, -
e a partir dela, obtemos os momentos canonicos p; = ‘%, onde p; e v; sao as

componentes do momento e da velocidade . Entao, pelas transformagoes de Legendre,

obtemos o seguinte operador hamiltoniano:

1 A\2
H=—(p—aquAr)” +quén. (2.20)
2m

Este operador hamiltoniano serd importante pois ao longo do desenvolvimento
deste trabalho, veremos que o operador hamiltoniano da particula neutra com momento
de quadrupolo magnético tera uma forma semelhante a este, nos permitindo fazer uma
analogia entre eles. [sso nos permitird associar os potenciais escalar e vetor aos termos que
aparecem devido a interacao do quadrupolo magnético com os campo eletromagnéticos

considerados.

2.2 Quantizacao da carga magnética

Uma consequéncia interessante em considerar a existéncia da carga magnética é que
ela ja estaria quantizada pela mecanica quantica. Mais que isso, a quantizacao da carga
magnética iria implicar na quantizacao da carga elétrica, explicando o porque desta ultima
ser quantizada. Neste capitulo, usarei nocoes de eletromagnetismo e de mecanica quantica
para chegar a quantizacao dessas duas cargas. O desenvolvimento a seguir é baseado no
desenvolvimento encontrado no livro "Modern Quantum Mechanics"(SAKURAI, 1994)
por J. J. Sakurai. Assim como no livro, usaremos o potencial vetor em conjunto com as
diferencgas de fase (adquiridas por mudangas de calibre) em duas fung¢oes de onda que
representam a mesma particula, para obter a relacdo de quantizacao da carga elétrica com

a carga magnética.

Vamos comegar supondo que exista uma carga magnética pontual ¢,; localizada na
origem. Podemos usar a forma integral da Eq. (2.7), que seria equivalente a lei de Gauss

para a carga magnética, para obter o campo magnético gerado por essa carga:

j{é dA = poqar, (2.21)

onde dA é um elemento infinitesimal de uma superficie que envolve a carga q;. Assim, de

forma andloga a uma carga elétrica, esta carga magnética ira gerar um campo dado por:

B= (“OQM)f. (2.22)

42
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Normalmente, para definir um potencial vetor que gere o campo (2.22), usamos a
expressao B =V x A. No entanto, ao considerar monopolos magnéticos, fica impossivel
construir um potencial vetor tinico que gere o campo (2.22) e que seja valido em todo
o espago dessa maneira. Isso acontece porque a Eq. (2.2) (que significa que ndo existem

monopolos magnéticos):

V-B=V-(VxA) =0, (2.23)

Entra em contradi¢ao com a Eq. (2.21):

fé-dﬁ:/ﬁ-éd%:/ﬁ-(ﬁx,éf)d?’a;:o. (2.24)

No entanto, podemos argumentar que o potencial vetor é apenas uma ferramenta
utilizada para obter o campo magnético B e usar mais de um potencial para chegar ao
campo (2.22) (um raciocinio semelhante ao de escolher um calibre). Entao vamos usar dois
potenciais vetores, que serao validos em regioes diferentes, para obter o campo magnético
(2.22):

I [uqu(l - cosﬁ)}(ﬁ’

0 <m— 2.25
4 rsin 6 para =% ( )

Que é valido em todo o espaco, exceto na regiao definida pelo cone 6 = 7 — e.

- o qar (1 +cos0)] |
AH:_[O i ( )}%

2.2
4t rsinf para  0>¢ (2.26)

Que é valido em todo o espaco, exceto na regiao definida pelo cone 6§ = .

Veja que, pela definicao do rotacional em coordenadas esféricas, nenhum dos dois
potenciais acima resulta no campo (2.22). Porém ao usarmos os dois em conjunto e

considerando suas regioes de atuacao, chegamos ao campo (2.22).

Vamos ver agora o que acontece na regiao onde os dois potenciais sao validos
€ < 6 < m — e. Nesta regiao, tanto o potencial Al quanto o potencial A yesultam no
mesmo campo magnético. Isso significa que eles estao relacionados por uma transformacao
de calibre, ou seja:

AT — AT L VA, (2.27)

onde A é uma funcao escalar da posicao. Neste caso especifico, podemos determinar a
funcao A, pois sabemos a forma dos dois potenciais que estao relacionados por meio dela.

Temos entdo:

Al AT = VA = —(“OqM)@, (2.28)

27rsin 0
e assim, para esse caso obtemos que:

Hodm
A=— . 2.29
5y ¥ (2.29)

Agora vamos considerar a funcao de onda de uma particula eletricamente carregada

que se move na presenga do campo magnético (2.22). A forma da funcdo de onda desta
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particula ird depender do calibre utilizado. No entanto, essa diferenca entre os calibres
nao pode resultar numa mudanca nos valores esperados dos operadores de posicao Z e de

momento mecanico 11, definido a partir do operador hamiltoniano (2.20) por:

dr 7, H] e
m—=m——=(p—-A), 2.30

dt in (p c ) (2:30)
onde p = —ihV é o operador do momento e 'e’ é a carga elétrica da particula em questao.

A

Podemos supor que os valores esperados da posigao (Z) e do momento mecénico (IT)
da particula nao mudem, pois as suas quantidades classicas correspondentes também nao
mudam sob transformagcao de calibre. Além disso, a transformacao de calibre também deve
manter os moédulos das duas fungdes de onda iguais, ou seja, deve ser uma transformacao

unitaria. Portanto, temos 3 condicoes a serem satisfeitas:

(@)1 = (@)U, (2.31)
(M® = 1o, (2.32)
T — 1, (2.33)

onde T representa a transformacao de calibre para as fungoes de onda e os indices (1) e
(II) representam os valores esperados antes e depois da aplicacao da transformacao de

calibre, respectivamente.

Usando condigoes dadas pelas equagoes (2.31), (2.32) e (2.33), é possivel inferir

que as funcoes de onda definidas pelos calibres de AD o de AUD se relacionam por:
e\
w(U) = exp (ZG)Q/}(I)' (2.34)

E possivel chegar a essa conclusao pois:

« A condigao (2.33) ¢é satisfeita se considerarmos que a transformacao de calibre T'

tem uma forma exponencial imaginaria.

« A condigdo (2.31) serd satisfeita se £ = TT2T, ou seja, a transformacio T deve
comutar com o operador Z. Como A é uma fungdo da posigao e o operador & comuta
com qualquer func¢ao da posi¢ao, a condigao (2.31) também é satisfeita pela Eq.
(2.34).

« A condicio (2.32) seré satisfeita se II) = TTIUDT. Usando as equacdes (2.27)
¢ (2.30) em conjunto com a relagio [p, f(2)] = —ihV f(2), podemos obter que a

condigdo (2.32) também é satisfeita pela transformacao (2.34).
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Considerando o caso em que A é dado pela Eq. (2.29), a transformagao de calibre

para a funcao de onda (2.34) fica:

BUD = exp (_i“(;beqM“”)zb(f), (2.35)
C

onde h = 27h é a constante de Planck.

Tanto a funcao D (r, 6, ¢) quanto a funcio ¥ (r, 6, ¢) devem voltar ao seu valor
original se rotacionarmos elas por um angulo azimutal de ¢ = 27. Mas pela Eq. (2.35),
vemos que isso s6 ¢é possivel se for valida a seguinte condicao:

Ho€qn
he

=1, onde [=0,%1,42 .. (2.36)

Dessa forma, chegamos a conclusao de que a carga magnética e também a carga
elétrica devem ser quantizadas. Portanto, se assumirmos a sua existéncia, a carga magnética
ja estaria quantizada pela mecénica quantica. A Eq. (2.36) é conhecida como a condigao
de quantizacao de Dirac. Nela vemos que a existéncia hipotética do monopolo magnético
faria com que a carga elétrica estivesse quantizada em determinadas unidades, e que a
carga magnética deveria ser quantizada com unidades inversamente proporcionais a carga

elétrica.

Essa predi¢ao proveniente da mecanica quantica foi desenvolvida pela primeira vez
por Dirac (1931). Em seu trabalho, ele partiu das diferengas de fases das fun¢oes de onda e
depois as associou com os potenciais e com os campos eletromagnéticos. Depois, ele supos
que diferencas de fases em pequenas superficies fechadas estivessem relacionadas com o
fluxo magnético, e assim obtendo uma relagao de quantizacao entre a carga elétrica e a
carga magnética. Em seu trabalho, Dirac também mencionou que uma possivel razao para
a carga magnética nao ter sido detectada seria a de que sua carga é muito maior do que a

carga elétrica, sendo necessaria muito mais energia para manté-la isolada.
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3 Aproximacao WKB

Neste trabalho, vamos utilizar a aproximacao WKB para obter as solugoes de
sistemas com simetria cilindrica. Sendo assim, neste capitulo vamos introduzir o método
WKB e como aplicé-lo nos sistemas propostos. Na primeira se¢ao sera introduzido o método
WKB, que é usado durante todo o trabalho. Primeiro vamos verificar as fungdes de onda
geradas pela aproximacao WKB e a partir delas veremos como obter a quantizacao de Bohr-
Sommerfeld. Depois disso, veremos que alteragoes o termo centrifugo da equacao radial

deve sofrer para que o método WKB continue sendo valido em coordenadas cilindricas.

3.1 O Método W.K.B.

O método WKB, desenvolvido em 1926 pelos fisicos Gregor Wentzel, Hendrik
Anthony Kramers e Léon Brillouin, é uma técnica utilizada para obter solugoes apro-
ximadas de equagoes diferenciais lineares cujos coeficientes dependem da posicao. Em
especial, podemos usar o método WKB para obter fungoes de onda aproximadas a par-
tir da equacao de Schrodinger independente do tempo. Neste trabalho, assim como foi
feito por Bakke (2019), usaremos este método para obter as energias de estados ligados
dos sistemas propostos. O desenvolvimento do método WKB a seguir foi baseado em
dois livros: "Introduction to Quantum Mechanics'(GRIFFITHS, 2016) e "Semiclassical
Physics"(BRACK, 2018).

A ideia da aproximacao WKB consiste em considerar que o potencial escolhido
varie tao lentamente em comparacao com o comprimento de onda da funcao de onda numa
determinada regiao, que a funcao de onda continua praticamente com a mesma forma
sinusoidal dentro desta regidao, apenas com o seu comprimento de onda e sua amplitude

variando lentamente em funcao de r.

Inicialmente veremos o desenvolvimento do método apenas em uma dimensao e
mais adiante, veremos o que deve ser feito para que ele possa ser aplicado em 3 dimensoes
(no caso de coordenadas cilindricas). Vamos comecar considerando que uma particula
move-se em uma regiao onde atua um potencial qualquer V' (z). A equagao de Schrodinger

independente do tempo para esta particula sera:

n o d?
Agora, definindo o momento classico de uma particula com energia ¢ e energia
potencial V' (z) como:

p(z) = /2m(e — V(z)), (3.2)
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podemos obter a seguinte equacao diferencial linear:

&y | p(a)
a2 TR

Vamos considerar que a particula encontra-se numa regiao classicamente permitida, ou

¥ =0. (3.3)

seja, uma regiao onde € > V(x). Agora, como 9 (z) é uma funcado complexa, podemos
expressa-la na forma:

() = Ax)e ', (3.4)

onde A(z) e ¢(x) sdo, respectivamente, a amplitude e a fase da fungao de onda ¥ (x).

Substituindo a Eq. (3.4) e sua segunda derivada na Eq. (3.3), obtemos a seguinte equacao

2

A"+ 24 +iAY — a(d)? = —%A. (3.5)
Aqui, usamos o apostrofe para indicar uma derivada com respeito a z. Isolando as partes
real e imaginaria da equacao acima, obtemos duas equacoes envolvendo a amplitude e a

fase de 1 (x). elas sdo:

d(A%¢)
=0 3.6
o (3.6)
e
P2
A" — A(¢')? = —?A. (3.7)
Da Eq. (3.6) chegamos numa relacao entre a amplitude e a fase de 9:
C
Alz) = : (3.8)
¢'(x)

onde C é uma constante real. A Eq.(3.7) ndo pode ser resolvida, no entanto a aproximagao
WKB nos diz que a amplitude A(z) varia tdo lentamente que o termo A” passa a ser

desprezivel. Nessas condicoes, a Eq. (3.7) resulta na seguinte equagao para a fase de ¢(x)

1
o@) = =5 [ pl@). (3.9)
Portanto, no caso de regides cldssicas, podemos aproximar a fun¢ao de onda da Eq. (3.4)

por:

C i
U(x) = et p@)de (3.10)
p(x)
No caso de regides onde ¢ < V(z), a aproximagao WKB produz aproximagoes para fungoes
de onda tuneladas. Nesse caso o mesmo procedimento deve ser executado, mas dessa vez

com p(x) imaginario. Isso resulta em:

P(x) = _ O s e (3.11)
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Como dessa vez a soluggo WKB (3.11) representa uma particula que se encontra em
uma regido onde € < V(z), podemos supor que sua funcdo de onda ird decair dentro dessa
regiao. Entao podemos considerar que o coeficiente do termo que aumenta exponencialmente

seja desprezivel, o que nos deixa com:

(x) = o+ J Ip@)lde (3.12)
p(2)]
Como ¢é explicado na referéncia Griffiths (2016), a Eq. (3.12) tem uma relagdo com a taxa

de transmissao num problema de tunelamento.

Ambas as solugoes obtidas pela aproximacao WKB, Eq. (3.10) e Eq. (3.11), sao
razoavelmente precisas em suas respectivas regides. No entanto, nas proximidades de um
ponto de retorno, que ocorre quando € = V(z) e o momento cléssico p(z) — 0, ambas as
solucoes divergem. Isto é inaceitavel ja que as duas solugoes obtidas pela aproximacao

WKB devem representar fungoes de onda e, portanto, devem ser normalizaveis.

Para contornar este problema vamos considerar uma funcao de onda 1, nas proxi-
midades do ponto de retorno, que é determinado pela forma do potencial V(). Essa fungao
de onda aproximada 1, serd usada para ligar as duas solugdes Eq. (3.10) e Eq. (3.11). Por

isso, os arredores dos pontos de retorno serao chamados de regiao de superposicao.

Considere um potencial cujo ponto de retorno esteja localizado no eixo z = 0, como
mostra a imagem (1). Vamos considerar que a regiao de superposigdo seja uma regiao
onde possamos aproximar um potencial V' (x) qualquer, por um potencial linear. Entao
na regiao de superposigao, teremos uma funcao de onda 1, e um potencial linearizado

V(z) =+ V'(0)x. A equacao de Schrodinger independente do tempo nesta regiao seré:

R d?
[ -t (s n V’(O)xﬂ% = et (3.13)
A partir da equagao acima, obtemos:
d*y
dep = o’z (3.14)
onde definimos o = 2mF\L/2'(0)_ Fazendo agora a substituicao de variaveis z = aux, obtemos a
seguinte equacao
d*y
dZ;’ — 21h, = 0, (3.15)

que é conhecida como a equagao de Airy. Existem duas solugoes da equagao de Airy, A;(z)
e B;(z), e elas sdo conhecidas como fungoes de Airy. Assim, a fungdo de onda ajustada é

uma combinacao linear dessas duas fungoes:

Up = adi(z) + bBi(z), (3.16)
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Potencial Linearizado

A
V(x) \

Ponto de Retorno

Regido de
Sobreposicéo

v

Regido Classica Regido Néo
0 Classica

Figura 1 — Regido de ajuste onde deve ser utilizada a fungao de onda v, (GRIFFITHS,
2016)

onde a e b sdo constantes.

Agora precisamos fazer a conexao da funcao de onda ajustada 1, com as duas
formas da funcao de onda WKB. Esta conexao ocorrera em duas regioes de sobreposicao
da funcao de onda (3.16) com cada uma das fungdes de onda WKB (3.10) e (3.12), como

mostra a figura 2.

Para fazer a conexao das fungoes de onda na regiao de sobreposi¢ao, ¢ importante
saber o comportamento assintético de 1,. Como A;(z) e B;(z) sao conhecidas, podemos

obter o comportamento assintético de 1, pela Eq. (3.16), obtendo:

vl
(S

2 2
a e 37 b e 37
_ 1
Py(2) T +\/7—T e se z>>0 (3.17)
e
a . 2 3 W} b [2 3 W}
z) = -sin |=(—z)2 4+ —| + -cos |[=(—z2)2 +—|, se z<<0.
n(z) = =g G2+ ]+ e 50 +

(3.18)
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Ywkb Pwkb

Sobreposig&o 1 Sobreposigédo 2 X

Ponto de Retorno

Regiéo de
Sobreposigdo

Figura 2 — Regides de sobreposicao da funcao de onda 1, com as duas solugoes encontradas
pela aproximacao WKB (GRIFFITHS, 2016)

Agora, usando a aproximagao WKB no potencial da figura (1), obtemos as seguintes

funcoes de onda aproximadas:

B i [0 / / i 0 ’ ’
Py (x) = ei Jo P’ Le_ﬁ Jor@hde' para x <0 (3.19)

p(z) yp(e)

D i [* / /
o(x) = e~ do PN hara x> 0. (3.20)

Como ja foi mencionado, o potencial V() é linear dentro da regido de superposicao.
Além disso também podemos usar a definicao de « e de z para encontrar que, dentro a

regiao de superposi¢ao, o0 momento classico é p(z) = ihay/z.

Entao a fungao de onda aproximada para x > 0, dada pela Eq. (3.20), fica:

Pa(x) = 3t (3.21)

Comparando a Eq. (3.21) com a Eq. (3.17), obtemos as seguintes formulas

b=0 (3.22)



Capitulo 3. Aprozimagio WKB 29

47
=4/—D. 3.23
a=4/3 (3.23)

Da mesma forma, a fungao de onda aproximada para x < 0, dada pela Eq. (3.19), fica:

1
Vha(—z)7

Assim, fazendo a comparacao da Eq. (3.24) com a Eq. (3.18), obtemos mais duas férmulas:

. 3 X 3
b (oot 1 getioot] (3.21)

B = —ie'iD (3.25)

C =ie "iD. (3.26)

As equagdes (3.25) e (3.26) sao conhecidas como féormulas de conexao, pois por meio delas,
podemos unir as duas fun¢oes de onda WKB em ambos os lados do ponto de retorno.
Isso significa que podemos eliminar o comportamento assintético da aproximacao WKB
em torno dos pontos de retorno, se usarmos as formulas de conexao. Dessa forma, a

aproximacao WKB resulta em:

1 o -
sin [h/ p(a')dx' + Z : se  x < Ty (3.27)

D

o) % e =5 [l

se T > 1. (3.28)

As equacgoes acima representam a fungao de onda WKB. Elas sao validas quando o
ponto de retorno se encontra em um um local onde a inclinagao do potencial é positiva.
Caso o ponto de retorno se encontre em uma local onde a inclinacdo do potencial seja

negativa, o método WKB resulta na seguinte funcao de onda aproximada:

~ D, 1 “ / / .

P(x) = o exp {— 7w Ip(z")|dx ], se x < w5 (3.29)
~ 2D ; l ‘ / / Z

W(r) = o) sin {h /m1 p(z")dz" + 4], se x> @ (3.30)

As fungoes de onda WKB representam uma boa aproximacgao para a solugao da
equacao de Schrodinger, e também podem ser utilizadas quando nao sabemos a verdadeira

forma da funcao de onda, devido a forma do potencial V(z). Como veremos no capitulo
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seguinte, em certos casos o método WKB ira resultar nos mesmos resultados obtidos pelo

método analitico, provando que é sim uma boa aproximacao.

A quantizac¢ao de Bohr-Sommerfeld, bastante utilizada neste trabalho, pode ser
obtida a partir das duas formas da funcdo de onda WKB (equagoes (3.27) e (3.28) e
equagoes (3.29) e (3.30)). Para obtermos ela, precisamos considerar o caso de um pogo

potencial sem barreira, como mostrado na figura (3).

Nesse caso, o método WKB resulta nas solugoes (3.27) e (3.28) para o ponto de
retorno mais a direita, e nas solugoes (3.29) e (3.30) para o ponto de retorno mais a
esquerda. Portanto dentro do pogo, as duas solugoes (3.27) e (3.30) sao vélidas. No entanto,
existe apenas uma fungdo de onda dentro do pogo, logo igualamos as solugdes (3.27) e

(3.30), obtendo:
D 1 = 1 =
— sin |:h/a: 2p(oz:’)d:c’ + ﬂ = sin |:h/x p(x')dx' + ;j (3.31)

1
As duas fases na Eq. (3.31) devem ser iguais. Entao vamos usar, no lado direito da Eq. (3.31),
que [;? = [7 + [;*. Além disso, vamos chamar [;? p(2')de’ = a e 3 [7? p(a/)da’ + 5 =b

Fazendo essas consideragoes, chegamos na seguinte relagao:

D ) T
o sinb = sin(a + 5t b). (3.32)

Pontos de Retorno

Regido Classica

Figura 3 — Pogo potencial sem barreiras (GRIFFITHS, 2016)



Capitulo 3. Aprozimagio WKB 31

Agora vamos utilizar a relagao trigonométrica sin (o 4+ ) = sin accos 5 +sin 5 cos a.
. . . T T D .
Fazendo isso, conseguimos determinar que a + 5 = n7 e que cos (a + 5) = —(3;). A partir

dessas duas condicoes, obtemos as duas equagoes abaixo:
D= (-1)"D' (3.33)

T2 1
/ p(z)dr = <n - 2>7r7z, com n=123, .. (3.34)

1

A Eq. (3.34) é a quantizacao de Bohr-Sommerfeld. Ela e a Eq. (3.33) sao as
condigoes necessarias para que as duas solugoes (3.27) e (3.30) sejam validas dentro do
poco da imagem (3). Veja que a Eq. (3.34) requer que o momento classico da particula
esteja confinado a uma determinada regiao. Neste trabalho, usaremos a quantizacao de
Bohr-Sommerfeld para determinar os niveis de energias permitidos aos sistemas estudados.

Por causa disso, veremos que todos os niveis de energia encontrados serao discretizados.

3.2 O método WKB em coordenadas cilindricas

Na secao anterior, desenvolvemos a aproximacao WKB considerando apenas uma
dimensao. Nesta se¢ao veremos o que ocorre quando consideramos uma aproximacao WKB
em 3 dimensoes. Mais especificamente, trabalharemos com coordenadas cilindricas, ja que

os resultados deste trabalho foram obtidos a partir deste sistema de coordenadas.

Considere entao a equagao de Schrodinger independente do tempo em 3 dimensoes
de uma particula se movendo na presenca de um potencial central V (r):
1o 10 10> o

+ ===+ == w<7’, @, Z) + V(T)Z/}(T, P, Z)' (335)

Bolre2) =g |on Trar T 0g T a2

Podemos usar o fato de que o operador hamiltoniano do lado direito da Eq. (3.35) comuta
com a componente z do operador momento linear p, = —ihd,, e com a componente z do
operador momento angular L,= —ihd,. Entao, podemos escrever a solugao da Eq. (3.35)

em termos dos auto valores desses dois operadores. Entao a solugao fica:
U(r,p,2) = e R(r), (3.36)

onde [ = +0,+1, 42, +3, ... é o nimero quantico associado a componente z do momento
angular, e —oo < k < 0o é o auto valor da componente z do momento linear. Alterna-
tivamente, também podemos obter a solugao (3.36) usando o método de separagao de
varidveis na Eq.(3.35). Substituindo a solugao (3.36) na Eq. (3.35) obtemos

12 2m

R'(r) + iR’(m ~ SR~ KR(r) = 73 (B~ V(r)R(r) =0, (3.37)
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Veja que esta equagao nao estd na forma da Eq. (3.3), que é a forma adequada para
aplicar o método WKB. Para usar o método WKB devemos eliminar o termo proporcional
a primeira derivada %R’ (r) na equagao acima. Para fazer isso, vamos dividir a fungao de
onda radial na Eq. (3.36) por /7. Ao fazer isso, podemos reescrever a Eq. (3.35) numa
forma semelhante a da Eq. (3.3), para que seja efetuada a aproximacao WKB. Dessa
forma, a solugdo (3.36) passa a ser:

w03w¢0==é”4“%§2. (3.38)

Como usaremos a aproximacao WKB para resolver os sistemas propostos neste
trabalho, a solugao (3.38) serd a forma escolhida para a fungdo de onda ) (r, ¢, z) no
decorrer do trabalho. Além disso, algumas formulas desenvolvidas na se¢ao anterior para o
caso unidimensional também poderao ser utilizadas nesta se¢ao. Efetuando a substituicao
de 1 pela solugao (3.38) na Eq. (3.35), obtemos:

Pulr) (- 1)
dr? r2

, que pode ser reduzida para

2m

u(r) — K*u(r) + 2

(E-voq)ugo (3.39)

iﬁ+@%ﬂmm:0, (3.40)
onde definimos 21
@) =2 -vin] w52 (3.41)

Veja que a funcao Q(r) é equivalente a Eq. (3.2), que representa o momento cléssico
da particula. Além disso, devido a semelhanca da Eq. (3.40) com a Eq. (3.3), podemos
pensar que a solugao WKB para 3 dimensoes serd a mesma dada pelas equagoes (3.27) e

(3.28), apenas trocando o p(x) por hQ(r).

Para checar se basta apenas realizar essa substituicdo vamos examinar um caso
especifico e solivel, comparando o resultado da aproximacao WKB com o resultado exato
do problema para checar se a fase assintética da solugao WKB estara correta. O problema
em questao serd o da particula confinada a um pogo potencial de profundidade V; (BRACK,
2018):

Viry =W , se r<7r<TH

V(ir) =0 , caso contrario.

A equagao de Schrodinger independente do tempo deste problema tera a mesma
forma da Eq. (3.35) e, portanto, terd uma solugao da forma da Eq. (3.36). A equagao de
onda radial em coordenadas cilindricas é obtida apds a substitui¢ao da solugao (3.36) na

equagao de Schrodinger e, no caso da particula interagindo com um pogo potencial, sera:

r?R"(r) +rR'(r) + (¢*r* — I*)R(r) = 0, (3.42)
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onde definimos a constante: 5
2= E—T(E — V) — K2 (3.43)

Fazendo a substituicao de variavel p = cr, chegamos a equagao

p°R"(p) + pR'(p) + (p* = I*)R(p) = 0. (3.44)

Essa equagao é conhecida como a equagao de Bessel (ARFKEN; WEBER; HARRIS,
2013). Ela possui duas solugoes linearmente independentes que sdo conhecidas como fungoes
de Bessel Ji(p) e fungoes de Neumann Y;(p). As fungoes J;(p) e Y;(p) também sao conhecidas
como funcoes de Bessel de primeira e segunda espécie, respectivamente. A principio, estas
duas funcoes seriam solugoes exatas para a equagao de Schrodinger do problema em
questdo, porém a funcdo de Neumann Y;(p) diverge quando p — 0. Portanto Y;(p) nao
pode representar uma funcao de onda. Assim a solucao exata para o problema da particula

num pogo potencial é J;(p) = Ji(cr). Para grandes valores de r, de forma que ¢r >> |l|, a

2
Jy(er) = UECOS (cr — lg — g) (3.45)

Vamos comparar este resultado com um daqueles obtidos pela aproximacao WKB,

funcao de Bessel fica:

a Eq. (3.30). Usaremos este resultado especificamente pois ele representa a fungao de onda
dentro da regido classicamente permitida. No entanto, para fazer a comparagao com a Eq.
(3.45), vamos substituir o termo [? — 1 na Eq. (3.41) por um parametro indeterminado: s2.
Entao vamos admitir que a aproximacao WKB em coordenadas cilindricas resulta numa

solucdo que tem a mesma forma da Eq. (3.30):

(e

w(r) = \/QZTT)[COS (/Tj Qi(r")dr’ — 4)] (3.46)

Aqui apenas usei a relagdo trigonométrica sinxz = cos (r — x), para chegar a esta forma.
Ainda na Eq. (3.46), o Q é definido por:

Qi(r)=c— . (3.47)

Entao a integral na Eq. (3.34 fica)

|
/ —Ver? — s¥dr' =V c2r? — 5?2 — scos™! (S) (3.48)
—_ cr

Na regiao onde c¢r >> s, que deve ser a regiao considerada para obtermos a Eq. (3.45), o
lado direito da equagdo acima vale (cr — s7). Assim, considerando cr >> s e substituindo
o resultado da Eq. (3.48) na Eq. (3.46), obtemos

wlr) = R(r) = 2z cos (cr — 5o W), (3.49)



Capitulo 3. Aprozimagio WKB 34

e agora podemos comparar a equagao acima com a Eq. (3.45). Assim podemos ver que
para que as fases das duas equagoes (3.45) e (3.46) sejam iguais, devemos ter que s = [2.
Portanto chegamos a conclusdo de que o termo (1% — %) deve ser trocado por [? para que a

aproximacao WKB seja valida em coordenadas cilindricas:
2 1 2
(z - 4) N (3.50)

3.3 A transformacao de Langer

Langer, na Ref. (LANGER, 1937) , obteve um resultado semelhante quando analisou,
em coordenadas esféricas, o movimento de uma particula sob uma forga central. Em seu
trabalho Langer percebeu que para trabalhar com a equagao de Schrodinger em movimentos
radiais, dada por Z%’ + Q2%(r)y = 0, precisamos lidar com o comportamento assintético
do termo centrifugo da fun¢ao Qy(r) quando r = 0. Nesta subsecao faremos uma anélise

analoga a analise de Langer, para coordenadas cilindricas.

Como ja vimos nesta se¢ao, podemos obter solugoes aproximadas para equagoes do
tipo C?;Tf + Q2%(r)y = 0 usando o método WKB. Além disso, também j& vimos a forma da
funcao Qo(r) em coordenadas cilindricas e ela é idéntica a Eq. (3.41):

©-

72

Q) =y [B+ve)] - -

T2 (3.51)

1
Veja que o termo centrifugo % faz com que a fungao Qy(r) seja irregular na

origem. Como as fungoes de onda aproximadas obtidas pelo método WKB dependem da
funcao Qy(r), elas nao serao validas na origem. Para lidar com isso, Langer utilizou as

duas seguintes transformagoes:

NIE]

T =Tpexpr e Yy (r) = ey (z), (3.52)

onde 7y é uma constante que tem dimensao de comprimento e que pode ser considerada
unitaria e x é uma nova variavel adimensional. Realizando as transformagoes (3.52) na

equacao %277’2” + Q3(r)y = 0, ficaremos com

92
a—;; + Q*(z)u =0, (3.53)

onde a nova fun¢ao Q;(x) serda dada por:
2

Qw) = e B+ Vi) - 1ok -2 (3.54)

B2 2m

Veja que agora a funcao @1(x) ndo possui um ponto irregular na origem, pois agora

a irregularidade em r = 0 s6 serd alcancada quando x — —oo. Assim, a aproximacao
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WKB fornece a seguinte solugao para a Eq. (3.53):

= x:Ql(fv)dfﬁ) - €<ié¢2m)7 (3.55)

() =

ﬂ;;(m)exp(

Qz(r) = e 7 Qi(x) =

onde definimos )
m[EH/( )] By (3.56)

o(ro, 7 / Q:(z)dz = / Qulr (3.57)

Portanto a transformacao de variaveis feita por Langer na Eq. (3.52), equivale a
fazer a transformacao (1> — 1 — [?) na funcdo Qo(r), para coordenadas cilindricas. No
entanto, como foi apontado por Berry e Almeida (1973), a transformagao de langer em
duas dimensoes falha quando consideramos o caso das ondas s, ou seja, quando [ = 0 .
Naquele trabalho, Berry e Ozorio de Almeida conseguiram mostrar que, no caso das ondas

s, a funcao de onda WKB é proporcional a funcao de Bessel:

Pi=o(r) = (fo %{:l((r) >J0</ Qu(r d?“) (3.58)

onde k(r) é o nimero de onda, definido por k* = 2%(E — V(r)) e Qi ¢ definido de forma
analoga a Eq. (3.47), porém utilizando-se o nimero de onda k(r) no lugar da constante
c. Além disso Berry e Almeida (1973) também mostram que a condigdo de quantizacao
(3.34) em duas dimensoes ainda vale para [ = 0, se r; = 0, por meio das quatro férmulas

de conexao encontradas na subsecao anterior (equagoes (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30)).
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4 O Sistema do Quadrupolo Magnético

Efeitos quéanticos associados a particulas neutras com momento de quadrupolo mag-
nético ja foram investigados em outros trabalhos. Por exemplo: fases quanticas Aharanov-
Anandan para a particula neutra com quadrupolo magnético foram estudadas na Ref.
(FONSECA; BAKKE, 2015), um efeito andlogo & quantizagdo de Landau foi estudado nas
Refs. (FONSECA; BAKKE, 2015) e (FONSECA; BAKKE, 2017), o efeito Hall quantico
foi estudado na Ref. (FONSECA; BAKKE, 2015a), efeitos devido a rotagao de um atomo
com quadrupolo magnético confinado em um anel quantico foram estudados na Ref. (FON-
SECA; BAKKE, 2016). Neste capitulo, faremos uma andlise semicldssica da interagao da
particula neutra com momento de quadrupolo magnético com campos externos por meio

da aproximacao WKB.

Comecaremos introduzindo a dindmica quantica de uma particula neutra, sem spin
e que possui um momento de quadrupolo magnético interagindo com campos externos.
A energia potencial de uma particula com momento de quadrupolo magnético pode ser
encontrada ao realizar uma expansao multipolar do potencial vetor magnético, assim como,
na eletrodinamica classica, o momento de quadrupolo elétrico pode ser obtido a partir de

uma expansao multipolar do potencial escalar elétrico.

Um(T> = —ZMZ-J&-B]-(T), (4].)

1,3
onde B é o campo magnético e M;; é o tensor de momento de quadrupolo magnético, que
deve ser simétrico e sem trago (RADT; HURST, 1970).

Podemos ver, pela Eq. (4.1), que o quadrupolo magnético interage apenas com o
campo magnético. No entanto, considerando que a particula com momento de quadrupolo
magnético se mova com velocidade v << ¢ (onde ¢ é a velocidade da luz), entdo a particula
ird interagir com um campo magnético B que ¢ diferente daquele observado no laboratoério

B. Entdo o campo B que sera dado pela Equacao de Joules-Bernoulli:
B'(r) = B(r) — =7 x E(r), (4.2)

onde B e F sao os campos magnético e elétrico no referencial do laboratoério, respectiva-

mente.

Usando a Eq.(4.1), a Lagrangiana do sistema no referencial da particula em
movimento serd L = %mv2 + ZUMijﬁié’j. Assim, usando a Eq.(4.2), a Lagrangiana do

sistema fica:

—

L:;m&+Mnmm+1<MxEu0, (4.3)

c2
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Onde definimos as componentes do vetor M como M; = > M;;0;, com M;; sendo o
tensor de quadrupolo magnético. Essa definicao do vetor M; é analoga a definicdo do vetor
Qi = X°; Qi;0; feita por Chen na Ref. (CHEN, 1995), onde @Q;; ¢ o tensor de quadrupolo

elétrico.

Para descrever o sistema quanticamente, primeiro é necessario obter o Hamiltoniano
do sistema. Para isso, deve-se utilizar as transformacoes de Legendre na Eq.(4.3). E possivel
obter o momento candnico conjugado a r, derivando a lagrangiana em termos da velocidade:

p=mi+ 8%(1\2 x E). As transformacoes de Legendre sao dadas por:
t 0L
H = i— — L, 4.4
;q 9 (4.4)

Ou, nesse caso, H = pv — L. Assim, o operador Hamiltoniano do sistema sera:
1 1 — — — —
H=_"—[p—-5(MxE)*-M-B. (4.5)

2m

Veja que a forma deste operador hamiltoniano é semelhante a forma do operador
hamiltoniano da Eq.(2.20), que descreve a interacao de uma particula carregada com o
campo eletromagnético. Devido a essa semelhanca, podemos fazer uma analogia entre o
termo M x E e o potencial vetor A e entre o termo M - B e o potencial escalar. Por isso

trataremos os termos M x E e M - B como potenciais efetivos.

Agora vamos quantizar o operador hamiltoniano substituindo o momento canénico
p pelo operador hermitiano p = —ihV. Assim, podemos obter a equagao de Schrodinger

independente do tempo para um quadrupolo magnético em movimento:

e = 21”[;5 — (M x E)*U — M - BV. (4.6)

Usaremos a equagao de Schrodinger nesta forma para verificar os 5 casos propostos

neste trabalho. Em conjunto com a Eq. (4.6), vamos usar as propriedades do tensor
de quadrupolo magnético e das densidades de cargas magnéticas para estudar algumas

situacoes diferentes.

4.1 Interacdo com campos magnéticos nao uniformes

Nesta secao vamos analisar a interacao do momento de quadrupolo magnético com
campos magnéticos nao uniformes. Vamos definir o tensor do momento de quadrupolo
magnético e supor a presenca de densidades de cargas magnéticas que irdo gerar estes
campos magnéticos. O objetivo da andlise serd obter informagoes a respeito dos niveis de

energia do quadrupolo, usando a aproximacao WKB.

Nesta andlise, vamos considerar a situagao conhecida como "magneto-dinamica’,

explicada no capitulo 2 como as equacoes de Maxwell duais na auséncia de cargas ou
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correntes elétricas. A partir de agora, também trabalharemos com o sistema de unidades

natural, ou seja, h=1e c=1.

4.1.1 Campo magnético parabdlico na direcao radial

Vamos comegar considerando um campo magnético produzido por uma densidade
nao uniforme de carga magnética p,, = br dentro de um cilindro longo e nao condutor,
onde b é uma constante. Dessa forma, podemos usar a Eq. (2.11) para obter o seguinte

campo magnético

-1
B = §b0r2f, (4.7)
onde by é uma constante associada a densidade de carga magnética. Além disso, também

vamos considerar que o tensor do quadrupolo magnético em coordenadas cilindricas seja

definido por:

M, = My, = —M; M., =2M, (4.8)

onde M é uma constante positiva e as restantes componentes do tensor de quadrupolo
magnético sao nulas. Assim, essas escolhas para as componentes do tensor M;; o mantém

simétrico e com trago nulo, como ¢é esperado.

Dessa forma, podemos ver que a interagao do campo magnético, dado pela Eq.(4.7),
com o momento de quadrupolo magnético, definido pela Eq. (4.8), resulta num potencial

escalar efetivo na Eq. (4.6) dado por
‘/;ff:—M'é:Mbor. (49)

Assim, este potencial efetivo serd equivalente a um potencial escalar linear na equacao de
Schrodinger do sistema. Portanto, a equagao de Schrodinger independente do tempo em

coordenadas cilindricas para este sistema ficara

1702 10 18 O
N T (4.10)

V= omlar T T oz T o

Agora, podemos ver que o operador hamiltoniano do lado direito da Eq. (4.10)
comuta com a componente z do operador momento linear, p, = —thd,, e com a componente
z do operador momento angular L, = —ihd,. Entao, a solugao da Eq. (4.10) terd a mesma
forma da Eq. (3.38). Assim, substituindo a Eq. (3.38) na Eq. (4.10), obtemos a seguinte

equacao radial:
2

1
u" — —52u — 2mboMru + [2me — k*|u = 0. (4.11)
r

Agora vamos considerar que o quadrupolo magnético tem o movimento restringido

a um plano perpendicular ao eixo z. Isso quer dizer que o autovalor do momento linear na
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direcdo z serd zero, ou seja k = 0. Além disso, como estamos trabalhando em coordenadas
cilindricas, teremos de substituir o termo centrifugo (I* — §) por I? na Eq. (4.11), conforme
foi visto na se¢ao 3.2 . Como é mostrado no capitulo 2 e nas referéncias (BRACK, 2018) e
(BERRY; ALMEIDA, 1973), isso deve ser feito para que a aproximagao WKB seja valida

em coordenadas cilindricas. Com essas alteragoes feitas, vamos definir:

12
q(r)= \/Qm[a —boMr] — —. (4.12)

r
Veja que ¢;(r) é andlogo a expressao do momento classico (3.2). Assim a equacao radial
para u(r), a Eq. (4.11), toma a forma da Eq. (3.3), que é a forma adequada para a

realizacao da aproximagao WKB:
u” + ¢*(r)u = 0. (4.13)
E ao aplicar o método WKB conforme explicado no capitulo 3 e nas referéncias (GRIF-
FITHS, 2016) e (BRACK, 2018), obtemos uma solugao da forma da Eq. (3.46):
s

u(r) = qQ(r) cos {/r: q(r')dr’ — 4]. (4.14)

Agora podemos usar a quantizacao de Bohr-Sommerfeld, definida pela Eq. (3.34)
para obter os niveis de energia permitidos a particula com quadrupolo magnético. No
entanto, devido & forma de ¢(r) na Eq. (4.12), a integral da Eq. (3.34) ndo pode ser
resolvida. Para que possamos prosseguir, iremos considerar apenas o caso de ondas s
[((BRACK, 2018), (BERRY; ALMEIDA, 1973)], assim como foi feito por Bakke (2019).
Ondas s sao definidas por ter o niimero quantico do momento angular [ = 0. As ondas s
possuem este nome por analogia ao orbital S, que representa a regiao mais provavel de
encontrar o elétron no d&tomo quando o nimero quantico do momento angular [ vale zero.
As ondas s sempre sao estados de energia nao degenerados, o que as torna interessante
do ponto de vista experimental, pois durante sua observagao nao havera a necessidade de

considerar de outros estados com a mesma energia.

Os pontos de retorno utilizados na quantizacao de Bohr-Sommerfeld sao definidos
pelos pontos em que ¢(r) = 0. No Entanto, para a funcdo ¢(r) definida na Eq. (4.12),
existe apenas um ponto de retorno quando consideramos o caso das ondas s. Este ponto

serd o limite superior da integral da quantizacao de Bohr-Sommerfeld e ele vale:

€
ry = ——. 4.15
2= 1 (4.15)
Antes de realizar a quantizacao de Bohr-Sommerfeld, precisamos definir o limite
inferior da integral da Eq. (3.34). Para isso, veja que o ponto r = 0 representaria algo

semelhante a um ponto de retorno para a funcao ¢(r) definida na Eq. (4.12), ja que a
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coordenada r nao pode assumir valores negativos quando usamos o sistema de coordenadas
cilindricas. Além disso, para o caso de ondas s, a fungao ¢(r) é uma funcdo bem comportada
préxima da origem. Por isso, vamos utilizar o ponto 7; = 0 como o limite de integragao

inferior da integral da Quantizagdo de Bohr-Sommerfeld.

) como os dois limites de integracao na Eq.

Portanto, usaremos r; = 0 e ry = (bOEM

(3.34). Assim, a integral daquela equagao resulta em:

(2
/ r)dr = /bOM \/2mle — boMr]dr = 3mwlij . (4.16)

Com isso, usamos a quantizagdo de Bohr-Sommerfeld na Eq. (3.34) para obter os

seguintes niveis de energia associados as ondas s:

(n — 2)2} %. (4.17)

8m

l97r2(b0)2M2 1
Eno0 = |75

A Eq. (4.17) corresponde aos niveis de energias permitidos ao quadrupolo magnético
que interage com um campo magnético parabdlico na dire¢ao radial, no caso das ondas
s (caso | = 0). Além disso, este resultado s6 pode ser obtido quando consideramos que
o numero quantico do momento angular vale zero (ondas s). Veja que estes niveis de
energia surgem a partir da interagdo do quadrupolo magnético definido pela Eq. (4.8) com
o campo magnético (4.7), j4 que sua intera¢ao da origem ao termo do potencial escalar

efetivo (4.9), que determina o espectro de energias do sistema.

4.1.2 Campo magnético quartico na direcdo radial

Dessa vez, vamos considerar uma densidade de cargas magnéticas na direcao radial
dada por p,, = r?, dentro de um cilindro longo e nao condutor. Assim como antes, fi
também é uma constante. Usando esta densidade uniforme de cargas magnéticas, podemos

usar a Eq. (2.7) para obter:

4
B=""% (4.18)

onde p também é uma constante associada a densidade de carga magnética. Além disso, o
tensor do quadrupolo magnético serd o mesmo definido na Eq. (4.8). Portanto, o potencial

escalar efetivo na equagao de Schrodinger (4.6) serd:

Vips(r) = =M - B = uMr®. (4.19)

Como r < 0 nao esta definido em coordenadas cilindricas, o potencial da equacao

acima sera equivalente a um potencial escalar confinante na equagao de Schrodinger

3

(4.6). Alguns trabalhos analisaram potenciais escalares proporcionais a 7° como um termo
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anarmonico, procurando por correcoes no espectro de energias do oscilador harménico em
uma dimensao perturbado (LANDAU; LIFSHITZ, 2013). Entao substituindo o potencial
(4.19) na Eq. (4.6), obtemos:

170> 10 109> 02
— =+ —— | + uMrp. (4.20)

V= omlae Trar Trraz a2

Como o operador hamiltoniano da Eq. (4.20) comuta com os operadores p, e iz,
podemos usar novamente a Eq. (3.38) como sua solugao. Fazendo isso, chegamos a seguinte

equacao:
l2 1

u’ — %u — 2muMriu+ [2me — k*lu =0 (4.21)
r

Na equacdo acima, o termo —2muMr3u representa a interacao do quadrupolo magnético
com o campo magnético (4.18). A partir da Eq. (4.21), podemos definir a fungao ¢(r) para

este problema. Ela sera:

q@(r) = \/Zm[&? — pMr3) — Z (4.22)
Aqui, tomamos k = 0 para representar o movimento de uma particula num plano e também
fizemos (1% — i) — [? para podermos usar a aproximacao WKB em coordenadas cilindricas,
como no caso anterior. Com esta defini¢ao de go(r), podemos obter novamente uma equagao
radial na forma da Eq. (3.3) e aplicar a aproximagao WKB. Entao a fun¢ao de onda deste

sistema sera dada por:

u(r) = 2 ; cos {/rf q@(rdr — —1, (4.23)

de forma analoga ao caso anterior.

Agora, para obter os niveis de energia do sistema, precisamos realizar a quantizagao
de Bohr-Sommerfeld. No entanto, assim como no caso anterior, a integral da Eq. (3.34)
também nao pode ser resolvida para a fungao ¢o(r) definida pela Eq. (4.22). Entao para que
seja possivel obter os niveis de energia dos estados ligados deste sistema, vamos considerar
novamente o caso das ondas s (I = 0) (BRACK, 2018). Além disso, veja que a fungao ¢a(r)

possui apenas uma raiz real ro, que representa o ponto de retorno classico da funcao de

ry = (;;\Dé (4.24)

Portanto, temos de definir o outro limite de integracao na integral da quantizacao de

onda:

Bohr-Sommerfeld. Entdo assim como no caso anterior usaremos r; = 0 como o limite de

integracao inferior da Eq. (3.34), pelos mesmo motivos explicados naquela subsegao.
1

Agora, utilizando os limites de integracao 1 =0 e ry = <;5\4) 3, podemos realizar

a integral da Eq. (3.34). Para isso, também faremos a substitui¢ao de varidveis « = %7’3.

Dessa maneira, chegamos a:
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T2 V2me [ e \5 [l _» 1
dr = <> [ et -atar 4.25
[ atrar =55 () [ it (4.25)
Para prosseguir, farei um breve introdugao da fun¢ao Beta (ARFKEN; WEBER; HARRIS,
2013). A funcdo Beta, também conhecida como integral de Euler de primeiro tipo, é uma

funcao especial que foi estudada por Euler e por Legendre, e é definida por:

Blr.y) = [ 11— lar. (4.26)

52):

Entao agora usaremos uma propriedade da funcao Beta que a relaciona com as fungoes

Com isso, podemos ver que a integral no lado direito da Eq. (4.25) equivale a B(

Gamma:
I'(z)I'(y)

Ble.y) = Iz +y)

(4.27)

E interessante deixar o resultado em termos das funcoes Gamma (ARFKEN;

WEBER; HARRIS, 2013) pois seus valores sao bem conhecidos. Por exemplo, o valor de

I'(2) que ird aparecer na Eq. (4.25) é conhecido e vale I'(3) = 1,/7. Assim, o resultado da

integral sera:

r _Vomm 10 T(3)
Jy o= el

E finalmente, utilizando a Eq. (4.28) em conjunto com a quantizagdo de Bohr-Sommerfeld

ol

£5. (4.28)

dada pela Eq. (3.34), podemos obter as energias permitidas para o sistema, no caso de

ondas s:

—

6
5

1)] | (4.29)

En0 = {6<” N ;) \/Z(’”‘M ) 1;(( )

Esta equacao corresponde ao espectro de energias permitidas para a particula

wl=
|

W=

neutra com quadrupolo magnético que interage com um campo magnético quartico na
diregao radial. Assim como no caso anterior, estes niveis de energia sdo validos apenas
para o caso de ondas s. Valores de [ # 0 resultariam em pontos de retorno diferentes e
também modificariam o resultado da integral (4.28). Por tltimo, este resultado também
depende da defini¢ao do tensor de quadrupolo magnético (4.8) e do campo magnético
(4.18), j& que a interacao deles faz surgir o termo do potencial escalar efetivo (4.19) na

equagao de Schrodinger.

4.1.3 Campo magnético logaritmico na direcao radial

Desta vez vamos considerar um cilindro longo e nao condutor de raio interno rg.

além disso, também vamos considerar que dentro deste cilindro existe uma densidade nao
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uniforme de cargas dada por
pm = doln (1), (4.30)
To

Pela Eq. (2.11), vemos que essa densidade de cargas magnéticas produz um campo

magnético na direcao radial, dado por:

= 1 r 1 Bor?
Bi=Byr|-In(—) — = |7 P 4.31
1 07’[2 n(ro) 4}7“—1— g 7, (4.31)

onde By = pody. Além disso, iremos assumir que existe uma distribuicao linear de cargas
magnéticas no eixo z, ou seja, um fio infinito no eixo z. Esta densidade linear de cargas

estd contida no interior do cilindro e sera dada por

d
Am = —E%rg. (4.32)

Dessa forma, este fio infinito de cargas magnéticas produzird um campo magnético na

direcao 7 dado por:
> /LO)‘m A
By = T, (4.33)

2rr

Entao ao somarmos os campos By e By o campo magnético resultante sera:

L~ 1%. (4.34)

B = Byr { In(—)—-

0 2 (TQ ) 4

A partir de agora vamos seguir como nos casos anteriores. Vamos considerar que

o tensor de quadrupolo magnético continua sendo definido pela Eq. (4.8). Portanto, o

potencial escalar efetivo na Eq. (4.6) sera:

Vigstr) = =i 5= MLy 1) 1)

MBO 1 r 1
4.35
|:2 To 2] ( )

Ou seja, a interacao do quadrupolo magnético com o campo magnético faz surgir um termo
que ¢ equivalente a um potencial logaritmico atrativo. Este tipo de potencial também
foi apresentado nas referéncias (GRIFFITHS, 2016), (BRACK, 2018), (BAKKE, 2019),
entre outros trabalhos. Usando o potencial escalar efetivo dado pela Eq. (4.35), obtemos a

equacao de Schrodinger do sistema:

170> 10 1 9 0?
[ ++}w+

o trar tiiag T oz () =gle @)

e = ——

v 2m
A solugao da equagao acima também seréd escrita na forma da Eq. (3.38), pois

[ﬁ, ﬁz] =0e {ﬁ,ﬁz] = 0. A substituicao desta solugao na Eq. (4.36) ira resultar na

seguinte equacao:

-1 M By

MB
- Lu—2m In (;)u + [2me + TO — k*u = 0. (4.37)

"




Capitulo 4. O Sistema do Quadrupolo Magnético 44

Assim como nos casos anteriores, faremos a substituicao (12 — i) — [2 no termo centrifugo
para aplicar a aproximagao WKB e tomamos k = 0. Temos entdao uma particula que se

move em um plano. Agora podemos definir a seguinte funcao:

. MB r [?
O o e v "
onde definimos E = ¢ + MBo Com esta definicio de g3(r), podemos obter novamente uma

1
equagao radial na forma da Eq. (3.3) e aplicar a aproximagao WKB. Entao a funcao de

onda deste sistema serd dada pela Eq. (3.46), assim como nos casos anteriores.

Também vamos considerar caso das ondas s (I = 0) para que seja resolvida a
integral da quantizacao de Bohr-Sommerfeld. Para ondas s, a Eq. (4.38) também possui
apenas um zero assim como nos dois casos anteriores. Portanto, como ja foi explicado

antes, podemos tomar 7, = 0 como um dos limites de integracao da quantizacao de
Bohr-Sommerfeld.

Para o caso da Eq. (4.38), o ponto de retorno classico para a particula com

quadrupolo magnético interagindo com o campo magnético (4.34) sera:

2F

ro = roeMbo. (4.39)

Portanto, para resolver a integral da Eq. (3.34), vamos executar a seguinte mudanga de
variaveis:

r=ree *. (4.40)

Dessa forma, teremos:

T2 o0 T
/0 q(r)dr = TQ\/mMBo/O Vrze tdr = rg\/m\/z—. (4.41)

Por fim, usando a Eq.(4.41) em conjunto com a quantizagdo de Bohr-Sommerfeld,

obtemos os niveis de energia permitidos ao sistema:

MB, 1 [ = 1 MB,
o= In| = — )| = ) 4.42
fn0 = Ty LO \ mMB, <” 2” 1 (4.42)

Portanto a equacgado acima representa os niveis de energia permitidos a particula

neutra com quadrupolo magnético que interage com um campo magnético logaritmico na
direcao radial, para o caso das ondas s. Este espectro de energias péde ser obtido gracas
a presenca do potencial efetivo na equagdo de Schrodinger (4.6), que surge a partir da
interacgdo do momento de quadrupolo magnético definido pela Eq. (4.8) com o campo
magnético (4.34), como podemos ver na Eq. (4.35). Como consideramos o caso de ondas s,
as solugoes de estado ligado na Eq. (4.42) sé sao validas quando [ = 0, ja que qualquer
outro valor do niimero quantico do momento angular iria alterar o resultado da integral

(4.41) bem como os seus limites de integragdo. Nas 3 situagoes propostas nesta secao,
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consideramos o caso das ondas s com [ = 0. Esta escolha foi feita para evitar integrais
complicadas que iriam surgir na férmula para a quantizacao de Bohr-Sommerfeld, na
Eq. (3.34). Isso porque a integral da Eq. (3.34), para os casos em que [ # 0, ndo pode
ser resolvida e, portanto, ndo é possivel encontrar solu¢oes para os 3 sistemas propostos
através do método WKB quando [ # 0.

4.2 Interacao com campos elétricos nao uniformes

Nesta secao, vamos analisar a interacao de uma particula neutra com momento de
quadrupolo magnético com campos elétricos nao uniformes. O momento de quadrupolo
magnético da particula serd o mesmo considerado nos trés casos anteriores e os campos elé-
tricos serao gerados por densidades de correntes magnéticas. Nosso objetivo serda encontrar
os niveis de energia dos estados ligados dos sistemas considerados. Para isso, aplicaremos
a aproximagao WKB na equacao de Schrodinger do sistema. Nesta se¢cao vamos continuar
trabalhando na situagao conhecida como magneto-dinamica e com o sistema de unidades

naturais (h =1ec=1).

4.2.1 Campo elétrico linear axial

Na secao anterior nds vimos trés exemplos em que as energias permitidas para
estados ligados s6 podem ser obtidas pelo método WKB se for considerado o caso de ondas s
(I = 0). Agora veremos um caso onde nao existe solu¢ao de estados ligados se considerarmos
o caso das ondas s, ou seja, o nimero quantico do momento angular devera ser [ # 0.
O sistema proposto é o do quadrupolo magnético interagindo com um campo elétrico
linear axial, sob o contexto da magneto-dindmica. E possivel resolver este problema de
forma exata, mas vamos usar o método WKB para obter nossos resultados. No final desta
subsecao vamos comparar o resultado obtido neste trabalho com o resultado encontrado
por na Ref. (FONSECA; BAKKE, 2015b), que estudaram a interagdo do quadrupolo
magnético com um campo elétrico linear axial sob o contexto da eletrodinamica usual,

utilizando o método analitico.

Vamos comecar considerando uma densidade de corrente magnética dentro de um

longo cilindro dada por
J ==, (4.43)

onde )\, é uma constante. Podemos usar a Eq. (2.12) para obter um campo elétrico axial,

dado por:

E=—\3, (4.44)
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onde A = A\, 9. Além disso, vamos continuar trabalhando com o tensor de quadrupolo
magnético definido pela Eq. (4.8). Dessa forma, a interagdo do quadrupolo magnético com

o campo elétrico ird gerar na Eq. (4.6) um potencial vetor efetivo dado por:

Ay =M x E =M. (4.45)

Substituindo este potencial efetivo na Eq. (4.6), a equagdo de Schrodinger independente

do tempo para o nosso problema ficara:

1102 10 1 9 0? MNANOY M)\

“omlor Tror Tra2 o2l T i an T om

et = b, (4.46)

Assim como nos outros 3 casos da se¢ao anterior, o operador hamiltoniano da Eq.
(4.46) comuta com os operadores p, e ﬁz, logo sua solugao também pode ser escrita em
termos dos auto-valores destes operadores. Assim a solugdo da Eq. (4.46) também terd a
forma daquela da Eq. (3.38), e a substitui¢ao de 1 por esta solugao resulta na seguinte

equacao radial:

12—z )
u’ — %u — —u+2méu = 0, (4.47)
r r
onde definimos os seguintes parametros:
0 =2MM (4.48)
e
M?2)\?
=c— — k. 4.49
f=e- (4.49)

Veja que o termo determinado pelo pardmetro d na Eq. (4.47) é andlogo ao potencial
de Coulomb. Veja também que pela definigao de ¢ na Eq. (4.48), s6 existe potencial tipo-
Coulomb na Eq. (4.47) se | # 0. Isso significa que para o caso de ondas s ndo é possivel
obter solugoes para estados ligados deste sistema (que é o nosso objetivo). Assim, para o

caso das ondas s, o quadrupolo se comporta de maneira semelhante a uma particula livre.

A equagdo radial (4.47) admite tanto solugoes de estados ligados quanto solugoes
de espalhamento para o potencial tipo-Coulomb. Como o objetivo desta analise é obter
as energias dos estados ligados do sistema, devemos fazer com que o termo do potencial
tipo-Coulomb seja negativo. Podemos fazer isso se impormos que o nimero quantico do

momento angular seja sempre negativo. Temos entao que:
[ — —|i = J — —|d]. (4.50)

Assim, substituindo a rela¢do acima na Eq. (4.47), obtemos uma segunda equacao radial:

P-1)
PG N

> U +2méu = 0. (4.51)
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Agora, tomando k = 0 para considerar que a particula se move no plano, e lembrando
da condigao (I — i) — [? que valida a aproximacao WKB em coordenadas cilindricas,

podemos definir:

qa(r) = \/2m§ + lor_ E (4.52)

rooor?
Com da definigdo de g4(r) acima e a forma da equagao radial (4.51) podemos obter
novamente uma equacao radial na forma adequada para aplicar a aproximacao WKB
u'(r) + ¢2(r)u(r) = 0. Assim a funcio de onda deste sistema sera dada pela Eq. (3.46),

assim como nos casos da secao anterior.

Dessa vez a integral da quantizagao de Bohr-sommerfeld é solivel para a Eq. (4.52),
entdo nao precisamos considerar o caso das ondas s. Além disso a Eq. (4.52) possui duas
raizes, ou seja, existem dois pontos de retorno classico que podemos utilizar como limites

de integral da Eq. (3.34). Essas raizes sao:

sl 1 [/ \2  4r
T Came) 2\/(2m5 ) - 2mé (4.58)
) 9 L%
5 1 (/5 A2
2= ey T 2\/<2m5) T ome (4:54)

Entao a integral da Eq. (3.34) fica:

/r2 qa(r)dr = (n - ;)ﬂi (4.55)

1

Para resolver a integral acima, usaremos a seguinte integral conhecida:

/abi\/(x—a)(b—:c)d:c: "W Va). (4.56)

Veja que, como 7 e ro sdo as raizes da fungao ¢(r), podemos reorganizar a integral da Eq.

(4.55) para deixa-la numa forma semelhante a Eq. (4.56):

/:2 q(r)dr = \/TM/T:Q i\/(r —711)(rg — 7r)dr. (4.57)

Dessa maneira, temos

/” g(r)dr = = [w' - 2|1|]. (4.58)

T1 2 —me

Finalmente, substituindo a Eq. (4.58) na Eq. (3.34) e usando a defini¢ao de £ na

Eq. (4.49), obtemos os niveis de energia do sistema:
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_ (Mpodn|lh)? | (MpoAn)?
2m(n+ |I] — 3)? 2m

, (4.59)

onde n =1,2,3,... ¢ o nimero quantico associado aos modos radiais, e [ = £1,+£2, ... sdo

os valores permitidos ao niimero quantico do momento angular.

Assim, a Eq. (4.59) representa os niveis de energia permitidos a um momento de
quadrupolo magnético sob a influéncia de um potencial tipo-Coulomb. Este potencial tipo-
Coulomb aparece ao utilizarmos o potencial vetor efetivo (4.45) na equagao de Schrodinger
(4.6). Portanto, este resultado depende da defini¢do do tensor momento de quadrupolo
magnético (4.8) e do campo elétrico (4.44), ja que o potencial vetor efetivo (4.45) surge da
interagao deles. Além disso o termo do potencial tipo-Coulomb s6 aparece se [ # 0, como
ja foi mencionado anteriormente. Portanto os niveis de energia dos estados ligados deste

sistema no caso de ondas s estdo sendo desconsiderados.

Este resultado (a Eq. (4.59)), que foi obtido por meio da aproximacao WKB, esta
de acordo com o resultado encontrado por Fonseca e Bakke (2015b) onde foi utilizado o
método analitico em um problema semelhante. Naquele trabalho, o campo se origina a
partir de uma densidade volumétrica uniforme de cargas elétricas enquanto neste, o campo
é devido uma densidade de corrente magnética dada pela Eq. (4.43). Apesar da origem
do campo utilizado por Fonseca e Bakke (2015b) ser diferente da origem do campo deste
problema, podemos ver que a resolucao deste problema pelo método analitico resultaria

no mesmo espectro de energias dado pela Eq. (4.59).

4.2.2 Campo elétrico parabdlico axial

Por 1ltimo, vamos analisar um caso onde solugoes de estados ligados podem ser
obtidas para quaisquer valores do niimero quantico do momento angular [. Assim como
o problema anterior, este problema pode ser resolvido exatamente, mas vamos usar a
aproximacao WKB para resolvé-lo. Por fim, assim como na subsecdo anterior, vamos
comparar o resultado obtido nesta subsecao com os resultados obtidos por Fonseca e Bakke
(2015) e por Fonseca e Bakke (2017), onde foram resolvidos problemas semelhantes pelo

método analitico.

Vamos comegar considerando uma densidade de corrente magnética dentro de um

cilindro longo, dada por
Jip = — TP, (4.60)
onde «,,, ¢ uma constante positiva. Entao essa densidade de corrente magnética ira gerar

um campo elétrico axial, que pode ser obtido a partir da Eq. (2.9). Este campo sera:

|
E = —§ar22, (4.61)
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onde a = ;g Também vamos considerar que as componentes do tensor do quadrupolo
magnético ainda serdao dadas pela Eq. (4.8). Assim como no caso anterior, a interacao do
momento de quadrupolo magnético com o campo elétrico considerados neste problema, ira

gerar um potencial vetor efetivo /Te 7¢ dado por:
Agpp =M x E = —aMr. (4.62)

Devido a esse potencial vetor efetivo, podemos interpretar que a particula neutra com
quadrupolo magnético se move na presenca de um campo magnético uniforme efetivo,
dado por:

Bejp =V X Agpp = —Mas. (4.63)

Vamos considerar que a particula nao se move na direcao 2. Neste caso, a particula
se movera num plano perpendicular a direcao do campo magnético efetivo B. rr- Esta
situagao é muito semelhante a quantizagao de Landau (LANDAU, 1930) que sera explicada
no apéndice A. Resumindo, a quantizacao de Landau é obtida ao resolver a equacao
de Schrodinger de uma particula eletricamente carregada que se move em um plano
perpendicular a um campo magnético. A diferenga é que aqui a particula estudada nao
possui carga elétrica, mas sim um momento de quadrupolo magnético. Apesar disso, como
foi explicado no inicio deste capitulo, o operador hamiltoniano da particula com quadrupolo
magnético é muito semelhante ao operador hamiltoniano da particula carregada. Portanto,
assim como foi feito por Fonseca e Bakke (2015) e por Fonseca e Bakke (2017), podemos
assumir que a presenca deste campo magnético efetivo ira nos levar a um efeito andlogo a

quantizagao de Landau e aos niveis de Landau, que sdo explicados no anexo deste trabalho.

Substituindo o potencial vetor efetivo da Eq. (4.62) na equagao de Schrodinger
(4.6), obtemos:

119 10 1 0 0? Madp M?*a* ,
V= omlar trar Trae T ol T o T am T Y (4.64)

Veja que o operador operador hamiltoniano no lado direito da equacao acima
comuta com os operadores p, e IA/Z Portanto usaremos novamente a Eq. (3.38) como a

forma da solugdo ¥ (r, ¢, z), na Eq.(4.64). Apds a substitui¢ao, obtemos:
" (l2 - i)

u' — —u — m2w?r?u + fu =0, (4.65)
r
onde definimos os parametros.
M
w= < (4.66)
m
e
B =2me — 2Mal — k*. (4.67)

Assim, podemos definir novamente a fungao ¢(r):

g(r) = ¢ B —miwir? — —. (4.68)
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Aqui, fizemos novamente a substituicao (I — i) — [2 para validar a aproximacao WKB
em coordenadas cilindricas. Além disso, como estamos considerando que a particula se

move num plano perpendicular ao eixo z (dire¢do do campo (4.63)), teremos que k = 0.

Com da definigdo de ¢5(r) na Eq. (4.68) e a equagao radial (4.65) podemos obter
novamente uma equacao radial na forma adequada para aplicar a aproximacao WKB:
u’(r) + ¢2(r)u(r) = 0. Assim a funcido de onda deste sistema sera dada pela Eq. (3.46),
assim como em todos os casos anteriores. No entanto, diferentemente dos casos anteriores,
a quantizacdo de Bohr-Sommerfeld pode ser realizada para qualquer valor do niimero
quantico [. Isso porque a integral da Eq. (3.34) pode ser resolvida para a funcao g¢s(r)
com [ # 0 (da mesma maneira do problema anterior), e também porque se [ = 0 ainda
existird o termo de interacdo presente na definicdo de w (no caso anterior [ = 0 resulta no

desaparecimento deste termo, que nos deixou com uma particula livre).

Com essas consideragoes, a integral da Eq. (3.34) fica:

9 (D) 1 A 5 ) 12
/T1 gs(r)dr = mw /7»1 . —rd 4+ meQr — meQdT’ (4.69)

e fazendo a substituicao de varidveis = r?, conseguimos deixar a integral acima na mesma
forma da Eq. (4.56):

/T: qs(r)dr = mw /:2 L \/ (x —21) (29 — 2)dx mwﬂ(\/_ V71)%, (4.70)

onde os pontos de retorno sao dados por:

5 1 5 4]2
"= om2w? 2 <m2w2)2 Cm2w? (4.71)
e
I6; 1 I6; 412
T2 e + 2 (m2w2)2 Com2w?’ (4.72)
Assim, a Eq. (3.34) fica:
r2 - L 78 |
/T1 gs(r)dr = (n — 5)% = Wlew — 2}, (4.73)

e finalmente, pelas defini¢oes de w e [ nas equagoes (4.66) e (4.67), obtemos os seguintes

niveis de energia:

2Ma[ l N U 1}

—_— n J— B —
2 2 2]

onde n =1,2,3,... ¢ 0 nimero quantico associado aos modos radiais, e [ = 0,1, +2, ...

Ent = (4.74)

sao os valores permitidos ao nimero quantico do momento angular.

A Eq. (4.74) representa os niveis de energia permitidos a particula neutra com

momento de quadrupolo magnético que se move em um plano perpendicular ao campo
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magnético efetivo dado pela Eq. (4.63). Este campo magnético s6 aparece devido ao termo
do potencial vetor efetivo na equagiao de Schrodinger do sistema, que por sua vez, aparece
devido & interagao da particula com o campo elétrico (4.61). Portanto a Eq. (4.74) s6
pode ser obtida se usarmos um tensor de quadrupolo magnético definido pela Eq. (4.8) e
considerarmos a presenca de uma corrente magnética dada pela Eq. (4.60). Assim como
nos casos anteriores, conseguimos obter as energias permitidas para os estados ligados do
sistema por meio da aproximacado WKB. No entanto, diferente dos casos anteriores, desta
vez conseguimos obter o espectro de energias para qualquer valor do nimero quantico do

momento angular [.

Devido a presenca do campo magnético efetivo (4.63), chegamos a um espectro
de energias discreto e infinitamente degenerado dado pela Eq. (4.59) que possui uma
frequéncia angular dada por w. = QMT"‘ Essa frequéncia angular pode ser vista como uma
frequéncia anéloga a frequéncia de ciclotron encontrada por Landau (LANDAU, 1930) pois,
como ja foi mencionado anteriormente, o sistema discutido é extremamente semelhante
ao sistema estudado por Landau. Portanto podemos comparar o resultado obtido na Eq.
(4.74) com aqueles encontrados por Fonseca e Bakke (2015) e por Fonseca e Bakke (2017).
Em ambos os trabalhos, um efeito andlogo a quantizagdo de Landau (LANDAU, 1930) foi
obtido, embora a origem dos campos utilizados neles foram diferentes. Fonseca e Bakke
(2015) consideraram que o campo elétrico radial era produzido por uma densidade nao
uniformes de cargas elétricas, enquanto que Fonseca e Bakke (2017) consideraram que o
campo elétrico foi induzido por um campo magnético dependente do tempo. Aqui, o campo
elétrico que é responsavel pelo aparecimento do campo magnético efetivo (4.63) é axial, e
surge da densidade de corrente magnética definida na Eq. (4.60). Além disso os niveis de
energia da quantizacao de Landau encontrados nestes dois artigos, que foram obtidos pelo
método analitico, correspondem aos niveis encontrados pelo método WKB neste trabalho.
Portanto, a Eq. (4.59) corresponde aos niveis de Landau para uma particula neutra com

quadrupolo magnético se movendo na presenca de um campo magnético.
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5 Conclusao

Neste trabalho, usamos a dualidade das equagoes de Maxwell e a aproximagao WKB
para analisar a interacao de uma particula neutra que possui momento de quadrupolo
magnético com campos magnéticos nao uniformes, gerados por densidades nao uniformes
de cargas magnéticas. Supomos trés densidades de cargas diferentes e usamos o mesmo
momento de quadrupolo magnético para que pudéssemos estudar trés casos diferentes.
Assim, analisamos a interacdo de um mesmo momento de quadrupolo magnético com
um campo magnético parabélico, com um campo magnético quartico e com um campo
magnético logaritmico, todos na direcao radial. Nos trés casos, utilizamos a aproximacao
WKB para obter a funcao de onda da particula, e depois utilizamos a quantizacao de
Bohr-Sommerfeld para obter os niveis de energia dos estados ligados da particula. No
entanto, essas solugoes para as energias de estados ligados s6 podem ser obtidas para o
caso das ondas s, ou seja, as energias obtidas sdo validas apenas quando o nimero quantico

do momento angular [ = 0. Nos trés casos o espectro de energias obtido era discretizado.

Depois disso analisamos, por meio da aproximacao WKB, o comportamento da
mesma particula neutra com momento de quadrupolo magnético interagindo com campos
elétricos nao uniformes, gerados por densidades de correntes magnéticas. Usamos duas
densidades de corrente magnética diferentes, resultando em dois casos diferentes. No
primeiro caso, a densidade de corrente magnética considerada faz surgir um campo elétrico
linear na dire¢ao do eixo z. Vimos que a interagao da particula com este campo gera um
termo analogo ao potencial de Coulomb na equagao de Schrodingrer da particula. Vimos
também que este termo s6 aparece quando [ # 0 e que as energias de estados ligados
encontradas s6 sao validas para [ < 0. Os niveis de energia encontrados neste trabalho,
para este problema, sdo exatamente iguais aos encontrados por Fonseca e Bakke (2015b)
que resolveram o problema pelo método analitico, apesar da origem do campo elétrico no

trabalho deles ser diferente.

No segundo caso, a densidade de corrente magnética considerada deu origem a
um campo elétrico parabdlico na direcao do eixo z. Vimos que a interacao do momento
de quadrupolo magnético com este campo elétrico axial resulta no aparecimento de um
potencial vetor efetivo na equacao de Schrodinger da particula. Devido a presenca deste
potencial vetor efetivo, vimos também que a particula age com se interagisse com um
campo magnético efetivo na direcdo do eixo z. Assim, fizemos um paralelo do sistema
apresentado neste trabalho com a quantizacao de Landau. Depois disso, consideramos que
a particula se move num plano perpendicular a este campo magnético efetivo e utilizamos
a aproximacao WKB em coordenadas cilindricas para analisar o problema. Vimos que os

niveis de energia obtidos correspondem aos niveis de Landau para a particula neutra com
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quadrupolo magnético. Desta vez também conseguimos obter niveis de energia de estados
ligados para qualquer valor do nimero quantico /. Também comparamos os resultados
obtidos neste problema aqueles obtidos por Fonseca e Bakke (2015) e por Fonseca e Bakke
(2017). Vimos que os resultados obtidos analiticamente nesses dois trabalhos estao de
acordo com os resultados obtidos neste trabalho por meio da aproximacao WKB, apesar

da origem dos campos em cada trabalho ser diferente.
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A Apéndice - Quantizacao de Landau

Em 1930 L. D. Landau (LANDAU, 1930) usou a mecénica quantica para resolver
o problema de particulas carregadas interagindo com um campo magnético uniforme
na direcao do eixo z. Em seu trabalho, Landau mostrou que tal interacao resulta na
quantizacao das orbitas de ciclotron das particulas carregadas e, portanto, a quantizacao
destas orbitas ficou conhecida como quantizagdo de Landau. Neste apéndice serd mostrado

como foi obtida a quantizacdo de Landau. O desenvolvimento a seguir ¢ baseado no livro
'Quantum Mechanics: Non-relativistic Theory"(LANDAU; LIFSHITZ, 2013).

Nosso objetivo é obter os niveis de energia do sistema trabalhado por Landau na
Ref. (LANDAU, 1930) . Portanto, vamos comecar pelo Hamiltoniano de uma particula
carregada eletricamente interagindo com um campo eletromagnético. Este Hamiltoniano é

obtido da mesma forma que obtemos o Hamiltoniano (2.20) e ambos terdao a mesma forma:

= (p—qgA) + 40 (A1)
No livro Landau e Lifshitz (2013), também é considerado que a particula possua Spin. Se
considerarmos isso, teremos de adicionar um termo devido ao Spin no hamiltoniano acima.
No entanto, mesmo com este termo devido ao spin, o Hamiltoniano ainda comuta com a
componente z do operador de spin s, e, portanto, podemos simplesmente separar a parte
da fungdo de onda que depende do spin e resolver apenas o caso presente (sem spin). No

final, os niveis de energia também teriam um termo a mais devido ao spin.

Para obter o campo magnético uniforme na direcao 2, Landau utilizou um simples
potencial vetor dado por:

A = —Byz. (A.2)

Assim o campo magnético serd na direcdo Z como queriamos. Assim, a equacao de

Schrodinger dependente do tempo deste sistema fica:

L. 7 A
o (P — qA)? + P2 + P2 | = E. (A.3)
Veja que o Hamiltoniano acima comuta com os operadores p, = —thd, e p, = —ihd. Entao

podemos separar as dependéncia de x e z na solu¢ao (assim como seria com o spin) e
escrever ¢ = eP**eP=*¢(y), onde p, e p, sdo os autovalores de p, e p, e podem variar de
—00 até +00. Além disso, como nao existe componente z do potencial, a componente z do
momento generalizado serd igual a componente z do momento classico mv, e, portanto,

nao sera quantizado (ou seja, o movimento na diregdo do campo nao é quantizado).

Agora, substituindo a solugao discutida acima na equacao de Shrodinger do sistema,

(RO S

obtemos:
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Veja que a equagao acima é exatamente igual a equacao de um oscilador harmoénico de
la| B

mc

entanto, a energia do oscilador nao é alterada pelo deslocamento do potencial. Portanto

frequéncia w = mas com o minimo do potencial deslocado de um valor 3y = ‘;%. No

2 ~ . . . . A .
o termo (F — 5—;}) na equagao acima, deve ser igual a energia do oscilador harmonico

(E = (n+ )hw). Assim obtemos o seguinte espectro de energias:

1.ldB, p?
LBy, P (A.5)

=
(n+2 me 2m

O primeiro termo no lado direito da equacao acima corresponde as energias permi-
tidas a particula que se move num plano perpendicular a um campo magnético BZ, e sao

conhecidas como niveis de Landau. Como resultado, as particulas carregadas s6 podem

lg|B
mc

ocupar Orbitas com valores discretos de energia que correspondem a (n + %) h. Isso vale
apenas para o movimento radial pois, como ja foi explicado, o movimento na direcao 2

nao é quantizado.
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