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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Método de De Giorgi para obter a regularidade Holder
para uma classe de equacoes elipticas, e vemos como ele aplicou seus estudos para poder
resolver o 19° Problema de Hilbert. Inspirado nas técnicas de De Giorgi, abordamos a
regularidade Holder para equacoes parabdlicas na forma divergente e para equagoes de
Hamilton Jacobi.

Palavras-chave: De Giorgi, Problema de Hilbert, Hamilton Jacobi.



Abstract

In this work, we study the De Giorgi method to obtain the Hélder regularity for
a class of elliptic equations, and we see how he applied his studies to be able to solve
Hilbert’s 19th Problem. Inspired by De Giorgi’s techniques, we approach the Hoélder
regularity for parabolic equations in divergent form and for equations of Hamilton
Jacobi.

Keywords: De Giorgi, Hilbert Problem, Hamilton Jacobi.
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Notagoes

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

e () C RN é um aberto limitado;

e B, (y) = {x € RN;|x — y| < r} é a bola aberta de centro y € RY e raio r > 0, e
B, é a bola aberta centrada na origem e raio r > 0;

e (0 € Q significa que Q; estd compactamente contido em ©, ou seja, Q; é um
compacto contido em €2;

e Tr(A) = trago da matriz A;
e |B| significa a medida de Lebesgue de um subconjunto B C RY;

e supp (f) é o complementar da unido de todos os conjuntos abertos onde f se
anula, chamado o suporte da funcao f;

e C5°(Q) é o espaco das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto
em €

e x4 ¢ a funcdo caracteristica do conjunto A C RY;
e (.t.p.= quase toda parte;

o WP (Q) é o espaco dual do espaco de Sobolev Wol’p(Q), sendo 1 < p<ooe
1

L+ L =1, além disso, H'(Q) ¢ o dual de Hg(9);
o C(N) :={ueC(); sup% < oo}, com 0 < o < 1

o C"(Q)) sdo as fungoes de classe C*(Q) tais que todas as derivadas parciais até a
ordem k estao em C*(£2).



Introducao

Uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) é uma relacao entre os valores de uma
funcao desconhecida e suas derivadas parciais de diferentes ordens. A busca por pro-
priedades intrinsecas de solugoes de equacoes diferenciais parciais se torna um tema
relevante desde a fundacao da teoria da analise moderna de EDPs, por volta do século
XVIII. Dentre os motivos pelos quais estuda-se esse ramo da Andlise Matematica,
pode-se destacar a relacao existente entre solugoes destas equacoes e modelagem de
fenomenos reais, como por exemplo, na Otica, eletricidade, ondulatéria, magnetismo,
mecanica, fluidos, biologia, dentre outros.

Como parte central no desenvolvimento desta teoria, destacamos a busca de um
modulo de continuidade universal de solugoes de tais equagoes. Dentro dessa temaética,
temos a brilhante teoria de De Giorgi-Nash-Moser para equagoes da forma divergente,
onde encontramos a obtencao do médulo universal de continuidade para solugoes da
equacao eliptica linear homogénea.

Inspirado nisso, o objetivo principal desta dissertacao é estudar o método de De
Giorgi com o intuito de obter a regularidade de solucoes variacionais para problemas
elipticos nao lineares. No final da década de 50, em um célebre trabalho (ver [§]),
De Giorgi estudou a regularidade de solugoes de equacgoes elipticas com coeficientes
mensuraveis e limitados. Além disso, De Giorgi conseguiu obter a regularidade Holder
continua para solugoes fracas de

div(D*F(Vw)Vu) = 0, (1)

onde u = J;w. Ele introduziu essa teoria para resolver o 19° problema de Hilbert, o qual
na época, motivou varios matematicos em busca de sua solu¢ao, que em consequéncia,
trouxe um grande avanco para a area de equacoes diferenciais parciais, no que diz
respeito a teoria de regularidade.

Com a ferramenta sofisticada que De Giorgi desenvolveu, foi possivel resolver o
19° problema de Hilbert que consiste em mostrar a suavidade dos minimizantes do
funcional a seguir

E(w) = /QF(Vw) dxr — min, (2)

considerando as fungoes w variando no espago de Sobolev H'(2). Uma vez estabelecido
a regularidade Holder continua de Vw, a teoria cldssica de Schauder, veja [[6] Cap. 6,
ou [17] Cap. 3], aplicada a equacao garante a regularidade C*“ para w. Dali,
derivando a equagao (1)) e aplicando novamente a teoria de Schauder, entao w € C*°.
Continuando com esse argumento iterativo, obtemos a regularidade C* para w. Entao,
vamos ver como De Giorgi fez a relacao entre minimizantes do funcional energia
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e a equacao . De forma independente, Nash obteve uma técnica similar em 1958,
ver [15]. Posteriormente, Moser forneceu uma nova formulagao da prova em [13]. Esse
método é normalmente chamado de técnica de De Giorgi-Nash-Moser, porém, nesta
dissertacao o foco serd na formulagao original de De Giorgi baseado nas notas de Alexis
F. Vasseur em [IJ.

Baseado nas ideias de De Giorgi, é feito também nesta dissertacao o estudo da
regularidade Holder para a equagao parabdlica

Ou — div(A(t, z)Veu) =0, em (0,7) x £, (3)

com base nas notas de Alexis F. Vasseur [I]. Além disso, como em um trabalho
mais recente desenvolvido por Alexix F. Vasseur e Chi Hin Chan [3], apresentamos a
regularidade Holder para equacoes de Hamilton Jacobi abaixo

Ou+ H(t,z,Vu) =0, t€(0,T), v€R",

onde o Hamiltoniano verifica uma propriedade de coercividade da forma,
1
K]P]p — A< H(t,z,P) < A|P]P+ A,

parap € (1,00) e A > 1.

Este trabalho estd dividida em quatro capitulos e um apéndice. No Capitulo 1,
seguindo de perto [7] e [5], revisitamos o estado da arte da vida de De Giorgi. Além
disso, discutimos como o método de De Giorgi esta relacionado com o 19° problema de
Hilbert.

No Capitulo 2, mostramos a suavidade dos minimizantes do funcional energia ({2))
usando o método de De Giorgi, também desenvolvido no mesmo capitulo. A Secao
2.1 é dedicada a prova do primeiro Lema de De Giorgi. Em seguida, na Sec¢ao 2.2
apresentamos o Lema da Oscilagao, o qual, serd primordial no ganho da regularidade
Holder continua de solucoes fracas da equacao através de um método de reesca-
lonamento, que sera apresentado na Secao 2.3. Finalmente, na Se¢ao 2.4, é provado
a regularidade C'*° para os minimizantes de utilizando o método de De Giorgi e
a teoria classica de Schauder, ou seja, é apresentado a solucao do 19° problema de
Hilbert.

No Capitulo 3 estabelecemos a regularidade Holder continua para solugoes fracas
da Equacao Parabdlica . Para isso, fazemos o uso dos dois lemas de De Giorgi
de forma similar ao caso eliptico, sendo a primeira secao dedicada inteiramente ao
primeiro lema de De Giorgi adaptado para o caso parabdlico. Ja na segunda secao,
derivamos o segundo lema de De Giorgi e juntando esses dois ingredientes, obtemos um
melhoramento da oscilagao para solucoes da equacao , e entao, seguindo a mesma
linha do Capitulo 2, provamos a regularidade C*.

No Capitulo 4, abordamos a equacao de Hamilton Jacobi com condigao de cres-
cimento no gradiente. Consideramos dois sentidos de solugoes, em que, o primeiro
e o segundo lema de De Giorgi é derivado de solugdes no sentido distribucional, im-
plicando num melhoramento da oscilacao por cima dessas solucoes. Para obter um
melhoramento da oscilagao por baixo, fazemos o uso também de solugoes no sentido
da viscosidade. Por fim, é obtido um decaimento da oscilagao através de um processo
indutivo utilizando a cada passo apenas a reducao da oscilacao por cima, ou por baixo.

Neste trabalho consideramos que a notacao das constantes sao mantidas, mesmo
que estas sejam modificadas. Por exemplo

lull < Cllull + Bljull < Cllul|



Capitulo

De Giorgi e 0 19° Problema de Hilbert

1.1 Ennio De Giorgi

1.1.1 Biografia

Ennio De Giorgi nasceu em Lecce em 8 de fevereiro de 1928. Sua mae, Stefania
Scopinich, veio de uma familia de navegadores de Lussino, enquanto seu pai, Nicola,
foi professor de literatura na escola de formagcao de professores de Lecce e um estudioso
estimado em lingua arabe, historia e geografia. O pai dele teve uma morte prematura
em 1930 e sua mae, a quem Ennio era particularmente ligado, viveu até 1988.

Em 1946, Ennio mudou-se para Roma, onde iniciou os seus estudos universitarios
em engenharia. No ano seguinte, ele trocou a engenharia pela matematica, graduando-
se em 1950 sob a direcao de Mauro Picone. Logo depois, obteve uma bolsa no Instituto
per le Applicazione del Calcelo, e em 1951 tornou-se assistente de Picone no Instituto
de Matematica “Guido Castelnuovo”da Universidade de Roma.

Em 1958 foi agraciado com a Catedra de Analise Matematica pela Universidade de
Messina, onde comecou neste cargo em dezembro do mesmo ano. No outono de 1959,
por proposta de Alessandro Faedo, foi contratado pela Scuela Normale de Pisa, onde
ocupou a catedra de Andlise Matematica Algébrica e Infinitesimal por quase quarenta
anos.

Em 1960, a Uniao Matematica Italiana concedeu-lhe o prémio Caccioppoli, fundado
no mesmo ano. Em 1973, a Accademia dei Lincei concedeu-lhe o prémio do Presidente
da Republica. Em 1990 recebeu o prestigioso prémio Wolf em Tel Aviv.

Em 1983, durante uma cerimonia solene em Sorbonne, De Giorgi recebeu o grau
honoris causa em Matematica na Universidade de Paris. Em 1992, a Universidade
de Lecce concedeu-lhe o grau honoris causa em Filosofia, do qual particularmente se
orgulhava.

Foi membro das mais importantes instituicoes cientificas, em particular da Acca-
demia dei Lincei e da Pontificia Academia das Ciéncias, onde teve um papel ativo até
seus ultimos dias. Em 1995 tornou-se membro da Académie des Sciences de I'Institut
de France e da Academia Nacional de Ciéncias dos Estados Unidos.

Em setembro de 1996 foi internado no hospital de Pisa. Ele passou por tratamento
cirurgico e faleceu em 25 de outubro.



1.1.2 De Giorgi e o 19° Problema de Hilbert

No V Congresso da Unido Matematica Italiana (UMI), realizado em Pavia e Turim
de 6 a 9 de outubro em 1955, De Giorgi pretendia apresentar seus resultados em
conjuntos com perimetro finito, a desigualdade isoperimétrica, e suas aplicacoes ao
calculo das variacoes. Além disso, De Giorgi também pretendia apresentar resultados
de regularidade para os minimos de funcionais regulares do cédlculo das variagoes. Ha
certamente uma conexao entre estes tépicos, uma vez que a prova do resultado de
regularidade usa a propriedade isoperimétrica da hiperesfera, mas o fato de que a
solucao do 19° Problema de Hilbert nao tenha sido mencionado, confirma que De
Giorgi ainda nao havia obtido este resultado quando se inscreveu para o Congresso.

Os eventos que levaram a prova do teorema da regularidade, relatados por Enrico
Magenes na comemoracao de De Giorgi na Accademia dei Lincei, aconteceu com uma
velocidade de tirar o folego. Em agosto de 1955, durante uma caminhada perto de
Pordoi Pass, nas Dolomitas, De Giorgi foi informado por Guido Stampacchia sobre
a existencia do 19° Problema. Ele deve ter visto imediatamente a possibilidade de
aplicar para a solugao deste problema os resultados de sua pesquisa sobre a geometria
de subconjuntos de espacos euclidianos multidimensionais. De fato, em menos de dois
meses, ele foi capaz de apresentar sua solucao do 19° Problema de Hilbert ao UMI.
Esta historia aponta um aspecto da personalidade cientifica de De Giorgi, uma intuicao
impressionante, combinada com a capacidade prodigiosa de obter dela uma completa
prova, com todos os detalhes.

1.2 19° Problema de Hilbert

O décimo nono problema de Hilbert é um dos 23 problemas de Hilbert, apresenta-
dos em uma lista compilada em 1900 por David Hilbert. Ele pergunta se as solugoes
de problemas regulares no cédlculo das variagoes sao sempre analiticas. Informalmente,
e talvez menos diretamente, uma vez que o conceito de Hilbert de um “problema va-
riacional regular”, identifica precisamente um problema variacional cuja equacao de
Euler-Lagrange é uma equagao diferencial parcial eliptica com coeficientes analiticos, o
décimo nono problema de Hilbert, apesar de sua afirmacao aparentemente técnica, sim-
plesmente pergunta se, nesta classe de equagoes diferenciais parciais, qualquer fungao
solugao herda a estrutura relativamente simples e bem compreendida da equagao re-
solvida.

Certas equagoes diferenciais parciais admitem apenas solugdes C* (fungoes analiti-
cas). Um exemplo importante é a Equacao de Laplace

Ay = div(Vu) = 0. (1.1)

Um outro exemplo é a Equacao de Superficie Minima

) Vu B
div <\/TW> =0, (1.2)

cujas solugoes modelam bolhas de sabao. As solugoes dessas equagoes sao C'™° mesmo
se seus valores de fronteira ndo sdo. Tomando por exemplo a fungao de angulo Im(log z)



no semi-plano {Re(z) > 0} C C = R?. Essa fungao resolve ambas as equagoes e
(L.2), e é analitica em {Re(z) > 0}, mas é descontinua na fronteira.

No enunciado do 19° problema de Hilbert, observa-se que as equacoes com esta
propriedade notavel tendem a surgir como equagoes de Euler-Lagrange de integrais
variacionais da forma

E(u) :/QF(Vu) dzx,

onde F é suave, convexa e det D?F > 0. A equacao de Laplace corresponde a escolha
F(-) = |-]?, e a equacao de Superficie Minima corresponde a escolha F'(-) = /1 + | - |2.
O problema de Hilbert pergunta se todas essas equacoes de Euler-Lagrange

div(VF(Vu)) = 0 (1.3)

admitem apenas solugoes analiticas, mesmo que as solugoes tenham dados de fronteira
nao analiticos.

Bernstein mostrou em 1904 que, se n = 2 e u € C3(By) resolve a equagao ((1.3)),
entdo u € C*°(By). A regularidade exigida em u para concluir a suavidade, bem como
a restricao da dimensao, foram relaxados nos anos seguintes po Lewy, Hopf, Schauder,
e outros (ver [2] Cap. 5.8). No inicio da década de 1930, j4 se sabia que solugoes para
que estao em C1%(B;) para algum « > 0, sdo suaves.

Embora esses resultados tenham representado um avango significativo no problema
de Hilbert, a existéncia de solugoes para o problema de Dirichlet

div(VF(Vu)) =0 em B
u=¢ em 0B

no espago C'*(By) nao era conhecida. No inicio da década de 1930, o principal pro-
blema era portanto, preencher a lacuna da regularidade Lipschitz para O,
Mais precisamente, mostramos que solugoes de (1.3]) satisfazem estimativas da forma

Vullga@) < CIN, IVul| @), F) (1.4)

para algum a(N, || Vu| (), F) € (0,1), onde @ € RY é um aberto limitado e 2 € .
Para enfatizar as ideias, vamos supor que u é suave e estabelecer como uma
estimativa a priori. A abordagem para a estimativa é diferenciar a equacao (|1.3),
dando uma equacao na forma divergente para as derivadas de u:

0i(Fi;(Vu)(Opu);) =0, k=1,..,N. (1.5)

Portanto, para controlar o médulo de continuidade de Vu, a ideia é tratar a equacao
(1.5) como uma equagao linear uniformemente eliptica da forma

8i(al-j(:v)8jv) = 0, (16)

para v = Jyu, onde os autovalores de a;; estdao em [\, A7!] para algum 0 < A < 1. A
estimativa

[0]lca@) < C(N, Mol =), (1.7)

é satisfeita para solucoes de para algum «a(N,\) > 0, entdo, segue a estimativa
chave . A estimativa foi comprovada por Morrey em duas dimensoes no final
da década de 1930, e por De Giorgi [8] e Nash [15] em dimensdes mais altas no final da
década de 1950. Isso fornece uma solucao completa para o 19° problema de Hilbert.
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Capitulo

Método de De Giorgi para Equacoes
Elipticas

Neste capitulo, nosso principal objetivo é estudar o 19° problema de Hilbert, que
consiste em mostrar a suavidade de minimizantes locais do funcional energia convexo
da seguinte forma,

E(w) :/QF(Vw) dz, (2.1)

em que F' é uma funcao suave de RY em R e uniformemente convexa, que verifica

1

K[ < D*F(p) < AI, para qualquer p € RY, (2.2)
e para A > 1 fixado.

Para alcancar esse objetivo, usamos o método introduzido por De Giorgi baseado
nas notas de Alexis F. Vasseur em [I], para estudar a regularidade de solugoes para
equacoes elipticas.

2.1 Primeiro Lema de De Giorgi

Esta secao sera dedicada a prova do Primeiro Lema de De Giorgi, o qual, nos
garante a limitacao em L*° para solugoes de certas equagoes elipticas a partir do co-
nhecimento da norma em L? de tais solucdoes.

Para ser mais preciso na abordagem do problema, temos um minimizante local
quando,

Ew) < E&(w+¢),

para qualquer ¢ com suporte compacto em 2. Vamos considerar a minimizag¢ao no
espago H'(Q).

No préximo lema, verificamos que os minimizantes locais do funcional ([2.1)) satis-
fazem a equagao

div(DF(Vw)) = 0, (2.3)



no sentido das distribuigoes, isto é, para qualquer ¢ € HJ(f2), tem-se
/ V¢DF(Vw)dx = 0.
Q

Entao, fazendo o uso da ferramenta quociente de diferencas, temos uma relagao intima
entre solugoes da equacao (2.3)) com solucoes da equacao abaixo

div(A(x)Vu) = 0. (2.4)

Lema 2.1.1. Considere F, tal que, D*F(p) < Al, para qualquer p € RY e para A > 0,
em que I € a matriz identidade N x N. Entdo, qualquer w € H*(SY), minimizante local
de (2.1)), € solugdo no sentido das distribuicoes para (2.3)).

Demonstra¢ao. Seja w um minimizante local do funcional (2.1)), logo, para qualquer
e > 0 e uma fungao suave ¢ com suporte compacto em (2, obtemos

/Q F(Ve)dz < / F(Ve + £Vo)da.

Q

Usando a expansao de Taylor para F', temos
0 < /QF(Vw +eVo) — F(Vw)dx
= 5/QDF(Vw) Vodr + &2 /Q Vo' - D*F(Vw)-Vedr + /QT(£V¢)d:U,
entao, usando o fato que, D*F(p) < AI, teremos
/QWT . D*F(Vw) - Vodr < A/Q IVo| d.

Consequentemente,

0 Ss/QDF(Vw)-V¢dm+52A/Q|V¢|2dx+/ﬂr(sv¢)dm,

entao -
/DF(W)-Vqsdxz —5A/ |ng5|2d:1:—/ rEve) b (2.5)
Q Q o ¢
Note que,
/ r(eve) dx — 0,
Q g

quando £ — 0, pois

[ LTy T
supp(V¢) € supp(V¢) |€V¢|

dai, como |V¢| é limitada, existe M > 0, tal que,

eVo(z)| < eM,
para todo x € supp(Ve¢). Com isso,
eVe(z)| — 0
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quando € — 0 , para todo x € supp(V¢). Portanto, fazendo ¢ — 0 em , obtemos
/QDF(Vw) -Vodx > 0.

Da mesma forma, vale a ultima desigualdade se substituirmos ¢ por —¢, entao
/QDF(Vw) -Vodr <0,

ou seja,
/QDF(Vw) -Vodr =0

Isso mostra que o minimizante w ¢é solucao da equacao de Euler Lagrange no sentido
das distribuigoes.

[]

A ideia de De Giorgi foi considerar, para 1 < i < N, a derivada de (2.3)) em relagao
a x;. Ou seja, quando u = J;w, obtemos

div(D?*F(Vw)Vu) = 0. (2.6)

A equacao ([2.6) pode ser reescrita como uma equagao eliptica linear classica na forma
divergente, de modo que, se omita a dependéncia em w, fazendo A(x) = D*F(Vw(z)):

div(A(z)Vu) = 0, (2.7)

com A verificando a condicao de elipticidade,
1
KI < A(z) < A, para todo x € €, (2.8)

gragas a (2.2)). A partir de agora, denotaremos o operador
L(:) = = div(A(z) V),

onde A é uniformemente eliptico e satisfaz (2.8)). Dizemos que uma fungao u é solucao
fraca para a equagao (2.7), quando para qualquer ¢ € Hj (), verifica

/ Vo' AVudz. (2.9)
Q

Um dos ingredientes para a prova do primeiro Lema de De Giorgi é a Estimativa
de Energia dado pelo proximo Lema.

Lema 2.1.2 (Estimativa de Energia). Se u € solu¢io de Lu = 0 no sentido fraco e
¢ € C°(By), entao

/B (V)2 < OV / W2 de,

BiNsupp(¢)

onde uy = sup{u,0}. Se A for simétrica, podemos considerar C = A>.



Demonstragao. Utilizando a funcio teste ¢?u,, obtemos
0 = VT (¢*uy) A(z)Vu dx (2.10)
B,

= /]32u+VT(¢)A(x)Vudx—l— H*V7T (uy) A(z)Vude. (2.11)

By

Como Vuy = 0 no conjunto {u < 0} N By, veja o Lema [A.2.1] podemos considerar
apenas o conjunto em que {u > 0} N By, logo

/B V(¢*u )A(x)V(uy) dz = 0.

Vamos transferir ¢ para o lado direito de V. Para que isso aconteca, como

V(¢*uy) = V(puy) + V() uy,
implica que

/B Vi(¢*uy) - A(z) - Vuydx

— [ VT (u) AV (u)pdr + / (6u) VT ($)A(2)V (uy)dz

B1 B

~{ [ VeV~ [ Vou)aw .l

By

+ /B (1) V() A(x) Varyde

~{ [ Vouaw Vo - vT<¢u+>A<x>v<¢>u+dx}

By

uiVT<¢>A<x>v<¢>dx}

By

{
+{/Bl u+VT(¢)A(x)V(¢U+)dx_/
{

VT (b ) A@) V(S )dr — vT<¢u+>A<x>v<¢>u+dx}

By By

1 [ w0 AT @)V (@)de — | W2V () A@)V($)da
U, / }

By

= | VHou)A@)V(duy)de — [ V' (Pui)(Alx) — AT(2))V()udz

— /B ul VT () A(2)V(¢)dz. (2.12)

Note que, se A é simétrica entao, C' = A2, visto que
1

[ NeuPe < [ V(6w A@T(Gu,)dr
B, By

< /B W2 V7 (6) A(z) V(6)da

IN

RO
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entao, segue que
V@uPds < 8 [ w[V(e)fds
Bl Bl

< NIV [ e

BiNsupp(e)

No caso em que A nao é simétrica, temos que

/B VT (buy) - (Alx) — AT(2)) - V(9)uy da

/B u{(Alx) — AT(2)) - V(). V(¢ us))da

IN

(A(z) = AT (2)) - V(@)us| - [V(duy)| do

|
B1

; {I(A(z) - V(@)us| + A () - V(S)usl} - [V(Puy)] do

IN

IN

20 | IV (Q)uy] - [V(Puy)| de

B1

< 2AV()ui |l zesy) - IV(Qui) |l L2(sy)
1/2
< 2t [ V0w A Tiouds) IO
< 5 [ V0w Aw) Vou)de +28° [ 9(6)P2de,
B B

a ultima desigualdade decorre do Lema [B.1.1} Com isso e por (2.12)), temos que

V() Aw)  V(ous)do — [ VI(0)A@)V(6)ds

Bl Bl

/B VT (pus) - (Alx) — AT(2)) - V(d)uy du

< 5 [ V6u) AW - Voude+2n® [ Vo) de
2 B1 By

<

Isso implica que

L WeuPd < [ V(6u)A@) V(6 us)de
A B B

< 2N +A) [ |V(6)udd,

B1
ou seja,

V(pu)Pde < C(A) | |V(9)[ulda

Bl Bl

< C)IVB) 2 / W2 de.

B1Nsupp(¢)
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Agora, podemos enunciar um dos pilares do método de De Giorgi para explorar a
regularidade de solugoes. Temos a seguir o primeiro Lema de De Giorgi.

Lema 2.1.3 (Primeiro Lema de De Giorgi). Existe uma constante § dependendo apenas
de A e N, tal que, para qualquer solucao u para Lu = 0 em By no sentido fraco, temos
a sequinte propriedade. Se

lugllz2m) <0
entao

N —

Hu+||L°°(Bl/2) <

Demonstracao. Para provar este lema, consideramos uma sequéncia de conjuntos de
niveis de energia em bolas de encolhimento. Mais precisamente, seja

~ 1
By, a bola centrada na origem e raio 5(1 +278).

Note que, By = By e By converge para By .
Vamos considerar da mesma forma, uma familia de “niveis de energia” C}, indo de

1
uma forma diadica de 0 para 3

1
Cr = 5(1 —27h,

Agora, vamos definir a seguinte familia de fungoes truncadas,

U = (u - Ck>+.

Uk:/ uj dx.
By

Entao, o objetivo é obter uma estimativa nao linear da forma,

Considere

Up1 < BC*U?, (2.13)

para constantes adequadas C' > 1, 3 > 1 e B > 0. Observe que, pela Proposi¢ao [B1.1]
Se 1 1
|ut |2y = Uy < B™ 51 Nemc=:s

implica que, U, — 0 quando £ — oo. Isso significa que no limite, obtemos
/ (u—1/2)%dx = 0.
By /2

Consequentemente,
u S 5 em Bl/g.
Introduzindo fungoes de truncamento ¢, que satisfazem
¢or = 1 em Bk, e
Qbk = 0 em Bgfl)

12



em que,

Note que,

U, = /uidm
By

Perceba que, ug.1 < uy, entao, usando a Desigualdade de Sobolev com v = ¢piqugs
e a Estimativa de Energia para ¢ = ¢y, tem-se

{/ (¢k+1uk+1)Pd:v}2/p < B(N)/~ IV (Prs1uer)da

By, B

< BNVl [ s

By

< B(N,A)(C2H1)2 / &2 de

By,

< B(N,AN)(23)*U,.

Assim, se A = {¢pr1urs1 > 0} entdo, A C By,. Daf as desigualdades de Holder e
Markov, nos fornecem

U1 < /(¢k+1uk+1)2d1’

By

<{[ k<¢k+1uk+1>pdx}2/p { XA<x>dx}2/N

2/p
= {/~ (¢k+1uk+1)pda:} Hri1tups1 > O}‘2/N

By,
< B(N,A)(2) Ui|{prus > 27 FH2}2/N
= B(N,N)(2)"Up|{(¢ruy)? > 2722 2/N
)

B(N, A)(22)F k{/ ) }W
< ——-U updz
(2—2(k+2))2/N B, k
= B(N,A)28N (222N ey 2N,

Portanto, montamos a estimativa (2.13)) com

2
B=B(N,AN2¥N Cc=222"Nep=1+ 7

e assim, concluimos a demonstragao deste lema. O]

Como consequéncia do lema anterior juntamente com uma técnica de reescalona-
mento, temos o corolario abaixo.
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Coroldrio 2.1.1. Seja u € L*(Q) uma solugio para Lu = 0 no sentido fraco, sendo
Q um congunto aberto e limitado, e L wverifica ((2.8)). Entao, para qualquer 2 € €,

ue L>®Q) e
[ull ooy < Cllullz2o,

onde a constante C' depende de N, A, Q e Q.

Demonstracao. Sejad = dist(Q, 092). Para qualquer x € Q), considere a seguinte funcao

em By,
! dN/Q
u(y) = d7———u(z + dy),
[[ull L2

sendo § a mesma constante absoluta do Lema[2.1.31 A fungao @ ¢ solugao de (2.7) com
matriz de difusio A(y) = A(z + dy), e A verifica (2.8). Note que,

dN/2 1/2
|l 2By = 67— {/ u(x+dy)2dy}
By

||U||L2(Q)

dN/2 1/2
= f—— {/ u(z)Qd_Ndz}
HUHLQ(Q) By(z)

sz
2l 22 (o)
< 4

Como ||y || z2(syy < |l z2(s,) < 9, entdo, pelo Lema 2.1.3]

, €em Bl/g.

DN | —

u(y) <ay(y) <

Procedendo da mesma forma para —u, obtemos que

, €m 31/27

N | —

—u(y) < (—u)4(y) <

logo,

N | —

1l 2o (8,) <

Dessa forma, u é limitada por uma tnica constante em qualquer bola Bg(x), para

todo = € Q, daf
—N/2

el i@y < 55 Nllzzcoy

2.2 Lema da Oscilacao

O objetivo dessa segao é explorar o melhoramento da oscilagao para solugoes de
Lu = 0. A desigualdade isoperimétrica de De Giorgi, tem um papel importante nesta
secao, podendo ser interpretado da seguinte forma: func¢oes com um salto de desconti-
nuidade nao podem estar em H*.
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Lema 2.2.1. Seja w € H'(By), tal que, [ |Vw,[*dx < Cy. Considere os conjuntos,

A = {WSO}QBl
C = {w>1/2}NnB
D = {0<w<1/2}NB;.

Entao, existe Cy dependendo apenas de N, tal que,

Co|D| > Cn(|C]|A[* )2

Demonstragao. Considere @ = sup(0,inf(w, 1/2)). Entao, Vo = Vwixfo<w<i/2}. Se-
jam x € A ey € C, entao pelo Teorema Fundamental do Célculo,

3 = 90 =6(0) = [ (=) Vale +Hy—a) d

< /0|y—x|-|w|<x+t<y—x>>dt

ly—=|
= / |Vol|(z + se,) ds,
0

sendo e, = y — x/|y — x|, e fazendo a mudanga de varidvel s = t|y — z|. Com isso,

tem-se ] -
5 < / \Vw|(z + se,) ds. (2.14)
0
Fazendo a integracao em ([2.14)) com relagao a y no conjunto C, temos que

11

/ (/ |Va|(z + se,) ds) dy
2 c \Jo
/ (/ |Vao|(x + se,) ds) dy. (2.15)
B \Jo
Escrevendo ([2.15)) em coordenadas polares e fazendo uma mudanca de varidveis, temos
|O| 1 00 -
— < |Vo|(z + se,)ds | dS dr
2 0o JoB, \Jo
1 00
= / er/ </ \Vo|(x + seqr) ds) das dr,
0 sv-1 \Jo

onde e,, = ry — x/|rg — z|. Como a fungao |Vw|(z + se,,) independe do r, podemos
tomar r = 1. Assim, temos que

1 0
Icl < / TN—I/ </ |[Vao|(x + se,) ds) ds dr
2 0 sv-1 \Jo
/ (/ |Va|(x + se,) ds) as
sv—=1 \Jo
_ Vel tses) oy o
SN-1 0 sN-1

15
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Por outro lado, temos que
[T, e,
B, |z —2N-1 ry | — 2|N-T
> [Va|(z
= dS dz
g/ A&wlx—le
* Va|(z
= d d
/ /GBS(Q: sN=1 oz

e |Vo|(z + 2)
— dsd
/0 /&935 sN—1 5ds
°°/ N1|Vw|x—|—sz)d5d
SN—-1

siV-1

/ N 1’vw| .T+S(Z/|ZD) deS
S§N-1

sN—1

/ N1|Vw|:v~|—sea)de8
SN-1

gN—1

</ N- 1|Vw|(}xv—tseg) ds) ds
S§N—1 0 S

Com isso, integrando (2.16)) com relagdo a = no Conjunto A, obtemos

Aliey2< [ vl ( [ =) o

dx
— < (C(N Al/N,

|
F— o—— o o—

Note que,

onde C(N) é uma constante dependendo de N. De fato, supondo que R =

temos que
dx B / dx +/ dx
Alr =y ANBg(y) |z —y|N1 ANBS(y) 2z —y|N-1
onde
/ dx < / dx
anBaw) 1T =YV T e 17— ?J|N_1
= dS dt
[ /m T
MWWMM,
e
dx 1 /
— < dx
/14mB§(y) |z —y|N -1 RN-1 ANBS,(y)
1 C
= AN By)
|[AN Bg(y)]
— A
Al

(2.16)

(2.17)

AV,



Portanto,

IA

d AN By
/ |x yx|N_1 |A|1/N (]831| + | R(y)|>
A —

|A]
< A (0B +1)
C(N) AN,

Entao, por (2.17)), segue que
[A[C)/2 < CN) AN [ [Val(y) dy

= C(N) A [ |[Vwi|(y) X(ozwsiy2y dy

1/2
< e AP ( [ 1vespac) 1P
D

Por fim, como [, [Vw,|*dz < Gy, tem-se que

|A[|C]/2 < C(N)|AYNCy?| D2,

entao,

G012 (e ) (A1 ICI®
[

A seguir, apresentamos um resultado para melhorar a oscilagao por cima, afirmando
que, se o conjunto de nao positividade da solucao ocupa uma porc¢ao significativa de
1, entao a oscilacao por cima é reduzida numa bola menor.
By, ent lag duzid bol

Proposigao 2.2.1. Seja v < 1 solugdo fraca de (2.7) em By. Suponha que
By {o <0} > >0,

Entao,
Supp, ,, v <1-—7,

com v € (0,1) dependendo de u, A e N.
Demonstracao. Considere a sequéncia de funcgoes truncadas,
wp = 28w — (1 =27%)).

Mostramos que existe n € N, tal que,

/ (wn)3dr < &2,
B

sendo 6 o mesmo do Lema [2.1.3] Note que, para qualquer k, tem-se que, wp < 1.
Além disso, se ¢ € C3°(By), tal que, ¢ = 1 em B, entao, com a desigualdade energia,
obtemos

|V (wr)4|*dz < [V (d(wr)+)|*dz

Bl BQ
< OVl [ s
BaNsupp(¢)
< O\ V@li(sy)| B2 N supp(9)] = Co,
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para todo k € N. Perceba que, se v < 0, entao

wp = 28v—2F1—27F)
< —241
< 0,
isso significa que, {v < 0} C {w, < 0}. Portanto,
p<|ByN{v <0} <|ByN{wp <0}. (2.18)

Suponha agora que,
/ (wit1)2dz > 62
By

para todo k € N. Como w1 = 2wy, — 1, temos

{wer 203N By = [{2wp 2 1} N By
= / X{wk+120}031d$
By
> / (wit1)3da (2.19)
By
> 52 (2.20)

Dai, usando o Lema [2.2.1} temos o seguinte, se

Ak = {wkSO}ﬂBl,
D, = {0<wk<1/2}ﬂB1,

entao, de (2.18) e (2.20)

C 1
|Dy| > FZOC%HAHI )2

> %(52,;—;)2 (2.21)
0

= a>0, (2.22)
sendo que, « independe de k. De novo, usando o fato que, wy11 = 2w — 1

({wk < O}ﬂBl)U({O < wg < 1/2}031) - {wk < 1/2}ﬂBl = {wk+1 < O}QBl.

Agora, usando (2.18)) e (2.22), tem-se

|{0Jk < O}ﬂBﬂ > ‘{Wk_l < O}mBﬂ + ’{O < Wi—1 < 1/2} ﬂB1|
> Hwro1 0PN B+«
> \{wk,2§0}031]+2a
> Hwo <0} N By| + ka
> p+ ka.
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Claramente, isso falha para k suficientemente grande. Dessa forma, deve existir ky € N,
tal que

/ (Wrot1)2 dx < 6°.
By

O Lema implica que wi,41 < 1/2 em Bjjs. Rescalonando de volta para v,
obtemos

2k0+1(v _ (1 _ 2—(k0+1))) < 1

—, em B
9’ 1/2
isto é,
supv < 1 — 27 (ot
By o
Assim, v = 2~ (kot+1), O

Em seguida, temos o Lema da Oscilacao. Para qualquer conjunto aberto O, defini-
mos
0sco u = sup u — inf u.
Is) O

Lema 2.2.2. Seja u uma solugao fraca de (2.7) em By onde A wverifica ((2.8]). Entao,
existe A\(A, N) < 1, tal que
0SCp, ,, U < Aoscg, u.

Demonstracao. Considere

(o) = o (ule) - ST,

0sCp, U 2

podemos assumir que |B; N {v < 0}| > u, para algum p > 0, do contrario, bastaria
tomar —v. Entao, —1 < v < 1, pois

sup u + inf u supu + inf u
u——— <supu — ———,
2 2
o que implica
2 inf
v < (Supu_ M) .
0SCp, U 2

De forma analoga, mostra-se que v > —1. Com isso, podemos aplicar a Proposicao
2.2.1em v, de modo que
supg, , v <l-—7v

e, além disso,
—1 <infp,v < meU2 v,

ou seja,
—inmev < 1.

Dai, temos que
0SCp, ,, U <2—7.

Por fim, para quaisquer x,y € B/, temos

2

0scp, U

u(z) = u(y)| = |v(z) —v(y)| <2 -7
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e assim,
oscp, , u < (1 —7/2)oscp, u.

Assim, para A = (1 —7/2) temos o resultado.

2.3 Teorema de De Giorgi

Nesta segao, continuando as ideias das notas de A. Vasseur em [I], vemos um re-
sultado sobre a regularidade de solugoes para equacoes elipticas desenvolvido por De
Giorgi, que surge como uma chave especial na resolucao do 19° problema de Hilbert.
Mais precisamente, vamos obter a regularidade local C'* de solucoes, sendo C'* o espago
das funcgoes Holder continuas, e mais a frente, usamos a teoria de Schauder para ob-
termos a suavidade dos minimizantes de ([2.1]).

Seja a € (0,1), dizemos que u é Holder continua em 2 com expoente « ou u €
CY(Q), se
u(z) —u(y)| < Clz —y|* (z,y € Q),
para alguma constante C'. Além disso, u é localmente Holder continua se para cada
Qe ueC*Q).

Definicao 2.3.1. Se u: Q — R ¢ limitada e Hélder continua com expoente o € (0,1),
definimos a norma

[ullca@y = [[ulle@) + [u]oa

[U]CG(Q) = sup |u<x> — u(y>| )
ryeq T —yl®

onde

Teorema 2.3.1. Sejau € HY(Q2) uma solugdo fraca de (2.7) com A satisfazendo (2.8)).
Entao, u € C*(Q) para ) € Q, em que

[l oy < Cllullrzo)-
A constante o depende de A e N. A constante C' depende de A, N, Q ¢ Q.

Demonstragio. Vamos usar o Lema [2.2.2 Dado Q € Q, seja d = dist(Q, 90) e tome

xg € ). Defina as seguintes funcoes rescalonadas,

1 (y) = u(zo + dy/2) e Un(y) = tUn-1(y/4).
Note que, para cada n € N, @, é solucao de (2.7) em Bs, com matriz de difusao

Au(y) = Az +dy/(2-4"7),
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pois, para ¢ € C§°(Bs), temos

; Vo' (y) An(y) Vi (y) dy
= [ eV A+ dy) 24 ) Vulao+ dy/ (2 47 dy
oAn—1 N
N /Bd/4n1(xo) 2- Z”_l V(bT((Z N xO)Q ' 4n71/d)A(z)Vu(Z) <2 ili > dz
2. 4n-1\ NV A
- d > /Bd/4n—1(xo) V¢T(Z)A(Z)vu(z) dz
= 0,

onde &(z) = ¢((z — 20)2 - 471 /d). Aplicando o Lema de Oscilacdo (Lema [2.2.2)
recursivamente em ,,, obtemos

0SCR, u1(y) < Noscp, u1(y) < OSCB,4(w0) < A0SCR, (z,) U

0SCR, us(y) < Noscp, uz(y) < OSCB,, 2 (w0) < )\OSCBd/4(IO) U

0SCR, un(y) < Noscp, un(y) < OSCBy 4n (20) < )\osch/wfl(xO) u.

Isso implica que,
OSCB 4m (o) U < A" OSCB,(z0) U

Assim, para qualquer x € Bg (1), tem-se
[u(z) — w(z)| < 0SCRy 4m (o) U < A" 0SCBy(2g) U < N 2|ul[ oo () (2.23)
Por fim, dado z € , vamos considerar dois casos,
Caso I |zg — 2| < d.
Tome k € NU {0} tal que
4751 < |zg — x| < 4784, (2.24)

entao, definindo a € (0,1), de modo que

47 = ),
obtemos
B In A
2In2°
Portanto, por (2.23)) e (2.24)
4—ka4—ada

2 «
Juo) — u(@)] < A2l ey = 2 Jull sty < = llull |20 — 2l

4-ode
Caso II: |z — z| > d.
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Neste caso
da S |:CO - x’a,

logo,

d° d° 2 .
[ulzo) — u(@)] £ 2Mullieiey < 2 ulleiey < —lull oz — 2l

Perceba que as estimativas nao dependem de zg. Assim, u € C*(2).

Por fim, se
p 112 =0
zye |LIZ‘ - y|
pelo Corolério temos o seguinte
[ullca@ = llullpe@ +M
d—N/Z
< ——lullzze) + T——llullr2@
o O Tl
= Cllullzz ).

2.4 Suavidade de Minimizantes Locais

Nesta se¢ao, mostramos a suavidade dos minimizantes do funcional energia convexo
(2.1) que se traduz no 19° problema de Hilbert. Usando o Lema , vamos provar
que qualquer minimizante do funcional em HY(Q), é tal que, u = dw € H' e
¢ solucao fraca de ([2.6). Portanto, pelo Teorema de De Giorgi mostra-se que
Vw e C*.

Relembrando, uma solucao fraca para , satisfaz para qualquer ¢ € H}(Q)
/QDF(Vw) -Vodx =0. (2.25)
Ja uma solucgao fraca para , significa que para qualquer ¢ € Hg (), tem-se
/Q V¢! D*F(Vw)Vudr = 0. (2.26)

Primeiro, trabalhamos com uma versao localizada em uma bola fixada. Considere
a funcao nao negativa 1 com suporte compacto em Bs, e igual a 1 em Bj.

Lema 2.4.1. Seja w € H'(B3) uma solugao fraca de (2.3)). Entdo, w € H*(By), e
u = 0w € solugdo fraca para (2.6), para qualqueri=1,..., N.

Demonstragdo. Seja ¢ = Ty (n*Thw) € HY(Bsy), sendo T 4.(-) o quociente de dife-
rencas, veja a secao [A.5 Por hipdtese, w ¢ solucao fraca de (2.3)), dai, usando (A.5)),
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(A.4) e (A.6) respectivamente, obtemos

0 = V¢DF(Vw) dx

B>

B /B (Ton, [1° T, (V)] + T, [20(Th,00) V1)) - DF(Vw) d

= /B T 1, (n*Th[Vw]) - DF(Vw) dx + / T 1, (2n[Th,w|Vn) - DF(Vw) dz

B>

= - /B n°Th,[Vw] - Ty, (DF(Vw)) dx — / 20[Ty,w|Vn - Th,, (DF (Vw)) dz

B>

_— / V(@) { / DPR(Veo(e) + H(Vel + hes) — Veo(a) dt} IV T, (@) de

— 2| V[T, (w)] [/0 D?F(Vw(z) + t(Vw(z + he;) — Vw(z))) dt} NV, (w)dz.

Ba

Entao, pela propriedade (2.2)),
1
. / V(T w)2de
By
1
< / 2|V (Th) 2 { / D2F(Vs(x) + H(Ves(x + hey) —Vw(a;)))dt} da
Bs 0

= —2/3 (Vi) (Th,w) {/0 D*F(Vw(x) + t(Vw(z + he;) — Vw(z))) dt} nV (T,w)dx

B>
1/2 1/2
< 2A{ |Vn|2|Thiw|2dm} { / n2|v<Thiw>|2dx} ,
Bz BZ

isso implica que
/ PV (Thw)Pdz < AN [ (V2T wl2de.
B2 Bs

Em consequéncia, pelo Teorema [A.5.1] temos uma limita¢ao uniforme de Tj,(Vw) em
L*(By) para todo 0 < |h| < 1, pois

[T, (Vew)[*d < / NIV (Thw)*de < 40 | |[Vn!|T,wl*de < Cllwllis,),

B1 B> Bs

assim, pelo Teorema [A.5.2) Jw € H'(B;). Para qualquer ¢ € H}(Bi), considere a
fungao teste T_p, ¢, entdo, como w é solugao de (2.25)), utilizando o Lema temos

0 = V(T-4,0)DF(Vw) dx

By

_ /B T (Vo) DF(Ve) dz

= — | V¢T,(DF(Vw))dz. (2.27)

By
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Ainda pelo Lema e a condicdo de elipticidade (2.2)), T, (DF(Vw)) é uniforme-
mente limitada em L*(By), ou seja, Tj,,0; F(Vw) é uniformemente limitada em L?(By)
para qualquer 0 < |h| < 1. Assim, pela reflexividade do espaco L?

Th,,. (0;F(Vw)) — vy, fracamente em L*(B;)
para alguma subsequéncia hy — 0, quando k — oco. Com isso, usando (A.4]) obtemos

0;F(Vw)0i¢pdx = lim 0;F(Vw)Th,, ¢ dx

B hk —0 B

- lim/ ¢T_p,, 0; F(Vw) dx
B1

thO

= - / vi¢ de,
B

entdo v; é a derivada fraca de 0;F(Vw), ou seja,

Portanto, Ty,(DF(Vw)) converge fracamente em L?*(B;) para 0;(DF(Vw)) =
D*F(Vw)V(dw), daf (2.27)) converge para

VI¢D*F(Vw)V(0w) dz = 0.
B1
Dessa forma, finalizamos a prova. m
Proposigao 2.4.1. Seja w € HY(Q) solugio fraca para (2.3)). Entdo, para qualquer
N EN, we H* ), e para qualquer i =1,.... N, u = dw € solugao fraca para ([2.6)).

Demonstragdo. Note que, w € H?(Q), veja [[11], pag. 459, Teorema 1]. Fazemos um
reescalonamento para usar o Lema [2.4.1, Denote d = dist(Q, 99), e defina

- d

Wz (y) = w(x + gy),

para qualquer z € €. Note que, &, € H'(Bs), pois, para qualquer ¢ € C°(Bs3), temos

/133 w:(y) Oip(y) dy = /Bd(x)w(z) 81(;3(,2)% <3)Ndz

S /B 3(y) 6(y) dy,

. d
sendo, ¢(z) = ¢((z — x)3/d) e U,(y) = gv(x + dy/3), onde v é a derivada fraca de

w. Além disso, usando também mudanca de varidvel, ¢ de imediato que, v, € L?(Bs).
Temos também que, &, é solucdo de (2.3) para F(y) = F(3y/d). Pelo teorema da
partigdo da unidade, para qualquer ¢ € C§°(£2), podemos decompor como,



em que, ¢; € C5°(Bays(x;)). Portanto,
[ Vo' D’F(Vw)Vudr = Y / Vol D*F(Vw)Vudz
Q i=1 Y Baya(xi)

- Z V(giD2F<V‘Dzi)Vﬁ%dy

—1 /B

1=

= 0,

onde, ¢i(y) = ¢i(wi + dy/3) e iy, (y) = ulz; + dy/3). O

Finalmente, chegamos no principal objetivo deste capitulo. Através do método
desenvolvido por De Giorgi, apresentado nas secoes anteriores, foi possivel resolver o
19° problema de Hilbert utilizando a estimativa interior de Schauder que diz o seguinte:
se w ¢é solucao de uma equagao uniformemente eliptica linear na forma nao divergente

Tr(A(x) - D’w) = f(x).

onde os coeficientes da matriz A e f sao C%, entdao w ¢ localmente C?“, sendo que
0<a<l
Temos no Teorema a seguir a resposta para o 19° problema de Hilbert.

Teorema 2.4.1. Qualquer minimizante local w € HY(Q) de (2.1)) estd em C*°(Q).
Demonstragao. Perceba que a equacao (2.3) pode ser escrita na forma nao divergente
Tr(D*F(Vw) - D*w) = 0. (2.28)

Entao, pela Proposicao , O;w € solucao de , e consequentemente ¢é solugao da
equacao . Logo, pelo Teorema de De Giorgi m, Oiw é localmente C'*, ou seja,
Vw € C?, assim, D?*F(Vw) também ¢ C*. Note que, podemos reescrever a equagao
na forma nao divergente da seguinte maneira,

Tr(A(z) - D*w) =0,

para uma matriz A eliptica com coeficientes em C}}.. Entao, pela Teoria de Schauder,
w € C?*. Derivando a equagao (2.28)), temos

Tr(D*F(Vw) - D*0w) = —Tr((D*F(Vw) - Vow) - D*w),
como o segundo termo é C}} ., usamos novamente a Teoria de Schauder para a equacao
Tr(A(z) - D*0iw) = f(x).

. 3, .
Portanto, d;w € C?%, ou seja, w € C’lof. Continuando com esse argumento, teremos

finalmente que w € C*°(). O

25



Capitulo

Método de De Giorgi para Equacoes
Parabdlicas

O objetivo desse capitulo é analisar a regularidade Hélder para solucoes de certas
equacoes parabdlicas. Para isso, fazemos uso das ferramentas de De Giorgi, de maneira
similar ao caso Eliptico no capitulo anterior.

Considere a equacao,
Ou — div, (A(t,2)V,u) =0, em (0,7) x €, (3.1)

em que, T > 0, e A é uma matriz simétrica verificando

1
K[ < A(t,z) < AI, para todo (t,z) € (0,7T) x Q. (3.2)

Dizemos que uma fungao u ¢ solucao fraca da equagao (3.1]), se u € L>(0,T; L*(2)),
V.u € L*(0,T;9Q), Ou € L*(0,T; H1(Q)), e para toda fungao teste ¢p € C5°((0,T) x

), tem-se
— / uOp + / VAV, u =0,
(0,7)x%2 (0,T)x$

em que, o vetor V,u sao as derivadas de u com respeito as variaveis espaciais.

3.1 Primeiro Lema de De Giorgi

Nesta secao, introduzimos uma versao do primeiro Lema de De Giorgi para a
equagao parabdlica (3.1). Defina @, = (—r,0) x B,.

Vamos denotar por simplicidade V,u = Vu para fungoes u(t, z) definidas no tempo
e Nno espago.

Lema 3.1.1. Euxiste 0 > 0, tal que, para qualquer solugao u de (3.1) em (—1,0) x By,
temos a sequinte propriedade. Se

/ uidwdtﬁé,

1
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entao
em (—1/2,0) x B(1/2).

DO | —

U+§

Demonstracao. Considere a sequéncia

1
T, = —5(1 +27%),

e com isso, defina a sequéncia de conjuntos de niveis no tempo e no espago
Q1 = (Tx,0) x By,

em que, By, é a bola definida o primeiro lema de De Giorgi do capitulo anterior, centrada

na origem e raio 5(1 + 27%). Definimos a sequéncia de energia

Uk:/ |ug|? dx dt,
Qk

com
up = (u—Cr)y, e
1

Cp=5(1- 277).

Vamos tomar a mesma familia de fungoes teste definidas no espaco: ¢, nao negativa
tal que

qbk = 1 em Bk, e
b = 0 em Bf_|,

e também |V < C2F.
Entao, multiplicando a equacao por ¢ ug+1, € integrando no espacgo e no
tempo (s,t) X By, para
Ty < s <Tpy1 <1 <0,

temos a desigualdade

t
¢2+1(1’)U2+1(% t) dr < (szrl(x)uerl(xv 5) dx—/ V(¢i+1uk+1)Avuk+1 dx dr,
s B1

B1 Bl
ja que,
t
2 / / Statendudrdr= [ ot de = [ (@) dr
1 S 1 1

Entao, usando a estimativa de energia (2.12)) em = do capitulo anterior , e a condic¢ao

(13.2), tem-se
2 2 1 [ 2
Pryr (2)uiy (2, t) do + — |V (ppa1tpyr)|” dxdr
B1 A S B1
¢
< [ a@iasded [ [ [Vor Pl deir
By s B
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Como cada termo das integrais é nao negativo, ainda vale a desigualdade seguinte

1 t
Of 1 (T)ujpyy (2, 1) do + n / / IV (Prs1uesr)]* da dr
B Tyy1 7 By

Tis1 0
< 2k+2/ Prp1 (T)ui 41 (2, ) da?dT"‘A/ / IV oria? g [* do dr.
T, J By

T By

A estimativa acima vale para qualquer s € [T}, k11|, entdao pelo teorema do valor
médio para integrais no intervalo [T}, Tk41], ainda vale a desigualdade abaixo

1 t
i@ det g [ [ V)P dedr (33
B Tk+1 By

Ths1 0
< k2 / ¢z+1($)ui+1(1’, 7)dx dT + A/ / ]VQSkH\Q]ukH]Q dx dt.
Ty J By

Ty By

Portanto, de (3.3]) obtemos a estimativa de energia a seguir

0
Epp1 = sup / (¢k+1uk+1)2d$+/ IV (pirtprr)|*da dr
t€[Tk41,0] J By Try1 Y B1
0 0
< A2k+2/ ¢i+l|uk+1|2dxdT+A2// IV peir | [ugsr|*de dr
T, J By Ty J By
<

0 0
A2k+2/ / |uk+1|2dmd7—|—/\202k+1/ / g1 |*d d7

0

< 2k(22A+A202)/ / |lug|*dz dr
Tk Bk

= BC*U,

a constante B depende de A e N. Pela definicao de &y1, temos que, &1 con-
trola ¢y 1ugy1 em L®(Tyy1,0; L2(B1)) e, em decorréncia da Desigualdade de Sobolev,

Gry1up1 ¢ também controlado em L?(Tyy1, 0; L%(Bl)) por Egi1, OIS

0
= / | prs1turi1(2)]? o dt

2
R T

Thoi L (B1)
0
< c / IV Bttt (8)) 22
Tk+1
< C&qa.

Por meio de interpolagao, obtemos a seguinte estimativa para (g 1Ug11)

1-6 6
H¢k+17ubk+1”L2(2;N> (Ors1) < H¢k+luk+1||Loo(Tk+1,o;L2(Bl)) : H¢k+1uk+1HLQ(THI’O;L%(&))

< (= Olloerruniallie @ oz +Oloketnnll , 0 e

Y

< ||¢k+1uk:+1||L°°(Tk+1,O;L2(B1)) + ||¢1<:+1Uk+1||L2(Tk+170;L%(Bl))

assim,

||¢k+1uk+1||22(2+N) .
L N k+1
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< a{Moeninlen ooy +lomal?, e

2(Tk41,0;LN=2(B1))
<A4{&1 + C&kir}
< C&iqa.

Portanto, temos a estimativa seguinte

Uk+1 = / |Uk+1|2d$ dt
Qrt1
= /~ |uk?+1 |2X{uk+1>0} dx dt
Qrt1

= /~ |uk+1|2x{uk>27<k+2>} dx dt
Qk+1

N

N+2
- {/~ |uk+1|2*”dxdt} > 24 1 Qe
Qk+1

< C&1|{ui > 272(“2)} N Qkﬂ’ﬁ

N
< Epgr § 224D / i |? da dt
QkJrl

14+-2
< BC'U, TN,

Entao, novamente pela Proposicao [B.1.1] existe § > 0 suficientemente pequeno, de
forma que, se Uy < ¢, tem-se
lim U, = 0.

k—o0

Isso significa que

U4 < em (—1/270) X B1/2-

N | —

3.2 Segundo Lema de De Giorgi

Nesta secao, vamos estabelecer o Lema da Oscilacao para o caso parabdlico. O
caminho até 14, é feito de forma parecida ao do capitulo anterior. Mostremos de inicio
a desigualdade isoperimétrica para a equacao |) Defina o cilindro @ = (—3/2, —1) x
B;.

Lema 3.2.1. Existe o > 0, tal que, para qualquer solu¢ao u de (3.1) em Qa, com A
satisfazendo (3.2)), com u < 1, temos o sequinte. Considere os conjuntos,

A = {u>1/2}n@
C = {u<0inQ
D = {0<u<1/2}N(Q,UQ).

Entéo, se |A] > 6 e |C] >|Q|/2, tem-se

D[ 2 a.
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Demonstracao. Por contradicao, vamos supor que o lema é falso. Entao, deve existir
uma sequéncia de fungoes uy satisfazendo as hipoteses do Lema [3.2.1] e

[Arl = Hue 21/2} NG 26
Gl = Hu<0yn@lz 2
Dol = {0 < up < 12} (Q1 UO)] g%. (3.4)

Considere uma funcao cutoff ¢ em = com suporte compacto em B e igual a 1 em Bj.

Seja ¢?vg, com vy, = (uy,);. Entao, para —2 < s < t < 0, a estimativa de energia (2.12)
nos garante que

1 t
[ Gt tdo+ 5 [ 1900 dr

t
¢2(x)vz(x,s)dx+A// V6P o] da dr
B2 S B2
< |Bz|+A|BQ|<t—S)S}31P|V¢|-

IN

Assim, tomando s = —2 e t = 0, tem-se que

0
JCBI

é uniformemente limitada. Como

0
[ ol

-2

também ¢é uniformemente limitada, ja que |vg| < 1, concluimos que (¢vg) é unifor-
memente limitada em L?(—2,0; H'(By)). Com isso, podemos limitar uniformemente
Oi(pur,) em L' (—2,0; H~*(By)). Utilizando o Teorema de Aubin Lions[B.1.1]a sequéncia
¢vy, possui uma subsequéncia que converge em L? para ¢v.

Usando a desigualdade de Markov, tem-se para qualquer € > 0

o=l 2N (20 x Bl <2 [ Jo=al,
€ J[-2,0/xB;
como o termo do lado direito tende a 0, quando k tende a oo, temos
I}Lrilo|{|vk—v] > e} N (=2,0) x By| =0. (3.5)
Assim, visto que
{e<v<12—ce} C{lv—w| >} U{0 < v, <1/2},

entao,

{e<v<1/2-eln(@UQ) < [{lv—ul>e}tn (@ UQ)
+ H0<wu <1/2}N(Q1uQ)|.
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Portanto, por e , obtemos
He<v<1/2—e}N(QUQ)| =0.
Note que, isto é verdade para qualquer € > 0, em consequéncia
{0<v<1/21N(QUQ)| = 0. (3.6)
Agora, perceba que Vu(t,-) € L*(B;) para quase todo t € (—2,0), e por temos
{0 < w(t,-) <1/2} N By =0,

para quase todo t € (—5,0). Entao, pela desigualdade isoperimétrica de De Giorgi

3
27
para o caso estaciondrio (L

ema [2.2.1)), segue que, para quase todo ¢ € (—3,0)
v(t,r) < 0 em B, ou
u(t,:) > em Bj.

)
Em consequeéncia, para quase todo t € (—%,0), somente uma das relagoes abaixo é
satifeita

¢ (x)v2(t,x)dx = 0, ou
B

; o*(z)vi (tx)de > —. (3.7)

Como feito anteriormente, perceba que, se vy < 0, entao |[v—wvg| > £ ouv < g, portanto

o |

<Hoe <03NQI < [{lv—wl >} n@Ql+{v <e}na),

dai, fazendo k — oo, obtemos

<Hv<elnql

2o | O

Passando o limite em € — 0%, implica que

N |

<|{v<0}nqQ. (3.8)

Consequentemente, (3.8 vai implicar em
v(t,) <0 em By,

para quase todo t € (—%,0), dai deve existir algum tempo —2 < s < —1, tal que,

2
v(s,-) <0 em Bj. Isso significa que

; o3 (x)v3 (s, ) dx = 0. (3.9)
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Considere uma funcao nao negativa em z, ¢; > 0 com suporte compacto em B; e
integral igual a 1. Com isso, defina sq € [s,0] como o supremo de todos ¢ € [s,0), em
que t satisfaz a seguinte propriedade

o1 (203 (1, %) d = 0,
B

para todo T € [s,t]. Note que, sq existe por (3.9). Vamos supor que, sy < —pu sendo
p > 0 uma constante positiva, tal que, s < —u, e para M > sup |V¢;|> em Bj, tome
So € [s, 80), de modo que

1
AMS’

Sg— Sy < ¢c= se sy > S

ou
caso sy = S, tome sy = s.

Entao, para qualquer ¢ € (g, so + ¢] N (—%, 0), a estimativa de energia garante que

t
Pzt (t,z)de < gf)f(x)vi(s_o,x)dx%—/\// Vo1 ||vy |* do dr
B1 B1 so v B1
< AM(t — $)|B1]
S AM20|Bl|
_ 1Bl
T

Assim, de (3.7)), a estimativa acima implica que
@1 ()0l (t, ) dv = 0,
B1

para qualquer t € (S, so+¢]N(—3,0), contradizendo a defini¢do de sy. Entéo, devemos

tomar sy = 0, ou seja, para qualquer t € [s,0), tem-se
vye(t,r) =0 em Bj. (3.10)

Por outro lado, para qualquer € > 0, se

1 -
vk>§, entdo |v —v| > € ou vzg—a.

Assim, obtemos a desigualdade abaixo

§ < Hon>1/21NQ
< Hlv—wl2epn@if+{v=1/2-epN@l,

entao, passando o limite em k£ — o0, temos
d<Hv>1/2—e}n@yl.
Como ¢ > 0 é arbitrério, fazemos ¢ — 0 e portanto, concluimos que
d<H{v>1/2}NQy.
Isso contradiz , dessa forma, segue o resultado. O
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No proximo resultado, apresentamos o segundo lema de De Giorgi. Ele nos da
condicoes para obter um melhoramento da oscilacao por cima, ao reduzir o dominio.

Teorema 3.2.1. Fxiste uma constante 0 < A < 1, tal que, para qualquer solugao u de

(13.1) em Qo verificando (3.2), temos o sequinte:

Se—1<u<lem@se

fu<0pngl= 2
entao,
u<1l—=A em Q.

Demonstrag¢ao. Considere a seguinte sequéncia de fungoes truncadas,
wr =2 (u — (1 —27%)).
Note que, wi < 1, pois, sabendo que u < 1, temos que

wp = 28u—2F1 -2

< 2P —2F 41
= 1
Agora, visto que,
Wk+1 = 2wk — 1, (3.11)
temos também que
ki 2 0F N Q1 = Hwe > 1/2} N Q4]
= / X{wg41>0} d dt
Q1
> / (wry1)? da dt
1
> 0.
Vamos supor que,
/ (wi1)7 dadt > 6, (3.12)

2
no final desta demonstracao, veremos o porqué da suposigao de (3.12)).
Como wy, é solugao da equacao (3.1)), pelo Lema existe o > 0, tal que

{0 <wp <1/2}N(Q1UQ)] > o,
em consequéncia, por (3.11]), obtemos

{we <0IN(Q1UQ)] = Hwier <0IN(Q: UC:?)| + {0 <wir < 1/2} N (Q1U Q)|
> Hwr So}ﬂ(QlU@|+a
> [{wp2 <0}N(Q1UQ)| + 2a

[{wo <0} N (Q1 U Q)| + ko
= [{u<0}n(QUQ)|+ka
Ql
> 74‘/{705.
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Perceba que, para k suficientemente grande, obrigatoriamente essa recorréncia deve
falhar. Portanto, deve existir ky > 0, tal que,

{wr, <0}N Q1| <

‘g’ +l€0a

isso significa que,

/ (Whot1)3 d dt < 6.

1

Entao, pelo Lema (3.1.1]
1

(Wro41)+ < 5 em Q1/2,

dessa forma, voltando para u, obtemos que
u<1—=XA em Qp,
com \ = 2 (kot+2), O
Em seguida, temos o lema da oscilagao para a versao parabdlica.

Lema 3.2.2. Seja u solugao de (3.1) em @y com A wverificando (3.2). Entao, existe
€ (0,1), tal que,
0SCQ, ,, U < 7Y 0SCQ, U

Demonstracao. Considere a funcao

o(z) = —2 (u(m)—w>.

0SCQ, U 2

Desse modo, v também é solugao da equacgao (3.1)), e

-1 <v <1,
Além disso, podemos supor que
{v<0}nQ > @,
pois, caso ~
<oyngl< 2
isso implica que .
= 0nQ =9,

entao, basta tomar v = —uv.
Portanto, pelo Teorema existe A € (0,1), tal que,

v<1- A em QI/QJ
ou seja, cOmMo
supv<1—X e —1< info,

Q12 Q12
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implica que,
0SCQ, /, U <2— A

Consequentemente, dados x,y € @12, temos

2

o)~ )] = Golu(e) — uty)
S 2 — Aa
logo,
0scq,,, u < (1 - 5) 08CQ, U
entao, basta tomar v = 1 — A/2 que a prova estard concluida. O]

3.3 Regularidade C*

Nesta secao, dedicamos a prova da regularidade C* para solugoes da equagao parabdlica

BD).

Teorema 3.3.1. Seja u € L>(0,T;L*(Q)), Vu € L*((0,T) x Q) uma solugdo fraca
para a equacdo (3.1) em (0,7T) x 2. Entao, existe a > 0, tal que, para qualquer Q) € €,
e qualquer 0 < s < T, tem-se

we C((s,T) x Q).

Demonstracao. A prova segue de forma andloga a demonstragao do Teorema [2.3.1]
fazendo as devidas adaptacoes no reescalonamento. Sejam, QeNesc (0,T), entao,
para d = dist(Q, 09Q), tome ¢ = min{d, s}, dai podemos supor que ¢ < 1. Vamos
introduzir as funcoes reescalonadas,

Uy (t,y) = ulto + A2t/2%, 20 + cy/2) e TUn(t,y) = tn_1(t/4% y/4).

o © e " > Un ¢ sol Q~ A equa(;éo " cm QQ, com matriz de
difusao
n<t7 y) A(to Czt/(22 ’ (4n 1)2)7 To + Cy/(z 4" 1))

De fato, defina

Qn = (to — /(4" 12 1) x Bejn-1(0),

assim, como
Un(t,y) = ulto +c*t/(2* - (4"71)%), 20 + ct/(2-4"71)),

dado ¢ € C§°(Q2), temos que
/Q —tn(t, y)h(t,y) + VTGt y) An(t,y) Vi, (t,y) dt dy

= g [, —HEDRE ) + V) AG) Vi) didy
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onde J é o jacobiano da mudanca de variavel e
Blt,y) = B((t —10)22 - ("), (y — w0)2 - 4" o).
Portanto, usando recursivamente o Lema nas funcgoes u,,, obtemos
08Cq, ., U < A" 0SCg, U
Assim, para qualquer (t,z) € Q, 11, tem-se
[u(to, xo) — u(t,z)| < oscg ,, u < y"oscg u < 27"|[ull L= (01)x0)- (3.13)
Entéo, dado (¢,z) € (s,T) x Q, consideremos dois casos,
Caso IL: |t —to| + |x — o] < 2.

Note que, existe k € NU {0}, tal que,

2 2

C C
4k+1)2 S |t — t()| + |$ — l'0| < W’ (314)

—~

com isso, definindo a € (0, 1), de modo que,
472 = 5 (3.15)

dai,
In~y

4In2’

Usando (3.13)), (3.15)) e (3.14)), obtemos

. B . - 4—2040—204 472ka 2
[ulto, wo) —u(t,2)] < = [[ull oo 0,7y x9)
2 [Jull o 0,1y x02)

— 4720462&

(|t = tol + [z — zo])*.
Caso II: & < |t — to| + |z — o).
Dai, temos a estimativa a seguir
[u(to, v0) —u(t,z)| < 2|lullze(or)x0)

(c*)”

(02)0‘ 42 2 ||UHL°°((O,T)><Q)

IN

2 [Jull o 0,7y x02)

< 1-Zaza (|t — to| + |x — zo])®.

Observando que as estimativas nao dependem de (to, 7o) € (s, 7)) X ), concluimos que
ue C*(s,T) x Q).
O
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Capitulo

Método de De Giorgi para Equacgoes de
Hamilton-Jacobi

Neste capitulo, nosso interesse é estudar a regularidade C* para a equacao de
Hamilton Jacobi da forma a seguir

Owu+ H(t,z,Vu) =0, te(0,T), = € Bg, (4.1)

sendo que, T' > 0, R > 0, e o Hamiltoniano verifica uma condi¢ao de crescimento no
gradiente, ou propriedade coercitiva, com uniformidade em x e ¢,

%wuv’ _ A< H(t,x, Vi) < AVl + A, (4.2)

para algum p € (1,00) e A > 1. Mais precisamente, consideramos dois tipos de
solugoes, vejamos

Ou+ AlVul? > —A, no sentido da viscosidade, (4.3)
1
Oru + X]Vu]p < A, no sentido das distribuicoes. (4.4)

As fungoes que resolvem a desigualdade (4.3) no sentido da viscosidade, segue a de-
finigdo de Barles [9].

4.1 Primeiro Lema de De Giorgi

Para iniciar a andlise da regularidade Holder para a equagao[d.1] vamos apresentar o
primeiro lema de De Giorgi. Este lema diz que se o volume da parte positiva de solucoes
de (4.4) for suficientemente pequena, entdo, obrigatoriamente todas as solugoes devem
ser limitadas superiormente uniformemente.

Defini¢ao 4.1.1. Diremos que uma func¢do u : [0,2] x By — R € uma solugdo fraca
para (4.4) quando, v € LP(0,2;WP(By)) e a estimativa a sequir for verdade para
qualquer fungao teste nao negativa ¢ € C§°((0,2) X By):

1
/ (—u8t¢ + —|VulP ¢> dx dt < A/ ¢ dx dt.
[O,Q]XBl A [0,2]><B1
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Lema 4.1.1. Existe uma constante 6 = §(N,A,p) > 0, tal que, para qualquer fung¢do
u € LP(0,2;WYP(By)) que € solugao fraca de (4.4) em [0,2] x By, temos a sequinte

implicacdo: Se
/ U4 S 57
[O,Q]XBl

u<l em [1,2] x By.

implica que,

Demonstragao. Seja u : [0,2] x By — R uma solucdo fraca para (4.4) em [0,2] x By
satisfazendo as hipéteses do Lemal4.1.1] Vamos trabalhar com uma sequéncia de funcoes
truncadas vy, em [0, 2] x By definidas da seguinte forma,

1

ve = (u— (1= 55))+

Entao, multiplicando (4.4) por X{u, >0}, obtemos a seguinte relacao,
1
Oyur, + N (VP < A xuesop, (4.5)

que ¢ satisfeita no sentido das distribui¢ées em [0, 2] x By, para cada inteiro k > 1.

O objetivo sera construir uma recorréncia nao linear utilizando a desigualdade (4.5)).
A seguir, vamos definir uma sequéncia de energias truncadas

2
o U A N\
tE[Tk,Q} Bq Ty J By

onde T, =1 — Qk, para cada k € Z". Assim, tome quaisquer reais o, t satisfazendo,
Tk <o <T, <t <2

Entéao, integrando cada termo em (4.5)) no espago em Bj e no tempo em [o, t], obtemos

1 t
/ vp(t, z) de + —/ |Vo|P (7, x) de dr
By A g By

t
< / vg(o, x) dx—l—A/ / X{vp>0} dx dT, (4.6)
Bl g B1

como cada termo é nao negativo e o € [Tk_l, Ty], segue que

/ g(t, o) de + — |Vup|P (T, z) de dr
A 7, JB

1
< 2’“/ / (o, x d:ch—l—A/ / X {v, >0} dx dT.
_1JB1 Tk—1 Y B1

Tomando o sup sobre ¢t € [T}, 2], e o valor médio para integrais em [Ty_1,T] a desi-
gualdade ainda se mantém, isto é,
2

1
sup / vk(t,x)dac—i—K/ |VuplP (1, z) de dr
B1

te [Tk- ,2] Ty J By

< / (Zkvk(r, x) + Ax (v, >0y) dx dT.
[Th—1,2] % B1
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A desigualdade acima, implica que

U < (2FA + A?) / Uk dxdT+/ X{ve>0y dr dT 5 . (4.7)
[Tr—1,2]xB1 [Th_1,2]x B1

Agora, escolhemos um expoente r € (1,00), tal que r e p satisfazem apenas uma
das duas possiveis condicoes seguintes.
Condigao I: 1<p<N,ep§r§]i,V—jo.
Condigao II: » > p > N.

Usando interpolacao, Imersoes Continuas de Sobolev e a desigualdade (B.2)), obte-
mos

lor@)lzrsy < Mokl 2ogs,) - 1okt )“Lq (B1)
< Cnpo e 1208y - et )||W1p (B1)
< Cnpr {Moe@ ey + (1= Mok lwres) }

Crvpr {oe@)ll2o (51 + (1 = VIVOR(®)llzrs0 } (4.8)

onde 1 <p<r<gqg< oo, 1 % + %, 0 < X < 1. Agora, note que temos a seguinte

r

equivaléncia de normas (ver [10], pag. 286),
[ulll = [IVullzey) + llullza)
é equivalente a norma WP, desde que

1<g<p" se 1<p<N,
1<g< oo se p=N,
1<g¢g< o> se p>N.

Entao, segue que

||vk<t>||Lp<Bl>s||vk<t>||W1,p<Bl>scN,p{||wk<t>||Lp<Bl>+ /B vk(t)}- (4.9)

Combinando (4.8) e (4.9)), obtemos a seguinte estimativa

lon @)l < Covm {nwk(t)nm) ; /B vk(t)} ,

logo, vy, satisfaz a estimativa abaixo

/ ok(E) s
Crpr [ (VO + ([ i)} ar (4.10)

S CN,p,r {Uk + Ulf} .

IN

Prosseguindo, por meio de interpolagao, temos a estimativa a seguir para vy

oo axm) < 0kl oz 1081%0 e, 280 (4.11)

39



onde o expoente s é dado por

s=14+p-2 (4.12)
r
com isso, o parametro # € [0, 1] é dado por
g— P
r+pr—p

Note que, s (1 —0) =s—pe sf = p, entao por (4.10]) e (4.11]), temos

IA

”UkHLoo (Tw,2:LY(B1)) “UkHIzp(Tk,Q;LT(Bl))

U;: pCN,p’ {Uk—i-Up} (4.13)
= Cnpe {UT UL

Hvk“is([Tk,Q]xBl)

IN

Agora, perceba que,

1
Vg1 > V) € {vk>0}:{vk 1>2k}

além disso, tem-se

1
k(s—1
Uk—1:7)217’k1§1’k12(5 ) em {Uk1>2k}

Portanto, aplicando a Desigualdade de Markov (Proposigao[B.1.2)) e a estimativa (4.13)),

é possivel levantar o indice da seguinte maneira,

/ (X{oe>01 + vk)
[Th—1,2]xB1

S (X v 1+ V-1 X{o 1 )
/[Tk1,2]xBl {oe—1>5e ) {o-1>355}
< (2%F 4 26Dk / 0
(T 172}xBl
< @)y {UT + UL "

Assim, combinando (4.7)) com (4.14)), obtemos a seguinte estimativa para Uy, com r e
p satisfazendo a Condigao I ou a Condigao II e s é definido em (4.12)).

Ui < (P4 +0%) 2% Oy, {U] + 0T ’)} . (4.15)

No caso em que 1 < p < N, tomamos r = ]\J,V—_p. Dai, a estimativa (4.15]) se reduz a
estimativa

Ui < (Dxpa) {UF + 07 9Y, (4.16)

onde Dy, a € alguma constante absoluta dependendo apenas de N, p, A.
No caso em que p > N, tomamos r = 2p. Entao, (4.15) se reduz a estimativa
abaixo

kfrr5 pt3
Ui < (Dwpa))* {UL, + UL} (4.17)
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Por fim, precisamos verificar a estimativa seguinte para todo k& > 1.

U < QA/ vk + AQ/ X{op>0}- (4.18)
(0,2]x By [0,2]x By

Note que, a relacao (4.6) se mantém para quaisquer reais o,t que satisfazem
0<o<T,<t<2

ou seja,

1 t
/ v(t, ) de + — / |VuplP (1, 2) de dr
B1 A o B1

< /vkax da:—i—A// X{vp>0y dz dT.
Bl Bl

1
Como 3 < Ty, para todo k > 0, obtemos
1 t
/ v (t, ) doe + A/ \Vug|P (1, 2) de dr

//va:v da:+A// X {v, >0} dv dT
Bl Bl

< / vg(T, z) da dT + A/ / X{vp>0} d dT,
[0,2]x By B

valendo a estimativa acima para qualquer ¢t € [T,2]. Assim, tomando o sup sobre
t € [Ty,2] para cada termo da desigualdade, é imediato obter (4.18]). Além disso, a
desigualdade a seguir ¢ valido para qualquer k£ > 1,

/ X{vp>0} dr dT < 2 / U, dw dr
[O,Z}XBl [0,2}><Bl

Com isso, segue diretamente de (4.18)), a seguinte estimativa para cada k > 1

IA

U < 2(A + A?) / uy ddr. (4.19)

[0,2} X By

Veja que, se

1
Uy drdr < ———,
/[;,Z}XBl " 2A(1 + A)

segue de (4.19)) que U, < 1, paratodo k > 1. Supondo a relacao acima, as desigualdades
({4.16) ou (4.17) implicam na seguite recorréncia para cada k > 1:

U, < (DN,p,A)k U,f_l, (4.20)

ondeﬁzl—i—%nocasodel<p<N,eB:%paraocasodepZN.
Por fim, através da recorréncia (4.20)), segue da Proposicao[B.1]que existe g, € (0, 1)
dependendo de Dy, € 8 > 1, tal que, se U; < gy, temos

lim U, = 0.

k—oo
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Entao, seja
€0

T 2A1+A)
Dessa forma, se u é uma solugao de (4.4) satisfazendo

/ Uy <0
[0,2] X B1

a sequéncia associada Uy, de energias truncadas devem satisfazer U; < g e a recorréncia
(4.20) para cada k > 1, isso implicara que U, — 0, e consequentemente

J

uy <1 em [1,2] x By.

4.2 Segundo Lema de De Giorgi

A seguir, temos o segundo lema de De Giorgi. Ele diz que, se uma solucao de
¢ nao positiva em um conjunto de medida grande, e estrita entre 0 e 1 em um conjunto
de medida pequana, entao a solucao ¢, > 1 em um conjunto de medida pequena, ou
seja, nao pode haver saltos de descontinuidade. A prova é por compacidade, através
do Teorema de Aubin e Lions (Teorema [B.1.1)).

Lema 4.2.1. Seja u € LP(—2,2;W'P(By)) solugio fraca de ([£.4) em [—2,2] x Bj.
Entao, existe uma constante o = (N, A, p) > 0, tal que, acontece a sequinte condi¢ao.
Seu <2 em[-2,2] X By, eu satisfaz as duas propriedades abaizo

<0y (2.2 x B)| > 22X (1.21)

HO <u<1}n([-2,2] x By)| < a, (4.22)
entao seque que

)
/ ['LL - 1]+ < a)
0,2]%B1 2

sendo § = 6(N,A,p) > 0 a constante cujo a existéncia € garantida no Lema|4.1.1]

Demonstracao. A demonstracao serd feita em algumas etapas.
Etapa 1. Integrando a equacao (4.4) para x € By e 7 € [s,t] com, s,t € [-2,2] e
s < t, temos

1 t t
0§/ uy(t,x)de < /u+(s,x)dx——/ |VU+|pdl‘dT—|—A// dx dr
B B1 A s B1 s By

1 t
< Q\Bl|—K/ ; \Vuy|P dedr + (t — s)A| By
s 1

Tomando t = 2, s = —2 na estimativa acima, obtemos
L
_/ ‘VU+|pd$dT§2‘Bl|+4A|Bll,
AJ 5 g

entao,
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/ |Vuy|Pdedr < C(A). (4.23)
[-2.2x B(1)

Além disso, como

atqu S A:
obtemos
[Orus )+ || (—2,21% 1) < D(A).
Portanto,
/ |(Qpuy)_|dxdt
[—2,2]x By
S — / 8tU+ dx dt + / (8tu+)+ dx dt
[ 22}><B1 [72,2}><Bl

< D(A).

Consequentemente,
10| L2218y < C(A). (4.24)

Etapa 2. Por contradicao, vamos supor que o Lema é falso. Entao deve existir
uma sequéncia de fungoes {ug}52, em [—2,2] x B(1), com cada uy satisfazendo (4.23)),
(4.24]) e as seguintes estimativas

0
/ (up — 1)y daedt > =,
0,2]xB(1) 2

{uwe <030 ([=2,2] x B(1))| =

HOo <u, <1}N([-2,2] x B(1))] < -—.

Pela Etapa 1, existe uma subsequéncia {ug, }5°,, tal que, wuy, converge para u €
LP(—2,2;W'(B(1))) na norma L'([—2,2] x B(1)), com a fungao limite u, satisfa-
zendo também as propriedades seguintes

a<2 em [-2,2] x B(1),

ta;da;</ uy(s,x)dr + (t —s)N|B(1)|, —2<s<t<2,
B(1)

fuv®
/ |V |Pdedt < C(A),

2]xB(1)

/ (@—1)4 >
[—2,2]x B(1)

Observe que a estimativa abaixo vale para qualquer € > 0

|

1
{Ju, —al > £}| < —/ . — l,
€ J—2,21xB(1)
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pela desigualdade de Markov. Entao, segue que para cada ¢ > 0 fixado, o termo
que aparece do lado direito da estimativa acima converge para 0 quando k, tende ao
infinito. Agora, note que temos a seguinte estimativa

{a<e}l = Hu, <0} = [{fuk, —al = e}
[=2,2] x B(1)|

>
o 2

— {|ug, —ul > €} (4.25)

A validade da desigualdade acima é satisfeita, ja que
{ur, <0} C{u <epU{|ur, —ul = e}
Passando o limite fazendo k,, — oo em (4.25)), temos

[=2,2] x B(1)]
5 ,

{u<e}| =

que é verdade para qualquer € > 0. Assim, fazendo ¢ — 07, segue que

2,2 x BO)|

{u <0} > 5

De forma analoga, tem-se
fe<u<l-e} < [{O<uk, <1} + {lur, —ul > e}
1 1 _
< — 4 - ’Ukn — u]
kn € Ji—221xB0)
Entao, quando k,, — oo, concluimos que
He<u<1l-—¢e}|=0,
para cada € > 0. Portanto, tomando o limite € — 0", obtemos
{0 <u< 1} =0. (4.26)

Etapa 3. Note que, para quase todo t € [—2,2],

/ |ValP(t, z) de < oo,
B(1)

pois, & € LP(—2,2;W'P(B(1))). Além disso, por (4.26) segue que a relacio seguinte
acontece para quase todo t € [—2, 2]

{0 < au(t,-) <1} n B(1)| =0.

Portanto, aplicando a desigualdade isoperimétrica de De Giorgi (com o tempo ¢ fixado),
obtemos para quase todo t € [—2,2],

u(t,r) <0 em B(l), ou

a(t,)>1 em B(1).
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Em consequéncia, temos para quase todo t € [—2,2] apenas uma das duas relagoes

abaixo
/ Uy (t,x)dr =0
B(1)

/3(1) uy(t,x)dx > |B(1)].

ou

Etapa 4. Sabendo que

implica da Etapa 3 que, para quase todo t € [—2, 2], tem-se

/ uy(t,x)dz = 0.
B(1)

Entao, existe s € [—2,0], tal que

/ i (s,2) dz = 0. (4.27)
B(1)

Considere sg € [s,2] como o supremo de todos t € [s,2] com a seguinte propriedade

/ Uy (7, 2)dr =0,
B(1)
para todo 7 € [s,]. Note que, tal sq existe, por (4.27). Supondo que sy < 2, seja

So € [s,80) com sg— $p < 1A 5e So > s,

e caso sp = s, tome Sy = s. Assim, para qualquer ¢ € (o, so + ﬁ] N [—2, 2], temos

/ Uy (t,x)de < / Uy (S0, x) dx + (t — So)A|B(1)]
B(1) B(1)

(t — s0)A|B(1)]
A

A B(1)]
|B(1)]

2

IAN I

Porém, da Etapa 3, a estimativa acima implica que

/ uy(t,x)de =0,
B(1)

para qualquer ¢t € (S, sp + ﬁ] N [—2,2]. Isto contradiz a defini¢ao de syg. Portanto,
devemos tomar sy = 2, mas, isso significa que © < 0 em [s, 2] x B(1), consequentemente
(w—1)y =0em [0,2] x B(1), contradizendo o fato que

)
/ (@—1)+ = 5.
0,2]x B(1) 2

Dessa forma, finalizamos a demonstracao. O]
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4.3 Melhoramento da Oscilacao

Com os lemas de De Giorgi em maos, vamos analisar nas duas proposicoes seguintes
o melhoramento da oscilagao por cima e por baixo para solugoes das desigualdades a
seguir:

9(Ko+1)(p—1) A
Oyu + T|Vu\p < SReTT (4.28)
dyu + 2EHDE=D A |7y |P > 0. (4.29)

A constante Ky € Z" é um inteiro definido da seguinte maneira

Ko = [I222 B0

em que, o simbolo |z | denota o maior inteiro menor ou igual a z, e & = a(N, A, p) > 0
¢ a constante absoluta especificada no Lema Isso significa que K, também é
uma constante absoluta que depende de N, A, e p, visto que a depende das mesmas
constantes.

Na préxima proposicao, vamos obter um melhoramento da oscilagao por cima para
solugoes satisfazendo apenas a desigualdade (4.28) no sentido das distribuigoes.

Proposicao 4.3.1. Existe uma constante A = AN, A, p) € (0,1), tal que, para qual-
quer solugdo fraca uw € LP(—2,2; W'P(By)) de em [—2,2] x By, temos a sequinte
condicao.

Seu<2em[-2,2] X By e

I[—2,2] x By

{u <030 (2.2 x Byl > 1 220

(4.30)
entao, seque que

u<2—X\ em [1,2] x By.

Demonstracao. Seja u : [—2,2] x By — R solucao fraca de (4.28]) que satisfaz todas as
hipéteses da Proposicao |4.3.1] Para cada k € N, tal que, 1 < k < Ky + 1, considere a

fungao uy : [-2,2] x By — R, definido da seguinte maneira,
k 1
up = 2"{u—2(1 — ?)}

Entao, a relacao a seguir é satisfeita,
U = Q(Uk_l — 1),

onde ug é a prépria u. Observe que, uy < 2 em [—2,2] x By, para 1 < k < Ky+ 1, pois

1
o :2%—2’“2(1—27) <2%2 -2 42 =2
Além disso, se u < 0, entao

1
uy, = 2%u — 2F2(1 — Q—k) < 2"+ 2<0,
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logo, {u <0} N([—2,2] x By) C {uxr <0} N([—2,2] x By). Com isso, temos

[{ur <0} ([=2,2] x By)| > {u <0} N ([~2,2) x By)| > %_

Agora, observe que cada wuy é uma solugao fraca em [—2,2] x B; para
9 (p—1)(Ko+1—k)

\Vuk]p <

Orup, + A S SRk

(4.31)

visto que, indutivamente para wu;, dado ¢ € C§°((—2,2) x By) nao negativo, tem-se

(p—1)(Ko)

2
/ —U18t¢ -+ T|Vu1|pgz5
[—2,2]x B

(Ko+1)(p—1)

< / 2016 +2 / —udyp+ |Vl
[_2a2]><Bl [—2,2])(31 A

9(Ko+1)(p-1)

= 2/ —udp + ————|VulPo
[—2,2]x By A

2A /
< s ¢
280t Ji s 91k,

A
SA
[72,2}><Bl
Da mesma forma, se 1 < k < Kj, mostra-se que w1 é solucao para (4.31)) caso uy, seja.
A seguir, note que é impossivel ter a desigualdade a baixo, para todo k € {1,2,..., Ky}

HO < u, < 1}N([-2,2] x By)| > a.
Se fosse verdade, obteriamos

{ur, <0} N ([=2,2] x By {uro-1 < 13N ([=2,2] x By
{uro—1 <0} N ([=2,2] x By)| +

|{0 < UKy—1 S 1} N ([—2,2] X Bl)|

> Huke—1 <0FN([=2,2] X Bi)| + o
> Huko—2 <0}N([=2,2] X By)| + 20
—2,2| x B
22 5B
2
—2,2| x B
Como K, > w, entao
o
—2,2| x B
[y <030 (2.2 B)| > 2B s 9100
3
= —||[-2,2| x B
2” ) ]X 1|7

o que é um absurdo. Portanto, deve existir j, inteiro positivo, tal que, 1 < jo < K e

{0 < uj, < 13N ([-2,2] x By)| < o (4.32)

47



Visto que, Ky — jo > 0, entdo u;, ¢ também solucao fraca de (4.4), pois, sabendo que
u;, € solucao fraca de (4.31]), temos

9(p—1)(Ko+1—jo)

e e NN
[72,2] X B

: /
< sk ¢
9Ko+1—jo (£2,2]x B

< A/ "
[—2,2] X B1

para qualquer ¢ € C3°([—2, 2] x B;) nao negativa. Com isso, por (4.3)) e (4.32), podemos
aplicar diretamente o Lema em u;,, o qual, nos garante a seguinte desigualdade,

[ k=2 f -1 <s (4.33)
[0,2]><Bl [0,2]><B1

Entao, como uj, .1 satisfaz (4.4)) e (4.33)), aplicamos o Lema diretamente em w41,
obtendo

IA

1
/ _uj08t¢ + K|vuj0|p¢
[72,2} X B

Ujo+1 <1 em [1,2] X Bl.

Reescalonando para u, temos

1
US2—2j0+1§ —W em[LQ]XBl.
Assim, basta tomar \ = e concluimos a demonstracao. O]

2K0+1

Defini¢ao 4.3.1 (Solucao no sentido da viscosidade). Uma fungdo u € uma solugdo
no sentido da viscosidade para (4.29), se para qualquer ¢ € C*((—2,2) x By), tal que,
(to,z0) € (—2,2) X By é um ponto de minimo local de u — ¢, temos

Byp(to, o) + 25TV A| Vi (tg, 20) [P > 0.

Em seguida, apresentamos o melhoramento da oscilacao por baixo para solugoes

que satisfazem simultaneamente as desigualdades (4.28)) e (4.29).

Proposigao 4.3.2 (Melhoramento da Oscilagao por Baixo). Eriste uma constante
XA = XN, A,p) € (0,1), tal que, para qualquer solugio fraca u € LP(—2,2; W'P(By))
para em [—2,2] X By, e que simultaneamente é uma solu¢io no sentido da
viscosidade para em [—2,2] X By, temos a sequinte implicagdo:
Se u satisfaz as duas propriedades a sequir

u>—-2 em [—2,2] X By, (4.34)

[=2,2] x By

w2 030 (2.2 x Byl = 1 220

(4.35)

entao, temos que 3
UZ—2+>\ em [].,2] XBl/g.
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Demonstrac¢ao. Considere a funcdo u : [-2,2] x By — R uma solugao no sentido da
viscosidade de (4.29)) em [—2,2] x By, sendo também uma solugao fraca de (4.28)) em

[—2,2] x By satisfazendo as condigdes (4.34]) e (4.35)).

Defina a fungao v = [-2,2] x B; — R por
v(t,x) = —u(—t, z).

Entao, v também serd uma solugao no sentido das distribuigdes para (4.28)), pois, para
qualquer funcao teste nao negativa ¢ € C§°((—2,2) x By),

9 (Ko+1)(p—1)

/ Y R npamm—| v SILYOW T
[—2,2]x By A

. 9 (Ko+1)(p—1) .
= / —u(—t,x) Op(—t,x) + ———— |Vu(—t,z)|" ¢(—t,z) dt dx
[—2,2]><Bl

A
3 . 9(Ko+1)(p—1) 3 . _
- / B, ) 0 T) + e Vuh, )P $(F, 7) dE de
[722]><Bl A
< A / (. 7) dE d7
T 2Kt s

)
= — o(t,x)dt dx.
280t |1 s a1k (t,)

Pela condicao (4.35)), levando em conta que
{U < O} N ([_272] X Bl) = {'LL > 0} N ([_272] X 81)7

tem-se
o< 0} 0 ((-2.2] x By > 22X B (4.36)

Além disso, a condicao (4.34) garante que
v<2 em [-2,2]x B.

Portanto, podemos aplicar a Proposicao em v para obter o melhoramento da
oscilagao por cima, ou seja

v<2-X em [1,2]x By,
o que é equivalente a
u>—-24+\ em [-2,—1]x By. (4.37)

A constante A € (0,1) é especificada na Proposigao m Entao, com respeito a
alguma constante A; € (0,\) que serd determinada mais tarde, considere a fungao
¥ [=2,2] x RY — R, definida da seguinte forma,

. M M 1
Y(t,x) =min [ =2 4+ A\; -2 — §<t +2) + S A 2D (1—1z]) ).

Note que, a fungao v é solucao no sentido da viscosidade para

O + 2EAVE=DA 7P =0, em [-2,2] x RN,
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Analisando as fungbes u e 1 no bordo parabélico d([—2,2] x By), segue de (4.37)),
que P(—2,-) <u(—2,-) em B;. Além disso, como

Y(t,z) =—2— %(t—I—Q) < -2 em [-2,2]x 0By,

entao,
v <u em J([-2,2] x By).

Com isso, é possivel aplicar o Principio da Comparacao na teoria das Equacoes de
Hamilton-Jacobi ver [9], para obter a relacdo a seguir

u>1 em [—2,2] x By.

Portanto, temos que a desigualdade a baixo é satisfeita:

. Aol A Vp
w>min | =24 A\;—2 — 5 + 5\ saze @ em [1,2] x Byjs.

Entao, como p € (1, 00), temos

M r
R <8A2(P1)(K0+1)) BV Gl

isso torna possivel escolher A\; € (0, \) suficientemente perto de 0, tal que

A 1/p
20 < (8A2(p_1)(K0+1)> . (4.38)

Logo, para A\; € (0, \) satisfazendo (4.38)), implica no melhoramento da oscila¢ao de u
por baixo, ou seja,

A A
uZmin(—2+)\1;—2+?l):—2—l—?l, em  [1,2] X By

Assim, basta tomar \ = ’\7 n

4.4 Regularidade C*

Esta secao sera dedicada a prova da regularidade Holder de fungoes u que sao
solugoes simultaneamente das desigualdades (4.3) e (4.4). Em vez de provar a conti-
nuidade diretamente para u, é preferivel considerar a funcao

= u+ At.
Note que, u e u terd o mesmo expoente Holder, e u satisfaz a desigualdade
v+ A|Val? > 0. (4.39)

Essa desigualdade é mais adequada no processo de reescalonamento. Entao, sem perca
de generalidade, podemos assumir que

%Way” _ A< H(Va) < AVl

Por meio de um argumento de reescalonamento, verificamos a continuidade Holder
de u utilizando a proposicao seguinte, que garante o decaimento da oscilagao de u.
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Proposicao 4.4.1. Euxiste constantes absoluta €, € (0,1), A e (0, 1) e a € (1,p),
dependendo apenas de N, p e A, tal que, para qualquer funcao u € LP(—4,0; W'P(By))
que € solugao fraca para (4.4) em [—4,0] x By, e simultaneamente é uma solugdao viscosa

para (4.39) em [—4,0] x By, temos o sequinte, se
lul <2 em [—4,0] x By,

entdo, para todo m € Z™, u satisfaz a relacdo a sequir

<4 1-0\"
OSCA u _—
Qm* - 4 ’

onde Q. = [—€7*,0] X B jo.

Demonstracao. A prova sera feita em algumas etapas, vejamos
Etapa 1:

Considere a fungao u : [—4,0] x By — R que é solu¢ao fraca para em [—4,0] x By,
e também é solugao no sentido da viscosidade para (4.39) em [—4,0] x B;. Além disso,
suponha que |u| < 2 em [—4,0] x B;. Entao, para que seja possivel usar o melhora-
mento da oscilagao por cima ou por baixo, isto é, aplicar a Proposicao [4.3.1| ou 4.3.2]
precisamos reescalonar a funcao, de modo que, satisfaca no sentido fraco e
no sentido da viscosidade.

Definimos entao, a funcao wu; : [—5%,0] X B — R, para algumas constantes
apropriadas € € (0,1), e « € [1,p) que serdao determinadas em breve. Este a € [1,p)
nao tem relagado com a constante absoluta «(N, A, p) > 0 que aparece no Lema m
Assim, seja

uy(t, z) = u(et, ex).

Perceba que, u; € solucao fraca para a desigualdade a seguir em [—E%, 0] x Bye

1
Aep—a

De fato, como u é solugao fraca da desigualdade (4.4]), entdo dado ¢ € 030((2—3, 0) x
Bi/e) uma fungao teste nao negativa, temos

aﬂtl +

|[Vu [P < Ae®. (4.40)

1
/ —U18t¢+ A\ er—a |VU1|p¢dtdiL’
[_%’O}XBl/e =
~ 1 A
= @t / —udd+ —|VulP $di dz
[74,0]><Bl A
< g(aN) so‘A/ ¢ dt dz
[—4,0]x B1

= so‘A/ odtdx.
[%évO]XBl/s

Além disso, u; é também solucao no sentido da viscosidade em [—8%, 0] x By para
0 A Vul? >0 4.41
tU1+€p—_a’ ui[” = 0. (4.41)

o1



Com efeito, se ¢ € C*°([—Z, 0] x By :), e (u —¢) tem um minimo local em algum ponto
(to, z9) € [~ &, 0] X By, entdo, (u— @) tem um minimo local em (s, yo) = (*to, £9),
onde

Pt x) = p(t/e", x/e).
Portanto, como u é solucao viscosa para (4.39)), obtemos

9 (50, 90) + A [V@(s0,90)|P > 0,

dai, voltando para ¢, implica que

Orp(to, o) +

[Ve(to, o) = 0.

ep~«

Agora, note que

1
{81’—0‘ ce€(0,1),a € [1,p)} = (1, +00),
isso significa que, podemos encontrar € € (0,1) e a € [1,p) de tal forma que

1

gp—a

— 9(Ko+1)(p—1) (4.42)

Entao, como ;’;1 > 1, obtemos facilmente por (4.42)) a desigualdade a seguir

—Q

1 < 1
2(K0+1)(§_;i)0¢ = 2Kot+1’

Em consequéncia, segue de (4.40) e (4.41) que u; é solugao fraca para (4.28) em
[—E%, 0] x By/e, e também ¢é solucao no sentido da viscosidade para (4.29) em [—6%, 0] x
Bi.. Assim, visto que, |ui] < 2 em [—2,0] x By e [—4,0] x By C [—2%,0] x Byye,

dependendo das hipéteses (4.30)) ou (4.35) podemos aplicar diretamente a Proposigao
ou 4.3.2, obtendo

«

up <2—X em [—1,0] X By,

ou )
up > =2+ X em [—1,0] x Byjs.

Considerando o melhoramento da oscilagao por cima ou por baixo de u;, escolhemos

respectivamente d; = —5\/ 2oud; = 5\/ 2, o que implicara na desigualdade
A
|U1 — d1| <2-— 5 em [—].,O] X Bl/g. (443)
Etapa 2:

Como feito na Etapa 1, considere g1 € (0,1) e oy € [1,p) que serdo determinados
em breve, e uma fungio reescalonanda us : [——2+,0] X By e, — R, da seguinte forma
1

e%e

4
Ug(t,ZE) = N 5\ {Ul(&f?lt,ﬁll’) - dl} .
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Observe que u, é uma solugao fraca para a desigualdade abaixo em [——2e7] X By/ec,,
1
oKo+D(-1) (4 — 3\ Ac /4
- €
P 1
Oyus + Aer < 1 ) |Vug|P < R0 11 (4 - 5\) . (4.44)

De fato, dada uma funcao teste nao negativa ¢ € Cg° ((—ﬁ) X Bl/eal>, e fazendo a
1

mudanga de varidvel h(t, z) = (e, =), temos
1

9ot -1 (4 3\"
/ —u28t<b + p—on IVU2|p¢ dtdz
[_ a40t1 70}XB1/881 A 61 4
€ 51
1 4 R 9(Ko+1)(p—1) ( 4P .
= — — —u Oy p et + — 1~) Vui|P ¢ dt dz
5?1+N /[;x,O}XBl/s —A ' t¢ ! Aelf “ 4— A\ | 1| ¢
1 4t )/ . 9Eo+)(p—1) N
= —= _ —u 00 + ——— |V [P ¢ dt dz
et <4 — A JI- A& 0xB,,. A
1 45?1) A / —_—
< - dtdzx 4.45
- 5?1+N <4 — )/ 2Ko+l [~ 0% By . ¢ ( )

A 4 /
= et R odtd.
2K0+1 ' (4 - >\> [ a40¢ ]XBl/Eel

- 1
681

A desigualdade (4.45)) ocorre do fato de uy ser solucao de (4.28)), além disso, Q@(t, T) =
O(zor, &)
51 €1

Temos também que, uy é solugao viscosa para a desigualdade abaixo

~\ p—1

1 4— A
atuz + AQ(K‘)H)(p_l)E]%—m (T) |VU2|p Z 0. (446)
1

Seja p € C°(]

ponto (to, zg) € [— =1, 0] X By/ec,, OU s€ja, a fungdo abaixo tem um minimo local em
3} 51

(to, o)

0] X Bi/e., ), tal que, (ua — ¢) tem um minimo local em algum

4
OLI,
«
€ 61

4
4\

entdo, de forma equivalente a fungao a seguir tem um minimo em (g, o)

{ul(‘gtlxlt?glx) - dl} - QD(t,.Z'),

(4-X
1

u(ef't, e1x) — o(t, x).

Dessa forma, se (sq,y0) = (67" t0, €120) €
4—XN t =z
% ta Xr)=—F]7" a0
Alha) = — el o)
isso implica que, (u; —¢) tem um minimo local em (sg, yo), € como u; é solugao viscosa

de (4.41)), obtemos

0vp(s0,Y0) + IVo(s0,90)|P > 0,

ep~«
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assim,

~\ p—1
N A1 [4-2 N
dp(so/er"s yo/E1) + pr— < 1 ) IVo(so/et s yo/e1)” > 0.

Por fim, da Etapa 1 usamos (4.42), consequentemente

~\ p—1
1 4 — )\
Orplto, o) + A2V o (T) Vip(to, m0)lP > 0.
1

De fato, uy é solucao viscosa da equacao (4.46)).
Olhando para a equacdo (4.46|), é natural tomar ¢; da seguinte forma, em que
ag € (0,p) serd determinada mais a frente,

p—1

g1 = (%) o (4.47)

Com essa escolha para £, obtemos

1 (4a-3\""

-~ -1 4.48
() w
p(a;—1)

50‘1<—4 )— —4_5\ o <1
1 4_5\ 4 )

p(

a desigualdade ocorre, pois, oy € (1,p) e dai ;_1—;11) > (0. Entao, se 1 é dado por

([4.47), segue facilmente de (4.44) e (4.46) que u, é também solucao fraca de ([£.28) em
[——2+1,0] X Bi/ee,, € solugao no sentido da viscosidade para ([(1.29) em [——=, 0] X
€% £%;

B 1/eeq -
Pela construcao de us e por (4.43), uy deve satisfazer

e ainda

|U2‘ <2 em O] X Bl/251~

i

Perceba que temos a liberdade de escolher o € (1,p) tao préximo de p > 1 o quanto
quisermos. Com isso, observe que

p—1

4 p—ay
lim (_) — oo,
ar—=p~ \4 — A\

entao, podemos escolher a;y € (1, p) suficientemente préximo de p , de modo que

p—1
1 A=
_:<_~) oy
€1 4 — )\

Dessa forma, a; depende de p e A (e consequentemente de N, A, e p), e as duas relagoes
abaixo devem ser satisfeitas

p—1

1 4 p—ag ™
T - <—~> ' > 4,
511 4 — )\
1
— > 1. 4.49
o (4.49)
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Com essas desigualdades, temos a garantia que
[_470] X B(]') C [_€_a170] X B1/2817
implicando em
|U2| <2 em [—4,0] X Bl.
Portanto, podemos aplicar a Proposigaoi.3.1jou4.3.2} e de forma inteiramente analoga

a Etapa 1 obter ds € {—%, %}, de tal forma que

A
|UQ—d2| SQ—E em [—1,0] XBl/g.
Etapa 3:
Seja a; € (1,p) a mesma constante da Etapa 2 que satisfaz (4.49), e seja e; € (0,1)

dado por (4.47). Por indugao, vamos supor que foi feito o reescalonamento da funcao
original u : [—4,0] x B; = R m—1 vezes, e também obtemos uma sequéncia de nimeros

reais dy, do, ... ,d,,_1, sendo
PP
di T ara (0

de maneira que as fungoes reescalonadas sao determinadas pela seguinte relacao de
recorréncia (para 2 <k <m —1)

4
u(t,x) = . S\{uk,l(g?lt, e1x) — dg_1} (4.50)

e satisfazem as propriedades a seguir.
Para cada 1 < j < m —1, u; é solugao fraca de (4.28)) em [—4, 0] x By, e também é
solugado viscosa para (4.29) em [—4,0] x B;.
Para cada 1 < j < m — 1, temos a desigualdade
|Uj| < 2 em [—4, 0] X Bl.

Visto que, u,,_1 satisfaz as duas propriedades acima, podemos aplicar a Proposicao
4.3.1| ou 4.3.2 e deduzir que

Upo1 <2 =X, OU Up_q > —2+ X em [—1,0] x By,

isto significa que, é possivel escolher uma constante adequada

A
|Um_1 — dm_1| < 2— 5 em [—170] X Bl/g.

Y

DO | >
N | >

de forma que

Assim, considere a funcao reescalonada uy, : [, 0] X By, — R definida abaixo
1

4
Um(t,x) = ] X{um_l(e?lt,elx) —dm-1}
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Afirmamos que u, é solucao fraca de em [—gi%, 0] X By/e,, e solugao no sentido
da viscosidade para em [— T O] X Bl/51

Primeiro, vamos verificar que u,, é solucao de em [—ai%,O] X Bije,. Seja
» e C5(( a1,0> X Bi/e, ), entao

o(Ko-+1)(p—1)
/ UmOpp + ———— |Vu, [P ¢ dt dz
[_ aq 70]><B1/51 A

1 4 R 2(Ko+1)(p—1) 4 P .
- — / U 1 OibEY + ( ) & V1|7 dE dz
! [—4,0]x By A

1 ( 4 ) 1/ 8,3 Q(KOH)(I)_I)\V Phdid
= —— | ——= ] &” — Uy + ——|Vup- ldx
el N4 -\ ! [—4,0]x B, o A !
1 4 A / a
< — e dt dx
T gt (4 A) 1 9ot [_4,o}xquj
1 A / A
< 2 & di dz
E?H_N 9Ko+1 [—4,0]x B

o |
-2 & dt de.
2Ko+1 _Ei%,O]xBl/El)

Agora mostremos que u,, é solu¢ao viscosa da desigualdade (4.29) em [—Ei%, 0] x
Bije,. Suponha que ¢ € C™([—=1,0] X Byje, € (tm — ) tem um minimo local em
1
(to,z0) € [—=1,0] X Byje,. De maneira equivalente, a funcao abaixo tem um minimo
1

local em (tg, xo)

(4-N

Um—1(e77t, 612) — 1 o(t, ).

Portanto, se (so, yo) = (€7 t0, €1%0) €

~ 4—A a
Blt ) = Tt/ wfm) em [-4,0] % By,

significa que (u,,_1 — ¢) tem um minimo local em (s, yo), e consequentemente, como
Um—1 € solugao no sentido da viscosidade de (4.29) em [—4,0] x Bj, temos

(50, yo) + 2 TVE=D AV B (s, yo)[? > 0.

Voltando para ¢, obtemos

A

p—1
4 — 1
at@(tm%) + 2(K0+1)(p_1)A ( 4 > p—a1 |v@(t07$0)|p > 0,
&1

usando (4.48)), temos

Orp(to, mo) + 2K NEVA|V(tg, 20) [P > 0,

assim u,, € solucao viscosa de (|4.29)).
Por construcao, temos
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4
um| <2 em [=—57,0] X Biyzey,

1
e como [—4,0] x By C [—e7*,0] x By s, a desigualdade acima é satisfeita em [—4, 0] x
A
2

N>

B;. Entao, aplicando a Proposigao [4.3.1| ou 4.3.2, podemos encontrar d,, € {—
em que

Y Y

A
|Um—dm| §2—§ em [—1,0] XBl/Q.

Entao, indutivamente obtemos uma sequéncia de numeros reais {d,,}5°_, e uma
sequéncia de fungoes reescalonadas {u,,}5°_; definidas em (4.50)), de forma que

A
|Um — dm| <2-—- § em [—1,0] X Bl/g,

dai, para cada m € Z*, temos

i1 (6.2) = s ()] = (& 10) = (&)

‘ -

= () e - )

< 4-

>

onde (t,z), (7,y) € [-1,0] x By/5. Em consequéncia, para todo m > 0, temos

~\ m+1

S s

0sCh U Ee—
Qm Y1 = 4 ’

em que Q,, = [~ 0] x B.m /. Entao, antes de voltar para u, defina

e, = min{ey, e} e a, = max{ay,a}. (4.51)
Sabendo que, quando u; varia em Q,,, u varia em [—e]" e 0] X B/, portanto,
definindo o cilindro

Qm* = [_63*m70] X B&T/?a

temos
~\ m+1
< Y it
0SCG,, 1y, W < 08Co,, U1 < 4 0 ,
ou seja,
~ m
<22
0sCs U —_—
Qm* - 4
para todo m > 1. O

A seguir, apresentamos a prova da regularidade C'“ para solucoes da equacao de
Hamilton Jacobi.
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Teorema 4.4.1. Dados N € Z*, p€ (1,00), T >0 e R > 0. Seja u € LP(0,T;
WYP(Bgr)) uma solu¢ao limitada em (0,T) x Br para as desigualdades (4.3)) e (4.4).
Entao, para cada T € (0,T) er € (0, R), temos

ue C[r,T) x By),

com « € (0,1), e ||ul|ca(rr)xp,) dependendo apenas de N, T, 7, R, v, A, p e
[l 2= (01 x By -

Demonstracao. Sejam 7 € (0,T) e r € (0, R), além disso, tome (o, zg) € [7,T) X B,.

Entao, se
T .
L=, 2= R —r, e ¢ =min{cy, 2},

considere a funcao reescalonada
v(t,x) = u(ty + Pt,zo + cx) em [—4,0] x By.

Note que v é solucao fraca de em [—4,0] X By, e também v é solu¢ao no sentido
da viscosidade para a desigualdade (4.3) em [—4,0] x Bj.

Como ja foi dito no comego dessa segao, podemos supor que v é solucao de (4.4
e ([£.39). Assim, pela Proposicao , existem constantes ¢, € (0,1), A € ZO,l) e
a, € (1,p) dependendo apenas de N, p e A, tal que

4-3\"
oscg,, v <4 (T) . (4.52)

Definindo o cilindro Qmo = [ty — 7" P, ty] X Beoem 2, temos que, (4.52)) é equivalente a

desigualdade seguinte
14—\
08Cq,, U <4 (T)

para todo m > 1. Portanto, dado (t,z) € [1,T) x B,, tem-se
Caso I |t — to| + |z — x| < .
Considere f = min{e$*, < }. Entao, perceba que existe k € NU {0}, tal que

* ) 92

FBED < |t — to| 4 |z — 20| < PBE (4.53)

N T
5 _<T>7

azhﬂ@—ﬂﬂ@

Inpg
e de fato, a € (0, 1), por (4.47) e (4.51). Assim, temos

Defina a € (0,1) tal que

entao

o\ k
4— X\ AP 4
lu(to, o) — u(t,z)| < 4 <T> = Bkagacmzl < Bacpa(\t —to| + |z — xo])*

o8



Caso II: ¢ < |t —to| + |z — zo].

Sabendo que |u] < 2, obtemos

cPe
— <

t — u(t <4=14
|U,( vaO) u( 7’:C>| — cpe — ﬁacpa

(It = tol + |z — xo[)*.

Por fim, note que as estimativas nao dependem de (o, x¢) € [7,7T) X B,, logo concluimos
que u € C*([1,T) x B,). O
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Apéndice A

Espaco de Sobolev

A.1 Os Espagos L?(())

Definicao A.1.1. Sejam Q C RY um conjunto mensurdvel, e 1 < p < co. O conjunto
de todas as funcoes mensurdveis de 2 em R tais que

|l = { [ dx}” < oo,

Definigao A.1.2. O espago L>®(Q)) é conjunto das fungoes mensurdveis que sao limi-
tadas em quase toda parte, ou seja

serd denotado por LP(S).

L®(Q) ={f: Q= R; f € mensurdvel e, |f(x)| < C q.t.p. em Q}
dotado da norma

[ fllz() = inf{C; |f(x)| < C ¢.t.p. em Q}.

Teorema A.1.1 (Desigualdade de Holder). Suponha que f € LP(Q) e g € LP()) com
1<p<o e%—l—%:l. Entao, fg € L*(Q) e

/Q Fglde < 111l gl zocey.

Demonstracao. Veja [[10], pag. 92, Teorema 4.6] O
Proposicao A.1.1 (Interpolacao). Assuma que 1 <p <r <qg<o0, €

1 6 1-4

r . p q
Além disso, se w € LP(2) N L1(Q), entao u € L"(2), e

v < lulloyllull bt

[l

Demonstracao. Veja [[11], pag. 707] O
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A.2 Derivada Fraca

Seja k um inteiro positivo, ¢ € C*(Q), e a = (ay, ..., ), em que o é um multi-indice
de ordem |a| = ay + -+ 4+ «,, = k, entdo

o g

aq
0x} Oxon

D =

o.

Definigao A.2.1. Sejam u,v € LL (), e a um multi-indice. Entao, v é chamada a
a-ésima derivada fraca de u se

/QuDaqﬁdx: (—1)@'/9@@:, (A1)

para toda funcao teste ¢ € C5(€2).

Dessa forma, denotamos D% = v no quando (A.1]) for satisfeito para todo ¢.
Perceba que o conceito de derivada fraca é uma extensao do conceito classico, pois, se
u € C*(Q) na defini¢do acima, obtemos usando integracao por partes

/QuDo‘gbdx: (—1)""/9D“ugz5dx.

Definicao A.2.2. Se u € qualquer funcao de 2 em R, definimos a parte positiva e a
parte negativa por

U+($> = sup{u(x), 0}7 U,,(I‘) = sup{—u(x), 0}
respectivamente. E claro que
u=u;r —u_ e |ul=up+u_.

Lema A.2.1. Considere uma funcao u : 2 — R que possui todas as derivadas fracas
de primeira ordem. Entao, Vu, também existe fracamente e

Vi, — Vu seu>0
Ut = 0 seu<O.

Demonstracao. Veja [[0], pag. 152, Lema 7.6]. O
Observe que o lema acima segue para u_ e |u|, uma vez que, u_ = (—u)y e |u| =
uy + u_, sendo
—Vu seu <0
Vu_ = { 0 seu>0
Vu seu>0
V0u| = 0 seu=0

—Vu sewu<0.
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A.3 Definindo o Espaco de Sobolev

Definicao A.3.1. O espacgo de Sobolev
whe(Q)

¢ formado por todas as funcoes u : Q0 — R, tais que, a derivada fraca D*u existe, para
qualquer multi-indice o com || < k, e pertence a LP(£2).

Observacao A.3.1. Se p =2, denotamos
H*(Q) =W*(Q) (k=0,1,...).
O espaco de Sobolev W#P(Q) é um espago vetorial munido com a norma

1
P

lillwrey =4 S / D*ufPda b
9]

0<|a|<k
a qual, é equivalente a norma
1
p
bass = 35 { [ 1pouie}” = 52 10l
0<lal<k ~7¢ 0<al<k

Definigao A.3.2. Seja {u,}°°, uma sequéncia em W*P(Q). Dizemos que u,, converge
para u € W*P(Q), quando

n—00

Defini¢do A.3.3. O espaco WiP(Q) € o fecho de CS°(Q) em WHP(Q).

Entao, u € W(f P(Q)) se, e somente se, existe existe uma sequéncia de fungoes u,, €
C5e(2), tal que, u, — u em WHP(Q).

A.4 Algumas Propriedades

Proposicao A.4.1 (Regra de Leibniz). Sejam v € C°(Q) e u € WHP(Q). Entdo,

Yu € WkP(Q) e
D(u) =Y ( g ) DAy DBy,

BLa
Demonstracao. Veja [[11], pag. 261, Teorema 1]. O

Teorema A.4.1. O espaco de Sobolev W*P(Q) é um espaco de Banach, para cada k
mteiro positivo e 1 < p < o00.

Demonstracao. Veja [[11], pag. 262, Teorema 2]. O

Teorema A.4.2 (Aproximagao por fungoes suaves). Suponha que € limitado, e
que u € W*P(Q) para alguma 1 < p < co. Entdo existe uma sequéncia de fungoes
Uy € C(Q) N WHEP(Q), tal que

Up —u  em WHP(Q).
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Demonstracao. Veja [[11], pag. 265, Teorema 2]. O
Definicao A.4.1. Seja 1 < p < N, entdao o expoente critico de Sobolev de p é

. Np

p ::N——p'

Teorema A.4.3 (Desigualdade de Sobolev). Supondo que Q2 é um subconjunto aberto
e limitado de RN, e u € Wol’p(Q) para algum 1 < p < N. Entao, temos a desigualdade

[ull o) < ClIVul e,
para qualquer q € [1,p*]. A constante C' depende apenas de p,q, N e Q.

Demonstracao. Veja [[11], pag. 279, Teorema 3. O

A.5 Quociente de Diferencas

Nesta secao, fazemos um breve estudo do quociente de diferencas, o qual, desem-
penha um papel fundamental na andlise da diferenciabilidade fraca de fungoes. Mais
precisamente, essa ferramenta pode nos garantir que solucgoes fracas de em H',
estard também localmente em H?2.

Dado © € RY um aberto qualquer, e K & €, definimos o quociente de diferencas
por,
u(x + he;) — u(x)
h 7
para x € K, 0 < |h| < dist(K,99Q) e ¢; o i-ésimo vetor da base canonica em RY. Além
disso, definimos também

Thu(z) =

Thu = (Thyt, ..., Thyu).

Teorema A.5.1. Suponha que 1 < p < oo e u € WHP(Q). Entdo, para cada K € ©Q,
tem-se
||Thu||Lp(K) < C“VUHLP(Q) (A.2)

para alguma constante C e qualquer 0 < |h| < § dist(K, Q).
Demonstracao. Veja [[11], pag. 292, Teorema 3. O

Teorema A.5.2. Sejam K € 2, 1 < p < oo eu € LP(K). Suponha que existe uma
constante C' tal que
| Thull ey < C (A.3)

para todo 0 < || <  dist(K,0Q). Entdo,

ueW'(K), com ||Vullrx) < C.

Demonstracao. Veja [[11], pag. 292, Teorema 3. O

Considere a funcao nao negativa 1 com suporte compacto em Bs, e igual a 1 em
B;. Abaixo, temos algumas propriedades.
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Lema A.5.1. Para qualquer ¢, ) € L*(Bs), ¢ € H'(Bs) e ® € [L?(Bs)]N, temos

[ Dutndyids = [ o (A1)
Vn*Th,¢) = n*Th,[V¢] + 2n[Th, ¢ (A.5)
NI ADF (@)} ) = nT;, / D?F(®(x) + H®(x + hey) — &(x))) di (A.6)

Demonstrag¢ao. Para mostrar (A.4), vamos usar a mudanca de variavel y = = — he;.

Entao,

/BTm(n&)@de’ = / <n¢>(x+he")w(x)da;_/ o) @)y () ,

Para mostrar , basta utilizar a Regra de Leibniz. Agora, observe que a derivada

em t de EDF@( ) + t(P(z + he;) — P(x))), é

%DQF@)(Q:) FH®(x + he) — B(x))) - [B(x + he;) — B(x)),

logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

WToADF(®)}(z) = UDF(‘D(“hez)) DF(®(x))

[@(x + hez

= 7 / D?*F + t[®(x + he;) —

— T B(x) /0 DF(®(z) + t(®(x + hei) — B(x)) dt,

finalizando assim, a prova de (A.6]).
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Apéndice B

Resultados Auxiliares

B.1 Resultados Auxiliares

Proposicao B.1.1. Seja o > 0 e {X;} uma sequéncia de nimeros reais positivos, tais
que, A
Xi—i—l S CBinl-‘rOc’

comC>0eB>1. Se Xy < C_iB_oTl?, temos

X; < B™% X,. (B.1)
Em particular,
71— 00

Demonstragao. Provando por indugao, (B.1) é claramente verdade para i = 0. Supo-
nha que o resultado vale para ¢« > 0. Entao, como

X1 < CBX}* e X, < B™aX,,
implica que
Xis1 < CBY{B =X}t
= CB % X,Xg,
usando o fato que, Xy < C"éB_a%, tem-se da tultima igualdade que

< OB +Xy{C «B a}°
— B X,.
Concluindo assim, o processo de inducao. O
Lema B.1.1 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p,q < oo, tal que, %—l—é = 1. Entao,
ab? b

ab < —+ — (a,b>0).
p q
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Demonstracao. Veja [[11], pag. 706]. O

Lema B.1.2. Sejam p,q > 1 onde %—l—% = 1. Entao, para quaisquer numeros positivos
a,b, temos que
11 _a b

ar b < — + —. (B.2)
p q

Demonstracao. Considere a fungao f : (0,00) — R, dada por f(t) = t* — at onde
a € (0,1). Assim,
f'(t) = a(t*™ = 1),
isso implica que
F(H)>0 em  (0,1)
f)<0 em  (1,00),

isto é, f tem um méximo em ¢t = 1. Portanto,

ft) < f(1) em (0,1),
logo,
t* <at+(1-a).
Fazendot = ¢ e a = ﬁ, obtemos
(a),l, < la 4 (1 1
b/ T pb p
1
_'__

la

pb ¢

Entao, multiplicando a desigualdade acima por b, concluimos que

11 _a b
arbs < — 4 —.
p q
]
Proposicao B.1.2 (Desigualdade de Markov). Seja f : 2 — R mensurdvel. Entdo,
R
Demonstracao. Com efeito, temos
Uzr>0l = [xpnd
Q
< /X{f>R}i dx
Q =R
/]
= X{f>R} 5 dx
/Q {f> }R
< = [i1a
—= x.
A
]
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Teorema B.1.1 (Aubin-Lions). Sejam X, B eY espagos de Banach. Se Ué limitado
em LP(0,T;X) e OU/Ot = {Ou/Ot : uw € U} € limitado em L"(0,T;Y), entio Ué
relativamente compacto em LP(0,T; B), sob as condigoes abaizo

X — B compactamente , B — 'Y continuamente,
para qualquer 1 <p<ooer=1,oup=o0 er > 1.

Para ver mais detalhes sobre o Teorema [B.1.1] veja [18].
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