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Resumo

Neste trabalho de dissertação, abordaremos alguns resultados de controles para

sistemas regidos por equações diferenciais ordinárias. Estamos interessados em saber

até que ponto podemos in�uenciar o comportamento das soluções de uma equação de

forma que esta atinja um valor (ou valor médio) pré-estabelecido em um tempo �nito.

Esta noção intuitiva nos trás o conceito de conjunto dos estados acessíveis, aqueles

dados que podem ser atingidos em um tempo �nito por meio de um controle, onde

estudaremos, algumas propriedades topológicas dos mesmos. Veremos que há uma dis-

tinção bastante interessante quando estudamos problemas de controles sem restrições

e com restrições, onde apresentaremos resultados que garantam a controlabilidade em

cada caso. Veremos também o problema de otimização em relação ao tempo, isto é,

saber se existe um único controle ligando dois dados, um inicial e outro �nal, no menor

tempo possível. Por �m, estudaremos um problema Linear Quadrático (L.Q.), onde

estamos interessados em saber qual o melhor controle possível que minimize um custo

associado à trajetória do sistema e do próprio controle. A esta classe de problemas

nos referimos, usualmente, a problema de controle ótimo. Neste ponto, veremos que

as soluções ótimas do problema de ciclo aberto podem, na verdade, ser vistas como

soluções ótimas de um sistema de ciclo fechado. Para isto, faremos uso das equações

de Riccati.

Palavras-chave: Equações Diferenciais Ordinárias, controle ótimo, controlabilidade,

princípio do máximo de Pontryagin, circuito fechado, equações de Riccati.



Abstract

In this work, we deal with some control results for systems of ordinary di�erential

equations. We are interested in knowing if it is possible to in�uence the behavior of

the solutions of a given equation in such a way that they behave the way we want in

a �nite time. This intuitive notion brings us the concept of an accessible state set,

the one consisting of data that are possible to be reached in a �nite time, where we

study the topological properties of this set. We will see that there is a quite interesting

distinction when we study problems with or without restrictions, where we present

some controllability results in each case. Also, we will see the optimization problem

concerning the time, that is, we will answer the question related to the existence of

control taking one data to another in the minimal time possible. Finally, we study the

Linear-Quadratic problem (L.Q.), where our goal is to know which is the best control

that minimizes a given cost associated with the trajectories of the system and the

control itself. To this class of problems, we refer, usually, as optimal control problems.

At this point, we will see that the optimal solutions of an open-loop system can be

written as the optimal solutions of a closed-loop system. In order to do that, we will

make use of the Riccati equation.

Keywords: Ordinary di�erential equations, optimal control, controllability, Pontrya-

gin maximum principle, closed loop, Riccati equations.
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Notação

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

● ∀: para todo;

● ∃: existe;

● Conv(Ω) denota a envoltória convexa de Ω;

● ∂Ω: fronteira de Ω;

● max: denota máximo;

● min: denota mínimo;

● inf: denota o ín�mo de um conjunto;

● lim inf ∶ denota o limite inferior;

● N ∶ denota o conjunto dos números naturais;

● Z ∶ denota o conjunto dos números inteiros;

● R ∶ denota o conjunto dos números reais;

● C ∶ denota o conjunto dos números complexos;

● Re(z) ∶ denota a parte real do número complexo z;

● ∣ ∣ ∶ denota o valor absoluto ou módulo;

● det: denota o determinante;
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● Mn(K) ∶ denota o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, com coe�cientes

em K;

● χA(λ) ∶ denota o polinômio característico da matriz A;

● eA ∶ denota a exponencial da matriz A;

● A⊺ ∶ denota a transposta da matriz A;

● x⊺ ∶ denota a transposta do vetor x;

● ∇f (onde f é uma função): denota o gradiente de f ;

● AΩ(x0, T ) ∶ denota o conjunto acessível no tempo T a partir do ponto x0, com

controles tomando valores em Ω;

● Uad ∶ denota o conjunto dos controles admissíveis, isto é, o conjunto das aplicações

mensuráveis e limitadas em [0, T ] com valores em Ω ⊂ Rm ou com valores em Ω = Rm;

● ∣∣x∣∣W (onde x ∈ Kn e W ∈ Mn(K)): denota a abreviação para x‘⊺Wx;

● Cp(Ω,K) ∶ denota o conjunto das aplicações de Ω em K de classe Cp;

● Lp
loc(Ω,K) ∶ denota o conjunto de aplicações mensuráveis de Ω em K, cuja potência

p é integrável em qualquer compacto de Ω;

● H1(Ω,K): denota o conjunto das aplicações mensuráveis f de Ω em K, tal que
f, f ′ ∈ L2(Ω,K);

● Lp(Ω,K) ∶ denota o conjunto de aplicações mensuráveis de Ω em K de potência p

integrável.
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Introdução

Sempre existiu na humanidade o desejo de controlar as forças da natureza ou o

de criar dispositivos automáticos que facilitem a vida da nossa sociedade. Voltando

um pouco no tempo, vemos nos aquedutos romanos, alguns construídos em 300 a.c.,

dispositivos de controle bastante e�cientes, cujo objetivo era o de transporte de água

em fontes localizadas a grandes distâncias da cidade, mantendo os níveis de água para

abastecimento da população constante. Voltando um pouco mais no tempo, podemos

citar o engenhoso sistema de irrigação da antiga Mesopotâmia, datado de 200 a.c., como

uma obra da engenharia que certamente constitui um dispositivo de controle. Para

citarmos elementos de controle mais recentes, avançamos para o século XVIII, onde os

trabalhos de C. Huygens. e R. Hooke sobre a oscilação do pêndulo, onde o objetivo

era o de obter uma medição precisa de tempo e localização, preciosos em navegação.

Posteriormente, adaptando essas ideias, o engenheiro J. Watt criou a máquina a vapor,

tão importante para a revolução industrial.

O astrônomo George Airy foi o primeiro cientista a analisar matematicamente o

sistema inventado por J. Watt. Entretanto, a primeira descrição matemática rigorosa

foi dada por James Maxwell em 1868, onde alguns aprimoramentos à maquina a vapor

foram propostos. Após vários desses avanços, a então conhecida engenharia de controle

ganhou uma grande atenção da comunidade cientí�ca, sendo reconhecida como uma

importante disciplina acadêmica. Sugerimos o artigo [11] para o leitor interessado em

obter mais notas históricas.

Ao passar dos anos, as pesquisas em controle avançaram de maneira bastante sig-

ni�cativa. Podemos mencionar o período da segunda guerra mundial (1939-1945) onde

dispositivos de controles foram desenvolvidos para o rastreio de aviões e de mísseis

balísticos.

Após os anos 60, os métodos conhecidos até então foram entendidos como métodos

clássicos de controle. Ficou claro neste ponto que os métodos até então eram insu�-

cientes para descreverem a complexidade do mundo real. De fato, vários problemas

que começaram a surgir eram não-lineares ou não-determinísticos, o que gerou uma

massiva busca por novos resultados na área.
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Já no século 20, podemos citar as contribuições dos cientistas Richard Bellman [3]

em programação dinâmica, Rudolf Kalman [16] com técnicas de �ltragem e abordagem

algébrica e de Lev Pontryagin [18] com o princípio do máximo para problemas de

controle ótimo linear e não-linear, que estabeleceram os fundamentos da teoria moderna

de controle e da teoria matemática de controle.

Nos dias de hoje, a Teoria do Controle pode ser vista de dois pontos de vista distintos

(porém complementares), a saber, o controle em engenharia e a teoria matemática de

controle, sendo a segunda o principal foco de estudo desta dissertação.

A teoria matemática do controle é uma área da matemática com um elevado grau

de interdisciplinaridade, que se dedica à construção e análise de sistemas de controle

que possam ser escritos por meios de equações matemáticas. Neste âmbito, controlar

um sistema signi�ca garantir a existência de funções que possam in�uenciar a dinâmica

das soluções do sistema, para que este se comporte de maneira desejada.

O objetivo desta dissertação é o de apresentar diversos resultados clássicos na teoria

matemática do controle. Uma vez que um dado fenômeno possa ser representado ma-

tematicamente, por exemplo, por meio de equações diferenciais, nos dedicamos aqui a

mostrar alguns resultados positivos e negativos de controle, com enfoque nos sistemas

ditos lineares. Mais ainda, nos dedicaremos aos sistemas que possam ser representa-

dos em espaços de dimensão �nita, isto é, focaremos em resultados de controle para

equações diferenciais ordinárias.

Para o nosso estudo, entenderemos como um sistema de controle com uma equação

da forma

x′(t) = F (t, x, u), (1)

onde x(t) é a variável chamada de estado, u(t) é o controle e o parâmetro t é comu-

mente relacionada ao tempo de evolução. A função F é um dado no problema e está

relacionada às leis físicas presentes no sistema e indica precisamente como a função

x varia ao longo do tempo e como o controle u atua. Também, pode conter forças

externas �xas como gravidade, campo magnético, dentre outras.

Um problema matemático de controle pode ser entendido, de maneira geral, da

seguinte forma:

Dado um objetivo pré-determinado, podemos exibir um controle u tal que a solução x

do sistema de�nido acima, cumpre tal objetivo?

Para um problema de controle, existem dois tipos de abordagens que são bastante

encontrados na literatura, que são os conceitos de sistemas de ciclo aberto e sistemas

de ciclo fechado.
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● (Sistemas de ciclo-aberto) adequado quando conhecemos uma informação inicial do

sistema. Neste caso, para cada dado inicial, buscamos a existência de um controle u de

forma que o estado x se comporte de maneira desejada. Salientamos que, neste caso, o

controle não é adaptativo no sentido de que não depende do próprio estado x(t) para
a tomada de decisão, dependendo apenas da informação inicial.

● (Sistemas de ciclo-fechado) muito utilizado quando não conhecemos bem, ou não

podemos depender da informação inicial para controlar o sistema. Neste caso, o con-

trole deve ser adaptativo, decidindo como atuar em cada instante de tempo em função

do estado x(t), isto é, no sistema (1), devemos ter u(t) = g(x(t)), onde g deve ser

determinada.

Observação 0.1. Alguns autores denominam o primeiro problema de controle e o

segundo de estabilização. A estabilização é mais complexa de ser implementada, uma

vez que são necessários: i) Coletar informações a respeito de saída (ou do estado) do

sistema (1). Escolher, a partir da saída, uma entrada (ou controle) u para o sistema.

Vejamos, com um exemplo, como um problema matemático de controle pode ser

formulado.

Exemplo 0.1. (Controle da velocidade angular de um Rotor- [17].) Considere um

disco, ou rotor, denotado por R livre para girar em torno de um eixo �xo através do

centro de R e perpendicular ao seu plano.

Figura 1: ω(t) = θ′(t), a velocidade angular do Rotor.

Seja ω(t) a velocidade angular do rotor no tempo t, medido em torno do eixo em

coordenadas apropriadas. Seja ω(0) = ω0 a velocidade angular inicial.

O problema é controlar a saída ou resposta ω(t) pela aplicação de alguma força

externa L(t) em torno do eixo de rotação, para que saia da con�guração inicial ω0 e

atinja o repouso, isto é, o disco para de girar, em algum tempo. Aqui, a equação do

movimento é

I
dω

dt
= L(t),
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onde I é o momento de inércia constante e positivo de R em torno de seu eixo e L(t) é
a força externa ou controle. Matematicamente, o problema é escolher L(t) de maneira

compatível com a mecânica particular do sistema ou processo, de modo que a resposta

ω(t), que é a solução da equação diferencial com estado inicial ω(0) = ω0, tenda a

zero conforme t aumente. Além disso, é interessante a busca por um controle ótimo

L∗(t) de modo que a resposta ótima correspondente ω∗(t) alcance zero de maneira

mais e�ciente, por exemplo, no mínimo de tempo possível.

Esse problema de controle pode surgir se o rotor R for um rolo em algum processo

de fabricação ou se R for a seção transversal de um foguete. Na primeira situação, a

força de controle pode ser efetuado por algum dispositivo eletromecânico e, na segunda

instância, por um par de jatos de direções auxiliares. Podemos também formular o

problema de determinar controles que façam o rotor R atingir uma velocidade angular

ideal. Neste caso, ω pode indicar o erro entre a velocidade angular real e a ideal. Assim,

nosso problema pode ser visto na estrutura geral de controlar ou regular um erro para

zero.

Se a velocidade angular inicial ω0 for conhecida de antemão, o sinal de controle

L(t) pode muito bem ser especi�cado como uma entrada de ciclo-aberto (veja a �gura

abaixo)

Figura 2:
Processo de controle em ciclo-aberto

e buscamos um controle ideal L∗(t) para o objetivo desejado. No entanto, se quisermos

construir um dispositivo de controle de auto-correção que opere satisfatoriamente para

todos os valores iniciais possíveis ω0 e até mesmo corrija perturbações repetidas da

resposta ω(t), neste caso, sintetizarmos o controle ideal L∗(t) passar por um circuito

de realimentação apropriado (veja [17]) ou seja, devemos calcular uma função Ψ(ω) do
estado atual ω do rotor a ser utilizado como um sinal de controle de realimentação.

Figura 3:
Processo de controle em ciclo fechado

Neste caso, esperamos que as respostas ótimas de

I
d(ω)
dt
= Ψ(ω),

4



para o sistema de ciclo fechado, seja também uma resposta ótima quando o estado

inicial ω0 está �xado, ou seja, ω(t) coincidirá com a resposta ideal ω∗(t), que resultaria
do controle ideal L∗(t) no processo de ciclo aberto.

Consideremos agora o controle de feedback linear

Ψ(ω) = −kω,

onde a constante k > 0. Então

Iω′(t) = −kω, ω(0) = ω0,

tem a solução

ω(t) = e−( kI )tω0,

que tende a zero quando t → ∞. Se desejarmos aumentar a taxa de retardo de ω(t),
podemos aumentar a constante de ganho k. Por mais que �zermos k grande neste

modelo matemático, o rotor nunca para de fato, ele apenas tende ao repouso. Além

disso, o problema de selecionarmos controles de feedback linear ótimos em relação ao

tempo, por exemplo, não é matematicamente sensato, uma vez que cada um desses

controles pode ser melhorado aumentando a constante k. Além disso, o problema

físico não está bem posto, pois há um limite para a praticidade neste ciclo de feedback,

porque as não linearidades, como fenômenos de saturação, são mais signi�cativas para

aparatos físicos.

Uma outra abordagem, parte do fato de ser a exigência de que a força de controle

permaneça dentro de certos limites prescritos. Por conveniência de notação, vamos

exigir que

−1 ≤ L(t) ≤ 1.

O controle ótimo de torque L∗(t), que pode variar descontinuamente para levar em

conta mudanças repentinas, deve satisfazer a restrição ∣L∗(t)∣ ≤ 1 e deve direcionar o

estado inicial ω = ω0 para o estado alvo ω = 0 em um tempo mínimo possível. Neste

caso, a solução para o controle de tempo ideal de ciclo-aberto L∗(t) é óbvia a partir de
consideração físicas. Se ω0 > 0, isto é, a velocidade inicial positiva, então

L∗(t) = −1 e ω∗(t) = Iω0 − t
I

,

até o tempo T = Iω0, de onde ω∗(T ) = 0. Se ω0 < 0, tomemos

L∗(t) = 1 e ω∗(t) = Iω0 + t
I

,
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até T = −Iω0, em que ω∗(T ) = 0. Por causa da constância do sinal da resposta ótima

ω∗(T ) em cada instante, é fácil construir a lei de feedback Ψ(ω) para o controle ótimo.

Para isto, basta tomarmos

Ψ(ω) = −sinal ω,

onde a função sinal é de�nida por

sinalω =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+1 se ω > 0,
0 se ω = 0,
−1 se ω < 0.

Então, a equação diferencial não linear

Iω′ = − sinalω

terá, para cada estado inicial ω0, uma solução que é a mesma resposta ω∗(t) do tempo-

ótimo do circuito aberto correspondente.

Este trabalho de dissertação é fruto de um estudo bibliográ�co de diversas referên-

cias clássicas em teoria do controle, onde podemos citar fundamentalmente os livros

● E.B. Lee, L. Markus, Foundations of optimal control theory (ver [17]);

● E.D. Sontag, Mathematical control theory (ver [27]);

● E. Trelát, Contrôle optimal : théorie e applications. (ver [28]).

0.1 Apresentação do Problema

Um conceito bastante importante atrelado à teoria do controle é, certamente, o de

otimização. Este ramo de matemática visa, essencialmente, melhorar uma variável a

�m de maximizar um benefício ou minimizar um determinado custo. É fácil perceber-

mos que este conceito pode ser aplicado em diversas situações práticas, por exemplo,

podemos estar interessados em regular a temperatura de um meio, ou de determinar

campos de velocidades apropriadas, ou até mesmo medir uma grande quantidade de

informações, tudo isso de uma maneira otimizada.

Nesta dissertação, entenderemos por problema de controle, um sistema dinâmico

dependendo de certos parâmetros, onde um deles é o controle, a ser escolhido de forma

a in�uenciar a dinâmica do sistema para uma con�guração desejada. Normalmente,

tais sistemas são formulados por meio de equações diferenciais ou equações integrais.

Os sistemas de controle que consideraremos podem ser descrito em termos de quatro
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informações: i. o processo (ou equação) ii. o estado inicial e o estado alvo iii. a classe

de controles admissíveis e iv. o funcional custo.

i. o processo é uma relação entre o estado e o controle e frequentemente escreveremos

na forma (1) em um intervalo 0 ≤ t ≤ T , onde x e u são funções escalares ou vetoriais;

ii. o estado inicial x0 é um dado conhecido onde as soluções de (1) devem satisfazer

x(0) = x0. Os vetores x0 e x(t) podem conter componentes que representam a posição,

velocidade angular ou temperatura, que são medidos por meio de instrumentos sensí-

veis. Já o estado alvo, é aquele que deve ser atingido por meio da atuação do controle

em um tempo �nito T , ou até mesmo assintoticamente. Esta condição pode ser um

vetor �xo x1 ou até mesmo uma família de conjuntos compactos G(t) em movimento

contínuo.

iii. a classe de controles admissíveis Uad consiste de funções mensuráveis u(t) que
conduzem x0 ao alvo G(t), isto é, as soluções de (1) tais que x(0) = x0 satisfazem

x(T ) ∈ G(T ), para algum T > 0.
iv. o funcional custo é um critério quantitativo para a e�ciência de cada controle

u(t) em 0 ≤ t ≤ T na classe Uad. Veremos frequentemente o uso dos funcionais custo da

forma:

C(u) = g(x(T )) + ∫
T

0
[x⊺(t)W (t)x(t) + u⊺(t)U(t)u(t)]dt, (2)

onde g(x) é um função especi�cada assim como as matrizes simétricas W e U e x é a

solução de um sistema na forma (1) com controle u.

Sejamos mais precisos acerca dos problemas a serem abordados neste trabalho de

dissertação. Primeiramente, trabalharemos majoritariamente com a situação em que a

dinâmica é linear tanto em relação à variável estado x(t) como em relação ao controle

u(t). Nestes termos, a nossa equação (1) pode ser reescrita na seguinte forma geral:

x′ = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t). (3)

Para esta equação, realizamos os seguintes estudos, que foram divididos em três

capítulos:

� No Capítulo 1, estudaremos diversas propriedades do conjunto dos estados atin-

gíveis. Veremos que, em alguns casos, este consiste de todo o espaço euclidiano,

enquanto que em outros constituirá um conjunto convexo e compacto. Aborda-

remos os casos onde controles estão sujeitos a restrições e, neste caso, veremos

resultados locais e globais a depender de certas propriedades para os autovalores

da matriz do operador A.

� No Capítulo 2, buscamos garantir uma certa otimalidade para os controles, no

7



sentido que buscamos aqueles que cumpram o objetivo no menor tempo possível.

Este problema é comumente chamado de tempo mínimo de controlabilidade.

� Por �m, no Capítulo 3, estudaremos o problema de controle ótimo linear-quadrático

(L.Q.), onde estamos interessados em determinar e caracterizar o controle que mi-

nimiza o funcional custo (2).
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Capítulo 1

Controlabilidade

Sejam n e m dois números naturais diferentes de zero, I um intervalo de R, e
sejam A(t),B(t) e r(t) funções em L∞(I) (na verdade, L1

loc é su�ciente) com valores

respectivamente em Mn×n(R), Mn×m(R) e Mn×1(R). Seja Ω um subconjunto de Rm e

seja x0 ∈ Rn (m representa o número de controles agindo no sistema enquanto que n

estabelece o número de componentes do estado a ser controladas). Estamos interessados

no seguinte sistema de controle linear:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), t ∈ [0, T ],
x(0) = x0,

(1.1)

onde os controles u são considerados inicialmente em L∞loc(I;Ω), o conjunto das funções
mensuráveis e localmente limitadas em I, com valores no subconjunto Ω ⊂ Rm.

Para o sistema (1.1) introduzimos o conjunto dos pontos acessíveis a partir de x0

em um instante T > 0, de�nido por

AΩ(x0, T ) = {xu(T );u ∈ L∞(0, T ;Ω)}, (1.2)

onde xu(⋅) é a solução do sistema (1.1) associado ao controle u. Em outras palavras,

AΩ(x0, T ) é o conjunto de extremidades das soluções de (1.1) no tempo T , quando

variamos o controle u. De�nimos AΩ (x0,0) = {x0}.
Assim, temos os seguintes conceitos de controlabilidade que serão de suma importância

ao longo do texto:

De�nição 1.1. Dizemos que o sistema (1.1) é exatamente controlável (ou apenas con-

trolável) em um tempo �nito, se para todo x0 ∈ Rn, tivermos que ∪t≥0AΩ(x0, t) = Rn.

De maneira similar, dizemos que o sistema (1.1) é exatamente controlável no tempo T

se para todo x0 ∈ Rn, tivermos que AΩ(x0, T ) = Rn.

9



1. Controlabilidade

De�nição 1.2. Dizemos que o sistema (1.1) é nulamente controlável (ou controlável

a zero) em um tempo �nito se, para todo x0 ∈ Rn tivermos que 0 ∈ ∪t≥0AΩ(x0, t). De

maneira análoga, dizemos que (1.1) é nulamente controlável no tempo T se para todo

x0 ∈ Rn, tivermos que 0 ∈ AΩ(x0, T ).

A situação ideal seria que o sistema (1.1) sempre fosse controlável de acordo com a

De�nição (1.1). Entretanto, o resultado a seguir mostra que, dependendo do conjunto

Ω, isto pode não ocorrer.

Teorema 1.1. Sejam T > 0 e x0 ∈ Rn e consideremos o sistema de controle linear

(1.1), onde Ω ⊂ Rm é compacto. Então, para todo t ∈ [0, T ], AΩ(x0, t) é compacto,

convexo e varia continuamente em t, no intervalo [0, T ].

Demonstração. Inicialmente, provaremos este teorema supondo também que Ω é con-

vexo.

Sejam x11, x
1
2 ∈ AΩ(x0, t) e λ ∈ [0,1]. Mostremos que λx11 + (1 − λ)x12 ∈ AΩ(x0, t).

Por de�nição, para i = 1,2, existem controles ui ∶ [0, t] → Ω tal que a trajetória xi(⋅)
associada ao controle ui veri�ca

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′i(s) = A(s)xi(s) +B(s)ui(s) + r(s),

xi(0) = x0,

xi(t) = x1i .

De acordo com a fórmula de variação dos parâmetros, temos

x1i = xi(t) =M(t)x0 + ∫
t

0
M(t)M(s)−1 (B(s)ui(s) + r(s))ds,

onde M ∶ I →Mn(R) é o operador resolvente, isto é, de�nido por

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

M ′(t) = A(t)M(t), t ∈ [0, T ],
M(0) = Id.

(1.3)

(veja [9] para mais detalhes). Observe que, se A(t) = A (constante sobre I), então

M(t) = etA.
Para cada s ∈ [0, t], de�nimos por u(s) = λu1(s) + (1 − λ)u2(s) e x(⋅) a trajetória

associada ao controle u. Pela de�nição de AΩ(x0, t), temos

x(t) =M(t)x0 + ∫
t

0
M(t)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds ∈ AΩ (x0, t) .
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1. Controlabilidade

É fácil ver que,

λx11 + (1 − λ)x12 = λM(t)x0 + (1 − λ)M(t)x0

+ ∫
t

0
M(t)M(s)−1 (B(s) (λu1(s) + (1 − λ)u2(s)) + λr(s) + (1 − λ)r(s))ds = x(t).

Portanto, λx11 + (1 − λ)x12 ∈ AΩ(x0, t), o que prova a convexidade de AΩ (x0, t).

Mostremos agora a compacidade de AΩ(x0, t). Provaremos que qualquer sequência

(x1n)n∈N de pontos de AΩ(x0, t) admite uma subsequência que converge para um ponto

de AΩ(x0, t). Para cada n ∈ N, seja (un)n∈N uma sequência de controles conectando x0

à x1n no tempo t, e seja xn(⋅) a trajetória correspondente à un. Então, teremos que

x1n = xn(t) =M(t)x0 + ∫
t

0
M(t)M(s)−1 (B(s)un(s) + r(s))ds. (1.4)

Por hipótese, os controles un têm valores no compacto Ω ⊂ Rm e consequentemente,

a sequência (un)n∈N é limitada em L2([0, t];Rm). Como sabemos que L2 é um espaço

de Hilbert e re�exivo então, deduzimos que a sequência (un)n∈N converge fracamente

para um controle u ∈ L2([0, t];Rm). Observemos que L2([0, T ];Ω) é fortemente fechado

em L2([0, T ];Rm), pois se un ∈ L2([0, T ];Ω) é tal que un → u forte em L2([0, T ];Rm)
então, em particular, existe uma subsequência (unk

(t)) tal que unk
(t) → u(t) quase

sempre em [0, T ]. Como Ω é compacto, chegamos que u(t) ∈ Ω quase sempre em [0, T ].
Agora, como Ω também é convexo, obtemos pelo Teorema 3.7 de [7] que L2([0, T ];Ω)
é fracamente fechado em L2([0, T ];Rm). De onde chegamos que u ∈ L2([0, T ];Ω).

A partir da fórmula (1.4), pelo fato que M(t) e M(t)−1 são contínuas em [0, T ]
e que A, B e r são funções em L∞, chegamos que a sequência (xn) é limitada em

L2([0, T ];Rn). Além disso, pela identidade x′n = Axn + Bun + r e usando novamente

que A e B e r estão em L∞[0, T ], concluímos que (x′n(⋅))n∈N também é limitada

em L2([0, T ];Rn). Em outras palavras, a sequência (xn(⋅))n∈N é limitada no espaço

H1([0, T ];Rn), que é compacto em C0([0, T ];Rn). Desta forma, existe uma subsequên-

cia (xnk
) e alguma trajetória x(⋅) ∈ C0([0, T ];Rn) tal que xnk

Ð→ x em [0, T ].
Passando para o limite em (1.4), obtemos

x(t) =M(t)x0 + ∫
t

0
M(t)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds,

em particular

lim
i→∞

x1ni
= lim

i→∞
xni
(t) = x(t) ∈ AΩ(x0, t),

como queríamos demonstrar.
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1. Controlabilidade

Agora, mostremos a continuidade de AΩ(x0, t) observemos que neste ponto a con-

vexidade de Ω não é necessária. Seja ϵ > 0 arbitrário. Aqui, estabeleceremos a exis-

tência de δ > 0 tal que, para quaisquer números reais não-negativos t1, t2 ∈ [0, T ], com
∣t1 − t2∣ ≤ δ, vale dH (AΩ (x0, t1) ,AΩ (x0, t2)) ⩽ ε, onde dH é a distância de Hausdor�

de�nida por

dH (K1,K2) = sup(sup
y∈K2

d(y,K1), sup
y∈K1

d(y,K2)) , (1.5)

onde K1 e K2 são quaisquer subconjuntos compactos de Rn e d é a distância euclidiana

de um ponto a um conjunto, isto é d(y,K) ∶= infk∈K ∣y − k∣Rn . Por simplicidade, vamos

denotar AΩ(t) = AΩ(x0, t). Assim, se 0 ≤ t1 < t2 ≤ T temos que

dH(AΩ(t1),AΩ(t2)) =max( sup
y∈AΩ(t2)

d(y, (AΩ(t1)), sup
y∈AΩ(t1)

d(y,AΩ(t2)))

=max( sup
y∈AΩ(t2)

inf
y2∈AΩ(t1)

∣y − y2∣Rn , sup
y∈AΩ(t1)

inf
y1∈AΩ(t2)

∣y − y1∣Rn) .

Figura 1.1: Distância de Hausdor� entre dois subconjuntos do Rn.

No que segue, mostraremos que existe δ > 0 tal que se ∣t1 − t2∣ ≤ δ, então

� d(y,AΩ(t1)) ≤ ϵ, ∀y ∈ AΩ(t2),

� d(y,AΩ(t2)) ≤ ϵ ∀y ∈ AΩ(t1).

Provaremos apenas o primeiro item, sendo a prova do segundo inteiramente análoga.

Notemos que é su�ciente provarmos que existe z ∈ AΩ(t1) tal que d(y, z) ≤ ϵ.
Seja y ∈ AΩ(t2) e u ∈ L∞([0, T ];Ω) tal que a trajetória correspondente, iniciando

de x0, satisfaz x(t2) = y. Considerando a mesma trajetória no tempo t1, obtemos que

x (t2) − x (t1) =M (t2)x0 −M (t1)x0

+ ∫
t2

0
M (t2)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds

− ∫
t1

0
M (t1)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds.

Desta forma, não é difícil vermos que

x(t2) − x(t1) = M (t2)∫
t2

t1
M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds

+ (M (t2) −M (t1)) (x0 + ∫
t1

0
M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds) . (1.6)
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Com isto, se ∣t1 − t2∣ é pequeno, obviamente a primeira integral à direita da igualdade

(1.6) é pequena, enquanto que a segunda integral é pequena devido à continuidade de

t→M(t). Desta forma, provamos o que queríamos com z = x(t1).
Até este ponto, o Teorema 1.1 está provado supondo a convexidade de Ω como hipótese

adicional. Para a prova quando o Ω é apenas compacto, faremos uso de dois resultados

auxiliares que apresentaremos a seguir.

Para a convexidade de AΩ(x0, t), faremos uso do Lema de Lyapunov enunciado abaixo.

Em relação à compacidade, utilizaremos o Teorema de Aumann, também enunciado

mais adiante, e que será utilizado para provarmos que AΩ(x0, t) = AConv(Ω)(x0, t), onde
Conv(Ω) representa a envoltória convexa, recaindo no caso convexo provado inicial-

mente.

Figura 1.2: a envoltória convexa de um conjunto Ω é a interseção de todos os convexos
contendo Ω

Lema 1.2. (Lyapunov) ([17] Lema 4A pg.163)

Seja f(s) uma função vetorial em Rn, integrável no intervalo compacto I. Então, o

conjunto

K = {∫
E
f(s)ds ∣ E ⊂ [0, t] mensurável } ⊂ Rn

é convexo.

Faremos uso do lema acima para provarmos a convexidade do conjunto AΩ(x0, t)
para os casos onde Ω não é necessariamente convexo. De fato, sejam x1, x2 ∈ AΩ(x0, t)
e seja θ ∈ [0,1]. Mostraremos que θx1 + (1 − θ)x2 ∈ AΩ(x0, t). Por de�nição, existem

controles ui ∈ L∞([0, T ],Ω), i ∈ {1,2}, de modo que

xi =M(t)x0 + ∫
T

0
M(t)M(s)−1(B(s)ui(s) + r(s))ds.

Seja yi = xi − [M(t)x0 + ∫
T

0 M(t)M(s)−1r(s)ds] , o que implica que

yi = ∫
T

0
M(t)M(s)−1B(s)ui(s)ds.
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Considere a função f ∈ L1(0, T ;R2n) tal que

f(s) =
⎛
⎝
M(t)M(s)−1B(s)u1(s)
M(t)M(s)−1B(s)u2(s)

⎞
⎠
.

Assim, temos que ∫{0} f(s)ds = (0,0)⊺ e ∫
T

0 f(s)ds = (y1, y2)⊺ . Portanto, de acordo

com o Lema 1.2, deduzimos que existe um subconjunto mensurável E ⊂ [0, T ] tal que

∫
E
f(s)ds = (1 − θ)∫

{0}
f(s)ds + θ∫

T

0
f(s)ds =

⎛
⎝
θy1

θy2

⎞
⎠
,

ou seja

⎛
⎝
∫EM(t)M(s)−1B(s)u1(s)
∫EM(t)M(s)−1B(s)u2(s)

⎞
⎠
=
⎛
⎝
θy1

θy2

⎞
⎠
.

Denotemos por Ec o complementar de E em [0, T ]. Temos que

∫
Ec
f(s)ds = ∫

T

0
f(s)ds − ∫

E
f(s)ds =

⎛
⎝
(1 − θ)y1
(1 − θ)y2

⎞
⎠
,

o que implica

⎛
⎝
∫Ec M(t)M(s)−1B(s)u1(s)
∫Ec M(t)M(s)−1B(s)u2(s)

⎞
⎠
=
⎛
⎝
(1 − θ)y1
(1 − θ)y2

⎞
⎠
.

Finalmente, pedindo que

u(s) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u1(s) se s ∈ E,
u2(s) se s ∈ Ec,

e uma vez que E e Ec são conjuntos mensuráveis, obtemos que o controle assim de�nido

é uma função mensurável de [0, T ] em Ω. Além disso, a trajetória xu associada a este
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1. Controlabilidade

controle satisfaz

xu(t) =M(t)x0 + ∫
T

0
M(t)M(s)−1B(s)u(s)ds + ∫

T

0
M(t)M(s)−1r(s)ds

=M(t)x0 + ∫
E
M(t)M(s)−1B(s)u1(s)ds + ∫

Ec
M(t)M(s)−1B(s)u2(s)ds

+ ∫
T

0
M(t)M(s)−1r(s)ds

=M(t)x0 + θy1 + (1 − θ)y2 + ∫
T

0
M(t)M(s)−1r(s)ds

= θx1 + (1 − θ)x2.

E assim, temos que θx1 + (1 − θ)x2 = xu(t) ∈ AΩ(x0, t), provando a convexidade.

Provemos agora a compacidade de AΩ(x0, t). Faremos uso do teorema a seguir,

cuja prova pode ser vista em ([13] Teorema 8.4, pg.29).

Teorema 1.3. (Aumann [13]) Seja F uma função mensurável de�nida em um inter-

valo I com valores em um conjunto F (t) compacto em Rm para cada t �xo. De�nimos

∫
I
F (τ) dτ = {∫

I
f(τ) dτ ; f mensurável , f(τ) ∈ F (τ), τ ∈ I} .

Então, os conjuntos ∫I F (t)dt e ∫I ConvF (t)dt são compactos, convexos e mais ainda

∫
I
F (t)dt = ∫

I
ConvF (t)dt.

Agora, concluiremos a prova do Teorema 1.1. Lembremos que nos resta provar

apenas a compacidade de AΩ(x0, t). Pelo teorema de Aumann, temos

{∫
T

0 M(t)−1B(t)u(t)dt ∣ u ∈ L∞(0, T ;Ω)}

= {∫
T

0 M(t)−1B(t)u(t)dt ∣ u ∈ L∞(0, T ;Conv(Ω))} .

Daí, temos que AΩ = AConv(Ω) e assim ambos são convexos e compactos, conforme

queríamos demonstrar.

Observação 1.1. É fácil ver que Conv(∂Ω) = Conv(Ω). Assim, AΩ(x0, t) = A∂Ω(x0, t),
signi�cando que conseguimos atingir os mesmos alvos com controles tomando valores

apenas na fronteira de Ω.

Observação 1.2. Provamos que se o conjunto de restrições de controle Ω é compacto,

então o conjunto acessível é compacto, convexo e evolui continuamente no tempo.

Em tais condições, obviamente AΩ (x0, t) nunca será igual ao espaço Rn. Em outras
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palavras, o sistema (1.1) nunca será controlável para nenhum t > 0 (ver De�nição 1.1).

Isto se deve em virtude das restrições impostas ao controle por meio da região Ω. Desta

forma, o resultado do teorema anterior nos permite de�nir o conceito de tempo mínimo:

dados x0 e x1, dois pontos distintos de Rn, não podemos conduzir soluções do sistema

de controle de x0 para x1 em um tempo arbitrário, apenas após um tempo mínimo

adequado. Abordaremos sobre este assunto mais na frente.

Figura 1.3: o conjunto dos estados atingíveis podem não cobrir todo o espaço Rn

Vamos agora, examinar o caso em que x0 = 0, r = 0 e o conjunto Ω é todo o espaço

Rm. O conjunto alcançável no tempo t ∈ [0, T ] é então:

AΩ(0, t) = {∫
t

0
M(t)M(s)−1B(s)u(s)ds; u ∈ L∞(0, T ;Rm)} . (1.7)

Observemos que, se r = 0 e x0 = 0, então a solução de x′ = A(t)x(t) + B(t)u(t), se
escreve da forma

x(t) =M(t)∫
T

0
M(s)−1B(s)u(s)ds,

e, ademais, é linear em u. Esta observação nos leva à seguinte proposição:

Proposição 1.4. Seja r = 0, x0 = 0 e Ω = Rm. Para todo t ∈ [0, T ], o conjunto ARm(0, t)
é um subespaço vetorial de Rn. Se assumirmos ainda que o sistema é autônomo, isto

é, que A(t) = A e B(t) = B são constantes , então para todo 0 < t1 < t2 temos

ARm(0, t1) ⊂ ARm(0, t2).

Figura 1.4: ARm(0, t1) ⊂ ARm(0, t2).
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Demonstração. Sejam x11, x
1
2 ∈ ARm(0, t) e λ, τ ∈ R. Para i = 1,2 existe por de�nição

um controle ui e uma trajetória associada xi(⋅) satisfazendo xi(t) = x1i , de onde temos

que

x1i =M(t)∫
t

0
M(s)−1B(s)ui(s)ds.

Para todo s ∈ [0, T ], seja u(s) = λu1(s) + τu2(s). Então

λx11 + τx12 =M(t)∫
t

0
M(s)−1B(s)u(s)ds ∈ ARm(0, t).

Para a segunda parte da proposição, lembremos que, nesse caso, M(t) = etA. Seja
x11 ∈ ARm(0, t1) provemos que x11 ∈ ARm(0, t2). Por de�nição, existe um controle u1 em

[0, t1] de modo que a trajetória associada x1(⋅) satisfaça x1(t1) = x11, de modo que

x11 = et1A∫
t1

0
e−sABu1(s)ds.

De�niremos u2 em [0, t2] por

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u2(t) = 0 se 0 ≤ t ≤ t2 − t1,
u2(t) = u1(t1 − t2 + t) se t2 − t1 ≤ t ≤ t2.

Seja x2(⋅) a trajetória associada à u2 em [0, t2]. Assim,

x2(t2) = et2A∫
t2

0
e−tABu2(t)dt.

Com isso,

x2(t2) = et2A (∫
t2−t1

0
e−tABu2(t)dt + ∫

t2

t2−t1
e−tABu2(t)dt)

= et2A∫
t2

t2−t1
e−tABu2(t)dt.

Fazendo a mudança de variável, onde s = t1 − t2 + t, temos claramente que ∂s
∂t = 1 e

portanto

x(t2) = et2A∫
t1

0
e−(s+t2−t1)ABu2(t2 − t1 + s)ds

= et2Ae−t2Aet1A∫
t1

0
e−sABu1(s)ds

= et1A∫
t1

0
e−sABu1(s)ds = x11.

Assim, x11 ∈ ARm(0, t2).

O resultado precedente nos permite imaginar que, para sistemas autônomos, isto

é, cujos operadores não dependem do tempo, e para o caso em que Ω = Rm, é possível

termos sistemas controláveis (ver De�nição 1.1). De fato, na seção seguinte estabelece-
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remos resultados de controlabilidade (ser controlável ou não) para sistemas autônomos.

1.1 Controlabilidade de sistemas lineares autônomos

Nesta seção, apresentaremos resultados de controlabilidade sem nenhuma restrição

aos controles, isto é, quando o conjunto Ω coincide com Rm. O principal resultado

apresentado a seguir é conhecido como condição de Kalman, devido a R. Kalman veja

[15], que estabelece, sob certas condições para as matrizes A e B do sistema (1.1),

quando este é controlável, ou não.

1.1.1 Caso sem restrição no controle: Condição de Kalman

O sistema estudado nesta seção tem a forma:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x′(t) = Ax(t) +Bu(t) + r(t), t ∈ [0, T ],
x(0) = x0,

(1.8)

onde A ∈ Mn×n(R) e B ∈ Mn×m(R) não dependem do parâmetro t. Assumimos que o

controle u(⋅) não está sujeito a nenhuma restrição (Ω = Rm), ou seja, o conjunto dos

controles admissíveis Uad é o espaço L∞(0, T ;Rm).
De posse dos conceitos de controlabilidade dados nas De�nições 1.1 e 1.2, temos o

seguinte resultado clássico de controlabilidade para sistemas do tipo (1.8):

Lema 1.5. As seguintes a�rmações são equivalentes:

i) O sistema (1.8) é exatamente controlável no tempo T ;

ii) O sistema (1.8) é nulamente controlável no tempo T .

Demonstração. i⇒ ii) sai diretamente pela de�nição, como somos capazes de levar o

estado para qualquer dado �nal x1, basta então tomarmos x1 = 0.
ii⇒ i) consideremos x̂(⋅) e x̌(⋅) soluções de:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x̂′(t) = Ax̂(t), t ∈ [0, T ],
x̂(T ) = x1,

e ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x̌′(t) = Ax̌(t) +Bu(t) + r(t), t ∈ [0, T ],
x̌(0) = x0 − x̂(0),

respectivamente, onde o controle u é escolhido de tal forma que x̌(T ) = 0. Seja x(t) =
x̌(t) + x̂(t). Então temos que x(0) = x0 e x(T ) = x1. Além disso, temos que x′(t) =
Ax(t) +Bu(t) e portanto segue o resultado.
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1. Controlabilidade

O teorema a seguir nos dá uma condição necessária e su�ciente de controlabilidade.

Teorema 1.6. (Kalman [15]) Suponhamos que Ω = Rm (sem restrição no controle). O

sistema (1.8) é controlável (veja De�nição 1.1) se, e somente se, a matriz

C = [B,AB, . . . ,An−1B] (1.9)

tem posto n, isto é, Posto(C) = n.

A matriz C é chamada de matriz de Kalman, e a condição Posto(C) = n é chamada

de condição de Kalman. Quando o par (A,B) satisfaz a condição de Kalman, dizemos

que este par é controlável.

Observação 1.3. A condição de Kalman não depende de T ou de x0. Em outras

palavras, se um sistema linear autônomo da forma (1.8) é controlável em um tempo

�nito T a partir de x0, então ele é controlável a qualquer instante de tempo e partindo

de qualquer con�guração inicial.

A demonstração do Teorema 1.6 se reduz a provar o seguinte lema:

Lema 1.7. A matriz C é de posto n se, e somente se, a aplicação linear

Φ ∶ L∞ (0, T ;Rm) → Rn

u↦ ∫
T

0
e(T−t)ABu(t)dt

é sobrejetora.

Demonstração. Suponhamos que Posto(C) < n, mostremos que Φ não é sobrejetora.

Como a aplicação C não é sobrejetora, existe um vetor linha ψ ∈ Rn/{0}, onde ψ
tal que ψ⊺C = 0. Desta forma,

ψ⊺B = ψ⊺AB = . . . = ψ⊺An−1B = 0.

No entanto, de acordo com o teorema de Cayley-Hamilton (veja [22]), A é raiz de seu

polinômio característico, isto é, existem números reais a0, a1,⋯, an−1 tais que

An = a0I +⋯an−1An−1.

Assim, temos que:

ψ⊺AnB = ψ⊺
n−1

∑
i=0

aiA
iB =

n−1

∑
i=0

aiψ
⊺AiB = 0.
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1. Controlabilidade

Realizando um argumento de indução sobre o operador An+k, chegamos que

ψ⊺AkB = 0, (1.10)

para todo k ∈ N.
Por de�nição de exponencial de matrizes, temos

etA =
∞

∑
k=0

tkAk

k!
.

Portanto, por (1.10) chegamos que

ψ⊺etAB = 0,

para todo t ∈ [0, T ]. Consequentemente, para qualquer controle u obtemos

ψ⊺Φ(u) = ψ⊺∫
T

0
e(T−t)ABu(t)dt = ∫

T

0
ψ⊺e(T−t)ABu(t)dt = 0,

o que mostra que Φ não é sobrejetora.

Reciprocamente, se Φ não é sobrejetora, então existe um vetor linha ψ ∈ Rn/{0} tal
que, para qualquer controle u temos

ψ⊺∫
T

0
e(T−t)ABu(t)dt = ∫

T

0
ψ⊺e(T−t)ABu(t)dt = 0.

Isso implica que, para todo t ∈ [0, T ],

ψ⊺e(T−t)AB = 0. (1.11)

Em t = T , obtemos ψ⊺ ⋅ B = 0. Note que, derivando a expressão (1.11) em relação à

variável t, obtemos
d

dt
(ψ⊺e(T−t)AB) = −ψ⊺e(T−t)AAB = 0, (1.12)

e tomando t = T , chegamos que ψ⊺AB = 0. Assim, derivando (1.12) sucessivamente,

conseguimos

d

dt
(ψ⊺e(T−t)AAiB) = ψ⊺e(T−t)AAi+1B = 0, i = 0,⋯, n − 2.

Tomando t = T , obtemos ψ⊺e(T−t)AAjB = ψ⊺Ai+1B = 0, e assim temos �nalmente que

ψ⊺B = ψ⊺AB = ⋯ = ψ⊺An−1B = 0.
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1. Controlabilidade

Daí ψ⊺C = 0 de onde Posto(C) < n.

De posse do Lema 1.7, podemos facilmente demonstrar o Teorema 1.6.

Demonstração. (Teorema 1.6) Seja a matriz C de posto n, então de acordo com Lema

1.7, a aplicação Φ é sobrejetora, ou seja Φ(L∞) = Rn. No entanto, para qualquer

controle u, temos que

x(T ) = eTAx0 + ∫
T

0
e(T−t)A(Bu(t) + r(t))dt,

de modo que, o conjunto acessível no tempo T de um ponto x0 ∈ Rn é,

ARm (x0, T ) = {eTAx0 + ∫
T

0
e(T−t)Ar(t)dt + ∫

T

0
e(T−t)ABu(t)dt, u ∈ Uad}

= eTAx0 + ∫
T

0
e(T−t)Ar(t)dt +Φ (L∞)

= Rn,

o que mostra que o sistema é controlável.

Reciprocamente, se o sistema é controlável, então, por de�nição, temos que para

todo x0, x1 ∈ Rn, existe um controle u conectando x0 à x1 no tempo T . Em particular,

o sistema é controlável partindo de x0 de�nido por:

x0 = −e−TA∫
T

0
e(T−t)Ar(t)dt ∈ Rn.

Sendo assim, neste ponto, o conjunto acessível no tempo T é escrito

Rn = ARm (x0, T ) = {eTAx0 + ∫
T

0
e(T−t)Ar(t)dt + ∫

T

0
e(T−t)ABu(t)dt, u ∈ Uad}

= {∫
T

0
e(T−t)ABu(t)dt, u ∈ Uad} = Φ(L∞).

isto prova que a aplicação Φ é sobrejetora e portanto, de acordo com o Lema 1.7, a

matriz C tem posto n.

O teorema a seguir apresenta uma poderosa ferramenta matemática utilizada para

o estudo das propriedades de sistemas lineares invariantes no tempo. Esse teorema foi

proposto por Malo Hautus, em seu trabalho Controllability and Observability Conditi-

ons of Linear Autonomous Systems (veja [12]). Nesse artigo, Hautus faz uma análise de

sistemas de controles lineares abordando várias aspectos, entre eles, a controlabilidade

de sistemas lineares autônomos.
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Teorema 1.8. (Hautus [12]) O sistema de controle (1.8) é controlável no tempo T

se, e somente se, a matriz [λI −A,B] de ordem n × (n +m) tem posto n para todo

autovalor λ de A.

Demonstração. Suponhamos que para algum autovalor λ de A, onde λ ∈ C, tenhamos

Posto [λI −A,B] < n.

Isto implica dizer que dim (Im [λI −A,B]) < n, portanto, existe um vetor linha v ≠ 0
tal que:

vT [λI −A,B] = 0 ou seja
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

vT [λI −A] = 0,
vTB = 0.

Em particular, v⊺A = v⊺λ e portanto v⊺ é um autovetor à esquerda de A. Notemos que

v⊺A2 = (v⊺A)A = (λv⊺)A = λ(v⊺A) = λ2v⊺ e, por indução, obtemos:

v⊺Ak = λkv⊺, ∀k ∈ {1,⋯, n − 1}.

Consequentemente

v⊺ [B,AB, . . . ,An−1B] = [v⊺B,v⊺AB, . . . , v⊺An−1B]

= [0, λv⊺B, . . . , λn−1v⊺B]

= [0,0 . . . ,0] .

Como temos que v ≠ 0, segue-se que o posto [B,AB, . . . ,An−1B] < n e por Kalman,

temos que o sistema (1.8) não é controlável, e portanto segue que posto [λI −A,B] = n.
Reciprocamente, se posto [λI −A,B] = n, suponhamos que o sistema (1.8) não seja

controlável. Então, pelo Teorema 1.6, a matriz de Kalman é tal que Posto(C) = r < n.
Assim, temos que existe uma matriz Q inversível tal que:

Q−1AQ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A1 A2

0 A3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, Q−1B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

B1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

este fato pode ser provado considerando uma base com r elementos da imagem de

C e completando com uma base de Rn. A con�guração acima resulta da escrita de

operadores A e B nessa nova base, onde A1 ∈ Rr×r e B1 ∈ Rr×m (veja [27], Lema 3.3.3

para mais detalhes). Notemos que a matriz A3 é uma matriz quadrada, portanto, seja

λ um autovalor da matriz A3 associado ao autovetor y, isto é, y⊺A3 = λy⊺.
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Seja x ∈ Rn, de�nido por

x = [Q−1]⊺
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
ou x⊺ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⊺

Q−1.

ComoQ é uma matriz inversível, temos claramente queQλQ−1 = λI. Portanto, segue-se

x⊺ [λI −A B] = x⊺Q [λQ−1 − Q−1AQQ−1 Q−1B]

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⊺

Q−1Q

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λQ−1 −

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A1 A2

0 A3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Q−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

B1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λ

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⊺

Q−1 −
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⊺ ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A1 A2

0 A3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Q−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

y

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⊺ ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

B1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= [[0 λy⊺]Q−1 − [0 y⊺A3]Q−1 0] .

Desta forma, chegamos que

x⊺ [λI −A B] = [0 y⊺ [λI −A3] 0]Q−1

= [0 [λI −AT
3 ] y 0]Q−1

= [0] .

Como x⊺ ≠ 0, segue-se que posto [λI −A B] < n, o que é uma contradição. Portanto,

o sistema (1.8) é controlável.

É importante salientarmos que tanto o Teorema 1.6 quanto o Teorema 1.8 são ex-

tremamente e�cazes para a decisão sobre a controlabilidade de um dado sistema de

equações diferenciais ordinárias. O teste de Hautus ganha uma importância adicio-

nal, uma vez que é possível estabelecermos uma versão do mesmo para o controle de

equações diferenciais parciais (veja [9]).

Agora, vejamos alguns exemplos sobre como aplicar os dois testes para decidir sobre

a controlabilidade de um sistema.

Exemplo 1.1. Consideremos o forno elétrico industrial com os seguintes dados:

y0 = a temperatura exterior do forno;

y1 = a temperatura na "parede"do forno;

y2 = a temperatura interna do forno;

u = a intensidade do calor produzida pela bobina;

ai = as superfícies do forno (interna e externa);

ci = as capacidades térmicas especí�cas (interna e externa);
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ri = os coe�cientes de radiação.
Temos a seguinte modelagem da equação do forno elétrico:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

c1ẏ1(t) = −a1r1 (y1 − y2) (t) − a2r2 (y2 − y0) (t) + u(t), t ∈ [0, T ],
c2ẏ2(t) = a1r1 (y1 − y2) (t).

(1.13)

O problema do forno: para qualquer temperatura do forno no momento inicial t = 0,
podemos atuar no sistema (1.13) por meio do controle u de forma que a temperatura

interna do forno seja igual, no momento t = T dado, a um valor desejado z2?

Vamos fazer as seguintes mudanças nas variáveis; x1 = y1 − y0, x2 = y2 − y0, como os

coe�cientes ci não são nulos, obtemos

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1(t) =
−a1r1
c1

x1(t) −
a2r2 − a1r1

c1
x2(t) +

1

c1
u(t), t ∈ [0, T ],

ẋ2(t) =
a1r1
c2
(x1(t) − x2(t)) ,

que pode ser escrito na seguinte forma de matriz:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ],

onde:

x =
⎛
⎝
x1

x2

⎞
⎠
, A =

⎛
⎜⎜
⎝

−a1r1
c1

−a2r2 + a1r1
c1a1r1

c2

−a1r1
c2

⎞
⎟⎟
⎠

e B =
⎛
⎜
⎝

1

c1
0

⎞
⎟
⎠
.

Portanto, a matriz de Kalman é da forma

C = [B AB]
⎛
⎜⎜
⎝

1

c1

−a1r1
c21

0
a1r1
c1c2

⎞
⎟⎟
⎠
.

Daí
Posto(C) = 2⇔ det(C) ≠ 0

⇔ 1

c1

a1r1
c1c2

≠ 0

⇔ a1r1 ≠ 0.

Desta forma, o sistema é controlável se, e só se, a1r1 ≠ 0.
Aplicando o critério de Kalman, temos que

Posto[λI −A B] = Posto
⎛
⎜⎜
⎝

1 0
a1r1 + λc2

λa1c1r1 + λa1c2r1 + a1a2r1r2 + λ2c1c2
0 1

a1r1
λa1c1r1 + λa1c2r1 + a1a2r1r2 + λ2c1c2

⎞
⎟⎟
⎠
,
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o qual tem posto 2, portanto o sistema é controlável.

Exemplo 1.2. Assuma que o corpo de um avião está inclinado em ϕ radianos (seu

ângulo de inclinação) com respeito à horizontal. Ele está voando a uma velocidade

constante (não nula) de c metros por segundo e sua trajetória de vôo forma um ângulo

de α radianos com a horizontal (se α > 0, o avião está ganhando altitude e caso

α < 0, então ele está perdendo altitude). Denotando por h a altura do avião em

metros e assumindo que os ângulos são pequenos, as quantidades acima referidas estão

relacionadas pelas equações diferenciais linearizadas

α̇ = a(ϕ − α),
ϕ̈ = −ω(ϕ − α − bu),
ḣ = cα,

onde ω > 0 é uma constante representando uma frequência natural de oscilação e a, b

são constantes positivas. O controle u é proporcional à posição dos elevadores (ver

�gura 1.5) (Elevadores são superfícies móveis localizadas na cauda da aeronave. Um

modelo mais completo sobre as questões espaciais e de orientação do avião exigiria

incluir outras superfícies: por exemplo, o leme, também na cauda, proporciona um

controle direcional e os ailerons nas asas criam torques opostos para afetar a altitude

lateral do avião. Além disso, o impulso do motor afeta a velocidade).

Figura 1.5:

Podemos modelar o sistema acima da seguinte forma: com n = 4 e m = 1, façamos

x1 = α,x2 = ϕ,x3 = ϕ̇ e x4 = h, portanto, obtemos

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a a 0 0

0 0 1 0

ω −ω 0 0

c 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

x3

x4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

ωb

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

u

o qual é um sistema linear. Após cálculos elementares, podemos ver que a matriz de
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Kalman C = [B AB A2B A3B] do sistema, com

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a a 0 0

0 0 1 0

ω −ω 0 0

c 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

ωb

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

é dada por
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 aωb −a2ωb
0 ωb 0 −ω2b

ωb 0 −ω2b ω2ab

0 0 0 aωbc

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

o qual possui posto 4. Logo o sistema é controlável.

Aplicando a condição de Hautus, temos que

Posto[λI −A B] = Posto

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
ωab

λ2(a + λ) + λω
0 1 0 0

ωb(a + λ)
λ2(a + λ) + λω

0 0 1 0
ωb(a + λ)
λ(a + λ) + ω

0 0 0 1
ωabc

λ (λ2(a + λ) + λω)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

o qual possui posto 4. Portanto, o sistema é controlável.

Nesta seção, estudamos resultados de controlabilidade para sistemas lineares autô-

nomos, sem impormos nenhuma restrição sobre os controles. Na seção a seguir, veremos

que tipos de resultados podem ser obtidos quando este não é o caso.

1.1.2 Caso com restrições nos controles

Um problema importante que surge em diversas aplicações é aquele que conside-

ramos restrições às variáveis de controle. De fato, em várias situações práticas não

dispomos de recursos, ou não é factível a construção de controles sem restrições. Desta

forma é importante sabermos quais estados podem ser atingidos em um determinado

intervalo de tempo.

Consideramos novamente um sistema linear autônomo em Rn da forma

x′(t) = Ax(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ], (1.14)

onde as matrizes A e B assumem seus valores respectivamente emMn×n(R) eMn×m(R).
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Relembremos, nesta seção, o conjunto de controles admissíveis Uad é o conjunto das

aplicações mensuráveis e limitadas em [0, T ] com valores em Ω ⊂ Rm, isto é, Uad =
L∞(0, T ;Ω).

Note que, em geral, como já mostramos nos resultados anteriores, (veja os Teoremas

1.1 e 1.6) um sistema de controle linear pode ser exatamente controlável quando Ω = Rm

(sem restrição de controle), enquanto que se restringirmos a imagem dos controles a

um subconjunto Ω de Rm o sistema pode passar a não ser exatamente controlável.

Ilustraremos este fato com o exemplo a seguir:

Exemplo: Considere o sistema de controle linear

x′(t) = −x(t) + u(t) em R. (1.15)

Note que se Ω coincidisse com R, teríamos pelo Teorema 1.6 que o sistema (1.15) seria

controlável uma vez que a matriz de Kalman seria a matriz [B] = [1], que tem posto 1.

Entretanto, se tomarmos Ω = [−1,1], o sistema não é controlável partindo da origem.

Com efeito, suponhamos que podemos conduzir x0 = 0 ao estado x1 = 2 em um tempo

�nito t > 0. Então existiria u ∈ L∞(0, T ;Ω) tal que x(t) = x1 = 2. Porém,

2 = x1 = x(t) = ∫
t

0
e−(t−s)u(s)ds,

e como u(s) ∈ [−1,1] para todo s ∈ R, temos que

−(1 − e−t) = −∫
t

0
e−(t−s)ds ≤ 2 ≤ ∫

t

0
e−(t−s)ds = 1 − e−t.

A desigualdade 2 ≤ 1 − e−t implica que e−t ≤ −1, o que é um absurdo, visto que t > 0.
Portanto, o sistema com controle restrito a Ω = [−1,1] não é controlável. Entretanto,

veremos mais condições que garantam algum tipo de resultado de controlabilidade para

o sistema do tipo (1.14) com restrições sobre o controle dada pelo conjunto Ω.

No intuito de estabelecermos um sentido de controlabilidade para sistemas que não

são necessariamente controláveis no sentido das de�nições 1.1 ou 1.2, estabelecemos os

novos conceitos a seguir:

De�nição 1.3. (controlabilidade nula-local/global) O sistema (1.14) é dito localmente

nulo-controlável, se existe um conjunto aberto V de Rn que contém a origem onde as

soluções de (1.14) partindo de qualquer x0 ∈ V podem ser conduzidas até x1 = 0 em um

tempo �nito. Se V = Rn, então dizemos que (1.14) é globalmente nulo controlável em

um tempo �nito (ou simplesmente nulamente controlável de acordo com a De�nição
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1.2).

De�nição 1.4. (Controlabilidade a partir da origem) O sistema (1.14) é controlável

a partir da origem, se para todo ponto x1 ∈ Rn, existe um controle admissível u que

direciona 0 para x1 em um tempo �nito.

1.1.3 Resultados de controlabilidade nula local

Nesta seção, provaremos resultados que caracterizam a controlabilidade nula-local

para o sistema (1.14), para o caso em que os controles admissíveis pertencem a Uad =
L∞(0, T ;Ω), quando Ω não necessariamente é igual a Rm. Iniciamos com o seguinte

resultado de [17] pg.84.

Teorema 1.9. Considere o sistema (1.14) com restrições sobre o controle dado pelo

conjunto Ω ⊂ Rm tal que 0 ∈ Int(Ω). O sistema é localmente nulo-controlável se, e

somente se, o par (A,B) for controlável, isto é, a matriz de Kalman C dada em (1.9)

tem Posto n.

A prova do Teoema 1.9 é baseada no resultado a seguir que também pode ser

encontrado em [17], pg.83.

Lema 1.10. Suponhamos que a condição de Kalman é satisfeita. Se o conjunto de

restrição Ω ⊂ Rm é tal que 0 ∈ IntΩ, então o conjunto acessível AΩ(x0, t) no tempo t

contém uma vizinhança do ponto etAx0. Em outras palavras, o ponto inicial x0 pode

ser direcionado para todos os pontos de uma vizinhança etAx0.

Demonstração. Como 0 ∈ Int(Ω), existe ϵ > 0 tal que a bola fechada BRm[0, ϵ] de centro
na origem e raio ϵ, está contida em Ω. Seja S = L∞(0, T ;B[0, ϵ]) claramente satisfaz

0 ∈ S ⊂ Ω. Como a bola é convexa, é fácil ver que S é um conjunto convexo.

Seja AS(x0, t) = {etAx0 + ∫
T

0 e(t−s)ABu(s)ds ;u ∈ S}, o conjunto dos estados atin-

gíveis a partir de x0 por controles em S Pelo Teorema 1.1, o conjunto AS(x0, t) é
convexo e compacto. Mais ainda, temos AS(x0, t) ⊂ AΩ(x0, t) e, além disso, podemos

ver que AS(x0, t) é simétrico em relação à etAx0. De fato, se h ∈ R e v ∈ Rn e se

etAx0 +hv ∈ AS(x0, t), então existe u ∈ S tal que hv = ∫
t

0 e
(t−s)ABu(s) ds. Assim, temos

que

etAx0 − hv = etAx0 + ∫
t

0
e(t−s)AB(−u(s)) ds

que certamente pertence a AS(x0, t).
Supondo que dim(AS(x0, t)) < n, então existe ψ ∈ Rn∖{0} tal que ψ⊺ ∫

t

0 e
(t−s)ABu(s)ds =

0, para todo u ∈ S. Para ϵ̃ su�cientemente pequeno, podemos tomar ũ(s) = ϵ̃B⊺ (e(t−s)A)⊺ψ ∈
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S e chegamos que ∫
t

0 ∣ψ⊺e(t−s)ABu(s)∣
2
ds = 0, ou ainda que

ψ⊺e(t−s)AB = 0, para todo s ∈ [0, T ]. (1.16)

Em particular, quando t = s, obtemos ψ⊺B = 0. Note que, derivando a expressão (1.16)
em relação a t, obtemos

d

dt
(ψ⊺e(t−s)AB) = −ψ⊺e(t−s)AAB = 0,

de onde tomando t = s, obtemos ψ⊺AB = 0. E assim, por derivações sucessivas, obtemos

d

dt
(ψ⊺e(t−s)AAiB) = ψ⊺e(t−s)AAi+1B = 0, i = 0,⋯, n − 2,

de onde �nalmente, chegamos em

ψ⊺B = ψ⊺AB = ⋯ = ψ⊺An−1B = 0.

Portanto, a matriz de Kalman C é tal que Posto(C) < n, o que representa uma

contradição. Assim, dim(AS(x0, t)) = n e portanto AS(x0, t) contém uma vizinhança

do ponto etAx0, de onde AΩ(x0, t) contém uma vizinhança do ponto etAx0.

A conclusão do Lema 1.10 se deu em função do seguinte resultado:

Lema 1.11. Seja U ⊂ Rn um conjunto convexo, compacto e simétrico em relação a um

ponto x0 e tal que dim(U) = n. Então x0 ∈ IntU .

Demonstração. Sejam {v1, v2,⋯, vn} uma base de Rn e considere fi(t) = x0 + tvi. Para
cada i = 1,⋯, n, existe ti tal que fi(ti) e fi(−ti) pertencem à fronteira de U . Notemos

que, pela convexidade de U , os pontos ti e −ti são os únicos com essa propriedade na

direção vi. Assim, seja W = Conv{f(t1), f(t2),⋯, f(tn), f(−t1), f(−t2),⋯, f(−tn)}. É

claro que W se trata de um poliedro do Rn de centro x0, portanto x0 pertence ao seu

interior.

Antes de provarmos o Teorema 1.9, façamos algumas observações. De�nimos o

sistema tempo-inverso como sendo a seguinte equação de estado

z′(t) = −Az(t) −Bv(t). (1.17)

Seja v o controle tal que z(T ) = x0. De�nindo x(t) = z(T − t), temos que x é a solução

de (1.14) com x(0) = z(T ) = x0 e x(T ) = z(0) = 0.
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Portanto, podemos concluir que o conjunto dos estados atingíveis a partir de 0

para o sistema tempo-inverso é igual ao conjunto dos estados conduzíveis à origem do

sistema original.

vamos agora à prova do Teorema 1.9

Demonstração. (Teorema 1.9) Sabemos que a condição de Kalman para x′(t) = Ax(t)+
Bu(t) é válida se, e somente se, também é válida para o sistema tempo-inverso z′(t) =
−Az(t) − Bv(t), uma vez que as colunas de C = [B AB ⋯ An−1B] e de −C =
[−B AB ⋯ (−1)nAn−1B] geram o mesmo espaço. Assim, pelo Lema 1.10 para x0 = 0, o
conjunto dos estados atingíveis a partir da origem das soluções de z′(t) = −Az(t)+Bv(t)
contém uma vizinhança V de x0 = 0. Em particular, é possível controlar o sistema

x′(t) = Ax(t)+Bu(t) ao estado nulo a partir de qualquer dado em V . Assim, o sistema

é localmente nulo-controlável.

Reciprocamente, se o sistema é localmente nulo-controlável, temos que existe um

aberto V do Rn que contém a origem e que qualquer x0 ∈ V pode ser controlado até

x1 = 0 em um tempo �nito. Supondo que Posto(C) < n, então existe ψ ∈ Rn ∖ {0}, tal
que ψ⊺C = 0. Portanto

ψ⊺B = ψ⊺AB = ⋯ = ψ⊺An−1B = 0.

De acordo com o teorema de Cayley-Hamilton, temos ψ⊺AnB = 0 para todo n ∈ N.
Assim ψ⊺etAB = 0 para todo t o que implica ψ⊺ ∫

t

0 e
(t−s)ABu(s)ds = 0. No entanto,

como os pontos de V são atingíveis pelas soluções do sistema tempo-inverso partindo

do zero, temos

V ⊂ {−∫
t

0
e(t−s)ABu(s) ds;u ∈ Uad} ,

que está contido no subespaço {w ∈ Rn;ψ ⋅w = 0}, que possui dimensão menor do que

n. Com isso, V não pode ser aberto em Rn.

Observação 1.4. Na prova do Teorema 1.9, precisamente na prova da controlabilidade

nula local assumindo a condição de Kalman, �xamos um tempo t e provamos que o

zero pode ser atingido em t partindo de uma vizinhança de zero. Em outras palavras, o

zero pode ser atingido em qualquer tempo. Entretanto, se o sistema não é controlável

em um dado tempo t, isto não signi�ca que a condição de Kalman deva ser falsa, uma

vez que a controlabilidade a zero poderá ocorrer em um outro tempo.

Apesar de termos assumido que o zero pertença ao domínio de restrições, esta não

é uma condição necessária. Enunciaremos e provaremos o seguinte resultado devido a

F. Brammer em [6].
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Teorema 1.12. (F. Brammer, [6]) Considere o sistema (1.14), onde o domínio de

restrição Ω ⊂ Rm para o controle é compacto ou convexo e satisfaz as seguintes condi-

ções:

(i) Existe um vetor u ∈ Ω no núcleo de B;

(ii)O conjunto Conv(Ω) tem interior não vazio.

As seguintes condições são necessárias e su�cientes para a controlabilidade local nula

de (1.14).

(iii)Posto(C) = n;
(iv)Todo autovetor real v de A⊺veri�ca ⟨v,Bu⟩ > 0 para todo u ∈ Ω.

Observação 1.5. Em comparação com Teorema 1.9, o teorema anterior não pede

que 0 ∈ IntΩ. Entretanto, além das condições i) e ii) faz-se necessário a hipótese de

compacidade ou convexidade para Ω. A razão para isto é que, em algum momento

de sua prova, necessitaremos do fato que os conjuntos dos estados atingíveis sejam

convexos, e, para isto, necessitaremos utilizar o Teorema 1.1.

A prova do Teorema 1.12 é baseada em uma avaliação do produto escalar ⟨v, etABu⟩.
Necessitaremos de alguns lemas técnicos que serão expostos a seguir. O primeiro se

trata de um resultado de H. Saperstone e J. Yorke em [24].

Lema 1.13. Seja D ∈Ml(R) uma matriz de modo que os autovalores de D têm parte

imaginária diferente de zero (ou seja, não tem autovalores reais). Se v e w são vetores

não nulos, então ⟨v, etDw⟩ não é identicamente nulo e pode ser escrito da forma

⟨v, etDw⟩ = tjeρt (a(t) + g(t)) ,

onde a(t) é uma soma de termos senoidais a(t) = ∑s
i=1 hi sin (wit + θi) e limt→∞ g(t) = 0,

onde s é o número de autovalores de D. Se além disso a(t) = 0 então g(t) = 0.

Também, utilizaremos o seguinte Lema 1.14 de [6], que provaremos a seguir

Lema 1.14. Seja D ∈Mn(R) tal que D = λI+N , onde N é uma matriz nilpotente. Seja

v um vetor não nulo do Rn. A função vetorial etDv tem a seguinte expressão assintótica

etDv = tkeλt(z + f(t)),

com k inteiro não negativo, limt→∞ f(t) = 0 e Dz = λz.
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Demonstração. Para o caso em que Nv = 0, então temos

etDv = et(λI+N) = etλetNv

= etλ (
∞

∑
k=0

tkNk

k!
) v

= etλ (I +Nt +⋯ + N
ktk

k!
+⋯) v

= etλ (v + vNt +⋯ + vN
ktk

k!
+⋯)

= etλv,

o que é exatamente o que queríamos mostrar com z = v, f(t) ≡ 0 e k = 0.
Para o caso em que Nv ≠ 0, seja 1 ≤ k ≤ l o maior inteiro satisfazendo Nkv ≠ 0, o inteiro
k existe, uma vez que a matriz N é nilpotente. A função etDv é dada por

etDv = e(λI+N)v = eλtetNv

= etλ (
∞

∑
j=0

(tN)j
j!

v)

= eλt (
k

∑
j=0

tj

j!
N j) v.

De�nindo z = Nkv
k! e de�nindo para todo t > 0, f(t) = 1

tk
(∑k−1

j=0
tjNj

j! ) v, temos

etDv = tkeλt(z + f(t)).

É claro que limt→∞ f(t) = 0 e

Dz = DN
kv

k!
= 1

k!
(λI +N)Nkv = λN

kv

k!
+ 1

k!
Nk+1v = λz.

De onde segue o resultado.

O lema a seguir, também consta na referência [6] e o provaremos utilizando os dois

lemas anteriores. Este trata em fornecer uma representação para o produto escalar

⟨v, etABu⟩.

Lema 1.15. O produto escalar ⟨v, etABu⟩ pode ser escrito na forma

⟨v, etABu⟩ =
k

∑
i=1

tjieλit (⟨zi,Bu⟩ + ⟨fi(t),Bu⟩)+
k+p

∑
i=k+1

eρit
m

∑
j=1

trij (aij(t) + gij(t))uj, (1.18)

com as seguintes condições sendo satisfeitas.

32



1. Controlabilidade

a) Os λ′is são os k autovalores reais distintos da matriz A e

λ1 > λ2 > . . . > λk ∶

b) A⊺zi = λizi, i = 1, . . . , k;
c) Se zi = 0 então fi(t) ≡ 0, i = 1, . . . , k;
d) ji e rij são inteiros não negativos;

e) limt→∞ fi(t) = 0, i = 1, . . . , k e limt→∞ gij(t) = 0, i = k + 1, . . . , k + p, j = 1, . . . ,m;

f) As funções aij(t) são somas de termos senoidais como no Lema 1.13;

g) Se aij(t) ≡ 0 então gij(t) ≡ 0, i = k + 1, . . . , k + p, j = 1, . . . ,m;

h) Os ρi são as p partes reais distintas dos p autovalores complexos de A e

ρk+1 > ρk+2 > . . . > ρk+p.

i) Os uj são os componentes do m-vector u = (u1 u2 . . . um)⊺;
j) Se o Int(Conv(Ω)) ≠ ∅, Posto(C) = n, e seja v ≠ 0, então existe u ∈ Ω para o qual

⟨v, etABu⟩ ≠ 0.

Demonstração. Para a prova, é su�ciente supormos que a matriz A⊺ se escreve na

forma de Jordan, isto é, utilizaremos, sem perda de generalidade, um sistema de coor-

denadas em Rn onde a matriz A⊺ se escreva como blocos diagonais. (Veja o apêndice

A). Mais ainda, perceba que todos os parâmetros aparecendo à direita de (1.18) são

independentes da particular escolha de uma base em Rn. Assim, uma vez que A⊺ se

escreve como blocos de Jordan, sejam Pi as projeções induzidas por A⊺. Pelo fato de

que ∑k+p
i=1 Pi = In, temos

etA
⊺
v =

k+p

∑
i=1

Pie
tA⊺v =

k+p

∑
i=1

etA
⊺
Piv

=
k

∑
i=1

etA
⊺PiPiv +

k+p

∑
i=k+1

etA
⊺PiPiv.

(1.19)

Como podemos escrever A⊺ = λiI +Ni ∀i = 1, . . . k, onde Ni é uma matriz nilpotente

(veja a Proposição A.2), podemos usar o Lema 1.14 e escrever etA⊺v = tkeλt(z + f(t))
onde k é um inteiro não negativo, limt→∞ f(t) = 0 e Az = λz. Para a primeira parcela
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à direita de (1.19), temos

k

∑
i=1

etA
⊺PiPiv =

k

∑
i=1

e(t(λiIn+Ni)Pi)Piv

=
k

∑
i=1

e(t(λiIn+Ni))Piv

=
k

∑
i=1

tjieλit (zi + fi(t)) ,

(1.20)

onde ji são inteiros não negativos, limt→∞ fi(t) = 0 e A⊺zi = λizi.
Portanto, por (1.18) e (1.19), etA⊺v torna-se

etA
⊺
v =

k

∑
i=1

tjietλi (zi + fi(t)) +
k+p

∑
i=k+1

etA
⊺PiPiv.

De onde,

⟨etA⊺v,Bu⟩ =
k

∑
i=1

tjietλi (⟨zi,Bu⟩ + ⟨fi(t),Bu⟩) +
k+p

∑
i=k+1

⟨etA⊺PiPiv,Bu⟩ .

isso prova a), b), c) e as primeiras partes de d) e e).

Agora considere a segunda soma de ⟨etA⊺v,Bu⟩, isto é ∑k+p
i=k+1 ⟨etA

⊺PiPiv,Bu⟩. Uma

vez que Bu = ∑m
j=1 bjuj onde bj, ∀j = 1, ..,m são os vetores coluna da matriz B e

uj,∀j = 1, ..,m são os componentes do vetor u, temos a seguinte soma

k+p

∑
i=k+1

⟨etA⊺PiPiv,Bu⟩ =
k+p

∑
i=k+1

m

∑
j=1

⟨etA⊺PiPiv, bj⟩uj.

Consideremos agora o produto interno ⟨etA⊺PiPiv, bj⟩. Vista como de�nida em todo

Rn, a matriz A⊺Pi para i = k + 1, . . . , k + p não é em geral oscilatória (isto é, não

tem autovalores reais). Entretanto se A⊺Pi é considerada como uma transformação

restrita à imagem de Pi em Rn, então A⊺Pi é uma matriz oscilatória, pois coin-

cide com o i-ésimo bloco de Jordan para i = k + 1, . . . , k + p. Além disso, uma vez

⟨etA⊺PiPiv, bj⟩ = ⟨etA⊺PiPiv,Pibj⟩ o produto interno pode ser considerado restrito a este

subespaço. Portanto, o Lema 1.13 nos fornece que

⟨etA⊺PiPiv, bj⟩ = etρitrij (aij(t) + gij(t)) .

Daí,
m

∑
j=1

⟨etA⊺PiPiv, bj⟩uj = etρi
m

∑
j=1

trij (aij(t) + gij(t))uj. (1.21)
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Combinando (1.19), (1.20) e (1.21), chegamos que

⟨v, etABu⟩ = ⟨etA⊺v,Bu⟩

=
k

∑
i=1

tjietλi (⟨zi,Bu⟩ + ⟨fi(t),Bu⟩) +
k+p

∑
i=k+1

etρi
m

∑
j=1

trij (aij(t) + gij(t))uj.

Isso conclui as provas de d) à i).

Agora resta-nos mostrar a assertiva j). Se ⟨v, etABu⟩ for identicamente zero em t

para todo u ∈ Ω, teremos em particular que para t = 0, ⟨v,Bu⟩ = 0 para todo u ∈ Ω.
Além disso, por diferenciação e avaliação sucessivas em t = 0, obtemos

⟨v,ABu⟩ ≡ 0, ⟨v,A2Bu⟩ ≡ 0, . . . , ⟨v,An−1Bu⟩ ≡ 0, ∀u ∈ Ω.

Uma vez que temos ⟨v,Bu⟩ = ⟨B⊺v, u⟩ , segue-se por transposição que

⟨B⊺v, u⟩ ≡ 0, ⟨B⊺A⊺v, u⟩ ≡ 0, . . . , ⟨B⊺ (A⊺)n−1 v, u⟩ ≡ 0, ∀u ∈ Ω.

Uma vez que Conv(Ω) tem interior não vazio, os vetores B⊺v,B⊺A⊺v, . . . ,B⊺ (A⊺)n−1 ,
pertencem a Rm e são perpendiculares a m vetores linearmente independentes. Por-

tanto, cada um deles deve valer zero. Assim, temos que v é um vetor de Rn perpendi-

cular a cada vetor da forma AkB, para k = 0, . . . , n − 1, impossibilitando que o Posto

de C seja n, o que contradiz a hipótese.

Antes de procedermos à prova do Teorema 1.12, apresentaremos o lema a seguir

que será de fundamental importância.

Lema 1.16. Suponha que o domínio de restrição Ω ⊂ Rm seja compacto ou convexo.

O sistema (1.14) é localmente nulo-controlável se, e somente se, não existir v não nulo

tal que

⟨v, etABu⟩ ≤ 0,∀t > 0,∀u ∈ Ω. (1.22)

Demonstração. Seja C a matriz de Kalman dada por (1.9). Temos os seguintes fatos:

● v é autovetor de A⊺ se, e somente se, −v é autovetor de −A⊺;
● Posto(C) = n se, e somente se, Posto(−C) = n.
Nestes termos, temos que o sistema (1.14) satisfaz as condições (iii) e (iv) do Teorema

1.12 se, e somente se, o sistema tempo-inverso (1.17) satisfaz as mesmas condições.

Seja A−Ω(0, t) os estados acessíveis do sistema tempo-inverso partindo do estado x0 = 0.
Desta forma, a controlabilidade nula local é equivalente ao conjunto A−Ω(0, t) conter
uma vizinhança da origem, para algum tempo t. Além disso, de acordo com o Teorema

1.1, A−Ω(0, t) é um conjunto convexo para todo t > 0.
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De maneira similar à prova do Proposição 1.4, para todo t1 < t2, temos A−Ω(0, t1) ⊂
A−Ω(0, t2). Mais ainda, é claro que 0 ∈ A−Ω(0, t) para todo t > 0, bastando tomarmos o

controle pertencente ao núcleo de B (i.e., u ∈ Ω tal que Bu = 0) em (1.17).

Seja, A−Ω(0) = ⋃t≥0A
−
Ω(0, t) a união de uma coleção crescente de conjuntos convexos,

portanto é um conjunto convexo contendo a origem. A�rmamos que 0 ∈ Int(A−Ω(0)), se
e somente se, 0 ∈ Int(A−Ω(0, t)) para algum t. De fato, se 0 ∈ IntA−Ω(0), então existem

n+1 pontos em A−Ω(0) cujo envoltório convexo contém a origem como um ponto interior,

segue-se que esses n+1 pontos devem estar contidos em A−Ω(0, t) para algum t > 0, uma

vez que constituem uma sequência crescente de conjuntos, provando o que queríamos.

A partir deste ponto, percebemos que a controlabilidade nula local é equivalente a

provarmos que 0 ∈ IntA−Ω(0).
Suponha que 0 ∉ IntA−Ω(0), ou seja que 0 ∈ ∂A−Ω(0). Pela convexidade de A−Ω(0),

existe um vetor unitário v tal que

⟨v, z(t, u)⟩ ≤ ⟨v,0⟩ = 0 ∀t > 0, ∀u ∈ Uad,

onde z é a solução de (1.17) com controle u, isto é, tem a forma:

z(t, u) = ∫
t

0
e(t−s)ABu(s)ds.

Daí, temos que

⟨v,∫
t

0
e(t−s)ABu(s)ds⟩ ≤ 0,∀t, ∀u ∈ Uad. (1.23)

A�rmamos que (1.23) é equivalente a (1.22). De fato, suponhamos que (1.23) seja

verdadeiro, porém que (1.22) seja falso, isto é

⟨v, et0ABu⟩ > 0,

para algum t0 e algum u ∈ Ω. Assim, por continuidade, existe δ > 0 tal que ⟨v, etABu⟩ > 0
para todo t ∈ (t0 − δ, t0 + δ). Então, de�nimos a função

U(r) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u, se r ∈ (t0 − δ, t0 + δ);
0, caso contrário.

Com isso, seja t > 0 e s ∈ (0, t). Claramente, se t é su�cientemente grande,

⟨v,∫
t

0
e(t−s)ABU(s) ds⟩ > 0,

contradizendo (1.23).
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Finalmente, vamos à prova do Teorema 1.12.

Demonstração. (Teorema 1.12) Dividiremos a prova em duas partes. Na primeira

provaremos que as condições (iii) e (iv) são necessárias e na segunda provaremos

que são su�cientes para a controlabilidade nula local.

Prova de necessidade: Neste passo mostramos que se (iii) ou (iv) for violado, então
(1.22) pode ser satisfeito.

Suponha que Posto(C) < n e seja v ∈ Rn/{0} satisfazendo v⊺C = 0. Como já visto

anteriormente, veja por exemplo a prova do Teorema 1.6, temos que v⊺etAB = 0 e assim
⟨v⊺, etABu⟩ = 0 para todo t > 0 e u ∈ Ω.

Agora, suponhamos que (iv) seja violado, isto é, que exista um autovetor real v de

A⊺ e u ∈ Ω que veri�ca ⟨v⊺,Bu⟩ ≤ 0. A�rmamos que vetA⊺ = etλv, onde λ é autovalor

pertencente a v. De fato, é fácil ver que

v⊺AA = λv⊺A⇔ v⊺A2 = λλv⊺⇔ v⊺A2 = λ2v⊺.

Suponhamos por indução que v⊺Ak−1 = λk−1v⊺. Então

v⊺Ak−1A = λk−1v⊺A⇔ v⊺Ak = λk−1λv⊺⇔ v⊺Ak = λkv⊺.

Logo, provamos que v⊺Ak = λkv⊺ para todo k ∈ N. Daí, segue-se que

v⊺etA = v⊺ (
∞

∑
k=0

Aktk

k!
)

= v⊺ (Id +At +
A2t2

2!
+ A

3t3

3!
+ . . .)

= v⊺Id + v⊺At +
v⊺A2t2

2!
+ v

⊺A3t3

3!
+ . . .

= v⊺ + λv⊺t + λ
2v⊺t2

2!
+ λ

3v⊺t3

3!
+ . . .

= (1 + λt + λ
2t2

2!
+ λ

3t3

3!
+ . . .) v⊺

= (
∞

∑
k=0

λktk

k!
) v⊺

= eλtv⊺.

Finalmente:

⟨v⊺, etABu⟩ = ⟨etA⊺v⊺,Bu⟩ = etλ⟨v⊺,Bu⟩ ≤ 0,∀t > 0,∀u ∈ Ω.

Isso prova a necessidade de (iii) e (iv) para a controlabilidade local-nula do sistema

37



1. Controlabilidade

(1.14).

Prova de su�ciência: Agora mostraremos que (iii) e (iv) são condições su�cientes

para a controlabilidade local-nula de (1.14). Especi�camente, mostramos que se (iii)
e (iv) são satisfeitos, então nenhum vetor v diferente de zero pode satisfazer (1.22).

Suponhamos por absurdo que existe v não nulo tal que (1.22) é verdadeiro. Assim,

aplicando o Lema 1.15 em (1.22), obtemos

⟨v, etABu⟩ =
k

∑
i=1

tjieλit (⟨zi,Bu⟩ + ⟨fi(t),Bu⟩)

+
k+p

∑
i=k+1

eρit
m

∑
j=1

trij (aij(t) + gij(t))uj ≤ 0.
(1.24)

Neste ponto, dividiremos a prova em três casos:

● Caso 1: λ1 > ρk+1 ou λ1 = ρk+1 e j1 >maxj r(k+1)j ≡ rk+1;

● Caso 2: λ1 < ρk+1 ou λ1 = ρk+1 e j1 <maxj r(k+1)j ≡ rk+1;

● Caso 3: λ1 = ρk+1 e j1 =maxj r(k+1)j ≡ rk+1.

Caso 1: Para t > 0 dividimos ambos os lados de (1.24) por tj1eλ1t para obtermos

⟨z1,Bu⟩ + F (t) ≤ 0, (1.25)

onde F(t) é dado por

F (t) = ⟨f1(t),Bu⟩

+ 1

tj1etλ1
[

k

∑
i=2

tjieλit (⟨zi,Bu⟩ + ⟨fi(t),Bu⟩)+
k+p

∑
i=k+1

eρit
m

∑
j=1

trij (aij(t) + gij(t))uj] .

Lembremos que, de acordo com o Lema 1.15, os λ′is são os k autovalores reais distintos

da matriz A, onde λ1 > λ2, . . . > λk, ji, rij são inteiros não negativos, limt→∞ fi(t) =
0, i = 1, . . . , k, limt→∞ gij(t) = 0, i = k + 1, . . . , k + p, j = 1, . . . ,m, as funções aij(t) são
termos senoidais e os ρi são as p partes reais distintas dos p autovalores complexos de
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A com ρk+1 > ρk+2 > . . . > ρk+p. Portanto

lim
t→∞

F (t) =
k

∑
i=2

lim
t→∞

tjieλit

tj1eλ1t
⟨zi,Bu⟩

+
m

∑
j=1

lim
t→∞

tr(k+1)jeρ(k+1)t

tj1eλ1t
a(k+1)juj + . . . +

m

∑
j=1

lim
t→∞

tr(k+p)jeρ(k+p)t

tj1eλ1t
a(k+p)juj.

(1.26)

Desta forma, para a primeira parcela de (1.26), temos que

k

∑
i=2

lim
t→∞

tjieλit

tj1eλ1t
⟨zi,Bu⟩ =

k

∑
i=2

lim
t→∞

t(ji−j1)et(λi−λ1) ⟨zi,Bu⟩ = 0,

pois λi−λ1 < 0 para todo i = 2, . . . , k. É importante mencionarmos que o comportamento

exponencial é dominante sobre o polinomial, por isto o limite acima ser zero independe

do fato de ji − j1 ser positivo ou negativo.

Para as demais parcelas, devemos dividir a análise em dois casos. Se λ1 > ρ(k+1),
uma vez que as funções aij são termos senoidais, podemos usar o mesmo argumento

anterior, pois a exponencial eλ1t será dominante e conduzirá cada um dos termos a zero.

Caso λ1 = ρ(k+1), essa dominância não existe mais e nesse ponto a hipótese de j1 > rk+1
se torna importante, fazendo com que os polinômios da forma tr(k+i)j−j1 convirjam a

zero quando t →∞. Assim, temos que limt→∞F (t) = 0 e, portanto, fazendo t →∞ em

(1.25), chegamos que ⟨z1,Bu⟩ ≤ 0 (z1 autovetor de A⊺), contradizendo (iv) do Teorema

1.12.

Caso 2: Para t > 0, dividimos ambos os lados de (1.24) por trk+1etρk+1 para obter-

mos
p0

∑
j=1

(a(k+1)lj(t) + g(k+1)lj(t))ulj +G(t) ≤ 0, (1.27)

onde lj é o conjunto de índices tais que r(k+1)lj = rk+1 e a função G(t) é da forma

G(t) = 1

trk+1etρk+1
[

k

∑
i=1

tjieλit (⟨zi,Bu⟩ + ⟨fi(t),Bu⟩)+
k+p

∑
i=k+2

eρit
m

∑
j=1

trij (aij(t) + gij(t))uj]

+ 1

trk+1
(

p1

∑
k=1

tr(k+1)lk (a(k+1)lk(t) + g(k+1)lk(t))ulk) ,

onde lk o conjunto de índices tais que r(k+1)lk < rk+1 Notemos que p0 + p1 =m . Assim,

de forma análoga à função F do Caso 1, temos que limt→∞G(t) = 0.
Agora, por (1.27), temos

p0

∑
j=1

a(k+1)lj(t)ulj ≤ ∣H(t)∣, (1.28)
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onde H(t) = G(t) +∑p0
j=1 g(k+1)lj(t)ulj . E assim, chegamos que H(t) converge para zero

quando t→∞.

Uma vez que as funções aij(t) são somas de termos senoidais e suas médias valem

zero, isto é

lim
T→∞

1

T ∫
T

0
aij(t) = 0

e também são funções quase periódicas, podemos utilizar o Lema 4.1 de [24] e obtemos:

p0

∑
j=1

a(k+1)lj(t)ulj ≡ 0. (1.29)

Notemos que, como IntConv(Ω) ≠ ∅, existem m vetores linearmente independentes

em Ω, pois do contrário a dimensão de Conv(Ω) seria menor do m e, portanto, o seu

interior seria vazio. Daí, se {U1, . . . , Um} ⊂ Ω é uma base de Rm, existe um subconjunto

desta base {Ur1 , . . . , Urp0
} onde ao extrairmos os componentes lj desses vetores, teremos

uma base de Rp0 . Portanto, por (1.29), teremos que

p0

∑
j=1

a(k+1)lj(t)Ulj ≡ 0,

chegando que a(k+1)lj ≡ 0. Observe que pelo Lema 1.15, item g), também teremos

g(k+1)lj(t) ≡ 0, o que contradiz o fato de r(k+1)lj ser máximo, uma vez que as parcelas

envolvendo estes termos se anulariam não sendo necessário serem considerados.

Caso 3: Para t > 0, dividimos ambos os lados de (1.24) por tr(k+1)etρk+1 = tj1etλ1

para obtermos

⟨z1,Bu⟩ +∑
lj

a(k+1)lj(t)ulj + I(t) ≤ 0, (1.30)

onde I(t) é dado por

I(t) = ⟨f1(t),Bu⟩ +
1

tj1etλ1
(

k

∑
i=2

tjieλit (⟨zi,Bu⟩ + ⟨fi(t),Bu⟩)) +∑
lj

g(k+1)lj(t)ulj

+ 1

eρ(k+1)ttrk+1
(

k+p

∑
i=k+2

eρit
m

∑
j=1

trij(aij(t) + gij(t))uj)

+ 1

trk+1
(∑

lk

tr(k+1)j(a(k+1)j(t) + g(k+1)j(t))ulk) .

Podemos lidar com o termo I(t) de maneira similar às funções F (t) e H(t), pro-
vando que limt→∞ I(t) = 0 para todo u ∈ Ω, portanto sua média vale zero. Assim sendo,

podemos aplicar a média em toda a expressão (1.29) e chegaremos que ⟨z1,Bu⟩ ≤ 0,
contradizendo (iv).
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Agora, seguiremos na direção da controlabilidade nula-global.

1.2 Resultados de controlabilidade nula-global

Ainda investigando a controlabilidade de sistemas autônomos em que consideramos

restrições às variáveis de controle, discutiremos a seguir condições su�cientes para ob-

termos a controlabilidade nula-global. Neste ponto, voltaremos a assumir a hipótese

que 0 ∈ Int(Ω). Entretanto, é importante ressaltar que existem resultados de controla-

bilidade nula-global onde hipóteses similares às do Teorema 1.12 são adotadas. Para

mais detalhes, veja [6].

Vamos agora ao primeiro resultado global de controlabilidade:

Teorema 1.17. (E.B. Lee, [17] pg.85) Considere o sistema (1.14) onde o domínio de

restrição do controle Ω ⊂ Rm contém 0 em seu interior. Suponha que Posto(C) = n
e se para todo λ ∈ σ(A) temos Re(λ) < 0 (parte real dos autovalores de A). Então,

qualquer ponto de Rn pode ser levado à origem em tempo �nito.

Demonstração. Por hipótese, existem constantes positivas m ≥ 0 e ω > 0 tais que

∥eAtx0∥ ≤me−ωt ∥x0∥ para todo t ≥ 0, x0 ∈ Rn. (1.31)

O Teorema 1.9 nos garante a existência de T1 > 0 e de uma vizinhança W de 0 tal

que 0 ∈ AΩ(w,T1) para todo w ∈ W . De (1.31), temos que limt→∞ etAx0 = 0 e assim,

existe T2 > 0 tal que eT2Ax0 ∈ W . Então, de�nimos w0 = eT2Ax0 e escolhemos um

controle u de forma que w0 possa ser levado a 0 no tempo T1. Consideremos o controle

ū de�nido por

ū(t) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 ,0 ≤ t ≤ T2;
u (t − T2) , T2 ≤ t ≤ T2 + T1.

Desta forma, as soluções de (1.14) associadas ao controle ū satisfazem

x(T1 + T2) = e(T1+T2)Ax0 + ∫
T1+T2

0
e(T1+T2−s)ABū(s) ds

= eT1Aw0 + ∫
T1+T2

T2

e(T1+T2−s)ABu(s − T2) ds

= eT1Aw0 + ∫
T1

0
e(T1−s)ABu(s) ds = 0.
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Exemplo 1.3. Considere o problema de controle linear em R2 com a seguinte dinâmica

do sistema, dado por

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x′ = y + 2u,
y′ = −2x − 3y − 5u,

com controles u(t) satisfazendo a seguinte restrição ∣u(t)∣ ≤ 1.
Notemos que 0 ∈ IntΩ e a matriz de Kalman do sistema C = [B AB] com as

matrizes de�nidas por

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

−2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2

−5

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
é dada por

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2 −5
−5 11

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

que claramente tem posto 2. Uma vez que os auto-valores são raízes de λ2 + 3λ + 2 = 0
temos que Re(λ) < 0. Portanto, de acordo com o Teorema 1.17, qualquer ponto de R2

pode ser conduzido à origem em tempo �nito.

Podemos provar que se A possui algum autovalor com parte real positiva, então

existem dados iniciais onde as soluções de (1.14) não podem ser conduzidas a zero em

nenhum tempo.

Teorema 1.18. Seja λ = α + iβ um autovalor de A onde α > 0 e suponhamos que Ω é

limitado. Existe x0 ∈ Rn tal que 0 ∉ AΩ(x0, T ), para nenhum tempo T . Isto é, o sistema

não é globalmente controlável a zero.

Demonstração. Seja λ = α+ iβ um autovalor de A com α > 0 e w = w1+ iw2 o autovetor

correspondente. Temos então que A⊺w = λw, implicando em

A⊺w1 + iA⊺w2 = (α + iβ) (w1 + iw2) , ∣w1∣ + ∣w2∣ ≠ 0

= αw1 + iαw2 + iβw1 − βw2.

Igualando as partes reais e imaginárias, obtemos

A⊺w1 = αw1 − βw2, A⊺w2 = βw1 + αw2.

Seja x ∈ Rn satisfazendo ⟨x,w1⟩2+⟨x,w2⟩2 ≠ 0 e seja u ∈ L1
loc (0, T ;Ω) qualquer. Seja

t ∈ (0, T ) e z solução de z′ = Az(t) +Bu(t), z(0) = x. De�nindo a função

v(t) ∶= ⟨z(t),w1⟩2 + ⟨z(t),w2⟩2 , t ∈ [0, T ],
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obtemos por um simples cálculo que:

v′(t) =2 (⟨z′(t),w1⟩ ⟨z(t),w1⟩ + ⟨z′(t),w2⟩ ⟨z(t),w2⟩)

=2 (⟨Az(t) +Bu(t),w1⟩ ⟨z(t),w1⟩ + ⟨Az(t) +Bu(t),w2⟩ ⟨z(t),w2⟩)

=2 (⟨z(t),A⊺w1⟩ ⟨z(t),w1⟩ + ⟨z(t),A⊺w2⟩ ⟨z(t),w2⟩)

+ 2 (⟨Bu(t),w1⟩ ⟨z(t),w1⟩ + ⟨Bu(t),w2⟩ ⟨z(t),w2⟩)

=I1(t) + I2(t).
Da de�nição de w1 e w2, chegamos que

I1(t) = 2 (⟨z(t), αw1 − βw2⟩ ⟨z(t),w1⟩ + ⟨z(t), αw2 + βw1⟩ ⟨z(t),w2⟩) = 2αv(t).

Notemos também que

∣I2(t)∣2 = 4 (⟨Bu(t),w1⟩ ⟨z(t),w1⟩ + ⟨Bu(t),w2⟩ ⟨z(t),w2⟩)2 .

Pela desigualdade de Young, passamos a ter

∣I2(t)∣2 ≤ 8 (⟨Bu(t),w1⟩2 ⟨z(t),w1⟩2 + ⟨Bu(t),w2⟩2 ⟨z(t),w2⟩2) .

Agora, usando o fato de que Ω é limitado, e pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

temos
8 (⟨Bu(t),w1⟩2 ⟨z(t),w1⟩2 + ⟨Bu(t),w2⟩2 ⟨z(t),w2⟩2)

≤ 8 (c1 ⟨z(t),w1⟩2 + c2 ⟨z(t),w2⟩2) ≤ c2v(t),

onde a constante c independe de u e x. Logo,

∣I2(t)∣ ≤ c
√
v(t),

para todo t ∈ (0, T ). Uma vez que temos I1(t) > 0 e ∣I2(t)∣ ≤ c
√
v(t), podemos então

a�rmar que

v′(t) ≥ ψ(v(t)),

para todo t ∈ (0, T ), onde ψ(s) ∶= 2αs − c√s, s ∈ R. Como ψ(s) > 0 para s0 ∶= s > ( c
2α
)2

temos que v é monótona crescente caso a escolha de x satisfaça v(0) > s0. Portanto,
�ca claro que não podemos ter z(T ) = 0 para nenhum T > 0 e para nenhum u ∈
L1
loc ([0, T ];Ω) pois, do contrário v(T ) = 0, contradizendo o fato de ser crescente.

No Teorema 1.17, vimos que se todos os autovalores possuem parte real negativa,

então a controlabilidade nula-global para o sistema (1.14) é verdadeira. Mais ainda,

pelo Teorema 1.18, se existe um autovalor com parte real positiva, então não podemos

transferir o estado inicial x0 para o estado �nal 0, isto é, o sistema não é globalmente
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nulo-controlável. O próximo resultado vem fornecer uma caracterização da controla-

bilidade nula-global, caso algum autovalor venha a ter parte real nula. Neste sentido

sob certas condições sobre Ω, o próximo resultado acaba sendo uma generalização do

Teorema 1.17.

Teorema 1.19. (E. Sontag, [27], pg.117) Seja Ω uma vizinhança limitada de 0 ∈ Rm.

Então AΩ(0) = Rn se, e somente se, a matriz de Kalman C é controlável e todos os

autovalores da matriz A possuem parte real não-negativa.

Para a prova do Teorema 1.19, necessitaremos de alguns resultados preliminares

que serão apresentados a seguir.

Lema 1.20. Para Ω ⊂ Rm e S,T ≥ 0, temos que

AΩ(0, T ) + eTAAΩ(0, S) = AΩ(0, S + T ).

Demonstração. Sejam x1 ∈ AΩ(0, T ) e x2 ∈ AΩ(0, S). Então

x1 = ∫
T

0
e(T−s)ABu1(s)ds e x2 = ∫

S

0
e(S−s)ABu2(s)ds,

com controles admissíveis ui ∶ R→ Ω, i = 1,2. Fazendo a mudança de variável s→ s−S,
podemos escrever

x1 = ∫
S+T

S
e(S+T−s)ABu1(s − S)ds.

Notemos que

eTAx2 = ∫
S

0
e(S+T−s)ABu2(s)ds

e portanto

x1 + eTAx2 = ∫
S+T

S
e(S+T−s)ABu1(s − S)ds + ∫

S

0
e(S+T−s)ABu2(s)ds

= ∫
S+T

0
e(S+T−s)ABw(s)ds ∈ AΩ(0, S + T ),

onde

w(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

u2(s), se s ∈ [0, S),

u1(s − S), se s ∈ [S,S + T ].

Observe que w(s) ∈ Uad, para todo s ∈ [0, S + T ]. Desse modo, temos AΩ(0, T ) +
eTAAΩ(0, S) ⊂ AΩ(0, S + T ).

Reciprocamente, seja

x1 = ∫
S+T

0
e(S+T−s)ABu(s)ds ∈ AΩ(0, S + T ).
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Fazendo a mudança de variável s→ s + S, temos

x1 = ∫
S+T

S
e(S+T−s)ABu(s)ds + ∫

S

0
e(S+T−s)ABu(s)ds

= ∫
T

0
e(T−s)ABu(s + S)ds + eTA∫

S

0
e(S−s)ABu(s)ds ∈ AΩ(0, T ) + eTAAΩ(0, S).

Uma consequência imediata é a seguinte:

Corolário 1.21. Sejam Ω ⊂ Rm, T ≥ 0 e q ≥ 1 um número inteiro. Então

AΩ(0, T ) + eTAAΩ(0, T ) +⋯ + e(q−1)TAAΩ(0, T ) = AΩ(0, qT ). (1.32)

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre q. Note que para q = 1 o

resultado é óbvio. Suponha que (1.32) seja válida para um certo q > 1. Portanto, pelo
Lema 1.20

AΩ(0, T ) + eTAAΩ(0, T ) +⋯ + e(q−1)TAAΩ(0, T ) + eqTAAΩ(0, T )

= AΩ(0, qT ) + eqTAAΩ(0, T ) = AΩ(0, (q + 1)T ),

mostrando que a igualdade é válida para todo inteiro q ≥ 1.

Para o próximo resultado, utilizaremos novamente a notação AΩ(0) = ∪t≥0AΩ(0, t).

Proposição 1.22. i) Se Ω ⊂ Rm é convexo, então AΩ(0) é convexo.
ii) Se o par (A,B) é controlável e Ω ⊂ Rm é uma vizinhança da origem de Rm, então

AΩ(0) é um subconjunto aberto de Rn.

Demonstração. A demonstração da convexidade de AΩ(0) do item i) segue de maneira

inteiramente análoga à prova da Proposição 1.4. Provaremos agora o item ii), isto
é, que AΩ(0) é aberto em Rn. e portanto AΩ(0) é a união crescente de conjuntos

convexos, logo é convexo.

Assuma agora que a matriz de Kalman C tem posto n. Provaremos inicialmente

que para cada T > 0, AΩ(0, T ) contém uma vizinhança da origem de Rn. Sem perda

de generalidade, iremos assumir que Ω é convexo, uma vez que, no caso não seja,

poderemos extrair uma vizinhança convexa do zero. Seja {e1, . . . , en} uma base de

Rn e considere e0 = −∑n
i=1 ei. Como a condição de Kalman é satisfeita, para cada

i = 0,1, . . . , n, existem controles ui ∈ L∞(0, T ;Rm) tais que

ei = x(T,0, ui).
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Considere µ > 0 tal que 1
µui(t) ∈ Ω para quase todo t ∈ [0, T ] e i = 0,1, . . . , n, o que

é possível visto que Ω é uma vizinhança de 0 e os u′is são essencialmente limitados.

Considere

u′i(t) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1

µ
u(t), se t ∈ [0, T ],

0, se t < 0 ou t > T.

Desta forma, e′i ∶= 1
µei = x (T,0, u′i) ∈ AΩ(0, T ) para cada i. Tome ϵ1, . . . , ϵn tais que

∣ϵi∣ ≤ 1
2(n+1) para todo i. Então

ϵ1
µ
e1 + . . . +

ϵn
µ
en =

n

∑
i=1

( 1 − ϵ
n + 1 + ϵi) e

′
i +

1 − ϵ
n + 1e

′
0,

com ϵ = ∑n
i=1 ϵi. Notemos que a expressão acima é uma combinação convexa, uma vez

que
n

∑
i=1

( 1 − ϵ
n + 1 + ϵi) +

1 − ϵ
n + 1 = (n + 1)

1 − ϵ
n + 1 +

n

∑
i=1

ϵi = 1.

Como cada e′i ∈ AΩ(0, T ) e este é convexo, temos que ϵ1
µ e1 + ⋯ +

ϵd
µ ed ∈ AΩ(0, T ) para

cada ϵi su�cientemente pequeno. Isso implica que AΩ(0, T ) é uma vizinhança de 0.

De fato, neste caso, temos que a bola aberta B 1
2µ(n+1)(0) centrada na origem e de raio

1
2µ(n+1) está contida em AΩ(0, T ). Basta notarmos que se x ∈ B 1

2µ(n+1)(0) é escrito como

∑n
i=1 xiei para alguns x1, . . . , xn ∈ R, então

max
1≤i≤n
∣xi∣ ≤ ∥x∥Rn < 1

2µ(n + 1) ,

de onde segue que ∣µxi∣ = µ ∣xi∣ ≤ 1
2(n+1) , para todo i ∈ {0,1, . . . , n} e com isso

n

∑
i=1

xiei =
n

∑
i=1

µxi
µ
ei ∈ AΩ(0, T ).

Com isso, mostramos que existe uma vizinhança V de 0 tal que V ⊂ AΩ(0, T ).
Finalmente, vamos mostrar que AΩ(0) é aberto. Sejam S > 0 e uma vizinhança

V ⊂ Rn de 0 tal que V ⊂ AΩ(0, S), e tome x1 ∈ AΩ(0). Queremos mostrar que existe

uma vizinhança de x1 contida em AΩ(0). Considere o controle u ∶ [0, T ] → Ω tal que

x1 = x(T,0, u). Como a aplicação eTA é um isomor�smo, temos que W ∶= eTAV é

aberto. Para cada y = eTAv ∈W temos

y + x1 = eTAv + x(T,0, u) ∈ AΩ(v, T ).

Portanto, x1+W é um aberto contido em AΩ(v, T ) ⊆ AΩ(0, S +T ) ⊂ AΩ(0) que contém
x1.
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Agora, apresentaremos mais alguns conceitos acompanhados de outros importantes

resultados auxiliares.

Para cada autovalor λ de A e cada inteiro positivo k, consideremos os seguintes

subespaços de Cn

Jk,λ ∶= ker(λI −A)k.

Consideremos também os subespaços de Rn de�nido por

JR
k,λ ∶= {Re(v); v ∈ Jk,λ} .

Se v ∈ Jk,λ, então por de�nição Re(v) ∈ JR
k,λ e, além disso, a parte imaginária Im(v)

também pertence a JR
k,λ, pois uma vez que (−iv) pertence ao subespaço Jk,λ. É claro

também que J0,λ = JR
0,λ = {0}.

Pela forma canônica de Jordan, podemos escrever

Cn =
l

⊕
i=1

ker(λiI −A)ν(λi), (1.33)

onde ν(λi) é a dimensão do bloco de Jordan correspondente ao autovalor λi e l é o

número de autovalores distintos. Reordenando (1.33) de forma que os subespaços com

autovalores com parte real não-negativas venham primeiro e os com autovalores com

parte real negativa venham no �m e, obtemos que Rn = L⊕M , onde L é a soma de

todos os subespaços da forma JRn

ν(λi),λi
com Re(λi) não-negativa, e M se de�ne de ma-

neira análoga, porém com os autovalores de parte real negativa. Não é difícil de ver

que os espaços L e M são A-invariantes.

Necessitaremos do seguinte resultado básico:

Lema 1.23. Se C é aberto e convexo em Rn e L é um subespaço vetorial de Rn contido

em C, então C +L = C.

Demonstração. Claramente C = C +0 ⊂ C +L, restando provar que a inclusão contrária
também é válida. Considere agora x ∈ C e y ∈ L. Para todo ϵ ≠ 0, tem-se

x + y = ( 1

1 + ε) [(1 + ε)x] + (
ε

1 + ε) [(
1 + ε
ε
) y] . (1.34)

Como C é aberto, (1 + ϵ)x ∈ C para algum ϵ > 0 su�cientemente pequeno. Sendo

L um subespaço vetorial, (1+εε ) y ∈ L ⊂ C. Portanto, sendo C convexo e (1.34) uma

combinação linear convexa, pois 1
1+ϵ + ϵ

1+ϵ = 1, temos que x + y ∈ C, mostrando que

C +L ⊂ C, e portanto segue a igualdade.
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A seguir, temos o principal resultado auxiliar a ser utilizado na prova do Teorema

1.19. Para simpli�car a notação, para um autovalor de A �xo, digamos λ = α+ iβ com

parte real α ≥ 0, denotemos JR
k ∶= JR

k,λ.

Lema 1.24. Assuma que a matriz de Kalman C tem posto n e Ω ⊂ Rm é uma vizi-

nhança de 0 ∈ Rm. Então JR
k ⊂ AΩ(0) para todo inteiro positivo k.

Demonstração. Como 0 ∈ Int(Ω), podemos supor, sem perda de generalidade, que Ω

é convexo. O resultado será demonstrado via indução sobre k. Quando k = 0, temos

que JR
0 = {0} ⊂ AΩ(0) (basta tomar o controle nulo). Suponha que JR

k−1 ⊂ AΩ(0) para
algum k ≥ 1 e tome ṽ ∈ Jk,λ,. Devemos mostrar que ṽ1 ∈ JR

k pertence a AΩ(0), onde
ṽ = ṽ1 + iṽ2.

Escolhamos T > 0 tal que eλTj = eαTj para todo j = 0,1,⋯(se β = 0 pode-se tomar

qualquer T > 0. Caso contrário, tome T = 2π
∣β∣ ). Em seguida escolha δ > 0 tal que

v1 ∶= δṽ1 ∈ AΩ(0, T ) (tal δ existe pois pela Proposição 1.22 temos que AΩ(0, T ) é um

subconjunto aberto do Rn e pelo Lema 1.10 o conjunto AΩ(0, T ) contém 0 em seu

interior). Seja também v = δṽ, como v ∈ Jk,λ = Ker(λI −A)k, tem-se que

et(A−λI)v =
∞

∑
k=0

(A − λI)ktk
k!

v

= (I + t(A − λI) + t
2

2
(A − λI)2 +⋯ + t

k

k!
(A − λI)k +⋯) v = v +w,

(1.35)

onde w = ∑k−1
i=1

ti

i! (λI −A)iv ∈ Jk−1. De (1.35), segue que etAe−tλ = v + w, isto é, eλtv =
etAv − etλw. Assim

eαtv = eλtv = etAv − eλtw = etAv − eαtw, (1.36)

para todo t = Tj, j = 0,1,⋯. Decompondo w = w1 + iw2 em parte real e imaginária e

tomando as partes reais em (1.36) temos

eαtv1 = etAv1 − eαtw1,

para todo t = Tj, j = 0,1,⋯. Agora, tome um inteiro q ≥ 1
δ . Então

(
q−1

∑
j=0

eαTj) v1 =
q−1

∑
j=0

eTjAv1 +w′,

onde w′ = −∑q−1
j=0 e

αTjw1 ∈ JR
k−1, uma vez que w1 ∈ JR

k−1. Como v1 ∈ AΩ(0, T ), temos

pelo Corolário 1.21 que ∑q−1
j=0 e

TjAv1 ∈ AΩ(0, qT ). Por hipótese de indução, temos que

JR
k−1 ⊂ AΩ(0). Assim, segue do Lema 1.23 que

pv1 ∈ AΩ(0, qT ) + JR
k−1 ⊂ AΩ(0) + JR

k−1 = AΩ(0),
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onde p = ∑q−1
j=0 e

αTj. Notemos que, como α ≥ 0, tem-se

p =
q−1

∑
j=0

eαTj ≥
q−1

∑
j=0

1e0 = q ≥ 1

δ
.

Portanto pδṽ1 = pv1 ∈ AΩ(0). Por outro lado, pδ ≥ 1 implica que

ṽ1 =
1

δp
δpṽ1 + (1 −

1

δp
)0,

é uma combinação linear convexa. Como δpṽ1 e 0 pertencem a AΩ(0), segue da conve-
xidade de AΩ(0) que ṽ1 ∈ AΩ(0).

O corolário a seguir nos mostra a relação entre a soma dos vários espaços JR
k com

Re(λ) ≥ 0 e o espaço dos pontos atingíveis a partir de 0 para todo T ≥ 0 (AΩ(0)).

Corolário 1.25. Suponha que a matriz de Kalman C tem posto n e Ω ⊂ Rm é uma

vizinhança da origem. Então L ⊂ AΩ(0).

Demonstração. Como antes, podemos assumir sem perda de generalidade que Ω é

convexo. De acordo com o Lema 1.24, temos que JR
k ⊂ AΩ(0) para todo autovalor λ

com parte real não-negativa e para todo inteiro positivo k. Em geral, se L1 e L2 são

dois subespaços de um conjunto convexo C, tem-se que L1 + L2 ⊂ C. Daí, certamente

o conjunto L está contido em AΩ(0).

Corolário 1.26. Suponha que (A,B) é controlável e Ω ⊂ Rm é uma vizinhança convexa

e limitada da origem. Então existe um subconjunto B limitado, convexo e aberto em

relação à M , tal que AΩ(0) = B +L.

Demonstração. A�rmamos inicialmente que AΩ(0) = (AΩ(0) ∩M) + L. Com efeito,

aplicando o Lema 1.23 e o Corolário 1.25 segue-se que

(AΩ(0) ∩M) +L ⊂ AΩ(0) +L = AΩ(0).

Por outro lado, dado v ∈ AΩ(0), podemos escrever v = x + y com x ∈ M e y ∈ L.
Como x = v − y ∈ AΩ(0) + L = AΩ(0) (novamente pelo Lema 1.23) temos que AΩ(0) ⊂
(AΩ(0) ∩M) +L o que conclui a a�rmação.

Seja agora B ∶= AΩ(0) ∩M . Notemos que esse conjunto é aberto e convexo em M ,

pois AΩ(0) é aberto e convexo e M é um subespaço vetorial. Nos resta mostrar que B
é limitado.

Considere a projeção P ∶ Rn → Rn sobre M, ou seja, P (x + y) = x, para x ∈ M e

y ∈ L. Notemos que PA = AP , pois como L e M são A-invariantes, temos que dado
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v = x + y ∈ Rn com x ∈M e y ∈ L, então Ax ∈M e Ay ∈ L. Assim,

PAv = P (A(x + y)) = Ax = A(P (x + y)) = APv.

Indutivamente temos que PAk = AkP para todo inteiro não negativo k. Assim PetA =
etAP, para todo t ∈ R.

Seja x1 ∈ AΩ(0) ∩M qualquer. Como x1 ∈ AΩ(0), existe T > 0 e u ∈ Uad tal que

x1 = ∫
T

0
e(T−s)ABu(s)ds.

De x1 ∈M , temos que x1 = Px1, logo

x1 = Px1 = ∫
T

0
Pe(T−s)ABu(s)ds = ∫

T

0
e(T−s)Ax(s)ds,

onde x(s) = PBu(s) ∈M ∩ PB(Ω) para todo s. Como a restrição de A a M tem seus

autovalores com parte real negativa, então existem constantes c, µ > 0 tais que

∥etAx∥Rn ≤ ce−µt∥x∥Rn ,

para todo t ≥ 0 e para todo x ∈M . Como PB(Ω) é limitado, existe uma constante c′

tal que se x ∈ PB(Ω),
∥etAx∥ ≤ c′e−µt,

para todo t ≥ 0. Portanto

∥x1∥ ≤ ∫
T

0
∥e(T−s)Ax(s)∥ds ≤ ∫

T

0
c′e−µ(T−s)ds = c′∫

T

0
e−µ(T−s)ds = c

′

µ
(1 − e−µT ) ≤ c

′

µ
,

provando que B é limitado.

Demonstraremos agora o Teorema 1.19.

Demonstração. Suponha que AΩ(0) = Rn. Como Rn = AΩ(0) ⊂ ARm(0) ⊂ Rn, temos

que ARm(0) = Rn, pelo Teorema 1.6, o posto da matriz de Kalman C deve ser n, o que

mostra a primeira parte. Para mostrarmos a segunda parte do teorema, suponha que

existe um autovalor λ = α+βi de A com α < 0. Então L é um subespaço próprio de Rn

eM ≠ {0}, ou seja Rn = AΩ(0) = L+B, onde B é limitado e não vazio, o que claramente

é um absurdo. Logo a segunda a�rmação do teorema também é válida.

Reciprocamente, se a condição de Kalman é verdadeira e os autovalores são todos

não-negativos, então Rn = L. Pelo Corolário 1.25 temos que L ⊂ AΩ(0) e, consequente-
mente, Rn ⊂ AΩ(0) de onde segue que AΩ(0) = Rn.
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Como já debatido diversas vezes ao longo do texto, o conjunto dos estados atingíveis

a partir do zero para o sistema tempo-inverso coincide com o conjunto dos dados que

podem ser conduzidas a zero do sistema original. Neste sentido, o seguinte resultado

sai como consequência imediata do Teorema 1.19.

Corolário 1.27. Se Ω é uma vizinhança limitada de zero, então o sistema (1.14) é

globalmente nulo-controlável se, e somente se, o posto da matriz de Kalman vale n e

todos os autovalores do operador A são não-positivos.

Até o presente momento, provamos que, quando Ω é uma vizinhança da origem, o

sistema ser controlável a zero é equivalente a todos os autovalores da matriz A serem

não-positivos. Provamos também que se pelo menos um autovalor tiver parte real

positiva, então o sistema (1.1) não pode ser controlável a zero. O resultado a seguir

de certa forma completa a discussão provando que, se todos os autovalores possuem

parte real nula, então o sistema é exatamente controlável em um tempo �nito, isto é,

podemos sair de qualquer dado em Rn e chegar em qualquer outro dado em Rn e não

apenas ao estado nulo.

Corolário 1.28. ([8]) Seja Ω uma vizinhança limitada da origem. Assuma que o par

(A,B) é controlável. O sistema (1.14) é exatamente controlável em um tempo �nito

se, e somente se, todos os autovalores de A possuem parte real nula.

Demonstração. Suponha que o sistema (1.14) seja controlável em um tempo �nito. Em

particular, o sistema é globalmente nulo-controlável e assim, pelo Corolário 1.27 todos

os autovalores de A possuem parte real não-positiva.

Por outro lado, a controlabilidade exata também implica que podemos sair do estado

nulo e chegar em qualquer estado desejado em um tempo �nito, isto é AΩ(x0, t) = Rn.

Desta forma pelo Teorema 1.19, chegamos que a parte real dos autovalores de A devem

ter parte real não-negativa. Com isso, obtemos que a parte real de todos os autovalores

devem ser iguais a zero.

Reciprocamente suponha que todos os autovalores de A possuam parte real nula.

Sejam x0 e x1 vetores em Rn. Queremos provar que existe um controle admissível

conduzindo x0 a x1. Pelo Corolário 1.27, existe um controle u1 e um tempo t1 tal que

a solução x1 de (1.14) com x1(0) = x0 satisfaz x(t1) = 0. Temos também pelo Teorema

1.19, que existe um controle u2 e um tempo t2 tal que a solução x2 de (1.14) com

x2(0) = 0 satisfaz x2(t2) = x1. Daí, de�na

u3(s) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

u1(s), se s ≤ t1
u2(s − t1), se s > t1.
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Se x3 é a solução de (1.14) com x3(0) = x0, temos que

x3(t1 + t2) = e(t1+t2)Ax0 + ∫
t1+t2

0
e(t1+t2−s)ABu3(s) ds

= et1 (et2x0 + ∫
t1

0
e(t2−s)Ax0 + ∫

t1

0
e(t2−s)ABu1(s) ds + ∫

t2

0
e(t2−s)ABu2(s) ds)

= et1Ax1(t1) + x2(t2) = 0 + x1 = x1.

Portanto (1.14) é controlável.

Vejamos um exemplo sobre como resultados presentes nessa seção podem ser apli-

cados

Exemplo 1.4. (controle de um oscilador harmônico) Considere uma párticula de massa

m com coordenada de posição x no tempo t, atraída para a origem por uma força linear

−k2x, com a constante de mola k2 > 0. A equação de movimento de Neewton é (em

unidades e coordenadas apropriadas)

mx′′ + k2x = u(t),

onde a força de controle externa u(t) deve ser limitada, isto é

∣u(t)∣ ≤ 1.

Para simpli�car a exposição, vamos assumir m = 1 e k2 = 1. Novamente, desejamos

direcionar o estado inicial x(0) = x0, ẋ(0) = y0 para a origem.

Figura 1.6: objeto de massa m preso a uma mola.

Podemos reduzir a equação anterior a um sistema de primeira ordem da forma

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x′ = y,
y′ = −x + u,

ou, em notação matricial

X ′ = AX +Bu,
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onde,

X(t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x(t)
y(t)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

e as matrizes de coe�cientes

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Observemos que 0 ∈ Int(Ω), e como a matriz de Kalman C tem a forma

C = [B AB]

temos que seu posto vale dois, o que corresponde à quantidade de variáveis do sistema.

Mais ainda, os autovalores de A são i e −i que possuem parte real nula. Assim de acordo

com o Corolário 1.28, o sistema em questão é exatamente controlável com controles

restritos ao intervalo [−1,1].

Até esse ponto, estudamos resultados de controle nulo ou exato, com controles res-

tritos a subconjuntos do Rm, para o caso em que o sistema em questão é autônomo, isto

é, as matrizes A e B não dependem do parâmetro t na equação. É importante mencio-

narmos que, existem na literatura resultados de controlabilidade globais para sistemas

não-autônomos com controles restritos ou não a uma região Ω. Na próxima seção

provaremos um desses resultados, precisamente aquele devido a R. Kalman, em [15],

que caracteriza a controlabilidade para sistemas não-autônomos sem restrição sobre o

controle em termos da inversão da matriz Gramiana. Para resultados em sistema não-

autônomos com controles restritos, podemos citar a referência de R. Conti, em [23], que

estabelece a condição integral divergente, necessária e su�ciente para a controlabilidade

nula-global, quando os controles estão restritos a uma bola fechada, citamos também

a referência de L. Pandol� em [20], que de�ne a noção de expoente característico, onde

critérios de controlabilidade foram fornecidos em termos desse expoente. Importante

mencionarmos também os resultados Schmitendorf e Barmish, em [26], que em um

certo sentido generaliza os resultados de R. Conti para controles restritos a regiões Ω

mais gerais.

1.3 Controlabilidade de Sistemas Lineares não-autônomos

O teorema a seguir, fornece uma condição necessária e su�ciente de controlabilidade

no caso não-autônomo, isto é, quando A e B dependem do tempo.
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Teorema 1.29. (R. Kalman, [15]) O sistema

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), (1.37)

é controlável no tempo T (a partir de qualquer ponto inicial) se, e somente se, a matriz

C(T ) = ∫
T

0
M(t)−1B(t)B(t)⊺(M(t)−1)⊺dt,

conhecida como matriz de controlabilidade ou matriz de Gramiana, é invertível.

Observação 1.6. Essa condição depende de T , mas não depende do ponto inicial x0.

Em outras palavras, se um sistema linear não-autônomo é controlável no tempo T a

partir de x0, então ele é controlável no tempo T a partir de qualquer outro ponto.

Observação 1.7. Note que C(T ) = C(T )⊺ e x⊺C(T )x ≥ 0 para todo x ∈ Rn, ou seja,

C(T ) é uma matriz real quadrada, e simétrica positiva.

Demonstração. (Teorema 1.29) Para qualquer solução x(t) de (1.37), temos pela fór-

mula de variação dos parâmetros,

x(T ) = x∗ +M(T )∫
T

0
M(t)−1B(t)u(t)dt,

onde

x∗ =M(T )x0 +M(T )∫
T

0
M(t)−1r(t)dt,

e M(⋅) é a matriz resolvente (veja (1.3)).

Vamos assumir que C(T ) é invertível e vamos mostrar que o sistema é controlável.

Escrevamos u(t) = B(t)⊺ (M(t)−1)⊺ψ, com ψ ∈ Rn. Então,

x(T ) = x∗ +M(T )∫
T

0
M(t)−1B(t)B(t)⊺ (M(t)−1)⊺ψdt

= x∗ +M(T )C(T )ψ.

Tomando ψ = C(T )−1M(T )−1(x1 − x∗), obtemos

x(T ) = x∗ +M(T )C(T )C(T )−1M(T )−1(x1 − x∗)

= x∗ + (x1 − x∗) = x1.

Portanto, o sistema é controlável.

Reciprocamente, se C(T ) não é invertível, então existe ψ ∈ Rn/{0} tal que ψ⊺C(T )ψ =
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0. E assim, deduzimos que

∫
T

0
∥B(t)⊺ (M(t)−1)⊺ψ∥

2
= ∫

T

0
⟨(B(t)⊺ (M(t)−1)⊺ψ)

⊺

,B(t)⊺ (M(t)−1)⊺ψ⟩dt

= ψ⊺∫
T

0
M(t)−1B(t)B(t)⊺ (M(t)−1)⊺ dt ψ

= ψ⊺C(T )ψ = 0,

de onde ψ⊺M(t)−1B(t) = 0 q.s. em [0, T ]. Assim, para qualquer controle u, temos

ψ⊺∫
T

0
M(t)−1B(t)u(t)dt = 0.

Seja, ψ1 = (M(T )−1)⊺ψ, onde temos claramente que ψ1 ≠ 0. Assim,

⟨ψ⊺1 , xu(T ) − x∗⟩ = ⟨ψ⊺M(T )−1,M(T )∫
T

0
M(t)−1B(t)u(t)dt⟩ = ψ⊺∫

T

0
M(t)−1B(t)u(t)dt = 0,

o que implica dizer que

M(T )∫
T

0
M(t)−1B(t)u(t)dt ⊥ ψ1.

Seja x = xu − x∗ a solução de um sistema da forma

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),
x(0) = 0.

Notemos que x(T ) = M(T ) ∫
T

0 M(t)−1B(t)u(t)dt e que ⟨ψ⊺1 , x(T )⟩ = 0. Sendo x(t)
controlável, então temos que para todo x1 ∈ Rn, existe u ∈ L∞([0, T ];Rm) tal que
x(T ) = x1. Tomando x1 = ψ1, teremos que ⟨ψ⊺1 , ψ1⟩ = 0, o que é absurdo visto que

ψ1 ≠ 0. Assim C(T ) é invertível.

Exemplo 1.5. Mostre que o sistema x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), com

A(t) =
⎛
⎝
0 t

0 1

⎞
⎠
, e B(t) =

⎛
⎝
1

1

⎞
⎠

é controlável a qualquer momento.

Solução: Por de�nição, o resolvente da matriz A(t) é solução do sistema em (1.3).

Dessa forma, obtemos

M(t) =
⎛
⎝
1 (t − 1)et + 1
0 et

⎞
⎠
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e assim,

M(t)−1 =
⎛
⎝
1 t − 1 + 1

et

0 1
et

⎞
⎠
.

Portanto, a matriz Gramiana do sistema é dada por

C(T ) = ∫
T

0
M(t)−1B(t)B(t)⊺(M(t)−1)⊺dt

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T 3

3 + 2 (−T−1eT
+ 1) − 1

2(e−2T − 1) −T−1
eT
+ 1 − 1

2(e−2T − 1)
−T−1
eT
+ 1 − 1

2(e−2T − 1) −1
2(e−2T − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Podemos provar que det(C(T )) ≠ 0, implicando que o sistema é controlável a qualquer

momento.

Exemplo 1.6. Considere o seguinte sistema de controle:

x′1 = u,x′2 = x1 + tu,

onde u ∈ R e (x1, x2)⊺ ∈ R2, T > 0. Seja x = (x1, x2)⊺, então o sistema pode ser escrito

da seguinte forma:

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), ∀t ∈ [0, T ],

onde,

A(t) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
e B(t) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1

t

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Nós temos

M(t)−1 = e−tA =
∞

∑
k=0

(−t)k
k!

Ak = I − tA,

ou ainda que

M(t)−1 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

−t 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Portanto, a matriz Gramiana é dada por:

C(T ) = ∫
T

0
M(t)−1B(t)B(t)⊺(M(t)−1)⊺dt =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

de onde temos que det(C(T )) = 0, o que implica dizer que C(T ) não é invertível.

Portanto, o sistema não é controlável.

O objetivo do próximo capítulo é de estudarmos a existência de trajetórias em um

tempo mínimo conectando dois estados x0 e x1.
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Capítulo 2

Existência de trajetórias otimizadas

no tempo

Vamos considerar como anteriormente o sistema de controle em Rn

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), (2.1)

onde os controles u tomam valores em um compacto de interior não vazio Ω ⊂ Rm.

Sejam x0 e x1 dois pontos de Rn. Suponha que x1 seja acessível a partir de x0, ou

seja, que x1 ∈ AΩ(x0) = ∪t≥0AΩ(x0, t). Entre todas as trajetórias conectando x0 e x1 ,

gostaríamos de caracterizar aquelas que o fazem em tempo mínimo t∗, isto é, queremos

saber qual o menor tempo t∗ > 0 possível tal que x1 ∈ AΩ(x0, t∗).

Temos o primeiro resultado de caracterização do tempo mínimo:

Teorema 2.1. (Existência de controles otimizados para o tempo) Supondo Ω compacto.

Seja x0, x1 ∈ Rn �xos. Suponha que exista T ≥ 0 tal que x1 ∈ AΩ(x0, T ). Então, o

conjunto {t ≥ 0, x1 ∈ AΩ(x0, t)} tem um mínimo t∗ ≥ 0. Por de�nição, isto signi�ca que

t∗ = 0 se, e somente se, x1 = x0, e se t∗ > 0 então existe u ∈ L∞(0, t∗;Ω) tal que a

solução correspondente x do sistema (1.1) satisfaz x(t∗) = x1. O controle desta forma

u é dito otimizado em relação ao tempo.

Demonstração. Seja

E = {t ≥ 0 ∣ x1 ∈ AΩ (x0, t)}.

Por suposição, E não é vazio. Para mostrarmos que E tem um mínimo, vamos provar

que E é fechado. Sejam tk ∈ E, k ∈ N e t ∈ R tais que tk → t quando k → +∞. Temos

que mostrar que t ∈ E, isto é, devemos provar que x1 ∈ AΩ(x0, t), que é equivalente a
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provarmos que d (x1,AΩ(x0, t)) = 0, onde d representa a distância de um ponto a um

conjunto, isto é

d(x1,AΩ(x0, t)) = inf
y∈AΩ

∣x1 − y∣Rn

Uma vez que Ω é compacto, segue que AΩ(x0, t) é compacto e portanto fechado.

Não é difícil vermos que

d (x1,AΩ(x0, t)) ≤ d (x1,AΩ(x0, tk)) + dH (AΩ (x0, tk) ,AΩ (x0, t)) .

Como x1 ∈ AΩ(x0, tk) por de�nição de tk, temos que d (x1,AΩ(x0, tk)) = 0. Agora,

desde que tk → t, por continuidade do conjunto de pontos acessíveis (veja Teorema

1.1), existe k ∈ N grande o su�ciente para que dH (AΩ (x0, tk) ,AΩ (x0, t)) ≤ ϵ. Portanto,
provamos que d (x1,AΩ(x0, t)) ≤ ϵ para todo ϵ > 0, assim d (x1,AΩ(x0, t)) = 0. Desta

forma, provamos que E é fechado, uma vez que é limitado inferiormente, possui um

mínimo.

Se t∗ é o tempo mínimo, então x1 ∉ AΩ(x0, t) para todo t < t∗, caso contrário x1

seria acessível a partir de x0 em um tempo menor que t∗, o que é uma contradição.

Daí,

t∗ = inf{t > 0;x1 ∈ AΩ(x0, t)}.

O tempo t = t∗ é o primeiro tempo para o qual x1 é alcançável, ou seja é o primeiro

tempo para o qual AΩ(x0, t) contém x1.

O corolário a seguir dá um resultado global para sistemas lineares autônomos, de

existência de controle de tempo mínimo direcionando qualquer estado inicial à origem.

Corolário 2.2. Para cada x0 ∈ Rn, considere o seguinte sistema autônomo:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x′(t) = Ax(t) +Bu(t), t ∈ R+,
x(0) = x0,

onde o domínio de restrição Ω ⊂ Rm no controle é compacto. Suponha que

1. 0 ∈ int(Ω);
2. o par (A,B) é controlável;
3. para todo λ ∈ σ(A), Re(λ) < 0.
Então existe um controle de tempo mínimo u∗(⋅) ⊂ Ω em [0, t∗] tal que x(t∗) = 0.

Demonstração. Pelo Teorema 1.17, existe T > 0 tal que 0 ∈ AΩ(x0, T ). Assim, o

resultado segue diretamente do Teorema 2.1.
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Observação 2.1. Para os casos em que os autovalores do operador A, digamos λ sa-

tisfazem, Re(λ) ≤ 0, ou Re(λ) = 0 o resultado é análogo, bastando para isso utilizarmos

os Corolários 1.27 e 1.28.

O Teorema 2.1 garante a existência de controles de tempo mínimo. Uma ques-

tão natural que surge está relacionada à unicidade desse controle. É sobre isso que

trataremos na seção seguinte.

2.1 Existência do controle em tempo mínimo

Nesta seção, os resultados apresentados incluem o caso não-autônomo, isto é, quando

as matrizes A e B dependem do parâmetro t.

Iniciamos a seção com o conceito de controle extremo.

De�nição 2.1. O controle u é extremo em [0, t] se a trajetória do sistema (1.1) asso-

ciado a u satisfaz x(t) ∈ ∂AΩ(x0, t).

Agora, apresentaremos uma caracterização para o controle de tempo mínimo.

Teorema 2.3. (Os controles de tempo mínimo são extremos) Suponha que Ω seja

compacto e sejam x0, x1 ∈ Rn com x0 ≠ x1. Suponha que x1 ∈ AΩ(x0) e seja t∗ o

tempo mínimo. Se u ∈ L∞(0, t∗,Ω) é um controle de tempo mínimo (cuja existência é

garantida pelo Teorema 2.1), então o controle u é extremo em [0, t∗].

Para a prova do Teorema 2.3, necessitaremos do seguinte resultado de análise con-

vexa (veja por exemplo [29], Teorema 3.5), que será admitido em demonstração.

Demonstração. (Teorema 2.3) De acordo com a De�nição 2.1, devemos mostrar que x1 ∈
∂AΩ(x0, t∗). Uma vez que sabemos que AΩ(x0, t∗) é um conjunto fechado e convexo,

pelo Lema A.5, é equivalente a provar que existe p ∈ Rn com p ≠ 0, tal que, para todo

x̂1 ∈ AΩ(x0, t∗)
⟨p, x̂1⟩ ≤ ⟨p, x1⟩ . (2.2)

Seja tk > 0, tal que tk < t∗ para todo k ∈ N e tal que tk → t∗ quando k → +∞.

Por de�nição de t∗, temos, x1 ∉ AΩ(x0, tk), para qualquer k ∈ N. Em particular,

x1 ∉ Int (AΩ(x0, tk)). Uma vez que AΩ(x0, tk) é convexo, segue novamente pelo Lema

A.5 que existe pk ∈ Rn, com pk ≠ 0, tal que, para cada w1 ∈ AΩ(x0, tk),

⟨pk,w1⟩ ≤ ⟨pk, x1⟩ . (2.3)
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Como pk ≠ 0, podemos assumir que ∣∣pk∣∣Rn = 1. Como (pk)k agora é uma sequência

limitada, portanto, podemos extrair uma subsequência (denotado da mesma forma) tal

que pk → p quando k → +∞ para algum p ∈ Rn com ∣∣p∣∣Rn = 1.
Seja x̂1 ∈ AΩ(x0, t∗) �xo, porém arbitrário. Devido à continuidade dos conjuntos

alcançáveis, podemos considerar uma sequência (x̂1k)k tal que x̂1k → x̂1 quando k → +∞,
com x̂1k ∈ AΩ(x0, tk) para todo k ∈ N.

Assim, substituindo em (2.3) w1 por x̂1k e realizando o limite quando k → ∞, che-

gamos em (2.2).

Graças ao Teorema 2.3, podemos agora nos concentrar na noção de controle ex-

tremo.

O teorema apresentado na seção a seguir, nos fornece uma condição necessária e

su�ciente para que um controle sexta extremo

2.1.1 Caracterização dos controles extremos: Princípio do má-

ximo de Pontryagin (PMP)

O resultado apresentado nesta seção, devido ao matemático russo L. Pontryagin em

[18], se dedica em caracterizar o controle que conduz um dado x0 a um outro dado x1

no menor tempo possível.

Teorema 2.4. (Princípio do máximo de Pontryagin) Considere o sistema de controle

linear (1.1), onde o domínio da restrição Ω ⊂ Rm no controle é compacto. Seja T > 0
e u ∈ Uad. As seguintes condições são equivalentes

a) O controle u é extremo em [0, T ];
b) Existe p1 ∈ Rn, com p1 ≠ 0, de modo que a solução p correspondente para o sistema

adjunto
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

− d
dt
p = A(t)⊺p(t), t ∈ [0, T ],

p(T ) = p1,
(2.4)

satisfaz

p(t)B(t)u(t) =max
v∈Ω

p(t)B(t)v, (2.5)

para quase todo t ∈ [0, T ].

Demonstração. Seja u um controle extremo em [0, T ] e seja x a trajetória associada

ao controle u. Temos por de�nição, que x(T ) ∈ ∂AΩ(x0, T ). Uma vez que temos pelo

Teorema 1.1 que AΩ(x0, T ) é um conjunto convexo e compacto, temos pelo Lema A.5

que a existência de tal controle é equivalente à existência de um p1 ∈ Rn, com p1 ≠ 0,
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tal que

⟨p1, x̂1⟩ ≤ ⟨p1, x(T )⟩ , ∀ x̂1 ∈ AΩ(x0, T ). (2.6)

Por de�nição de AΩ(x0, T ), existe um controle û tal que a trajetória x̂(t) associada
satisfaz x̂(T ) = x̂1. Lembremos que a solução do sistema linear (2.1) associado ao

controle u com dado inicial x(0) = x0 é da forma:

x(t) =M(t)x0 + ∫
t

0
M(t)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds.

Desta forma, podemos reescrever a desigualdade (2.6) na forma

p1∫
T

0
M(T )M(s)−1B(s)(û(s) − u(s))ds ≤ 0.

Seja p(t) a solução em [0, T ] de p′(t) = −p(t)A(t) tal que p(T ) = p1. Então é claro que
p(t) = p(0)M(t)−1 e assim p1 = p(T ) = p(0)M(T )−1. Daí, segue que
Segue que

p1M(T )M(s)−1 = p(0)M(s)−1 = p(s), para todo s ∈ [0, T ],

e portanto temos.

∫
T

0
p(s)B(s)(û(s) − u(s))ds ≤ 0, (2.7)

para todo û ∈ Uad, de onde chegamos em (2.5). Caso (2.5) não seja verdadeiro, então

existe v ∈ Ω tal que

p(s)B(s)v > p(s)B(s)u(s) q.s em [0, T ].

Assim, integrando a expressão anterior em (0, T ) chegamos em uma contradição a (2.7).

Reciprocamente, suponha que exista um vetor adjunto p(t) tal que p′(t) = −p(t)A(t)
com p(T ) = p1 e um controle u que satisfaça

p(t)B(t)u(t) =max
v∈Ω

p(t)B(t)v.

Denotemos por x(⋅) a trajetória associada a u. Repetindo o raciocínio anterior, temos

∫
T

0
p(s)B(s)(û(s) − u(s))ds ≤ 0, ∀ û ∈ Uad.

de onde temos

∫
T

0
p1M(T )M(s)−1B(s)(û(s) − u(s))ds ≤ 0.
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Daí

⟨p1, x̂1 − x(T )⟩ ≤ 0, ∀ x̂1 ∈ Aω(x0, T ),

ou seja,

⟨p1, x̂1⟩ ≤ ⟨p1, x(T )⟩ , ∀ x̂1 ∈ AΩ(x0, T ).

Pelo Lema A.5, temos que x(T ) ∉ Int(AΩ(x0, T )) e assim x(T ) ∈ ∂AΩ(x0, T ).

Vejamos agora um exemplo sobre como o princípio do máximo pode ser útil para a

caracterização de controles ótimos de tempo mínimo.

Exemplo 2.1. (Controles Bang-Bang) Os controles do tipo bang-bang são aqueles

em Uad(Ω), tais que
u(t) ∈ ∂Ω, q .s em [0, T ] .

Teorema 2.5. Seja Ω compacto e considere em Rn o sistema linear autônomo

x′(t) = Ax(t) +Bu(t), (2.8)

suponha que o par (A,B) é controlável. Seja u um controle direcionando x0 à x1 em

um tempo mínimo t∗ > 0, então u(t) ∈ ∂Ω q.s em ∈ [0, t∗].

O Teorema 2.5 garante que, em particular, controles ótimos de tempo mínimo são

do tipo Bang-Bang.

Para a prova do Teorema 2.5, precisamos dos seguintes lemas:

Lema 2.6. Seja U um subconjunto fechado de interior não vazio em Rn, seja q ∈ Rn

não nulo e seja a função f ∶ U Ð→ R de�nida por f(u) = q ⋅ u. Se u0 ∈ U é um ponto de

máximo local de f então u0 ∈ ∂U .

Demonstração. Seja u0 ∈ U um ponto de máximo local de f e suponha que u0 ∈ Int(U).
Então existe ϵ > 0 pequeno tal que u0 + ϵq ∈ U . Mas

f (u0 + εq) = f (u0) + ε∥q∥2 > f (u0) ,

onde a desigualdade é estrita, pois q ≠ 0. Isso contradiz o fato de que u0 é um ponto

de máximo local.

Lema 2.7. Suponha que (A,B) seja controlável. Então, para todo p1 ∈ Rn com p1 ≠ 0
e T > 0, o conjunto

Z = {t ∈ (0, T ),B⊺p(t) = 0}
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é �nito, onde p é a solução do sistema adjunto (2.4).

Demonstração. Suponha que Z seja in�nito. Então, pela analiticidade de p, obtemos

B⊺p(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ].

Pela dualidade que existe entre o sistema (2.8) e (2.4), chegamos que

x(T ) ⋅ p1 − x0 ⋅ p(0) = ∫
T

0
u(t) ⋅B⊺p(t)dt, (2.9)

para todo u ∈ L∞(0, T ;Rm). Como (A,B) é controlável, podemos escolher x0 = 0 e um

controle ũ tal que x1 ⋅ p1 = ∫
T

0 ũ(t)B⊺p(t) dt = 0 para todo x1 ∈ Rn. De onde podemos

concluir que p1 = 0, uma contradição.

Demonstração. (Teorema 2.5) Mostramos que os controles de tempo mínimo são ex-

tremos, portanto u é extremo. De acordo com o PMP, temos que existe p1 ∈ Rn, com

p1 ≠ 0, tal que p(t) = p1M(T )M(s)−1 satisfaz

p(t)Bu(t) =max
v∈Ω

p(t)Bv q.s. em [0, T ]. (2.10)

Para todo t ∈ [0, T ] e v ∈ Ω, de�nimos ft(v) = p(t)B ⋅ v. Observe que pelo Lema 2.7

p(t)B pode ser zero apenas para t em um conjunto �nito E ⊆ [0, T ]. Assim, por (2.10),

para cada t ∈ Ec, o vetor p(t)B é não nulo e, além disso, o valor u(t) é um máximo de

ft. Daí, podemos utilizar o Lema 2.6 e chegamos que u(t) ∈ ∂Ω.

Observação 2.2. No caso em que o sistema possui entrada única (m = 1), se Ω = [a, b]
com a < b, vemos que a função do Lema 2.6 têm apenas um máximo, que é atingido

em u(t) = b se q > 0 e u = a se q < 0. Portanto, neste caso, se u é um controle extremo,

então

u(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

b se p(t)B > 0,
a se p(t)B < 0,

quase sempre em [0, T ]. Isto explica a terminologia bang-bang. Em particular se além

disso Ω = [−a, a] onde a > 0, os controles extremos de tempo mínimo tomam a forma

u(t) = a sinal (p(t)B(t)) .

Vimos que para determinarmos os controles Bang-Bang, necessitamos , essencial-

mente, saber como a função p(t)B muda de sinal. Neste sentido, a proposição a seguir

se torna muito importante.
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Proposição 2.8. Considere em Rn o sistema linear autônomo x′(t) = Ax(t) +Bu(t)
com B ∈ Rn e Ω = [−1,1], onde o par (A,B) é controlável.
i. Se todo autovalor de A for real, então todo controle extremo terá no máximo n − 1
permutas de sinal.

ii. Se todo autovalor de A tiver uma parte imaginária diferente de zero, então todo

controle extremo terá um número in�nito de permutações de sinal.

Antes de provarmos a Proposição 2.8, precisaremos do seguinte resultado.

Teorema 2.9. (Forma de Brunovski) Se m = 1 e se o par (A,B) é controlável, então

é semelhante ao par (Ã, B̃), onde

Ã =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋱ 0 1

−an −an−1 ⋯ −a1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, B̃ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0

⋮
0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

e onde os coe�cientes ai são aqueles do polinômio característico de A isto é,

PA(X) =Xn + a1Xn−1 +⋯ + an−1X + an.

Demonstração. Queremos mostrar que podemos encontrar uma base (f1,⋯, fn) na qual
o sistema de controle linear pode ser reescrito na forma:

x′(t) = Ãx(t) + B̃u(t).

Sendo B = (bj1)nj=1 e como queremos representar a matriz B por B̃ em uma nova

base (f1,⋯, fn), então devemos ter

B = 0f1 +⋯ + 1fn = fn.

De modo análogo, como queremos representar a matriz A por Ã na nova base

(f1,⋯, fn) então, temos que

Afn = 0f1 +⋯ + 1fn−1 − a1fn = fn−1 − a1fn,
Afn−1 = fn−2 − a2fn,
Afn−2 = fn−3 − a3fn,

⋮
Af2 = f1 − an−1fn,
Af1 = −anfn.

Portanto, de acordo com as relações anteriores, de�nirmos os vetores f1,⋯, fn por

fn = B , fn−1 = Afn + a1fn , fn−2 = Afn−1 + a2fn,⋯, f1 = Af2 + an−1fn.
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2. Existência de trajetórias otimizadas no tempo

Observemos que a última condição ainda está pendente de ser compatível com as

de�nições de (fj)nj=1 logo acima. Antes de partirmos para este ponto, veri�quemos que

(f1,⋯, fn) é de fato uma base de Rn.

Note que, sendo fn = B, temos que

⟨fn⟩ = ⟨B⟩
⟨fn, fn−1⟩ = ⟨B,AB⟩

⟨fn, fn−1, fn−2⟩ = ⟨B,AB,A2B⟩
⋮

⟨fn, fn−1,⋯, f1⟩ = ⟨B,AB,⋯,An−1B⟩ = Rn.

Assim, temos claramente que (f1, f2,⋯, fn−1, fn) é de fato uma base do Rn. Veri�que-

mos agora a condição de compatibilidade

Af1 = −anfn.

É neste ponto que a escolha da entrada das matrizes estarem relacionadas aos coe�ci-

entes do polinômio característico se torna importante.

Por indução, veri�camos que:

Af1 = A(Af2 + an−1fn) =A2f2 + an−1Afn
=A2(Af3 + an−2fn) + an−1Afn
=A3f3 + an−2A2fn + an−1Afn
=A3(Af4 + an−3fn) + an−2A2fn + an−1Afn
⋮

=Anfn + a1An−1fn + a2An−2fn +⋯ + an−1Afn
=(An + a1An−1 +⋯ + an−1A)fn.

Pelo teorema de Cayley Hamilton, temos que toda matriz é um zero do seu polinô-

mio característico. Daí, segue que

An = −a1An−1 −⋯ − an−1A − anI,

de onde obtemos

Af1 = −anIfn = −anfn.

Assim provamos que existe uma base (f1,⋯, fn), onde o par (A,B) assume a forma

(Ã, B̃).

Demonstração. (Proposição 2.8) Uma vez que temos que m = 1 e que (A,B) é contro-
lável, podemos supor que o par (A,B) está na forma de Brunovski dada no Teorema
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2. Existência de trajetórias otimizadas no tempo

2.9.

Vimos na Observação 2.2 que todo controle extremo é da forma u(t) = sgn(p(t)B), onde
p(t) é a solução da equação adjunta p′(t) = −p(t)A. Notemos que p(t)B = pn(t), onde
pn(t) é a n-ésima componente de p(t) na base {f1, . . . , fn}, e assim u(t) = sgnpn(t). Se
pn(t) = λ(t), a�rmamos que

λ(n) − a1λ(n−1) +⋯ + (−1)nanλ = 0. (2.11)

De fato, em termos da base {f1, . . . , fn}, a equação adjunta se escreve na forma

⎛
⎜⎜⎜
⎝

p′1(t)
⋮

p′n(t)

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= (p1(t),⋯, pn(t)) ⋅A,

de onde obtemos as equações:

p′1(t) = anλ(t)
p′2(t) = −p1(t) + an−1λ(t)
p′3(t) = −p2(t) + an−2λ(t)
⋮
p′n−1(t) = −pn−2(t) + an−(n−2)λ(t)
λ′(t) = −pn−1(t) + a1λ(t).

Portanto,
λ(′′) = −p′n−1(t) + a1λ′(t)

= −(−pn−2(t) + a2λ(t)) + a1λ′(t)

= pn−2(t) − a2λ(t) + a1λ′(t).

Temos também que

λ(′′′)(t) = p′n−2(t) − a2λ′(t) + a1λ(2)(t)

= −pn−3(t) + a3λ(t) − a2λ′(t) + a1λ(2)(t).

Por um argumento de indução, chegamos que

λ(n)(t) = (−1)np′1(t) +⋯ + a1λ(n−1)(t).

Finalmente, usando que p′1(t) = anλ(t), obtemos (2.11).

Agora, sendo t→ λ(t) a solução da EDO linear acima, onde os a′is são escalares, ao

de�nir x = (λ,λ(1),⋯, λ(n−1))⊺, esta equação escalar de ordem n, torna-se um sistema
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de dimensão n de primeira ordem

ẋ = Ax, (2.12)

Neste ponto, dividiremos a conta entre os casos i) e ii).
Caso i. Suponhamos que todos os autovalores desta matriz A são reais. Então de

acordo com os resultados clássicos na teoria das equações diferenciais ordinárias, veja

por exemplo [21] pg.98, a solução real de (2.12) pode ser escrita na forma

λ(t) =
r

∑
j=1

Pj(t)eλjt,

onde Pj é um polinômio de grau menor ou igual a nj − 1 e onde λ1,⋯, λr são os r

autovalores distintos de A com as respectivas multiplicidades n1,⋯, nr. Observe que

n = n1 +⋯+nr e assim temos que λ(t) admite no máximo n− 1 zeros, que corresponde

ao cenário em que temos um único autovalor de multiplicidade n.

Casso ii. Se todo autovalor próprio de A tiver uma parte imaginária diferente de

0, por [21]

λ(t) =
r

∑
j=1

(Pj(t) cos(βjt) +Qj(t) sin(βjt))eαjt,

onde Pj(t) e Qj(t) são polinômios reais que não são todos nulos. Seja tkeαit o termo do-

minante, isto é, αi é o maior elemento do conjunto {αj} e tk é o maior grau aparecendo

nos polinômios Pi, Qi. Escrevemos então

λ(t) = tkeαit
r

∑
j=1

( 1
tk
Pj(t) cosβjt +

1

tk
Qj(t) sinβjt)e(αj−αi)t.

Observe que se i ≠ j, e(αj−αi)t converge exponencialmente a zero.

Escrevemos então

λ(t) = tkeαi (∑
j≠i

( 1
tk
Pj(t) cosβjt +

1

tk
Qj(t) sinβjt)e(αj−αi)t + Pi(t)

tk
cosβit +

Qi(j)
tk

sinβit) ,

Como k é o maior grau aparecendo em Pi, Qi, então podemos supor que, quando t→∞
(I) Pi(t)

tk
→ 0 e Qi(t)

tk
→ A0,

(II) Pi(t)

tk
→ A0 e

Qi(t)

tk
→ 0,

(III) Pi(t)

tk
→ A0 e

Qi(t)

tk
→ B0.

No caso (I), a função Pi(t)

tk
cosβit+ Qi(t)

tk
sinβit oscila em torno de valores cada vez mais

próximo de A0. O caso (II) é análogo ao (I). Para o caso (III) é su�ciente vermos se a

função Pi(t)

tk
cosβit+ Qi(t)

tk
sinβit oscila em torno do zero. Observe que esta vale zero se,
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2. Existência de trajetórias otimizadas no tempo

e somente se

tan(βit) = −
Qi(t)
Pi(t)

, (2.13)

Notemos que, quando t → ∞, temos −Qj(t)

Pj(t)
→ B0

A0
≠ 0, e, por outro lado, a função

tangente varia de −∞ a ∞ em períodos 2π. Portanto existem in�nitos t′s onde a

expressão (2.13) é válida.

No presente capítulo, estudamos um problema de controle ótimo em relação ao

tempo de controlabilidade. No próximo capítulo, estudaremos um problema de oti-

mização para sistemas lineares do tipo (2.1) onde os controles devem ser ótimos em

relação a um custo quadrático. Este problema de otimização é denominado Linear

Quadrático.
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Capítulo 3

Teoria Linear Quadrática

Esta seção é dedicada ao estudo de problemas lineares quadráticos L.Q. Este é um

problema de controle ótimo regido por uma dinâmica linear e onde o critério a ser mi-

nimizado é quadrático no controle e na trajetória associada. Realizaremos uma análise

matemática completa, onde mostraremos a existência e a unicidade do controle ideal.

Consideremos o sistema de controle linear em Rn.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

x(0) = x0.
(3.1)

Introduzimos o custo quadrático do tipo

C(u) = x(T )TQx(T ) + ∫
T

0
(x(t)TW (t)x(t) + u(t)TU(t)u(t))dt, (3.2)

onde T > 0 é �xo e para cada t ∈ [0, T ] temos que U(t) ∈Mm(R) é simétrica de�nida

positiva, W (t) ∈ Mn(R) é simétrica positiva e Q ∈ Mn(R) é uma matriz simétrica

positiva. Mais ainda, assumiremos que A,B,W e U são L∞em (0, T ), e além disso

consideramos controles em L2(0, T ;Rm).

Fixando o ponto inicial x0 ∈ Rn, o objetivo é determinarmos trajetórias partindo de

x0 que minimizam o custo C(u). Neste caso, de�nimos:

∣∣x(t)∣∣2W = x(t)TW (t)x(t), ∣∣u(t)∣∣2U = u(t)TU(t)u(t), e g(x) = x⊺Qx.

Assim, podemos escrever o custo na forma:

C(u) = g(x(T )) + ∫
T

0
(∣∣x(t)∣∣2W + ∣∣u(t)∣∣2U)dt.

69



3. Teoria Linear Quadrática

Observação 3.1. Se Q =W = 0, então o custo mínimo é atingido no controle u = 0.

O problema de controle ótimo consiste em minimizar a função de custo C(u) dentre
todos os controles mensuráveis u(t) para os quais

∫
T

0
∣∣u(t)∣∣2Udt < ∞.

3.1 Existência de trajetórias ótimas

Apresentaremos a seguinte hipótese sobre U :

∃ α > 0; ∀u ∈ L2(0, T ;Rm) ∫
T

0
∣∣u(t)∣∣2Udt ≥ α∫

T

0
u(t)Tu(t)dt. (3.3)

Um exemplo onde esta hipótese é veri�cada ocorre quando a aplicação t → U(t) é
contínua. De fato sendo U positiva de�nida, a função

A ∶ Bm[0,1] × [0, T ] → R,

(u, t) ↦ u⊺U(t)u,

onde Bm[0,1] representa a bola fechada em Rm é continua e está de�nida em um con-

junto compacto de Rm×R. Assim, existe α > 0 tal que A(u, t) ≥ α para todo u ∈ Bm[0,1]
e todo t ∈ [0, T ] e daí, em particular u⊺U(t)u

u⊺u ≥ α para todo u ∈ Rm.

Temos o seguinte resultado de existência:

Teorema 3.1. Sob a hipótese (3.3) existe uma única trajetória de minimização para

o problema L.Q.

Demonstração. Vamos primeiro mostrar a existência de trajetórias. Considere uma

sequência minimizante (un)n∈N de controles em [0, T ], ou seja, a sequência C(un)
converge para o infímo dos custos. Em particular, a sequência C(un) é limitada.

Por hipótese, existe uma constante α > 0 tal que para todo u ∈ L2(0, T ;Rm), temos

C(u) ≥ α∣∣u∣∣2
L2 , ou seja, ∣∣u∣∣2L2

≤ 1
αC(u). Assim, podemos dizer que para todo n ∈ N,

temos que ∣∣un∣∣2L2 ≤ 1
αC(un) e sendo C(un) uma sequência limitada, deduzimos que a

sequência (un)n∈N é limitada em L2(0, T ;Rm). Consequentemente, a menos de uma sub-

sequência, temos que (un)n∈N converge fracamente para um controle u de L2(0, T ;Rm).
Denote por xn a trajetória associada ao controle un em [0, T ]. De acordo com a fórmula

da variação da constante, temos, para todo t ∈ [0, T ],

xn(t) =M(t)x0 +M(t)∫
t

0
M(s)−1B(s)un(s)ds. (3.4)
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De forma análoga, denotando por x a trajetória associada ao controle u em [0, T ],
temos

x(t) =M(t)x0 +M(t)∫
t

0
M(s)−1B(s)u(s)ds. (3.5)

Podemos ver facilmente que, a menos de uma subsequência, a sequência (xn) con-
verge para a aplicação x em [0, T ]. Isto vem do fato que, se un ⇀ u, então

∫
t

0
M(s)−1B(s)un(s)ds→ ∫

t

0
M(s)−1B(s)u(s)ds. (3.6)

Portanto, a função x é uma trajetória do sistema associado ao controle u. Mostremos

que o controle u minimiza o custo C(u).
Por (3.3) e do fato de U ser uma matriz em L∞(0, T ), temos que as normas ∥ ⋅ ∥ e

∥ ⋅ ∥U são equivalentes. Assim,

∥u∥U ≤ C∥u∥ ≤ C lim inf ∥un∥ ≤ C lim inf ∥un∥U .

Por outro lado, as funções xn e x são contínuas e por (3.6), xn(t) converge para x(t)
a menos de uma subsequência, para todo t ∈ [0, T ]. O que nos permite concluir que

g(xn(T )) → g(x(T )),

onde a função g(v) = v⊺Qv e também

∫
T

0
xn(t)⊺W (t)xn(t) dt→ ∫

T

0
x(t)⊺W (t)x(t) dt.

Portanto,

C(u) ≤ lim inf C(un)

e como C(un) converge para o ín�mo de C, chegamos que u é mínimo.

Para a unicidade, basta provarmos o seguinte lema:

Lema 3.2. O funcional C é estritamente convexo.

Demonstração. Em primeiro lugar, observe que para todo t ∈ [0, T ], a função f(u) =
uTU(t)u de�nida em Rm é estritamente convexa, uma vez que pelo fato da matriz

U(t) ser simétrica positiva de�nida, sua hessiana é também positiva de�nida. De

fato, hess f(u) = 2U implicando que f(u) é uma função estritamente convexa (veja

[4], pg.39). De maneira análoga, uma vez que as matrizes W (t) e Q(t) são positivas

semide�nidas, temos que as aplicações u → x(t)⊺W (t)x(t) e u → x(T )⊺Qx(T ) são
convexas. Daí, o resultado segue.
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Observação 3.2. Se a função g que aparece no custo é qualquer função contínua,

de Rn para R, limitada inferiormente ou convexa, então ainda é possível provarmos a

existência de um controle ótimo (veja [17] Teorema 2 pg.177), então, o teorema anterior

permanece verdadeiro.

Na seção seguinte, faremos uma caracterização dos controles ótimos para o problema

L.Q. e provaremos o princípio do máximo de Pontryagin para este caso.

3.2 Condição necessária e su�ciente de otimalidade:

Princípio do máximo no caso L.Q.

Segue o princípio do máximo de Pontryagin para o problema L.Q.:

Teorema 3.3. A trajetória x associada ao controle u é ótima para o problema L.Q.

se, e somente se, existir um vetor adjunto p(t) que satisfaça, para quase todo t ∈ [0, T ],
a equação

p′(t) = −p(t)A(t) + x(t)TW (t) (3.7)

e a condição �nal

p(T ) = −x(T )TQ. (3.8)

Além disso, o controle ótimo u é escrito para quase todo t ∈ [0, T ] na forma

u(t) = U(t)−1B(t)Tp(t)T . (3.9)

Demonstração. Seja u o controle ótimo e x a trajetória associada ao controle u em

[0, T ]. Sendo u ótimo, o custo C(u) é mínimo dentre todas as trajetórias de solução

do sistema, partindo de x0 e ponto �nal �xado.

Vamos considerar, portanto, as pertubações do controle u em L2[0, T ] do tipo

upert(t) = u(t) + (uδ)(t),

gerando as trajetórias do tipo

xpert(t) = x(t) + (xδ)(t),

Em outros termos, a trajetória xpert deverá ser solução do sistema x′pert = Axpert+Bupert,

enquanto que

(xδ)′ = A(xδ) +B(uδ), (3.10)
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com (xδ)(0) = 0. Desta forma, para todo t ∈ [0, T ],

(xδ)(t) =M(t)∫
t

0
M(s)−1B(s)(uδ)(s)ds. (3.11)

Além disso, é bastante claro que o custo C(⋅) é uma função suave em L2(0, T ;Rm) no
sentido de Fréchet, mais ainda devemos ter C(upert)−C(u) = dC(u) ⋅(uδ)+o(uδ). Onde
limuδ→0

o(uδ)

∣∣uδ ∣∣
= 0. Sendo u ótimo, sabemos que u minimiza o custo e assim temos

dC(u) = 0. (3.12)

Calculemos a derivada dC(u). É fácil ver que

C(upert) −C(u) = xpert(T )TQxpert(T )

+ ∫
T

0
(xpert(t)TW (t)xpert(t) + upert(t)⊺U(t)upert(t))dt

− (x(T )TQx(T ) + ∫
T

0
(x(t)TW (t)x(t) + u(t)TU(t)u(t))dt) ,

de onde chegamos em

C(upert)−C(u)

= 2(x(T )TQ(xδ)(T ) + ∫
T

0
(x(t)TW (t)(xδ)(t) + u(t)TU(t)(uδ)(t) dt) +C(uδ).

É claro que C(uδ) → 0, quando uδ → 0. Portanto, deduzimos que

dC(u)⋅uδ

= 2(x(T )TQ(xδ)T ) + ∫
T

0
(x(t)TW (t)(xδ)(t) + u(t)TU(t)(uδ)(t) dt) ,

(3.13)

Por (3.12) concluímos que o controle ótimo deve satisfazer:

x(T )TQ(xδ)(T ) + ∫
T

0
(x(t)TW (t)(xδ)(t) + u(t)TU(t)(uδ)(t) dt = 0, (3.14)

para qualquer pertubação uδ.

Agora, introduzimos o vetor adjunto p(t) como uma solução para o problema de

Cauchy
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

p′(t) = −p(t)A(t) + x(t)TW (t),

p(T ) = −x(T )TQ.
(3.15)
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A fórmula da variação dos parâmetros nos diz que

p(t) = ΛM(t)−1 + ∫
t

0
x(s)⊺W (s)M(s)dsM(t)−1, ∀t ∈ [0, T ],

onde

Λ = −x(T )TQM(T ) − ∫
T

0
x(s)TW (s)M(s)ds.

Utilizando a variável p dada em (3.15) na equação (3.14), obtemos

− p(T )xδ(t) + ∫
T

0
(p′(t) + p(t)A(t))xδ(t) dt + ∫

T

0
u(t)⊺U(t)uδ(t) dt = 0. (3.16)

Trataremos cada um dos termos da equação (3.16). Para o primeiro, notemos que

−p(T )xδ(T ) = −∫
T

0

d

dt
(p(t)xδ(t)) dt + p(0)xδ(0)

= −∫
T

0
p′(t)xδ(t) dt − ∫

T

0
p(t)x′δ(t) dt.

(3.17)

Utilizando a equação (3.10) para xδ, obtemos

−p(T )xδ(T ) = −∫
T

0
p′(t)xδ(t) dt − ∫

T

0
p(t) (Axδ +Buδ) (t) dt

= −∫
T

0
(p′(t) + p(t)A)xδ(t) dt − ∫

T

0
p(t)Buδ(t) dt.

(3.18)

Utilizando (3.18) em (3.16) temos

−∫
T

0
p(t)Buδ(t) dt + ∫

T

0
u(t)⊺U(t)uδ(t) dt = 0.

Para todo uδ, daí

∫
T

0
(−p(t)B + u(t)⊺U(t))uδ(t) dt = 0,

para todo uδ, de onde chegamos que

u(t)⊺U(t) = p(t)B, (3.19)

ou ainda,

U(t)⊺u(t) = B⊺p(t)⊺.

Como U é simétrica

u(t) = U(t)−1B⊺p(t)⊺.

A recíproca é imediata uma vez que os argumentos da primeira prova, mais espe-

ci�camente de (3.13) em diante, são todos se, e somente se. Concluímos a�rmando
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que o controle u dado em (3.9) é único, uma vez que o funcional C é estritamente

convexo.

Observação 3.3. Se o sistema de controle (3.1) é perturbado por uma força externa

r(t), então o teorema anterior permanece verdadeiro. Também, podemos assumir em

(3.2), no lugar do termo x(T )⊺Qx(T ), uma função g convexa, arbitrária em C1 (Rn,R),
bastando substituir a condição �nal em (3.8) pela seguinte condição de transversalidade:

p(T ) = −1
2
▽ g(x(T )).

De fato, neste caso

c (upert ) − c(u) = g (xpert(T ))+∫
T

0
(∥xpert(t)∥2W + ∥upert(t)∥

2
U
)dt

− (g(x(T )) + ∫
T

0
(∥x(t)∥2W + ∥u(t)∥

2
U)dt) ,

onde xpert = x + xδ. Notemos que

g (xpert(T )) − g (x(T )) = g (x(T ) + xδ(T )) − g (x(T ))

= ⟨▽g(x(T )), xδ(T )⟩ + r(xδ(T )), onde lim
xδ(T )Ð→0

r(xδ(T ))
∣∣xδ(T )∣∣

= 0.

Portanto, segue que

dC(u)(uδ) = ⟨▽g(x(T )), xδ(T )⟩ + 2(∫
T

0
(x(t)⊺W (t)xδ(t) + u(t)⊺U(t)uδ(t)))dt,

ou seja,

1

2
dc(u)uδ =

1

2
⟨▽g(x(T )), xδ(T )⟩ + (∫

T

0
(x(t)⊺W (t)xδ(t) + u(t)⊺U(t)uδ(t)))dt.

Daí, por um argumento análogo ao realizado em (3.14) e (3.15) vemos o surgimento da

condição de transversalidade.

3.2.1 Princípio do máximo: Hamiltoniano

Nesta subseção reformularemos o Teorema 3.3 em termos da noção do Hamiltoniano.

De�nição 3.1. O Hamiltoniano associado ao sistema de controle linear (3.1) e com o

funcional custo de�nido em (3.2) é a aplicação H ∶ Rn ×Rn ×Rm Ð→ R de�nida por

H(x, p, u) = p(Ax +Bu) − 1

2
(xTWx + uTUu), (3.20)
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onde (x, p, u) denota um vetor genérico de Rn ×Rn ×Rm e sempre usando a convenção

de que p é um vetor linha do Rn.

Um cálculo elementar nas derivadas parciais do Hamiltoniano mostra que

∂H

∂p
= Ax +Bu,

∂H

∂x
= pA − xTW,

∂H

∂u
= pB − u⊺U.

Agora, considerando o tripleto (x, p, u) obtido no Teorema (3.3), temos que

dx

dt
(t) = Ax +Bu = ∂H

∂p
,

dp

dt
(t) = −pA + x⊺W = −∂H

∂x
.

Por outro lado, temos que
∂H

∂u
= 0, (3.21)

já que pB − u⊺U = 0 (veja 3.19). Como a função v →H(x, p, v) é estritamente convexa

em v ∈ Rm, para todo tripleto (t, x, p) �xado em [0, T ] × Rn × Rn, a equação (3.21)

signi�ca que

u(t) = argmin
v∈Rm

H(x(t), p(t), v), ∀t ∈ [0, T ].

Resumimos o exposto na seguinte versão do princípio do máximo de Pontryagin para

o problema LQ.

Proposição 3.4. O controle u ∈ L2(0, T ;Rm) é ótimo para o problema L.Q. se, e

somente se, tivermos

u(t) = argmin
v∈Rm

H(x(t), p(t), v), ∀t ∈ [0, T ],

com
dx

dt
(t) = ∂H

∂p
= Ax +Bu, x(0) = x0,

dp

dt
(t) = −∂H

∂x
− pA + x⊺W =, p(T ) = −x(T )⊺Q.

Na próxima seção, mostraremos que o controle ótimo para o problema L.Q. pode ser

caracterizado por um controle em um circuito fechado. Com esta �nalidade, faremos

uso das equações de Riccati.
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3.3 Função de Valor

Seja T > 0 �xo, e seja x0 ∈ Rn. Considere o problema L.Q. de encontrar uma

trajetória de solução de

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(0) = x0, (3.22)

minimizando o custo quadrático

CT (u) = x(T )TQx(T ) + ∫
T

0
(∣∣x(t)∣∣2W + ∣∣u(t)∣∣2U)dt. (3.23)

De�nição 3.2. A função de valor ST no ponto x0 é o limite inferior dos custos para o

problema LQ. Em outras palavras

ST (x0) = inf{CT (u) ∣ xu(0) = x0}.

Observação 3.4. De acordo com o Teorema 3.1, sob a hipótese (3.3) temos a existência

de uma única trajetória ótima para o problema LQ. Neste caso, este limite inferior é

um mínimo.

3.4 Equação de Riccati

O objetivo desta seção é mostrar que é possível, formular a qualquer momento

t ∈ [0, T ] o controle ótimo u(t) para o problema L.Q. como um circuito fechado sobre

o estado x(t).

Teorema 3.5. Sob a hipótese (3.3), para todo x0 ∈ Rn, existe uma única trajetória

ótima x associada ao controle u para o problema (3.22), (3.23). O controle ideal se

escreve na forma de um circuito fechado

u(t) = U(t)−1B(t)TE(t)x(t), (3.24)

onde E(t) ∈Mn(R) é solução em [0, T ] da equação matricial de Riccati

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

E′(t) =W (t) −A(t)⊺E(t) −E(t)A(t) −E(t)B(t)U(t)−1B(t)⊺E(t),

E(T ) = −Q.
(3.25)

Além disso, para todo t ∈ [0, T ], a matriz E(t) é simétrica e,

ST (x0) = −x⊺0E(0)x0. (3.26)
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Observação 3.5. Em particular, o teorema a�rma que o controle ótimo u assume a

forma de um circuito fechado

u(t) =K(t)x(t),

onde K(t) = U(t)−1B(t)⊺E(t). Essa forma se presta bem a problemas de estabilização,

como veremos mais adiante.

Demonstração. De acordo com o Teorema 3.1, existe uma trajetória ótima única, que

de acordo com o Teorema 3.3, é caracterizada pelo sistema de equações

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x′ = Ax +Bu = Ax +BU−1B⊺p⊺,

p′ = −pA + x⊺W,

com x(0) = x0 e p(T ) = −x(T )⊺Q. Uma vez que o controle ótimo se escreve como

u = U−1B⊺p⊺,

devemos portanto, mostrar que podemos escrever p(t)⊺ = E(t)x(t), onde E(t) é uma

solução de (3.25).

Devemos mostrar duas condições:

1. Se p(t) for escrito como p(t) = x(t)⊺E(t), então E(t) é uma solução de Riccati.

2. E(t) é a solução de Riccati, então mostraremos que realmente temos p(t) =
x(t)⊺E(t).

A�rmação 1. Suponhamos que p(t) = x(t)⊺E(t). Portanto,

x′ = Ax +BU−1B⊺p⊺ = Ax +BU−1B⊺Ex = (A +BU−1B⊺E)x(t).

Por um lado, temos que

p′(t) = (x(t)⊺E(t))′ = (x′(t))⊺E(t) + x(t)⊺E′(t)

= [(A +BU−1B⊺E)x(t)]⊺E(t) + x(t)⊺E′(t)

= [x(t)⊺(A +BU−1B⊺E)⊺]E(t) + x(t)⊺E′(t)

= [x(t)⊺(A⊺ +E⊺BU−1B⊺)]E(t) + x(t)⊺E′(t)

= x(t)⊺A(t)⊺E(t) + x(t)⊺E⊺BU−1B⊺E + x(t)⊺E′(t).

(3.27)

Por outro lado,

p′(t) = −p(t)A(t) + x(t)⊺W (t)

= −x(t)⊺E(t)A(t) + x(t)⊺W (t), p(T ) = −x(T )⊺Q.
(3.28)

78



3. Teoria Linear Quadrática

De (3.27) e (3.28), deduzimos que

−x(t)⊺E(t)A(t) + x(t)⊺W (t) = x(t)⊺A(t)⊺E(t) + x(t)⊺EBU−1B⊺E + x(t)⊺E′(t),

ou equivalentemente

x(t)⊺[W (t) −E(t)A(t) −A(t)⊺E(t) −EBU−1B⊺E] = x(t)⊺E′(t).

Sendo x(t) uma solução não trivial, deduzimos, que E(t) satisfaz a equação de Riccati.
Da condição p(T ) = −x(T )⊺Q = x(T )⊺E(T ), deduzimos que E(T ) = −Q.

A�rmação 2. Seja E(t) uma solução da equação matricial de Riccati. Utiliza-

remos a unicidade da trajetória ótima, para mostrarmos que p se escreve na forma

p(t) = x(t)⊺E(t).

Consideremos p1(t) = x1(t)⊺E(t), onde x1 é a solução de

x′1 = Ax1 +Bu1, x1(0) = x0,

e

u1 = U−1B⊺Ex1.

Então,

p′1(t) = x′1(t)⊺E(t) + x1(t)⊺E′(t)

= (Ax1 +BU−1B⊺Ex1)
⊺
E + x⊺1 (W −A⊺E −EA −EBU−1B⊺E)

= x⊺1A⊺E + x⊺1E⊺B(U−1)⊺B⊺E + x⊺1W − x1A⊺E − x⊺1EA − x⊺1EBU−1B⊺E

= −x⊺1EA + x⊺1W

= −p1A + x⊺1W.

Portanto,

p′1 = −p1A + x⊺1W.

Em outras palavras, o tripleto (x1, p1, u1) satisfaz exatamente as equações do Teorema

3.3, ou seja, (x1, p1, u1) veri�ca o sistema

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′1 = Ax1 +Bu1, x1(0) = x0,
p′1 = −p1A + x⊺1W, p1(T ) = −x⊺1Q,
u1 = U−1B⊺E⊺x1 = U−1B⊺p⊺1.

Consequentemente, a trajetória x1 é ótima e, por unicidade, resulta que x1 = x, u1 = u
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e então p1 = p. Em particular, temos p = x⊺E e u = U−1B⊺E⊺x.

Deduzamos agora a fórmula (3.26). Para isto, observe que

d

dt
(x(t)⊺E(t)x(t)) = d

dt
(p(t)x(t)) = ṗ(t)x(t) + p(t)ẋ(t)

= x(t)⊺W (t)x(t) + p(t)B(t)u(t).

Além disso, a partir da expressão de u, deduzimos:

u⊺Uu = (U−1B⊺Ex)⊺U (U−1B⊺Ex)

= x⊺EBU−1B⊺Ex

= pBu.

Finalmente, temos a igualdade

d

dt
(x(t)⊺E(t)x(t)) = x(t)⊺W (t)x(t) + u(t)⊺U(t)u(t).

Como u = U−1BTETx é o controle que minimiza o custo C(u), chegamos

ST (x0) = C(u) = x(T )TQx(T ) + ∫
T

0
(x(t)⊺W (t)x(t) + u(t)⊺U(t)u(t))dt

= x(T )TQx(T ) + ∫
T

0

d

dt
(x(t)TE(t)x(t))dt

= x(T )TQx(T ) + x(T )TE(T )x(T ) − x(0)TE(0)x(0).

Como E(T ) = −Q e como x(0) = x0, segue que

ST (x0) = −xT0E(0)x0.

Para que a representação (3.26) seja verdadeira em todo instante de tempo, o lema

a seguir se torna fundamental:

Lema 3.6. A aplicação t↦ E(t) está bem de�nida para todo t ∈ [0, T ].

Demonstração. Se a aplicação E(t) não estiver de�nida para todo t ∈ [0, T ], então
existe 0 < t∗ < T tal que ∣∣E(t)∣∣ tende a +∞ à medida que t se aproxima de t∗ digamos

pela direita, isto é, que limt→t∗+ ∥E(t)∥ = +∞. Em particular, para todo α > 0, existe
t0 ∈ ]t∗, T ] e x0 ∈ Rn, com ∣∣x0∣∣ = 1, tal que

∣x⊺0E (t0)x0∣ ⩾ α. (3.29)
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De acordo com o Teorema 3.1, existe uma trajetória ótima única x(⋅) para o problema

L.Q em [t0, T ] tal que x(t0) = x0. Esta trajetória é caracterizada pelo sistema de

equações

x′ = Ax +BU−1B⊺p⊺, x (t0) = x0,
p′ = −pA + x⊺W, p(T ) = −x(T )⊺Q.

Seguindo raciocínio análogo ao da prova do Teorema 3.5, substituindo o intervalo [0, T ]
pelo intervalo [t0, T ], chegamos que ST−t0(x0) = −x⊺0E(t0)x0 e além disso, sendo u o

controle que minimiza o custo, temos ST−t0(x0) = C(u) e, portanto, se x̂ é a trajetória

que parte de x0 associada ao controle nulo, chegamos que

ST−t0 (x0) ≤ x̂(T )TQx̂(T ) + ∫
T

t0
∥x̂(t)∥2Wdt ≤D∣∣x0∣∣2,

Para alguma constante D > 0.
Portanto, deduzimos que ∣xT0E(t0)x0∣ ≤D∣∣x0∣∣2, o que contradiz (3.29).

Observação 3.6. É claro pela expressão (3.26) para o custo mínimo que a matriz

E(0) é simétrica negativa. Pode-se melhorar este resultado se a matriz Q for além

disso de�nida (ver lema a seguir).

Lema 3.7. Se a matriz Q é simétrica positiva de�nida, ou se para todo t ∈ [0, T ] a
matriz W (t) é simétrica de�nida positiva, então a matriz E(0) é simétrica de�nida

negativa.

Demonstração. Seja x0 tal que x⊺0E(0)x0, vamos mostrar que x0 = 0. Para isso consi-

deramos o problema LQ

ẋ = Ax +Bu, x(0) = x0
min x(T )⊺Qx(T ) + ∫

T

0 (∥x(t)∥2W + ∥u(t)∥2U)dt

para o qual, de acordo com o Teorema 3.5, o custo mínimo é −x⊺0E(0)x0. Consequente-
mente, como para todo t a matriz U(t) é de�nida positiva, temos u(t) = 0 sobre [0, T ].
Se, além disso, Q é de�nida positiva também temos x(T ) = 0. Portanto, a trajetória

x(⋅) é uma solução do problema de Cauchy x′ = Ax, x(T ) = 0, e por unicidade x(⋅) é
identicamente nula. Em particular x(0) = x0 = 0 o que completa a prova. No segundo

caso, onde W (t) é de�nida positiva, a conclusão é imediata.
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3.4.1 Representação linear da equação de Riccati.

Em vez de resolver um sistema diferencial quadrático, podemos considerar o seguinte

sistema diferencial linear com 2n equações.

⎛
⎝
x′(t)
(p′(t))⊺

⎞
⎠
=
⎛
⎝
A BU−1B⊺

W −A⊺
⎞
⎠
⎛
⎝
x(t)
p(t)⊺

⎞
⎠
,

onde denotamos por R(t) = e(T−t)A o resolvente associado a este sistema diferencial.

Observe que podemos escrever

R(t) =
⎛
⎝
R1(t) R2(t)
R3(t) R4(t)

⎞
⎠
,

onde cada bloco pertence a Rn×n.

Por de�nição de resolvente, temos que

x(t) = R1(t)x(T ) +R2(t)p(T )⊺,

p(t)⊺ = R3(t)x(T ) +R4(t)p(T )⊺.

Como sabemos que p(T )⊺ = −Qx(T ), segue que

x(t) = (R1(t) −R2(t)Q)x(T ) e p(t)⊺ = (R3(t) −R4(t)Q)x(T ).

Como mostrado anteriormente, temos que p(t)⊺ = E(t)x(t). Assim, concluímos que

E(t) = (R3(t) −R4(t)Q)x(T )x(t)−1,

ou seja, E(t) = (R3(t) −R4(t)Q) (R1(t) −R2(t)Q)−1 .
Em conclusão, a solução da matriz E(t) da equação de Riccati também é obtida a

partir do resolvente do sistema linear de tamanho 2n acima de�nido. Esta expressão é

interessante na prática, reduz a di�culdade em encontrar a função E(t) resolvendo um
problema não linear à de determinar o operador resolvente de uma matriz de tamanho

2n.

3.4.2 Aplicação da Teoria L.Q.

O problema de regulador de estado (ou problema de rastreamento)

Considere o sistema de controle linear perturbado

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0, (3.30)
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e seja ξ(t) é uma certa trajetória de [0, T ] em Rn, partindo de um ponto ξ0 (e que não

é necessariamente uma solução do sistema (3.30)).

O objetivo é determinar um controle tal que a trajetória associada à solução de

(3.30), siga o melhor possível a trajetória de referência ξ(t).

Figura 3.1: O problema de rastreamento.

De�nindo em [0, T ]
z(t) = x(t) − ξ(t),

o erro entre a trajetória factível e a desejada, vemos que

z′(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t) + r1(t), z(0) = z0,

onde z0 = x0 − ξ0 e r1(t) = A(t)ξ(t) − ξ′(t) + r(t). Nesse sentido, é razoável querermos

minimizar o custo

C(u) = z(T )⊺Qz(T ) + ∫
T

0
(∥z(t)∥2W + ∥u(t)∥2U)dt.

Para "absorver"a perturbação r1, vamos aumentar o sistema em uma dimensão,

de�nindo

z1 =
⎛
⎝
z

1

⎞
⎠
,A1 =

⎛
⎝
A r1

0 0

⎞
⎠
,B1 =

⎛
⎝
B

0

⎞
⎠
,Q1 =

⎛
⎝
Q 0

0 0

⎞
⎠
,W1 =

⎛
⎝
W 0

0 0

⎞
⎠

(3.31)

Para que possamos minimizar o custo

C̃(u) = z1(T )⊺Q1z1(T ) + ∫
T

0
(∥z1(t)∥2W1 + ∥u(t)∥2U)dt, (3.32)

para o sistema de controle

z′1 = A1z1 +B1u,

iniciando do ponto z1(0). Notemos que C(u) = C̃(u) para todo u e, portanto, é

indiferente minimizarmos C ou C̃.

Como já estudado anteriormente, a teoria LQ prevê que o controle ideal existe, é
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único e se escreve

u(t) = U(t)−1B1(t)⊺E1(t)z1(t), (3.33)

onde E1(t) é solução da equação matricial de Riccati

E′1 =W1 −A⊺1E1 −E1A1 −E1B1U
−1B⊺1E1, E1(T ) = −Q1, (3.34)

sendo E1 uma matriz aumentada simétrica, se escrevendo na forma geral

E1(t) =
⎛
⎝
E(t) h(t)
h(t)⊺ α(t)

⎞
⎠
.

Substituindo na equação (3.34), podemos estabelecer as equações diferenciais de E,h,α:

E′ =W −A⊺E −EA −EBU−1B⊺E, E(T ) = −Q,

h′ = −A⊺h −Er1 −EBU−1B⊺h, h(T ) = 0,

α′ = −2r⊺1h − h⊺BU−1B⊺h, α(T ) = 0.

(3.35)

Resumimos o exposto na seguinte proposição:

Proposição 3.8. Seja ξ uma trajetória de Rn em [0, T ]. Considere o problema de

rastreio para o sistema de controle

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,

onde queremos minimizar o custo

C(u) = (x(T ) − ξ(T ))⊺Q(x(T ) − ξ(T )) + ∫
T

0
(∥x(t) − ξ(t)∥2W + ∥u(t)∥2U)dt. (3.36)

Então há um único controle ótimo da forma:

u(t) = U(t)−1B(t)⊺E(t)(x(t) − ξ(t)) +U(t)−1B(t)⊺h(t), (3.37)

onde E(t) ∈Mn(R) é simétrica e h(t) ∈ Rn são soluções em [0, T ] de

E′ =W −A⊺E −EA −EBU−1B⊺E, E(T ) = −Q,

h′ = −A⊺h −E(Aξ − ξ̇ + r) −EBU−1B⊺h, h(T ) = 0.

Além disso, o custo mínimo é então igual à

−(x(0) − ξ(0))⊺E(0)(x(0) − ξ(0)) − 2h(0)⊺(x(0) − ξ(0))
− ∫

T

0 (2(A(t)ξ(t) − ξ̇(t) + r(t))⊺h(t) + h(t)⊺B(t)U(t)−1B(t)⊺h(t))dt.
(3.38)
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Demonstração. De (3.31) temos que z1(t)⊺Q1z1(t) = z(t)⊺Qz(t) = (x(t)−ξ(t))⊺Q(x(t)−
ξ(t)). Portanto, substituindo em (3.32), chegamos em (3.36).

Por outro lado, uma vez que temos que o controle ótimo é escrito como na forma

(3.33), temos novamente por (3.31) que

u(t) = U(t)−1B(t)⊺E(t)(x(t) − ξ(t)) +U(t)−1B(t)⊺h(t),

obtendo (3.37).

Além disso, por (3.26), temos que

ST (z1(0)) = −z1(0)⊺E1(0)z1(0),

onde substituindo diretamente os valores de z1 e de E1, chegamos em (3.38).

Observação 3.7. Observe que o controle ideal é bem escrito como um circuito fechado

u(t) = k(t) (x(t) − ξ(t)) +H(t),

onde H(t) = U(t)−1B(t)⊺h(t).

Observação 3.8. Se ξ′ = Aξ + r, ou seja, a trajetória de referência é a solução do

sistema (3.30) sem controle, então em (3.31) r1 = 0 e, portanto, deduzimos que h(t) e
α(t) são identicamente nulas.

Vemos então que um problema de rastreamento permite as seguintes classi�cações:

- ξ = 0 e r = 0 problema LQ padrão;

- r = 0 problema de rastreamento da trajetória ξ;

- se ξ = 0, problema de regulação com a perturbação r.

O problema de seguir uma saída (ou "rastreamento de saída")

Adicionamos ao problema anterior uma variável de saída:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,
y(t) =D(t)x(t).

e dado um sinal de referência ξ(t), buscamos um controle tal que, ao longo da trajetória

associada, o y(⋅) observável esteja próximo de ξ(⋅). Observe que no tópico anterior

resolvemos este problema para o caso y(t) = x(t).
Colocando z(t) = y(t) − ξ(t), estamos interessados em minimizar o custo

C(u) = z(T )⊺Qz(T ) + ∫
T

0
(∥z(t)∥2W + ∥u(t)∥2U)dt.
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Vamos então de�nir

x1 =
⎛
⎝
x

1

⎞
⎠
,Q1 =

⎛
⎝
D(T )⊺QD(T ) −D(T )⊺Qξ(T )
−ξ⊺(T )QD(T ) ξ⊺(T )Qξ(T )

⎞
⎠
,W1 =

⎛
⎝
C⊺WD −D⊺Wξ

−ξ⊺WC ξ⊺Wξ

⎞
⎠
,

e A1, B1 como antes (com r1 = r). Em seguida, procuramos um controle u, associado

à solução da trajetória x1 de x′1 = A1x1 +B1u, minimizando o custo

C(u) = x1(T )⊺Q1x1(T ) + ∫
T

0
(∥x1(t)∥2W1

+ ∥u(t)∥2U)dt.

Raciocinando como antes, chegamos ao seguinte resultado.

Proposição 3.9. Seja ξ uma trajetória de Rp em [0, T ]. Considere o problema de

rastreamento de sinal ξ para o sistema de controle com saída

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,
y(t) =D(t)x(t),

onde queremos minimizar o custo

C(u) = (y(T ) − ξ(T ))⊺Q(y(T ) − ξ(T )) + ∫
T

0
(∥y(t) − ξ(t)∥2W + ∥u(t)∥2U)dt.

Então, há um único controle ótimo, que é escrito

u(t) = U(t)−1B(t)⊺E(t)x(t) +U(t)−1B(t)⊺h(t),

onde E(t) ∈Mn(R) e h(t) ∈ Rp são soluções em [0, T ] de

E′ =D⊺WD −A⊺E −EA −EBU−1B⊺E, E(T ) = −D(T )⊺QD(T ),
h′ = −D⊺Wξ −A⊺h −Er −EBU−1B⊺h, h(T ) =D(T )⊺Qξ(T ).

(3.39)

Além disso, o custo mínimo é então igual a

−x(0)⊺E(0)x(0) − 2h(0)⊺x(0) − α(0),

onde α é solução de

α′ = ξ⊺Wξ − 2r⊺h − h⊺BU−1B⊺h, α(T ) = −ξ(T )⊺Qξ(T ).

Observação 3.9. Outras variações deste problema podem ser encontradas em [27],
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com o mesmo problema de�nido acima exceto com o problema de minimizar o funcional

C(u) = x(T )⊺Qx(T ) + ∫
T

0
(∥y(t) − ξ(t)∥2W + ∥u(t)∥2U)dt, y(t) =D(t)x(t).

A única mudança está na matriz aumentada Q1 que será da forma

⎛
⎝
Q 0

0 0

⎞
⎠

e, portanto, nas condições de E e h soluções das equações dada em (3.39) se tornam

E(T ) = −Q e h(T ) = 0.

3.4.3 Filtro Determinístico de Kalman

Este famoso problema é o seguinte: conhecendo um sinal de referência ξ(t) em
[0, T ], procuramos uma trajetória de solução em [0, T ] de

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

minimizando o custo

C(u) = x(0)⊺Qx(0) + ∫
T

0
(∥(D(t)x(t) − ξ(t))∥2W + ∥u(t)∥2U)dt.

Esta é uma variação dos problemas de rastreamento anteriores, a única diferença

está na inclusão do estado inicial no custo e mais importante o fato de que a minimi-

zação deve ser realizada entre todas as trajetórias possíveis, não apenas entre aquelas

que partem de um estado inicial �xo.

A motivação para estudar essa questão é a seguinte: considere o sistema

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(0) = x0,
y(t) =D(t)x(t) + v(t),

onde as funções u(t) e v(t) são pensadas como perturbações independentes e desco-

nhecidas que afetam o sistema, sendo o estado inicial x0 desconhecido. A função ξ

representa uma observação de y no intervalo [0, T ] e deseja-se obter um valor esti-

mado da trajetória do estado e em particular, do estado �nal x(T ), com base nesta

observação. Além disso, deseja-se obter a estimativa "melhor possível", em que "me-

lhor"signi�ca aquela para a qual as pertubações u e v, bem como o estado inicial x0

teriam sido os menores possíveis.

A mesma pergunta pode ser interpretada em termos estatísticos, sendo mais apro-
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priadamente chamada de problema de �ltragem de Kalman. Nessa versão u e v são

processos de ruído branco independentes e x0 é um vetor aleatório, todos assumidos

como tendo distribuição gaussiana e média zero. Com Q, W (t) e U(t) sendo, res-
pectivamente, os inversos das matrizes de covariância x0, v(t), u(t), o problema de

minimização que propusemos é interpretado como o problema de estimar o estado �nal

de variância mínima, sabendo a observação ξ(t). A terminologia �ltragem re�ete o

objetivo de �ltrar o ruído a �m de recuperar o estado x, interpretado como o sinal de

interesse, a partir do sinal ξ medido (sobre este assunto, veja por exemplo [2] ). Além

disso, as matrizes Q, W e U devem ser escolhidas de acordo com a importância do

ruído, por exemplo, se for conhecido que o ruído de medição v em algum componente

da saída é muito grande em comparação com o ruído u e a incerteza na condição inicial,

então deve-se tender a atribuir menos valores a essas observações, ou seja, as entradas

correspondentes de W (t) devem ser consideradas pequenas.

O problema de �ltragem é reduzido ao problema de rastreamento, portanto, é ne-

cessário primeiro reverter o tempo, de modo que o custo seja imposto como antes

no estado �nal, e então minimizando todas as soluções possíveis para o problema de

rastreamento, em todos os estados iniciais possíveis. Por outro lado, neste problema

supõe-se que a matriz Q seja simétrica positiva de�nida.

x̃(t) = x(T − t), ũ(t) = u(T − t), Ã(t) = −A(T − t), B̄(t) = −B(T − t),
ξ̃(t) = ξ(T − t), W̃ (t) =W (T − t), Ũ(t) = U(T − t), D̃(t) =D(T − t),

de modo que voltamos ao problema de determinar uma trajetória de solução de x̃′ =
Ãx̃ + B̃ũ, minimizando o custo

C̃(ũ) = x̃(T )⊺Qx̃(T ) + ∫
T

0
(∥(D̃(t)x̃(t) − ξ̃(t))∥2

W̃
+ ∥ũ(t)∥2

Ũ
)dt.

Observe que, por construção, temos C̃(ũ) = C(u).
Fixemos um dado inicial x̃(0) e apliquemos, para este dado inicial, o mesmo racio-

cínio dos casos anteriores. Nós então obtemos

ũ(t) = Ũ−1B̃⊺Ẽx̃ + Ũ−1B̃⊺h̃,

onde
˙̃E = D̃⊺W̃ D̃ − Ã⊺Ẽ − ẼÃ − ẼB̃Ũ−1B̃⊺Ẽ, Ẽ(T ) = −Q,
˙̃h = −D̃⊺W̃ ξ̃ − Ã⊺h̃ − ẼB̃Ũ−1B̃⊺h̃, h̃(T ) = 0,
˙̃α = ξ̃⊺W̃ ξ̃ − h̃⊺B̃Ũ−1B̃⊺h̃, α(T ) = 0,
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e o custo mínimo para este dado inicial �xo x̃(0) vale

−x̃(0)⊺Ẽ(0)x̃(0) − 2x̃(0)⊺h̃(0) − α̃(0).

Devemos agora encontrar x̃(0) de forma que esse custo seja mínimo. Então vamos

de�nir

f(x) = −x⊺Ẽ(0)x − 2x⊺h̃(0) − α̃(0).

Devemos, portanto, determinar um mínimo de f . Sendo a matriz Q de�nida positiva,

o Lema 3.7 nos diz que a matriz E(0) é de�nida negativa. Em particular, a função f

é estritamente convexa e, portanto, admite um mínimo único. Nesse ponto, devemos

ter f ′(x) = 0, portanto x = −Ẽ(0)−1h̃(0).
Finalmente, voltando ao curso positivo do tempo, e de�nindo para todo t ∈ [0, T ]

E(t) = −Ẽ(T − t), h(t) = −h̃(T − t),

chegamos no seguinte resultado.

Proposição 3.10. Seja ξ(⋅) uma trajetória de�nida em [0, T ] com valores em Rp.

Consideramos o problema de determinar uma trajetória de solução em [0, T ] de

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

minimizando o custo

C(u) = x(0)⊺Qx(0) + ∫
T

0
(∥(D(t)x(t) − ξ(t))∥2W + ∥u(t)∥2U)dt.

onde a matriz Q também é considerada positiva de�nida. Então, há uma trajetória de

minimização única associada ao controle

u(t) = U(t)−1B(t)⊺E(t)x(t) +U(t)−1B(t)⊺h(t),

e para a condição �nal

x(T ) = −E(T )−1h(T ),

onde
E′ =D⊺WD −A⊺E −EA −EBU−1B⊺E, E(0) = Q,

h′ = −D⊺Wξ −A⊺h −EBU−1B⊺h, h(0) = 0,

e o custo mínimo é então

−h(T )⊺E(T )−1h(T ) + ∫
T

0
(ξ(t)⊺W (t)ξ(t) − h(t)⊺B(t)U(t)−1B(t)⊺h(t))dt.
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O estado �nal x(T ) = −E(T )−1h(T ) são os dados que nos interessam principalmente

no problema do �ltro de Kalman, que é um problema de estimação. A estimativa deste

estado �nal pode ser simpli�cada como segue.

Seja F (t) = E(t)−1. É fácil encontrar, uma vez que F ′ = −FE′F .

Ḟ = BU−1B⊺ +AF + FA⊺ − FD⊺WDF, F (0) = Q−1.

Além disso, se de�nirmos z(t) = −F (t)h(t), descobrimos que

z′ = (A − FD⊺WD) z + FD⊺Wξ, z(0) = 0.

Finalmente chegamos ao seguinte resultado

Proposição 3.11. Sob as premissas da Proposição 3.10, o estado �nal x(T ) da solução
ótima é igual a z(T ), onde

z′ = (A − FD⊺WD) z + FD⊺Wξ, z(0) = 0,
F ′ = BU−1B⊺ +AF + FA⊺ − FD⊺WDF, F (0) = Q−1.

Portanto, vemos que o estado �nal x(T ) para a solução ótima pode ser obtido

resolvendo as equações z′ e F ′. Assim, z(T ) fornece um valor estimado desejado de

x(T ).
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Apêndice A

Resultados Básicos

A.1 Forma canônica de Jordan para matrizes sobre o

corpo dos números reais

Este Lema é dado em [14][pg.97]

Lema A.1. Seja A uma matriz real n×n. Existe uma matriz real não singular Q com

a seguinte propriedade: A matriz J de�nida por J = QAQ−1 é uma matriz diagonal da

seguinte forma

QAQ−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

J1 0

⋮ ⋱ ⋮
0 Jr

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

onde as matrizes Ji são diagonais por blocos do tipo

Ji,k =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λi 1 0

0 ⋱ ⋱
⋮ ⋱ ⋱ 1

0 ⋯ 0 λi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.1)
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(bloco k × k correspondendo ao divisor elementar (λ − λi)k), ou do tipo

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎛
⎝
0 γk

1 βk

⎞
⎠
⎛
⎝
0 1

0 0

⎞
⎠

⎛
⎝
0 γk

1 βk

⎞
⎠
⎛
⎝
0 1

0 0

⎞
⎠

⋅
⋅
⋅

⎛
⎝
0 1

0 0

⎞
⎠

⎛
⎝
0 γk

1 βk

⎞
⎠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(A.2)

(bloco 2l × 2l correspondendo ao divisor elementar (λ2 − βkλ − γk)l com β2
k + 4γk < 0).

Para o nosso propósito devemos agrupar todos os blocos da forma A.1 com o mesmo

valor de λi em um bloco da forma

Bi = λiIi + Fi,

onde Bi é uma matriz mi ×mi, mi é a multiplicidade do autovalor real λi, Ii é a matriz

identidade de ordem mi ×mi e Fi é uma matriz da seguinte forma

Fi =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1

0 1

⋱ ⋱
0 1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

isto é, cujos únicos elementos não nulos possíveis valem 1 na diagonal superior. A

matriz Fi é nilpotente (ou seja F j
i = 0 para algum inteiro não negativo j ≤mi).

Além disso, devemos agrupar todos os blocos da forma A.2 com o mesmo valor de

βjq em um bloco da forma

Cj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Dj1

Dj2

⋱
Djl

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

onde Djq tem a forma A.2 com todos os Djq tendo o mesmo valor βj.
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Assim, vemos que a matriz J tem a forma,

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

B1

B2

⋱
Bk

C1

C2

⋱
Cp

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (A.3)

onde os blocos Bi contém os k autovalores reais distintos e os blocos Cj contém os

p valores distintos β. Onde cada βjq corresponde a um par conjugado de autovalores

complexos com parte real
βjq

2 . De�na Bk+j = Cj e de�na as k + p matrizes de projeção

Pi por

Pi =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0

⋱
0

Ii

0

⋱
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, i = 1, . . . , k + p, (A.4)

onde Ii é a matriz identidade de dimensão igual à de Bi, e Ii aparece no bloco corres-

pondente à Bi.

As projeções de�nidas em A.4 satisfazem as seguintes condições:

Proposição A.2. Seja Pi, i = 1,⋯, k+p de�nida em A.4 e seja J uma matriz da forma

A.3. Então

1. ∑k+p
i=1 Pi = In;

2. PiPj = 0 se i ≠ j e P 2
i = Pi, ∀i = 1, . . . , k + p;

3. PiJ = JPi, ∀i = 1, . . . , k + p;
4. JPi = (λiI +Ni)Pi, ∀i = 1, . . . , k
onde Ni é uma matriz nilpotente.
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5.

JPi =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0

⋱
0

Bi

0

⋱
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

onde Bi é uma matriz oscilatória (ou seja, não têm autovalores reais) e para qualquer

autovalor λ de Bi (i.e, para todo λ ∈ σ(Bi)) a parte real veri�ca Re(λ) = βi

2 , para todo

i = k + 1,⋯, k + p.

A.2 Conceitos básicos de Análise Convexa

Para mais detalhes, sugerimos a referência [5].

De�nição A.1. Um conjunto C ⊂ Rn é dito convexo se, ∀x1, x2 ∈ C, ∀θ ∈ [0,1], temos

θx1 + (1 − θ)x2 ∈ C.

De�nição A.2. Dizemos que o conjunto C é estritamente convexo, se

∀x, y ∈ C, x ≠ y ⇒ tx + (1 − t)y ∈ Int(C), ∀t ∈]0,1[.

De�nição A.3. A envoltória convexa de C ⊂ Rn, é a menor parte convexa que contém

C. Denotamos por Conv(C).

Proposição A.3. A envoltória convexa de C, Conv(C) é o conjunto de combinações

convexas dos pontos de C. Ou seja:

Conv(C) = {
k

∑
i=1

θixi ∣ xi ∈ C, θi ≥ 0∀i = 1, . . . , k,
k

∑
i=1

θi = 1} .

Teorema A.4. (Carathéodory) Seja C um subespaço de um espaço vetorial E de di-

mensão n. Então, qualquer elemento de Conv(C) pode ser escrito como uma combi-

nação linear convexa de n + 1 elementos de C.

Lema A.5. (Teorema de separação de hiperplanos) Seja M um subconjunto convexo

do Rn e um ponto x0 ∈ Rn. Então existe um vetor p ∈ Rn, p ≠ 0, tal que

⟨p, x⟩ ≤ ⟨p, x0⟩ , x ∈M, ∀ x ∈M.

se, e somente se, x0 ∉ Int(M).
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