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Resumo

Neste trabalho de dissertacao, abordaremos alguns resultados de controles para
sistemas regidos por equacoes diferenciais ordinarias. Estamos interessados em saber
até que ponto podemos influenciar o comportamento das solugoes de uma equacao de
forma que esta atinja um valor (ou valor médio) pré-estabelecido em um tempo finito.
Esta noc¢ao intuitiva nos tras o conceito de conjunto dos estados acessiveis, aqueles
dados que podem ser atingidos em um tempo finito por meio de um controle, onde
estudaremos, algumas propriedades topologicas dos mesmos. Veremos que ha uma dis-
tincao bastante interessante quando estudamos problemas de controles sem restricoes
e com restricoes, onde apresentaremos resultados que garantam a controlabilidade em
cada caso. Veremos também o problema de otimizacao em relacao ao tempo, isto é,
saber se existe um tnico controle ligando dois dados, um inicial e outro final, no menor
tempo possivel. Por fim, estudaremos um problema Linear Quadratico (L.Q.), onde
estamos interessados em saber qual o melhor controle possivel que minimize um custo
associado a trajetoria do sistema e do proprio controle. A esta classe de problemas
nos referimos, usualmente, a problema de controle 6timo. Neste ponto, veremos que
as solucoes otimas do problema de ciclo aberto podem, na verdade, ser vistas como
solucoes otimas de um sistema de ciclo fechado. Para isto, faremos uso das equacgoes

de Riccati.

Palavras-chave: Equacgoes Diferenciais Ordinarias, controle 6timo, controlabilidade,

principio do maximo de Pontryagin, circuito fechado, equacoes de Riccati.



Abstract

In this work, we deal with some control results for systems of ordinary differential
equations. We are interested in knowing if it is possible to influence the behavior of
the solutions of a given equation in such a way that they behave the way we want in
a finite time. This intuitive notion brings us the concept of an accessible state set,
the one consisting of data that are possible to be reached in a finite time, where we
study the topological properties of this set. We will see that there is a quite interesting
distinction when we study problems with or without restrictions, where we present
some controllability results in each case. Also, we will see the optimization problem
concerning the time, that is, we will answer the question related to the existence of
control taking one data to another in the minimal time possible. Finally, we study the
Linear-Quadratic problem (L.Q.), where our goal is to know which is the best control
that minimizes a given cost associated with the trajectories of the system and the
control itself. To this class of problems, we refer, usually, as optimal control problems.
At this point, we will see that the optimal solutions of an open-loop system can be
written as the optimal solutions of a closed-loop system. In order to do that, we will

make use of the Riccati equation.

Keywords: Ordinary differential equations, optimal control, controllability, Pontrya-

gin maximum principle, closed loop, Riccati equations.
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Notacao

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e V: para todo;
e J: existe;

e Conv(€2) denota a envoltoria convexa de €;

0€): fronteira de €;

e max: denota maximo;

min: denota minimo;

inf: denota o infimo de um conjunto;

liminf : denota o limite inferior;

e N: denota o conjunto dos niimeros naturais;

e 7 : denota o conjunto dos niimeros inteiros;

e R : denota o conjunto dos ntimeros reais;

e C: denota o conjunto dos nimeros complexos;

e Re(2) : denota a parte real do nimero complexo z;
e | |:denota o valor absoluto ou médulo;

e det: denota o determinante;

vii



e M, (K) : denota o conjunto das matrizes quadradas de ordem n, com coeficientes

em K;
e x4(A) : denota o polinémio caracteristico da matriz A;
e ¢4 : denota a exponencial da matriz A;
e AT : denota a transposta da matriz A;
e 17 : denota a transposta do vetor x;
e Vf (onde f é uma funcao): denota o gradiente de f;

e Aqg(xg,T) : denota o conjunto acessivel no tempo 7" a partir do ponto xg, com

controles tomando valores em (2;

o U,y : denota o conjunto dos controles admissiveis, isto €, o conjunto das aplicacoes

mensuraveis e limitadas em [0,7] com valores em © c R™ ou com valores em {2 = R™;
e ||z]|w (onde x e K® e W € M,,(K)): denota a abreviagiao para z'"Wx;
e CP(Q),K) : denota o conjunto das aplicagdes de Q2 em K de classe C?;

o [P

1.(£2,K) : denota o conjunto de aplicacoes mensuraveis de 2 em K, cuja poténcia

p € integravel em qualquer compacto de {2;

e H'(Q2,K): denota o conjunto das aplicagbes mensuraveis f de £ em K, tal que
[ e L*(Q,K);

e [7(€2,K) : denota o conjunto de aplicagoes mensuraveis de {2 em K de poténcia p

integravel.
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Introducao

Sempre existiu na humanidade o desejo de controlar as forcas da natureza ou o
de criar dispositivos automaticos que facilitem a vida da nossa sociedade. Voltando
um pouco no tempo, vemos nos aquedutos romanos, alguns construidos em 300 a.c.,
dispositivos de controle bastante eficientes, cujo objetivo era o de transporte de agua
em fontes localizadas a grandes distancias da cidade, mantendo os niveis de agua para
abastecimento da populacao constante. Voltando um pouco mais no tempo, podemos
citar o engenhoso sistema de irrigagao da antiga Mesopotamia, datado de 200 a.c., como
uma obra da engenharia que certamente constitui um dispositivo de controle. Para
citarmos elementos de controle mais recentes, avancamos para o século XVIII, onde os
trabalhos de C. Huygens. e R. Hooke sobre a oscilacao do péndulo, onde o objetivo
era o de obter uma medigao precisa de tempo e localiza¢ao, preciosos em navegacao.
Posteriormente, adaptando essas ideias, o engenheiro J. Watt criou a maquina a vapor,
tao importante para a revolucao industrial.

O astronomo George Airy foi o primeiro cientista a analisar matematicamente o
sistema inventado por J. Watt. Entretanto, a primeira descrigao matemaética rigorosa
foi dada por James Maxwell em 1868, onde alguns aprimoramentos a maquina a vapor
foram propostos. Apos varios desses avancos, a entao conhecida engenharia de controle
ganhou uma grande aten¢ao da comunidade cientifica, sendo reconhecida como uma
importante disciplina académica. Sugerimos o artigo [11] para o leitor interessado em
obter mais notas historicas.

Ao passar dos anos, as pesquisas em controle avancaram de maneira bastante sig-
nificativa. Podemos mencionar o periodo da segunda guerra mundial (1939-1945) onde
dispositivos de controles foram desenvolvidos para o rastreio de avioes e de misseis
balisticos.

Apos os anos 60, os métodos conhecidos até entao foram entendidos como métodos
classicos de controle. Ficou claro neste ponto que os métodos até entao eram insufi-
cientes para descreverem a complexidade do mundo real. De fato, varios problemas
que comecaram a surgir eram nao-lineares ou nao-deterministicos, o que gerou uma

massiva busca por novos resultados na area.



Ja no século 20, podemos citar as contribui¢oes dos cientistas Richard Bellman [3]
em programacao dinamica, Rudolf Kalman [I6] com técnicas de filtragem e abordagem
algébrica e de Lev Pontryagin [I8] com o principio do maximo para problemas de
controle 6timo linear e nao-linear, que estabeleceram os fundamentos da teoria moderna
de controle e da teoria matematica de controle.

Nos dias de hoje, a Teoria do Controle pode ser vista de dois pontos de vista distintos
(porém complementares), a saber, o controle em engenharia e a teoria matematica de
controle, sendo a segunda o principal foco de estudo desta dissertacao.

A teoria matemética do controle é uma 4rea da matematica com um elevado grau
de interdisciplinaridade, que se dedica a construcao e andlise de sistemas de controle
que possam ser escritos por meios de equagoes mateméaticas. Neste ambito, controlar
um sistema significa garantir a existéncia de funcoes que possam influenciar a dinamica
das solucoes do sistema, para que este se comporte de maneira desejada.

O objetivo desta dissertacao é o de apresentar diversos resultados classicos na teoria
matematica do controle. Uma vez que um dado fenémeno possa ser representado ma-
tematicamente, por exemplo, por meio de equacoes diferenciais, nos dedicamos aqui a
mostrar alguns resultados positivos e negativos de controle, com enfoque nos sistemas
ditos lineares. Mais ainda, nos dedicaremos aos sistemas que possam ser representa-
dos em espacos de dimensao finita, isto é, focaremos em resultados de controle para
equacoes diferenciais ordinarias.

Para o nosso estudo, entenderemos como um sistema de controle com uma equacao
da forma

2'(t) = F(t,z,u), (1)

onde z(t) é a variavel chamada de estado, u(t) é o controle e o parametro ¢ é comu-
mente relacionada ao tempo de evolugao. A funcao F' é um dado no problema e esta
relacionada as leis fisicas presentes no sistema e indica precisamente como a funcao
x varia ao longo do tempo e como o controle u atua. Também, pode conter forcas
externas fixas como gravidade, campo magnético, dentre outras.

Um problema mateméatico de controle pode ser entendido, de maneira geral, da

seguinte forma:

Dado um objetivo pré-determinado, podemos exibir um controle u tal que a solugcao x

do sistema definido acima, cumpre tal objetivo?

Para um problema de controle, existem dois tipos de abordagens que sao bastante
encontrados na literatura, que sao os conceitos de sistemas de ciclo aberto e sistemas

de ciclo fechado.



e (Sistemas de ciclo-aberto) adequado quando conhecemos uma informagao inicial do
sistema. Neste caso, para cada dado inicial, buscamos a existéncia de um controle u de
forma que o estado x se comporte de maneira desejada. Salientamos que, neste caso, o
controle nao é adaptativo no sentido de que nao depende do proprio estado x(t) para

a tomada de decisao, dependendo apenas da informacao inicial.

e (Sistemas de ciclo-fechado) muito utilizado quando ndo conhecemos bem, ou nao
podemos depender da informacao inicial para controlar o sistema. Neste caso, o con-
trole deve ser adaptativo, decidindo como atuar em cada instante de tempo em funcao
do estado z(t), isto é, no sistema (1)), devemos ter u(t) = g(x(t)), onde g deve ser

determinada.

Observacao 0.1. Alguns autores denominam o primeiro problema de controle e o
segundo de estabilizagdo. A estabilizacdao é mais complexa de ser implementada, uma
vez que sao necessarios: i) Coletar informagoes a respeito de saida (ou do estado) do

sistema . Escolher, a partir da saida, uma entrada (ou controle) u para o sistema.

Vejamos, com um exemplo, como um problema matemético de controle pode ser

formulado.

Exemplo 0.1. (Controle da velocidade angular de um Rotor- [17].) Considere um
disco, ou rotor, denotado por R livre para girar em torno de um eixo fixo através do

centro de R e perpendicular ao seu plano.

7/

A(t)

Figura 1: w(t) = 0'(t), a velocidade angular do Rotor.

Seja w(t) a velocidade angular do rotor no tempo ¢, medido em torno do eixo em
coordenadas apropriadas. Seja w(0) = wp a velocidade angular inicial.

O problema é controlar a saida ou resposta w(t) pela aplicagdo de alguma forga
externa L(t) em torno do eixo de rotagdo, para que saia da configuracdo inicial wy e
atinja o repouso, isto é, o disco para de girar, em algum tempo. Aqui, a equacao do
movimento é

dw

I— =L(1
= L),



onde I é o momento de inércia constante e positivo de R em torno de seu eixo e L(t) é
a forga externa ou controle. Matematicamente, o problema é escolher L(t¢) de maneira
compativel com a mecanica particular do sistema ou processo, de modo que a resposta
w(t), que é a solucdo da equagao diferencial com estado inicial w(0) = wy, tenda a
zero conforme ¢ aumente. Além disso, é interessante a busca por um controle 6timo
L*(t) de modo que a resposta Otima correspondente w*(t) alcance zero de maneira
mais eficiente, por exemplo, no minimo de tempo possivel.

Esse problema de controle pode surgir se o rotor R for um rolo em algum processo
de fabricacao ou se R for a secao transversal de um foguete. Na primeira situacao, a
forca de controle pode ser efetuado por algum dispositivo eletromecéanico e, na segunda
instancia, por um par de jatos de direcoes auxiliares. Podemos também formular o
problema de determinar controles que fagam o rotor R atingir uma velocidade angular
ideal. Neste caso, w pode indicar o erro entre a velocidade angular real e a ideal. Assim,
nosso problema pode ser visto na estrutura geral de controlar ou regular um erro para
zZero.

Se a velocidade angular inicial wy for conhecida de antemao, o sinal de controle
L(t) pode muito bem ser especificado como uma entrada de ciclo-aberto (veja a figura

abaixo)

) 5 w(t)—>0
g

Figura 2:
Processo de controle em ciclo-aberto

e buscamos um controle ideal L*(t) para o objetivo desejado. No entanto, se quisermos
construir um dispositivo de controle de auto-correcao que opere satisfatoriamente para
todos os valores iniciais possiveis wy e até mesmo corrija perturbacoes repetidas da
resposta w(t), neste caso, sintetizarmos o controle ideal L*(t) passar por um circuito
de realimentagao apropriado (veja [17]) ou seja, devemos calcular uma fun¢ao ¥(w) do

estado atual w do rotor a ser utilizado como um sinal de controle de realimentacao.

B TT 1%
e 3

Figura 3:
Processo de controle em ciclo fechado

Neste caso, esperamos que as respostas 6timas de

d(w)
T (w),



para o sistema de ciclo fechado, seja também uma resposta 6tima quando o estado
inicial wy esté fixado, ou seja, w(t) coincidird com a resposta ideal w*(t), que resultaria
do controle ideal L*(t) no processo de ciclo aberto.

Consideremos agora o controle de feedback linear
U(w) = —kw,
onde a constante k£ > 0. Entao
IW'(t) = —kw, w(0) = wy,

tem a solucao

w(t) = e~ (D,

que tende a zero quando t — co. Se desejarmos aumentar a taxa de retardo de w(t),
podemos aumentar a constante de ganho k. Por mais que fizermos k£ grande neste
modelo matemético, o rotor nunca para de fato, ele apenas tende ao repouso. Além
disso, o problema de selecionarmos controles de feedback linear 6timos em relagao ao
tempo, por exemplo, nao é matematicamente sensato, uma vez que cada um desses
controles pode ser melhorado aumentando a constante k. Além disso, o problema
fisico nao esta bem posto, pois h4 um limite para a praticidade neste ciclo de feedback,
porque as nao linearidades, como fenomenos de saturagao, sao mais significativas para
aparatos fisicos.

Uma outra abordagem, parte do fato de ser a exigéncia de que a forca de controle
permaneca dentro de certos limites prescritos. Por conveniéncia de notagao, vamos
exigir que

-1<L(t) < 1.

O controle 6timo de torque L*(t), que pode variar descontinuamente para levar em
conta mudangas repentinas, deve satisfazer a restricao |L*(t)| < 1 e deve direcionar o
estado inicial w = wy para o estado alvo w = 0 em um tempo minimo possivel. Neste
caso, a solucao para o controle de tempo ideal de ciclo-aberto L*(t) é 6bvia a partir de

consideracao fisicas. Se wy > 0, isto é, a velocidade inicial positiva, entao

IWO—t
]' Y

L*(t) = -1 e w*(t) =

até o tempo T = [wy, de onde w*(7T) = 0. Se wy < 0, tomemos

I t
L*(t)=1lew*(t) = WOIJF ,




até T = —Iwp, em que w*(7T) = 0. Por causa da constancia do sinal da resposta 6tima
w*(T) em cada instante, é facil construir a lei de feedback W(w) para o controle 6timo.
Para isto, basta tomarmos

U(w) = —sinal w,

onde a fungao sinal é definida por

+1 se w>0,
sinalw = 0 se w=0,

-1 se w<0.

Entao, a equacao diferencial nao linear
Iw' = —sinalw

terd, para cada estado inicial wg, uma solugao que é a mesma resposta w*(t) do tempo-

6timo do circuito aberto correspondente.

Este trabalho de dissertacao ¢ fruto de um estudo bibliografico de diversas referén-

cias classicas em teoria do controle, onde podemos citar fundamentalmente os livros

e E.B. Lee, L. Markus, Foundations of optimal control theory (ver [17]);
e E.D. Sontag, Mathematical control theory (ver [27]);

e E. Trelat, Controle optimal: théorie e applications. (ver [28]).

0.1 Apresentacao do Problema

Um conceito bastante importante atrelado a teoria do controle é, certamente, o de
otimizacao. Este ramo de matematica visa, essencialmente, melhorar uma variavel a
fim de maximizar um beneficio ou minimizar um determinado custo. E facil perceber-
mos que este conceito pode ser aplicado em diversas situacoes praticas, por exemplo,
podemos estar interessados em regular a temperatura de um meio, ou de determinar
campos de velocidades apropriadas, ou até mesmo medir uma grande quantidade de
informacoes, tudo isso de uma maneira otimizada.

Nesta dissertacao, entenderemos por problema de controle, um sistema dinamico
dependendo de certos parametros, onde um deles é o controle, a ser escolhido de forma
a influenciar a dinamica do sistema para uma configuracao desejada. Normalmente,
tais sistemas sao formulados por meio de equacdes diferenciais ou equacoes integrais.

Os sistemas de controle que consideraremos podem ser descrito em termos de quatro



informacoes: i. o processo (ou equagao) ii. o estado inicial e o estado alvo iii. a classe
de controles admissiveis e iv. o funcional custo.

i. o processo ¢ uma relacao entre o estado e o controle e frequentemente escreveremos
na forma em um intervalo 0 <t <T, onde x e u sao funcoes escalares ou vetoriais;

ii. 0 estado inicial zy é um dado conhecido onde as solugoes de devem satisfazer
x(0) = zg. Os vetores g e 2(t) podem conter componentes que representam a posigao,
velocidade angular ou temperatura, que sao medidos por meio de instrumentos sensi-
veis. Ja o estado alvo, é aquele que deve ser atingido por meio da atuacao do controle
em um tempo finito 7', ou até mesmo assintoticamente. Esta condicao pode ser um
vetor fixo x; ou até mesmo uma familia de conjuntos compactos G(t) em movimento
continuo.

iii. a classe de controles admissiveis U,y consiste de fun¢des mensuraveis u(t) que
conduzem xy ao alvo G(t), isto é, as solugoes de tais que x(0) = xo satisfazem
x(T) € G(T), para algum T > 0.

iv. o funcional custo é um critério quantitativo para a eficiéncia de cada controle
u(t) em 0 <t <T na classe U,q. Veremos frequentemente o uso dos funcionais custo da

forma:
C(U)=g(ﬂf(T))+/0 [T (W ()z(t) + u" (U (t)u(t)] dt, (2)

onde g(x) é um funcao especificada assim como as matrizes simétricas W e U e x é a
solucao de um sistema na forma com controle wu.

Sejamos mais precisos acerca dos problemas a serem abordados neste trabalho de
dissertacao. Primeiramente, trabalharemos majoritariamente com a situacao em que a
dindmica é linear tanto em relacao a variavel estado x(t) como em relagdo ao controle

u(t). Nestes termos, a nossa equacao pode ser reescrita na seguinte forma geral:
' = At)x(t) + B(t)u(t) +r(t). (3)

Para esta equacgao, realizamos os seguintes estudos, que foram divididos em trés

capitulos:

e No Capitulo 1, estudaremos diversas propriedades do conjunto dos estados atin-
giveis. Veremos que, em alguns casos, este consiste de todo o espaco euclidiano,
enquanto que em outros constituird um conjunto convexo e compacto. Aborda-
remos 0s casos onde controles estao sujeitos a restricoes e, neste caso, veremos
resultados locais e globais a depender de certas propriedades para os autovalores

da matriz do operador A.

e No Capitulo 2, buscamos garantir uma certa otimalidade para os controles, no



sentido que buscamos aqueles que cumpram o objetivo no menor tempo possivel.

Este problema é comumente chamado de tempo minimo de controlabilidade.

e Por fim, no Capitulo 3, estudaremos o problema de controle 6timo linear-quadratico
(L.Q.), onde estamos interessados em determinar e caracterizar o controle que mi-

nimiza o funcional custo ([2)).



Capitulo 1

Controlabilidade

Sejam n e m dois nimeros naturais diferentes de zero, I um intervalo de R, e
sejam A(t), B(t) e r(t) fungdes em L*=(I) (na verdade, L] . ¢é suficiente) com valores
respectivamente em M, (R), M,xm(R) e M,1(R). Seja © um subconjunto de R™ e
seja xg € R™ (m representa o niimero de controles agindo no sistema enquanto que n
estabelece o ntimero de componentes do estado a ser controladas). Estamos interessados

no seguinte sistema de controle linear:

{ 2/ (t) = A(®)z(t) + B(t)u(t) +r(t), te[0,T], L)

z(0) = xy,

onde os controles u sao considerados inicialmente em Lf° (I;€2), o conjunto das fungoes

loc
mensuraveis e localmente limitadas em I, com valores no subconjunto €2 c R™.
Para o sistema (1.1 introduzimos o conjunto dos pontos acessiveis a partir de

em um instante 1" > 0, definido por
Aq(wo, T) = {zu(T);u e L=(0,T;2)}, (1.2)

onde x,(-) é a solu¢ao do sistema associado ao controle u. Em outras palavras,
Aq(z0,T) é o conjunto de extremidades das solugdes de (1.1) no tempo 7', quando
variamos o controle u. Definimos Agq (z9,0) = {x¢}.

Assim, temos os seguintes conceitos de controlabilidade que serao de suma importancia

ao longo do texto:

Defini¢ao 1.1. Dizemos que o sistema (1.1)) é ezatamente controldvel (ou apenas con-
troldvel) em um tempo finito, se para todo xzy € R, tivermos que U;s0Aq(xo,t) = R™.
De maneira similar, dizemos que o sistema (|1.1]) ¢ exatamente controlavel no tempo 7'

se para todo xy € R", tivermos que Aq(xo,T) = R™.
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Definigdo 1.2. Dizemos que o sistema (1.1)) é nulamente controldvel (ou controldvel
a zero) em um tempo finito se, para todo xg € R” tivermos que 0 € U;50Aq(xo,t). De
maneira andloga, dizemos que (1.1)) é nulamente controlavel no tempo T se para todo

zo € R", tivermos que 0 € Ag(zo,T).

A situagao ideal seria que o sistema ((1.1)) sempre fosse controlavel de acordo com a
Definicao (1.1)). Entretanto, o resultado a seguir mostra que, dependendo do conjunto

, isto pode nao ocorrer.

Teorema 1.1. Sejam T > 0 e 2y € R" e consideremos o sistema de controle linear
(1.1), onde Q c R™ é compacto. FEntao, para todo t € [0,T], Aq(xo,t) é compacto,

convezo e varia continuamente em t, no intervalo [0,T].

Demonstracao. Inicialmente, provaremos este teorema supondo também que €2 é con-
Vexo.

Sejam z1,x) € Ag(xg,t) e X € [0,1]. Mostremos que Azj + (1 = Xzl € Ag(xo,t).
Por definigao, para ¢ = 1,2, existem controles w; : [0,t] — Q tal que a trajetoria z;(-)

associada ao controle u; verifica

zi(s) = A(s)zi(s) + B(s)ui(s) +r(s),
IEZ(O) =X,

z;(t) = x}.
De acordo com a férmula de variacao dos parametros, temos
x) = x;(t) = M(t)zo + fot M@)M(s)™ (B(s)u;(s) +7r(s)) ds,
onde M : I - M,(R) é o operador resolvente, isto ¢, definido por

{ M'(t) = A(t)M(t), te[0,T], (1.3)

M(0) = 1d.

(veja [9] para mais detalhes). Observe que, se A(t) = A (constante sobre ), entdo
M(t) = etA.
Para cada s € [0,¢], definimos por u(s) = Aui(s) + (1 - Nua(s) e x(-) a trajetoria

associada ao controle u. Pela definicao de Aq(xo,t), temos

o) = M(Dao + [ MM (s) (B(s)u(s) + r(s))ds € Aq (z0,1)

10
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E facil ver que,

A1+ (1= Mg = AM (t)xo + (1= \) M (t)z0
+ /: M@)M(s)™ (B(s) (Auy(s) + (1= Nug(s)) + Ar(s) + (1= X)r(s)) ds = z(t).

Portanto, Azl + (1 - X)al € Aq(xo,t), 0 que prova a convexidade de Aq (zq,1).

Mostremos agora a compacidade de Aq(xg,t). Provaremos que qualquer sequéncia
(z1)nen de pontos de Aq(xo,t) admite uma subsequéncia que converge para um ponto
de Aq(zo,t). Para cada n € N, seja (u,)ny uma sequéncia de controles conectando xg

a r} no tempo t, e seja x, () a trajetoria correspondente a u,. Entao, teremos que

xh =2,(t) = M(t)xo+ fot M@)M(s)™ (B(s)un,(s) +7r(s))ds. (1.4)

Por hipoétese, os controles u,, tém valores no compacto {2 ¢ R™ e consequentemente,
a sequéncia (U )qeny € limitada em L2([0,¢];R™). Como sabemos que L? é um espago
de Hilbert e reflexivo entdo, deduzimos que a sequéncia (u, ),y converge fracamente
para um controle u € L2([0,¢]; R™). Observemos que L2([0,T'];2) é fortemente fechado
em L2([0,T];R™), pois se u, € L2([0,T]; ) é tal que u, — u forte em L2([0,T];R™)
entdo, em particular, existe uma subsequéncia (u,, (t)) tal que u,, (t) - u(t) quase
sempre em [0,7]. Como €2 é compacto, chegamos que u(t) € {2 quase sempre em [0,7'].
Agora, como 2 também é convexo, obtemos pelo Teorema 3.7 de [7] que L?([0,T];2)
¢ fracamente fechado em L2([0,7];R™). De onde chegamos que u € L2([0,T];Q2).

A partir da formula (1.4)), pelo fato que M (¢) e M(t)~' sdo continuas em [0,7]
e que A, B e r sdo fungoes em L*°, chegamos que a sequéncia (z,) é limitada em
L2([0,T];R™). Além disso, pela identidade z!, = Ax,, + Bu,, + r e usando novamente
que A e B e r estao em L*®[0,7T], concluimos que (z/,(-))neny também é limitada
em L2([0,T];R"). Em outras palavras, a sequéncia (z,(-))ny € limitada no espago
HY([0,T];R"), que é compacto em C°([0,T];R"™). Desta forma, existe uma subsequén-
cia (z,,) e alguma trajetoria z(-) € C°([0,7];R") tal que x,, — x em [0,T].

Passando para o limite em , obtemos

x(t) = M(t)xo + fot M()M(s) ™ (B(s)u(s) +r(s))ds,

em particular

lim z, = lim 2, (t) = 2(t) € Ag(z,1),

1—> 00

como queriamos demonstrar.

11
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Agora, mostremos a continuidade de Aqg(zg,t) observemos que neste ponto a con-
vexidade de ) nao é necessaria. Seja € > 0 arbitrario. Aqui, estabeleceremos a exis-
téncia de ¢ > 0 tal que, para quaisquer nimeros reais nao-negativos ty,t, € [0,7], com
t1 — to| < 9, vale dy (Aq (xo,t1), Aq (z0,t2)) < &, onde dy ¢ a distancia de Hausdorff
definida por

dy (K1>K2) :SUP(SUP d(y,K1)>SUP d(y,Kz))a (1-5)

yeKa yeKy
onde K, e K, sao quaisquer subconjuntos compactos de R” e d é a distancia euclidiana
de um ponto a um conjunto, isto é d(y, K) := inficx |y — k|gn. Por simplicidade, vamos

denotar Aq(t) = Aq(xo,t). Assim, se 0 <t; <ty <T temos que

dH(AQ(tl)aAQ(@)):maX( sup d(y, (Aa(t1)), sup d(y7AQ(t2)))

yeAq(t2) yeAq(t1)

=max| sup inf |y —vys|pn, sup inf |y —yilpn |-
(yEAsz(tz) y2eAa(t) | |]R yeAq(t1) yredo(t2) | |R )

Ag(ty)

Aq(t2)

Figura 1.1: Distancia de Hausdorff entre dois subconjuntos do R™.

No que segue, mostraremos que existe 0 > 0 tal que se [t; — t5| < 0, entao

o d(y7AQ(t1)) SG, VZJEAQ(tz),

o d(y,Aa(t2)) <€ VyeAg(t).

Provaremos apenas o primeiro item, sendo a prova do segundo inteiramente analoga.
Notemos que é suficiente provarmos que existe z € Ag(t1) tal que d(y, z) <e.
Seja y € Aq(ts) e u e L=([0,T];92) tal que a trajetoria correspondente, iniciando

de xy, satisfaz x(t3) = y. Considerando a mesma trajetoria no tempo t;, obtemos que
z(t2) —x (t1) = M (t2) o — M (t1) zo
t
b [ M (1) M) (B(s)u(s) + r(s))ds
0
t1
= [ M () M) (BCs)u(s) + 7(s))ds
0

Desta forma, nao é dificil vermos que
x(te) —x(t1) = M (ts) ftltz M(s) N (B(s)u(s) +7(s))ds
v (M(t) - M () (xo + /0“ M(s)~ (B(s)u(s) +r(s))d5) (L.6)

12
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Com isto, se |t; — 2| é pequeno, obviamente a primeira integral a direita da igualdade
¢ pequena, enquanto que a segunda integral é pequena devido & continuidade de
t - M(t). Desta forma, provamos o que queriamos com z = z(t1).

Até este ponto, o Teorema [I.1]esta provado supondo a convexidade de 2 como hipotese
adicional. Para a prova quando o ) é apenas compacto, faremos uso de dois resultados
auxiliares que apresentaremos a seguir.

Para a convexidade de Aq(xg,t), faremos uso do Lema de Lyapunov enunciado abaixo.
Em relacdo & compacidade, utilizaremos o Teorema de Aumann, também enunciado
mais adiante, e que serd utilizado para provarmos que Aq(zo,t) = Aconv()(Z0,t), onde
Conv(f2) representa a envoltoria convexa, recaindo no caso convexo provado inicial-

mente.

Figura 1.2: a envoltoria convexa de um conjunto €2 é a intersecao de todos os convexos
contendo (2

Lema 1.2. (Lyapunov) ([I7] Lema 4A pg.163)
Seja f(s) uma funcdo vetorial em R", integravel no intervalo compacto I. Entdo, o

conjunto

K = {/ f(s)ds | E c [0,t] mensuravel } cRR”
E

é convexo.

Faremos uso do lema acima para provarmos a convexidade do conjunto Aq(xg,t)
para os casos onde (2 nao é necessariamente convexo. De fato, sejam x1, 25 € Ag(xo,t)
e seja 6 € [0,1]. Mostraremos que 0z + (1 - 0)xy € Ag(xo,t). Por defini¢ao, existem
controles u; € L>=([0,7],9), i € {1,2}, de modo que

T
z :M(t)x0+f M ()M ()" (B(s)u;(s) +1(s))ds.
0

Seja y; = x; — [M(t)a:o + fOT M(t)M(s)‘lr(s)ds] , 0 que implica que

Yi = [OTM(t)M(S)_lB(S)ui(s)ds.

13
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Considere a fungao f € L'(0,7;R?") tal que

fs) = ( M ()M () B(s)u (s) )
M(t)M(s) " B(s)ua(s)

Assim, temos que [y, f(s)ds = (0,0)7 e [Ff(s)ds = (y1,42)" . Portanto, de acordo

com o Lema , deduzimos que existe um subconjunto mensuravel £ c [0,T] tal que

fEf(s)ds:u-e) f{o}f(s)ds+«9[0Tf(s)ds:( Z‘Z )

ou seja

( S M(OM () B(s)u (5) )( o9, )
[ MWOM () B(s)us(s) )\ 6w

Denotemos por E¢ o complementar de F em [0,7]. Temos que

[ rsas= [ pas- [ f(s)ds=( o )

o que implica

( Jie M(£)M ()" B(s)us (s) ):( (1-0)u )
Jie M(E)M ()~ B(s)ua(s) (1-0)ys

Finalmente, pedindo que

u(s) :{ ui(s) sesekl,

us(s) se se Ee

e uma vez que F e F°sao conjuntos mensuraveis, obtemos que o controle assim definido

¢ uma funcao mensuravel de [0,7] em . Além disso, a trajetoria x, associada a este

14
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controle satisfaz

ru(t) =MD+ [ UMM () B(s)u(s)ds + [ UMM (s)r(s)ds
=M(t)xo+[EM(t)M(s)‘lB(s)ul(s)dSJr_[ECM(t)M(s)‘lB(s)UQ(s)ds
+fOTM(t)M(s)-1r(s)ds
= M(H)o + 0y + (1- 0)ys + fo UMM (s)r(s)ds
= 01+ (1-0)as.

E assim, temos que Ox1 + (1 - 0)xs = 2,(t) € Aq(x0,t), provando a convexidade.

Provemos agora a compacidade de Ag(xo,t). Faremos uso do teorema a seguir,

cuja prova pode ser vista em ([13] Teorema 8.4, pg.29).

Teorema 1.3. (Aumann [13]) Seja F' uma funcdo mensurdvel definida em um inter-

valo I com valores em um conjunto F'(t) compacto em R™ para cada t fixo. Definimos

[IF(T) dr = {flf(T) dr; f mensurdvel , f(1) e F(7), T € I}.

Entao, os conjuntos [; F(t)dt e [, Conv F(t)dt sao compactos, convezos e mais ainda

fI F(t)dt = fI ConvF (1)dt.

Agora, concluiremos a prova do Teorema [I.I] Lembremos que nos resta provar

apenas a compacidade de Ag(xg,t). Pelo teorema de Aumann, temos

[ M) B(yu(r)dt | we L=(0,T:)
={J M) B()u(tdt | ue L=(0,T; Conv(2))}

Dai, temos que Ag = Aconv() € assim ambos sao convexos e compactos, conforme

queriamos demonstrar. O

Observacao 1.1. E facil ver que Conv(9£2) = Conv(Q2). Assim, Aq(zo,t) = Asa(xo, 1),
significando que conseguimos atingir os mesmos alvos com controles tomando valores

apenas na fronteira de €.

Observacao 1.2. Provamos que se o conjunto de restri¢coes de controle {2 é compacto,
entao o conjunto acessivel é compacto, convexo e evolui continuamente no tempo.

Em tais condigbes, obviamente Aq (x¢,t) nunca sera igual ao espago R”. Em outras
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palavras, o sistema ([1.1)) nunca sera controlavel para nenhum ¢ > 0 (ver Definigao [1.1]).
Isto se deve em virtude das restri¢coes impostas ao controle por meio da regiao 2. Desta
forma, o resultado do teorema anterior nos permite definir o conceito de tempo minimo:
dados z¢ e x1, dois pontos distintos de R™, nao podemos conduzir solucoes do sistema
de controle de zy para x; em um tempo arbitrario, apenas apés um tempo minimo

adequado. Abordaremos sobre este assunto mais na frente.

Aa(s
T alp,t)

]
Figura 1.3: o conjunto dos estados atingiveis podem nao cobrir todo o espago R"

Vamos agora, examinar o caso em que xg =0, 7 =0 e o conjunto €2 é todo o espaco

R™. O conjunto alcangavel no tempo t € [0,7] é entao:

Aa(0.1) = {fotM(t)M(s)‘lB(s)u(s)ds; we L“(O,T;Rm)}. (1.7)

Observemos que, se 7 = 0 e o = 0, entdo a solu¢ao de 2’ = A(t)x(t) + B(t)u(t), se
escreve da forma

2(t) = M(t) fo M) B(s)u(s)ds,

e, ademais, é linear em u. Esta observacao nos leva a seguinte proposicao:

Proposicao 1.4. Sejar =0, xg=0e Q = R™. Para todo ¢ € [0,T], o conjunto Agm (0,t)
¢ um subespaco vetorial de R™. Se assumirmos ainda que o sistema é autonomo, isto

é, que A(t) = A e B(t) = B sao constantes , entao para todo 0 < t; < ty temos
ARm(O,tl) c ARm(O,tQ).

Figura 1.4: ARm(O,tl) Cc ARm((),tg).
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Demonstragao. Sejam xi,x) € Agm(0,t) e A,7 € R. Para i = 1,2 existe por defini¢ao

1

um controle u; e uma trajetoria associada z;(-) satisfazendo z;(t) = x;, de onde temos

que t
2t = M(t) f M ()" B(s)us(s)ds.
0
Para todo s € [0,T1], seja u(s) = Aui(s) + Tuz(s). Entao

Ari +Try = M(t) /O.t M(s) ' B(s)u(s)ds € Agm(0,1t).

Para a segunda parte da proposigio, lembremos que, nesse caso, M (t) = et4. Seja
xi € Agm(0,t1) provemos que x1 € Agm(0,%2). Por defini¢io, existe um controle u; em

[0,1] de modo que a trajetoria associada x1(-) satisfaca x1(¢1) = z}, de modo que
t1
T] = etlA/ e A Buy(s)ds.
0
Definiremos uy em [0, %3] por

u2(t):O se OStStQ—tl,
u2(t):u1(t1—t2+t) se to—11 <t <t

Seja x5(+) a trajetoria associada & us em [0,t2]. Assim,

t
To(ty) = ef24 f ’ e Buy(t)dt.
0

Com isso,

to—t1 to
Ty (ty) = €24 ([ e " Buy(t)dt + f e_tABUQ(t)dt)
0 to—t1

to
= el24 / e~ Buy(t)dt.
to—t1

Fazendo a mudanca de variavel, onde s = t; — t5 + t, temos claramente que % =1le
portanto
t1
x(ty) = e24 f e_(s+t2_t1)ABu2(tg —t1 +s)ds
0
t1
= el t2AghA / e A Buy(s)ds
0
t1
= el / e A Bu,(s)ds = 1.
0
Assim, 21 € Agm (0,12). O

O resultado precedente nos permite imaginar que, para sistemas auténomos, isto
é, cujos operadores nao dependem do tempo, e para o caso em que {2 = R™, é possivel

termos sistemas controlaveis (ver Defini¢ao [1.1]). De fato, na se¢ao seguinte estabelece-
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remos resultados de controlabilidade (ser controlavel ou ndo) para sistemas auténomos.

1.1 Controlabilidade de sistemas lineares autonomos

Nesta segao, apresentaremos resultados de controlabilidade sem nenhuma restrigao
aos controles, isto é, quando o conjunto €2 coincide com R™. O principal resultado
apresentado a seguir é conhecido como condicao de Kalman, devido a R. Kalman veja
[15], que estabelece, sob certas condi¢oes para as matrizes A e B do sistema ,

quando este é controlavel, ou nao.

1.1.1 Caso sem restricao no controle: Condicao de Kalman

O sistema estudado nesta secao tem a forma:

(1.8)

{ 2/(t) = Az(t) + Bu(t) + r(t), te[0,T],
z(0) = xo,

onde A € M., (R) e B € Mu,(R) nao dependem do parametro ¢. Assumimos que o
controle u(-) ndo esta sujeito a nenhuma restrigao (€2 = R™), ou seja, o conjunto dos
controles admissiveis U,q é 0 espago L>=(0,T;R™).

De posse dos conceitos de controlabilidade dados nas Defini¢oes e[L.2] temos o

seguinte resultado classico de controlabilidade para sistemas do tipo ([1.8):

Lema 1.5. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
i) O sistema ([1.8)) é exatamente controlavel no tempo T}
ii) O sistema ((1.8)) é nulamente controlavel no tempo 7.

Demonstra¢ao. i = i1) sai diretamente pela definigdo, como somos capazes de levar o
estado para qualquer dado final z, basta entao tomarmos x; = 0.

it = 1) consideremos Z(-) e Z(-) solugoes de:

{ #(t) = Ai(t), te[0,T],
i’(T) =Ty,

#'(t) = Ax(t) + Bu(t) +r(t), te[0,T],
z(0) = xo - 2(0),

respectivamente, onde o controle u é escolhido de tal forma que #(7) = 0. Seja x(t) =

z(t) + £(t). Entdo temos que x(0) = xg e x(T) = z1. Além disso, temos que z/(t) =

Az (t) + Bu(t) e portanto segue o resultado. O
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O teorema a seguir nos da uma condi¢ao necessaria e suficiente de controlabilidade.

Teorema 1.6. (Kalman [15]) Suponhamos que Q = R™ (sem restri¢ao no controle). O
sistema (1.8)) é controldvel (veja Definigao se, e somente se, a matriz

C=[B,AB,...,A"'B] (1.9)

tem posto n, isto €, Posto(C') = n.

A matriz C' é chamada de matriz de Kalman, e a condi¢ao Posto(C') = n é chamada
de condigao de Kalman. Quando o par (A, B) satisfaz a condigao de Kalman, dizemos

que este par é controlavel.

Observacao 1.3. A condicao de Kalman nao depende de T ou de zy. Em outras
palavras, se um sistema linear auténomo da forma (|1.8) é controlavel em um tempo
finito T" a partir de z(, entao ele é controlavel a qualquer instante de tempo e partindo

de qualquer configuracao inicial.
A demonstracdo do Teorema [1.6] se reduz a provar o seguinte lema:

Lema 1.7. A matriz C é de posto n se, e somente se, a aplicacao linear

O:L>(0,T;R™) > R"

T
u f e(T=DABy(t)dt
0

é sobrejetora.

Demonstra¢ao. Suponhamos que Posto(C') < n, mostremos que ® nao é sobrejetora.
Como a aplicagdo C nao é sobrejetora, existe um vetor linha ¢ € R™\{0}, onde
tal que ¥TC = 0. Desta forma,

WB=yTAB=...=¢ A" B = 0.

No entanto, de acordo com o teorema de Cayley-Hamilton (veja [22]), A é raiz de seu

polindémio caracteristico, isto é, existem nimeros reais ag, aq, -, a,_1 tais que
A" = apl +---a,_1 A",

Assim, temos que:

n—1 n—1
YTA"B =47 Y ¢;AB=Y a)TAB =0.
1=0 1=0
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Realizando um argumento de inducao sobre o operador A™*%  chegamos que
YTAFB =0, (1.10)

para todo k e N.

Por definicao de exponencial de matrizes, temos

etA ~ 00 tkAk
=1
Portanto, por (1.10) chegamos que
¢T6tAB — O,

para todo t € [0,T]. Consequentemente, para qualquer controle u obtemos

T T
D) = o7 f eTDA By (t)dt = f ST TDABY()dt = 0,
0 0

o que mostra que ¢ nao é sobrejetora.
Reciprocamente, se ® ndo é sobrejetora, entdo existe um vetor linha ¢ ¢ R*\{0} tal

que, para qualquer controle u temos
T T
T f eTDA By (1) dt = f ST TDABY(t)dt = 0,
0 0
Isso implica que, para todo t € [0,T7],
PTeT=D4p = 0. (1.11)

Em ¢ = T, obtemos " - B = 0. Note que, derivando a expressao (1.11]) em relacao a
variavel t, obtemos

% (vTe™DAB) = —yTeTDAAB = 0, (1.12)

e tomando ¢ = T, chegamos que TAB = 0. Assim, derivando (1.12)) sucessivamente,

conseguimos
d ) )
o (pTeTDAAB) = pTeTDAAMB =0, i=0,,n-2.
Tomando t =T, obtemos ¥Te(TDAAIB = )T A1 B = (), e assim temos finalmente que

WV B=yTAB = =T A" B = 0.
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Dai ¥7C' = 0 de onde Posto(C') < n. O
De posse do Lema [1.7, podemos facilmente demonstrar o Teorema (1.6

Demonstracao. (Teorema Seja a matriz C' de posto n, entao de acordo com Lema
[1.7 a aplicagdo ® é sobrejetora, ou seja ®(L>) = R". No entanto, para qualquer

controle u, temos que
T
#(T) = Mgy + f eTDABu(t) + r(1))dt,
0
de modo que, o conjunto acessivel no tempo 17" de um ponto zy € R™ é,

T T
Agm (29, T) = {eTAxO + / eT=DAr(t)dt + f eTDABy(t)dt, u € L{ad}
0 0

T
=eTAmg + / T4 (t)dt + ® (L)
0
- R"
0 que mostra que o sistema é controlavel.
Reciprocamente, se o sistema é controlavel, entao, por definicao, temos que para

To, T1 xiste um controle u con ndo zgp & 1 n m . Em particular
todo xg,x; € R?, existe controle u conectando zy a o tempo 7. Em particular,

o sistema é controlavel partindo de x( definido por:

T
Ty = —e 14 / eTDAr(t)dt e R™.
0

Sendo assim, neste ponto, o conjunto acessivel no tempo 1" é escrito

T T
R" = Agm (20,T) = {eTAxO + / e(T=DAr(t)dt + f eTDABu(t)dt, wue Uad}
0 0

T
= { [ eTDABy(t)dt, wu eL{ad} = O(L>).
0

isto prova que a aplicacao ® é sobrejetora e portanto, de acordo com o Lema [1.7, a

matriz C' tem posto n. O]

O teorema a seguir apresenta uma poderosa ferramenta matematica utilizada para
o estudo das propriedades de sistemas lineares invariantes no tempo. Esse teorema foi
proposto por Malo Hautus, em seu trabalho Controllability and Observability Conditi-
ons of Linear Autonomous Systems (veja [12]). Nesse artigo, Hautus faz uma analise de
sistemas de controles lineares abordando varias aspectos, entre eles, a controlabilidade

de sistemas lineares autoénomos.
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Teorema 1.8. (Hautus [I2]) O sistema de controle (1.8) é controldvel no tempo T
se, e somente se, a matriz [N\ - A, B] de ordem n x (n +m) tem posto n para todo
autovalor \ de A.

Demonstracao. Suponhamos que para algum autovalor A\ de A, onde \ € C, tenhamos
Posto [A — A, B] < n.

Isto implica dizer que dim (Im [\ — A, B]) < n, portanto, existe um vetor linha v # 0

tal que:

VT [N - A] =0,

vI[AM[-A,B]=0 ou seja
vT'B = 0.

Em particular, vTA = v\ e portanto vT é um autovetor a esquerda de A. Notemos que
vTA%2 = (VTA)A = (MWT)A = A(vTA) = \207 e, por indugdo, obtemos:

vTAP =Mo" VEe {1, n -1}
Consequentemente

v"[B,AB,...,A"'B| = [v"B,v"AB,...,v" A" B]
[0, \7B,..., A" W B]
[0,0...,0].

Como temos que v # 0, segue-se que o posto[B,AB,..., A" 1B] < n e por Kalman,
temos que o sistema nao é controlavel, e portanto segue que posto [\ - A, B] = n.

Reciprocamente, se posto [Al — A, B] = n, suponhamos que o sistema nao seja
controlavel. Entdo, pelo Teorema [1.6] a matriz de Kalman é tal que Posto(C') =r < n.

Assim, temos que existe uma matriz () inversivel tal que:

B,
0 9

este fato pode ser provado considerando uma base com r elementos da imagem de

A A

—IA — -1p _
QAQ [0 AJ’QB

C e completando com uma base de R*. A configuracao acima resulta da escrita de
operadores A e B nessa nova base, onde A; € R, e By € R, (veja [27], Lema 3.3.3
para mais detalhes). Notemos que a matriz A3 é uma matriz quadrada, portanto, seja

A um autovalor da matriz A3 associado ao autovetor y, isto é, yT A3z = Ay’.
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Seja x € R", definido por

e[ H ou

Y

-~

g

Como @ é uma matriz inversivel, temos claramente que QAQ~! = A\I. Portanto, segue-se

M -A B]=2"Q[AQ - Q1AQQ QB]

ol T (A a]  [B)]

Lo oeper -3 e 2]
o] 0] [4, 4, o] [B,

— )\ -1 _ -1

L L e LI

b wler [0 valer o

Desta forma, chegamos que

2[Ar-4 B]=[o y[ar-a] 0]Q!
0 [x1- 47y o]Q
[o].

Como z7 # 0, segue-se que posto [/\] - A B] <n, o que é uma contradicao. Portanto,
o sistema ([1.8)) é controlavel. O

E importante salientarmos que tanto o Teorema quanto o Teorema Sa0 ex-
tremamente eficazes para a decisao sobre a controlabilidade de um dado sistema de
equacgoes diferenciais ordinarias. O teste de Hautus ganha uma importancia adicio-
nal, uma vez que é possivel estabelecermos uma versao do mesmo para o controle de
equagoes diferenciais parciais (veja [9]).

Agora, vejamos alguns exemplos sobre como aplicar os dois testes para decidir sobre

a controlabilidade de um sistema.

Exemplo 1.1. Consideremos o forno elétrico industrial com os seguintes dados:
Yo = a temperatura exterior do forno;

Y, = a temperatura na "parede"do forno;

Yo = a temperatura interna do forno;

u = a intensidade do calor produzida pela bobina;

a; = as superficies do forno (interna e externa);

¢; = as capacidades térmicas especificas (interna e externa);
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1. Controlabilidade

r; = os coeficientes de radiacgao.

Temos a seguinte modelagem da equacao do forno elétrico:

(1.13)

{ a1 (t) = —arry (y1 = y2) () — agra (y2 — yo) () +u(t), te[0,77],
catja(t) = ar1my (Y1 — y2) (1)

O problema do forno: para qualquer temperatura do forno no momento inicial ¢ = 0,
podemos atuar no sistema ({1.13)) por meio do controle v de forma que a temperatura
interna do forno seja igual, no momento t =T dado, a um valor desejado 257

Vamos fazer as seguintes mudancas nas variaveis; 1 = y; — Yo, T2 = Y2 — Yo, COMO 0S

coeficientes ¢; nao sao nulos, obtemos

—a1m Q272 — 17T

l’l(t) = .Tl(t) -

.772(75) = a;_jl (xl(t) - x2(t)) 3

:m@)+éu@% te[0,7],

que pode ser escrito na seguinte forma de matriz:

#(t) = Az(t) + Bu(t), t € [0,T],

onde:
—a1Tr1  —Q9Tr9 + a1 1
T -
- - C1 C1 -
T= ) A= aiTy —a17 € B = “
) 0
C2 C2

Portanto, a matriz de Kalman é da forma

1 =17

. 2
C =[B AB] C()l aih

C1C2
Dai
Posto(C) =2 < det(C) # 0

1 airy
< ——=%0
C1 C1Co

< air; £ 0.

Desta forma, o sistema ¢é controlavel se, e s6 se, a;ry # 0.

Aplicando o critério de Kalman, temos que

a7y + ACo

10 5
Posto[Al = A B] = Posto Aajciry + )\alcﬂ&}lalagrlrg + A2cie

01

Aa1c1m1 + A\a1Cary + a1asriTe + A2c1C
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o qual tem posto 2, portanto o sistema é controlavel.

Exemplo 1.2. Assuma que o corpo de um aviao estd inclinado em ¢ radianos (seu
angulo de inclinagdo) com respeito & horizontal. Ele estd voando a uma velocidade
constante (ndo nula) de ¢ metros por segundo e sua trajetoria de voo forma um angulo
de « radianos com a horizontal (se o > 0, o avido estd ganhando altitude e caso
a < 0, entdao ele estd perdendo altitude). Denotando por h a altura do avido em
metros e assumindo que os angulos sao pequenos, as quantidades acima referidas estao

relacionadas pelas equacoes diferenciais linearizadas

& =a(d-a),
¢ =-w(p—a-bu),
h:ca,

onde w > 0 é uma constante representando uma frequéncia natural de oscilagao e a,b
sdo constantes positivas. O controle u é proporcional & posigao dos elevadores (ver
figura 1.5) (Elevadores sdo superficies moveis localizadas na cauda da aeronave. Um
modelo mais completo sobre as questoes espaciais e de orientacao do aviao exigiria
incluir outras superficies: por exemplo, o leme, também na cauda, proporciona um
controle direcional e os ailerons nas asas criam torques opostos para afetar a altitude

lateral do avido. Além disso, o impulso do motor afeta a velocidade).

Diregio do véo

horizontal

Figura 1.5:

Podemos modelar o sistema acima da seguinte forma: com n =4 e m = 1, facamos

r1=Q,ry=¢,r3=¢0 e xy=h, portanto, obtemos

x -a 00 T 0
Zo 0 10 T
= + u
T3 w -w 00 T3 wb
| [L;4 | | C 0 0 0 1L Ty | | 0 |

o qual é um sistema linear. Apo6s calculos elementares, podemos ver que a matriz de
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Kalman C'=[B AB A%?B A3B] do sistema, com

= 0 0] [ 0 ]
0 10 0
A= e B=
w -w 00 wb
| ¢ 0 0 0] | 0
é dada por ) )
0 0 awb -a?wd
0 wb O -w?b
wb 0 -w2 w2ab |
| 00 0 awbc |
o qual possui posto 4. Logo o sistema é controlavel.
Aplicando a condicao de Hautus, temos que
wab
1000
A(a+ )+ dw
0100 Azwb(a; )\))\
Posto[Al — A B] = Posto (a+A)+Aw ,
wh(a + \)
0010 _
AMa+ ) +w
wabc
0001
A(N2(a+ )+ \w)

o qual possui posto 4. Portanto, o sistema é controlavel.

Nesta secao, estudamos resultados de controlabilidade para sistemas lineares auto-
nomos, sem impormos nenhuma restricao sobre os controles. Na secao a seguir, veremos

que tipos de resultados podem ser obtidos quando este nao é o caso.

1.1.2 Caso com restricoes nos controles

Um problema importante que surge em diversas aplicagoes é aquele que conside-
ramos restricoes as variaveis de controle. De fato, em varias situacoes praticas nao
dispomos de recursos, ou nao ¢ factivel a construcao de controles sem restrigoes. Desta
forma é importante sabermos quais estados podem ser atingidos em um determinado
intervalo de tempo.

Consideramos novamente um sistema linear autéonomo em R” da forma
2’ (t) = Ax(t) + Bu(t), t € [0,T], (1.14)
onde as matrizes A e B assumem seus valores respectivamente em M,,,,,(R) e M, (R).
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1. Controlabilidade

Relembremos, nesta secao, o conjunto de controles admissiveis U,; € o conjunto das
aplicacboes mensuraveis e limitadas em [0,7"] com valores em  c R™ isto &, Uy =
L>=(0,T;9Q).

Note que, em geral, como ja mostramos nos resultados anteriores, (veja os Teoremas
e um sistema de controle linear pode ser exatamente controlavel quando 2 = R™
(sem restricdo de controle), enquanto que se restringirmos a imagem dos controles a
um subconjunto 2 de R™ o sistema pode passar a nao ser exatamente controlavel.

[lustraremos este fato com o exemplo a seguir:

Exemplo: Considere o sistema de controle linear
2'(t) = —z(t) +u(t) emR. (1.15)

Note que se €2 coincidisse com R, terfamos pelo Teorema que o sistema seria
controlavel uma vez que a matriz de Kalman seria a matriz [ B] = [1], que tem posto 1.
Entretanto, se tomarmos 2 = [-1, 1], o sistema nao é controlavel partindo da origem.
Com efeito, suponhamos que podemos conduzir xg = 0 ao estado x; = 2 em um tempo
finito ¢ > 0. Entao existiria u € L*=°(0,7;1) tal que x(t) = x; = 2. Porém,

t
2=1;=x(t) = [ e~y (s)ds,
0

e como u(s) € [-1,1] para todo s € R, temos que

¢ ¢
—-(1-et)=- f e (9ds <2< f e (tds=1-¢.
0 0

A desigualdade 2 < 1 - e~ implica que e™* < -1, o que é um absurdo, visto que ¢ > 0.
Portanto, o sistema com controle restrito a {2 = [-1,1] ndo é controlavel. Entretanto,
veremos mais condi¢oes que garantam algum tipo de resultado de controlabilidade para

o sistema do tipo (1.14)) com restri¢oes sobre o controle dada pelo conjunto €.

No intuito de estabelecermos um sentido de controlabilidade para sistemas que nao
sdo necessariamente controlaveis no sentido das definigoes [I.1 ou [I.2] estabelecemos os

novos conceitos a seguir:

Definig¢ao 1.3. (controlabilidade nula-local /global) O sistema é dito localmente
nulo-controlavel, se existe um conjunto aberto V' de R™ que contém a origem onde as
solucoes de partindo de qualquer zy € V podem ser conduzidas até x; = 0 em um
tempo finito. Se V = R"*, entao dizemos que é globalmente nulo controlavel em

um tempo finito (ou simplesmente nulamente controlavel de acordo com a Definigao
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3.

Definicao 1.4. (Controlabilidade a partir da origem) O sistema (1.14)) é controlavel
a partir da origem, se para todo ponto z; € R" existe um controle admissivel u que

direciona 0 para x; em um tempo finito.

1.1.3 Resultados de controlabilidade nula local

Nesta secao, provaremos resultados que caracterizam a controlabilidade nula-local
para o sistema , para o caso em que os controles admissiveis pertencem a U,y =
L*>=(0,7;Q), quando 2 ndo necessariamente é igual a R™. Iniciamos com o seguinte
resultado de [I7] pg.84.

Teorema 1.9. Considere o sistema (1.14) com restri¢oes sobre o controle dado pelo
conjunto Q ¢ R™ tal que 0 € Int(2). O sistema € localmente nulo-controldvel se, e
somente se, o par (A, B) for controldvel, isto é, a matriz de Kalman C dada em (L.9)

tem Posto n.

A prova do Teoema [1.9] é baseada no resultado a seguir que também pode ser

encontrado em [I17], pg.83.

Lema 1.10. Suponhamos que a condicao de Kalman é satisfeita. Se o conjunto de
restricdo 2 c R™ ¢é tal que 0 € Int (2, entdo o conjunto acessivel Aqg(xg,t) no tempo t
contém uma vizinhanca do ponto e!4xy. Em outras palavras, o ponto inicial xy pode

ser direcionado para todos os pontos de uma vizinhanca et4z.

Demonstra¢ao. Como 0 € Int(£2), existe € > 0 tal que a bola fechada Brn[0, €] de centro
na origem e raio €, esta contida em Q. Seja S = L*(0,T; B[0,¢€]) claramente satisfaz
0e.5c. Como a bola é convexa, ¢é facil ver que S é um conjunto convexo.

Seja Ag(xg,t) = {etAxo + [ et=94Bu(s)ds ;u € S}, o conjunto dos estados atin-
giveis a partir de xg por controles em S Pelo Teorema o conjunto Ag(xg,t) é
convexo e compacto. Mais ainda, temos Ag(zg,t) ¢ Aq(xo,t) e, além disso, podemos
ver que Ag(zo,t) é simétrico em relagdo a ef4xy. De fato, se h e R e v € R* e se
etAxg+ hv € Ag(xg,t), entdo existe u € S tal que hv = [ e("94Bu(s) ds. Assim, temos
que

ez — ho = ety + /(;t e B(~u(s)) ds

que certamente pertence a Ag(xo,t).
Supondo que dim(Ag(zg,t)) < n, entdo existe ¢ € R*~{0} tal que ¢7 [} e(=)4ABu(s)ds =

0, para todo u € S. Para € suficientemente pequeno, podemos tomar @(s) = éBT (e(t=)4)" ¢ €
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S e chegamos que [ [WTet=)4Bu(s)|> ds = 0, ou ainda que
YTe"AB =0, para todo s e [0,T]. (1.16)

Em particular, quando ¢ = s, obtemos ¥ B = 0. Note que, derivando a expressao ([1.16|)

em relagao a t, obtemos
% (pTel=)1B) = —Te"4AB = (,
de onde tomando t = s, obtemos »TAB = 0. E assim, por derivacoes sucessivas, obtemos
% (YTel=1A'B) = ypTeltD4AM B =0, i=0,-n-2,
de onde finalmente, chegamos em
Y B=yTAB=--=y A" B =0.

Portanto, a matriz de Kalman C é tal que Posto(C') < n, o que representa uma
contradigao. Assim, dim(Ag(zg,t)) = n e portanto Ag(zg,t) contém uma vizinhanga

do ponto ez, de onde Aq(o,t) contém uma vizinhanga do ponto et4x,. O
A conclusao do Lema se deu em funcgao do seguinte resultado:

Lema 1.11. Seja U c R™ um conjunto convexo, compacto e simétrico em relacao a um

ponto zg e tal que dim(U) =n. Entao g € Int U.

Demonstra¢ao. Sejam {vy,vs,--,v,} uma base de R" e considere f;(t) = x¢ + tv;. Para
cada i = 1,---,n, existe t; tal que f;(¢;) e fi(~t;) pertencem a fronteira de U. Notemos
que, pela convexidade de U, os pontos t; e —t; sao os linicos com essa propriedade na
direcdio v;. Assim, seja W = Conv{f(t), f(t2), f(tn), f(=t1), [(=t2), - f(~t,)}. E
claro que W se trata de um poliedro do R™ de centro x(, portanto zy pertence ao seu

interior. O

Antes de provarmos o Teorema fagamos algumas observagoes. Definimos o

sistema tempo-inverso como sendo a seguinte equagao de estado
2'(t) = -Az(t) - Bu(t). (1.17)
Seja v o controle tal que z(7T') = xg. Definindo x(t) = (T —t), temos que x é a solugao

de (1.14) com z(0) = 2(T) =z e z(T) = 2(0) = 0.
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Portanto, podemos concluir que o conjunto dos estados atingiveis a partir de 0
para o sistema tempo-inverso é igual ao conjunto dos estados conduziveis & origem do
sistema original.

vamos agora a prova do Teorema [1.9

Demonstragao. (Teorema Sabemos que a condigao de Kalman para z/(t) = Ax(t)+
Bu(t) é valida se, e somente se, também ¢é valida para o sistema tempo-inverso z/(t) =
—-Az(t) — Bu(t), uma vez que as colunas de C' = [B AB - A" 'B] e de -C =
[-B AB - (-1)"A""1B] geram o mesmo espago. Assim, pelo Lema para xg =0, 0
conjunto dos estados atingiveis a partir da origem das solugoes de 2/(t) = —Az(t)+Bv(t)
contém uma vizinhanca V de zy = 0. Em particular, é possivel controlar o sistema
2'(t) = Az(t) + Bu(t) ao estado nulo a partir de qualquer dado em V. Assim, o sistema
é localmente nulo-controlavel.

Reciprocamente, se o sistema ¢ localmente nulo-controlavel, temos que existe um
aberto V' do R™ que contém a origem e que qualquer xy € V' pode ser controlado até
r1 =0 em um tempo finito. Supondo que Posto(C') < n, entao existe ¢ € R \ {0}, tal
que YTC' = 0. Portanto

WV B=yTAB = =T A" B = 0.

De acordo com o teorema de Cayley-Hamilton, temos 1" A" B = 0 para todo n € N.
Assim ¢TetAB = ( para todo t o que implica 97 fote(t‘s)ABu(s)ds = 0. No entanto,
como os pontos de V sao atingiveis pelas solucoes do sistema tempo-inverso partindo

do zero, temos

t
Ve {— / D4 Bu(s) ds;u e Mad},
0

que esta contido no subespago {w € R*;4 - w = 0}, que possui dimensao menor do que

n. Com isso, V nao pode ser aberto em R™. O

Observacao 1.4. Na prova do Teorema 1.9, precisamente na prova da controlabilidade
nula local assumindo a condicao de Kalman, fixamos um tempo ¢ e provamos que o
zero pode ser atingido em ¢ partindo de uma vizinhanca de zero. Em outras palavras, o
zero pode ser atingido em qualquer tempo. Entretanto, se o sistema nao é controlavel
em um dado tempo t, isto nao significa que a condicao de Kalman deva ser falsa, uma

vez que a controlabilidade a zero podera ocorrer em um outro tempo.

Apesar de termos assumido que o zero pertenca ao dominio de restricoes, esta nao
¢ uma condicao necessaria. Enunciaremos e provaremos o seguinte resultado devido a

F. Brammer em [6].
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Teorema 1.12. (F. Brammer, [6]) Considere o sistema (L.14), onde o dominio de
restricao €2 c R™ para o controle é compacto ou convero e satisfaz as sequintes condi-
coes:

(i) FEziste um vetor u € ) no nicleo de B;

(1) O conjunto Conv () tem interior nao vazio.

As sequintes condigoes sao necessdrias e suficientes para a controlabilidade local nula
de (LT9).

(iti) Posto(C') = n;

(iv) Todo autovetor real vde ATverifica (v, Bu) >0 para todo u € (2.

Observacao 1.5. Em comparacao com Teorema [1.9] o teorema anterior nao pede
que 0 € Int Q. Entretanto, além das condicoes 7) e ii) faz-se necessario a hipotese de
compacidade ou convexidade para ). A razao para isto é que, em algum momento
de sua prova, necessitaremos do fato que os conjuntos dos estados atingiveis sejam

convexos, e, para isto, necessitaremos utilizar o Teorema |1.1

A prova do Teorema é baseada em uma avaliagiao do produto escalar (v, et4 Bu).
Necessitaremos de alguns lemas técnicos que serao expostos a seguir. O primeiro se

trata de um resultado de H. Saperstone e J. Yorke em [24].

Lema 1.13. Seja D € M;(R) uma matriz de modo que os autovalores de D tém parte
imaginaria diferente de zero (ou seja, ndo tem autovalores reais). Se v e w sao vetores

nao nulos, entao (v,et?w) nao é identicamente nulo e pode ser escrito da forma
(v,ePw) =tie (a(t) +g(t)),

onde a(t) é uma soma de termos senoidais a(t) = Y5, h; sin (w;t +6;) e lim;_, g(t) = 0,

onde s ¢ o nimero de autovalores de D. Se além disso a(t) = 0 entao g(t) = 0.
Também, utilizaremos o seguinte Lema de [6], que provaremos a seguir

Lema 1.14. Seja D € M,,(R) tal que D = A\I+N, onde N é uma matriz nilpotente. Seja

v um vetor nao nulo do R™. A funcao vetorial e!Pv tem a seguinte expressao assintotica
Py =tkeX (2 + f(t)),

com k inteiro ndo negativo, lim_, f(¢) =0 e Dz = \z.
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Demonstracao. Para o caso em que Nv =0, entao temos

oDy = HOTHN) _ AN
=et>\ 3 tka)U
i k!

NFktk

=eM I+ Nt+-+ I +---)v
vINFktk

=eMo+oNt+-+ I +)

= e,

0 que é exatamente o que queriamos mostrar com z = v, f(t)=0e k =0.
Para o caso em que Nv # 0, seja 1 < k <1 o maior inteiro satisfazendo N*v # 0, o inteiro

k existe, uma vez que a matriz N é nilpotente. A funcao etPv é dada por

Dy = oAI+N) ) — A N

(& (%

= ¢t (i (tji‘)]v)

7=0
b
o
= e (Z fNJ) .
¢ |
7=0 J:
Definindo z = Nk—ﬁ” e definindo para todo t >0, f(t) = tik (Z;’:& t]j—]}”) v, temos

Py =theM (2 + f(1)).

E claro que limyo, f(t) =0 e

DNky 1 k, Nkv 1
Dz = 7l ZE(AI‘FN)NU:)\W'FEN V= Az
De onde segue o resultado. O]

O lema a seguir, também consta na referéncia [0] e o provaremos utilizando os dois

lemas anteriores. Este trata em fornecer uma representacao para o produto escalar
(v, etABu).
Lema 1.15. O produto escalar (v, e*4 Bu) pode ser escrito na forma

k ) k+p m
(0.0 Bu) = 32 04N (22, Bu) + (0, Bud)+ 3, e 317 (g (1) + gy (D) wy. (L18)
i=1

i=k+1 =1

com as seguintes condi¢oes sendo satisfeitas.
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a) Os Als sdo os k autovalores reais distintos da matriz A e
AL>A> .. > A

b) ATZZ‘:AZ'ZZ‘, Zzl,,k,
c) Se z;=0entdo f;(t)=0,i=1,... k;

) ji e ri; sdo inteiros ndo negativos;

o

e) limy_o fi(t) =0,0=1,... ke im0 g;;(t) =0,i=k+1,... k+p,j=1,...,m;

)
f) As fungoes a;;(t) sdo somas de termos senoidais como no Lema [1.13]
g) Se a;;(t)=0entdo g;;(t)=0,i=k+1,....k+p,j=1,...,m;
)

h) Os p; sdo as p partes reais distintas dos p autovalores complexos de A e

Pk+1 > Pk+2 > -+ > Phip-

i) Os u; sdo os componentes do m-vector u = (uj Uy ... Upy)';
j) Se o Int(Conv(Q)) + @, Posto(C) = n, e seja v # 0, entdo existe u € ) para o qual
(v, etABu) % 0.

Demonstracao. Para a prova, é suficiente supormos que a matriz AT se escreve na
forma de Jordan, isto é, utilizaremos, sem perda de generalidade, um sistema de coor-
denadas em R™ onde a matriz AT se escreva como blocos diagonais. (Veja o apéndice
A). Mais ainda, perceba que todos os parametros aparecendo a direita de (|1.18]) sdo
independentes da particular escolha de uma base em R™. Assim, uma vez que AT se
escreve como blocos de Jordan, sejam P; as projecoes induzidas por AT. Pelo fato de

que 5P Py = I, temos

k+p k+p
T T T
etA v = ZpietA v = ZetA Pi’U

i=1 =1

. . (1.19)
T p. T p.
= Zem Pipw + Z et i Py,

i=1 i=k+1

Como podemos escrever AT = \,J+N; Vi=1,...k, onde N; é uma matriz nilpotente

(veja a Proposigao [A.2), podemos usar o Lema e escrever e’y = the(z + f(t))
onde k é um inteiro nao negativo, lim, ., f(t) =0 e Az = Az. Para a primeira parcela
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a direita de ([1.19)), temos

k
Tp. ) NP
6t‘A PZPiU — 2 :e(t()\lln+Nl)Pl)Piv

k
i=1

)

.
[y

e(tilntN:) Py (1.20)

M-

S
1l
—_

tjieAit (Zz + fz(t)) s

M=

S
1]
=

onde j; sdo inteiros nao negativos, lim; .., fi(t) =0e ATz; = \;z;.

Portanto, por (1.18) e (1.19), ¢*4"v torna-se

ko k+p ;
ey = Yt (2 + fi(1) + D e PP
i=1 i=h+1
De onde,
T koo kep T
<etA U,Bu) =Y the™ ((z;, Bu) + (fi(t), Bu)) + . (etA P"Pﬂ),BlL) .
i=1 i=h+1

isso prova a), b), ¢) e as primeiras partes de d) e e).
: tAT ; M elay” tATP; p.
Agora considere a segunda soma de (e v, Bu), isto € 370 (e P, Bu). Uma
vez que Bu = ¥ bju; onde by, Vj = 1,..,m sao os vetores coluna da matriz B e

uj,Vj=1,..,m sao os componentes do vetor u, temos a seguinte soma

k+p k+p m
> (PR Bu)= 3 S (B by
i=k+1 i=k+1 j=1

Consideremos agora o produto interno (etATPiPZ-U, bj). Vista como definida em todo
R”, a matriz ATP, para ¢ = k+ 1,...,k + p ndo é em geral oscilatéria (isto é, ndo
tem autovalores reais). Entretanto se ATP; é considerada como uma transformagao
restrita & imagem de P; em R”, entao ATP, é uma matriz oscilatéria, pois coin-
cide com o i-ésimo bloco de Jordan para ¢ = k+1,...,k +p. Além disso, uma vez
(etATPiPZ-U, bj> = (etATPiRU, R-bj) o produto interno pode ser considerado restrito a este

subespaco. Portanto, o Lema [1.13] nos fornece que

(e 4P P, by) = et (ai(t) + g45(1)) -

Dali,
DA PP, bj) uy = € Y 17 (ag(t) + g1 () uy. (1.21)
=1 ps

34
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Combinando ([1.19)), (1.20) e (1.21)), chegamos que

(v,e*Bu) = (etATv, Bu)
k+p m

thiet™ ({2, Bu) + (fi(t), Bu)) + D e Y " (ay(t) + gi(t)) u;-

i=k+1 j=1

M-

Il
—_

(]

Isso conclui as provas de d) a i).
Agora resta-nos mostrar a assertiva j). Se (v,e!4Bu) for identicamente zero em ¢
para todo u € 2, teremos em particular que para t = 0, (v, Bu) = 0 para todo u € €.

Além disso, por diferenciacao e avaliacao sucessivas em t = 0, obtemos
(v,ABu) =0, (v, ABu) =0,...,(v,A""'Bu) =0, YueQ.
Uma vez que temos (v, Bu) = (BTv,u), segue-se por transposi¢ao que

(B™w,u)=0,(B"A"Tv,u) =0, ..., (BT (AT)n_1 v, u) =0, Vue.

L : -1
Uma vez que Conv(§2) tem interior nao vazio, os vetores BTv, BTATv,..., BT (AT)""",

pertencem a R™ e sao perpendiculares a m vetores linearmente independentes. Por-
tanto, cada um deles deve valer zero. Assim, temos que v é um vetor de R” perpendi-
cular a cada vetor da forma A*B, para k =0,...,n - 1, impossibilitando que o Posto

de C seja n, o que contradiz a hipotese. O

Antes de procedermos a prova do Teorema [1.12] apresentaremos o lema a seguir

que sera de fundamental importancia.

Lema 1.16. Suponha que o dominio de restrigao €2 ¢ R™ seja compacto ou convexo.
O sistema é localmente nulo-controlavel se, e somente se, nao existir v nao nulo
tal que

(v, Bu) <0,Vt>0,Vue Q. (1.22)

Demonstracao. Seja C' a matriz de Kalman dada por . Temos os seguintes fatos:
e v é autovetor de AT se, e somente se, —v é autovetor de —AT;

e Posto(C') =n se, e somente se, Posto(-C') =n.

Nestes termos, temos que o sistema satisfaz as condicoes (7ii) e (iv) do Teorema
m se, e somente se, 0 sistema tempo-inverso satisfaz as mesmas condigoes.
Seja Ag(0,t) os estados acessiveis do sistema tempo-inverso partindo do estado g = 0.
Desta forma, a controlabilidade nula local é equivalente ao conjunto Ag(0,¢) conter
uma vizinhanca da origem, para algum tempo t. Além disso, de acordo com o Teorema
, Ag(0,t) é um conjunto convexo para todo ¢ > 0.
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De maneira similar & prova do Proposicao para todo t; < t, temos Ag(0,t1) c
Ag(0,t3). Mais ainda, é claro que 0 € A5(0,¢) para todo t > 0, bastando tomarmos o
controle pertencente ao nicleo de B (i.e., u € Q) tal que Bu =0) em ((1.17)).

Seja, Ag(0) = U0 Ag(0,t) a unido de uma colecdo crescente de conjuntos convexos,
portanto é um conjunto convexo contendo a origem. Afirmamos que 0 € Int(Ag(0)), se
e somente se, 0 € Int(Ag(0,t)) para algum ¢. De fato, se 0 € IntA;(0), entdo existem
n+1 pontos em Ag(0) cujo envoltério convexo contém a origem como um ponto interior,
segue-se que esses n+1 pontos devem estar contidos em Ag(0,¢) para algum ¢ > 0, uma
vez que constituem uma sequéncia crescente de conjuntos, provando o que queriamos.
A partir deste ponto, percebemos que a controlabilidade nula local é equivalente a
provarmos que 0 € IntAg(0).

Suponha que 0 ¢ IntA;(0), ou seja que 0 € dA;(0). Pela convexidade de Ag(0),

existe um vetor unitario v tal que
(v, 2(t,u)) < (v,0) =0Vt >0, Yu € Upq,
onde z é a solugao de ((1.17)) com controle u, isto é, tem a forma:

t
z(t,u):f =94 Buy(s)ds.
0

Dai, temos que ,
(v, [ e(t‘s)ABu(s)ds> <0,Vt, Vu € Uyg. (1.23)
0

Afirmamos que (|1.23) é equivalente a (1.22). De fato, suponhamos que (1.23)) seja
verdadeiro, porém que (1.22)) seja falso, isto é

(v, etoABu> >0,
para algum t( e algum u € Q. Assim, por continuidade, existe § > 0 tal que (v, etABu) > 0

para todo t € (to — d,to + ). Entao, definimos a fungao

0, caso contréario.

U(r):{ u, ser € (to—0,tg+9);

Com isso, seja t >0 e s € (0,t). Claramente, se ¢ é suficientemente grande,
t
<U,/ e=4BU(s) ds) > 0,
0

contradizendo ([1.23]). O
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Finalmente, vamos & prova do Teorema |1.12

Demonstragao. (Teorema Dividiremos a prova em duas partes. Na primeira
provaremos que as condigoes (i) e (iv) sdo necessarias e na segunda provaremos
que sao suficientes para a controlabilidade nula local.

Prova de necessidade: Neste passo mostramos que se (i7i) ou (iv) for violado, entdo
pode ser satisfeito.

Suponha que Posto(C') < n e seja v € R"\{0} satisfazendo v7C' = 0. Como ja visto
anteriormente, veja por exemplo a prova do Teorema [1.6] temos que vTe!4 B = ( e assim
(vT,etABu) = 0 para todo t >0 e u € €.

Agora, suponhamos que (iv) seja violado, isto ¢, que exista um autovetor real v de
AT e u € Q que verifica (v, Bu) < 0. Afirmamos que ve!4” = et*v, onde \ é autovalor

pertencente a v. De fato, é facil ver que
VTAA = MTA e vTA? = A" < vTA% = \%yT.
Suponhamos por inducgao que vTAF-1 = \¢-197, Entao
VTARLA = N TA < 0 TAR = NI < 0TAR = MRy,

Logo, provamos que vTA* = \fyT para todo k € N. Dai, segue-se que

UTetA — UT (i Aktk)
i k!

_UT( A2 AR )

Ij+At+ —+ ——+

2! 3!

TAQtQ TA3t3
=UTId+vTAt+U2| +U3| +...
)\QUTtQ‘ )\3th3.

STRRE]

2,2 )33
:(1+>\z€+)\—ﬁ+>\—t+...)vT

=v' + Wt +

2! 3!

oo Ytk
= (Z —)\ T )vT
im0 k!
=My,
Finalmente:

(v7, e Bu) = (etATvT, Bu) = e (v", Bu) <0,Vt >0, Vu € Q.

Isso prova a necessidade de (7i7) e (iv) para a controlabilidade local-nula do sistema
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(T.14).

Prova de suficiéncia: Agora mostraremos que (i) e (iv) sao condicoes suficientes
para a controlabilidade local-nula de (1.14). Especificamente, mostramos que se (ii7)
e (1v) sao satisfeitos, entdo nenhum vetor v diferente de zero pode satisfazer (1.22)).

Suponhamos por absurdo que existe v nao nulo tal que (1.22]) é verdadeiro. Assim,

aplicando o Lema em (1.22)), obtemos

k
(v,e*Bu) = ;tﬁe’\it ({2, Bu) + {fi(t), Bu))
+ f et it”j (ag(t) +gi5(t)) u; <0.

i=k+1 j=1

(1.24)

Neste ponto, dividiremos a prova em trés casos:

e Caso 11 Ay > pry1 OU Ay = Pyt € J1 > MAX; T (ki1)j = Thel)

® Caso 20 Ay < pre1 OU AL = Pra1 € J1 <MAK; T(ke1)j = Thet;

e Caso 3: A = prs1 € J1 = MaAX; T (k1)) = Thel-

Caso 1: Para t > 0 dividimos ambos os lados de por titeMt para obtermos
(z1,Bu)+ F(t) <0, (1.25)

onde F(t) é dado por

F(t) = (f1(t), Bu)
1 k k+p

T eta ;tjieAit((Zi,Bu)+(fi(t)>BU))+ > epitit”j (aij(t)+9ij(t))uj]-

i=k+1 j=1

Lembremos que, de acordo com o Lema os A/s sao os k autovalores reais distintos
da matriz A, onde Ay > Ag,... > Xg, J;, 7 sdo inteiros ndo negativos, limy_ . fi(t) =
0,i=1,...k limy 0 g;j(t) =0, i=k+1,...,k+p, j=1,...,m, as fungoes a;;(t) sdo

termos senoidais e os p; sao as p partes reais distintas dos p autovalores complexos de
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A com pry1 > pre2 > ... > Prsp. Portanto

tiigAit
lim F'(t) = Z lim e (2, Bu)
_ (1.26)
m I 7 (kt1)5 @P(k+1)1 lim 7 (k+p)j P (k+p)t
* ]; tirglo tirerit Ar1)jthy * oo F Z tLoo tieArit A k+p) i -
Desta forma, para a primeira parcela de (1.26]), temos que
k Ai k
t]ze t L
Z im Z 1m tUi=i1) gt(Ai=A1) <Zi7 BU> =0,
t—o0 t]le)\ t —
i= z—2
pois \;—\; < 0 paratodoi =2,..., k. Eimportante mencionarmos que o comportamento

exponencial é dominante sobre o polinomial, por isto o limite acima ser zero independe
do fato de j; — j1 ser positivo ou negativo.

Para as demais parcelas, devemos dividir a analise em dois casos. Se A; > p(x+1),
uma vez que as fungoes a;; sao termos senoidais, podemos usar o mesmo argumento
anterior, pois a exponencial eM? serd dominante e conduzira cada um dos termos a zero.
Caso A1 = p(x+1), essa dominancia nao existe mais e nesse ponto a hipotese de j; > ry.y
se torna importante, fazendo com que os polinémios da forma t"¢-+9i~7t convirjam a
zero quando ¢t — oo. Assim, temos que lim;_., F'(t) = 0 e, portanto, fazendo t - co em
(1.25)), chegamos que (21, Bu) <0 (2 autovetor de AT), contradizendo (iv) do Teorema
.12

Caso 2: Para t > 0, dividimos ambos os lados de (1.24) por t"s+1efPk+1 para obter-

mos

s

0

(a(k+1)l (t) + G(k+1)1; (t)) Uy, + G(t) < 0, (127)
1

J

onde [; & o conjunto de indices tais que 7.1y, = r1 € a fungdo G(t) é da forma

G(t)= —— DM (21 Bu) + (£(1). Bu) + S5 et 3 <aij<t>+gij(t>>uj]

Tk tpg
1tTk+1 elPk+1 inhto i

1 N
+t7'k+1 (Z A (a(k”)lk (1) + 9(k+1)ly, (t))ulk) )
k=1

onde [;; o conjunto de indices tais que 7(g1), < 71 Notemos que py +p; = m . Assim,

de forma andloga a funcao F' do Caso 1, temos que lim;_ o, G(t) = 0.
Agora, por (1.27), temos

Po
S aggeny, (), < [H(1)), (1.28)
j=1
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onde H(t) =G(t) + X5 gerery, (H)wy;. E assim, chegamos que H(t) converge para zero
quando t — oo.

Uma vez que as funcgoes a;;(t) sao somas de termos senoidais e suas médias valem

1 T
lim ? ‘/; aij(t) =0

T—oo

zero, isto é

e também sao fungoes quase periodicas, podemos utilizar o Lema 4.1 de [24] e obtemos:
Po
> aggery, (g, = 0. (1.29)
j=1

Notemos que, como Int Conv({2) # @, existem m vetores linearmente independentes
em (), pois do contrario a dimensao de Conv({2) seria menor do m e, portanto, o seu
interior seria vazio. Dai, se {Uy,...,U,} c {2 é uma base de R™, existe um subconjunto
desta base {U,,,...,U,, } onde ao extrairmos os componentes [; desses vetores, teremos
uma base de RPo. Portanto, por (1.29), teremos que

Po
Y agesy, (U, =0,
i

chegando que a1y, = 0. Observe que pelo Lema m, item ¢), também teremos
g(,ﬁl)lj(t) = 0, o que contradiz o fato de 74,1y, ser maximo, uma vez que as parcelas

envolvendo estes termos se anulariam ndo sendo necessario serem considerados.

Caso 3: Para ¢t > 0, dividimos ambos os lados de (1.24) por t"¢+vetrest = tireth

para obtermos
(21, Bu) + Y agesny, (Dug, + 1(t) <0, (1.30)
L

onde I(t) é dado por

k
1) = (1), Bu) + (Zt ({22, Bu) + ((0), Bu>>) sy, (0

1 2z S
MY ( > ety i (ai(t) +gz‘j(t))uj)

i=k+2 j=1

tTk+1

(Z £ D3 (@) (1) + 9(k+1>j(t))“lk) :
Ui

Podemos lidar com o termo () de maneira similar as fungoes F'(t) e H(t), pro-
vando que limy_,, 1(t) = 0 para todo u € £, portanto sua média vale zero. Assim sendo,
podemos aplicar a média em toda a expressao (1.29)) e chegaremos que (z1, Bu) < 0,

contradizendo (iv). O
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Agora, seguiremos na dire¢ao da controlabilidade nula-global.

1.2 Resultados de controlabilidade nula-global

Ainda investigando a controlabilidade de sistemas autéonomos em que consideramos
restricoes as variaveis de controle, discutiremos a seguir condicoes suficientes para ob-
termos a controlabilidade nula-global. Neste ponto, voltaremos a assumir a hipotese
que 0 € Int(€2). Entretanto, é importante ressaltar que existem resultados de controla-
bilidade nula-global onde hip6teses similares as do Teorema sao adotadas. Para

mais detalhes, veja [6].

Vamos agora ao primeiro resultado global de controlabilidade:

Teorema 1.17. (E.B. Lee, [I]] pg.85) Considere o sistema (1.14)) onde o dominio de
restri¢gao do controle £ ¢ R™ contém 0 em seu interior. Suponha que Posto(C) = n
e se para todo \ € 0(A) temos Re(\) < 0 (parte real dos autovalores de A). FEntao,

qualquer ponto de R™ pode ser levado & origem em tempo finito.

Demonstracao. Por hipotese, existem constantes positivas m >0 e w > 0 tais que
le*zo|| < me ™" ||zo| para todo t >0,z € R™. (1.31)

O Teorema nos garante a existéncia de 77 > 0 e de uma vizinhanca W de 0 tal
que 0 € Ag(w,Ty) para todo w € W. De (L.31)), temos que lim;o ez = 0 e assim,
existe Th > 0 tal que eT24x, € W. Entdo, definimos wy = €24z, e escolhemos um
controle u de forma que wq possa ser levado a 0 no tempo 7. Consideremos o controle

@ definido por

B 0 ,0<t < Ts;
u(t) =
U(t—Tg) 7T2StST2+T1.

Desta forma, as solugoes de ((1.14)) associadas ao controle @ satisfazem

T1 +

T
(T +Ty) = e+ Ay o [ ’ e(M+12=9)A By () ds
0

T A B naTy-s)a
=e'l w0+f T+ T2=9)A By (s - Ty) ds
Ty

T
= el 4y + f 1 eM=)ABy(s) ds = 0.
0
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Exemplo 1.3. Considere o problema de controle linear em R? com a seguinte dinamica

do sistema, dado por

x' =y +2u,
y' = -2z -3y - Hu,

com controles u(t) satisfazendo a seguinte restri¢ao |u(t)| < 1.

Notemos que 0 € Int{) e a matriz de Kalman do sistema C' = [B AB] com as

0 1 2
A= e B=
2 -5
-5 11 |’

que claramente tem posto 2. Uma vez que os auto-valores sao raizes de A2 +3X+2=0
temos que Re(\) < 0. Portanto, de acordo com o Teorema [1.17, qualquer ponto de R?

pode ser conduzido & origem em tempo finito.

matrizes definidas por

é dada por

Podemos provar que se A possui algum autovalor com parte real positiva, entao
existem dados iniciais onde as solugoes de (1.14) nao podem ser conduzidas a zero em

nenhum tempo.

Teorema 1.18. Seja A\ = o+ 13 um autovalor de A onde o> 0 e suponhamos que €2 é
limitado. FEziste xg € R™ tal que 0 ¢ Aq(xo,T), para nenhum tempo T'. Isto é, o sistema

nao € globalmente controldvel a zero.

Demonstracao. Seja A = a+if um autovalor de A com a >0 e w = wy + 1w, 0 autovetor

correspondente. Temos entao que ATw = Aw, implicando em

ATwy +iATwy = (a +16) (wy + 1ws) , Jwq| + |we| # 0

= qwy + 10wy + 1fwy — fws.
Igualando as partes reais e imaginarias, obtemos
ATwy = awy — fwy,  ATwy = fwy + aws.

Seja = € R satisfazendo (z,w;)” + (x,w2)* # 0 e seja u € L1 _(0,T;Q) qualquer. Seja

te(0,T) e z solugao de 2’ = Az(t) + Bu(t), z(0) = x. Definindo a fungao
0() = (2(t),w1)" + (2(t),wn)” £ € [0, T,
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obtemos por um simples calculo que:
V(1) =2 ((2'(1), wr) (2(), w) + (2'(1), w2) (2(t), w2))
=2 ((Az(t) + Bu(t),wy) (z(t),wy) + (Az(t) + Bu(t),ws) (2(t),ws))
=2 ((2(1), ATwy) (2(1), wr) + (2(t), ATws) (2(1), w2))
+2({Bu(t), w1) (2(t), wr) + (Bu(t), wa) (2(t), w2))
=11 (t) + Ix(t).

Da definicao de w; e wq, chegamos que
Li(t) =2 ((2(t), cwy = Bwa) (2(t), w1} + (2(1), cws + Swy) (2(t), wa)) = 2c0(t).

Notemos também que

()] = 4 ((Bu(t), wr) (z(t), wr) + (Bu(t),ws) (2(1), ws))*.

Pela desigualdade de Young, passamos a ter

1L <8((Bu(t), wi)* (2(),wn)” + (Bu(t), ws)” (2(t),ws)”).
Agora, usando o fato de que Q é limitado, e pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

temos

8({Bu(t),wn)” (z(t),w1)” + (Bu(t), ws) (=(t), ws)”)
<8 (1 (2(1), wy)? + s (2(2), w2>2) < o(t),

onde a constante ¢ independe de u e x. Logo,

[L2(8)] < ev/u(d),

para todo ¢ € (0,7). Uma vez que temos I1(t) > 0 e |I5(t)| < en/v(t), podemos entao

afirmar que

v'(t) 2 ¢(u(t)),

2
para todo t € (0,7, onde ¥(s) :=2as - cy/s,s € R. Como ¢(s) >0 para sg:= s > (i)
temos que v é monotona crescente caso a escolha de x satisfaga v(0) > sg. Portanto,
fica claro que nao podemos ter z(7') = 0 para nenhum 7 > 0 e para nenhum u €

Ll

1. ([0, T];2) pois, do contrario v(T") = 0, contradizendo o fato de ser crescente. [

No Teorema [1.17], vimos que se todos os autovalores possuem parte real negativa,
entao a controlabilidade nula-global para o sistema (1.14)) ¢ verdadeira. Mais ainda,
pelo Teorema se existe um autovalor com parte real positiva, entao nao podemos

transferir o estado inicial zy para o estado final 0, isto é, o sistema nao é globalmente
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nulo-controlavel. O préximo resultado vem fornecer uma caracterizagao da controla-
bilidade nula-global, caso algum autovalor venha a ter parte real nula. Neste sentido

sob certas condicoes sobre €2, o proximo resultado acaba sendo uma generalizacao do
Teorema [L17

Teorema 1.19. (E. Sontag, [27], pg.117) Seja Q2 uma vizinhanga limitada de 0 € R™.
Entao Aq(0) = R" se, e somente se, a matriz de Kalman C € controldvel e todos os

autovalores da matriz A possuem parte real nao-negativa.

Para a prova do Teorema [1.19, necessitaremos de alguns resultados preliminares

que serao apresentados a seguir.

Lema 1.20. Para Q cR™ e S,T >0, temos que
Aq(0,T) +eT1Ag(0,8) = Aq(0,S +T).
Demonstracao. Sejam x1 € Ag(0,7) e x5 € Ag(0,5). Entao
T S
Ty = / eT=D4Bu (s)ds e my= f e5=94 Buy(s)ds,
0 0

com controles admissiveis u; : R — €2, i = 1, 2. Fazendo a mudanca de varidvel s - s—5,
podemos escrever

S+T
Ty = f e T=)A By, (5 - S)ds.
S

Notemos que
s
eTA:BQZf e(S*T=9)A By (s)ds
0

e portanto

S+T S
x1+elApy = f e T=)A By, (5 - S)ds + [ e(S*T=9A By, (s)ds
S 0

S+T
= f e T=94By(s)ds € Ag(0,S +T),
0

onde
us(s), se s €[0,9),

wit)= u(s=295),se se[S,S+T].

Observe que w(s) € Uyg, para todo s € [0,S + T]. Desse modo, temos Aq(0,7T) +
QTAAQ(O, S) C AQ(O, S+ T)
Reciprocamente, seja

S+T
xy = / eS*T=9)4By(s)ds € Ag(0,S +T).
0
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Fazendo a mudanca de variavel s — s +.5, temos

S+T S
x1=f 6(S+T_S)ABU(S)dS+/ e T=9A By (5)ds
S 0

T S
= f eT=)ABuy(s + S)ds + T4 f e 9ABu(s)ds € Ag(0,T) + T4 Ag(0,9).
0 0

O
Uma consequéncia imediata é a seguinte:
Corolario 1.21. Sejam Q2 cR™, T'>0 e ¢ > 1 um ntmero inteiro. Entao
Ag(0,T) + T2 Aq(0,T) + -+ el VT4 46(0,T) = Ag(0,¢T). (1.32)

Demonstracao. A demonstracao serd feita por indugao sobre ¢g. Note que para g=1 o0
resultado é 6bvio. Suponha que (1.32)) seja valida para um certo ¢ > 1. Portanto, pelo
Lema [.20

Ag(0,T) + €™ Aq(0,T) + - + el DTA46(0,T) + €174 A (0,T)
= Aq(0,qT) +eT4Aq(0,T) = Ag(0, (¢ + 1)T),

mostrando que a igualdade é valida para todo inteiro ¢ > 1. O
Para o proximo resultado, utilizaremos novamente a notagao Aq(0) = Ui0Aq(0,1).

Proposigao 1.22. i) Se Q c R™ é convexo, entao An(0) é convexo.
i1) Se o par (A, B) é controlavel e 2 c R™ é uma vizinhanga da origem de R™, entdo

Aq(0) é um subconjunto aberto de R™.

Demonstra¢ao. A demonstragao da convexidade de Aq(0) do item ¢) segue de maneira
inteiramente analoga a prova da Proposi¢ao Provaremos agora o item i), isto
é, que Aq(0) é aberto em R™. e portanto An(0) é a unido crescente de conjuntos
convexos, logo é convexo.

Assuma agora que a matriz de Kalman C' tem posto n. Provaremos inicialmente
que para cada T > 0, Aq(0,7) contém uma vizinhanga da origem de R". Sem perda

de generalidade, iremos assumir que ) é convexo, uma vez que, no €aso Nao seja,

poderemos extrair uma vizinhanga convexa do zero. Seja {ej,...,e,} uma base de
R™ e considere ¢y = =Y., ¢;. Como a condigdo de Kalman é satisfeita, para cada
i=0,1,...,n, existem controles u; € L*(0,7;R™) tais que

e; =x(T,0,u;).
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Considere i > 0 tal que %ul(t) € () para quase todo t € [0,T] e i=0,1,...,n, 0 que

¢ possivel visto que €2 é uma vizinhanca de 0 e os u}s sao essencialmente limitados.

Considere ]
—u(t), se t €[0,7T],
ui(t) =
O,set<0out>T.
Desta forma, e} = iei =x(T,0,ul) € Aq(0,T) para cada i. Tome €q,..., €, tais que

le;| < ﬁ para todo i. Entao

€1 € "f1l-¢ 1-¢
—el+...+—”en:2( +e e+ ——ef,
i W —TF\n+1 n+1

com € = Y. €. Notemos que a expressao acima é uma combinagao convexa, uma vez

que

no(1- 1- 1- L
Z( i+ei)+n+§:(n+1) §+Zei:1.

H\n+ n+l &
Como cada e} € Ag(0,T) e este é convexo, temos que %el ot %ded € Aq(0,T) para
cada ¢; suficientemente pequeno. Isso implica que Aq(0,7) é uma vizinhanca de 0.

De fato, neste caso, temos que a bola aberta Bmm) centrada na origem e de raio

m esta contida em Aq(0,7). Basta notarmos que se x € Bmm) ¢ escrito como
Y, xrie; para alguns xq,...,z, € R, entao
o < s < 5
max|x;| < (|7 n -~ ;-
l<i<n ' * & 2u(n+1)
de onde segue que |px;| = pl|z;| < m, para todo i € {0,1,...,n} e com isso

i@ei = i 'uxiel- € Ag(0,7).
i=1 i=1 M

Com isso, mostramos que existe uma vizinhanca V' de 0 tal que V c Aq(0,7).
Finalmente, vamos mostrar que Aq(0) é aberto. Sejam S > 0 e uma vizinhanga
V cR™ de 0 tal que V c Ap(0,S5), e tome x1 € Aq(0). Queremos mostrar que existe
uma vizinhanca de z; contida em Aq(0). Considere o controle w : [0,7] — €2 tal que
ry = z(T,0,u). Como a aplicacao e’ & um isomorfismo, temos que W := T4V é

aberto. Para cada y = e74v € W temos
_ TA
y+xy =€ ‘v+x(T,0,u) € Ag(v,T).

Portanto, z1 + W é um aberto contido em Aq(v,T) € Aqg(0,5+T) c Aq(0) que contém
xI1. ]
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Agora, apresentaremos mais alguns conceitos acompanhados de outros importantes

resultados auxiliares.

Para cada autovalor A de A e cada inteiro positivo k, consideremos os seguintes
subespacos de C"
Jky)\ = ker()\l - A)k

Consideremos também os subespacgos de R™ definido por
Joxn = {Re(v);v e Jen}.

Se v € Jy, entdo por definicdo Re(v) € J¥, e, alem disso, a parte imaginaria Im(v)
também pertence a Jit,, pois uma vez que (—iv) pertence ao subespago Jj . E claro
também que Jy , = J55, = {0}.

Pela forma canoénica de Jordan, podemos escrever
l
C" = Pker(NI - A)YO) (1.33)
i=1

onde v()\;) é a dimensdo do bloco de Jordan correspondente ao autovalor \; e [ é o
nimero de autovalores distintos. Reordenando de forma que os subespacos com
autovalores com parte real nao-negativas venham primeiro e os com autovalores com
parte real negativa venham no fim e, obtemos que R* = L@ M, onde L é a soma de
todos os subespacos da forma Jf{&i)’/\i com Re()\;) ndo-negativa, e M se define de ma-
neira andloga, porém com os autovalores de parte real negativa. Nao é dificil de ver

que os espacos L e M sao A-invariantes.

Necessitaremos do seguinte resultado basico:

Lema 1.23. Se C é aberto e convexo em R" e L é um subespago vetorial de R" contido
em C', entao C'+ L =C.

Demonstracao. Claramente C'= (C'+0 c C'+ L, restando provar que a inclusao contraria

também ¢ valida. Considere agora x € C' e y € L. Para todo € # 0, tem-se

x+y=(116)[(1+5)$]+(1i8)[(125)y]. (1.34)

Como C' é aberto, (1 + ¢)z € C' para algum € > 0 suficientemente pequeno. Sendo
L um subespaco vetorial, (“E)y € L c C. Portanto, sendo C' convexo e ((1.34) uma

)

. ~ . . 1 € _
combinagao linear convexa, pois - + 1oz = 1, temos que z +y € C, mostrando que

C+ L cC, e portanto segue a igualdade. [
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A seguir, temos o principal resultado auxiliar a ser utilizado na prova do Teorema
Para simplificar a notacao, para um autovalor de A fixo, digamos A = a + 48 com

parte real a > 0, denotemos Ji¥ := J¥,.

Lema 1.24. Assuma que a matriz de Kalman C' tem posto n e 2 ¢ R™ é uma vizi-

nhanca de 0 e R™. Entdo J;* ¢ Ag(0) para todo inteiro positivo k.

Demonstra¢ao. Como 0 € Int(2), podemos supor, sem perda de generalidade, que 2
é convexo. O resultado serd demonstrado via inducao sobre k. Quando k = 0, temos
que J§ = {0} c Ag(0) (basta tomar o controle nulo). Suponha que J¥  c Aq(0) para
algum k > 1 e tome v € Ji »,. Devemos mostrar que v; € J/,]iqg pertence a Aq(0), onde
U =01 + 109.

Escolhamos T > 0 tal que e7 = e2T7 para todo j = 0,1,-+(se 8 = 0 pode-se tomar
qualquer T > 0. Caso contrario, tome 7T = %T‘) Em seguida escolha 6 > 0 tal que
vy = 001 € Ap(0,T) (tal § existe pois pela Proposicao temos que Aq(0,7) é um
subconjunto aberto do R™ e pelo Lema o conjunto Aq(0,7) contém 0 em seu

interior). Seja também v = §v, como v € Jy \ = Ker(AI - A)*, tem-se que

oo ksk
1A, e (A= AR
(& U—];O—k! v

(1.35)
12 tk
:(I+t(A—)\I)+§(A—)J)2+~--+H(A—)\I)k+---)v:v+w,

onde w = Y L (A - A)iv € Ji. De (L.33), segue que etde ™ = v +w, isto &, eMv =

etAy — etAw. Assim

A A A

ty = ey — eM = 4

v - e, (1.36)

ety =e

para todo t =71'j,7 =0,1,---. Decompondo w = w; + twy em parte real e imaginaria e
tomando as partes reais em (1.36)) temos

A

e vy = ety — ey,

para todo t =T7,7=0,1,---. Agora, tome um inteiro q > %. Entao

g-1 q-1
Z Ty, = Z elT 4y, + ',

§=0 3=0

onde w' = —Z?;é e?Tiwy € J¥ |, uma vez que wy € Ji ;. Como vy € Ag(0,T), temos
pelo Corolério que Z?;é eTidy; € Aq(0,¢T). Por hipotese de indugio, temos que
JE | c Ag(0). Assim, segue do Lema que

puy € Aq(0,qT) + Ji € Ag(0) + J& | = Ag(0),
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_1 .
onde p = 377 e*TJ. Notemos que, como a > 0, tem-se

q-1 gl 1
p= ZeaTJ ZZI@O:QZ—.
j=0 7=0 0

Portanto pdv; = pvy € Ag(0). Por outro lado, pd > 1 implica que

1 _ 1
V1 = %(Sp’l}l + (]_ - (5_]))0’

é uma combinacgao linear convexa. Como dpv; e 0 pertencem a Aq(0), segue da conve-
xidade de Aq(0) que v, € Ag(0). O

O coroléario a seguir nos mostra a relagao entre a soma dos varios espacos J;* com

Re(A) 20 e o espago dos pontos atingiveis a partir de 0 para todo T' > 0 (Aq(0)).

Corolario 1.25. Suponha que a matriz de Kalman C' tem posto n e €2 c R™ é uma

vizinhanga da origem. Entao L c Aq(0).

Demonstracao. Como antes, podemos assumir sem perda de generalidade que §2 é
convexo. De acordo com o Lema temos que J¥ ¢ Ag(0) para todo autovalor A
com parte real nao-negativa e para todo inteiro positivo k. Em geral, se L, e Ly sao
dois subespacos de um conjunto convexo C, tem-se que Ly + Ly, c C. Dali, certamente

o conjunto L esta contido em Ag(0). O

Corolario 1.26. Suponha que (A, B) é controlavel e {2 c R™ é uma vizinhanga convexa
e limitada da origem. Entao existe um subconjunto B limitado, convexo e aberto em
relacao a M, tal que Ag(0) =B+ L.

Demonstra¢ao. Afirmamos inicialmente que Aq(0) = (Aq(0)n M) + L. Com efeito,

aplicando o Lema [I.23] e o Corolario [[.25] segue-se que

Por outro lado, dado v € Aq(0), podemos escrever v = z +y com = € M e y € L.
Como z =v -y € Aqg(0) + L = Ag(0) (novamente pelo Lema [1.23)) temos que A (0) c
(Aq(0)n M) + L o que conclui a afirmagao.

Seja agora B := Aq(0) n M. Notemos que esse conjunto é aberto e convexo em M,
pois Aq(0) é aberto e convexo e M é um subespago vetorial. Nos resta mostrar que B
é limitado.

Considere a projecao P : R® - R"” sobre M, ou seja, P(x +y) = x, para x € M e

y € L. Notemos que PA = AP, pois como L e M sao A-invariantes, temos que dado
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v=x+yeR*comzeMeyelL, entao Axr e M e Ay e L. Assim,
PAv=P(A(zx+y)) =Ax=A(P(zx+y)) = APv.

Indutivamente temos que PAF = A*P para todo inteiro nao negativo k. Assim Pet4 =
etAP, para todo t € R.
Seja x1 € Ag(0) n M qualquer. Como z; € Ag(0), existe T'> 0 e u € Uy,q tal que

T
Xy = f e(T=)4 By(s)ds.
0
De xy € M, temos que x, = Pxy, logo
T T
x1=Pxy = / Pe(T=)ABuy(s)ds = [ e(T=)42(s)ds,
0 0

onde x(s) = PBu(s) e M n PB(2) para todo s. Como a restrigdo de A a M tem seus

autovalores com parte real negativa, entao existem constantes c, u > 0 tais que

HetAxHRn < ce M| z||gn,

para todo t > 0 e para todo x € M. Como PB(f2) é limitado, existe uma constante ¢’
tal que se x € PB(Q),

Jetta] < e,
para todo ¢ > 0. Portanto

/

T T T ! c
|1 < f ez (s) | ds < f e T8 ds = ¢/ f eT=)ds = —(1-eT) < —,

0 0 0 1 1
provando que B é limitado. n

Demonstraremos agora o Teorema [1.19

Demonstra¢ao. Suponha que Ag(0) = R*. Como R” = Aq(0) ¢ Agm(0) c R?, temos
que Agm(0) =R", pelo Teorema , o posto da matriz de Kalman C' deve ser n, o que
mostra a primeira parte. Para mostrarmos a segunda parte do teorema, suponha que
existe um autovalor A = a+ i de A com a < 0. Entao L é um subespaco proprio de R»
e M # {0}, ou seja R* = Aq(0) = L+ B, onde B é limitado e nio vazio, o que claramente
¢ um absurdo. Logo a segunda afirmacao do teorema também ¢ valida.
Reciprocamente, se a condicao de Kalman é verdadeira e os autovalores sao todos
nao-negativos, entao R" = L. Pelo Corolario temos que L c Aq(0) e, consequente-
mente, R” ¢ Ag(0) de onde segue que Aqn(0) = R™. O
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Como ja debatido diversas vezes ao longo do texto, o conjunto dos estados atingiveis
a partir do zero para o sistema tempo-inverso coincide com o conjunto dos dados que
podem ser conduzidas a zero do sistema original. Neste sentido, o seguinte resultado

sai como consequéncia imediata do Teorema [1.19]

Corolario 1.27. Se Q é uma vizinhanca limitada de zero, entdo o sistema (1.14)) é
globalmente nulo-controlavel se, e somente se, o posto da matriz de Kalman vale n e

todos os autovalores do operador A sao nao-positivos.

Até o presente momento, provamos que, quando 2 é uma vizinhanca da origem, o
sistema ser controlavel a zero é equivalente a todos os autovalores da matriz A serem
nao-positivos. Provamos também que se pelo menos um autovalor tiver parte real
positiva, entdo o sistema (1.1)) ndo pode ser controlavel a zero. O resultado a seguir
de certa forma completa a discussao provando que, se todos os autovalores possuem
parte real nula, entao o sistema é exatamente controlavel em um tempo finito, isto é,
podemos sair de qualquer dado em R”™ e chegar em qualquer outro dado em R™ e nao

apenas ao estado nulo.

Corolario 1.28. ([8]) Seja €2 uma vizinhanga limitada da origem. Assuma que o par
(A, B) é controlavel. O sistema (1.14)) é exatamente controlavel em um tempo finito

se, e somente se, todos os autovalores de A possuem parte real nula.

Demonstracao. Suponha que o sistema seja controlavel em um tempo finito. Em
particular, o sistema é globalmente nulo-controlavel e assim, pelo Corolério todos
os autovalores de A possuem parte real nao-positiva.

Por outro lado, a controlabilidade exata também implica que podemos sair do estado
nulo e chegar em qualquer estado desejado em um tempo finito, isto é Aq(z,t) = R™.
Desta forma pelo Teorema[1.19] chegamos que a parte real dos autovalores de A devem
ter parte real nao-negativa. Com isso, obtemos que a parte real de todos os autovalores
devem ser iguais a zero.

Reciprocamente suponha que todos os autovalores de A possuam parte real nula.
Sejam xg e x; vetores em R". Queremos provar que existe um controle admissivel
conduzindo zy a 1. Pelo Corolario existe um controle u; e um tempo ¢; tal que
a solugao 7 de (1.14) com x1(0) = xq satisfaz z(¢;) = 0. Temos também pelo Teorema
que existe um controle uy e um tempo t, tal que a solu¢do zo de (1.14) com
x9(0) = 0 satisfaz xo(t2) = x1. Dai, defina

() ui(s), se s <ty
us\s) =
UQ(S —tl), se s> t.
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Se x3 é a solucgao de ((1.14) com z3(0) = xq, temos que

t1

+to
Tyt +tg) = e+t Ag, 4 [ e(M+2=9)A Byy4(s) ds

0

t1 t1 t2
=eh (et%o + f eltz=)Ag) 4 / e(t2=)A By, (5) ds + / e(279)4 By () ds)
0 0 0

= €t1AZL’1(t1) +$2(t2) =0+ 21 =21.

Portanto ([1.14)) é controlavel. O

Vejamos um exemplo sobre como resultados presentes nessa segao podem ser apli-

cados

Exemplo 1.4. (controle de um oscilador harménico) Considere uma péarticula de massa
m com coordenada de posicao x no tempo t, atraida para a origem por uma forga linear
—kyx, com a constante de mola ky > 0. A equacdo de movimento de Neewton é (em

unidades e coordenadas apropriadas)
max" + ko = u(t),
onde a forca de controle externa wu(t) deve ser limitada, isto é
lu(t)| < 1.

Para simplificar a exposicao, vamos assumir m = 1 e ky = 1. Novamente, desejamos

direcionar o estado inicial z(0) = zg, ©(0) = yo para a origem.

)

jo il

m T

Figura 1.6: objeto de massa m preso a uma mola.

Podemos reduzir a equacao anterior a um sistema de primeira ordem da forma

ou, em notacao matricial

X' = AX + Bu,
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onde,

t
xy=| ",
y(t)
e as matrizes de coeficientes

A=[0 1] . B- 0].
-1 0 1

Observemos que 0 € Int(€2), e como a matriz de Kalman C' tem a forma

C=[B AB]

temos que seu posto vale dois, o que corresponde a quantidade de varidveis do sistema.
Mais ainda, os autovalores de A sdao ¢ e —i que possuem parte real nula. Assim de acordo
com o Corolario [1.28] o sistema em questao é exatamente controlavel com controles

restritos ao intervalo [-1,1].

Até esse ponto, estudamos resultados de controle nulo ou exato, com controles res-
tritos a subconjuntos do R™, para o caso em que o sistema em questao é auténomo, isto
é, as matrizes A e B nao dependem do parametro ¢ na equacdo. E importante mencio-
narmos que, existem na literatura resultados de controlabilidade globais para sistemas
nao-autéonomos com controles restritos ou nao a uma regiao §2. Na proxima se¢ao
provaremos um desses resultados, precisamente aquele devido a R. Kalman, em [I5],
que caracteriza a controlabilidade para sistemas nao-auténomos sem restricao sobre o
controle em termos da inversao da matriz Gramiana. Para resultados em sistema nao-
autonomos com controles restritos, podemos citar a referéncia de R. Conti, em [23], que
estabelece a condicao integral divergente, necessaria e suficiente para a controlabilidade
nula-global, quando os controles estao restritos a uma bola fechada, citamos também
a referéncia de L. Pandolfi em [20], que define a nocdo de expoente caracteristico, onde
critérios de controlabilidade foram fornecidos em termos desse expoente. Importante
mencionarmos também os resultados Schmitendorf e Barmish, em [20], que em um
certo sentido generaliza os resultados de R. Conti para controles restritos a regioes (2

mais gerais.

1.3 Controlabilidade de Sistemas Lineares nao-autdénomos

O teorema a seguir, fornece uma condigao necessaria e suficiente de controlabilidade

no caso nao-autonomo, isto é, quando A e B dependem do tempo.
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Teorema 1.29. (R. Kalman, [15]) O sistema
() = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t), (1.37)
é controldvel no tempo T (a partir de qualquer ponto inicial) se, e somente se, a matriz
T
C(T)= [ M@ BOBOT(M@) )t
0

conhecida como matriz de controlabilidade ou matriz de Gramiana, € invertivel.

Observacao 1.6. Essa condicao depende de T', mas nao depende do ponto inicial z.
Em outras palavras, se um sistema linear nao-autonomo ¢ controlavel no tempo T a

partir de xg, entao ele é controlavel no tempo 1" a partir de qualquer outro ponto.

Observagao 1.7. Note que C(T) = C(T)" e x7C(T)x > 0 para todo x € R?, ou seja,

C(T) é uma matriz real quadrada, e simétrica positiva.

Demonstragao. (Teorema [1.29)) Para qualquer solugao x(t) de ([1.37)), temos pela for-

mula de variacao dos parametros,
T
2(T) =z + M(T) f M () B(t)u(t)dt,
0

onde
#* = M(T)wo+ M(T) fo LM,

e M(-) é a matriz resolvente (veja (1.3)).
Vamos assumir que C'(7T") é invertivel e vamos mostrar que o sistema é controlavel.
Escrevamos u(t) = B(t)™ (M (t)™1)" v, com 1 € R". Entdo,

K1) =2+ M(T) [ L M) BB (M(1)) bt

=z*+ M(T)C(T).
Tomando ¢ = C(T)*M(T)™ ' (x1 — x*), obtemos

2(T) ="+ M(T)C(T)C(T) *M(T) (2, — 2*)

=z + (r)—2*) = 21.
Portanto, o sistema é controlavel.

Reciprocamente, se C'(T') ndo é invertivel, entdo existe ¢ € R™\{0} tal que "C(T')1) =
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1. Controlabilidade

0. E assim, deduzimos que

fOTHB(t)T(M(t)‘l)TwH2 = fOT((B(t)T(M(t)‘l)Tw)T,B(t)T(M(t)‘l)Td))dt
S [ M@ BB (M) dr
- WO =0,

de onde yTM(t)"'B(t) =0 q.s. em [0,T']. Assim, para qualquer controle u, temos

¢T[OTM(t)‘1B(t)u(t)dt:0.

Seja, ¥y = (M(T)™1)" 4, onde temos claramente que 1, # 0. Assim,

(1,01 =) = (w72 2a () [ 20 B@yuon) =07 [ M) B =0,

o que implica dizer que

T
M(T) f M) B(t)u(t)dt 1 vy,
0
Seja x =z, —x* a solucao de um sistema da forma

z'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),
z(0) = 0.

Notemos que x(T') = M(T) fOTM(t)‘lB(t)u(t)dt e que (], z(T)) = 0. Sendo x(t)
controlavel, entdo temos que para todo z; € R”, existe u € L>°([0,T];R™) tal que
z(T) = x;. Tomando x; = 1, teremos que (¢{,1;) = 0, o que é absurdo visto que
Yy #0. Assim C(T') é invertivel. O

Exemplo 1.5. Mostre que o sistema x'(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), com

A@:(g j),egmz(i)

é controlavel a qualquer momento.

Solugdo: Por definigao, o resolvente da matriz A(t) é solu¢ao do sistema em ([1.3).

Dessa forma, obtemos

M(t):(; (t—1€)tet+1)
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1. Controlabilidade

e assim,

1 t-1+1
M(t)‘lz(o L )

Portanto, a matriz Gramiana do sistema é dada por
T
C(T):f M) B@)B) (M(t)™) dt
0

[ FH2(EE ) (e o) SRl o) ]

S ) “L(eT - 1)

Podemos provar que det(C(T)) # 0, implicando que o sistema é controlavel a qualquer

momento.

Exemplo 1.6. Considere o seguinte sistema de controle:
/ /
T =U,Ty =21 +tu,

onde ueR e (z1,22)T € R2, T'> 0. Seja x = (x1,22)7, entao o sistema pode ser escrito

da seguinte forma:
' (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), Vte[0,T],

onde,

Nos temos

ou ainda que

M(t)—lz[ it [1) ]

Portanto, a matriz Gramiana é dada por:

Ty = [ MGy BBy (M)t =

T 0
0 0|
de onde temos que det(C(7)) = 0, o que implica dizer que C(7T) ndo é invertivel.

Portanto, o sistema nao é controlavel.

O objetivo do proximo capitulo é de estudarmos a existéncia de trajetorias em um

tempo minimo conectando dois estados xg e .
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Capitulo 2

Existéncia de trajetorias otimizadas

no tempo

Vamos considerar como anteriormente o sistema de controle em R”
' (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) +r(t), (2.1)

onde os controles u tomam valores em um compacto de interior nao vazio {2 c R™,
Sejam xg e x; dois pontos de R™. Suponha que x; seja acessivel a partir de zq, ou

seja, que x1 € Ag(wg) = UpoAq(xo,t). Entre todas as trajetorias conectando zg e x7 ,

gostariamos de caracterizar aquelas que o fazem em tempo minimo t*, isto é, queremos

saber qual o menor tempo ¢* > 0 possivel tal que 1 € Ag(xo,t*).

Temos o primeiro resultado de caracterizacao do tempo minimo:

Teorema 2.1. (Ezisténcia de controles otimizados para o tempo) Supondo Q compacto.
Seja xg, x1 € R" fizos. Suponha que exista T > 0 tal que x1 € Aq(xo,T). Entao, o
conjunto {t > 0,1 € Aq(zo,t)} tem um minimo t* > 0. Por definicdo, isto significa que
t* =0 se, e somente se, x1 = xg, e se t* > 0 entdao existe u € L*(0,t*;Q) tal que a
solugao correspondente x do sistema (1.1)) satisfaz x(t*) = x1. O controle desta forma

u € dito otimizado em relacao ao tempo.
Demonstracao. Seja
E = {t >0 | T EAQ (.I'o,t)}

Por suposicao, £ nao é vazio. Para mostrarmos que F tem um minimo, vamos provar
que E é fechado. Sejam t, € F, k e N e t € R tais que t; — t quando k - +o0. Temos

que mostrar que t € E, isto é, devemos provar que x; € Aq(xo,t), que é equivalente a
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

provarmos que d (x1, Aq(xo,t)) = 0, onde d representa a distancia de um ponto a um
conjunto, isto é

d(x1, Aq(wo,t)) = yiegfﬂ |z1 = ylgn

Uma vez que 2 é compacto, segue que Aq(zo,t) é compacto e portanto fechado.

Nao ¢é dificil vermos que
d([L’l, AQ([L’o,t)) < d(.Tl, AQ(.To, tk)) + dH (AQ (xo,tk) ,AQ (xo,t)) .

Como x1 € Aq(x,tx) por definicao de ¢, temos que d(x1, Aq(xo,tx)) = 0. Agora,
desde que t; — t, por continuidade do conjunto de pontos acessiveis (veja Teorema
[.1), existe k € N grande o suficiente para que dy (Aq (2o, tx) , A (20,1)) < €. Portanto,
provamos que d(x1, Aq(zo,t)) < € para todo € > 0, assim d (x1, Aq(xo,t)) = 0. Desta
forma, provamos que E é fechado, uma vez que é limitado inferiormente, possui um

minimo. OJ

Se t* é o tempo minimo, entdo x1 ¢ Aq(xg,t) para todo t < t*, caso contrario
seria acessivel a partir de xy em um tempo menor que t*, o que ¢ uma contradicao.
Dali,

t* =inf{t > 0; 21 € Aq(xo,t)}.

O tempo t = t* é o primeiro tempo para o qual x; é alcancavel, ou seja é o primeiro

tempo para o qual Aq(zg,t) contém x;.

O corolario a seguir da um resultado global para sistemas lineares auténomos, de

existéncia de controle de tempo minimo direcionando qualquer estado inicial & origem.

Corolario 2.2. Para cada xy € R", considere o seguinte sistema autéonomo:

{ 2/(t) = Az(t) + Bu(t), teR,,
z(0) =z,

onde o dominio de restricao €2 c R™ no controle é compacto. Suponha que
1. 0 €int(Q2);

2. o par (A, B) é controlavel;

3. para todo A€ o(A), Re(\) <0.

Entao existe um controle de tempo minimo u*(-) c Q em [0,t*] tal que x(¢*) = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema [1.17, existe T > 0 tal que 0 € Ag(xg,T). Assim, o

resultado segue diretamente do Teorema [2.1] O]

28



2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

Observacao 2.1. Para os casos em que os autovalores do operador A, digamos \ sa-

tisfazem, Re(\) <0, ou Re(\) = 0 o resultado é analogo, bastando para isso utilizarmos

os Corolarios [.27 e [[.28

O Teorema garante a existéncia de controles de tempo minimo. Uma ques-
tao natural que surge esta relacionada a unicidade desse controle. E sobre isso que

trataremos na secao seguinte.

2.1 Existéncia do controle em tempo minimo

Nesta segao, os resultados apresentados incluem o caso nao-auténomo, isto é, quando
as matrizes A e B dependem do parametro t.

Iniciamos a secao com o conceito de controle extremo.

Definicao 2.1. O controle u é extremo em [0,¢] se a trajetoria do sistema (1.1)) asso-
ciado a u satisfaz x(t) € 0Aq(xo,t).

Agora, apresentaremos uma caracterizacao para o controle de tempo minimo.

Teorema 2.3. (Os controles de tempo minimo sao extremos) Suponha que ) seja
compacto e sejam xg, 1 € R* com xq # 1. Suponha que x1 € Aq(xg) € seja t* o
tempo minimo. Se u e L>(0,t*,Q) é um controle de tempo minimo (cuja exristéncia é

garantida pelo Teorema , entao o controle u € extremo em [0,t*].

Para a prova do Teorema necessitaremos do seguinte resultado de analise con-

vexa (veja por exemplo [29], Teorema 3.5), que sera admitido em demonstragao.

Demonstragao. (Teoremal2.3) De acordo com a Defini¢ao[2.1] devemos mostrar que z; €
0Aq(xo,t*). Uma vez que sabemos que Aq(zg,t*) ¢ um conjunto fechado e convexo,
pelo Lema [A.5] é equivalente a provar que existe p € R* com p # 0, tal que, para todo
&1 € Aq(wo,t*)

(p,21) < (p, 1) (2.2)

Seja t, > 0, tal que t; < t* para todo k£ € N e tal que t, — t* quando k — +oo.
Por definigao de t*, temos, x1 ¢ Aq(wo,tr), para qualquer k& € N. Em particular,
x1 ¢ Int (Aq(zo,1,)). Uma vez que Aqg(xg,tx) é convexo, segue novamente pelo Lema

que existe p € R™, com py # 0, tal que, para cada w; € Aq(zo, 1),

(pryw1) < (pr, 1) - (2.3)
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

Como py # 0, podemos assumir que ||pg|lgrn = 1. Como (pg)r agora é uma sequéncia
limitada, portanto, podemos extrair uma subsequéncia (denotado da mesma forma) tal
que py — p quando k — +oo para algum p € R™ com ||p||gn = 1.

Seja 1 € Aq(xo,t*) fixo, porém arbitrario. Devido a continuidade dos conjuntos
alcancaveis, podemos considerar uma sequéncia (Z} )y tal que Z; — &1 quando k — +oo,
com 7 € Ag(zo,t;) para todo k e N.

Assim, substituindo em (2.3) w; por Z; e realizando o limite quando k — oo, che-

gamos em ([2.2)). O

Gracas ao Teorema podemos agora nos concentrar na nogao de controle ex-
tremo.
O teorema apresentado na se¢ao a seguir, nos fornece uma condi¢cao necessaria e

suficiente para que um controle sexta extremo

2.1.1 Caracterizagao dos controles extremos: Principio do ma-

ximo de Pontryagin (PMP)

O resultado apresentado nesta secao, devido ao matematico russo L. Pontryagin em
[18], se dedica em caracterizar o controle que conduz um dado zg a um outro dado x;

no menor tempo possivel.

Teorema 2.4. (Principio do mdzimo de Pontryagin) Considere o sistema de controle
linear , onde o dominio da restricao 2 ¢ R™ no controle é compacto. Seja T >0
eu €U,y As sequintes condigoes sao equivalentes

a) O controle u é extremo em [0,T];

b) Eziste p; € R", com p; # 0, de modo que a solug¢ao p correspondente para o sistema

adjunto ;
_Ep = A(t)Tp(t), te [07 T]? (24)
p(T) =p,
satisfaz
p(t)B(t)u(t) = maxp(t) B(t)v, (2.5)

para quase todo t € [0,T].

Demonstra¢ao. Seja u um controle extremo em [0,7] e seja x a trajetoria associada
ao controle u. Temos por definigao, que z(7T) € dAq(xo,T). Uma vez que temos pelo
Teorema [1.1] que Aq(z¢,T) é um conjunto convexo e compacto, temos pelo Lema

que a existéncia de tal controle é equivalente a existéncia de um p; € R*, com p; # 0,
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

tal que
(pr,2Y) < (p1,2(T)), V¥ i€ Ag(xo, T). (2.6)

Por defini¢ao de Aq(x,T), existe um controle @ tal que a trajetoria z(t) associada
satisfaz Z(T) = &!. Lembremos que a solucao do sistema linear (£2.1)) associado ao

controle u com dado inicial x(0) = o é da forma:

x(t) = M(t)xo + /Ot M(t)M(s) 1 (B(s)u(s) +7(s))ds.

Desta forma, podemos reescrever a desigualdade (2.6) na forma

1 fOTM(T)M(S)lB(S)('&(s) -u(s))ds <0.

Seja p(t) a solugao em [0,7'] de p/(t) = —p(t)A(t) tal que p(T') = p;. Entao é claro que
p(t) =p(0)M(t)~! e assim p; = p(T") = p(0) M (T")~L. Dai, segue que

Segue que
pM(T)M(s) ! = p(0)M(s) = p(s), para todo s € [0,T],

e portanto temos.
T
[ ) B(s)((s) - u(s))ds <0, 2.7
0
para todo @ € Uy,q, de onde chegamos em (2.5). Caso (2.5) nao seja verdadeiro, entao

existe v € ) tal que
p(s)B(s)v>p(s)B(s)u(s) g¢.s em[0,T].

Assim, integrando a expressao anterior em (0,7") chegamos em uma contradi¢ao a (22.7).
Reciprocamente, suponha que exista um vetor adjunto p(t) tal que p’(t) = —p(t) A(t)

com p(T') = p; e um controle u que satisfaca

POBOU(E) = maxp() B

Denotemos por x(+) a trajetoria associada a u. Repetindo o raciocinio anterior, temos

fOTp(s)B(s)(a(s)—u(s))dsgo, V G €Uy

de onde temos .
fo ptM(TYM(s) ™ B(s)(u(s)-u(s))ds <0.
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

Dai
(p1,3' - 2(T)) <0, V &'e A, (20, T),

ou seja,
(p1,2') < (pr,x(T)), VY &'eAg(xo, T).

Pelo Lema [A.5] temos que x(T") ¢ Int(Aq(z0,T)) e assim z(T) € 0Aq(xo,T).
O

Vejamos agora um exemplo sobre como o principio do maximo pode ser tutil para a

caracterizagao de controles 6timos de tempo minimo.

Exemplo 2.1. (Controles Bang-Bang) Os controles do tipo bang-bang sao aqueles
em U,q(22), tais que
u(t) €09, q.sem [0,T].

Teorema 2.5. Seja (2 compacto e considere em R™ o sistema linear auténomo
x'(t) = Az(t) + Bu(t), (2.8)
suponha que o par (A, B) € controldvel. Seja uw um controle direcionando xy & x1 em
um tempo minimo t* >0, entdo u(t) € 02 ¢q.s em € [0,t*].
O Teorema garante que, em particular, controles 6timos de tempo minimo sao
do tipo Bang-Bang.
Para a prova do Teorema [2.5] precisamos dos seguintes lemas:

Lema 2.6. Seja U um subconjunto fechado de interior nao vazio em R”, seja ¢ € R®
nao nulo e seja a fungdo f: U — R definida por f(u) = ¢-u. Se ug € U é um ponto de

maximo local de f entao ug € OU.

Demonstragao. Seja ug € U um ponto de méximo local de f e suponha que ug € Int(U).

Entao existe € > 0 pequeno tal que ug +eq € U. Mas

[ (uo +eq) = f (uo) +elgl* > f (uo),

onde a desigualdade é estrita, pois ¢ # 0. Isso contradiz o fato de que ug ¢ um ponto

de méaximo local. OJ

Lema 2.7. Suponha que (A, B) seja controlavel. Entao, para todo p; € R® com p; # 0
e T'> 0, o conjunto
Z={te(0,7),B™p(t) =0}
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

é finito, onde p é a solucao do sistema adjunto (2.4)).

Demonstracao. Suponha que Z seja infinito. Entao, pela analiticidade de p, obtemos
B'p(t)=0, Vte[0,T].

Pela dualidade que existe entre o sistema (2.8)) e (2.4), chegamos que

o(T) w0 p(0) = [ ut) Bp(o), 2.9)

para todo u € L*(0,7;R™). Como (A, B) é controlavel, podemos escolher zq =0 e um
controle @ tal que x1-p; = fOTfL(t)BTp(t) dt = 0 para todo z; € R*. De onde podemos

concluir que p; = 0, uma contradicao. O

Demonstragao. (Teorema [2.5) Mostramos que os controles de tempo minimo sao ex-
tremos, portanto u é extremo. De acordo com o PMP, temos que existe p; € R, com
p1 #0, tal que p(t) = p M (T)M(s)! satisfaz

p(t)Bu(t) = r{)lg%xp(t)Bv q.s. em [0,7T]. (2.10)

Para todo t € [0,T] e v € Q, definimos f;(v) = p(t)B - v. Observe que pelo Lema
p(t) B pode ser zero apenas para ¢ em um conjunto finito £ ¢ [0,7']. Assim, por (2.10),
para cada t € E¢, o vetor p(t)B é nao nulo e, além disso, o valor «(¢) é um maximo de
f+. Dai, podemos utilizar o Lema e chegamos que u(t) € 0f. m

Observacao 2.2. No caso em que o sistema possui entrada tinica (m = 1), se 2 = [a, b]
com a < b, vemos que a funcao do Lema tém apenas um maximo, que ¢ atingido
em u(t) =bse ¢>0eu=aseq<0. Portanto, neste caso, se u é um controle extremo,

entao
b t)B >0,
a sep(t)B<0,

quase sempre em [0,7]. Isto explica a terminologia bang-bang. Em particular se além

disso Q2 = [-a,a] onde a > 0, os controles extremos de tempo minimo tomam a forma
u(t) = asinal (p(t)B(t)).

Vimos que para determinarmos os controles Bang-Bang, necessitamos , essencial-
mente, saber como a fun¢ao p(t) B muda de sinal. Neste sentido, a proposicao a seguir

se torna muito importante.
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

Proposicao 2.8. Considere em R” o sistema linear autonomo x'(t) = Ax(t) + Bu(t)
com BeR" e Q=[-1,1], onde o par (A, B) é controlavel.

i. Se todo autovalor de A for real, entdo todo controle extremo terd no maximo n — 1
permutas de sinal.

ii. Se todo autovalor de A tiver uma parte imaginaria diferente de zero, entao todo

controle extremo terd um ntmero infinito de permutagoes de sinal.
Antes de provarmos a Proposicao [2.8] precisaremos do seguinte resultado.

Teorema 2.9. (Forma de Brunovski) Se m =1 e se o par (A, B) € controldvel, entao

¢ semelhante ao par (A, B), onde

0 1 -0 0
A _ : ‘. ‘. : 7 B _ : :
0 0 1 0
—Qap —Ap-1 -+ —a1

e onde 0s coeficientes a; sao aqueles do polindmio caracteristico de A isto €,
Pi(X)=X"+a; X" '+ v a,1 X +a,.

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que podemos encontrar uma base (f1,-+-, f,) na qual

o sistema de controle linear pode ser reescrito na forma:
z'(t) = Az (t) + Bu(t).

e como queremos representar a matriz B por B em uma nova

Sendo B = (bjl)?z

base (f1,, fn), entdo devemos ter

1

B=0fi++1f,=f,

De modo anélogo, como queremos representar a matriz A por A na nova base

(f1,, fn) entdo, temos que

Afn = Ofl +oet 1fn—1 _alfn = fn—l - alfm
Afnfl = fn72 - G2fm
Afn—2 = fn—3 - anm

AfZ = fl - an—lfm
Afl = _anfn-

Portanto, de acordo com as relagoes anteriores, definirmos os vetores fi,---, f,, por

fn=B, faaa=Afn+arfn, fao2a=Afna+asfn, - f1=Afo+an1fn.
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

Observemos que a tltima condicao ainda estd pendente de ser compativel com as
definigoes de ( fj)?:1 logo acima. Antes de partirmos para este ponto, verifiquemos que
(f1,-, fn) € de fato uma base de R™.

Note que, sendo f,, = B, temos que

(fa) = (B)
(fnvfn—l) = (BaAB>
(fmfn—lafn—2> = (BaABaA2B>

(fn7fn—1>"'afl> = (BaABj"HAnilB) =R~

Assim, temos claramente que (f1, f2, -, fu_1, fn) é de fato uma base do R™. Verifique-

mos agora a condicao de compatibilidade

Afl = _anfn~

E neste ponto que a escolha da entrada das matrizes estarem relacionadas aos coefici-
entes do polinomio caracteristico se torna importante.

Por inducao, verificamos que:

Afi = A(Afa+ an1fn) =A% fo + an 1 Afy
=A% (Afs+ anofn) + an1 Afy
=A3fs+ ap_oAfr + an_1Af,
=A3(Afs+an_sfn) + anoA?fr +an 1 Afn

:Anfn + (IlAn_lfn + agA”_2fn + -+ afn—lAfn
=(A" + ;A" 4 a1 A) f

Pelo teorema de Cayley Hamilton, temos que toda matriz é um zero do seu polino-

mio caracteristico. Dali, segue que
A" = g AV - a1 A-ayl,

de onde obtemos
Afl = _an[.fn = _anfn-
Assim provamos que existe uma base (fi,, f,), onde o par (A, B) assume a forma

(A, B). O

Demonstragao. (Proposicao Uma vez que temos que m =1 e que (A, B) é contro-

lavel, podemos supor que o par (A, B) estd na forma de Brunovski dada no Teorema
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

2.9

Vimos na Observagao 2.2 que todo controle extremo é da forma u(t) = sgn(p(t) B), onde
p(t) é a solugdo da equacao adjunta p'(t) = —p(t)A. Notemos que p(t)B = p,(t), onde
pn(t) é a n-ésima componente de p(t) na base {f1,..., f.}, e assim u(t) = sgnp,(t). Se
pn(t) = A(t), afirmamos que

A — g AP 4 (<1 e\ = 0. (2.11)
De fato, em termos da base {fi,..., f,}, a equacdo adjunta se escreve na forma
pi(t)

= (pl(t)7 7pn(t)) ' Aa
Pi(t)

de onde obtemos as equacoes:

pi(t) = anA(t)
P5(t) = =p1(t) + an1A(%)
py(t) = =pa(t) + ano(t)

Py (1) = =pna(t) + an_(n-ay A(t)
N(t) = =pn-1(t) + arA(t).

Portanto,
A = -l (8) + ar N ()
= —(=pn-a(t) + a2 A(t)) + a1 N'(t)
= Puoa(t) — asA(t) + a1 N ().

Temos também que

A (1) = o (1) - X (1) + @A (1)
= —pn_g(t) + asA(t) — ag\' (t) + a, NP (t).

Por um argumento de inducao, chegamos que
AC(E) = (1) (1) + -+ anAD ().

Finalmente, usando que p}(t) = a,A(t), obtemos (2.11)).
Agora, sendo t - A(?) a solucao da EDO linear acima, onde os a}s sdo escalares, ao

definir z = (A, AW .. X("=1)T "egta equagio escalar de ordem n, torna-se um sistema
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

de dimensao n de primeira ordem
T = Az, (2.12)

Neste ponto, dividiremos a conta entre os casos i) e ii).
Caso i. Suponhamos que todos os autovalores desta matriz A sao reais. Entao de
acordo com os resultados classicos na teoria das equacoes diferenciais ordinérias, veja

por exemplo [2T] pg.98, a solugao real de (2.12)) pode ser escrita na forma
A(t) =) Pi(t)eM?,
j=1

onde P; é um polindmio de grau menor ou igual a n; -1 e onde Ay,-,\, sao os r
autovalores distintos de A com as respectivas multiplicidades nq,---,n,. Observe que
n=mni+--+n, e assim temos que A(¢) admite no maximo n — 1 zeros, que corresponde

ao cenario em que temos um tnico autovalor de multiplicidade n.

Casso ii. Se todo autovalor proprio de A tiver uma parte imaginaria diferente de
0, por [21]
A(t) = Z(Pj(t) cos(B;t) + Q; () sin(B;t) )e",
j=1

onde P;(t) e Q;(t) sdo polinomios reais que nao sao todos nulos. Seja tke* o termo do-
minante, isto é, a; ¢ o maior elemento do conjunto {¢;} e t* & o maior grau aparecendo

nos polinomios P;, ();. Escrevemos entao
A _ 4k ot S 1 P 1 : (aj—au)t
(t) =t"e z;(t—k (1) cos Bt + t—ij(t) sin 3;t)e It
iz

Observe que se i # j, e(®~®)t converge exponencialmente a zero.

Escrevemos entao

A(t) = thew (Z(tikpj(t)cosﬂjﬁ —Q;(t) sin 3;t)el*7) + Ptit) cos fit + =22 @i (‘7) in Gt )

J#

Como k é o maior grau aparecendo em P;, ();, entao podemos supor que, quando ¢ - oo
(1) 52 >0 &2 > A,
(1) B0 s 4, ¢ %0

111 P—g)»AOeQi—(t)eB.
t
P(t) sz

No caso (I), a fungao cos it + 25 sin f;t oscila em torno de valores cada vez mais

proximo de Ag. O caso (II) é analogo ao (I). Para o caso (III) é suficiente vermos se a

L(t) Q (t)

funcao cos it + sin 3t oscila em torno do zero. Observe que esta vale zero se,
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2. Existéncia de trajetorias otimizadas no tempo

e somente se
Qi(1)
Pi(t)’

tan(B;t) = - (2.13)

Notemos que, quando ¢t — oo, temos —?j((g - ﬁ—g # 0, e, por outro lado, a funcao
J

tangente varia de —oo a oo em periodos 27. Portanto existem infinitos ¢’s onde a

expressao (2.13)) é valida. O

No presente capitulo, estudamos um problema de controle 6timo em relacao ao
tempo de controlabilidade. No proximo capitulo, estudaremos um problema de oti-
mizacao para sistemas lineares do tipo onde os controles devem ser 6timos em
relagdo a um custo quadratico. Este problema de otimizacao ¢ denominado Linear

Quadrdtico.
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Capitulo 3
Teoria Linear Quadratica

Esta secao é dedicada ao estudo de problemas lineares quadraticos L.Q. Este ¢ um
problema de controle 6timo regido por uma dinamica linear e onde o critério a ser mi-
nimizado é quadratico no controle e na trajetoria associada. Realizaremos uma andlise

matematica completa, onde mostraremos a existéncia e a unicidade do controle ideal.

Consideremos o sistema de controle linear em R™.

2/ (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),
x(0) = xo.

Introduzimos o custo quadratico do tipo

C(u) = 2(T)TQx(T) + [0 L ()TW (2 (t) + u(t)TU ()u(t) ), (3.2)

onde T' > 0 é fixo e para cada t € [0,7] temos que U(t) € M,,(R) é simétrica definida
positiva, W(t) € M,(R) é simétrica positiva e @ € M,(R) é uma matriz simétrica
positiva. Mais ainda, assumiremos que A, B,We U sdo L*em (0,7, e além disso

consideramos controles em L2(0,7T;R™).

Fixando o ponto inicial zy € R™, o objetivo é determinarmos trajetorias partindo de

xo que minimizam o custo C'(u). Neste caso, definimos:
(I =@ W (@), [lu@®lf =u®UBu®), e g(z)=2"Qx.

Assim, podemos escrever o custo na forma:

C) =g M)+ [ (@l + (R )ar
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3. Teoria Linear Quadratica

Observacao 3.1. Se () =W =0, entao o custo minimo é atingido no controle u = 0.

O problema de controle 6timo consiste em minimizar a func¢ao de custo C'(u) dentre

todos os controles mensuraveis u(t) para os quais

T
[ )l dt < oo.
0

3.1 Existéncia de trajetorias 6timas

Apresentaremos a seguinte hipo6tese sobre U:
T T
Ja>0; VueL2(0,T;R™) f [u(®)|.dt > a / uOTu(t)dt.  (3.3)
0 0

Um exemplo onde esta hipotese é verificada ocorre quando a aplicacao t — U(t) é

continua. De fato sendo U positiva definida, a funcao

A:B,[0,1] x[0,T] > R,
(u,t) » u"U(t)u,

onde B,,[0,1] representa a bola fechada em R™ ¢ continua e esta definida em um con-
junto compacto de R™xR. Assim, existe « > 0 tal que A(u,t) > « para todo u € B,,[0, 1]
e todo t € [0,T'] e dai, em particular "TU—(I?“ > o para todo u € R™.

uT

Temos o seguinte resultado de existéncia:

Teorema 3.1. Sob a hipdtese (3.3)) existe uma tnica trajetoria de minimizagao para

o problema L.Q).

Demonstracao. Vamos primeiro mostrar a existéncia de trajetorias. Considere uma
sequéncia minimizante (u,)ny de controles em [0,7], ou seja, a sequéncia C(u,)
converge para o infimo dos custos. Em particular, a sequéncia C(u,) é limitada.
Por hipotese, existe uma constante o > 0 tal que para todo uw € L?(0,7;R™), temos
C(u) 2 of[ull3., ou seja, |[ull?, < ~C(u). Assim, podemos dizer que para todo n € N,
temos que [ju,|[2, < C(u,) e sendo C(u,) uma sequéncia limitada, deduzimos que a
sequéncia (uy, )ney € limitada em L2(0,T;R™). Consequentemente, a menos de uma sub-
sequéncia, temos que (uy, ),y converge fracamente para um controle u de L?(0,7; R™).
Denote por x,, a trajetoria associada ao controle u,, em [0,T"]. De acordo com a formula

da variagdo da constante, temos, para todo t € [0,7T],

ralt) = M(e)ao M (1) [ "M (5) B(5)un (s)ds. (3.4)
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3. Teoria Linear Quadratica

De forma analoga, denotando por z a trajetoria associada ao controle u em [0,77],

temos

#(6) = M(t)ao + M (1) [ "M () B(s)u(s)ds. (3.5)

Podemos ver facilmente que, a menos de uma subsequéncia, a sequéncia (x,) con-

verge para a aplicagdo x em [0,7]. Isto vem do fato que, se u, - u, entdo

[ "M (s) B(5)un () ds Ji "M (s) B(s)u(s)ds. (3.6)

Portanto, a funcao x é uma trajetoria do sistema associado ao controle u. Mostremos
que o controle u minimiza o custo C'(u).
Por (3.3) e do fato de U ser uma matriz em L>(0,7), temos que as normas |- | e

|- | sdao equivalentes. Assim,
|ulv < C|lu| < Climinf |u, | < Climinf |u, |y

Por outro lado, as fun¢oes x,, e x sao continuas e por (3.6), x,(t) converge para x(t)

a menos de uma subsequéncia, para todo t € [0,7]. O que nos permite concluir que

9(@n(T)) = g(=(T)),

onde a fun¢do g(v) = vTQu e também

fOT 2, ()W (t) 2, (t) dt — foT 2(8) W (£)z(t) dt.

Portanto,
C(u) < liminf C'(uy,)

e como C'(u,) converge para o infimo de C', chegamos que u é minimo. ]
Para a unicidade, basta provarmos o seguinte lema:
Lema 3.2. O funcional C' ¢é estritamente convexo.

Demonstragao. Em primeiro lugar, observe que para todo t € [0,7], a funcao f(u) =
uTU(t)u definida em R™ é estritamente convexa, uma vez que pelo fato da matriz
U(t) ser simétrica positiva definida, sua hessiana é também positiva definida. De
fato, hess f(u) = 2U implicando que f(u) é uma funcgdo estritamente convexa (veja
[1], pg.39). De maneira analoga, uma vez que as matrizes W (t) e Q(t) sdo positivas
semidefinidas, temos que as aplica¢oes u — z(t)"W(t)z(t) e u - x=(T)"Qx(T) sdo

convexas. Dal, o resultado segue. [l
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3. Teoria Linear Quadratica

Observacao 3.2. Se a funcao g que aparece no custo é qualquer fun¢ao continua,
de R” para R, limitada inferiormente ou convexa, entao ainda é possivel provarmos a
existéncia de um controle 6timo (veja [I7] Teorema 2 pg.177), entdo, o teorema anterior

permanece verdadeiro.

Na secao seguinte, faremos uma caracterizagao dos controles 6timos para o problema

L.Q. e provaremos o principio do maximo de Pontryagin para este caso.

3.2 Condicao necessaria e suficiente de otimalidade:

Principio do maximo no caso L.Q.

Segue o principio do maximo de Pontryagin para o problema L.Q.:

Teorema 3.3. A trajetdria x associada ao controle u € dtima para o problema L.Q).
se, e somente se, existir um vetor adjunto p(t) que satisfaca, para quase todo t € [0,T],
a equacao

P(t) = -p(H)A() + 2 ()W (1) (3.7)

e a condicao final

p(T) =-2(T)"Q. (3-8)

Além disso, o controle dtimo u € escrito para quase todo t € [0,T] na forma
u(t) = Uty BE) p(t)". (3.9)

Demonstracao. Seja u o controle 6timo e z a trajetoria associada ao controle u em
[0,T]. Sendo u 6timo, o custo C'(u) é minimo dentre todas as trajetorias de solugao
do sistema, partindo de zy e ponto final fixado.

Vamos considerar, portanto, as pertubacoes do controle v em L2[0,T] do tipo

Upert (1) = u(t) + (us)(t),

gerando as trajetorias do tipo

Tpert (1) = () + (w5) (1),

/

Em outros termos, a trajetoria Tper; devera ser solugao do sistema Tpert

= Axpert"'Bupertv
enquanto que
(z5)" = A(zs) + B(us), (3.10)
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3. Teoria Linear Quadratica

com (x5)(0) = 0. Desta forma, para todo t € [0,7T],

(zs)(t) = M(1) /OtM(s)_lB(s)(u(g)(s)ds. (3.11)

Além disso, é bastante claro que o custo C'(-) é uma funcao suave em L2?(0,7;R™) no
sentido de Fréchet, mais ainda devemos ter C'(uper ) —C(u) = dC(w) - (us) +o0(us). Onde

lim,,; 0 (fl(;_?\l) = 0. Sendo u 6timo, sabemos que u minimiza o custo e assim temos

dC(u) = 0. (3.12)
Calculemos a derivada dC(u). E facil ver que
C(tpert) = C(u) = Tpert (T) " Qrpert (T)
.l " (@pens (6T W () pert (1) + ttpers () U () atpers (1))
(s Qum) [ @O+ O Ou)ar),
de onde chegamos em

C(tupert)=C(u)
9 (q:(T)TQ(x(;)(T) s /O () TW () () (£) + u(B)TU (£) () (1) dt) + C(us).

E claro que C(u;) — 0, quando us — 0. Portanto, deduzimos que

dC (u)-us

T (3.13)
<o ()T + [ W) ) (1) + ut) U ) () ).

Por (3.12) concluimos que o controle 6timo deve satisfazer:

TV QT + [ @ WO @) (0) + u@ U () (0) de =0, (314)

para qualquer pertubacao us.
Agora, introduzimos o vetor adjunto p(t) como uma solu¢ao para o problema de

Cauchy

(3.15)

{p'@) = —p(t) A(1) + 2 (t) W (1),
p(T) = -2(T)7Q.
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3. Teoria Linear Quadratica

A formula da variacao dos parametros nos diz que
t
p(t) = AM(t)™ + f o(s) W (s)M(s)dsM(t)™, vte[0,T],
0

onde
A= —2(TY'QM(T) - fo 2(5)TW ()M (s)ds.

Utilizando a variavel p dada em (3.15) na equacao (3.14)), obtemos

—p(T)as(t) + fo L) + p(D)A®)) s (1) dt + fo LU Wus(t) dE =0, (3.16)

Trataremos cada um dos termos da equacao (3.16). Para o primeiro, notemos que

T)rs(T) =~ [ (plt)as(t)) i+ p(0)5(0)

., h (3.17)
= [ POt = [ p0aio) at
Utilizando a equagao (3.10)) para x5, obtemos
T T
p(D)as(T) == [y (st de= [ p(t) (Azs + Bus) (1) dt
0 0
T T (318)
- [ O pA) sty dt = [ p(t)Bus(t) dt.
Utilizando (3.18) em (3.16) temos
T T
- f p(£) Bus(t) dt + / w(t)TU(t)us(t) dt = 0.
0 0
Para todo us, dai
T
[ CpB +u@ U@ us(t) de =0,
0
para todo ug, de onde chegamos que
u(t)"U(t) = p(t) B, (3.19)

ou ainda,

U)Tu(t) = BTp(t)".

Como U é simétrica
u(t) =U(t) ' BTp(t)".

A reciproca é imediata uma vez que os argumentos da primeira prova, mais espe-

cificamente de (3.13) em diante, sdo todos se, e somente se. Concluimos afirmando
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3. Teoria Linear Quadratica

que o controle u dado em (3.9) é unico, uma vez que o funcional C é estritamente

convexo. O

Observacao 3.3. Se o sistema de controle é perturbado por uma forga externa
r(t), entdo o teorema anterior permanece verdadeiro. Também, podemos assumir em
(3.2), no lugar do termo z(7)"Qz(7"), uma func¢ao g convexa, arbitraria em C* (R",R),
bastando substituir a condicao final em pela seguinte condi¢ao de transversalidade:

P(T) =5 v g(a(T)).

De fato, neste caso

(e ) =) =9 Caperd ) + [ (g + g (O

T
(s [T (el Ol @),
onde Zpe = + 5. Notemos que

9 (@pert(T)) =g (x(T)) = g (x(T) + z5(T)) = g (z(T))

] onde 1 "Gs(T))
= (vg(#(T)). 25(T)) +r(as(T)), onde fim Tt =0

Portanto, segue que
4C()(s) = (99T, ra (D) +2( [ O Os0) + u(e) U (Ous(0) ) e,

ou seja,

(w90, as) + [ O W @s0) + ult) U Os(0))) .

1 1
édC(U) Us = 5

Dai, por um argumento anélogo ao realizado em (3.14)) e (3.15)) vemos o surgimento da

condicao de transversalidade.

3.2.1 Principio do maximo: Hamiltoniano

Nesta subsecao reformularemos o Teorema[3.3lem termos da nogao do Hamiltoniano.

Definigao 3.1. O Hamiltoniano associado ao sistema de controle linear (3.1) e com o
funcional custo definido em (3.2)) é a aplicagao H : R" x R" x R™ — R definida por

1
H(z,p,u) = p(Az + Bu) - §(I‘TWZE +ulUun), (3.20)
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3. Teoria Linear Quadratica

onde (z,p,u) denota um vetor genérico de R” x R” x R™ e sempre usando a convengao

de que p ¢ um vetor linha do R™.

Um calculo elementar nas derivadas parciais do Hamiltoniano mostra que

8—H—A:C+Bu
op
a—H—pA—acTVV
ox
a—HzpB—u U
ou

Agora, considerando o tripleto (z,p,u) obtido no Teorema (3.3)), temos que

—(t) Az + Bu = %—];
H
(t) =-—pA+z"W = (9
G
Por outro lado, temos que
OH
- 0, (3.21)

ja que pB-u"U =0 (veja[3.19). Como a funcdo v - H(z,p,v) ¢ estritamente convexa
em v € R™ para todo tripleto (¢,z,p) fixado em [0,7] x R* x R, a equagao (3.21])
significa que

u(t) = argmin H(x(t),p(t),v), Vte[0,T].

UERTH
Resumimos o exposto na seguinte versao do principio do méximo de Pontryagin para

o problema LQ).

Proposicao 3.4. O controle u € L?(0,T;R™) & 6timo para o problema L.Q. se, e

somente se, tivermos

u(t) = argmin H(x(t),p(t),v), Vte[0,T],

veR™

com 8H
(t) — = Az + Bu, z(0) = x,
P ) - i pA+aTW =, p(T) = -2(T)7Q.
dt ox

Na proxima secao, mostraremos que o controle 6timo para o problema L.Q. pode ser
caracterizado por um controle em um circuito fechado. Com esta finalidade, faremos

uso das equacoes de Riccati.
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3.3 Funcao de Valor

Seja T' > 0 fixo, e seja xg € R™®. Considere o problema L.Q. de encontrar uma

trajetoria de solucao de
z'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), x(0)=mx, (3.22)
minimizando o custo quadratico

Cr(w) = 2(T)Qu(T) + [ (Ol + o)t (3.23)

Definicao 3.2. A funcao de valor S; no ponto z( é o limite inferior dos custos para o

problema LQ. Em outras palavras
St(xo) = inf{Cr(u) | 2,(0) = z0}.

Observacao 3.4. De acordo com o Teorema , sob a hipotese (3.3)) temos a existéncia
de uma tnica trajetoria 6tima para o problema LQ. Neste caso, este limite inferior é

um minimo.

3.4 Equacao de Riccati

O objetivo desta secao é mostrar que ¢ possivel, formular a qualquer momento
t € [0,T] o controle 6timo u(t) para o problema L.Q. como um circuito fechado sobre

o estado z(t).

Teorema 3.5. Sob a hipdtese (3.3), para todo xy € R", existe uma tnica trajetdria
dtima x associada ao controle u para o problema (3.22), (3.23). O controle ideal se

escreve na forma de um circuito fechado
u(t) =U@) ' B)TE(t)x(t), (3.24)
onde E(t) € M, (R) € solugao em [0,T] da equagcio matricial de Riccati

E/(t) = W(t) - A(t)TE(t) - E()A(t) - E(t) BU)U () B(t) E(t),
E(T) = -Q.

(3.25)

Além disso, para todo t € [0,T], a matriz E(t) € simétrica e,
ST(CL’()) = —JZSE(O)IO (326)
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Observacao 3.5. Em particular, o teorema afirma que o controle 6timo u assume a

forma de um circuito fechado
u(t) = K(t)x(t),

onde K(t) =U(t)"'B(t)TE(t). Essa forma se presta bem a problemas de estabiliza¢ao,

como veremos mais adiante.

Demonstracao. De acordo com o Teorema |3.1] existe uma trajetoria 6tima tinica, que

de acordo com o Teorema [3.3] é caracterizada pelo sistema de equacoes

' =Ax + Bu=Ax+ BU'BTpT,
p'=-pA+aTW,

com z(0) =z e p(T) = —x(T)"Q. Uma vez que o controle 6timo se escreve como
U= UleT T

devemos portanto, mostrar que podemos escrever p(t)" = E(t)x(t), onde E(t) é uma
solugao de (]3.25]).

Devemos mostrar duas condicgoes:
1. Se p(t) for escrito como p(t) = x(t)TE(t), entdo E(t) é uma solugao de Riccati.

2. E(t) é a solucao de Riccati, entdo mostraremos que realmente temos p(t) =
z(t)TE(1).

Afirmacao 1. Suponhamos que p(t) = z(¢)TE(t). Portanto,
' = Av+BU'B'p" = Az + BU'B"Ex = (A+ BU'B"E)x(t).
Por um lado, temos que
p'(t) = (z() E(1)" = (2'(£)) " E(t) + =(t) £ (1)
=[(A+BU'B"E)x(t)]TE(t) + x(t)TE'(t)
[2(t)"(A+BU'BTE)T|E(t) + 2(t)"E'(t) (3.27)

(t)T(AT+ ETBU'BT]E(t) + 2(t) E'(¢)
=2 ()TAW)TE®W) + (1) ETBUBTE + 2(t)T E'(1).

Por outro lado,

p'(t) = =p(D)A(t) +x(t) "W (1)

(3.28)
=—z(t)TE(t)A@) +x() W (1), p(T)=-2(T)'Q.
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De e (3.28), deduzimos que
—w(t)TE(t)A(t) + 2(t) W (t) = 2(t)TA(t) E(t) + 2(t) EBU'BTE + 2(t) E'(1),
ou equivalentemente
2(t)T[W(t) - E(t)A(t) - A(t) E(t) - EBUBTE] = a(t) E'(¢).

Sendo z(t) uma solucdo nao trivial, deduzimos, que F(t) satisfaz a equacdo de Riccati.
Da condigao p(T') = —x(T)"Q = z(T)"E(T), deduzimos que E(T) = -Q.

Afirmacao 2. Seja F(t) uma solugao da equacao matricial de Riccati. Utiliza-

remos a unicidade da trajetoria 6tima, para mostrarmos que p se escreve na forma

p(t) = z(t)TE(t).
Consideremos p;(t) = z1(¢)TE(t), onde z; é a solucao de

x] = Az + Buy, x1(0) =z,

e
uy = UﬁlBTE.Tl.
Entao,
PU(E) = 4 ()T E() + 1 (1) E'(2)

= (Az, + BU'B"Ex,) E+a] (W - A"E~EA- EBU'B'E)
—2]A'E+2]E'B(U Y B'E+2]W -2,A'E -2 EA - 2]EBU"'B'E
= - EA+x{W
=-pA+x]W.

Portanto,

P =-pA+aiW.
Em outras palavras, o tripleto (z1,p1,u;) satisfaz exatamente as equagdes do Teorema
B-3 ou seja, (21, p1,u1) verifica o sistema

x) = Az + Buy,  21(0) = xo,
pll = _plA + x-lrwv pl(T) = _‘TIQ7
uy =U'BTETxy = U1 BTp].

Consequentemente, a trajetoria x; ¢ 6tima e, por unicidade, resulta que =1 =, u; = u

79



3. Teoria Linear Quadratica

e entdo p; = p. Em particular, temos p=2"F e u=U"'BTE .

Deduzamos agora a formula (3.26]). Para isto, observe que
d . d . :
5 @OTE@)(t) = — (p()(t)) = p(t)x(t) +p(t)2(?)
=z(t) "W (t)x(t) + p(t) B(t)u(t).
Além disso, a partir da expressao de u, deduzimos:

w'Uu=(U"'B"Ez) U (U™ B Ex)
=2"EBU'B"Ex

= pBu.

Finalmente, temos a igualdade

% (@) E@)x(t)) = x(t) W () (t) +u(t) U (t)u(t).

Como u=U"1BTETz ¢ o controle que minimiza o custo C'(u), chegamos

Sran) = Cu) =T Qa(T) + [ () W(Ha(e) + u(t) U (e)u(e)) e
= () Qu(T) + [ ' % (w(t)" E(t)(t)) di
=2(T)'Qx(T) +z(T)TE(T)x(T) - 2(0)" E(0)x(0).
Como E(T) = ~Q e como (0) = o, segue que

St (z0) = —28 E(0)x0.

]

Para que a representacao (3.26]) seja verdadeira em todo instante de tempo, o lema

a seguir se torna fundamental:
Lema 3.6. A aplicagdo t — E(t) estd bem definida para todo t € [0,T].

Demonstragao. Se a aplicagdo FE(t) nao estiver definida para todo ¢ € [0,7T], entao
existe 0 < t, < T tal que ||E(t)]| tende a +o0 & medida que ¢ se aproxima de ¢, digamos
pela direita, isto é, que limy_+ |E(t)| = +00. Em particular, para todo « > 0, existe

to € Jt., T] e xg € R™, com ||xo|| = 1, tal que

|zd E (to) xol > a. (3.29)
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3. Teoria Linear Quadratica

De acordo com o Teorema existe uma trajetoria 6tima tnica x(-) para o problema
L.Q em [to,T] tal que z(ty) = xzo. Esta trajetoria é caracterizada pelo sistema de
equacoes

x'=Ax+ BU'BTp", x(to) = o,

p=-pA+zTW, p(T)=-2(T)"Q.
Seguindo raciocinio analogo ao da prova do Teorema [3.5] substituindo o intervalo [0, 7]
pelo intervalo [tg,T'], chegamos que Sr_4,(z0) = —z{ E(to)xo e além disso, sendo u o
controle que minimiza o custo, temos Sr_y, (o) = C'(u) e, portanto, se & é a trajetoria

que parte de x( associada ao controle nulo, chegamos que

T
Sty (20) < (1) Qa(T) + [ (1) [yt < Dla,

Para alguma constante D > 0.

Portanto, deduzimos que |z E(tg)xo| < Dl|xo||?, 0 que contradiz (3.29). O

Observacio 3.6. E claro pela expressio (3.26) para o custo minimo que a matriz
E(0) é simétrica negativa. Pode-se melhorar este resultado se a matriz @) for além

disso definida (ver lema a seguir).

Lema 3.7. Se a matriz () é simétrica positiva definida, ou se para todo ¢ € [0,7T] a
matriz W (t) ¢ simétrica definida positiva, entdo a matriz E(0) é simétrica definida

negativa.

Demonstracao. Seja xg tal que x{E(0)xo, vamos mostrar que xo = 0. Para isso consi-

deramos o problema LQ)

t=Ax+ Bu, x(0)=umxg
min (T)"Qx(T) + f;" (la(t) [y + lu(®)]3) dt

para o qual, de acordo com o Teorema , o custo minimo é —zJ E(0)xo. Consequente-
mente, como para todo ¢ a matriz U(t) é definida positiva, temos u(t) = 0 sobre [0,T].
Se, além disso, @) é definida positiva também temos x(7") = 0. Portanto, a trajetoria
x(+) € uma solugao do problema de Cauchy =’ = Az, x(T) = 0, e por unicidade z(-) é
identicamente nula. Em particular 2(0) = 2g = 0 o que completa a prova. No segundo

caso, onde W (t) é definida positiva, a conclusao é imediata. O
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3. Teoria Linear Quadratica

3.4.1 Representacao linear da equacao de Riccati.

Em vez de resolver um sistema diferencial quadratico, podemos considerar o seguinte

sistema diferencial linear com 2n equacoes.

(m’(t) )_( A BU'BT )( 2(t) )
(') W AT p(t) )
onde denotamos por R(t) = e(T-D4 o resolvente associado a este sistema diferencial.

Observe que podemos escrever

R ( Ri(t) Ra(t) )

R3(t) Ru(t)

onde cada bloco pertence a R™*",

Por definicao de resolvente, temos que

2(t) = Ry (t)x(T) + B (1)p(T)7,
p(t)" = Ry(t)x(T) + Ra(t)p(T)"-

Como sabemos que p(T)" = -Qxz(T), segue que

w(t) = (R (1) - Ra()Q) x(T) e p(t)" = (Rs(t) = Ra(t)Q) x(T).
Como mostrado anteriormente, temos que p(t)" = E(t)z(t). Assim, concluimos que
E(t) = (Rs5(t) - Ry(H)Q) 2(T)z(t) ",

ou seja, E(t) = (Ry(t) = Ra(t)Q) (Ru(t) - Ra(t)Q) ™.

Em conclusao, a solu¢ao da matriz F(t) da equagao de Riccati também ¢é obtida a
partir do resolvente do sistema linear de tamanho 2n acima definido. Esta expressao é
interessante na pratica, reduz a dificuldade em encontrar a fungao E(t) resolvendo um
problema nao linear a de determinar o operador resolvente de uma matriz de tamanho
2n.

3.4.2 Aplicacao da Teoria L.Q.
O problema de regulador de estado (ou problema de rastreamento)

Considere o sistema de controle linear perturbado

z'(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t), x(0) = xo, (3.30)
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3. Teoria Linear Quadratica

e seja £(t) é uma certa trajetoria de [0,7'] em R”, partindo de um ponto & (e que nao
é necessariamente uma solugio do sistema (3.30)).

O objetivo é determinar um controle tal que a trajetéria associada a solugao de
(3-30)), siga o melhor possivel a trajetoria de referéncia £(t).

Figura 3.1: O problema de rastreamento.

Definindo em [0, 7]
2(t) = () - £(0),

o erro entre a trajetoria factivel e a desejada, vemos que

2'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r1(t), 2(0) = 2,

onde zg = xg— & e m1(t) = A()E(t) — &' (t) + r(t). Nesse sentido, é razoavel querermos

minimizar o custo

C) ==(1yQ(T)+ [ (12 + LD ) .

Para "absorver"a perturbacao r;, vamos aumentar o sistema em uma dimensao,

definindo

N A [ B [ @ 0 (WO
Gyl () o

Para que possamos minimizar o custo

C) =2 (MY Quan(T)+ [ (IO + ) 13) it (3.32)

para o sistema de controle

Zi = Alzl + Blu,

iniciando do ponto z(0). Notemos que C(u) = C(u) para todo u e, portanto, &
indiferente minimizarmos C' ou C.

Como ja estudado anteriormente, a teoria L) prevé que o controle ideal existe, é
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3. Teoria Linear Quadratica

dnico e se escreve

u(t) = U Bu(t) B (8) 1 (1), (3.33)

onde Fy(t) ¢ solugao da equagao matricial de Riccati
E{ = W1 - AIEI - E1A1 - ElBlU_lBlTEl, El(T) = _Qh (334)

sendo E; uma matriz aumentada simétrica, se escrevendo na forma geral

E(t) h(t) )

E =
) ( WO alt)

Substituindo na equagcao (3.34)), podemos estabelecer as equagoes diferenciais de F, h, a:

E'=W-A"E-EA-EBU'B'E, E(T)=-Q,
W' =-ATh- Er, - EBUBTh, h(T) =0, (3.35)
o' =-2rlh-h"BU'B"h, a(T) =0.

Resumimos o exposto na seguinte proposicao:

Proposicao 3.8. Seja £ uma trajetoria de R® em [0,7]. Considere o problema de

rastreio para o sistema de controle
¥'(t) = A()z(t) + B()u(t) +r(t), x(0) =z,
onde queremos minimizar o custo
Cu) = (z(T) - &(1))"Q(x(T) - £(T)) + fOT (=) = €@)IF + lu®)|F) dt.  (3.36)
Entiio h4 um tnico controle 6timo da formas
u(t) =U () B() E()(2(t) - £(1)) + U(t) " B(t)"h(t), (3.37)
onde E(t) e M, (R) & simétrica e h(t) € R" sio solucdes em [0,7] de

E'=W-A"TE-EA-EBU'B"E, E(T) =-Q,
W=-ATh-E(Af-E+1)-EBU B h, h(T)=0.

Além disso, o custo minimo é entao igual &

—(2(0) - £(0))TE(0)(x(0) - £(0)) - 2h(0)7(x(0) - £(0))

_foT (Z(A(t)f(t) - g(t) +7(t))Th(t) + h(t)TB(t)U(t)‘lB(t)Th(t)) b (3.38)

84



3. Teoria Linear Quadratica

Demonstracao. De (3.31]) temos que 21 (t)TQ121(t) = 2(t)TQz(t) = (x(t)-£(¢))TQ(z(t)-
&(t)). Portanto, substituindo em ([3.32)), chegamos em ([3.36)).

Por outro lado, uma vez que temos que o controle 6timo é escrito como na forma

(3-33)), temos novamente por que
u(t) =U@) 7 B) E()((t) - &£(t) + U@ B() h(t),

obtendo (3.37)).
Além disso, por (3.26]), temos que

S1(21(0)) = =21(0)"E1(0)21(0),

onde substituindo diretamente os valores de 2; e de Ej, chegamos em (3.38]). O

Observacao 3.7. Observe que o controle ideal é bem escrito como um circuito fechado

u(t) = k(t) (x(t) - £(8)) + H(t),

onde H(t) = U(t)"'B(t)Th(t).

Observacao 3.8. Se & = A + r, ou seja, a trajetéria de referéncia é a solucao do
sistema sem controle, entao em (3.31)) r = 0 e, portanto, deduzimos que h(t) e
a(t) sao identicamente nulas.

Vemos entao que um problema de rastreamento permite as seguintes classificagoes:
-¢=0er=0 problema LQ padrao;
- r =0 problema de rastreamento da trajetoria &;

- se £ =0, problema de regulagao com a perturbacao r.

O problema de seguir uma saida (ou "rastreamento de saida")

Adicionamos ao problema anterior uma variavel de saida:

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t),z(0) = zo,
y(t) = D(t)x(t).

e dado um sinal de referéncia £(t), buscamos um controle tal que, ao longo da trajetoria
associada, o y(-) observavel esteja proximo de £(-). Observe que no tépico anterior
resolvemos este problema para o caso y(t) = x(t).

Colocando z(t) = y(t) — £(t), estamos interessados em minimizar o custo

C(u) = 2(T)'Q=(T) + fOT(IZ(t)I%V + Ju(®)|?) dt.
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3. Teoria Linear Quadratica

Vamos entao definir

. ( 1 ) 0, ( D(TY'QD(T) -D(T)"Q&(T) )’W _

_( CTWD -DTWE )
~7(T)QD(T)  €7(T)QE(T) 1 |

_fTWC 5TW§

e Ay, By como antes (com 71 = r). Em seguida, procuramos um controle u, associado

a solucao da trajetoria =, de x| = A;xy + Byu, minimizando o custo

T
C(u) = (1) Quan()+ [ (lan(®)f, + lu())IF) d.
Raciocinando como antes, chegamos ao seguinte resultado.

Proposigao 3.9. Seja £ uma trajetoria de R? em [0,7]. Considere o problema de

rastreamento de sinal £ para o sistema de controle com saida

() = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t),x(0) = xo,
y(t) = D(t)z (),

onde queremos minimizar o custo
C(u) = (y(T) - &(T))" Qy(T) - &(T)) + fOT (ly(®) =@ 5 + [u(®)]7) dt.
Entdo, hd um tnico controle 6timo, que ¢ escrito
u(t) =Ut) ' B(t) E(t)z(t) + U(t) " B(t) h(t),
onde E(t) € M, (R) e h(t) € RP sao solucdes em [0, 7] de

E'=D"WD-ATE-FEA-EBU-'B'E, E(T)=-D(T)"QD(T),

(3.39)
W=-DTW¢-ATh- Er— EBU'BTh, K(T)=D(T)"Q&(T).

Além disso, o custo minimo é entao igual a
—z(0)"E(0)x(0) - 2h(0)"x(0) — «(0),
onde « é solucao de
o = WE-2r"h-h"BU B h, o(T) =-&(T)"Q&(T).

Observagao 3.9. Outras variagoes deste problema podem ser encontradas em [27],
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com o mesmo problema definido acima exceto com o problema de minimizar o funcional

C() =2y Qe(T) + [ (Iy() = DIy + [u®IR)dt, 9(e) = D(2)a(h).

A tnica mudanca estd na matriz aumentada ()1 que serd da forma

@ 0

0 0
e, portanto, nas condi¢oes de E e h soluges das equagoes dada em ([3.39) se tornam
E(T)=-Q e h(T)=0.

3.4.3 Filtro Deterministico de Kalman

Este famoso problema é o seguinte: conhecendo um sinal de referéncia {(¢) em

[0,T], procuramos uma trajetoria de solu¢ao em [0,7'] de
x'(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),
minimizando o custo

C () =207 Qu(0) + [ (ID)(2) = DIy + )l ) .

Esta é uma variacao dos problemas de rastreamento anteriores, a tnica diferenca
estd na inclusao do estado inicial no custo e mais importante o fato de que a minimi-
zacao deve ser realizada entre todas as trajetorias possiveis, nao apenas entre aquelas
que partem de um estado inicial fixo.

A motivacdo para estudar essa questao é a seguinte: considere o sistema

x'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), =(0) = zo,
y(t) = D(t)z(t) +v(t),

onde as fungoes u(t) e v(t) sdo pensadas como perturbagoes independentes e desco-
nhecidas que afetam o sistema, sendo o estado inicial xy desconhecido. A funcao &
representa uma observacao de y no intervalo [0,7] e deseja-se obter um valor esti-
mado da trajetoria do estado e em particular, do estado final z(7T"), com base nesta
observagao. Além disso, deseja-se obter a estimativa "melhor possivel", em que "me-
lhor"significa aquela para a qual as pertubacoes u e v, bem como o estado inicial z
teriam sido os menores possiveis.

A mesma pergunta pode ser interpretada em termos estatisticos, sendo mais apro-
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priadamente chamada de problema de filtragem de Kalman. Nessa versao u e v sao
processos de ruido branco independentes e xy é um vetor aleatério, todos assumidos
como tendo distribuicdo gaussiana e média zero. Com @, W(t) e U(t) sendo, res-
pectivamente, os inversos das matrizes de covariancia xg, v(t), u(t), o problema de
minimizagao que propusemos ¢ interpretado como o problema de estimar o estado final
de variancia minima, sabendo a observagao £(t). A terminologia filtragem reflete o
objetivo de filtrar o ruido a fim de recuperar o estado x, interpretado como o sinal de
interesse, a partir do sinal £ medido (sobre este assunto, veja por exemplo [2] ). Além
disso, as matrizes (), W e U devem ser escolhidas de acordo com a importancia do
ruido, por exemplo, se for conhecido que o ruido de medi¢do v em algum componente
da saida é muito grande em comparagao com o ruido u e a incerteza na condicao inicial,
entao deve-se tender a atribuir menos valores a essas observagoes, ou seja, as entradas
correspondentes de W (t) devem ser consideradas pequenas.

O problema de filtragem é reduzido ao problema de rastreamento, portanto, é ne-
cessario primeiro reverter o tempo, de modo que o custo seja imposto como antes
no estado final, e entao minimizando todas as solucoes possiveis para o problema de
rastreamento, em todos os estados iniciais possiveis. Por outro lado, neste problema

supoe-se que a matriz () seja simétrica positiva definida.

E(t) = (T -t),a(t) = u(T -t), A(t) = —A(T - t), B(t) = -B(T - t),
E(t) =&(T - ), W(t) =W(T -t),U(t) = U(T - t), D(t) = D(T - 1),

de modo que voltamos ao problema de determinar uma trajetoria de solucao de z’ =

AZ + B, minimizando o custo

C(@) =Ty QiT) + [ (I(D(0)H(0) - (1)

2 ~ 2
5 +la)z) dt.

Observe que, por construcio, temos C(@) = C(u).
Fixemos um dado inicial Z(0) e apliquemos, para este dado inicial, o mesmo racio-

cinio dos casos anteriores. Nos entdao obtemos
a(t) = 0B Er+ 0 BT,

onde L
E=D'WD-A"E-EA-EBU'B'E, E(T)=-Q,
h=-D"Wé-ATh- EBU'Bh, R(T)=0,
&=EWE-RBU'Bh, o(T)=0,
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e o custo minimo para este dado inicial fixo £(0) vale
~#(0)TE(0)£(0) - 22(0)Th(0) - &(0).

Devemos agora encontrar Z(0) de forma que esse custo seja minimo. Entdo vamos
definir
f(z) = -2 E(0)z - 227h(0) - &(0).

Devemos, portanto, determinar um minimo de f. Sendo a matriz () definida positiva,
o Lema nos diz que a matriz E(0) é definida negativa. Em particular, a fungao f
é estritamente convexa e, portanto, admite um minimo tnico. Nesse ponto, devemos
ter f'(x) =0, portanto = —E(0)~1h(0).

Finalmente, voltando ao curso positivo do tempo, e definindo para todo t € [0,T]
E(t) = -E(T -t), h(t) = -h(T -t),

chegamos no seguinte resultado.

Proposigao 3.10. Seja £(-) uma trajetoria definida em [0,7'] com valores em RP.

Consideramos o problema de determinar uma trajetoria de solu¢ao em [0,7'] de
#'(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),
minimizando o custo

C () =20 Qu(0) + [ (ID)(2) = DIy + )7 ) .

onde a matriz ) também é considerada positiva definida. Entao, ha uma trajetoria de

minimizagao lnica associada ao controle
uw(t)=U@) 'B)TE()x(t) + U(t) ' B(t)"h(t),

e para a condicao final
z(T) =-E(T)"'M(T),

onde
E'=D'WD-A"E-EA-FEBU'B'E, E(0)=0Q,

h=-D"W¢&—-ATh - EBU‘IBTh, h(0) =0,
e o custo minimo é entao

~W(T) E(T)'h(T) + fo ! (E@)W(H)EE) - h(H)TB(HU () B(t)"h(t)) dt.
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O estado final z(T") = —E(T)'h(T') sao os dados que nos interessam principalmente
no problema do filtro de Kalman, que é um problema de estimacao. A estimativa deste
estado final pode ser simplificada como segue.

Seja F(t) = E(t)"!. E facil encontrar, uma vez que F' = -FE'F.

F=BU'B"+AF+FA" - FD'WDF, F(0)=Q".
Além disso, se definirmos z(t) = —F(t)h(t), descobrimos que
2 =(A-FD'WD)z+FD'W¢, 2(0) = 0.

Finalmente chegamos ao seguinte resultado

Proposigao 3.11. Sob as premissas da Proposi¢ao[3.10} o estado final 2(7") da solucao

Otima é igual a z(7T'), onde

2 =(A-FDTWD)z+FDWE, 2(0) =0,
F'=BU-'B"+ AF + FAT- FDTWDF, F(0)=Q".

Portanto, vemos que o estado final z(7") para a solugdo 6tima pode ser obtido
resolvendo as equagoes 2z’ e F’. Assim, z(7T') fornece um valor estimado desejado de
x(T).
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Apéndice A

Resultados Basicos

A.1 Forma candnica de Jordan para matrizes sobre o

corpo dos niimeros reais

Este Lema é dado em [14][pg.97]

Lema A.1. Seja A uma matriz real n xn. Existe uma matriz real nao singular ¢) com
a seguinte propriedade: A matriz J definida por J = QAQ~! é uma matriz diagonal da

seguinte forma
J1 0
QAQ™ ' = + - i |,
0 Iy

onde as matrizes J; sao diagonais por blocos do tipo

N1 o0
Tok = Al
: 1 (A1)
0 0 N
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(bloco k x k correspondendo ao divisor elementar (A —\;)*), ou do tipo

(1)
|

01
00
0 Y
1 By

) (0

|

. (A.2)
0 0
0 Y
L B ) |

(bloco 21 x 21 correspondendo ao divisor elementar (A2 — SxA —7;)! com 2 + 4, < 0).

Para 0 nosso propoésito devemos agrupar todos os blocos da forma[A.T]com o mesmo

valor de \; em um bloco da forma

B; =\l + Fi,

onde B; é uma matriz m; x m;, m; é a multiplicidade do autovalor real \;, I; é a matriz

identidade de ordem m; x m; e F; é uma matriz da seguinte forma

isto é, cujos tnicos elementos nao nulos possiveis valem 1 na diagonal superior. A

matriz F; é nilpotente (ou seja Fij =0 para algum inteiro nao negativo j <m;).

Além disso, devemos agrupar todos os blocos da forma com o mesmo valor de

f3;, em um bloco da forma

Dij

Dyj,

Djz

. A . .
onde D;, tem a forma com todos os D;, tendo o mesmo valor f3;.
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Assim, vemos que a matriz J tem a forma,

B,
B,

Ch
Cs

Cy

onde os blocos B; contém os k autovalores reais distintos e os blocos C; contém os
p valores distintos 3. Onde cada 3;, corresponde a um par conjugado de autovalores
complexos com parte real ﬂ% Defina Bj.; = C; e defina as k + p matrizes de projecao

P; por

P = I, L i=1,... k+p, (A.4)

0

onde [; ¢ a matriz identidade de dimensao igual & de B;, e I; aparece no bloco corres-

pondente a B;.

As projecoes definidas em satisfazem as seguintes condigoes:

Proposicdo A.2. Seja P;, i =1,---,k+p definida em [A.4] e seja J uma matriz da forma
A3 Entao

L S Py= Lo

2. PP;=0sei*xjeP?=P, VYi=1,....,k+p;

3. BbJ=JPF, Vi=1,....k+p;

4. JP;=(MI+N) Py, Yi=1,...k

onde NN; é uma matriz nilpotente.
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A. Resultados Basicos

JP; = B,

0

onde B; é uma matriz oscilatoria (ou seja, nao tém autovalores reais) e para qualquer

_ Bi

= 5, para todo

autovalor A de B; (i.e, para todo A\ € 0(B;)) a parte real verifica Re(\)
t=k+1,- k+p.

A.2 Conceltos basicos de Analise Convexa

Para mais detalhes, sugerimos a referéncia [5].

Definigao A.1. Um conjunto C' c R"™ é dito convexo se, Vay, x5 € C, Y0 € [0,1], temos
6371 + (1 - 9).132 eC.

Definicao A.2. Dizemos que o conjunto C' é estritamente convexo, se
Ve,yeC, x+y = tex+(1-t)yelnt(C), Vie]0,1].

Definicao A.3. A envoltoria convexa de C' c R”, é a menor parte convexa que contém

C'. Denotamos por Conv(C).

Proposicao A.3. A envoltoria convexa de C, Conv(C') é o conjunto de combinagoes

convexas dos pontos de C. Ou seja:
k k
Conv(C) = {Zﬁixi | x; € C,0; >0Vi= 1,...,]{,2@ = 1}.
i=1 1=1

Teorema A.4. (Carathéodory) Seja C' um subespaco de um espago vetorial E de di-
mensdo n. Entao, qualquer elemento de Conv(C') pode ser escrito como uma combi-

nac¢ao linear convera de n+ 1 elementos de C.

Lema A.5. (Teorema de separacao de hiperplanos) Seja M um subconjunto convexo

do R™ e um ponto xy € R*. Entao existe um vetor p e R, p # 0, tal que
(p,x)é(p,x()), :CEMJ VreM.
se, e somente se, xo ¢ Int(M).
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