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Resumo

Neste trabalho, investigamos o movimento browniano de uma particula carregada, provo-
cado pelas flutuagoes do vacuo do campo escalar na teoria quantica de campos escalares.
Para introduzir o assunto, comegamos com a descri¢ao classica do movimento browniano,
no qual particulas se movem aleatoriamente devido as colisdes com outras particulas. Na
teoria quantica de campos, o movimento browniano é descrito pelo movimento browniano
induzido, que ocorre devido as flutuacoes do estado fundamental de um campo quantico,
como o campo escalar. Para compreender melhor esse fendomeno, é necessario entender a
teoria quantica do campo escalar e a funcao de dois pontos associada, conhecida como
fungdo de Wightman. Neste sentido, revisamos o movimento browniano induzido no espago-
tempo de Minkowski em (1+1) dimensoes sob condigao de Dirichlet aplicada a um campo
escalar ndo massivo. Em seguida, motivados pelo caso em (1+1) dimensoes, estudamos o
movimento browniano induzido em (3+1) dimensoes sob condigoes de Dirichlet aplicadas
também ao campo escalar nao massivo, mas com a particula carregada entre dois planos
paralelos perfeitamente refletores. Em ambos os cenarios, a equacao de Langevin é resolvida
e as dispersoes na posicao e na velocidade da particula sao obtidas. Por fim, apresentamos
graficos que ilustram o comportamento das dispersdes na velocidade e na posicao da
particula carregada, discutindo importantes divergéncias presentes nos resultados e a

abrangéncia de validade do modelo estudado.

Palavras-chave: Movimento browniano quantico induzido; Teoria quantica de campos;

Equacao de Langevin; Condigoes de Dirichlet.



Abstract

In this work, we investigate the Brownian motion of a charged particle induced by
fluctuations in the scalar field vacuum in scalar quantum field theory. To introduce the
subject, we start with the classical description of Brownian motion, where particles move
randomly due to collisions with other particles. In quantum field theory, Brownian motion
is described by induced Brownian motion, which arises from fluctuations in the ground
state of a quantum field, such as the scalar field. To better understand this phenomenon,
it is necessary to comprehend the quantum theory of the scalar field and the associated
two-point function, known as the Wightman function. In this regard, we review induced
Brownian motion in (1+1)-dimensional Minkowski spacetime under Dirichlet boundary
conditions applied to a massless scalar field. Then, motivated by the (141)-dimensional
case, we study induced Brownian motion in (341) dimensions under Dirichlet conditions
applied to a massless scalar field, but with the charged particle located between two
perfectly reflecting parallel planes. In both scenarios, the Langevin equation is solved, and
the particle’s position and velocity dispersions are obtained. Finally, we present graphs
illustrating the behavior of the dispersions in the velocity and position of the charged
particle, discussing important divergences present in the results and the validity range of
the studied model.

Keywords: Quantum Brownian motion induced; Quantum field theory; Langevin equation;

Dirichlet condition.
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1 Introducao

O movimento browniano refere-se ao movimento aleatério de particulas causado
por colisdes com as moléculas de um fluido. A descricao classica desse fendmeno tem uma
longa histéria e remonta ao século XIX, quando o botanico Robert Brown observou a
movimentagao desordenada de particulas de polen em suspensdao em um liquido. Esse
comportamento aleatério do movimento browniano classico foi posteriormente explicado e
modelado matematicamente por Albert Einstein, em 1905, que associou o movimento das

particulas as flutuagdes térmicas do meidT}

Na fisica classica, o movimento browniano é uma descricdo do comportamento
de objetos macroscopicos, baseada nas leis do movimento de Newton. Essa abordagem
classica fornece previsdes deterministicas e precisas para o comportamento das particulas.
No entanto, ao adentrarmos em um contexto mais avancado da fisica, como a teoria
quantica de campos, a descricao do movimento browniano é conceitualmente distinta,
porém contém uma similaridade mateméatica com o caso classico. Nessa perspectiva, o
movimento browniano quantico induzido ocorre devido as flutuagoes presentes no estado
fundamental (ou de vicuo) de um campo quéantico (FULLING et al., 1989). Essas flutuagoes
de vacuo dao origem a efeitos quanticos que influenciam o movimento e o comportamento
de particulas carregadas. Através dessa abordagem, é possivel explorar as complexas
interagoes entre particulas e campos quanticos, revelando fenémenos tinicos e distintos do

contexto classico.

No caso do campo eletromagnético, uma das manifestacoes mais conhecidas e
cientificamente comprovada das flutuacoes quanticas de vacuo na presenca de fronteiras é
o efeito Casimir (MOSTEPANENKO| 2000; BORDAG et al.; 2009). Esse fenémeno ocorre
quando as flutuagoes quanticas geram uma forca atrativa em decorréncia de duas placas
paralelas usadas como fronteiras. No caso do movimento browniano quantico, tais fronteiras
resultam em altera¢des no comportamento de particulas acopladas com o campo. O estudo
do efeito Casimir e de outros fendomenos similares contribui para uma compreensao mais

aprofundada das interagoes entre particulas e campos quanticos (CASIMIR), 1948]).

A compreensao do movimento browniano induzido de uma particula carregada nas
proximidades de uma fronteira, sob a influéncia das flutua¢des quénticas de vacuo de um
campo, ¢ de grande interesse e relevancia cientifica. O estudo desse fenémeno é motivado
pela necessidade de compreender os efeitos quanticos em sistemas fisicos e explorar as

interagoes complexas entre particulas carregadas e campos quanticos. O artigo “Vacuum

1 O modelo difusivo de Einstein, proposto por Albert Einstein em seu famoso artigo de 1905 "Investigations

on the Theory of the Brownian Movement" (EINSTEIN} 1956)), (SALINAS| 1997)) descreve o movimento
aleatério de particulas em suspensdo em um fluido.
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fluctuations and Brownian motion of a charged test particle near a point-like reflecting
boundary” (LORENCI; JR; SILVA| 2014) aborda essa temética, investigando o movimento
browniano quantico induzido em uma teoria quantica de campo escalar nao massivo em
(141) dimensoes. Neste trabalho, as limitagdes do modelo adotado sdo evidenciadas e
discutidas, revelando a importancia de se estudar as flutuagoes quanticas de vacuo na

dindmica de particulas carregadas préximas a fronteiras refletoras.

Para explorar experimentalmente os efeitos das flutuacoes quanticas do vacuo de
campos sobre uma particula carregada préxima a uma fronteira refletora, o artigo “Probing
quantum vacuum fluctuations over a charged particle near a reflecting wall” (LORENCI;
RIBEIRO; SILVA| |2016) propoe um possivel aparato experimental. Esse aparato envolve
o uso de técnicas avancadas de manipulacao e deteccao de particulas carregadas, bem
como a criagdo de condi¢oes adequadas para estudar as flutuagoes quanticas em um
ambiente controlado. Estudar o movimento browniano induzido pela interacao entre uma
particula carregada e o vacuo de um campo quantico é fundamental para compreender
melhor os processos de difusao e propagacao de particulas em escala microscopica. Além
disso, a investigacao do movimento browniano quantico se estende a diversos contextos,
explorando como caracteristicas geométricas e dinamicas de um universo em expansao

podem influenciar esse fenémeno (BESSA; BEZERRA; FORD), [2009).

Nesse contexto, esses estudos oferecem uma contribuicao significativa para a com-
preensao desses fenomenos, ao investigar os efeitos das flutuagoes quanticas de vacuo na
dindmica de uma particula carregada proxima a uma fronteira refletora. Através dessas
pesquisas, busca-se ampliar nosso conhecimento sobre os mecanismos subjacentes ao

movimento browniano quéantico e suas implicacdes em sistemas fisicos complexos.

Para estudar esse fendmeno de forma mais aprofundada, no presente trabalho de
monografia, é necessario entender os conceitos da teoria quantica de campos escalares nao
massivos e as técnicas de quantizacao do campo. Assim, investigaremos o fenémeno do
movimento browniano quantico induzido por condi¢oes de contorno de Dirichlet impostas
sobre dois planos paralelos perfeitamente refletores no espago-tempo de Minkowski em
(34+1) dimensdes. Esse estudo fez parte de um trabalho mais abrangente publicado na
Ref. (FERREIRA; GUEDES; MOTA, [2023)). Para compreender o contexto desse estudo, é
importante comecar com uma breve descricdio do movimento browniano classico e, posteri-
ormente, fazer uma revisdo sobre o movimento browniano induzido em (1+1) dimensoes
reportado na Ref. (LORENCI; JR; SILVA, 2014). Em nossa abordagem, adotaremos o
sistema de unidades naturais em que a velocidade da luz ¢ e a constante de Planck A sao

iguais a unidade, isto é ¢ = h = 1.



12

2 Movimento browniano e forcas estocasti-

cas

O movimento irregular, ou aleatério, de uma particula macroscopica e suficiente-
mente pequena imersa num fluido foi observado pela primeira vez em 1828, pelo botanico
inglés Robert Brown. Ele notou que graos de pdlen em suspensao na agua adquiriam uma
espécie de movimento erratico, que posteriormente ficaria conhecido como movimento
browniano. Essas flutuagoes erraticas ou de caréater irregular, tanto macroscopicas quanto
microscopicas, sao espontaneas e inerentes aos fenomenos da natureza (TOME, 2001)).
Durante varias décadas a causa do movimento browniano permaneceu um mistério, varios
experimentos de laboratério mostravam que o movimento da particula ficava mais intenso
quando se reduzia a viscosidade do meio ou o tamanho da particula e também quando se
elevava a temperatura do fluido. Somente a partir de 1860, quando se eliminou a suspeita
de qualquer tipo de pertubacao mecanica ou instabilidades que poderiam estar presentes
no fluido, constatou-se que o movimento aleatorio realizado pela particula poderia ser
devido as colisdes com as moléculas existentes no fluido (SILVA; LIMA, 2007).

A verdadeira causa do fendmeno foi elucidada por Einstein em 1905 e posteriormente
verificado por Jean Perrin em suas famosas experiéncias. A solugao de Einstein representou
um passo importante para o estabelecimento da estrutura atomica da matéria, além de
representar um grande avanco cientifico das ideias atomisticas da teoria cinética dos
gases. De acordo com a teoria cinética, os fluidos sao formados por moléculas que se
movem aleatoriamente devido as flutuagoes térmicas. Por causa disso, se uma particula
externa, ou particula browniana, estiver imersa no fluido, suas moléculas irdo colidir com a
particula browniana, assim como colidem entre si, conferindo portanto a particula externa
o movimento aleatério observado. Entao, o movimento browniano nos permite observar as

flutuagdes estatisticas que ocorrem em um sistema em equilibrio térmico (SILVA| [2013).

Posteriormente ao trabalho de Einstein, houve importantes contribui¢oes dadas
por Smoluchowski, Langevin, Fokker e muitos outros para compreender o movimento
browniano. O movimento da particula browniana fornece uma visao consideravel dos
mecanismos responsaveis pela existéncia de flutuagoes que constituem um fundo de ruido
que impde limitagdes a precisao de medidas fisicas exatas (REIF] 2009)). Atualmente,
muitos desses sistemas sao encontrados em diversas areas da fisica, e estdo presentes
em escala microscépica e macroscopica, até escalas astronomicas, podendo ser observado
em sistemas estelares (CHANDRASEKHAR] [1943). Embora nosso objetivo no presente
monografia seja estudar o movimento browniano quantico, achamos esclarecedor comecar

nossa analise pela origem do fenémeno, neste caso, considerando o movimento browniano
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classico. Desta forma, neste capitulo, abordaremos o movimento browniano classico usando
o modelo de Langevin, que explica como uma particula se move estocasticamente através

de uma equacao diferencial estocastica.

2.1 Equacao de Langevin

Considere uma particula de massa m imersa em um liquido com uma temperatura
T, onde a coordenada do centro de massa em um tempo ¢ é descrita por z(t). Supondo
que o movimento browniano seja produzido pela colisao da pequena particula browniana
com as moléculas do fluido, podemos escrever a equagao de Langevin (SALINAS| 1997),

aplicando a Segunda Lei de Newton, como

dv v
— =F.« — — + F(t), 2.1
mdt " (*) (2.1)

onde v é a velocidade da particula, F. é uma forca externa, o é o coeficiente de atrito
viscoso e F(t) é uma forca estocéstica que representa o bombardeamento incessante da

particula browniana pelas moléculas do fluido.

Na equacao de Langevin a influéncia do meio sobre o movimento da particula é
dividida em duas partes: (i) uma que varia lentamente devido a fricgdo dindmica sobre o
movimento da particula, correspondente ao segundo termo no lado direito da equagao acima,
o qual é proporcional a velocidade da particula; e (i7) outra parte referente a contribuicao
aleatéria F(t), que varia rapidamente em comparagao com o tempo de observagao. Para
simplificar a notagao vamos considerar o caso unidimensional, nesse caso a equagao de

Langevin é dada por

dv v
— =Fu——+F@). 2.2
m% = P =+ F (1) (2.

Para a funcdo F(t), Langevin definiu duas propriedades devido a sua caracteristica
estatistica e aleatéria. A primeira propriedade é que a média de F'(t) é nula, o que é
expresso pela equagao

(F(t)) =0. (2.3)

A segunda propriedade, expressa pela equagao
(F)F(t)) = go(t' —t), (2.4)
é conhecida como funcao de correlagao da fungao F'(t) e §(t —t') é a fungdo delta de Dirac.

A funcao de correlacao é definida por
C(t, ") = (F(OF()) — (F@))F()), (2.5)

ou seja, quando nao hé correlagao entre as forgas em t e t', a média conjunta (F'(t)F(t)) é
igual o produto das médias individuais (F'(¢))(F(t')), assim C(¢,t') = 0 (HUANG] 2009).
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Aqui, o simbolo (.) denota o valor esperado de uma grandeza, enquanto g na Eq.([2.4]) é

uma constante que representa a intensidade do ruido branco (REICHL) 1999).

O ruido brancoﬂ é um tipo especial de sinal estocastico que possui a mesma
intensidade em todas as frequéncias, tornando-o uma fonte de sinal estocastico com
caracteristicas tnicas. Por ser um processo estocastico, a forca em um determinado
instante de tempo é completamente independente da for¢a em qualquer outro instante de
tempo, indicando que a correlagao entre os valores da fungao F'(¢) é nao nula somente para
um tempo zero, ou seja, muito menor do que qualquer outra escala de tempo fisica no
problema. Esse tipo de correlagao é caracteristico de processos estocasticos com correlagao
de curto alcance. No movimento browniano, por exemplo, o tempo de correlagao da forca
F(t) é da ordem de 1072° segundos, que ¢ o tempo de colisio molecular. Isso significa que,
para todos os propositos praticos, uma particula browniana é movida por ruido branco.
As equacoes e sao propriedades muito importantes da forga estocéstica F'(t) e
ocorrem com frequéncia em sistemas fisicos que exibem um comportamento dessa natureza

(PAPOULIS; PILLAT, 2002).

Além das propriedades citadas acima, a forca estocastica F(t) é definida por duas
hipéteses principais. A primeira pressupoe que F(t) ndo depende da velocidade v(t) e F'(t)
varia extremamente rapido comparado com as variagoes provenientes da velocidade v(t).
A segunda suposicao implica que existem intervalos de tempo com duragao At tais que,
durante esse intervalo, as variagdes esperadas em v(t) sdo muito pequenas, enquanto que
durante o mesmo intervalo F(t) pode sofrer varias flutuagoes. Resumidamente, embora se
espere que exista uma diferenca de valor, mesmo que insignificante, entre v(t) e v(t + At),

nao existird nenhuma correlacao entre F(t) e F(t + At).

Por fim, ao resolver a equacao de Langevin sujeita a todas as suposigoes feitas

até o momento, serd possivel derivar as relagoes fisicamente significativas referente ao
movimento da particula browniana (CHANDRASEKHAR] [1943)).

2.2 Solucao da equacao de Langevin

Vamos considerar aqui o caso de uma particula livre, isto é, com forca externa nula
(Fext = 0), assim

dv v
2= F 2.
dt T ’ (2:6)

com 7 =ameF = F(t)/m. A Eq. (2.6) corresponde a uma equagao diferencial linear que,
em nosso caso, é conhecida como uma equagao diferencial estocastica (EDE), devido as

flutuagoes produzidas por F.

2 A forga aleatéria tem as propriedades: (i) (F,,) = 0 e (i) (F, F,/) = 2nK(w)d(w+w'), onde F,, = Fx_,,
é a transformada de Fourier de F(¢). A fungdo de correlagdo associada & forca é (F(¢)F(t')) =
i %K(w)e‘i‘“t.No caso do espectro do ruido branco, K(w) é independente de w, o que implica que
(F(t)F(t)) =2 Kod(t — ).
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A solugao da equacao de Langevin deve ser entendida como a busca por uma dis-
tribuicao de probabilidade gaussiana p(v, t; vg) que descreva a probabilidade de ocorréncia
de uma velocidade v, em um tempo ¢, admitindo que a velocidade inicial é vy em ¢ = 0.
A fungao p(v,t;vg) deve satisfazer duas condi¢oes fundamentais. A primeira requer que,

quando t tende a zero, p(v,t;v9) deve tender a funcao delta de Dirac,
p(v,t — 0;09) = d(v — vy). (2.7)

A segunda exige que, quando t tende ao infinito, p(v, t;vy) deve tender a distribuicao de
Maxwell-Boltzmann para a temperatura 1" do fluido circundante, independente do valor

de vy, assim

m va
; E — . 2.

Essas condigoes fisicas sao fundamentais para que a solucao da equacao de Langevin seja

relevante e possa ser utilizada para descrever o comportamento de particulas em fluidos.

A distribuicao de probabilidade p(v,t;vg) encontrada através da equagao de Lange-
vin pode ser utilizada para calcular médias estatisticas e outras grandezas relevantes, como
a difusao das particulas. Ao levar em consideragao as informacoes mencionadas, podemos
investigar uma suposicao analiticaﬁ para a equagao de Langevin, tratando a Eq. como
uma equacao diferencial ordinaria (EDO), conforme apresentado por Lima (SILVA; LIMA|
2007). Nessa abordagem, supomos que a forga estocéstica F seja: (i) bem comportada e
gaussiana, e (i) nao dependa de v(t). Além disso, é importante ressaltar que essa suposi¢ao
considera que a particula browniana é mais pesada que as moléculas do fluido com as
quais interage. Ao considerar que a particula browniana é mais pesada, podemos supor
que ela terd uma inércia maior em comparagao com as moléculas do fluido. Isso significa
que a particula terda uma tendéncia a se mover mais lentamente em resposta aos impactos
das moléculas do fluido e terd menos probabilidade de ser deslocada significativamente

por esses impactos.

Em geral, uma EDO pode ser resolvida multiplicando-se ambos os lados da equacgao
por uma fungao apropriada chamada de fator integrante I(¢) (STEWART], [2006]). Temos

entao,
v d(Iv)
1 —) = 2.9
(U+7) dt -’ (29)

onde o uso do 'ponto’ sobre a varidvel v representa uma derivada com relacao ao tempo.

Para encontrarmos a fungao 1(t), devemos igualar o lado direito da equagdo acima com o
mesmo lado da Eq. (2.6, multiplicado por I(t). Assim,

d(Iv)
dt
Um tratamento matematicamente rigoroso e apropriado para outros exemplos de regimes fisicos para
a solugao da equacao de Langevin pode ser encontrado nas Refs. (SANTOS, 2011)), (KANNMAN}
BHARUCHA-REID| [1972)) e (KUBO, [1966). Essas referéncias fornecem anélises detalhadas, métodos
e técnicas especificas para resolver a equagdo de Langevin em contextos variados.

= IF. (2.10)

3
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Integrando ambos os lados, teremos
Tv= /det i) (2.11)

onde C' é uma constante de integracao. Desse modo a solucao sera
1
0= | [ 160)Fat C}. 2.12
o) = g7 | [ 10 Fd+ 212
Para encontrar I(t), podemos reescrever a Eq. (2.9) da seguinte forma

—L = I(). (2.13)

I(t) = er. (2.14)

Entéo, a férmula para a solugao geral da Eq. (2.6)) é fornecida pela Eq. (2.12]), onde I(t) é
dado pela Eq. (2.14). Dessa forma, utilizando os resultados obtidos, a solugao geral da

equacao de Langevin é dada por
t ¢ [t ¢!
v(t) = vee 7 + e’?/ F(ther dt, (2.15)
0

onde a constante C' = vy foi determinada exigindo que, em ¢ = 0, v(0) = wy.

Sabendo que a velocidade da particula é dada pela Eq.(2.15]), o valor esperado

pode ser obtido através da equagao

t t t t/
(W(t)) = ve F +e F / (F(#))et dt. (2.16)
0
Além disso, utilizando a condi¢ao dada na Eq. (2.3), temos

(v(t)) = voe 7. (2.17)

Uma outra quantidade de interesse ¢ o desvio da média Av = v(t) — (v(t)), a qual

fornece
t t/

t
Av=et / er F(t')dt'. (2.18)
0

Note que o valor médio da equacao acima é zero e, consequentemente, nenhuma informacao
é obtida dessa operagao. No entanto, podemos usar (2.18)) para calcular a dispersao, ou

seja,
(Av)?) = e % / / HE (F Y F () dt e, (2.19)
onde, por defini¢do, ((Av)?) = (v?) — (v)?. Utilizando a Eq. ¢ direto obter

(Av)?) = ge~ // LS )dt de”. (2.20)
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Fazendo a mudanca de varidvel u = (¢ — ') na Eq. (2.20)), obtemos

2t 2t/

(Av)?) = ge~~ /Otef dt’ /_t:, e 6 (u)du, (2.21)

assim,
t 2t/

(Bop) = ge* [ X0 — ) — 0(—)] ', (2.92)

onde 6(z) ¢é a fungdo de Heaviside, com #(z) = 1 para x > 0 e #(x) = 0 para z < 0.
Assumindo que t e t' sdo positivos e (t —t') > 0, a dispersao serd dada por

qgr 2t

(Av)?) = ?(1 —e 7). (2.23)

O parametro g pode ser encontrado quando consideramos o limite para tempos
longos (¢t — 00), em comparagao com o tempo de flutuagdo da fungao F, ou seja, quando

a distribui¢do estd em um regime estaciondrio. Nesse caso, vamos ter que (v(t)) = 0 na

Eq. (2.17). Assim, utilizando a Eq. (2.23)), temos

(A0 = () = . (2.21)

Sabendo ainda que no regime estacionario, para tempos longos, o teorema da equiparticao
da energia é valido e garante que a energia cinética média de uma particula em movimento

seja dada por

1 1
5m<v2> = 5k;BT, (2.25)
podemos combinar os resultados fornecidos pelas Eqgs. (2.24)) e (2.25) para obter que
2kgT
g= 22T (2.26)

mT

onde kp é a constante de Boltzmann e T a temperatura. Portanto, a dispersao na velocidade
¢é escrita como T
(Av)?) = 2B2 (1 — e 7). (2.27)

m
Note que para tempos pequenos, em primeira ordem, a equac¢ao acima é linear com o

tempo, indicando que vai a zero em t = 0. E possivel observar o comportamento da

dispersao na velocidade para tempos longos e muito pequenos na Figura (/).

Com os resultados acima, a distribuicao de probabilidade gaussiana serd dada por

p(v,t;v9) = [27?((Av)2>]7% Exp [—m] : (2.28)
isto é, 1
p(v,t;v) = [ m —5 ] 2 Exp l— m(v — erijz ] . (2.29)
2’/TkBT<1—6 ‘F) 2]€BT<1—6 7—)

Note que, quando fazemos (t — 00), para tempos muito longos, p(v,t; vg) tende a fungao

de Maxwell-Boltzmann para um gas unidimensional e independente de vy como exigido

pela Eq. (2.8) (SALINAS| 1997).
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Figura 1 — Comportamento da dispersao na velocidade em funcao de f

Podemos ainda, utilizando os resultados obtidos até entao, calcular a dispersao na

posi¢ao da particula browniana. Assim, uma vez que v(t) = dx/dt, temos

() = / v(t)dt + C. (2.30)
Desta forma, o valor esperado da posicao serda dado por

(w0 = 20+ | ()t (2.31)

em que consideramos x(0) = zop = C para t = 0.

Utilizando a Eq. (2.17)) para o valor esperado da velocidade, temos

t .
@(t)) = 0+ / veF
0
= zp+vT(1l — e_%). (2.32)

O desvio da média para a posicao da particula browniana pode ser obtido escrevendo

Az =z — (x) e usando as Eqs. (2.30)), (2.32]) and (2.15)). Neste caso, obtemos
t t/ tl t 1"
Arx :/ e r dt’/ F(t")er dt". (2.33)
0 0

O integrando acima é uma funcao de t’ e t”, isto é, f(t',t"), que pode ser facilmente resolvido
mudando a ordem das integragoes. A integral [[,, f(t',t")dt'dt” com D = {f(t',t"),0 <
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t' < t,0 < t" < t'}, pode ser vista como [[5 f(t',t")dt'dt" com D = {f(t',t"),t" <t <
t,0 <t” <t}, como mostra a Figura . Com isto, temos

t " t /
Az = / F(t")er" dt" / et dt. (2.34)
0 t//
£ "
[ — | [ |
t'=t t'=t’
D| | b |
0 " 0 "

Figura 2 — Alteragao da ordem de integragao da regiao de dominio D para a regiao de
dominio D.

Consequentemente, o desvio da média da posi¢ao é escrito como

t 1 1"
Azx =T / F(#")(1 — er =) qt". (2.35)
0

A dispersao na posicao pode entao se escrita como
t t / "
(Az)?) = 72 / / (F(O)F A1 — ex@=0)(1 — ex@=0)ar'ap". (2.36)
0 Jo

Para resolvermos as integrais acima, devemos considerar a Eq. (2.4), e em seguida fazer a
mudanca de variavel u = (¢” —t'), considerando t’ e t positivos e (t —t") > 0. Isso conduzira
a equacao
t pt—t/ , ) ,
(Ax)?) = gr? / / 5(u) (€7 @+ et _ TS0 1) di'du (2.37)
0 J-v

2t t

(Az)?) = g7 [;(1—6T)—2T(1—er)+t]

Portanto, a expressao final para a dispersdao na posicao sera dada por

kpTT? /2t : 2t
(Az)?)y = “BLT (+4ef _ 2 —3), (2.38)

m T
na qual usamos a defini¢ao (2.26)) para pardmetro g.

E importante observarmos aqui dois limites interessantes para a dispersdo acima,
que sao os casos de tempos muito pequenos e tempos muito longos. Para valores de tempo
tais que t K TEL temos

((A)?) ~ vit? (2.39)
Em 2005, foi experimentalmente detectado o regime balistico no movimento browniano, no qual
particulas movem-se em trajetorias lineares por periodos prolongados, sem serem afetadas pelas colisoes

com o fluido. Essa descoberta desafiou as expectativas tedricas baseadas na equacao de Langevin
padréo, que descreve o movimento browniano difusivo (LUKIC et al., [2005).
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Figura 3 — Comportamento da dispersao na posicao em func¢ao de ﬁ

Esse resultado estd de acordo com a mecénica cléssica, quando F(t) nao estd inclusa na

equacao de movimento.

Por outro lado, para tempos longos, ou seja, t > 7, a contribuicdo dominante
corresponde ao primeiro termo no lado direito da Eq. (2.38]), logo

(Azy) = 2R, (2.40)

m

Essa relacao nos mostra que a particula tera uma grande incerteza em sua posicao a medida
que o tempo passa, e essa incerteza continuard a crescer com o tempo, resultando em uma
dispersao cada vez maior para a sua posi¢ao ao longo do tempo. Além disso, o resultado
acima foi deduzido por Einstein, que definiu a constante de difusdo como D = kgT'7/m,
que indica a natureza estocastica do movimento browniano. Interessantemente, o resultado
obtido pela abordagem de Langevin é equivalente ao resultado de Einstein no regime de

tempos longos.

Utilizando os resultados para o desvio da média e dispersao associados a posi¢ao

obtidos acima, podemos ainda escrever a distribui¢ao gaussiana p(x,t; xg), como

p(z,t;x0) = [2#((Am)2>}_% Exp [—M] : (2.41)

Para tempos longos, a expressao acima pode ser escrita da seguinte forma:

p(a,t:20) = (4w Dt) 3 Exp [— (z— xigt%/ ) ] , (2.42)
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a qual é uma solucao da equagao de difusdo unidimensional,

Op _ 0%

5 = Pagz (2.43)

que aponta o carater irreversivel do movimento browniano (SALINAS] 1997)). Os resultados
obtidos para ((Av)?) e ((Ax)?) fornecem distribuicdes gaussianas que definem um carater
estatistico ou estocdstico para uma particula browniana imersa em um liquido com

flutuacoes térmicas.

Como foi discutido anteriormente, na descrigao classica do movimento browniano, a
trajetéria da particula é modelada por meio de uma equacao diferencial estocastica, como a
equagao de Langevin, que considera a influéncia das colisoes aleatorias do fluido. Recentes
descobertas revelaram uma versao quantica do movimento browniano, conhecido como
movimento browniano quantico induzido, ou movimento tipo browniano, que é explicado

no contexto da teoria quantica de campos.

O movimento browniano cléssico é descrito pela teoria cinética dos gases, enquanto
o movimento browniano quantico ocorre quando uma particula carregada é afetada por
flutuacgoes quanticas em sua vizinhanga, resultando em um tipo de movimento aleatério
em seu deslocamento. Esses dois fenomenos sao importantes em diferentes campos da fisica
e fornecem uma compreensao fundamental do comportamento aleatorio das particulas em
diferentes escalas. No proximo capitulo, serao apresentados os conceitos basicos do espago

de Minkowski e da teoria quantica de campos, necessarios para entender esse fendmeno.
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3 Introducao a teoria quantica de campos

escalar no espaco de Minkowski

3.1 O espaco-tempo de Minkowski

O espacgo de Minkowski é um espago-tempo plano de quatro dimensbes que consiste
em trés dimensoes espaciais e uma dimensdo temporal. E caracterizado pela métrica
de Minkowski, que é dada por uma forma quadrética ds?, a qual define o intervalo de
espago-tempo entre dois eventos. Essa métrica é fundamental na formulagao da teoria da
relatividade especial de Einstein e ¢ usada para descrever a geometria do espaco-tempo

em termos de distancias e intervalos de tempd’}

Considere um referencial inercial O e outro referencial inercial @', que se move
em relacao a O com velocidade v ao longo do eixo x, onde os eixos de OO’ sao paralelos
aos eixos de O. Suponha que as origens O e O’ coincidam no instante t = t' = 0.
Quando dois observadores em repouso nesses referenciais observam o mesmo evento, eles
atribuem diferentes coordenadas (z,vy, 2,t) e (2',y/, 2/, ') ao evento. Essas coordenadas

estao relacionadas por

o z— vt
\/1—7)2/027
yo= v
7 = z,
t— 2
poo tzvele (3.1)

\/1—7)2/027

conhecidas como transformacoes de Lorentz. Esse conjunto de transformacoes foram
deduzidas por Einstein em 1905 com base no postulado fundamental da constancia da
velocidade da luz no vacuo. Quando consideramos ¢ > v nas transformacoes de Lorentz,
obtemos o limite nao relativistico definido pelas transformagoes de Galileu, que descrevem

a fisica classica, em que o tempo e o espaco sao independentes e absolutos.

Podemos facilmente e convenientemente generalizar as transformacoes de Lorentz
para uma direcao arbitraria e eliminar a particularidade da escolha da velocidade v ao

longo do eixo x (LEMOS| 2007)). Essa generalizagao é escrita como

/ B T
r'=r+(y— 1)—/82 B — ~cpt, (3.2)
A métrica de Minkowski, fundamentalmente descrita por Einstein (1905) em seu artigo "Zur Elektrody-
namik bewegter Korper" ("Sobre a Eletrodinamica dos Corpos em Movimento"), é um conceito-chave
na formulagdo da teoria da relatividade especial (EINSTEIN et al., [1905)).

5
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B-r

c

), (3.3)

t'=~(t—

em que

v=1/\/1—=v%/c?, B =v/e, (3.4)

sendo r = (z,y, z) o vetor posigao referente a O e v’ = (2/,y/, ') o vetor posigao referente
a . E direto ver que para uma direcio particular z, as Eqs. (3.2) and (3.3)) se reduzem

as expressoes em (3.1)).

O intervalo ds entre dois eventos infinitesimalmente préximos, com coordenadas

(x,y,2,t) e (v +dz,y + dy, z + dz,t + dt), respectivamente, é definido por
ds® = Adt* — da* — dy* — dz* =, da"da” . (3.5)
onde 7, € o tensor métrico de Minkowski.

Do conjunto de transformagoes de Lorentz, por exemplo, em ({3.1)), deduzimos
dr’ = y(dx —wvdt) , dy =dy , d2' =dz , dt' = y(dt — vdz/c?). (3.6)

Consequentemente

ds® = ds”. (3.7)
Este é um importante resultado: o intervalo entre dois eventos é uma grandeza invariante
sob transformacoes de Lorentz, o que é um resultado fundamental da teoria da relatividade

especial. As transformacoes de Lorentz preservam a forma da métrica de Minkowski e,

portanto, as leis da fisica sdo invariantes sob essas transformacoes.

3.2 Campo escalar nao massivo

Considere um campo escalar sem massa ¢(r,t) definido em todos os pontos (r, )
de um espaco-tempo de Minkowski 4-dimensional. Esse campo satisfaz a equacao de onda

relativistica conhecida como equagao de Klein-Gordon, dada por
Oo(r, 1) =0, (3.8)

onde O = 7*0,0, é o operador d’Alembertiano e d, = 9/Jz* é o operador de derivada
covariante. Nesse contexto, a velocidade da luz c e a constante de Planck reduzida A sao
assumidas iguais a 1, seguindo um sistema de unidades naturais. Na teoria quantica de
campos, No caso massivo, a equacgao equivalente considerando a massa descreve mésons

escalares, que sao particulas sem spin e com massa m.

Podemos construir um modelo de campo escalar nao massivo, que fornega a Eq.

(3.8), partindo da densidade lagrangiana

L= 10"60,0. (3.9)
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por construcao da agao

S = / Ld*z (3.10)

e exigindo que a variagdo com respeito a ¢ seja

58 = 0. (3.11)

Um conjunto de solugoes nao normalizadas da Eq.(3.8)) é dado por (BIRRELL:
DAVIES, |1984)
o(r,t) = Nekr—it, (3.12)

onde N ¢é a constante de normalizacdo a ser obtida, k = (k,, ky, k.) representa o vetor de
onda, com componentes em cada diregao e w? = k2 + k:; + k? sdo as auto frequéncias do

campo. Note que as componentes cartesianas k; possuem valores no intervalo

—o0 < k; < o0, i=1,2,3. (3.13)

A constante N pode ser obtida a partir da condi¢ao de normalizagao

2 / AV dro(r, 1)y (1, 1) = Gpo e (3.14)

onde o simbolo delta dj, ;- € entendido como uma delta de Kronecker para niimeros quanticos

discretos e uma funcao delta de Dirac para niimeros quanticos continuos.

3.3 Quantizacao do campo escalar

Na mecanica quantica, os estados fisicos de um sistema sao representados por
vetores de estados |a) em um espago de Hilbert H (SAKURAI; COMMINS| |1995)). A
probabilidade de encontrar o sistema descrito pelo vetor |a) no autoestado |3) de um

observavel dado é
Probabilidade de 3 = |(8]a)|?, (3.15)

desde que |a) esteja normalizado. Além disso, um operador Af é chamado de adjunto

hermitiano, ou simplesmente adjunto de A no espago H, quando

Al = A (3.16)

Os operadores hermitianos sdo de grande importancia na fisica, uma vez que
possuem propriedades fundamentais que os tornam essenciais para a descri¢gao de sistemas
fisicos quanticos. Em particular, esses operadores sao notaveis por possuir autovalores
reais, o que é crucial para a medi¢do de observaveis em sistemas quanticos. Quando um
sistema estd no auto estado de um operador hermitiano, a medi¢ao do observavel associado
a esse operador sempre produz um resultado real (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018)).
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Além disso, na mecanica quantica, o valor esperado do observavel A quando o

sistema esta no estado |a) é dado por
(A) = (a|Ala). (3.17)

Esse valor representa a previsao tedrica para o resultado médio de varias medigoes do

observavel A em um grande nimero de sistemas idénticos, todos no estado |a).

Uma das formas de se quantizar o campo na mecanica quantica é trata-lo como
um operador. Ao fazer isso, o sistema é quantizado e seus modos normais, descritos pela
equagao (|3.12)), juntamente com seus complexos conjugados, formam uma base ortogonal
no espaco de Hilbert, com o produto escalar dado pela equacao . Essa base é essencial
para a expansao do campo na forma de uma série de modos, permitindo uma descrigao
precisa do comportamento quantico do campo. Por meio dessa base, o campo pode ser

escrito como uma combinacao linear dos modos normais dada por

or,t) =Y |aner(r,t) + aldi(r, 1)), (3.18)

k

onde ay e a;fc sao os operadores de aniquilacio e criacdo, respectivamente, e satisfazem as

relagoes de comutagao

[ak7 ak'] = 07 (319)
la}, al,) =0, (3.20)
lak, al,] = O p- (3.21)

Uma base conveniente para nosso estudo no espaco de Hilbert é formada por vetores
normalizados, que podem ser construidos a partir do vetor |0), definido como estado de

vacuo. O estado |0) tem a propriedade de ser aniquilado por todos os operadores a,,
ak|0) = O, ‘v’ak, (3.22)

e tem valor associado
(Olal =0,  Val. (3.23)

Juntamente com essa propriedade, temos
(0larak|0) = G, (3.24)
de onde obtemos

W(r,tix',t) = (0(r, )", ¥)[0) = D du(r, )04 (x', 1), (3.25)

k

que representa a funcao de Wightman de dois pontos quando o sistema esta no estado de
vacuo quéantico |0). Essa equacao é conhecida como a fungao de correlagdo de dois pontos

do campo escalar ¢(r, t). Ela descreve como o campo em um ponto (r, t) estd correlacionado
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com o campo em outro ponto (r';#') quando o sistema estd no estado de vacuo quantico.
A soma sobre k na equacao representa a soma sobre todos os possiveis modos de
oscilagdo do campo. Cada modo k contribui com um termo para a fungao de correlagao e
a combinacao de todos esses termos resulta na fun¢ao completa (COHEN-TANNOUDJI:
DIU; LALOE, 2008). A fun¢ao de Wightman é uma ferramenta importante na teoria
quantica de campos, pois permite calcular a probabilidade de transicao de um estado
para outro e sera construida com base nas condigoes de fronteira estabelecidas (PESKIN
HALZEN]| 1995). A fungao de Wightman, em teoria quantica de campos, também permite
identificar e eliminar infinitos para obtermos observaveis fisicos finitos, em um processo
conhecido como regularizacao seguido de renormalizacao. Com esta fungao, é ainda possivel

calcular dispersoes nao nulas do campo.

E importante notar que estamos interessados em estudar o movimento tipo browni-
ano de uma particula carregada, no estado de vacuo do campo escalar quantico. Nesse
caso, consideramos (ﬁ(r, t) como um operador atuando em um espaco de Hilbert. Para
estudar a influéncia do campo quantico sobre o movimento da particula, podemos entender
que a influéncia gerada pelo campo quantico sera considerada como uma forga estocastica
classica, como veremos mais adiante. Assim, os valores esperados associados a velocidade
e a posicao da particula podem ser calculados usando os momentos da forca estocéstica,
que serao dados em termos dos valores esperados de vacuo do campo quantico. No caso
em que QAﬁ(r, t) é uma quantidade puramente quantica, vamos ver que o valor esperado da
velocidade é nulo, devido ao estado de vacuo, enquanto que a dispersao da velocidade da
particula podera ser nao nula e finita, dependendo de condi¢oes de fronteira impostas ao
campo. Além disso, na auséncia de condi¢oes de fronteira, a dispersao da velocidade da

particula renormalizada sera nula.

Mesmo no caso em que contribui¢oes classicas existem, a dispersao resultante é
uma quantidade puramente quantica. Vamos supor que o campo ¢ formado pela soma de
uma contribuigao classica ¢c(r,t) e quintica ¢g(r,t), entdo o valor esperado no vacuo

pode ser escrito como

(0(r,1)) = (do(r, 1)) + (do(r,t)) = do(r,t). (3.26)
Porém, a fungao de correlagao sera dada por (SWENDSEN] 2020)

Cr,t;x', 1) = (Sl )o(r', 1)) = (S(r, ) (D', 1)) = (da(r, t)da(r', 1)), (3.27)

de forma que, a funcao de correlagao é identificada como sendo a propria funcao de
Wightman

Clr,t;v', t') = W(r t;x' t'). (3.28)
Isso ocorre porque a funcao de correlagdo é uma quantidade puramente quéantica, uma vez

que a contribuicao classica do campo se cancela na subtragao. Portanto, para simplificar,

consideramos ¢(r, t) como um campo quantico sem perda de generalidade.
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4 Revisao sobre o movimento browniano

quantico induzido em (1+1) dimensoes

Neste capitulo, sera apresentada uma revisao dos resultados obtidos para o mo-
vimento browniano de uma particula carregada interagindo com um campo escalar sem
massa em (1+1) dimensdes no espago-tempo de Minkowski. Os autores do artigo “Quan-
tum Brownian motion near a point-like reflecting boundary” (LORENCI; JR; SILVA|
2014)) investigaram o movimento tipo browniano de uma particula teste interagindo com
um campo escalar quantico com condigao de fronteira de Dirichlet. Foram derivadas as
expressoes para as dispersoes na velocidade e na posi¢ao da particula carregada, as quais
foram comparadas com os resultados de uma carga elétrica interagindo com um campo
eletromagnético quantico proxima a uma fronteira plana refletora do artigo “Vacuum
fluctuations and Brownian motion of a charged test particle near a reflecting boundary”
(YU; FORD) 2004)).

A investigacao de uma particula teste de carga elétrica e e massa m acoplada as
flutuagoes eletromagnéticas do vacuo, colocada a uma distancia x da fronteira, revelou
que o vacuo modificado induz um tipo de movimento browniano na particula teste.
Esse movimento browniano ¢ caracterizado pelas seguintes dispersoes renormalizadas das

componentes de sua velocidade no instante 7:

2 2
o €& T 2x+7')
((Av.)) = 327m? x?’ln (2:(: —7) (4.1)
2 2z + 7\ 2 72
Aoy = oo | st () - 42
(Avy)%) 8mrm? l4x3 "or =7 22(72 — 422) |’ (42)

que podem ser negativas em algumas situacoes devido a renormalizagdo do sistema. Além
disso, ((Av,)?) = ((Av,)?). Assim, tanto no estudo do movimento tipo browniano de uma
particula carregada interagindo com um campo escalar quantico quanto no estudo da
interacao de uma carga elétrica com um campo eletromagnético quantico proximo a uma
fronteira colocada a uma distancia z, foi notado um comportamento divergente para as
dispersoes na origem e no intervalo de tempo correspondente a uma viagem de ida e volta

de um pulso de luz entre a particula e a fronteira, como veremos abaixo.

Neste contexto, é possivel considerar o campo quantico como uma variavel esto-
castica, sem perda de generalidade. Isso nos permite entender que as flutuacoes estao
presentes mesmo no estado de vacuo, e assim, uma particula carregada interagindo com o
campo exibird um movimento semelhante ao movimento browniano, no vacuo quantico.
Ainda nao esta claro se o movimento browniano pode ser observado no estado de vacuo de

Minkowski. O vacuo de Minkowski é o espaco-tempo plano da relatividade especial, e como
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tal, é um espaco vazio sem particulas (SCHWARTZ, 2014). Em outras palavras, embora
nao se possa observar o movimento browniano no vacuo de Minkowski, as flutuagoes do
vacuo podem ser vistas como uma manifestacdo do movimento aleatério e incerto das
particulas quanticas em um estado de energia minima e podem produzir efeitos observaveis,
como no caso do efeito Casimir na eletrodindmica quantica (LAMOREAUX], 1997).

E importante notar que o vacuo quintico, que é o estado de menor energia de um
campo quantico, esta sujeito a flutuagoes quanticas. Embora essas flutuagoes que geram
o movimento tipo browniano nao sejam exatamente as mesmas que geram o movimento
browniano classico em um meio, elas compartilham algumas propriedades semelhantes,
como a aleatoriedade e a incerteza na posicao e momento. A partir dessa observacao,
pode-se derivar a equagao de Langevin para a particula, o que nos permite analisar
graficamente e analiticamente a dispersao da velocidade e posi¢ao da particula, além de

estudar o comportamento dessas grandezas.

4.1 Equacao de Langevin
O sistema que iremos considerar é descrito pela agao total
S = Spar + Sﬂd + Sint7 (43)

onde S, representa a agao da particula browniana, Sgq ¢ a agdo do campo com o qual
a particula browniana interage e S;,; descreve a interacao entre a particula browniana
e o campo (GOUR; SRIRAMKUMAR, [1999). Consideramos que a particula browniana

interage com um campo escalar sem massa em (1+1) dimensées, com a a¢do Spq dada por
Saa = / dt / dx{10"$0,0}, (4.4)

obedecendo a condicao de fronteira de Dirichlet
o(x=0,t) =0 (4.5)

onde ¢(z,t) denota o campo escalar sem massa quantizado.

Considerando que a particula browniana se move de forma nao relativistica, a acéo
Spar que descreve a particula browniana de massa m e carga ¢ deslocando-se ao longo do

eixo x é dada por
Spur = / dtmi?, (4.6)
onde & = dx/dt.

Por 1ltimo, para a particula escalar carregada interagindo com o campo escalar, a
acao Sy serd dada por

Sint = /dt/dmpq@, (4.7)
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onde p é a densidade de carga. A densidade de carga para uma particula carregada nao

relativistica movendo-se ao longo do eixo x é dada por

pla,t) = qd (x — (1)), (4.8)

onde ¢ ¢é a intensidade da carga. Assim, o sistema completo estd descrito pela acao (4.3))
com Siy, dada pelas Eqs. (4.7) e (4.8).

Ao variar a agdo (4.3) em relagdo ao campo escalar gg e a trajetoria x(t) da carga,
descobrimos que as equagoes de movimento satisfeitas pelo campo e pela particula carregada

sao dadas, respectivamente, por

D¢ = q0 (z — x(t)) (4.9)

mi =q——m——>, (4.10)
onde & = d*z/dz* = dv/dt.

O campo escalar ngﬁ que satisfaz a Eq. 1' pode ser decomposto em sua componente

homogénea ¢y e particular ¢p, como se segue

A

O(2,t) = b + op(,1). (4.11)

A componente homogénea do campo ggH ¢ independente da densidade de carga p e
satisfaz a equacao de Klein-Gordon homogénea, cuja solugao mais geral é dada por uma
superposicdo de modos de ondas planas. J4 a componente particular do campo gz;p ¢ uma
solugdo da equacao de Klein-Gordon nao homogénea e esta relacionada com a densidade
de carga p. Nesse contexto, vamos assumir que a particula escalar carregada interage com
o campo escalar, mas sua contribuicao ¢é insignificante e pode ser negligenciada. Assim,
a equacao de Klein-Gordon pode ser aproximada como Dqg ~ 0, referente a componente
homogénea éH(:c,t) do campo. Os efeitos gerados pela solugado nao homogénea, para
o0 mesmo sistema, mas sem condigdo de fronteira, foram analisados na Ref. (GOUR;
SRIRAMKUMAR) |1999). Esses efeitos estao relacionados a dissipagao e ao backreaction

do sistema, tornando-se significativos em regimes de tempo longo.

A aproximagao utilizada no artigo analisado considera um modelo idealizado,
em que apenas a solucao homogénea do sistema ¢é levada em conta. Essa abordagem
simplificada é adotada com o objetivo de facilitar a andlise e obter resultados mais
trataveis matematicamente. Nesse contexto, os efeitos da solugdo nao homogénea sao

ignorados devido ao seu impacto insignificante nos resultados e nos aspectos associados ao
modelo (LORENCI; JR; SILVA| 2014]).
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4.1.1 Quantizacao do campo escalar e funcao de Wightman

Considere o campo escalar ¢(z,t) sem massa em (141) dimensdes, que deve

satisfazer a equacao de Klein-Gordon

A 0? 0%\ -
Oo(z,t) = ((%2 - 81:2) o(z,t) = 0. (4.12)

Estamos interessados em considerar a condicao de fronteira de Dirichlet
Gz =0,t) =0 (4.13)

na solugao do campo escalar sem massa. Utilizando a Eq. (3.18)) para expandir o campo

em modos normais, temos

=3 {akgbk ,t) + al.¢i(z, t)} (4.14)

k

onde as fungoes ¢ (x,t) devem ser solugoes da Eq. (4.12), com k sendo o momento na

diregao x em (141) dimensoes, isto é,
0? 0?
Z t 0. 4.15
<3t2 81’2) Pu(@ ) = (4.15)
Aplicando a condigao de fronteira de Dirichlet, com ¢y (x = 0,t) = 0, temos

dr(w,t) = Ne “*sin(kx). (4.16)

com wy = k.

Para determinar a constante de normalizacao N utilizamos o produto interno
definido pela Eq. (3.14]), adaptada para (141)-dimensoes. Assim
(20N?) / sin(ka)sin(k'z)dz = §(k — k), (4.17)
0

que resulta em
1

Nz
Note que a integral em (4.17) é dada por 76(k — &') (ARFKEN; WEBER;, |1999).

N =

(4.18)

Com a constante de normalizacao determinada, podemos escrever a solu¢do norma-

lizada como )
op(x,t) = ﬁe_w’“t sin(kx). (4.19)
A funcao de Wightman é definida pela Eq. (3.25)). Para o caso de (1+1) dimensoes,

vamos ter

o 1 joo efkaT . ) ,
Wiz, t;2',t') = —/ sin(kz) sin(kx")dk,, (4.20)
0

™ Wi
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onde AT = i(t —t'). A integral em k pode ser resolvida, por exemplo, com a ajuda de

softwares como o Mathematica, fornecendo o seguinte resultado:
1
W t;a/ t) = —{In[(@+2)? = (t =] ~n[(@-2)? - -]} (421)
47

E importante ressaltar que a funcio de Wightman pode conter divergéncias que
impedem a sua manipulacao matematica. Por esse motivo, é necessario realizar o processo
de renormalizacao da funcao de Wightman, que consiste em remover as divergéncias
presentes na fungao. Esse processo é fundamental para garantir que os resultados obtidos
a partir da funcao de Wightman sejam fisicos e consistentes. Para isso, devemos remover a
parte que diverge no limite de coincidéncia x = 2/, isto é, descartar o termo devido ao
vacuo de Minkowski dado pelo segundo termo do lado direito de . Assim, a fungao
de Wightman renormalizada sera dada por

Wg(z, t;z,t') = 411n [(a: + ') — (t - t’)ﬂ : (4.22)

™

Portanto, podemos ver que a funcao de Wightman acima é finita em x = 2/

4.2 Solucao da equacao de Langevin

O movimento de uma particula de massa m e carga ¢ interagindo com um campo
escalar ¢(z,t), em um regime nao relativistico, é dado pela Eq. |D Restringindo nosso
estudo ao caso onde a posi¢ao da particula nao varia apreciavelmente no tempo (modelo

idealizado) (LORENCI; JR; SILVA| [2014)), a velocidade da particula sera

v="1 0 / oz, t)dt, (4.23)

m Oz
em que z(t) no argumento do campo serd considerado aproximadamente constante no

tempoﬁ. Assim, o valor esperado da expressao acima é dado por

(o) = {00l0) = L2 "4 . (4.24)

Como o estado de vacuo é definido por (3.22)) e (3.23), observa-se que (a) = (0]al0) =
(0]at]0) = 0. Assim, a Eq. (4.24) se torna

(v) = 0. (4.25)

A partir da Eq.(4.23)) para a velocidade da particula, podemos escrever v* como

2oL [8x8x’/ / S, o, )ddt'| . (4.26)

r'=x

6 Ao assumir essa condicio, é possivel simplificar a andlise e os calculos envolvidos no modelo, facilitando

a compreensao e permitindo obter resultados mais trataveis matematicamente. Isso ocorre porque a
variavel x, nesse caso, nao depende do tempo ¢, o que elimina a complexidade associada & consideracao
do movimento temporal da particula.
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Como consequéncia, o valor esperado associado sera
2
2 2 q a a / T / T /gl /
= ((A =— |=—— 1% t;x t)dtdt 4.27
<U > <( 7}) > m2 [axax, o Jo R(xa 7L ) $l:x7 ( )
que coincide com a dispersao na velocidade em decorréncia de (4.25)).

Utilizando a Eq. (4.22)), temos

A7m?

(A = L [axax//ln (a+ ') — (t—t')?] dtdt’]l L (4.28)

T =T

Calculando as derivadas e aplicando o limite de coincidéncia 2’ = x, obtemos

2 2
o 4 T L 2 B 162
((Bv)) = 47rm2/0 dt/o dt [4:52—@—#)2 4x2—(t—t')2]

A integral em ¢’ fornece a expressao

(4.29)

(a0 = _273;2 /oT at l(t —i’)_27;4:c2 Nz —t4:c2] ' (4:30)

Finalmente, calculando a integral em relagao a ¢, obtemos a dispersao da velocidade da

particula, dada por

(A = ——L 1y (724—x1x2>2‘ (4.31)

4m?

A equacao apresenta duas divergéncias significativas. A primeira ocorre em
x = 0, devido a condicao de fronteira de Dirichlet imposta. Essa divergéncia surge devido a
singularidade na origem do sistema coordenado. A segunda divergéncia ocorre em 7 = 2z
para qualquer valor de x. Embora sutil, essa divergéncia é crucial, pois representa o tempo
necessario para um sinal de luz (féton) percorrer a distdncia entre o plano e a particula e
retornar. Essa singularidade pode ter um impacto significativo nos resultados, uma vez

que afeta o comportamento do sistema em relagao ao tempo.

E importante ressaltar que essas singularidades surgem devido ao modelo idealizado
adotado, onde consideramos a posigio da condicdo de fronteira como bem definida[] O uso
da Figura pode ser tutil para visualizar as divergéncias mencionadas anteriormente e

compreender melhor a sua natureza e consequéncias no contexto do modelo em questao.

A obtencao de um valor negativo para a dispersao de velocidade indica um efeito de

sub—vécuoﬂ, ou seja, uma supressao da incerteza da velocidade da particula em comparacao

7 A consideracdo da posicdo da condicio de fronteira como bem definida, no modelo em questdo, baseia-se

na suposicao de que a fronteira é classica. Isso significa que a fronteira é tratada como uma entidade
estatica e bem definida, cuja posigdo é fixa e nao esta sujeita a flutuagdes quanticas.

A obtenc¢do de um valor negativo para a dispersao de velocidade, como observado neste contexto, indica
a ocorréncia de um efeito de sub-vacuo. Esse efeito implica que as velocidades das particulas estao
abaixo das expectativas tedéricas para um vacuo, ou seja, apresentam velocidades menores do que as
previstas em um ambiente vazio. Essa observagao sugere a presencga de interagoes ou perturbagoes que
reduzem a velocidade média das particulas em relagdo aos valores teéricos.

8
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Figura 4 — Comportamento da dispersao na velocidade da particula em (1+1) dimensoes
em fun¢ao da razao 7/x.

com o vacuo de Minkowski. Durante o processo de renormalizagao, as divergéncias que
surgem na parte da funcao de Wightman na presenca da condigao de fronteira em x = 0,
sao anuladas pelas divergéncias correspondentes que aparecem na parte da funcao de
Wightman relativa a Minkowski. No entanto, a divergéncia remanescente em =z = 0 da
expressao renormalizada existe porque consideramos ¢(z = 0,t) = 0. Nesse caso,
estamos subtraindo uma quantidade finita de uma quantidade infinita, o que faz com que

a renormalizacao falhe nesse pont(ﬂ

Agora, vamos concentrar nosso calculo nos valores esperados relacionados a posicao
da particula. A dispersio da posicio serd dada por ((Ar)?) = (z?) — (z)%. Notando que
dx = v(t)dt, a partir da Eq.(4.24) podemos obter

q 0

(@) = (o) = L2 [Tan, [ autdte. ), (4.32)

que se torna (z) = (20), em decorréncia de (¢(x,t)) = 0. A expressio para (z2) pode ser
obtida direto da definicao de z(t).

Desta forma, a dispersao da posicao pode ser facilmente obtida e é escrita da

9 A renormalizacdo pode falhar em resolver completamente as divergéncias matematicas, resultando

em dificuldades na obtencao de resultados fisicos consistentes. Isso pode ocorrer devido a escolhas
inadequadas nas quantidades renormalizadas, a simetrias ndo consideradas em modelos idealizados.
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seguinte forma

(A = L < [axax / dtl/ dt2/ dt/ AWzt : 2’ t)] - (4.33)

Assim, substituindo a Eq. (4.22)) na equacao acima, obtemos que

((Az)?) = 47fm2{33:8x / dt1/ dtg/ dt/ dtln x—{—x) (t—t’)ﬂ}

Realizando as derivadas e aplicando o limite de coincidéncia 2’ = x, temos

(D)%) 47Tm2 / dtl/ dtQ/ dt/ at le? (t—t)2  4a? —1(2?2— t’)2] - (4.35)

Novamente utilizando a ajuda do Mathematica, as integrais acima podem ser executadas

y—

(4.34)

xT

de modo a fornecer a dispersao na posigao, ou seja, (SILVA| 2013])
2 2 2 2 g2 2 -2
Ay = — L [T _g)m (2] —oT . 4.36
{(Az)) 8rm? |\ 22 o 422 x? (4.36)

A Figura apresenta o comportamento da dispersao na posicao da particula

carregada. Para qualquer posicdo arbitraria x da particula que seja diferente de zero,
a dispersao na posicao ((Ax)?) é uma funcio regular do tempo 7. Especificamente, em
7 = 2x, a dispersdo na posi¢do é igual a —(¢?/mm?)a?, que é uma funcao regular da
posicao x. Em um trabalho recente onde foi analisado, dentre outras coisas, o movimento
tipo browniano considerando condic¢oes de fronteira em dois planos paralelos perfeitamente
refletores, esse comportamento regular também aparece para as componentes da dispersao
da posicao paralelas as placas (FERREIRA; GUEDES; MOTA, 2023). No entanto, para a

componente perpendicular o comportamento é irregular.

Durante a derivacao dos resultados acima, pressupomos que a particula mantém
sua posicao quase inalterada ao longo do tempo. Essa suposicao pode ser formulada como

|((Az)?)/x*] < 1, o que significa que a posigao = da particula pode ser considerada

2 2 4.2 2
LR Y et NP
2 42 2

Dessa forma, para 7 = 2x a Eq. (4.37)) nos fornece o resultado

constante, de modo que

q2

8mm?2

< 1. (4.37)

q2

5 < 1. (4.38)

Uma vez que a carga ¢ e a massa m sao constantes, essa desigualdade deve ser valida para

todos os valores de x e 7.

A desigualdade da Eq. (4.37)) limita a validade dos resultados, sendo que quanto

menor o valor de ¢/m, maior serd o intervalo de validade. Por exemplo, se ¢/m for igual a
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Figura 5 — Comportamento da dispersao na posigao da particula carregada em (1+1)
dimensdes em funcao da razao 7/x.

0.2, T terd um upper bound préximo de 12, enquanto que para ¢/m = 1, o upper bound
estard proximo de 5. Ou seja, quanto menor for a razao ¢/m maior serda o alcance de
validade dos valores obtidos para as dispersoes na velocidade e posicao da particula. A
analise do comportamento da dispersao na posicao mostrado na Figura @ pode ajudar a

entender essa conclusio.

No contexto do artigo estudado (LORENCI; JR; SILVA| 2014)), considerou-se
0 campo escalar como um campo quantico, enquanto a particula e a fronteira foram
consideradas em posic¢oes fixas. Além disso, o artigo também cita que uma descri¢ao
mais realista do sistema deveria levar em conta a natureza quantica de todos os seus
componentes. Para simular esse aspecto, seria necessario permitir que a posicao da particula
flutuasse em torno de x e que considerassemos a natureza quantica da posicao da particula
adicionando uma flutuagao estocastica em torno de sua posi¢ao, como forma de regularizar

as divergéncias presentes nas dispersoes.
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Figura 6 — Comportamento da dispersao na posigdo da particula carregada em (1+1)
dimensdes em funcao da razdo 7/x para diferentes valores de ¢/m.
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5 Movimento browniano quantico induzido
em (3+1) dimensoes com dois planos re-

fletores

Neste estudo, incentivado pelo caso em (141) dimensoes, investigaremos a situacao
que abrange a interacao entre uma particula browniana carregada e um campo escalar
sem massa no espago-tempo de Minkowski em (3+1) dimensdes. O campo escalar serd
submetido a uma condigdo de fronteira (contorno) de Dirichlet, imposta sobre dois planos

refletores situados sobre o eixo x, nas posi¢oes v =0 e x = a.

Semelhante ao caso unidimensional revisado no Capitulo 4, estaremos interessados
em estudar as dispersdes nos observaveis velocidade e posicao da particula. Através do
estudo dessas quantidades sera possivel analisar como a interacao entre a particula e as

flutuagoes quanticas do campo sao influénciadas por essa nova configuragao.

5.1 Equacao de Langevin

Iniciamos escrevendo a agao total S que representa o sistema, que para a configu-

racao em questao serda dada por
S = Spar + Sﬂd + Sint7 (51)

onde
Saa = / dt / AV {10"$0,0}, (5.2)

corresponde a acdo para o campo escalar sem massa e,
_ m ;.2
Spar - /dtfr ) (53)
representa a agao da particula brownian com massa m e velocidade ¥ = dr/dt. Por fim,

St = q / dt / AV (r —r')d, (5.4)

descreve a interagao entre a particula browniana e o campo nao massivo ¢. Na equacao
(5.4)), ¢ ¢ uma que equivale a carga da particula e §°(r — r’) ¢ a fungao delta de Dirac em

trés dimensoes.

A variacdo da acao (5.1) em relagdo ao campo escalar ¢, quando admitida ser um

minimo, nos fornece a equacao de movimento

O¢ = ¢6° (r —1'). (5.5)
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De forma similar, a avariacao da agao do sistema com respeito a posi¢ao r; nos

fornece as equagoes de movimento da particula, a saber,

06/(r, 1)

e (5.6)

mr; = q

onde r; = (14, 7y,7.) = (2,9, z). Essa equacdo é similar a 2% lei de Newton para um corpo

pontual de massa m com aceleragao 7; = dv;/dt devido a um potencial —g¢.

O campo escalar qg que satisfaz a equagao nao-homogénea 1) pode ser decomposto

em suas componentes homogénea QAﬁH e particular (ﬁp, isto é,
o(r,t) = du(r,t) + dp(r,1). (5.7)

Conforme admitido no Capitulo [ vamos assumir novamente a hipdtese de que a
particula escalar carregada interage com o campo escalar, mas que sua contribuicao para
a solugao da Eq. (4.9) é insignificante e pode ser negligenciada. Assim, a equagao ({5.5)

pode ser aproximada como
¢ = 0, (5.8)

que é uma equacao de Klein-Gordon homogénea cuja solucao correspondente é a parcela
¢u(r,t) em (5.7). Daqui por diante vamos omitir o subscrito a fim de simplificar a notagao.
Uma vez estabelecidas as equagoes de movimento para cada componente do sistema, vamos

prosseguir com a quantizagao do sistema.

5.1.1 Quantizacao do campo escalar e funcao de Wightman

Considere o campo escalar ¢(r, t) sem massa em (3+1) dimensdes no espaco-tempo
de Minkowski, que deve satisfazer a equacao de Klein-Gordon homogénea ([5.8)), ou seja,

obedecendo a equagdo de movimento
~ 0? o? 0? 0%\ -
(e, 1) = ( I ) Sr.) =0, (59)

No inicio do capitulo estabelecemos como objetivo o interesse particular em conside-
rar o campo na presencga de dois planos refletores paralelos. A condigdo de Dirichlet exige
que a solucao do campo seja nula nas posicoes especificadas, que na ocasiao correspondem
as posigoes dos planos situados em z = 0 e x = a. Portanto, as solugoes obtidas para a

equagao (5.9) devem necessariamente obedecer ambas as condig¢bes de contorno

A~

o(r =0,y,2,t) =0 (5.10)

A

o(xr =a,y,z,t) =0. (5.11)
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Utilizando a Eq. (3.18)) para expandir o campo em termos dos modos normais,

temos que as fungoes ¢g(r,t), agora, devem ser solugoes da Eq. ([5.9)), isto é,

» & P P
(5%2 - - 822> blr, 1) = 0. (5.12)

Aplicando a condigao de fronteira de Dirichlet, dada pelas Egs. (5.10) e (5.11)),

encontramos que a solu¢ao normalizada é dada por

sin(k,x) e wnitikyytikez (5.13)

1
Pr(r,1) = oo

onde k = (n, ky, k.) constitue o conjunto de nimeros quanticos, com as auto-frequéncias
dadas por w? = k2 + k; +k2ek, =" (n=1,23,..), —00 < ky, k. < 400. Ressalta-se
que a normalizacao da Eq. ((5.13)) foi realizada através da condicao ((3.14)).

Utilizando a defini¢ao da fungao de Wightman (3.25)) para as solugdes ((5.13), temos

que
o +o00 400

S =S Tk [ ak

kK =177 —o0
Portanto,

67iwnAt
Wi(w,w') = P Z/ dk e’kyAy/ dk.e™***sin(k,z)sin(k,z') ——, (5.14)
7 Wn

onde definimos At = (t —t'), Ay = (y — ¢') e Az = (2 — 2’). Vale ressaltar que a notagao

w = (r,t) é introduzida para especificar as coordenadas no espago-tempo.

Neste ponto, realizaremos uma mudanca de coordenadas com o objetivo de simpli-
ficar a resolugdo das integrais presentes na equagao . Vamos tratar as coordenadas
de momentum k, e k, como coordenadas em um espago abstrato do tipo polar em que
dkydk, = kdkdf, com k* = k; + k2 0<k<oo0el <0 <27 Com essa mudanga,
obteremos a funcao de Wightman em coordenadas tipo polares, dada por

—twn At

Z/ kdk/ dfe’*AreosVsin (k,x)sin(k,z') , (5.15)

Wn

W(w,w') =
( ) 47T a
onde definimos convenientemente Ar = y/Ay? + Az2. Ao resolvermos a integral em relacao

a 0, obtemos

—twn At

W(w,w') = 27?@2/ kdk Jo(kAr)sin(k,x)sin(k,z") : (5.16)

Wn

onde Jy(kAr) corresponde a fungao de Bessel de ordem zero, de primeira espécie.

Podemos utilizar a formula de Abel-Plana para resolver a soma em relacao ao

indice discreto n presente na Eq. (5.16]). Essa férmula é dada por (SAHARIAN| 2007)

iF(n)Z;F(OH/OOOdfF / dg e%g ()’lf)], (5.17)
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onde F(n) é a fungdo que depende da soma. Essa férmula nos permite relacionar uma
soma infinita com uma integral, o que pode tornar a solug¢ao mais facil de ser calculada.

Dessa forma, identificando

e—iwnAt

F(n) = sin(k,z)sin(k,z") ,

Wn

podemos reescrever a fungao de Wightman ({5.16]) como

W(w,0') = 271m [ kakdo(kxr) {/ désin ( ) i (
+og /0 > dgsm(zfm)sm (%) [6‘“"“5& e “At] } (5.18)

T ) —iwe At

(€2 — 1) Wig
onde usamos o fato de que F(0) = 0 e temos definido wi;e = 4/k? + (%)2, observando
que
+i)y/(5)2 — k2, para £ > ke
e — (F0)y/(55)? para § > (5.19)
k2 — ()2, para § < £,

Para fins de particidade e simplificacio matematica podemos dividir a Eq. ((5.18))

em duas partes, W7 e W, e realizar a mudanca de variavel s = %r Assim, encontramos

que
W(w,w") = Wi (w,w") + Wa(w,w') (5.20)
com
kJa(kAr)e— AtV s?+k?
Wi(w,w') = 52 / dssin(sz)sin(sz’ / dk Jol \/% ds, (5.21)
e

sin(isx)sin(isz’) cosh(Aty/s? — k?)

1) T (5.22)

1 00 00
Wa(w,uf) = = /0 kdk Jo(kAr) /k ds

As integrais em W7 e W5 podem ser facilmente encontradas nas referéncias Prud-
nikov et al. (1986) (PRUDNIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV] 1986) e Gradshteyn e
Ryzhik (2007) (GRADSHTEYN; RYZHIK] 2007), ou resolvidas (quando devidamente
organizadas) com o uso do software Mathematica. Assim, para Wi, apds a solucao da
integral em k, temos

Wi (w,w') = , (5.23)

1 o0
57 / sin(isx)sin(isz’)ds
72 Jo

que definindo a? = (Ar)? — (At)? fornece

N1 1 1
Wilw.v) = g {W +(A0?] [+ A } (5:24)
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com Az = (z —2') e Az = (z + 2).

A solugao das integrais em Ws(w,w’) pode ser vista de uma maneira mais simples
através de uma mudanca de regido. Em termos estruturais, na Eq. temos que
[ f(k,s)dA, onde f(k,s) representa todo o integrando de e dA = dkds, com a
regiao de integracao definida D = {f(k,s),0 < k < 00,k < s < 0o}. De forma equivalente
essa integracio pode ser vista como, [[5 f(k,s)dA com D = {f(k,s),0 < k < 5,0 <

s < o0}. Na Figura mostramos uma ilustracao desse processo. Dessa forma, podemos

Figura 7 — Alteragao da ordem de integragao da regiao de dominio D para a regiao de
dominio D.

expressar Wo(w,w') como

s kJo(kAr)cosh (Aty/s? = &?)

, 1 foo sin(isx)sin(isz’) /
= — dk. (5.2
Wa(w, w') = ), (2 — 1) 5 A 7 (5.25)
Resolvendo a integral em k, obtemos
1 roo sin(s in(isy') sin(sy/(Ar)2 — (At)?
Walw,w!) = = sm(zs;;ism(zs:c) ( \/( )2 — (At) )ds (5.26)
mJo (e 1) (Ar)? — (At)?
1 /00 [cosh(sAx) — cosh(sﬂ)]sin(as)ds
-~ 212a Jo (€250 —1)

Finalmente, resolvendo a integral em s, obtemos

. ] 1 B 1 1 sinh(7%)
W) = o [a2+<Ax>2]}+8ma{[cosh<7;“>—cos<”§$>]
sinh(Z%)
A 5.27
)]} (5.27)

[cosh(Z%) — cos(TE%

onde as quantidades o, Az e Az j foram definidas anteriormente.

E interessante notar que o primeiro termo da Eq. 1) corresponde a —W;(w,w'),
de forma que W (w,w’), em virtude da defini¢ao (5.20)), sera dado por
1 sinh (™= sinh (™=

W(w,w') = { mh(%) (%) } (5.28)

8mac | [cosh(7¥) — cos(*7F)] [cosh(™%) — cos(Ta2)]
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Para simplificar a Eq. (5.28), podemos utilizar a identidade

sinh (7<) 200 & 1

[cosh(Z%) — cos(™52)] oo 2 [(Ax — 2an)? + o?]

a n=—00

(5.29)

Dessa forma, a fungao de Wightman em (3+1) dimensoes em coordenadas cartesianas sera

dada por

N L& L
W(w,w') = A2 2. {[(Aw —2an)? + (Ay)? + (Az)? — (At)?]

n=—oo

_ 1 } (5.30)
[(Az — 2an)? + (Ay)2 + (A2)2 — (At)?2] | .

A partir do resultado anterior observa-se que a contribuicdo de Minkowski é
proveniente do termo n = 0 no primeiro membro da equacao , uma vez que €
divergente quando tomamos o limite de coincidéncia. Por outro lado, o termo n = 0 do
segundo membro dessa mesma equacao é finito quando o limite de coincidéncia w’ — w é
realizado. Nesse sentido, para evitar a divergéncia, é necessario realizar uma renormalizacao,
removendo o termo que diverge. Assim, a funcdo de Wightman renormalizada pode ser

escrita da seguinte forma

N R !
Wa(w,w) = 47r2{ 2 [(Az —2an)? + (Ay)? + (Az)? — (At)?]

n=—oo

3 1
- Z [(TJZ - 2&%)2 + (Ay)z + (AZ)Q o (At)2] }7 (531)

n=—oo

onde a linha no primeiro somatério significa que o termo n = 0 foi excluido do intervalo.

5.2 Solucao da equacao de Langevin

Considere uma particula de carga ¢ e massa m interagindo com um campo escalar
Qg(w) em um regime nao relativistico, cuja posicao nao varia significativamente no tempo.
Conforme obtido na Secao 5.1, a equagao de movimento da particula é dada pela relagao
. A partir dessa expressdo, observa-se que (v;) = 0, pois <¢3> = 0. Assim, semelhante ao
que ja vimos anteriormente, o valor médio da posi¢ao ao quadrado sera igual a dispersao.
Portanto, utilizando a Eq. a dispersao de velocidades da particula pode ser escrita

como

(Avy)?) = 2 [ ai;ﬂ /0 /OTWR(w,w’)dtdt’l , (5.32)

m? /_

r=r
em que Wg(w,w’) é a fungdo de Wightman renormalizada. Nessa expressao estamos
assumindo que a dependéncia temporal das coordenadas r; é despresivel, ou seja, que r; é

aproximadamente constante.
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Substituindo a Eq. (5.31) na Eq. (5.32)), temos

N q2 1 /
(Aw)) = Am?m? 073 or} { Z / / (Az —2an)? + (Ay)? + (Az)? — (At)?] dhdt

1

-y [ / (Br — 2an)? (AyP—%@&@2—(Aﬂﬂduﬁ}ﬂ:; (5.33)

n=—0oo

Podemos reescrever ((Awv;)?) usando a seguinte identidade

/ / \dtdt’ _2/ T — &) f(€)d. (5.34)

Portanto, segue que

¢ 90
2m2m?2 Or; Or}

((Av;)?) =

Z/(T—g) 625—2/7— 525] )

n=—oo n=—oo
T =T

(5 35)
com 7° = (Az — 2an)* + (Ay)* + (Az2)* e p* = (Azx — 2an)* + (Ay)® + (Az)*. Realizando
+ "In ‘ n+r
n—r

as integrais, obtemos
U] ]

2
ey o ¢ 90
((Avy)%) = 4772m287”i87”-{2
H | (5.36)

— Z lln
Agora vamos analizar cada dire¢cao particular. Tomando i = z, derivando a Eq.

72— 2

112

ptT
w—T

k=—o0

(5.36)) com respeito a x e aplicando o limite de coincidéncia, encontramos que a dispersao

da velocidade para a componente x é dada por

(D)) = —(Q);Q{ i[ 2 m(z(xa_n)m)?

™mn ola?(z, —n)? 2(xy —m) — 71,

n 47’3 ]
a*(zq — n)*(4(za — n)* — 77)

> T, 2n + 7, \ 2 472
2 | a 5.37
+ Lﬁn:” . <2n — Ta> + a’n?(4n? — 7'3)] }’ ( )

n=1

onde definimos as quantidades adimensionais 7, = 7/a e z, = x/a. Além disso, uma vez
que 0 < x < a, dividindo ambos os lados por dessa desigualdade por a,percebemos que
0<x, <1.

Fazendo o mesmo calculo para a componente 7 = y, obtemos que a dispersao de

velocidades em y é expressa por

oy = () ol & [emmpn (657

n=—oo

<[ 7, 2N + 7, \ 2
- 2) L%ﬁm(%%—%)]}' (5.38)

n=1
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Um célculo similar nos mostra que a equacao para a dispersao de velocidades na direcao z

é exatamente a mesma, isto é, ((Av,)?) = ((Av,)?).

Considerando os resultados acima, Eqs. e , podemos ver que as compo-
nentes da velocidade podem ser divididas em duas partes: uma que é paralela a fronteira,
representada por v,, e outra que é perpendicular a fronteira, representada por v, e v,.
Nas Figuras e @D mostramos como as dispersdes nas componentes = e y (ou z) da
velocidade da particula, respectivamente, evoluem em fun¢do do tempo 7,, admitindo

diferentes valores para o parametro z,.

1.00
0.75 A
| 0.50 A

SY
~
s 0.251
)<
T~

\
—0.75 A A
\
\
\
_1-00 T T T ‘ T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Ta

Figura 8 — Comportamento da dispersao na velocidade para a componente x da particula
em funcao do pardmetro 7, para diferentes valores de z,.

Ao examinar as expressoes e , é evidente a presenca de divergéncias nos
pontos z = 0 e x, = 1, que correspondem as posi¢oes dos planos. Essas divergéncias sao
resultado da imposicao da condi¢ao de contorno de Dirichlet, que faz com que o campo se
anule nessas posigoes especificas. De acordo com o argumento apresentado por De Lorenci
et al. (2014) (LORENCI; JR; SILVA| 2014)), essas divergéncias sdo uma consequéncia
direta dessa condicao de contorno e, como resultado, a renormalizacao aplicada as nossas

expressoes nao ¢ bem-sucedida em eliminar essas divergéncias.

Para posicoes entre os planos, isto é, z, # 0 e z, # 1, também existem divergéncias
e elas estao relacionadas ao tempo que um sinal de luz leva para viajar de um dos planos até
um ponto z,. Matematicamente, podemos expressar isso como 7, = 2|z, — n|. A presenga
do ntimero inteiro n significa que cada modo do campo contribui com uma divergéncia.

Essas divergéncias podem ser vistas nos graficos e @D
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Figura 9 — Comportamento da dispersao na velocidade para a componente y da particula
em funcao do pardmetro 7, para diferentes valores de z,. A componente z
possul o mesmo comportamento.

Observando que v; = dr;/dt, integrando a equacao (5.6) duas vezes com respeito
ao tempo, podemos encontrar uma equacao para a posicao da particula. Entao, a partir
dessa equacao, adimitindo que a sua posicao inicial é nula, a equacao para a dispersao nas

coorenadas de posicao da particula serda dada por

(anyy = € [anar / dtl/ dt2/ dt/ dtWwa)] n (5.39)

Semelhante os calculos da dispersao de velocidades, na sequéncia, vamos estudar cada

componente da dispersao na posicao separadamente.

A dispersao da posigao em z pode ser obtida substituindo a Eq. (5.31)) na Eq. (5.39)
e em seguida derivando em relacdo a x e x’. Dessa forma, no limite de coincidéncia, temos

que

(Ax)*) = 47T2m2/ dtl/ dtg/ dt/ dt{n:[(ll(an)? _4(t_t,)2)2 (5.40)
64(an)? 2
(4(an)2 — (t t/)?)?’] i n:Z_oo [((% ~2an) — (t— 1))

B 8(2x — 2an)? ] } (5.41)
(22 — 2an)? — (t — )27 | |
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Apés efetuar as integrais, a expressao resultante para a dispersao na posi¢ao x sera

2 00 2 3 2 2 2\ 2
2y _ q Ta T, 2n + 7, T2 —4n
((Ba)) = W{Z[rﬂ_zn?’m( ) +2mn <4nH (5.42)

=1 2n — 1,

S {2(%75 . 7 )3ln<2(xa—n)+7a>2

n=—00 4(:Ca —-n 2(513'(1 - n) — Ta

e (Ete )

onde usamos as defini¢oes dos parametros 7, e x,.

Da mesma forma, tomando i = y na Eq. (5.39)), encontramos que

(Ay)?) — 4:2;2 [ [Caes | "t / - dt’lg Tt _4(t_t/)2)2 (5.43)
s 2

B ”:Z—OO ((2x — 2an)? — (t — t/)2)21'

Resolvendo as integrais, obtemos que a expressao para a dispersao em y é dada por

72 73 on +7,\2 72 — 4n?\?
= a1 e 2In [ &—— 5.44
n? +4n3 n<2n—7'a) e 4n? ( )

@ = sl S

n=1

- i [2<%T§n)2+ 3 )31n<2(xa—n)+7'a>2

e 8(zq, —m 2(x,—n) — T,
72— 4(x4 — m)? 2
1 a
" ( izo—np ) |f
a qual também corresponde a dispersdo na coordenada z, isto é ((Ay)?) = ((Az)?).

Novamente, temos utilizado a defini¢do dos parAmetros adimensionais 7, e ,. E importante
notar que, tanto para a dispersao da posi¢ao quanto para a dispersao da velocidade, a
componente que representa a incerteza na direcao y ¢é igual a componente que representa
a incerteza na direcao z. Essa relagao entre as componentes indica que a particula esta se
movendo de forma isotrépica em relacao aos eixos y e z. O comportamento das Eqgs.
e podem ser observados, respectivamente, nas Figuras e . Além disso, as
divergéncias nessas equagoes sao similares as que encontramos no estudo da dispersao de

velocidades.

Como ja discutido, a suposicao de que uma particula mantém sua posicao quase
constante ao longo do tempo pode ser formulada matematicamente pela expressao

‘«Agjﬁ < 1. (5.45)

Essa expressao compara o desvio quadratico médio da posicao da particula, repre-

sentado por ((Ar;)?), com a posi¢do da particula ao quadrado, representada por x?. Se
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Figura 10 — Comportamento da componente z da dispersao na posi¢do da particula carre-
gada em (3+1) dimensoes em funcao de 7, para diferentes valores de z,
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Figura 11 — Comportamento da componente y da dispersao na posicao da particula carre-
gada em (3+1) dimensdes em funcao de 7, para diferentes valores de z,. A
componente z possui 0 mesmo comportamento.

a Eq. (5.45)) for muito menor que 1, significa que o desvio quadratico médio da posi¢ao

da particula é muito pequeno em relagao a posicao da particula ao quadrado. Isso, por
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sua vez, significa que a particula estd mantendo sua posi¢ao quase constante ao longo do

tempo, conforme suposto.

Visto que as dispersoes das posicoes dependem do tempo, consequentemente, a
dispersao relativa também serd uma funcao do tempo. Devido a essa dependéncia
existe a posibilidade de obtermos um valor maior que 1, violando a nossa consideracao de
a posi¢ao varia muito pouco com o tempo. Entao, diante disso, uma forma de verificarmos
qual o valor de tempo maximo para o qual nossos resultados sao validos é observar o
comportamento grafico da equacao e verificar a interse¢cdo da sua curva com a reta
definida pelo valor limite 1. Por exemplo, na Figura , mostramos a condigao
para a direcao y, assumindo diferentes valores de x, e do parametro de carga adimensional

definido por ¢ = ¢/ma.

0.2 - 02
—_ 2, =02 —_ 1z, =02
——— z,=0.3 ——— z,=03
e =04

((ag)*)/z*
((ag)?)/a>

T T T T T T T
12.5 15.0 17.5 20.0 125 150 175 200

Figura 12 — Gréaficos da condicao ([5.45)) para a direcao ¢ = y, considerando valores arbi-
trarios de x, e dois valores da grandeza adimensional ¢ = ¢/ma.

Observando Fig. , percebemos que o parametro ¢ modifica a escala dos valores
da dispersao relativa |((Ay)?)| /o2. Além disso, notamos que o valor do tempo 7, também
varia para diferentes valores de x,. No caso da Fig. ) observamos que os valores
superiores de tempo que a condic¢ao pode atingir variam, aproximadamente, entre
5 e 18,2. Por outro lado, o caso mostrado na Fig. ) indica que os valores de tempo
superiores para a condigao sao maiores praticamente por uma ordem de grandeza,
isto é, variam entre 50 e 182. Logo, a conclusao é que quanto maior o valor de ¢ a condigao
serd satisfeita com mais eficacia. Essa é uma conclusao que esta de acordo com a
analise feita por De Lorenci et al. (2014) (LORENCI; JR; SILVA| 2014).

A partir das equagoes que descrevem a dispersao na posi¢ao e na velocidade de uma
particula carregada, sujeita as flutuacoes do campo escalar no vacuo, é possivel concluir
que o movimento dessa particula nao é igual em todas as diregoes. As diregoes = e y tém
comportamentos diferentes. Além disso, tanto a incerteza na velocidade quanto na posicao

podem ser negativas, um fato que pode ser observado nos graficos das Figuras , @D,
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e . Uma explicagao para esse fato é que ele ocorre devido ao processo de renormalizacao.
Ao usarmos a fungao de Wightman renormalizada em nosso estudo, estamos removendo a
contribuicao do vacuo de Minkowski, que é infinita no limite de coincidéncia. Isso significa
que a incerteza na posi¢ao e na velocidade na auséncia da fronteira é maior do que na
presenca dela. Além disso, podemos concluir que o movimento de uma particula carregada
sujeita as flutuacoes do campo escalar no vacuo nao é isotropico, e que a renormalizacao é
um processo importante para entendermos os efeitos dessas flutuagoes na posicio e na

velocidade da particula.
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6 Consideracoes finais

Conforme observado anteriormente, as flutuagoes quanticas no vacuo do campo
quantico causam um movimento semelhante ao movimento browniano classico em particulas
carregadas. No entanto, o vaicuo de Minkowski geralmente produz observaveis que divergem,
o que dificulta a identificacao dos efeitos das flutuacdes quanticas em particulas no espago
vazio. Porém, ao introduzirmos modificagoes sutis no vacuo de Minkowski, podemos
estudar as implicacoes dessas flutuagoes no movimento da particula. Um exemplo simples
de modificacao é adicionar uma fronteira em que o campo é forcado a anular-se em um
ponto especifico. Essa alteracao ja nos proporciona resultados extremamente interessantes

em relacao ao movimento de uma particula sujeita ao movimento browniano.

As divergéncias mencionadas nas dispersoes surgem devido & idealizagdo do nosso
sistema. Foram identificados resultados divergentes nas dispersoes de velocidade, relacio-
nados as divergéncias comuns nos planos em x = 0 e z = a. Essas divergéncias surgem do
tempo que um sinal de luz leva para percorrer um trajeto de ida e volta de um dos planos
até um ponto x, assim como o tempo que leva para percorrer toda a dire¢ao restringida.
Especificamente, observamos uma divergéncia independente da posi¢do no caso dos planos
paralelos, associada a um aumento no nimero de trajetos de ida e volta que um sinal de
luz faz entre os planos. Além disso, foi constatado que dispersoes de velocidade negativas
também sao possiveis. Com base em discussoes encontradas na literatura, isso pode ser
entendido como uma reducgao na dispersao da velocidade da particula devido a presenca
dos planos e ao mecanismo de restricdo. Ao considerarmos uma fronteira com posi¢ao
fixa, estamos simplificando o sistema para facilitar a analise. No entanto, é importante
ressaltar que essa idealizacao nao reflete completamente a complexidade do mundo real,
onde as fronteiras podem ter posi¢oes variaveis. Portanto, é importante considerar que

essas divergéncias surgem devido as simplificacdes adotadas em nosso modelo idealizado.

No momento, estao em curso estudos que exploram diversas abordagens para
resolver as divergéncias, demandando um profundo dominio mateméatico e habilidades
avancadas de programacao. Mesmo em um modelo idealizado, como o exemplo que foi
analisado aqui, os calculos e a representacao grafica ja apresentam uma consideravel
complexidade. Portanto, em futuras pesquisas que visem diferentes configuracoes, como a
inclusao de um campo massivo, sera necessario um conhecimento solido em matematica
e fisica tedrica. Tais modelos nao apenas ampliam nosso entendimento da fisica tedrica
especifica do fendmeno em estudo, mas também nos fornecem métodos matematicos

eficientes para lidar com cédlculos mais complexos.
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