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com varias particularidades proprias e universais. E neste contexto que este tra-
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numeéricas e nos comportamentos que tal sistema apresenta é que analisaremos o
comportamento cadtico das Redes Booleanas Autdénomas, onde a dindmica futura
da rede seré determinada pelo histérico dos eventos de comutacgao, das interagoes
anteriores e dos atrasos ao longo dos links, bem como, o estudo do comportamento
nao ideal das portas logicas, a rejeicao dos pulsos curtos e a anélise do efeito de
memoria denominada de “degradacao” apresentam um papel fundamental na com-
preensao da dindmica e do caos apresentado pela rede em comento. Portanto, o
conhecimento dos fatores que podem gerar o comportamento cadtico em Redes Bo-
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Redes Booleanas Auténomas.
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Capitulo 1

Introducao

A natureza, repleta de diversidade e nao-linearidade de comportamento, vem
sendo a fonte mais importante para o desenvolvimento cientifico.

A nao linearidade é uma concep¢ao matematica em que as leis que regem a evo-
lugao temporal de suas variaveis de estado dependem dos valores dessas varaveis de
uma maneira que diverge da proporcionalidade, contrapondo-se aos sistemas linea-
res, que de alguma forma, podem ser descrito por uma proporgao. Melhor dizendo,
se a resposta de um sistema a uma perturbacao é linear, entao a resposta aumentara
com o aumento da perturbagao e diminuird com a diminuicao da perturbacao. Se
um comportamento ao longo do tempo é linearmente dependente de suas condigoes
iniciais, entao pequenas mudancas nas condigoes iniciais resultarao em pequenas
mudancas no comportamento do sistema ao longo do tempo. Em sistemas nao line-
ares, essas propriedades nao sao validas. Pequenas mudancgas podem surtir efeitos

incongruentes.

Nesse sentido, um sistema linear é precisamente igual & soma de
suas partes. Mas muitas coisas na natureza nao agem dessa ma-
neira. Sempre que partes de um sistema interferem, cooperam ou
competem, ocorrem interagoes nao lineares. A maior parte da vida
cotidiana é nao linear, e o principio da superposicao falha espetacu-
larmente. Se vocé ouvir duas das suas musicas favoritas ao mesmo
tempo, nao terd o dobro do prazer! No reino da fisica, a nao lineari-

dade é vital para a operacao de um laser, a formacgao de turbuléncia

em um fluido. (STROGATZ, 2014, p.9, tradugao nossa).

E nesse cenario de diversidade e incerteza que o matematico Edward Lorenz
trabalhava tentando fundamentar matematicamente os fenomenos meteorolégicos
através dos sistemas de Equagoes Diferenciais. Com a ajuda de um computador,
Lorenz simplificou o modelo de convecgao térmica dos fluidos de Rayleigh-Bernard,

reduzindo a um sistema de trés equagoes diferencias e observou que pequenas modi-



ficacoes nas condicoes iniciais podem causar grandes diferencas tornando o sistema
praticamente imprevisivel na evolugao temporal. Nesse contexto temos um sistema

deterministico cujos resultados podem ser imprevisiveis.

t=o(y —x), (1.1)
y=rr—y—xz, (1.2)
z=uxy — bz. (1.3)

As equagéeﬂ (11.1)), (1.2) e (L.3)), propostas por Lorenz, formam um sistema que

representa a simplificacao do modelo de conveccao de fluidos de Rayleigh-Bernard.
Em geral, a nao linearidade e sua dinamica sensivel as condic¢oes iniciais po-
dem ser vistas em diversas areas do conhecimento como, por exemplo, nas ciéncias
naturais e sociais.
Os exemplos incluem ciéncias fisicas (por exemplo, atmosfera ter-
restre, laser, circuito eletrénico, supercondutividade, turbuléncia de
fluido etc.), quimica (reagdo de Belousov-Zhabotinsky, modelo de
Brusselator etc.), biologia (sistemas neurais e cardiacos, processos
bioquimicos), ecologia e ciéncias sociais (disseminagao de enfraque-
cimento, disseminagao de doengas, flutuagoes de precos de mercados
e bolsas de valores etc.). (| LAYEK] [2015, p.1, traduc@o nossa).

Este trabalho, tem como finalidade empregar conceitos e ferramentas da analise
de sistemas nao lineares com intuito de caracterizar alguns dos seus varios padroes
dindmicos, em particular o caos. Estudaremos questoes relacionadas a sistemas
cadticos como autonomia, linearidade, nogoes de estabilidade e as caracteristicas da
dinamica cadtica como o proprio caos, atrator e as particularidades do Expoente de
Lyapunov e aplicaremos na Rede Booleana assim como |[DE 5. CAVALCANTE et al.
(2010) empregou na investigagao da origem do caos em Rede Booleana Auténoma,
cujos resultados sao verificados pelos mapas iterados gerados pela dinamica da rede.

Organizamos esta dissertacao da seguinte forma:

No Capitulo 1, fornecemos uma breve introdugao aos conceitos relacionados a
linearidade e nao linearidade dos sistemas, apresentando a importancia desses siste-
mas nas ciéncias naturais e sociais, na natureza e no desenvolvimento dos sistemas
dinamicos.

No capitulo 2, fornecemos algumas defini¢oes e teoremas que julgamos relevantes

na teoria dos sistemas dindmicos em tempo continuo. Definindo o que venha a ser

177ees R dz dy dz o o
Utilizaremos a notacao &, ¢ e z para representar T dr e s no intuito de simplificar a
notacao utilizada.



um sistema dinamico, apresentando algumas caracteristicas dos sistemas auténomos
e nao autonomos, plano de fase, sistemas conservativos e dissipativos, noc¢oes de
estabilidade e exibimos os conceitos que caracterizam a dinamica cadtica, de modo
semelhante, definimos o que venha ser um atrator e um atrator estranho. Em
seguida apresentamos o sistema de Lorenz e seu comportamento no espaco de fase,
nas séries temporais, concluindo o capitulo com a teoria que orienta a obtencao do(s)
expoente(s) de Lyapunov.

No Capitulo 3, introduziremos a metodologia necessaria para o entendimento
do capitulo posterior, que confluem as caracteristicas e propriedades dos sistemas
dinAmicos em tempo discreto, tais como, secao de Poincaré, definicao de ponto
fixo em mapa unidimensional e Teorema da Estabilidade. Assim como, exibiremos
uma breve introdugao sobre o Mapa Logistico, diagrama de bifurcacao e o Mapa de
Lorenz, do mesmo modo que apresentaremos o comportamento das portas logicas e
circuitos logicos.

No Capitulo 4, exibiremos resultados, discussoes e as caracteristicas que definem
as redes booleanas de autonomas, apresentaremos a rede booleana proposta por
KAUFFMAN (1969)), em seu artigo, Estabilidade metabolica e epigénese em cons-
trucao aleatoria redes genéticas (“Metabolic stability and epigenesis in randomly
constructed genetic nets’), assim como, as equagoes de atraso proposta por |GHIL
e MULLHAUPT (1985) e sobre a visao qualitativa, através da analise e simulagoes
numéricas das redes booleanas autonomas propostas por DE S. CAVALCANTE
et al.| (2010) em seu artigo, Sobre a origem do caos nas redes booleanas auténomas
(“On the origin of chaos in autonomous Boolean networks’), exibiremos o possivel
comportamento cadtico em uma rede booleana autéonoma, composta por uma tnica
porta logica (Buffer) com um tnico link de feedback e através da tentativa e erro,
empenho-se esfor¢os na busca da sincronizagao da rede booleana.

E por fim, o capitulo 5 exibe as conclusoes e consideragoes finais.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

2.1 Sistemas em tempo continuo

De acordo com MONTEIRO) (2002 p.39), um sistema apresenta-se como, “um
conjunto de objetos agrupados por alguma interagao ou interdependéncia, de modo
que existam relagoes de causa e efeito nos fendmenos que ocorrem com os elementos
desse conjunto” e dizemos que um “sistema ¢é dito dinamico quando algumas gran-
dezas que caracterizam seus objetos constituintes variam no tempo”, ou seja, um
sistema dinadmico com varidveis continuas pode ser entendido como uma relagao ma-
tematica deterministica, que ird descrever o comportamento ou evolucao temporal
do sistema com base no seu estado anterior.

Nesta se¢ao, discutiremos sobre sistemas descritos por Equagoes Diferenciais
Ordinarias - EDO’s de primeira ordem, cuja variavel independente é o tempo e sem
ingeréncia de efeitos aleatérios, implicando em sistemas deterministas, que podera

ser expressa da seguinte forma:

.7;'1:]01(1'1, Tyt xn)7
Ty = f2(9517 Lo,y iﬂn), (2-1)
in:fn<x17 Loyt mn)

onde,t e R, xeR"ef :R" xR — R".
O sistema (2.1]) pode ser escrito genericamente da seguinte forma:

x = f(x), com x € R" (2.2)

em que;



x1(t) filzy, @o,--- ) xy)
. xzz(t) e fx) fo(w1, 96’2, ) Tn) (2.3)

xn(t) fn($17 Lo, xn)

As n-equagoes diferenciais contidas em ([2.1]), constituem a representagao da di-

namica dos fluxos no tempo e no espago, em que:

e t é a variavel independente, tempo;

o x = (i, iy, @3, , @,)! caracteriza o campo de velocidade desse sistema, ou
seja, representa a evolugao temporal definidas pelas velocidades instantaneas[]

t;com (i=1, 2, 3, -+, n);

o X = (7, Ty, x3,--+, m,)] caracteriza a variaveis de estado ou variaveis de

posicao, desse sistema.

ou seja, um sistema dindmico pode ser entendido como um movimento de evolugao
de estado num determinado tempo, em outras palavras, o estado do sistema é cons-
tantemente transformado por uma funcao que leva o sistema ao proximo instante.
A forma como f é definida implica na linearidade ou na nao-linearidade do sis-
tema dinamico. Portanto, uma caracteristica indispensavel no estudo dos sistemas
dindmicos se da pelo fato do sistema ser linear ou nao-linear. A definicdo a se-
guir traz, sucintamente, as duas propriedades em que o sistema dinamico deve se

enquadrar para ser considerado linear.

Definicao 1. (Sistema Linear)

Um sistema € linear se as sequintes condigoes forem satisfeitas:

L f(z+y) = fx)+ fly),z,y €R",
II. f(ax) =af(z),a € R ez, € R

As condigoes [ e II da definicao de sistema linear podem ser sintetizadas em

uma Unica, que atende pelo nome de principio da superposicao:
flarr + agy) = a1 f(2) + a2 f(y), 1,00 ER e 2,y € R”

Definicao 2. Um sistema é chamado nao-linear, quando nao for linear.

Faz-se importante destacar que os sistemas de equagoes diferenciais nao-lineares,
em geral, nao apresentam solugoes analiticas. Uma das alternativas para entender-
mos a dindmica do sistema no tempo é a utilizacao dos métodos qualitativos e

numeéricos.

= <. x
1Por oportuno, destacamos a utilizacdo da notacdo & para representar T



Sistemas auténomo e nao autonomo

Os sistemas dinamicos podem ser classificados de diversas formas, mas destaque-
mos os sistemas que nao dependem explicitamente do tempo, pois essa categoria de
sistemas din&micos sao classificados como auténomos, ji os sistemas dinadmicos em

que existe a dependéncia explicita do tempo sao classificados como nao auténomos.

Definicao 3. Um sistema autéonomo € um sistema composto por equagoes diferen-

ciais ordindrias da forma:

x = f(x(t)), com x € R", (2.4)
em que X assume valores no espaco de n dimensoes et € o tempo.

Diferentemente, os sistemas nao autéonomos apresentam equacoes diferenciais da
seguinte forma:
x = g(x(t),t), com x € R", (2.5)

em que a lei que rege a evolugao do sistema nao depende apenas do estado atual
do sistema, mas também depende do parametro ¢, que representa um sistema nao
auténomo.

Entretanto, qualquer sistema nao auténomo podera ser escrito numa forma auto-
noma, para isso, escrevemos , na forma de n equagoes diferenciais de primeira

ordem e incluimos o elemento x,,.1 = ¢, dessa forma teremos:

jjl :gl(xh Loy, Tp, anrl)a
To 292(561, T2,y Tn, $n+1), (2-6)
j;‘n:g’rL(IlJ T, Tnp, xn—l—l);

i‘n+1 - ]_

Observemos que o espago de fases do sistema ([2.5), possui n dimensdes, ja o
espago de fases reescrito (2.6) possui n + 1 dimensdes, chamado espago de fases

estendido.

2.1.1 Plano de Fase.

Como ja sabemos um sistema pode ser classificado como linear, com solucoes
analiticas, ou nao-linear, em que as solugoes analiticas nao existem ou sao dificeis
de obter, dessa forma, em vez de analisar as propriedades quantitativas de um

sistema, analisaremos as propriedades qualitativas do sistema. A analise qualitativa



de um sistema bidimensional é conhecida como analise do plano de fase. Os sistemas
bidimensionais apresentam uma dindmica importante para nosso estudo.

Para entendermos melhor o estudo do plano de fase, tomemos como exemplo
geral STROGATZ (2014), um sistema auténomo de duas equagoes diferenciais de

primeira ordem no plano xy representada por:

T = fl(l'l; 132),

Tg = f2($1, 332)7

em que x = (1, x2) e f(x) = (fi(z), fa(z)), com x representando um ponto no
plano de fase e & representa o vetor velocidade naquele ponto. Ao fluir ao longo do
campo vetorial, um ponto no plano de fase traga uma solu¢ao x(t) corresponde para

uma trajetoria sinuosa através do plano de fase representado na Figura (2.1]).

Figura 2.1: Plano de fase.

x(t) X

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Observem que a analise do plano de fase constitui uma ferramenta importante
no estudo da evolucao dos sistemas, principalmente para os sistemas nao-lineares,
os quais a solucao analitica muitas das vezes nao existe, cuja a alternativa é aproxi-

macao numeérica.

Sistemas conservativo e dissipativo

Suponhamos que estamos modelando um fenémeno fisico representado por ,
decidir se a dissipagao é ou nao é importante para o modelo seré bastante ttil.

Para isso, dizemos que um sistema é dito conservativo se durante a evolucao
temporal ha uma preservacao de volume no espago de fases, do contrario, tem-se um
sistema dissipativo. Para entender esta variacao de volume, consideremos o volume
V = V(t) do sistema (2.2));

Consideremos uma Superficie fechada S(t) de volume V' (¢), no espago de fases.
Os pontos em S e no seu interior sao as condicoes iniciais das trajetorias. Deixe-

as evoluir por um tempo infinitesimal dt. Com isso S(t) evolui para uma nova



superficie, S(t + dt).

Figura 2.2: Vista lateral do volume.

0
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATYZ (2014).

Na Figura (2.2), n é um vetor de moédulo unitario que aponta perpendicular-
mente para fora da superficie S e f ¢ a velocidade instantanea do sistema no ponto
x. Portanto, o produto escalar n.f representa a componente normal da velocidade

em X, que aponta para fora de S.

Figura 2.3: Evolugao de um pedaco infinitesimal de area dA.

=

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ (2014).

f.n dt

Num intervalo de tempo infinitesimal dt, a evolugao de um pedaco infinitesimal
de area dS cria um volume (n.f dt)dS. Assim V(t+dt) é igual a V' (¢) mais o volume
criado pela evolugao de cada pedaco infinitesimal de superficie, integrando-se sobre

todos os pedagoes. Isto é;

V(t+dt) = V(t) + / (n.f dt)dS
S

Reescrevendo:

V(t+ d:zi —V) g /S(n.f)dg _ /Vv,f av (2.7)

A 1ltima integral foi obtida empregando o teorema do divergente.

Observem que o sistema ¢é dito conservativo se dV/dt = 0, ou seja, quando o

divergente do campo vetorial f:



_O0fi [ Ofy | Ofs Ofn

Dessa forma, a integral (2.7)) se anula independentemente do volume V" escolhido.

O sistema sera dito dissipativo quando dV/dt < 0, ou seja, V.f < 0, mas para

V.f > 0 o sistema sera dito expansivo.

2.1.2 Nocgoes de Estabilidade

A nocao de estabilidade é indispenséavel na anélise dos sistemas dindmicos. In-
tuitivamente podemos compreender a estabilidade de um sistema como a maneira
ou modo de reagao a uma perturbacao.

O estudo da estabilidade de um sistema vem da necessidade de entender os
fenomenos fisicos que nos rodeia, Galileu Galilei, por exemplo, foi um dos pioneiros
a tentar modelar as oscilagoes em torno de um ponto fixo, e a periodicidade de um
péndulo simples.

Para um melhor entendimento da estabilidade, apresentaremos a definicao de

ponto fixo.

2.1.3 Ponto fixo

Os pontos fixos, também chamado ponto de equilibrio, ponto estacionario ou

ponto critico, sao determinantes na analise do plano de fase,

Definigao 4. (Ponto Fizo)
Um ponto x* = (x5, x5, x5,---,x%) é um ponto fizo do sistema auténomo (12.2)),
se f(xf) =0, comi=(1, 2, 3, -+, n).

)

Estabilidade de Lyapunov

Seja z*(t) uma solugao de (2.2). De modo geral, z*(f) é estavel se as solugoes
que comegarem ‘perto’ de z*(¢) em um determinado momento permanece perto de
x*(t) para todos os tempos posteriores. E assintoticamente estével se as solucoes
proximas nao apenas permanecerem proximas, mas também convergirem para x*(t)

quando t — oc.

Defini¢ao 5. (Lyapunov Estdvel)

x*(t) € considerado estdvel (ou Lyapunov estivel), se dado um € > 0, existe um § =
8(g) > 0 tal que para qualquer outra solugdo, y(t) de (2.2)), com |lz*(to) —y(to)| < 6,
tem-se ||x*(t) — y(t)|| < e, Vt € [tg,00) com t € R



Figura 2.4: Lyapunov estavel.

v

A

t
Fonte:Elaborada pelo autor, com base em LAYEK]| (2015).

Definicao 6. Uma solugao que nao € estavel é dita instdvel.

Definicao 7. (Assintoticamente Estdvel)

x*(t) € considerado assintoticamente estdvel se € Lyapunov estdvel e para qualquer
outra solugao, y(t), de (2.2)), estdvel e se existir uma constante ¢ > 0 tal que ||z*(to)—
y(to)|| < ¢, tem-se tllglo |lz*(t) — y(t)|| =0, Vt € [ty,00) com ¢,t € R

Figura 2.5: Assintoticamente estével.

A

t
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em LAYEK] (2015)).

Da definicao temos que as solugoes que iniciam no ponto fixo permanecem

estacionarias, independente da evolucao temporal. A estabilidade do ponto fixo esté,

de certa forma, associada a estabilidade do campo vetorial.
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Por oportuno, destaquemos que a utilizagdo do ponto cheio (e) para representar

a convergéncia e o ponto vazio (o) para representar a divergéncia, dar-se-a por

convencgao.
Figura 2.6: N6 estavel no espaco bidi- Figura 2.7: N6 instavel no espago bi-
mensional. dimensional.

Sk

Fonte:Elaborada pelo autor, com base em [LAYEK (2015).

Figura 2.8: Espiral estavel no espago Figura 2.9: Espiral instével no espacgo
bidimensional. bidimensional.

@ e

Fonte:Elaborada pelo autor, com base em LAYEK]| (2015).

e Atratores: as trajetérias suficientemente proximas convergem para tais pontos.

Em duas ou mais dimensoes podem ser "nos estéveis", conforme ilustragdao na

Figura (2.6) e na Figura (2.8));

e Repulsores: as trajetorias suficientemente proximas divergem. Em duas ou

mais dimensoes podem ser "nés instaveis", conforme ilustragao na Figura (2.7))

e na Figura (22.8));

e Ponto de sela: as trajetorias convergem ou divergem para os "nés". A conver-

géncia ou divergéncia dependera da regiao do plano de fase, conforme ilustrado

na Figura (2.10)).
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Figura 2.10: Ponto de sela.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Até aqui, vimos que um sistema pode admitir solucoes estacionarias, o qual
denomina-se ponto fixo, e as trajetorias proximas ao ponto fixo podem se aproximar
ou afasta-se com o passar do tempo. Sabemos também que o sistema admite solugoes
periodicas, representadas por uma curva fechada no plano de fase.

Nos espacos de fase com duas ou mais dimensoes é possivel que haja comporta-
mento periddico, ou seja, o ponto no espaco de fase "circula"continuamente por uma

orbita fechada denominada, ciclo, pode atrair ou repelir as trajetorias proximas.

Definicao 8. (Ciclo Limite)
Um ciclo limite € uma orbita associada a uma trajetoria fechada e isolada que pode

ocorrer no plano de fases de sistemas nao lineares.

Por oportuno, destaquemos que apesar das solucoes periddicas e do ciclo limite
serem representados por uma curva fechada no plano de fase, apresentam diferencas
como, por exemplo, nos ciclos limites as trajetérias proximas sao espirais que se
aproximam ou afastam-se do ciclo, ou seja, as trajetorias proximas nao sao fechadas.

Para UPADHYAY] (2014)), ¢ dificil dizer se um sistema tem ciclo limite ou curva
fechada (6rbitas fechadas) a partir dos estudos das equagoes por métodos analiticos,

contudo quando o sistema apresenta ciclo limite, podemos classifica-los em:

e Estavel, se as trajetorias proximas ficam cada vez mais proximas (Figura
(2.11)).

e Instaveis, se as trajetorias que inicialmente proximas se afastam (Figura
(2.12])).

e Semi-estavel, se as trajetorias interiores (exteriores) do ciclo sao atraidas e as
trajetorias exteriores (interiores) sao repelidas (Figura (2.13)).

12



Figura 2.11: Ciclo limite estével. Figura 2.12: Ciclo limite instéavel.

9 ©

Fonte:Elaborada pelo autor, com base em [LAYEK (2015)).

Figura 2.13: Ciclo limite semi-estavel.

o ©

Fonte:Elaborada pelo autor, com base em LAYEK (2015)).

MONTEIRO, (2002)) exibe alguns critérios e teoremas, que nos orienta sobre a
localizagao do ciclo limite em um espago bidimensional.

Convenientemente, exibimos os atratores, através das Figuras , e
, dessa forma, esgotamos as possibilidades dos atratores bidimensionais (plano
de fase). Essa conclusao se da pelo "Teorema de Poincaré-Bendixzson, o qual nos
assegura que as trajetorias que se iniciam numa regiao R fechada, limitada e inva-
rianteﬂ do plano de fase tende a um ponto fixo ou a um ciclo limite quando ¢t — oo.
(FABIO OIKAWA DOS, 2007, p. 6)

Funcao de Lyapunov

A estabilidade de um ponto fixo podera ser determinada pelo método indireto
de Lyapunov. Esse método emprega uma funcao escalar que é chamada funcao de
Lyapunov. A funcao de Lyapunov nos permitira fazer analise global do(s) ponto(s)
fixo(s) e determinar seu comportamento assintético mesmo quando as informagoes
obtidas através da linearizacao sao inconclusivas.

O método indireto de Lyapunov consiste em verificar se as 6rbitas que se iniciam

em uma vizinhanga U de um ponto fixo z* e nela permanecem com passar do tempo.

2Regido invariante R: qualquer trajetoria que se inicie em R permanece em R por todo tempo.
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Essa condicao é satisfeita se o campo vetorial for tangente ou apontar para o interior
do contorno de U, conforme Figura :

Para entendermos melhor esse método, consideremos o sistema e seu ponto
fixo x*. A estabilidade desse ponto fixo poderé ser investigada através da funcao de
Lyapunov representada por L(x), de tal forma que L(x*) = 0, L(x) > 0 e seu lugar
geomeétrico (L(x) = C') forme uma curva fechada com o ponto fixo em seu interior.

Atentemos que por defini¢do L(x) é positiva e o gradiente (VL) é perpendicular
ao vetor tangente da curva L(x) = C, portanto teremos trés possiveis resultados
(2.9), proveniente do produto escalar entre VL e X, representado pela Figura ([2.15)).

L=VLex=VLef<0
L=VLex=VLef=0 (2.9)
L=VLex=VLef>0

Figura 2.14: Campo vetorial do contorno U.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em [SAVI(2017).

Figura 2.15: Interpretacdo geométrica de uma curva de nivel definida por L(x) e
as possibilidades de projecoes de f em VL.

v VLei >0

VL
VLei <
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em [SAVI| (2017)).

Oportunamente, ressaltamos que a funcao de Lyapunov é uma entre vérias fun-

¢oes que podera ser construida para a analise da estabilidade Global de um sistema
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(2.1), portanto "a existéncia de uma funcao de Lyapunov é condigao suficiente para
a estabilidade do sistema, mas nao é condicao necessaria: um sistema podera ser
estével e nao se conhecer nenhuma fun¢ao de Lyapunov associada" (SILVA, |2005, p.
80).

2.1.4 Sistemas Caodticos

Conforme LYNCH] (2004} p.282) néo existe uma defini¢do universalmente aceita

para o caos, mas a principio os sistemas nao-lineares que exibem dinamica cadtica,
apresentam sensibilidade a flutuacoes microscopicas que evoluem apoés um tempo
ao nivel macroscopico. Para entendemos melhor esse fenémeno imaginemos duas
trajetorias, ilustrada pela Figura .

Figura 2.16: Evolucao da variavel z(t) de um sistema cadtico ao longo do tempo.

— x(t)

LA A
V W

Fonte:Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ (2014)).

tempo

A Figura (2.16)), representa a evolugao da variével z(t) de um sistema caético ao
longo do tempo. Duas trajetorias, z(t) e 2'(t), que se iniciem bastante proximas,
acabam divergindo de trajetéria apds algum tempo devido as nao-linearidades do
sistema.

As trajetorias geradas por uma dindmica cadtica nao sao periddicas e nao pos-
suem um padrao comportamental. Esse comportamento excepcional é caracterizado
como sendo extremamente complexo, irregular, e tao imprevisivel que pode parecer
aleatorio. Entretanto, uma dinamica cadtica é regida por equagoes deterministicas.

STROGATYZ (2014) ratifica LYNCH)| (2004)) ao expressar que nenhuma definigao

do termo caos ¢ universalmente aceita ainda, mas quase todas concordam com trés

caracteristicas recorrentes nas dinamicas cadticas:

e Comportamento aperiddico de longo prazo: significa que existem tra-

jetorias que nao se estabelecem em pontos fixos, 6rbitas periédicas ou quase-
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periddicas orbitas quando t — oo. Por razoes praticas, devemos exigir que

tais trajetorias nao sao muito raras.

e Deterministico: significa que o sistema nao possui aleatoriedade, ruidos na
entrada ou parametros. O comportamento irregular surge em sistema nao-

linear, ao invés de forgas motrizes ruidosas.

¢ Dependéncia sensivel das condigoes iniciais: significa que as trajetorias

proximas separam-se exponencialmente rapido.

Ou seja, um sistema ¢é dito cadtico quando apresenta um comportamento aperiédico
de longo prazo e exibe dependéncia exponencialmente sensivel as condigoes inciais.
Como consequéncia das caracteristicas comuns exposta por LYNCH| (2004) e

STROGATYZ| (2014)), temos que os sistemas cadticos apresentam:

sensibilidade exponencial as condigoes iniciais;

imprevisibilidade apés um tempo relativamente curto;

espectro de frequéncia continua de banda larga, porém limitada,;

presenca do atrator denominado estranho.

2.1.5 Atrator estranho

Definigao 9. (Atrator estranho.)
Conforme MONTEIRO (2002), um conjunto fechado de pontos A, no espago de

fases de um sistema dindmico, é definido como um atrator se:

o A é um conjunto invariante, ou seja, qualquer trajetoria x(t) que comega em

A, permanece em A por todo tempo;

e A atrai um conjunto aberto[}| de condigées iniciais, isto €, hd um hiper-volume
esférico B, que contém A, tal que para qualquer condigdo inicial X(to) perten-
cente a B, entdo a distdncia entre a trajetoria x(t) e A tende a zero, quando
t — oo. O maior conjunto de condigoes iniciais que satisfaz essa propriedade

€ chamado bacia de atragdo de A.

e A é minimo, ou seja, nao hd sub-conjunto de A que satisfaca as duas condi¢oes

anteriores.

3Um intervalo aberto no eixo-z é definido por @ < x < b, sendo a e b constantes. Um conjunto
aberto é uma generalizagao dessa defini¢ao, considerando-se mais dimensées. Um conjunto U é
aberto se em qualquer ponto x de U, pode-se construir uma bola B centrada em x e contida em
U.
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Sendo assim, o atrator estranho pode ser entendido como um atrator em que as

trajetorias apresentam dependéncia exponencialmente sensivel as condi¢oes iniciais.

Um exemplo de sistema cadtico que exibe a presenca de um atrator estranho é

apresentado pelo meteorologista Edward Lorenz em 1963.

Sistema de Lorenz

O meteorologista Edward Norton Lorenz (1917-2008), com intuito de compre-
ender a dinamica atmosférica através das equagoes de hidrodinamicas, publicou em
1963 o artigo intitulado fluxo nao periodico deterministico (“Deterministic nonpe-
riodic flow”), o qual exibe um modelo computacional simplificado em que simula
a caracteristica atmosférica conhecida como convecg¢ao térmica de uma célula de

Rayleigh-Bérnard.

Figura 2.17: Fenomeno de convecgao térmica

T

Ty
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FIEDLER-FERRARA ¢ PRADO
(1994)).

Este fendmeno ilustrado pela Figura pode ser descrito como um fluido
confinado entres duas placas horizontais rigidas e isotérmicas em que a placa inferior
tem uma temperatura 7y e a placa superior tem uma temperatura 77 com Ty > T7.
A diferenca entre as temperaturas das placas é dada por AT = Ty —1T7, enquanto AT
é pequena a camada de fluido permanecerd estatica, portanto, estavel. A medida
que a diferenca aumenta a camada do fluido torna-se instével, e como resultado
aparecera um rolo de conveccao na camada de fluido. Este fenoémeno é conhecido
como fenémeno de convecgao térmica.

Em seu modelo Lorenz reduziu a complexidade do sistema em que era descrito
por Equacgoes Diferencias Parciais — EDP a um sistema descrito por trés Equagoes

Diferenciais Ordinérias. O modelo simplificado pode ser escrito da seguinte forma:
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T = U<y - I‘)7
y=rr—y—zxz, (2.10)

Z=uay— bz.

em que os pardmetros, o, r e b sao definidos positivos. Por oportuno, cabe nos evi-
denciar que a variavel z no sistema (2.10]) esta associada a intensidade do movimento
do fluido, enquanto as variaveis y e z estao relacionadas as variaveis de temperatura

nas direcoes horizontal e vertical, ja os parametros sao definidos positivos e tem-se:

e o ¢ chamado de numero de Prandtl e descreve as caracteristicas fisicas do

sistema, como a viscosidade do fluido,
e b depende do material e das propriedades geométricas da camada de fluido,

e 1 & proporcional & diferenca de temperatura entre das placas, ou seja, At.

Figura 2.18: Atrator estranho no espaco de fases tridimensional do sistema de Lorenz
para os parametros 0 = 10, b = 8/3 e r = 28. Condigoes iniciais (zo, Yo, 20) =
(0, 1, 0) e 0 <t < 60.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

No decorrer deste exemplo vamos constatar que apesar do sistema (2.10]) exibir

aparéncia simples, a resolucao analitica torna-se dificultosa e trabalhosa por exibir
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dois termos nao-lineares (rz e xy) e podera apresentar uma dinamica complicada

para uma infinidade de valores dos parametros o, r e b, conforme Figura (2.18)).

Figura 2.19: Projecao do atrator estra- Figura 2.20: Série temporal da variavel x
nho de Lorenz no plano de fase zy. do sistema de Lorenz.

tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Figura 2.21: Projecao do atrator estra- Figura 2.22: Série temporal da variavel y
nho de Lorenz no plano de fase zz. do sistema de Lorenz.

x(t)
tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Simetria

O sistema apresentado por Lorenz em 1963, possui simetria em relacao aos eixos
z e y. Observemos que substituindo (z, y, z) por (—z, —y, z) no sistema (2.10)), ele
permanecerd invariante, ou seja, se (x(t), y(t), z(t)) é uma solugdo para o sistema
de Lorenz, (—z(t), —y(t), z(t)) também ¢é uma solugao para o sistema (2.10).Logo
essas solugoes sao simétricas ou possuem pares simétricos. Portanto, temos como
consequéncia a projecao das orbitas no plano de fase x e y simétricas em relagao a

origem.
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Figura 2.23: Projecao do atrator estra- Figura 2.24: Série temporal da variavel z
nho de Lorenz no plano de fase yz. do sistema de Lorenz.

z(t

| y(t)
tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Outra caracteristica importante desse sistema ¢é a invariancia sobre o eixo z.
Considerando que (z(t), y(t), z(t)) = (0, 0, z(t)) entdo x e y permanecem iguais a
zero para todo t, pois Py = (0,0,0) é um ponto de equilibrio do sistema. Assim o

eixo z é uma Orbita, em que,
i=—bz= 2z(t) = 2(0)e " — 0 quando — oo (2.11)
Sendo assim, as solugdes que iniciam no eixo z tendem a origem com o passar
do tempo.
A natureza dissipativa do sistema de Lorenz e a existéncia do atrator
estranho.

A existéncia de um atrator estranho tem como condigao necessaria a dissipativi-
dade do sistema, ou seja, o volume ocupado pelo sistema no espago de fase diminui

a medida que o sistema evolui no tempo. Aplicando a equagdo ([2.8) no sistema

(2.10)), teremos;

V'f:%+%+%

ou seja, V.f = — (0 + b+ 1) < 0 portanto o sistema (2.10]) ¢ dito dissipativo.
Desta maneira, a equagao (2.7 pode ser reescrita,
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V:/—(0+b+1) dV=—(c+b+1)V. (2.12)

em outras palavras, apresenta como solucdo V() = Voe @+ sendo

o volume inicial. Isso implica que quando t — oo os volumes no espaco de fase

diminuem exponencialmente répido até atingir um conjunto atraente de volume

zero. Portanto, o sistema de Lorenz é dito dissipativo por natureza.
Consequentemente, se a dissipatividade do sistema for comprovada, a existéncia

do atrator estranho pode ser encontrada na busca da instabilidade dos pontos fixos.
Além do sistema ser dissipativo e nao linear poderemos destacar:

e autonomia do sistema, ou seja, o tempo (variavel ¢) nao aparece explicitamente

nas equagoes;

e cxibe apenas derivadas de primeira ordem, ou seja, a evolucao do sistema

depende exclusivamente do valor instantaneo de (x, y, 2);

e as solugoes sao limitadas.

Diante do que ja foi apresentado, torna-se oportuno expor alguns aspectos qua-
litativo exibido pela dinamica do sistema apresentado por Lorenz, que apresenta
sensibilidade as condig¢oes iniciais. Através das Figuras e observamos
que apesar das iniciais muito proximas as solugoes do sistema de Lorenz apresentam
dindmica que até entao era previsivel passa exibir um comportamento totalmente

diferente da dinamica cogitada.

Figura 2.25: Sensibilidade as condi¢oes iniciais das séries temporais do sistema de
Lorenz com (xg, yo, 20) = (0,1,0) (preto) e (zo, Yo, 2,) = (0,1.01,0) (vermelho).

ML AL Wi
et 1N o

a(t)
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATYZ (2014).

Figura 2.26: Sensibilidade as condigoes inciais. (2o, Yo, 2,) = (0, 1, 0) (preto) e
(xg, yh, 20) = (0, 1,01, 0) (azul), para 0 < ¢ < 60.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ (2014).
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Estabilidade dos pontos fixos (equilibrio).

Assumindo & = ¢ = 2 = 0 do sistema (22.10)), obtendo o sistema (2.13)),

oy —ox =0,
re—y—axz =0, (2.13)
xy — bz =0.

Para estudar a estabilidade dos pontos, teremos que resolver o sistema em co-

mento. Da primeira equagao, temos x = y. Eliminando a variavel y da segunda e
terceira equacoes, obtemos:

z(r—1—2)=0,
—bz + 2% = 0. (2.14)

Uma possivel solucao para o sistema ([2.13]) é escolher x = 0, entdao y = 0 e
consequentemente z = 0. Escolhendo z = r — 1 e substituindo no sistema ([2.14)

obtemos = = +/b(r — 1) e y = +,/b(r — 1), ou seja,

Co = (z%,y%,2%) = (0,0,0),
Cy = (V/b(r —1),/b(r —1),r — 1), (2.15)
C_ (—\/b(r - 1), —\/b(r —1),r—1).

Dessa forma, ao analisarmos a estabilidade dos pontos de equilibrio, teremos que

os pontos (2.15) s6 admitirdo valores reais, se 0 < r < 1. Para r > 1 o sistema
apresentara os trés pontos.

Com intuito de investigar a estabilidade local dos pontos de equilibrio do sistema
(2.13) montaremos a matriz Jacobiana do sistema de Lorenz,

o Oh Of

ox oy 0z -0 g 0
* ok % 15) o) 2] * *
J(@" Yy, 2") = % 8%2 % =|lr—z -1 z*|. (2.16)
af: af: of * *
G oy or y- ot b

Desta forma, analisaremos a estabilidade dos pontos fixos (2.15]) através dos
autovalores dessa matriz (2.24) proximo de cada um desses pontos.
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Estabilidade do ponto fixo Cj.

A analise da estabilidade no ponto Cy se dar pelo calculo do determinante nesse

ponto,
—o—1 o
Jo, = r —1 -1 0 (2.17)
0 0 —b—1

fornecer-nos-a um polinémio caracteristico,

Po,(l) =(—c = D)(-1—=1)(-b—=1) — (=b—Dro,
=1 —bl* 1= bl+bo+ [P0+ blo + 1o+ bro + Iro,
=[P4+ (c+Dl+o(l—=r)(=b-1)=0. (2.18)

Observemos que pela forma que organizamos o polindémio caracteristico (2.18]),
evidenciamos que [ = —b é um autovalor, dessa forma, para a aproximacao linear
(2.24), a origem ¢é assintoticamente estavel para 0 < r < 1. A conclus@o de que a

origem é assintoticamente estavel envolve o termo 2, mas Z pode ser desacoplado do

sistema ([2.20)) de modo que
= —bz = 2(t) = ze " = 0 quando t — oo (2.19)

Dessa forma o polindmio caracteristico quadratico representa a natureza do fluxo
no plano zy quando ¢ — oo.
A forma linearizada do sistema de Lorenz (2.10) sobre o ponto fixo Cy é dada

por

t=o(y —x),
y=rr—uy, (2.20)
Z = —bz.

Resolvendo o sistema de Lorenz linearizado ([2.20|) para o ponto Cj.
Dai a soma dos elementos diagonais da matriz, 7 =0 — 1= —(c + 1) < 0 e seu

determinante A = (—o)(—1) — or = o(1 — r). Teremos a seguinte anélise:

e se r > 1, entao A < 0 e entao Cy é um ponto de sela. Esta sela possui duas

dire¢oes uma dire¢ao de saida (instavel) e uma de entrada (estavel).

e ser <1, entao A > 0 e todas as direcoes estao entrando e a origem do ponto

fixo estavel. (no estavel).
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Estabilidade global do ponto fixo Cj.

Para analisar a estabilidade global do ponto fixo Cj, utilizaremos o método

indireto de Lyapunov, através da funcao (2.21)).
22
Da segao ([2.1.3)) temos que a fungao de Lyapunov é definida positiva, ou seja,

L(z, y, z) > 0 para (z, y, z) # 0 e L(0) = 0. Empregando a derivada direcional

em ([2.21]), obteremos
. oL 0L 0L 2zxz

L — T 2T L 9y + 225 92.92
(z, y, 2) o T ay'+ 5, = 5 T 2YyT 2t (2.22)

substituindo &, ¢ e 2 do sistema (2.10]) em (2.22)), teremos

o= —tyy+zz

2 o
=x(r—y)+ylre —y —x2) + z(xy — bz)
=2+ (1+r)ay —y* — b2?

1 1 ? 1 2
=— x2—2x( ;r>xy+( ;T> y? +< ;—T) y? —y? — bz

:x<1gr)42[1<1gr)fy2m? (2.23)

Através da expressao (2.23)), é possivel constatar que L ¢ negativa se r < 1, para

todo (z, y, z) # (0, 0, 0). Atentemos que a soma dos quadrados é negativa, em

outras palavras, a primeira condicao (L < 0) é satisfeita. A segunda condigdo para
Cy ser globalmente estavel é satisfeita quando substituimos (z, ,y, z) = (0, 0, 0)

em (2.23). Sendo assim, podemos concluir que Cy é um ponto fixo globalmente
estavel, para o, b positivo e r < 1.

Estabilidade dos Pontos C..

A anélise dos pontos fixos C'y podera se dar através do calculo da matriz Jaco-

biana que nos fornecera os autovalores do sistema de Lorenz,

9 Oh 0N

ox dy 0z -0 o 0
* k% 0 0 0 * *
J(a*yt2) = | ok ai; 8 | = | r—z -1 —x (2.24)
af: of of * *
a—ﬁ 8—; a—; Y T b

em que o polinémio caracteristica é obtido através do
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—o—1 o 0 —o —1 o 0
det | r—z" —1—1 —z* | =det 1 —1-1 —(/b(r—1)) | =
y* ™ b—1 Vo(r—1) /b(r—1) b—1

resultando num polinémio caracteristico, que devido a simetria do sistema ([2.10))

obteremos o mesmo polindémio para os pontos C'; e C_

Pe(l)= =P —(c+b+1)I*—=bloc+7)—20b(r—1)=0 (2.25)

Para 1 < r < rp, as trés rafzes da equagao cibica (2.25) existem e sdo reais

negativas e distintas,

o(c+b+3)
= 7 2.26
c—b-1 (2.26)

para r > rg, existe um autovalor real negativo e dois autovalores complexos com

TH

parte real positiva, caracterizando a instabilidade do ponto.

Limitacao das Solugoes do Sistema de Lorenz
Para r > 1, as solugoes do sistema de Lorenz sao limitadas. Para constatarmos
consideremos a funcao,

V(z,y,2) =E=r2"+oy’+o(z—2r)> <c< oo (2.27)

de modo que todas as solugoes do sistema de Lorenz (2.10) entram em E dentro de
um tempo finito. Portanto, permanecem em E. Da expressao (2.27)), temos, V' > 0

e V =0 em (). Portanto, as superficies de nivel V' = ¢ serao elipsoides, com centro

em (0, 0, 2r) e semieixos (\/c/r,\/c/r, \/c/r).Para demonstrar o resultado em
comento, derivemos (2.27)) e obteremos

V(z,y,z) =2red + 20yy + o(z — 2r)z (2.28)

substituindo #, ¢ e # do sistema (2.10) em V(z,y,z) e operando algebricamente,
teremos
Vi(z,y,z) =ra? 4+ y* +b22 — 2rbz < 0 (2.29)

Assim, as trajetorias serao direcionadas para dentro do elipsoide E, se x, y e z

estiverem contidos dentro de outro elipsoide D, obtida do Elipsoide E. Seja D

D=ra®+y* +b(z—7)° =br? (2.30)

reescrevendo a ([2.30)), teremos
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a? Y (z—r)°
+ +

T

Com centro (0, 0, 7) e comprimento dos semieixos sd@o Vbr, rv/b e r respectivamente.

=1. (2.31)

De forma anéloga, (0, 0, 2r) ¢ o centro do Elipsoide F = rz?+o0y*+0(2—2r)> =c, e
o comprimento dos semieixos sdo \/c/r, ry/c/o e \/c/o respectivamente. Visto que
as coordenada x e y dos centros de £ e D sao x =0 e y = 0 a extensao do elipsoide

E nas direcoes x e y excedem a extensao do elipsoide D nas mesmas diregoes se,

Ve/r > Vr,
Velo >,

ou seja, ¢ > br? e ¢ > bor?.

Ja para o eixo z, temos que o elipsoide D esta contido em
O=r—r<z<r+4+r=2r

enquanto, para o elipsoide F, teremos

2r —\/cJo <z <2r++/c/o

Atentemos que, 2r < 2r + \/c/_a, para todo c¢. Assim, o ponto mais baixo do
elipsoide D é o ponto (0,0,0), em outras palavras, o limite inferior do elipsoide D é
o ponto (0,0, 0), que se encontra acima do limite inferior do elipsoide E, representado
pelo ponto (0,0,2r — \/c/_a) Para 2r — \/c/_a < 0, teremos ¢ > 4120 e tomemos
¢ = cer = maz{br?, bor?, 4or’}, ou seja, D estara contido em FE... Sendo assim,
qualquer ponto (x, y, z) exterior a D, tera trajetoria direcionada para dentro de F,

pois V(z, y, z) < 0, conforme ilustrado na Figura (2.27).

Figura 2.27: Representacao da limitacao das solugoes do sistema Lorenz.

A

0,0,2r + \/C/a>

(0,0.2r = \/e/o)

Fonte:Elaborada pelo autor, com base em LAYEK]| (2015).
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2.1.6 Expoente de Lyapunov.

O trabalho do matematico russo Aleksandr Lyapunov no século XIX deu origem
ao desenvolvimento da teoria da estabilidade dos Sistemas Dinadmicos, em que a
evolucao dos Sistemas e seu comportamento é discutida. Podemos conhecer o caréter
divergente, dissipativo ou conservador de um Sistema Dinamico através do Expoente
de Lyapunov (A).

Ao realizamos um estudo qualitativo dos sistemas, queremos entender, o com-
portamento da sua trajetoria no tempo. Uma das caracteristicas que queremos
analisar é o quao sensivel o sistema é a perturbacoes, ou seja, com qual velocidade
duas trajetorias proximas se aproximam ou se afastam. Embora essa dependéncia
as condigoes iniciais possa ser verificada, em alguns casos, pela analise do atrator
do sistema, para muitos outros sistemas nao sao nada facil.

O expoente de lyapunov apresenta-se como uma medida quantitativa do caos.
Para compreendemos melhor a importancia do expoente de Lyapunov no estudo de
um sistema dinamico, consideremos a Figura , que representa duas trajetorias
proximas uma da outra, x(t) e x(t) + d(¢), em que d(t) é a distancia entre elas e
teR.

Figura 2.28: Evolugao de duas trajetorias.

[18(0)] ~ 1 8(0)]] ¢

[s) - =)
Fonte:Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ (2014)).

Considerando a evolucao temporal das condigoes iniciais em um intervalo de
tempo, observemos que as trajetorias crescem ou se contraem exponencialmente.

Sendo assim, a diferenca entre os pontos das trajetérias podem se descritas pOIﬁ
6(2)] =~ |5(0)]e. (2.32)

Operando algebricamente em (2.32]).

50|
6(0)
4Por oportuno, destacamos a utilizagdo da seguinte notacdo, ||8(¢)|| = |6(¢)|, no intuito de

simplificar a notacao utilizada.
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Neste caso o expoente de Lyapunov maximo pode ser definido da seguinte forma,

L .1 o(t)
A= tlggo |5(lt1)|ni>0 gln (‘@D : (2.33)

O limite |§(t)] — 0, garante a validade da aproximacao linear a qualquer mo-
mento.

O aspecto cadtico de um sistema pode ser caracterizados pela divergéncia expo-
nencial das trajetorias que iniciam proximas conforme ilustrado na Figura ([2.28]).
Nesse caso, a existéncia de um atrator estranho no espaco de fase é garantida pelo
sistema que apresentar pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, ou seja, a
condicao para declarar que a dinadmica é cadtica.

Observemos que da Figura o expoente de lyapunov monitora a evolugao
das trajetorias que podem divergir ou convergir, em outras palavras, o expoente de
Lyapunov descreve geometricamente o comportamento das trajetérias no tempo.

Para sistema de tempo discreto (mapas ou iteragoes de ponto fixo) z,+1 = f(z,),

para uma orbita comecando com xg isso se traduz em

(2.34)

Mro) = Jim ;Zln\

Uma férmula mais precisa e computacionalmente ttil para A pode ser derivada.
Fazendo 0,, = f™(zo + d9) — f" (o), obtemos

* (170
/

(&%)
~—

Q

= k| = k| =
— —_ —_

Expoentes de Lyapunov.

A seguir veremos que o nimero de expoentes de um sistema ¢é igual & dimensio-
nalidade do seu espaco de fases.

Imaginemos agora essa descricao num espago de fase para uma hiper-volume
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esférico, onde 0(zg) é o raio em torno do ponto xy com estado inicial vizinho igual

a 1o obteremos,

Yo — o] < do(0). (2.35)

A medida que o tempo passa a hiperesfera se deforma em um hiperelipsoide com

trajetoria de referéncia 0;(t), em que i = 1, 2, 3, - -- n, ilustrado pela Figura (2.29).
Sendo:

(51(t> ~ (50(.1’0)6)\it. (236)

Os expoentes de Lyapunov serao definidos da seguinte forma,

A; = lim  lim lln %(1) .
t—o0 §o(z0)—0 T 50(1’0)

(2.37)

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em LAYEK] (2015)).

Das equagoes (12.37)) e (2.36) temos que:

e a presenca de um ou mais de um expoente de Lyapunov positivo define uma

instabilidade nas diregoes associadas,

e para um comportamento cadtico é caracterizado pela existéncia de pelo menos

um expoente de Lyapunov positivo,

e para um comportamento periédico ou quase-periddico é caracterizada pela
existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov negativo nas diregoes
perpendiculares ao movimento e pelo menos um expoente de Lyapunov igual

a zero ao longo da trajetoria.
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Num instante t o elemento de volume no espaco de fase é dado por:

V() =] (2.38)

= H50 (x0).exp (i": )\Zt) (2.39)

Da andlise da equagao (2.39), existem duas situac¢oes para qual o sistema nao
diverge:

m

e Quando Z Ai =0, temos V (t) = V(0) e portanto o sistema é conservativo;
i=1

e Quando Z/\i < 0, temos V(t) < V(0), o volume diminui e teremos um
i=1
sistema dissipativo.
Num sistema tridimensional, teremos quatro tipos de atratores que correspondem
aos trés expoentes de Lyapunov Ay, Ay e A\3. Para ilustrar os quatro tipos de atra-

tores, consideremos os sinais dos expoentes de Lyapunov.

e Ponto de equilibrio: nesta situacao os sinais dos expoentes de Lyapunov
sdo negativos, ou seja, (—, —, —). Sendo assim, as trajetorias convergem para

um ponto;

e Ciclo limite: nesta situagao teremos que os sinais dos expoentes de Lyapu-
nov sao (0,—,—), sendo o expoente nulo corresponde a dire¢ao ao longo da

trajetoria;

e Toro bidimensional: para esse caso teremos duas trajetoérias atratoras que

se situam sobre a superficie. Os sinais dos expoentes de Lyapunov sao (0,0, —);

e Atrator estranho: nesta situacao um dos expoentes de Lyapunov devera
ser positivo para existir sensibilidade as condic¢oes iniciais. O sinal do outro

expoente devera ser nulo ao longo da trajetoria e o terceiro expoente devera ser
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negativo e maior que o primeiro para que o sistema seja dissipativo, ou seja,
m=3

Z Ai < 0. Sendo assim os sinais dos expoentes de Lyapunov sao (+,0, —).
i=1
Evidenciando as Figuras (2.30), ([2.31)), (2.32) e (2.33)) representam as quatro

categorias de atratores, para um sistema com A;, Ay e A3z, sendo os expoentes de

Lyapunov. Por oportuno, cabe esclarecer que a Figura ({2.33]), representa o atrator

estranho do sistema de Lorenz.

Figura 2.30: Ponto de equilibrio Figura 2.31: Ciclo Limite

Sinal = (—, —, —) Sinal = (0, —, —)
Fonte:Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ (2014).

Figura 2.32: Toro Bidimensional. Figura 2.33: Atrator estranho.

Sinal = (0,0, —) Sinal = (+,0, —)

Fonte:Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ (2014).

Destaquemos que além da presenga de um comportamento irregular, os sistemas
ditos cadticos sao analisados pela sua sensibilidade as condigoes iniciais, ou seja,
duas trajetorias que iniciam muito proximas apresentam trajetorias divergentes na
evolucao temporal. Diante do que foi exposto até o momento, os expoentes de Lya-
punov sao nimeros que expressao quantitativamente a convergéncia ou divergéncia

exponencial de um sistema.
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Expoentes de Lyapunov para o sistema de Lorenz

Voltando ao sistema apresentado por Lorenz e utilizando o método proposto por
WOLF et al| (1985) que calcula os expoentes de Lyapunov diretamente das séries
temporais, em que os calculos computacionais percorrem a dinamica do atrator e
estima a taxa de divergéncia ou convergéncia da trajetoria referencial com a traje-
toria perturbada. Desta forma o algoritmo proposto por WOLFE' et all embasa-se
no calculo numérico das taxas média de divergéncia local entre as trajetoérias para
estimar os expoentes de Lyapunov. Para o sistema , obtemos a Figura .

Figura 2.34: Expoente de Lyapunov para o = 10, b = 8/3 e r = 28 e condigao inicial
(0, Yo, 20) = (0, 1, 0)
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em \WOLF et al.| (1985)..

Observacao 2.1. O método proposto por Wolf poderd ser visto com maior detalhes
em |WOLF et al.[(1985).

Por oportuno, lembremos que o expoente de Lyapunov representa a taxa de
divergéncia ou convergéncia entre as trajetorias, desta forma nos permite analisar a
estabilidade ou instabilidade dos sistemas dindmicos, assim como, oferece-nos, uma
medida quantitativa do comportamento cadtico. Pelo método proposto por Wolf,
que consiste em estimar através da média dos expoentes de Lyapunov locais, ao
longo da trajetora, desta forma, estamos procurando a presenca dos expoentes de
Lyapunov positivo. Consequentemente a presenca de uma estimativa positiva para
os expoentes em questao, exibira dinamica cadtica para o sistema, apesar de nao

haver uma definicao matematica universalmente aceita de Caos.
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Capitulo 3

Método Proposto

3.1 Sistema em Tempo Discreto.

3.1.1 Secao de Poincaré

Uma maneira simplificada de analisar o sistema ¢é através dos mapas ite-
radosﬂ onde a se¢ao de Poincaré é um exemplo, que consiste em mapear os pontos
de intersecgao da trajetoria gerada pela dindmica do sistema mencionado, com uma
hipersuperficie S, (n — 1)-dimensional e transversal a trajetoria, ou seja, nenhuma
trajetoria ficara contida em S.

As intersecoes da trajetoria com a hipersuperficie S é uma aplicagao P : S — S,
que faz o mapeamento dos pontos de intersegao, isto €, se (X;);en € a sequéncia de
pontos gerados pela interse¢ao, o Mapa de Poincaré sera representado pela expressao

Xi+1 = P(Xi)7

Figura 3.1: Trajetoria periddica e a Se¢ao de Poincaré.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |LAYEK] (2015).

em que, dada uma condicao inicial xg, a sequéncia de pontos (x;);en define uma

!Conhecido também como, equacdes diferencas ou relacao de recursio
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6rbita ou uma trajetoria.

O elo entre a segao de Poincaré e a estabilidade do sistema inicia-se pelo
ponto fixo x* de P em que, apos a trajetoria cruzar o hipersuperficie S (representado
pela Figura ) no ponto x*, ela retornarad a este mesmo ponto depois de um

tempo.

Figura 3.2: Interpretacao geométrica da secao de Poincaré para um ponto fixo, que
representa uma Orbita fechada.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em LAYEK] (2015)).

3.1.2 Estabilidade

A analise da estabilidade do sistema (12.2]) podera ser feita através do estudo de
um mapa unidimensional. Para isso, consideremos a expressao (3.1)) a qual repre-

sentara o mapa unidimensional.

Tiv1 = f(x;) (3.1)

Definicao 10. Um ponto fizo do mapa unidimensional € um ponto x* tal que
fla) = .

em que a estabilidade de z* poderéd ser analisada a partir de uma pertubacao

infinitesimal, ou seja, consideremos uma orbita proxima de z*,
To=2"+1n (3.2)

em que 7 é a pertubagao infinitesimal do ponto fixo x*. Desta forma, buscamos
entender se

estd mais proximo ou mais longe de * do que xg, ou seja, queremos saber se 7,

¢ maior ou menor que 7. Para isso, consideremos a expansao em série de Taylor
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em torno do ponto fixo z*

T4 i1 = xi1 = fl@:) = fa* + ;) = @)+ f(@)n + 00)) (3.4)

Ignorando os termos O(n?) e considerando z* = f(z*), obtemos uma equagao line-

arizada para a pertubacao 7);.
Nigr = f(2")mi (3.5)

Observemos que f’ representa a derivada da funcao f em relacdo a x, sendo

assim, conseguimos expressar (3.5 através do mapa linearizado

Miv1 = A, (3.6)
ou seja,
m = Ao
N2 = A = >\2770
N3 = Ang = N1
N = )\iﬂo

sendo A = f/(z*) multiplicador. Podemos evidenciar a estabilidade proximo de
um ponto fixo através da analise de .

Em que,
e Para || < 1, entdo 1; — 0, quando ¢ — oo e o ponto fixo z* é dito estavel.
e Para |A| > 1, entdo 1; — oo, quando ¢ — oo e o ponto fixo z* é dito instavel.

e Para |\| = 1, termos o caso marginal do qual se conduz a anéalise do termo

quadratico da expansao em série de Taylor (3.4) em torno do ponto fixo x*.

Além do ponto fixo (orbitas que se restringem a um ponto), os mapas também
admitem orbitas periodicas, ou seja, sao aquelas que restringem a um conjunto

finito de pontos.

Definigao 11. Um ponto x* € dito periddico de periodo m (ou m-periddico) do mapa

(13.1), se for um ponto fixo da m-ésima composi¢ao do mapa

= fm(x"), (3.7)
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de modo que os pontos {x*, f(z*), f*(z*), f3(z*), -+, ™ Yz*)}, sdo todos
distintos. Portanto, dependendo da estabilidade do ponto, esse conjunto poderd ser

chamado atrator ou repulsor de periodo m.
Desta forma, um ciclo m-peridédico é um conjunto de m pontos m-peridédicos

{CL’T, ZE;, R m;@}

x:—f—l:f(x%)? (Z:1727377m_1>

1

zt = f(z,) (3.8)

Teorema 3.1. (Teorema da estabilidade)
Seja f: R — R uma fung¢do suave e p um ponto fixo de f.

e Se|f'(p)| <1, entao p estd atraindo, ou seja, p € dito estdvel
e Se|f'(p)| <1, entao p estd repelindo, ou seja, p € dito instdvel

Demonstragao. Seja f uma fungao continua e f’(p) bem definida

T—p T—p
entao,
T—p P

1. Suponha que |f'(p)| < 1. Entao existe um ponto a € R, com 0 < a < 1 tal que

|f'(p)| < a < 1. Uma vez que f'(x) é continuo em x = p, existe € > 0 tal que

‘f(iv)—f(p)

<o
A

sempre que |z —p| < e
|f(z) = f(p)| < alz —pl.

Agora,

[ (x) = £ () = 1£(f(2) = £(f(p))]
<alf(z) = f(p)|

< a’lr —p|.
Usando indugao, obteremos,

|f"(z) = f"(p)] < a"|x —p|
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Desde 0 < a < 1, a® — 0 quando n — oco. Ou seja, sendo p um ponto fixo
de f, implica f"(p) = p, para todo n € N. Portanto, da desigualdade acima,
obtemos

|f"(z) —p| = 0 com n — oo (3.9)

sempre que |z — p| < € ,isto &, sempre que = € N(p). = (p — &, p+¢). Entao,

da definicao, p é atrator.

2. Suponha que |f’(p)| > 1. Entao existe um ponto a € R com |f'(p)| > a > 1
tal que |f'(p)| < a < 1. Entao existe € > 0 para todo = € N(p). tal que

\M > a = |f(@) - f)] > alx— 3.

T —p

Agora,

[f2(@) = ()l = 1f(f(2) = F(f ()]
> alf(z) = f(p)]

> a?|z — p|.

Usando indugao, obteremos, |f"(z)— f™(p)| > a"|z—p|. Desde a > 1, a" — oo
quando n — co. Ou seja, sendo p um ponto fixo de f, implica f*(p) = p, para
todo n € N. Portanto

|f"(z) — p| = 00 com n — o0, (3.10)

sempre que, z € N(p)., p ¢ um ponto fixo de f que repele.

[]

Atentemos que a solugdo de um sistema, representado por uma orbita, pode
ser visualizado geometricamente através do diagrama de “Stair-step” HALE et al.
(1996), em que as Figuras e exibem o mapa iterado z;;1 = f(z;) na
cor azul e uma diagonal tracejada na cor vermelha. Faz-se importante perceber

que os pontos fixos sdo gerados pela interse¢ao do grafico de (3.1) com a diagonal.

Portanto, as Figuras (3.3)) e (3.4) evidenciam a estabilidade do ponto.
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Figura 3.3: Diagrama de Stair-step proximo do ponto fixo com f'(z*) > 0 para
|f/(x*)] <1 (estavel) e |f'(2*)| > 1 (instéavel), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em HALE et al.| (1996)).

1.0

Figura 3.4: Diagrama de Stair-step proximo do ponto fixo com f'(z*) < 0 para
|f/(x*)] <1 (estavel) e |f'(2*)| > 1 (instéavel), respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em HALE et al.| (1996)
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Alguns pontos fixos podem nao ser facilmente encontrados em alguns mapas e

pela aproximacao linear, nao podemos determinar a estabilidade de um ponto fixo

p de f quando A = |f'(p)| = 1. Nesses casos marginais, usamos o diagrama Cobweb

(diagrama de teia de aranha) desenhado no plano para analisar geometricamente o

comportamento de estabilidade do(s) ponto(s) fixo(s).

Para descrever o diagrama Cobweb, consideremos o mapa unidimensional f :

R — R. O diagrama Cobweb de f que consiste num mesmo grafico a funcao y =«

e a curva y = f(z). As coordenadas x dos pontos onde o grafico da fungao y = =
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intersecta a curva f(z), fornecem o(s) ponto(s) fixo(s) do mapa f, mas se y = x nao

intercepta a curva y = f(z), entdo f nao tem ponto fixo.

Figura 3.5: Diagrama de Cobweb (teia de aranha) para um ponto fixo instavel.

1.0 >
" 0.9
grss
0.8 7 0.8
P 0.74 [
0.61 P
n - <06
= S =
= i
0.41 | 0.51
K 0.4 J~
0.21
0.3
09 02 0.4 0.6 0.8 1. 0 10 2030 40 50
ZT; 1

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Por oportuno, analisaremos a estabilidade de um m-ciclo, para isso usaremos as
notagoes dos mapas iterados. Dessa forma, um m-ciclo {z%, x5, --- ,x* } é dito as-
sintoticamente estével se, dada uma condigao inicial suficientemente proxima de um
ponto fixo, suponhamos que seja x7, as interagoes subsequentes que se aproximam

dos pontos periodicos, ou seja, cada um desses m pontos serao pontos fixos do mapa

m vezes, com isso xF = f™(x;) comi =1, 2, --- , portanto o estudo da estabilidade
m-ciclo resumi-se a estabilidade de qualquer um dos pontos fixos z7, x5, --- ,27,.

Figura 3.6: Diagrama de Cobweb (teia de aranha) para uma érbita de periodo um.
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).
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Figura 3.7: Diagrama de Cobweb (teia de aranha) para uma orbita de periodo dois.
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Figura 3.8: Diagrama de Cobweb (teia de aranha) para uma orbita de periodo
quatro.
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

3.1.3 Mapa Logistico

Em 1798 MALTHUS| publica um livro intitulado, um ensaio sobre o principio
da populagao (“An Essay on the Principle of Population”), em que prop6s o modelo

(3.11) em que tentava descrever o crescimento populacional.

N =r.N—-m.N, (3.11)

cujas constantes r representa a taxa de nascimentos, m representa a taxa de morta-

lidade da populacao e N representa o nimero de individuos de uma populagao no
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tempo t. Atentemos que o modelo (3.11]) é linear, mas sugere um crescimento ou
decrescimento exponencial da populacgao.

Considerando que a populacao inicial é igual a Ny no instante ¢t = 0, teremos

como solucao geral (3.11))
N = Nyelr—m)t (3.12)

Entretanto esse modelo apresenta apenas trés comportamentos na dindmica popu-

lacional:

e r —m > 0, a populacao cresce exponencialmente,
e r —m < 0, a populacao decresce exponencialmente, chegando a extingao, e
e r —m = 0, a populacao nao apresenta variagao.

Dessa forma, o modelo proposto por MALTHUS) (1798) nao descreve adequada-
mente o comportamento da populagao. Entretanto, em 1845 o matematico belga
Pierre Verhulst propds uma corre¢ao ao modelo (3.11)). Esse novo modelo, néo linear,
considera que a mortalidade é proporcional ao quadrado da populacao, portanto o

modelo proposto por Verhulst é dado por,
N = (r—m.N)N (3.13)

Posteriormente, no ano de (1976)), o matematico australiano MAY]| reavendo o
modelo proposto por, Pierre Verhulst em 1845, entretanto com uma abordagem de

mapa iterado, cuja a equagao (3.13)), poderé ser reescrita da seguinte forma,

Nl = TNO — mN02
N2 = TNl — mN12
N3 = TNQ - TTLN22

Niy1 = rN; — mN? (3.14)

onde a capacidade méxima que o ambiente suporta sera denotada por N, por-
tanto,

r

T’A]\fmdgg—ﬂl]\/v2 =0= Npge =0o0u Ny = —
m

mazx
Dividindo a equagao (3.14) por N4, e operando algebricamente, obteremos,

Ni+1 Nz NZ2 dex

T m
de:c de$ dex dex
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N;
Chamando x; = ——, obteremos,
max

27‘
Tit1 :Tl'i—mffi%

=r(l —x;)x;

Portanto, o mapa logistico é determinado pela expressao x;11 = f(z;), onde f é

uma func¢ao controlada pelo pardmetro r com,

f@) = ra(l —x),

e 0 mapa logistico (ou equagao logistica) ¢ definido como sendo,

Tiy1 = f(ﬂfz) = 7’%’(1 — ;)

(3.15)

(3.16)

Atentemos que o mapa logistico é uma equacao deterministica, cuja situacao

atual determinara a condicao futura, mas o que chamou atencao de [MAY] foi a

sensibilidade do mapa logistico ao parametro 7.

3.1.4 Analise do mapa logistico

O Mapa logistico (3.16]) é uma transformagao recursiva, que pode ser analisada

variando o parametro r. Graficamente, através da Figura (3.9)), percebe-se que a

equagao (3.16) para 0 < r < 4 mapeia o intervalo [0, 1].

Figura 3.9: Mapa logistico.

1.0
0.8
r>1
0.6
— *
: "
0.4
r=1
0.2 r< 1
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
%
Ty Tn

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |STROGATZ| (2014).

Visto que a funcao que define o mapa logistico intersecta a bissetriz y = x dessa

forma teremos, que para r = 1 a parabola encontra-se abaixo da bissetriz, portanto
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o tiico ponto fixo é a origem. A medida que r aumenta a parabola torna-se tangente
a bissetriz, para » = 1. Ja para r > 1, a pardbola intersecta a bissetriz na origem
(x%) e num segundo ponto fixo que chamaremos x}.

A existéncia de dois pontos fixos podera ser constatada a partir da definicao de

ponto fixo,
vt = f")
=rz*(1—z")
—raz*(l—2")=0
1
obteremos z;, =0 ou x; =1 — —.
r

Figura 3.10: Para r = 2.7, existem dois pontos fixos z;; (repulsor) e x; (atrator).
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Atentemos que além do aumento dos nimeros de pontos fixos, para parametro
r > 1 teremos a mudanca de estabilidade desses pontos conforme Figura . Esta
caracteristica é denominada bifurcacao. Por oportuno, lembremos que a estabilidade
de um ponto fixo esta atrelada ao Teorema da estabilidade .

Observando a equacao , para o parametro r teremos um ponto de bifurcacao

no sistema.
fi(@y) =r(1—2a7)

pelo Teorema da estabilidade |f'(x)| < 1, implica que x} sera estavel quando o

=0 =T

parametro r € [0, 1].
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Para o ponto fixo x}, teremos,

f(ap) = r(1 = 2a3)

ou seja, |f'(x})| < 1 sera estavel para r € (1, 3).
Dessa forma, a Figura (3.11) em que os tragos continuos representam estabili-
dade (assintotica) e os tragos pontilhados representam a instabilidade e definem o

comportamento da bifurcagao transcritica.

Figura 3.11: Bifurcagao transcritica.
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATYZ (2014).

Para o caso das orbitas periodicas particularizado, Figuras (3.7)) e (3.8)), teremos
para uma orbita de periodo dois um conjunto de pontos fixos {z3, x5}, pontos fixos
da composigao f com f que define o mapa iterado, desde que {z}, x5} nao sejam

pontos fixos de f. Assim,

l_* — fQ(I*)
=rfa")(d = f(z"))
=rrz*(1—2")(1 —rz*(1 — %))
_ 7”2(—7“1’*4 4 o3 — (1 + T)Qf*Q 4 1’*) (317)

Reescrevendo (3.17), em forma de polinémio, obteremos, p(z*) = r?(—rz** +
1

2re*d — (1 +r)z*? + 2*) — 2* = 0. De p(z*), temos que =i =0 e z; = 1 — — sao
r
raizes de p(z)*, ou seja,

p(z) = (x = x3)(x — 73)q(),

em que,
qz) = —(r* —rz(l+7r)+1+7) (3.18)

e suas raizes sao,

1
x‘l‘:§<r+1+\/r2—2r—3>
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ou
To=—|r+1—-vrs—2r—-3
2r
Atentemos que estamos analisando em que condigoes x] e x5 pertencem ao con-
junto dos nimeros reais, ou seja, a 6rbita de periodo dois existira para os valores de

r em que o discriminante da equagao g(x) = 0 é estritamente positivo. Entao,

A>0srr?—2r—3>0ar<—lour>3

entretanto, » € [0, 1], sendo assim, a orbita de periodo dois com os pontos fixos
{3, x3} existird para r > 3. Sendo assim, e em face do exposto, teremos que
para r = 3 existird uma nova bifurcacao, mas antes de classifica-la, estudaremos a
estabilidade de uma orbita de periodo dois com {z}, x5} sendo os pontos fixos

Ao = L p(ra)

o 1)

= J(f(@D)f (1)
= [(x3) [ (x7)
(r —225)(r — 227)

= [l = 2(a5 + x7) + dajx]]
=—r’+2r+4

* * * ok 5
Por oportuno, atentemos que (z} 4+ x3) e (ziz}), s@o a soma e o produto das

raizes de ¢(x), Portanto,
Mo <1le|—r?+2r+4<l1arell—v6,—1]U[3,1+ V0]

Considerando que r € [0, 1], poderemos concluir que a érbita de periodo 2 é assintoti-
camente estavel para 3 < r < 14++/6 o que indica uma bifurcacio do tipo duplicacio
de periodo, em que exibe um diagrama de bifurcagoes exposto pela Figura .

Observemos que a Figura além de apresentar uma bifurcacao do tipo
transcritica para r = 1, o diagrama de bifurcagoes do mapa logistico apresenta
uma duplicacao de periodo em r = 3.

A orbita de periodo 2 podera ser verificada geometricamente como sendo as
intersecgoes de f2(z) com a bissetriz (y = x) e que nao coincidem com a intersecgao
da bissetriz com f(z) e sua estabilidade podera ser visualizada pelo mapa logistico
(diagrama de Cobweb) ilustrado pela Figura . Observemos que na Figura
fica evidente que para r < 3 a Orbita de periodo 2 nao existe e x; é um
atrator, no entanto, para xy, passa ser instavel.
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Figura 3.12:

Dobramento de periodo.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Figura 3.13: Intersecgao de f com a bis-

setriz (y = z).

Figura 3.14: Interseccao de f? com a bis-
setriz (y = x).

1.0 1.0
fix)=2,95.x. (1 —x) fix)=3,3.x.(1—x)
0.8 0.8 =
/,

— 0.6 = —0.6 . 7
+ + \ L
C g < P
X< 0.4 X 0.4

0.2 0.2

o.%(’ o.%("
& 02 04 06 08 1 & 02 04 +06 _+08+ 10
a Xp a X3 Xb §‘1

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Apesar deste método se tornar inviavel pelo crescimento exponencial do grau dos
polindmios que definem as equagdes f™(x) = x ele apresenta observagdes interes-
santes, como, por exemplo, o fato que todos os pontos fixos podem ser confundidos

com uma orbita de periodo m.

3.1.5 Diagrama de bifurcacao

De acordo com MONTEIRO) (2002)), o termo bifurcacao foi introduzido por Poin-
caré em 1985, trata-se de uma mudanca qualitativa no plano de fase do sistema
dinamico, ja para ALLIGOOD et al.|(2000), o diagrama de bifurcagdes representa o
comportamento de um sistema dinamico, ao mudar um dos parametros de controle.
Desta forma, o diagrama de bifurcagao exibe observagoes das fases sucessivas de

um movimento periédico, ou seja, apresenta uma visao global sobre a dinadmica do
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sistema. Para Figura a qual apresenta o diagrama de bifurcacao do mapa lo-
gistico, temos para a variagao de r (1 < r < 3), uma forma diferente da apresentada
na Figura (3.6)) mas que exibe uma orbita de periodo um, ja para r = 3, teremos um
ponto de bifurcacao. Aumentando um pouco o parametro r, o diagrama passa ter
dois pontos de bifurcagao associado a uma oOrbita de periodo dois. Essa sequéncia
de sucessivas bifurcagoes com duplicacao de periodos culmina na manifestacao da
dinadmica caodtica, caracterizada por uma nuvem de pontos no diagrama representado

pela Figura (3.15)).

Figura 3.15: Diagrama de bifurcagao do mapa logistico.

1.0

0.8

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Figura 3.16: Diagrama de bifurcacao do mapa logistico ampliado.

1.0

0.8
0.6

0.4

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |STROGATZ| (2014).
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Por oportuno, destaquemos através da Figura a sequéncia de sucessivas
bifurcagoes e duplicidade de periodo, assim como, destaquemos as lacunas na regiao
cadtica. Essas lacunas sao exibidas, pois, o movimento cadtico da lugar a um movi-
mento periédico, em outras palavras, sao intervalos do parametro r em que a 6rbita

é periodica.

3.1.6 Mapa de Lorenz

Lorenz em 1963 percebeu que o atrator estranho, representado pela Figura ,
possuia um comportamento caracterizado pela mudanca no sentido da rotagao do
fluxo. Através da analise qualitativa da a Figura (2.21]), percebemos que o fluxo
rotaciona no sentido horario quando esté na regiao negativa do eixo x, e rotaciona
no sentido anti-horario quando esté na regiao positiva do eixo x. Além dessa carac-
teristica Lorenz percebeu, através do plano de fase (Figura ), que é possivel

indicar através de uma espiral o niimero de voltas na outra espiral.

Figura 3.17: Projecao do atrator de Lorenz no plano xz.

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Imaginemos passar uma se¢ao de Poincaré no atrator de Lorenz que deve conter
o cruzamento do fluxo dessas duas regioes, que comumente utilizam a representagao
de dois semiplanos (semiplano A e semiplano B), de forma que fluxo do atrator
intersecta os dois semiplanos. Neste caso, os dois semiplanos sao paralelos ao plano
xy.

Lorenz implementou a ideia de que z; prevé z;.1. Para isso, ele integrou numeri-

camente as equagoes e mediu os maximos locais de z(t) e gerou o grafico de z;,1 X z;
conforme ilustrado na Figura (3.19).
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Figura 3.18: Série temporal z(¢).

Zn+1

Zn

tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ (2014)).

Figura 3.19: Mapa de Lorenz.

32 34 36 38 40 42 44 46
Zj

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ (2014)).

Essa ideia engenhosa de Lorenz em que os pontos gerados pelos méaximos da
série temporal z(t) representada através da Figura (3.19)), foi intitulada de Mapa de
Lorenz. Primeiramente cabe-nos esclarecer que o Mapa ((3.19) tem como z;11 = f(z;)

e apresenta a dinAmica em que zg podera prever z; = f(zg) € 2o = f(21) e assim por

Apesar do Mapa de Lorenz parecer com uma curva, f(z) nao estd bem definida,
considerando que poderd haver mais de um z;,; de saida para um tunico z; de en-
trada. Entretanto, para|STROGATZ| (2014), os ganhos em tratar o Mapa de Lorenz

como uma curva sao maiores, pois o mapa apresenta um unico ponto fixo, ou seja,

exibe uma Orbita fechada. Por conseguinte, a estabilidade desta orbita podera ser
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determinada por |f’(z)|, assim como foi exposto na segao ([3.1.4), observemos que
se |f'(z)] > 1, na Figura (3.19), implica na existéncia de algum ciclo limite instavel.
Essa conclusao se da pela anélise dos pontos fixos de f. A Figura mostra
que existe um ponto fixo, interceptando a bissetriz (diagonal), representando uma

orbita fechada que parece na Figura (|3.20)).

Figura 3.20: Orbita fechada.

Z A

Y

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em STROGATZ| (2014).

Para mostrarmos que esta érbita fechada é instavel, consideremos uma trajetoria
e perturbemos essa trajetoria z; = z* + 1;, Apos linearizar, encontraremos 7;,, ~
1/ (z*)n;. Desde que |f'(z*)| > 1, obteremos,

’nnJrl‘ > ’77n|

Portanto, o desvio 7 cresce a cada iteragao, e assim a orbita fechada é instéavel.
Na proxima segao apresentaremos um resumo da Algebra Booleana aplicada nas
portas légicas e no proximo capitulo correlacionamos os conceitos visto até aqui com

as redes booleanas autonomas.

3.2 Algebra Booleana

A algebra Booleana recebe esse nome em homenagem ao matematico George
Boole, que escreveu An Investigation into the Laws of Thought (“Uma Investigagao
das Leis do Pensamento”). O trabalho de George Boole fundamenta-se nos valores
logicos das preposigoes verdadeiras ou falsas, mas que poderiam ser resolvidos similar
a algebra comum. A metodologia desenvolvida é o emprego de simbolos e operadores

para representar as decisoes, tornando-se uma classe importante das algebras, que é
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estudada e utilizada nas areas de comunicagao, sistemas eletronicos dentre outras.
Neste trabalho sera utilizada para circuitos digitais, a qual fard uso das fungoes
logicas para explicar a origem do Caos em redes Booleanas. Para entender um
pouco mais, o Apéndice A exibe uma breve apresentacao da construcao da Algebra

Booleana.

3.2.1 Operacoes Fundamentais da Algebra Booleana
Porta logica AND

A porta logica “AND” ilustrada pela Figura ¢ composta por duas ou mais
entradas e uma tunica saida e realiza a operacao “AND”, que usualmente utiliza o
simbolo . e s6 terda com saida o ntimero 1 se e somente se as entradas A e B forem
iguais a 1, conforme ilustrada na tabela verdade .

Figura 3.21: Porta Logica AND

A_
S=AB
B —

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD]| (2000).

Tabela 3.1: Tabela verdade da porta AND.

A

| S = AB |

o |10 o

A|B
010
011
110
171

1
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

Porta Loégica OR

A porta logica “OR” ilustrada pela Figura (3.22)) é composta por duas ou mais
entradas e uma tunica saida e realiza a operagao “OR”, que usualmente utiliza o
simbolo + e terd com saida o ntiimero 1, se pelo menos uma das entradas A ou B

forem iguais a 1, conforme ilustrada na tabela verdade (3.2]).
Figura 3.22: Porta Logica OR
A

S=A+B
B

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).
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Tabela 3.2: Tabela verdade da porta OR.

|A[B|S- A+B]
0o 0
01 1
1 0 1
11 1

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD]| (2000).

Porta Logica NOT

A porta logica “NOT”, pode ser chamada de INVERSAO, ilustrada pela Figura
(3.23). Diferentemente das portas “AND” e “OR”, é composta por uma tnica entrada

e realiza a operacao “NOT”, e tera como saida a sua entrada invertida, conforme

ilustrada na tabela verdade (3.3]).

Figura 3.23: Porta Logica NOT

A S=A
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD] (2000)).

Tabela 3.3: Tabela verdade da porta NOT.

0 1
1 0

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

3.2.2 Circuito a partir das Portas Logica.

E possivel descrever e construir algebricamente quaisquer circuitos logicos com as
portas logicas AND,; OR e NOT, por exemplo, considere o circuito logico da Figura
(13.24)).

Figura 3.24: Diagrama do circuito logico AND-OR.

A— AB

B— —~AB+CD
C_

| CD

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).
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Observemos que o circuito representado pela Figura (3.24) possui quatro en-
tradas (inputs), e uma saida, usando as operagoes booleanas de cada porta logica,

conseguiremos expressar a logica da saida, conforme tabela (3.4)

Tabela 3.4: Tabela verdade do circuito l6gico AND-OR (Soma de produtos).

A[B|C|D|AB|[CD|S=AB{CD|
oloflofo] o 0 0
ololol1] o 0 0
olol1]o0] o 0 0
olol1]1] o 1 1
ol1]o]o] o 0 0
ol1]o]1] o 0 0
ol1]1]0] o 0 0
ol1]1]1] o 1 1
tlololo] o 0 0
tlolol1] o 0 0
tlol1]lo] o 0 0
tlol1]1] o 1 1
tl1]o]o] 1 0 1
1l1lol1] 1 0 1
tl1]1]o] 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

A Figura ([3.29)), representa dois circuitos logicos com a presenca da porta NOT
(ou inversor), na Figura (3.25)) (a), a entrada A da porta logica AND é alimentada
pela saida da porta NOT, ja na Figura (3.25)) (b) a saida da porta AND ¢é a entrada
da porta NOT. Observemos que a presenca da porta NOT em um circuito, significa

a inversao dos demonstrados na tabela (3.5)).

Figura 3.25: Circuito légico com inversor
A~|><L A—]
- A.B
B B—

(a) (b)
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).
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Tabela 3.5: Tabela verdade do circuito logico ([3.25)

|A[B|4A|s-4AB|s-AB|
0lol1 0 1
0]1]1 1 1
1lo]o 0 1
1110 0 0

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD]| (2000)).

Circuito a partir das combinacoes das portas légicas,
AND, OR e NOT

Quando o comportamento de um circuito é definido por uma expressao booleana,
podemos representar o circuito logico a partir das combinacoes das portas logicas
AND, OR e NOT. Por exemplo, se precisarmos de um circuito definido por S =
A.B.C, saberemos que a porta logica que precisamos é a AND com trés entradas,
e uma das entradas possui um inversor, representado pela Figura (3.26)) (a). Se
precisarmos de um circuito definido por S = (A+B).(B + C), usaremos as trés
portas logicas que conhecemos, o qual podera ser representado pela Figura ({3.26))

(b). O mesmo raciocinio pode ser estendido para circuitos mais complexos.

A
B
_ }S = (A +B). (B+C)

(a)

Figura 3.26: Circuito a partir de expressao booleana

A
DAY

S=AB.C
C

(b)
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).
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3.3 Portas logicas NAND, NOR, XOR e XNOR

Ja sabendo que é possivel construir circuitos digitais a partir das portas béa-
sicas (AND, OR e NOT), apresentaremos duas novas portas logicas que tém sua

representacao simplificada pelo fato de serem muito usadas em circuitos digitais.

Porta Légica NOR

O circuito ilustrado pela Figura (3.27)), produz uma saida de nivel logico baixo
quando qualquer uma de suas entradas possuir um nivel légico alto, esse compor-
tamento podera ser classificado pela operacao “NOR”, semelhante & operacao da
porta logica OR acompanhada da porta logica NOT. Portanto, a porta légica NOR
¢ composta por duas ou mais entradas e uma unica saida que realiza a operagao
“NOR?”, conforme ilustra a tabela (3.6)).

Figura 3.27: Circuito equivalente a Figura 3.28: Porta logica NOR.
porta logica NOR.
A A+B A

S=A+B S=A+8B
B B

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD]| (2000)).

Tabela 3.6: Tabela verdade da porta logica NOR (3.28))

[A[B[AB|[S=AB]
olo o 1
ol1] 1 0
1o 1 0
1)1 1 0

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

Porta Logica NAND

O circuito produz uma saida de nivel logico baixo quando suas entradas
possuir em um nivel logico alto, esse comportamento podera ser classificado pela
operacao “NAND”, semelhante & operacao da porta logica AND acompanhada da
porta logica NOT. Portanto, a porta logica NAND é composta por duas ou mais

entradas e uma tnica saida que realiza a operacao “NAND”, conforme ilustra a tabela

BD.
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Figura 3.29: Circuito equivalente a  Figura 3.30: Porta logica NAND.
porta logica NAND.

A_ ) A__]

A.B
S=AB
B__| B__|

w2
I
>
oy)

Fonte:
Elaborada pelo autor, com base em [FLOYD) (2000).

Tabela 3.7: Tabela verdade da porta logica NAND ([3.30)

|A|B[AB|S=AB]
0jof o0 1
0[1] 0 1
1Jo] 0 1
1]1] 1 0

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD]| (2000).

Porta Légica XOR

O circuito tem como expressao de saida S = AB + AB, ou seja, a saida
sO tera nivel logico 1, se apenas uma de suas entradas tiver nivel l6gico 1.

O circuito tem um simbolo proprio, ilustrado pela Figura e podera
ser chamado de XOR (“ou exclusivo”), a qual é composta por duas ou mais entradas
e uma unica saida que realiza a operacao “XOR”, que usualmente utiliza o simbolo
@ e terd como saida o nimero 1 se, e somente se, as entradas A e B diferirem,
conforme ilustrada na tabela verdade (3.9).

Figura 3.31: Circuito equivalente a porta XOR

A A
A.B
B

A

{>¢F AB

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD] (2000).
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Tabela 3.8: Tabela verdade do circuito equivalente & porta XOR (3.31])

|A[B|4|B|4AB|AB|S-4AB+AB |
0j0]1¢1 0 0 0
O|1 110 1 0 1
1170101 0 1 1
1111010 0 0 0

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD]| (2000).

Figura 3.32: Porta logica XOR

A
S=A®&B
B

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD] (2000).

Tabela 3.9: Tabela verdade da porta logica XOR ({3.32)

[A[B]S AaB]

01]0 0
011 1
110 1
171 0

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

Porta Logica XNOR

O circuito tem como expressao de safda S = A.B+A.B, ou seja, a saida s6
tera nivel l6gico alto sempre que as suas entradas estiverem no mesmo nivel l6gico.
O circuito tem um simbolo préprio, ilustrado pela Figura (3.34) e podera
ser chamado XNOR, a qual é composta por duas ou mais entradas e uma tnica
saida que realiza a operagao “XNOR”, que usualmente utiliza a negagao da operagao

“XOR?” e terd como saida o ntamero 1 se, e somente se, as entradas A e B forem

iguais, conforme ilustrada na tabela verdade (3.12)).
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Figura 3.33: Circuito equivalente & porta XNOR

A >OZ
~ iB
B >CB
S=AB+ A.B
A
B A.B

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD] (2000).

Tabela 3.10: Tabela verdade do circuito equivalente a porta XNOR ((3.33))

|A|B|A|B|AB|AB|S=AB+AB|
00|11 0 1 1
0Oy 1 7110 0 0 0
110101 0 0 0
1]71]0]0 1 0 1

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD]| (2000).

Figura 3.34: Porta logica XNOR
A

S=A®eB
B

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

Tabela 3.11: Tabela verdade da porta logica XNOR (3.34)

(4]

| S=4aB

A
0
0
1

o|l~|o|lll
ool

1)1 1
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

Porta Loégica Buffer

Conceitualmente, a porta logica Buffer (copiadora) é composta por uma entrada

e uma Unica saida, em os valores de entrada serao os mesmos da sua saida. Dessa

forma, a representacao da sua saida deve ser uma réplica perfeita da entrada; caso

isso nao ocorra, fica caracterizada distor¢ao no sinal.
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Figura 3.35: Circuito equivalente a Figura 3.36: Porta logica Buffer.
porta logica buffer.

Doprrs D

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

Tabela 3.12: Tabela verdade da porta Buffer (3.36]).

0 0
1 1

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

Uma aplicacao para a porta logica Buffer é criar uma linha de atraso, conforme
ilustrado na Figura (3.37). Como cada porta interligada demora um pouco para
replicar em sua saida o que estd em sua entrada, a porta logica Buffer pode ser

usado para retardar o sinal.

Figura 3.37: Usando a porta Buffer para criar uma linha de atraso.

A S=A

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

3.3.1 Nivel logico e pulso

Para entendermos melhor o comportamento de um pulso elétrico consideremos a
Figura que ilustra um tunico pulso positivo, gerado quando a tensao passa de
um nivel l6gico baixo para um nivel logico alto e em seguida retorna ao nivel l6gico
baixo. J& a Figura ilustra um pulso negativo, gerado quando a tensao passa
de um nivel logico alto para um nivel légico baixo e em seguida retorna ao nivel

logico alto.
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Figura 3.38: Pulso positivo. Figura 3.39: Pulso negativo

Alto ...... Alto — —
Borda de Borda de Borda de Borda de
subida descida descida subida

Bairo— L Baizo .....
To fo fo T

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD| (2000).

Os pulsos ilustrados nas figuras e sao ideais porque considera que as
bordas de subida e descida comutam instantaneamente. Na prética, essas transigoes
nunca ocorrem instantaneamente. [ZHANG et al| (2009) em seu artigo intitulado
de Caos Booleano ("Boolean chaos"), considerou o tempo necessério para um pulso
passar do nivel baixo para o nivel alto. Esse tempo poderd depender da largura do
pulso que para BELLIDO-DIAZ et al.| (2000) é denominado efeito de degradacdo.

A principio para entender melhor o efeito de degradacao, consideremos a repre-

sentacao do pulso nao ideal através da Figura (3.40)).

Figura 3.40: Particularidades de um pulso nao ideal.

/_ Sobrelevagao do sinal ( Overshoot)
e Oscilacoes

Amplitude Largura do pulso

x— Oscilagoes

v

Linha de base
: : Sublevagao do sinal

: >
o de subida Tempo de descida (Undershoot)

Temp

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em FLOYD

A Figura (3.40)), simboliza um pulso nao-ideal, em que todas ou algumas das

caracteristicas evidenciada na ilustracao aparecem num pulso real.
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3.3.2 Atraso de propagacao.

O atraso de propagacao de uma porta logica, pode ser entendido como sendo
a velocidade com que a porta logica responde a uma mudanga na sua entrada, ou
seja, retrata o atraso que o pulso sofre ao passar pela porta logica. O atraso que
chamaremos de ¢, ¢ medido entre o meio da execucao do sinal de entrada e o meio

da execugao do sinal de saida, conforme Figura (3.41)).

Figura 3.41: Tempo de propagagao do pulso e tempo de Subida/Descida.

v, A Pulso na entrada

Tempo

v

lpHr o lpLH

V:)ut

Pulso na saida

T
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |RABAEY] (1996)).

Onde t,.g define o atraso associado a uma transi¢do L — H (baixo para alto ou
positivo) e ¢, define o atraso associado a uma transi¢dio H — L (alto para baixo
ou negativa), em que t, serd igual a,

_ tpur +tpL

P 2

Sendo ¢, uma métrica artificial sem significado fisico, mas de grande utilidade na
comparacao de diferentes tecnologias, sendo assim, o ¢, esta associada a tecnologia
empregada pelos fabricos desses componentes que tem como ¢, associado a t,5r € a
torr em tono de 10 ns e seus respectivos valores nao sao necessariamente iguais.

Faz-se importante destacar que apesar da tecnologia empregada, na confeccao
dos circuitos logicos e portas logicas, desempenharem um papel importante na di-
minui¢ao do t,, o atraso de propagacao depende de outros fatores, tais como, a
inclinacao do sinal de entrada e da inclinacao do sinal de saida da porta logica.

Para quantificar e evitar incertezas sobre essa caracteristica, a Figura (3.41))

exibe através do tempo de subida (t,) e do tempo de descida (t;) as métricas que
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expressam a velocidade com que um sinal transita de diferentes niveis l6gicos.
Por oportuno, apresentaremos no préximo capitulo aplicacao desses conceitos,

em uma rede composta por uma tnica porta logica.
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Capitulo 4

Resultados e Discussoes

4.1 Redes Booleanas

O estudo das redes booleanas é relativamente recente, a literatura nos remete ao
artigo proposto por WALKER e ASHBY| em 1966, como sendo o primeiro trabalho
que trata as redes booleanas como um sistema de comportamento complexo, em
seguida vem |[KAUFFMAN]| (1969) com seu artigo inovador que tem como titulo, Es-
tabilidade Metabolica e Epigénese em Rede Genéticas Construidas Aleatoriamente
(“Metabolic Stability and Epigenesis in Randomly Constructed Genetic Nets’), e in-
troduz a hipotese que os genes podem ser modelados como um dispositivo binéario,
em que 1 (ou 0) corresponde ao estado ligado dos genes e 0 (ou 1) corresponde
ao estado desligado. Com essa hipotese KAUFFMAN| conseguiu correlacionar o
seu estudo com a teoria das Redes Booleanas, em seguida as redes propostas por
KAUFFMAN| fundamentaram as equagoes de atraso booleanas, apresentada por
DEE e GHILJ (1984), GHIL e MULLHAUPT] (1985)) e posteriormente por MESTL
et al.| (1996).

Além das aplicacoes citadas acima, as redes booleanas podem ser usadas para
construcao de sistemas fisicos, pois exibem capacidade de aplicacdo em processa-
mento de sinais em virtude das propriedades presentes nas portas logicas e por
apresentarem alta velocidade de processamento. ZHANG et al.|(2009). Nesse con-
texto DE S. CAVALCANTE et al. (2010), apresenta em seu artigo, Sobre a origem
do caos em Redes booleanas auténomo - (“On the origin of chaos in autonomous
Boolean networks’) em que exibe evidéncias do comportamento cadtico em uma rede
composta com uma unica porta logica (buffer).

Por oportuno, salientamos que as redes booleanas apresentam-se das seguintes

formas:
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Sincronas

As redes Booleanas Sincronas, pressupoem que todas as formas de onda sao
sincronizadas como uma espécie de temporizador de referéncia que denominamos
clock. O clock é uma forma de onda temporizada e periddica em que cada intervalo
entre os pulsos sao iguais. Desta forma, a regra de atualizacao é determinada pelo
clock existindo um ntmero finito de estados totais e a rede eventualmente visitara
um estado em que ja foi antes. Por apresenta um comportamento periédico a rede

se estabelecerd em um atrator peridédico ou em um ponto fixo.

Assincronas

Diferentemente das Redes Booleanas sincronas as Redes Booleanas Assincronas
nao possuem influéncia de um temporizador de frequéncia (clock), e suas portas
logicas serao atualizadas espontaneamente e simultaneamente; porém, cada porta

logica possui seu tempo de atraso.

Autonomas

Nas Redes Booleanas Auténomas, o comportamento futuro serda determinado
pelo histérico dos eventos de comutacgao das interagoes anteriores, em que os atrasos
ao longo dos links apresentam um papel fundamental. Ou seja, em uma Rede
Booleana Auténoma, as atualizagbes do seu estado booleano acontecerao sempre

que a transicao estiver presente na sua porta e sem a influéncia de um sinal externo.

Modelos de rede booleana

Para entendemos melhor as aplicagoes das redes booleanas descritas na secao

[1.1] exibiremos o modelo de rede proposta por KAUFFMAN] (1969).

Rede proposta por Kauffman

No ano de 1969, KAUFFMAN) popularizou uma descri¢ao de rede booleana sin-
crona para circuitos de controle genético, onde os genes sao aproximados como noés
(portas logicas ) boleanos que mudam entre ativo ("ligado") e inativo ("desligado")
e links que descrevem as interagoes de genes via funcoes booleanas. Os noés mu-
dam seu estado booleno em um tempo fixo na evolugao temporal sincrona. Isso
¢ matematicamente descrito com um mapa iterado, em que uma etapa de tempo
corresponde ao processamento do né. Na descricao apresentada por KAUFFMAN

(1969), N s@o os nos booleanos que interagem através dos seus estados X
Xi(t+1) = A(Xa (), Xio(t), -+, Xun(t)),  i=1,--- N, (4.1)
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em que A;(.) : {0, 1} — {0, 1} sao fungdes booleanas com K nés de entrada. Nessas
condigoes, este modelo de rede é conhecido como redes NK (Kuaffman Network),
aceita que um gene ¢ consegue ser representado por um elemento binario X;, em
que X; = 1 (ligado) corresponde a um gene expressivo E] e X; = 0 quando nao esta
expresso.

Em termos mateméticos a equacao pode descrever um mapa iterado de
estado finito, com espaco de fase composto por 2V possiveis estados e regras para

transicao entre os estados.

Exemplo 1. Para exemplificar uma rede NK, utilizaremos o diagrama de rede bo-
oleana ilustrado por KAUFFMAN, (1969) em que o "comportamento deterministico
e aleatorio de cada no recebe apenas duas entradas de outros elementos € biologica-

mente razodvel".

Figura 4.1: Diagrama para uma rede do tipo NK com trés elementos.

@ X(T+1)=Y(T).Z(T)
’//\' \ Y(T +1) = X(T).Z(T)
Z(T+1)=X(T) +Y(T)
—

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em KAUFFMAN]| (1969).

Tabela 4.1: Tabela verdade da funcao booleana de cada gene.

T T+1 T T+1 T T+1
Y| Y|Z|X=Y.Z X|Z|Y=XZ X|X|Y|Z=X+Y
0| 1|0 0 01]0 0 0] 110 1
01111 1 01 0 0] 1]1 1
11010 0 110 0 11010 0
1101 0 111 1 11011 1
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em | KAUFFMAN] (1969).

O diagrama representado pela Figura fornecido por KAUFFMAN, (1969),
extbe uma rede booleana, em que os N podem ser entendidos como os nos e os K
como sendo o numero de links entre os N nds que compoe o diagrama.

Para a rede (4.1) em que temos, N=8 e K=2, colocaremos uma condi¢ao inicial

(X,Y,Z)= (0,0,1), com T=0, o estado sequinte poderd ser determinado pelas tabelas

IProcesso pelo qual a informacdo codificada em um gene é usada para direcionar a montagem
de uma molécula de proteina INSTITUTE| (2019).
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verdades (4.1)), que representa as operagoes ilustradas no diagrama (4.1)), nos tempos
TeT+1. Jd a tabela (4.2), exibe todos os possiveis estados da rede (4.1]) no tempo
T e no tempo subsequente T + 1.

Tabela 4.2: Tabela verdade com todos os possiveis estados de uma rede NK repre-
sentada pela Figura (4.1)

] T T+1
X|ylz|vz|xz|Xy
oloflol o] o 1
olofl1] 1] o 1
ol1]o] o] o 1
ol1]1] 0o ] o 1
tlolo]l o] o 0
tlol1] 1|1 0
tl1lo] o] o 1
111 0 |1 1

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em KAUFFMAN]| (1969).

No diagrama, cada nd depende da fungao booleana ou ("or") ou da fungao bo-
oleana e ("and"). Como o sistema é deterministico teremos que para acada estado
existird um sucessor. Por exemplo, seja (0,0,1) um estado inicial arbitrdrio, no
tempo T, haverd um sucessor, o estado (1,0,1) no tempo T+1. Seguindo esse ra-
ciocinio e pelo fato do numero de estados do sistema ser finito, teremos que apds
algumas alteracoes de estado, o sistema poderd encontrar um estado que havia en-
contrado anteriormente, fazendo o sistema entrar num loop, ou seja, o sistema
circulard repetidamente em torno de um ciclo, que KAUFFMAN, (1995) denomina

atrator dindmico.

Figura 4.2: Campo de comportamento.

0
@*@\ é /@
/]
Ot

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em KAUFFMAN] (1969)

O diagrama representado pela Figura (4.2)) é chamado campo de comportamento.

Tal diagrama representa as trajetorias possiveis, o qual exibe sucessoes de alteracoes
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de estados dos elementos da rede. O campo de comportamento (4.2)) exibe trés pos-
stveis percussos os quais leva a um ciclo de estado em que todos os estados estao

convergindo para um estado.

Os modelos de rede booleana proposto por KAUFFMAN]| (1969) sdo bastantes
cativantes, porque reduzem sistemas complexos de iteracao genética a fungoes bo-
oleanas e topologia de redes. Entretanto, descuida de alguns aspectos fisicos que
podem exercer papel importante na dinamica, como, por exemplo, incluir intera-
¢oes em tempo continuo, atrasos entre os nos, que para SCHOLL (2008) o atraso
(delay) na dindmica dos sistemas pode estabelecer a periodicidade das oscilagoes,

assim como pode estabilizar ou desestabilizar pontos fixos e 6rbitas periddicas.

Equacgoes de atraso booleanos propostas por |(GHIL e MULLHAUPT

Para FRIDMAN]| (2014) o atraso (delay) ¢ uma caracteristica encontrada com
frequéncia em sistemas fisicos, quimicos, biologicos, econémicos, assim como, em
atuadores, sensores, sistemas de telecomunicacao e rede de comunicacao, em que a
origem desse atraso pode se dar de forma intencional, por exemplo, no controle de
reacoes quimicas; ou nao intencional, quando o atraso é uma caracteristica intrin-
seca do sistema. E nesse contexto de sistemas com atrasos intrinsecos que GHIL e
MULLHAUPT (1985) introduziram as Equagoes de atraso booleanas II. Solugoes
Periodicas e Aperiodicas (“Boolean Delay Equations. I1. Periodic and Aperiodic So-
lutions "), como um modelo de rede booleana, em que o estado de cada no6 é dado

por X; e se desenvolve conforme a equacao de atraso (4.2)).
Xz(t) = AZ()(Z (t — 7'@1), Xz (t — Tiﬁg), s 7sz(t — 7'@]\[)), Z = ]_ s N7 (42)

atentemos que a equagao (4.2]) exibi estrutura semelhante as redes apresentadas por
KAUFFMAN na equagao (4.1)), no entanto, a dindmica resultante pode ser muito
diferente das redes NK, porque inclui atualizagoes em tempo continuo e os atrasos

7;; correspondem ao tempo ao longo dos links, conforme ilustrado pela Figura (4.3).

Figura 4.3: Topologia de uma rede booleana, composta de duas portas logicas
(XOR).

T12

T11

21
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |ZHANG et al.| (2009).
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Interessados na dindmica de uma determinada Rede Booleana, composta pela
porta logica XOR, obteremos a equagao de atraso booleana.
Xt)=Xt-n)eX{t—mn)d & X({t—15), (4.3)

em que a porta XOR possui no minimo duas entradas, obteremos § > 2 na equagao
(4.3) e o tempo de atraso representado por 75. Ja o operador @ : {0,1} x {0,1} —
{0, 1}, efetua a operagao booleana "ou exclusivo" (XOR) visto na porta logica (3.32)).

Exemplo 2. Para ilustrar o comportamento da equacao (4.3|) consideremos a porta
logica XOR com duas entradas, conforme Figura (4.4)).

Figura 4.4: Diagrama para rede booleana com um n6 (XOR) e dois links com atraso.

Xt)=Xt—-n)eX({t—m) (44)

4

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |(GHIL e MULLHAUPT] (1985) e
DE S. CAVALCANTE et al. (2010).

A Figura tlustra uma rede booleana representada pela equacao de atraso
, em que 6 = 2 evidencia os atrasos nos links de feedbacks.

Da rede representada pela Figura , observemos ao menos que as duas en-
tradas mudem seu estado logico simultaneamente, teremos uma transi¢ao de saida

diferente da entrada. Assim o tempo de transicao fornecerd um conjunto discreto.

Figura 4.5: Link de feedback X (¢t — 1), com 7 = 1.

1.0 = [0 A Aman Rine . .

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT| (1985)
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Figura 4.6: Link de feedback X (¢ — 72), com 7 = \/52’1.

1.0 A — -—-T . i -
0.8
< 0.6
|
o
— 0.4
<
0.2
0.0 ik 1 i 3

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |GHIL e MULLHAUPT] (1985)

Figura 4.7: Solugao X(t) da equagao de atraso (4.4)), com dindmica inicializada no

tempo t = 0.
Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |GHIL e MULLHAUPT (1985)
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A Figura (4.7)), exibe a dindmica do sistema em que o nimero de transi¢ées (mu-
dang¢as no estado ldgico) aumenta de tal forma, que,|GHIL e MULLHAUPT| (1985))

e|GHIL et al. (2008) relatam que o nimero de transigoes podem crescer sem limites,

sequindo uma lei de poténcicﬂ no tempo. Entretanto esse comportamento complexo
nao deve ocorrer em sistemas fisicos, pois a velocidade de resposta de uma porta
logica (XOR) € finita, ou seja, exibe uma frequéncia mdzima de operacao, evitando

que duas transicoes que vém em uma sucessao muito rdapida sejam processadas Si-

multaneamente. |[ZHANG et al| (2009) reporta-se a esse crecimento ilimitado na

frequéncia de transicoes como uma catdstrofe ultravioleta inevitdvel.

No exemplo 2] é apresentado uma rede booleana construida com uma porta logica
XOR, em que a dinamica da rede é determinada pela equagao (4.4)) e seu comporta-

mento exibido pela Figura (@ Substituindo a porta logica XOR vista no exemplo

2Na Fisica, uma lei é dita lei de poténcia se entre dois escalares x e y a relacdo entre eles pode
ser escrita da seguinte forma: y = az® , onde a é a constante de proporcionalidade e k um expoente
constante.
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2] pela portas logicas, AND, OR, NAND, NOR e XNOR, ou seja, as portas logicas
que apresentam no minimo duas entradas para representar uma rede booleana com

dois links de feedbacks e os atrasos booleano.

Porta logica AND

Figura 4.8: Diagrama para rede booleana com um né (AND) e dois links com atraso.

i

Xt ) | X(t) = X(t—m)X(t—7)  (45)
X4 |

D S

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em (GHIL e MULLHAUPT] (1985) e
DE S. CAVALCANTE et al.| (2010).

Figura 4.9: Link de feedback X (¢t — ), com 7 = 1.

0.2

0.0 — =

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT]| (1985)

Figura 4.10: Link de feedback X (t — 73), com 7 = \/52_1.

1.0 nn

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |(GHIL e MULLHAUPT]| (1985)
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Figura 4.11: Solucao X (t) da equagao de atraso (4.5]), com dindmica inicializada no
tempo t = 0.

1.0 M

0.8

o o
£~y o

X(t—11). X(t— 12)

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT]| (1985)

Porta légica OR

Figura 4.12: Diagrama para rede booleana com um n6 (OR) e dois links com atraso.

X =X(t—m)+X(t—7) (46)

ﬁ

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em (GHIL e MULLHAUPT] (1985) e
DE S. CAVALCANTE ef al] (2010).

Figura 4.13: Link de feedback X (¢t — 1), com 7 = 1.

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT]| (1985)
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Figura 4.14: Link de feedback X (t — 73), com 7 = \/52*1.

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT| (1985)

Figura 4.15: Solucao X (¢) da equagao de atraso (4.4]), com dindmica inicializada no
tempo t = 0.

10 15
Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT]| (1985)

Porta logica NAND

Figura 4.16: Diagrama para rede booleana com um n6é (NAND) e dois links com

atraso.
< T1 <

4

_ A
X0 =) X(t)=X(t-n)@X(l—m) (47)
X(t—m)

> Y
A
{

—<+—{ n
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT] (1985)) e
DE S. CAVALCANTE et al. (2010).
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Figura 4.17: Link de feedback X (t — 71), com 7, = 1.

1.0 o T O e T e N e T e O e T e T e T e T s T T s e W

b
o

X(t— T]_)
s

L — — — _‘ — — _‘

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |GHIL e MULLHAUPT] (1985)

Figura 4.18: Link de feedback X (t — 72), com 75 = ¥

1.0 e I e T s T e T e T s T s T e T e T s O e O e

g
o

X(t— T2)
2

00, —tJ L J I U

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |GHIL e MULLHAUPT] (1985)

Figura 4.19: Solug¢ao X (¢) da equagao de atraso (4.7]), com dinamica inicializada no
tempo t = 0.

1.0] A

N N =iae

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |GHIL e MULLHAUPT (1985)
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Porta légica NOR

Figura 4.20: Diagrama para rede booleana com um n6 (NOR) e dois links com
atraso.

Xt)=X(t—-mn)eX({t—m) (438)

ﬁ

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT] (1985) e
DE S. CAVALCANTE ef al] (2010).

Figura 4.21: Link de feedback X (¢ —71), com 74 = 1.

1.0 e e e e e e e e e e

0.0 ————————\————____

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT] (1985))

Figura 4.22: Link de feedback X (t — 72), com 7 = ‘/52’1.

1.0 M — — — — — — — — — — r — — —

0.0 ———————J——_____

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |GHIL e MULLHAUPT] (1985)
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Figura 4.23: Solu¢ao X (t) da equagao de atraso (4.8)), com dindmica inicializada no
tempo t = 0.

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT]| (1985)

Porta légica XNOR

Figura 4.24: Diagrama para rede booleana com um n6 (XNOR) e dois links com
atraso.

Xt)=Xt—-mn)eX({t—m) (49)

ﬁ

—<—{ 1 |
Fonte: Elaborada pelo autor, com base em (GHIL e MULLHAUPT] (1985) e
DE S. CAVALCANTE ef al] (2010).

Figura 4.25: Link de feedback X (t —71), com 74 = 1.

1.0 1 [AEnn 0 amnnn nine . .

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em GHIL e MULLHAUPT| (1985)
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Figura 4.26: Link de feedback X (¢ — 72), com 7 = “/3’2’1.

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |GHIL e MULLHAUPT] (1985)

Figura 4.27: Solugao X (t) da equagao de atraso (4.9)), com dinamica inicializada no
tempo t = 0.

ool LI TOLLILONUT LD LT LG | p

Tempo

Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |GHIL e MULLHAUPT (1985)

Atentemos as dindmicas das redes definidas pelas equagoes booleanas de atraso

[@.5), (@6, (@7, (4.8) e (4.9), que apresentam a dindmica resultante nas Figuras
({4.11), (4.15), (4.19), (4.23) e (4.27), cujo comportamento na maioria dos casos con-

duz a um ponto fixo ou a uma transicao simples. O caso da rede booleana definida

pela porta XNOR, assim como apresentado na Figura , exibe um comporta-
mento complexo, entretanto a dindmica exposta por XNOR ¢ idéntica & dindmica
exposta pela porta logica XOR quando alteramos o nivel logico alto (1) para o nivel
logico (0).

Para superar o aparecimento dos pulsos curtos na equagao de atraso bo-
oleano, [DE S. CAVALCANTE et al| considera um ¢ com duragao infinitesimal,
tal que X(t) # X (t — €), assinalando que uma mudan¢a aconteceu no tempo t e
fOTS’” X(t—s)® X(t—¢€) # 0, indicando que a dindmica exibida pela porta logica
mudou em algum momento durante o intervalo de rejeicao do pulso curto passado,

entdo X (t —s) = X(t — Tspr), para todos s € [0, 7y ), €m que Tep — 0.
A dinamica apresentada pelas equagoes (4.4)) e (4.9)), expéem um comportamento

7



complexo para rede booleana composta pela porta logica XOR ou pela porta logica
XNOR composta por dois links de feedbacks, conforme Figuras e , di-
ficultando a analise qualitativa. Entretanto, a diminui¢ao sucessiva da largura do
pulso levara a catéstrofe ultravioleta (GHIL e MULLHAUPT, (1985 |(GHIL et al.,
2008), considerando que a velocidade de resposta das portas logicas é finita e im-
plementando a rejei¢ao dos pulsos curtos, obteremos que a dinamica gerada devera

apresentar atratores periddicos, conforme o Teorema (4.1]).

Teorema 4.1. Para uma rede booleana auténoma com rejeicao dos pulsos curtos,
constituindo em uma unica porta logica XOR e composta por duas linhas de feedbacks

com atrasos T € To, conforme Figura (4.4]), exibird atratores periddicos, sempre.

Observagao 4.1. A demonstra¢io do Teorema (4.1) poderd ser visto com detalhes
em|DE S. CAVALCANTE et al| (2010).

4.1.1 Divergéncia de trajetorias

DE S. CAVALCANTE et al| (2010) em seu artigo, que fala sobre a origem
do caos em redes booleanas auténomas (“On the origin of chaos in autonomous
Boolean networks”), propoes dois métodos para a anélise da dindmica tragadas pelo
comportamento da rede booleana a uma pequena pertubacao, ou seja, inserindo
artificialmente uma pequena pertubagdo €, que para nosso caso, sera um atraso,

mas poderia ser um adiantamento.

e Para o primeiro método, precisaremos construir uma sequéncia de tempo de
comutacao t,, para dindmica sem pertubagao e t/, para dinamica perturbada,

posteriormente, plotemos 6,, = |t, —t,| X t,.
e para o segundo caso, a diferenca booleana é definida como sendo

o 0, se a porta logica estiver no mesmo estado logico nas duas trajetorias,
o 1, se a porta logica estiver em estado diferente
e depois DE S. CAVALCANTE et al| (2010) integrou a diferenga booleana

entre as trajetorias original (X(¢')), iniciada no tempo t, e a trajetoria per-

turbada (X (¢')) iniciada no tempo t,,
1 s+T
as) = 7 / X (' +12) @ X (¢ + ty)d’ (4.10)

em que 7' = 10ns é um parametro fixo, @ representa a operagao boolena
exibida nas portas do tipo XOR e a diferenca booleana podera ser enten-
dida como a distancia (d(s)) em que s representa o tempo entre a pertubagao

aplicada e o término do intervalo de integracao.
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Desta forma, o primeiro método poderé apresentar divergéncia de trajetoria com
a rejeicao dos pulsos curtos em uma das trajetorias. Para DE S. CAVALCANTE
et al|(2010) nado exite outro mecanismo que aumente ou diminua a diferenga entre
as transicoes de estado logico. Atentemos que se existir a rejeicao dos pulsos curtos,
proposta pelo primeiro método, em um sistema, as transicoes logicas geradas, ge-
raram novas transicoes logicas, fazendo com que as duas trajetérias divirjam. Para
o caso particular em que a diferenca dos pulsos seja um e infinitesimal, a rejeicao
dos pulsos curtos podera nao acontecer, consequentemente inexistira diferenga de
rejeicao dos pulsos curtos, ou seja, teremos auséncia da divergéncia de trajetoria.

No segundo método proposto por DE S. CAVALCANTE et al.|(2010), teremos o
distanciamento das trajetorias, este fato se dar pelo aumento das transicoes logicas
que advém da pertubacao e infinitesimal. Atentemos que o distanciamento nao
podera ser maior que ne, onde n é o numero de transicoes logicas que o atraso
79 comporta. Outro fato bastante interessante é que n é finito para qualquer valor
diferente de zero e de 7y),, consequentemente a dindmica apresentada pelas transi¢oes
logicas nao diverge exponencialmente para e infinitesimal.

Sobre outra perspectiva, dado ¢ > 0, eventualmente podera existir um pulso
com duracao proximo de e e proximo do pulso curto rejeitado. Para DE S. CA-
VALCANTE et al|(2010]), essa situagao podera levar a divergéncia exponencial, se
considerarmos o tempo definido para rejeitar os pulsos curtos com o tempo necessa-
rio para acontecer a transicao logica, ou seja, gerando aproximadamente n7; novos

pulsos.

4.1.2 Porta logica Buffer (copiadora)

A principio entenderemos melhor o efeito de degradagao, para isso consideremos
o pulso analdgico representado pela Figura , atentemos para o atraso de pro-
pagacao representado pela Figura , que ilustra o tempo gasto entre o pulso
na entrada de uma porta logica e o pulso resultante na saida. Podemos entender o
tempo caracteristico que uma porta logica tem para responder ao pulso.

A Figura ilustra duas formas diferentes de mensurar o atraso de propaga-

¢ao associado a uma porta logica. Sao elas,

e {,ry € 0 tempo entre o meio da excursao do pulso de entrada e o meio da
excursao do pulso de saida, com a saida mudando de nivel l6gico alto para

nivel logico baixo;

® .1, ¢ o tempo entre o meio da excursao do pulso de entrada e o meio da
excursao do pulso de saida, com a saida mudando de nivel l6gico baixo para

nivel logico Alto.
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Consideremos uma Rede Booleana autonoma, ilustrada pela Figura (4.28)), de

um unico né (porta logica Buffer).

Figura 4.28: Rede Booleana Auténoma (Porta logica Buffer) .

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em DE S. CAVALCANTE et al.| (2010)

e 0 tempo de subida e o tempo de descida do sinal,

e 0 atraso caracteristico do no, em que representa uma porta logica.

Uma maneira de implementar e representar o efeito de degradagao em uma rede

booleana auténoma é considerar a Figura (4.29) e;

e 1 como sendo o momento da comutagao crescente do pulso de entrada;
e f como sendo o momento da comutacao decrescente do pulso de entrada;

/ a 7 .
e 7’ como sendo o momento que ocorrer a comutacao crescente do pulso de saida;

e f’ como sendo o momento que ocorrer a comutagao decrescente do pulso de

saida.

Esses tempos, representados por ' e s’ sdo os tempos reais, entretanto, para
termos uma aproximacao mais realista, teremos que considerar atrasos que depen-
derao do estado da porta légica no momento da chegada da comutacao. Em outras
palavras, existird um 7, e um 7y tal que o tempo real associado & comutacao em r
é expresso por, ' — 7., em que T, representa um atraso de propagacao, ja o tempo
real associado a f é expresso por, f' — 7, em que 7y representa outro atraso de
propagacao, com f caracterizando a funcao do tempo em que a porta logica esteve
ligada, ou seja, f — (' — 7). Portanto, definimos f — (' — 7,) como sendo uma

funcao de degradacao, que nos da o atraso, f' — f.
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Figura 4.29: Implementacao do efeito de degradagao.
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Fonte: Elaborado pelo autor, com base em DE S. CAVALCANTE et al.| (2010)

Entendendo a situa¢ao de um tnico pulso em uma porta logica Buffer (copi-
adora), conforme ilustrado na Figura (4.29), em que a entrada da porta logica é

automatica. Consideremos as equagoes de evolucao para v; e w.

v =Tiy1 — fi (4.11)
e
A nao rejeicao do pulso curto gerard uma nova comutacao,
ris1 =1+ g (ri — (fi = 74))
=r; + g (T —w;) (4.13)
e

fiv1 = fi+95(fi = (rign — 7))
= fi+gp(1p — v) (4.14)

Por oportuno, cabe esclarecer que as constantes 7, e 7¢, nao precisam ser iguais,
assim como, g, e gy nao precisam ser diferentes. Mas como o nosso objetivo ¢ exibir
a existéncia de caos na porta logica em comento, consideremos os casos em que
T =Tf=Teg=gr=g

Definindo a largura do pulso, conforme ilustrado na Figura e inserindo as
equagoes (4.13) e (4.14) em (4.15)),
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Wit1 = fi+1 — Tit+1,

obteremos;

Wit1 = fiy1 — Tit1,
= (fi+g(=vi)) = (ri + g(7 — wy))
= (fi —ri) +g(T —v;) — g(T7 — wy)
= wi +g(r—v) = g(r — w)

Operando algebricamente na equacao (4.13) chegaremos a,
Tit2 = Tip1 — 9(T — Wiy1)
Desta forma, inseriremos a equagao (4.17) na equagao (4.18]),

Viy1 = Tig2 — fit1,

obteremos,

Vi+1 = Tiy2 — fi+1>

=riy1 + 9(7 — wip1) — fipr

=rit1 + (7 — wiy1) — (fi + 9(7 —w1))

=v; + 9(7 — wit1) — 9(7 — v;)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Da Figura (4.29), temos que w; pode determinar v; e v; podera determinar wj,

dessa forma é possivel reduzir a equagao (4.19) e a equagao (4.16) a uma tnica

variavel, permitindo-nos fazer analogia a um mapa de uma variavel.

Vigr = v +9(T — wipr) — g(T — ;)

’_wiﬂ = fix1 — Tin1
= firi —ris1 + (fi = fi)
=(fi—rix1) + (firn = fi)
—v; + (fir1 — [fi)
—v; + [fi+g(r — v)— fi]

= gt — v;)— v J

v =0+ g(THu—g(T —v)) — g(T — )

De forma anéloga temos,

82

h(viy1)

(4.20)



Wit1 = w; +9(—v) — g (1 — wy)

’_Ui =riv1 — fi
=7rip1 — fi + (ri—mi)
= (=fi+m) + (rig1— 1)
= —w; + (rig1 — 1)
= —w; + [ri+g(T —w;) — 7]

= g(7 — w;) — w

Sowir = wy +g(tHw; g(t — w;)) — g(t — w;) = h(wiq) (4.21)

Da analise dos mapas dos gerados pelas equagoes (4.20]) e (4.21), um ponto fixo

estavel, equivale a uma rede booleana autéonoma com comportamento periédico,
em que todos os pulsos de estado logico alto terao largura w* e todos os pulsos
de estado logico baixo terao largura v*. Das equagoes e temos que
gr(v*) = gp(w*), entretanto ndo podemos afirmar que v* = w*.

Para o nosso estudo g(z) devera ter duas caracteristicas fundamentais, que sao;

e g(x) devera ser maior ou igual a 7, para todo = € R. Essa caracteristica se faz

necessaria pelo tempo minimo que o sinal necessita para atravessar o link.

e g(z) devera tender assintoticamente a uma constante 7o > 7, para x grande.
Essa caracteristica se deve ao fato da porta logica se estabilizar em um estado

fixo, caso sua entrada permaneca constante por um longo tempo.

Para uma melhor compreensao do papel da fungao g(z), consideremos a Figura

(4.32), em que representa a dinamica da rede booleana autéonoma representada pela

Figura (4.28) e modulada pela funcao g(x).
Com as carateristicas da fungdo g(x) obtidas experimentalmente, mas funda-

mentada no comportamento das portas logicas reais, [DE S. CAVALCANTE et al.

(2010) conseguiram modular a largura dos pulsos para gerar caos no modelo pro-
posto. Dé forma analoga utilizaremos as fungoes (4.22) e (4.23)), para o estudo do

caos na dinamica.
g(t—v)=7 + a + b(tr — v— clexp|— (T —v)/A] (4.22)
ou

gir—w)=7 + a + b(r — w— c)exp[— (7 — w)/A] (4.23)

em que 7 = 1,3, a = 0,264, b = 13.4, ¢ = 0,017 e A = 0,184. Desta forma, as
equagoes (4.22)) e (4.23) modula a largura dos pulsos, descrevendo o tempo em que a
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transigao ficara no nivel logico alto (1) e no nivel logico baixo (0) e desempenha um
papel fundamental no surgimento do caos na dinamica da rede booleana auténoma
composta por uma porta logica buffer (copiadora).

A dindmica da rede booleana autéonoma descrita anteriormente, pode ser exibida
através das simulagdes numéricas. A Figura , descreve a dinamica da rede
booleana autéonoma (4.28), em que y(t) = g(X(t)) representa a dinamica da rede e
y'(t) = g(X'(t)) a dinAmica perturbada.

Figura 4.30: Evolugao temporal da rede booleana auténoma (4.28))
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em DE S. CAVALCANTE et al.| (2010)
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A Figura (4.31)) descreve, através da série temporal, o comportamento da dife-
renga y(t) = g(X(t)) por ¢/'(t) = g(X'(t)) da rede booleana auténoma ilustrada a
divergéncia nas trajetorias da rede y(t) e da y/(t), evidenciando o momento em que

as dinamicas divergem.

Figura 4.31: Evolu¢ao temporal da diferenga entre y(t) = g(X (¢)) e ¥/ (t) = g(X'(1)).
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em DE S. CAVALCANTE et al.| (2010)

Desta forma, através da fungao g(z) (funcao de degradagao) que insere a rejei¢ao
dos pulsos curtos, DE S. CAVALCANTE et al|encontraram o mapa da dindmica
gerada pela equagao (4.20) e o mapa unidimensional gerado pela porta buffer (co-

piadora).

Figura 4.32: Funcdo g(z) responsavel Figura 4.33: Mapa de estado, gerada
pela modulacdo dos pulsos da porta 16-  pela dinamica da porta buffer (copia-

gica buffer (copiadora). dora).
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em DE S. CAVALCANTE et al.| (2010)

Observemos que o mapa unidimensional gerado pelas larguras dos pulsos v; e v; 11
nao assume valores menores que 0.5, em outras palavras, a fungao g(x), consegue

rejeitar os pulsos curtos com largura 7., ~ 0,5. A auséncia de periodicidade no
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Figura 4.34: Mapa da dindmica gerada pela porta buffer (copiadora).
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em DE S. CAVALCANTE et al.| (2010)

sistema foi constado por DE S. CAVALCANTE et al), ao executar o mapa por um
milhao de vezes e sem qualquer evidéncia de periodicidade.

Usando a média das larguras dos pulsos DE 5. CAVALCANTE et al|calcula o
expoente de Lyapunov da série temporal gerada pela rede booleana . O sinal
positivo do expoente de Lyapunov, confirma a sensibilidade exponencial as condigoes

iniciais, sendo uma prova do caos deterministico.

4.2 Sincronizacao

No dicionérioﬂ a palavra sincronizar significa: Tornar sincrénico; produzir sin-
cronismo ou simultaneidade, para o nosso contexto, a sincronizacao existira quando
dois ou mais dispositivos apresentam os mesmos movimentos ao mesmo tempo. Essa
ideia de combinar movimentos para sistemas dinamicos cuja a dependéncia exponen-
cial da(s) condigao(bes) consegue exibir um comportamento caético é aparentemente
impossivel. No entanto, no ano de (1990, PECORA e CARROLL| apresentou um ar-
tigo que tem como titulo, Sincronizagao em Sistemas Caoticos (“Synchronization in
Chaotic Systems’), neste artigo PECORA e CARROLL (1990) mostram que siste-
mas caoticos atuando na configuracao mestre-escravo podem sincronizar entre si.

E nesse contexto que definimos, independente da abordagem (sistemas em tempo
continuo ou em tempo discreto), a definigdo matemética para a sincronizagdo de

sistemas caodticos:

3https://michaelis.uol.com.br/busca?r=0f=0t=0palavra=sincronizar
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Definicao 12. Dados dois sistemas dindmicos cadticos com condigoes iniciais Xo e

Yo- cujas trajetorias sao descritas pelas equagoes diferenciais ordindrias.

x =f(x) e (4.24)
y =1£(y), (4.25)

em que, X, y € R" e f : R" — R™ € um campo vetorial nao linear, dizemos que 0s

sistemas (4.24]) e (4.25), estao sincronizados se ||e(t)| = ||y (t) —x(t)|| = 0 quando

t — o0

4.2.1 Sincronizacao completa por acoplamento via controle
de feedback.

A sincronizagao através do controle de feedback, é uma ferramenta matematica
que exerce influéncia na dindmica do sistema. De forma geral, PECORA et al. (1997)
considera dois sistemas caoticos idénticos, mas com condigoes iniciais diferentes.

Desta forma, consideremos o sistema dinamico com indice m € N de sistema mestre,

representado por (4.26)),

% = £(%pm (1)), (4.26)

cujo o vetor x,, € R" representa as variaveis do sistema mestre e f : R” — R" uma

funcao vetorial nao linear. O seu correspondente, o sistema cadtico escravo com

indice e € N, representado por (4.27)),

X, = fo(x.(t)) + cve(xm — Xe), (4.27)

cujo o vetor X, € R" representa as variaveis do sistema escravo e ae(x,, — X.) ¢ a
informacao passada do sistema mestre para o sistema escravo que tenta reestabelecer
o vetor X,,(t), ou seja, ae(x,, — X.) ¢ o parametro de acoplamento. Portanto ae(t)

representa o sinal transmitido ou o sinal de entrada do sistema escravo.

Exemplo 3. Para dois sistemas de Lorenz, com os pardmetros o = 10, r =28 e b =
8/3 e condigoes iniciais (Tmo, Ymo, 2mo) = (1, 1, 1) € (Zeo, Yeo, 2e0) = (1, 1.1, 1),

podemos ter,

T = 10(Ym — Tm) Te = 10(ye — xe) + (T — Te)
ym = 28$m —Ym — Tmim ye = 28336 — Ye — Teke
Zm = TmYm — 8/32m Ze = TeYe — 8/32

temos que, (Tmo, Ymo, 2mo) F (Teo, Yeo, Ze0), COMoO jd sabemos da sensibi-

lidade exponencial do sistema as condi¢oes iniciais, as trajetorias divergem, no
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entanto, se 0s sistemas consequirem acoplar as trajetorias podem se tornar idénticas.

Figura 4.35: Projecao no plano
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Figura 4.36: Série temporal obtidas nos siste-
mas mestre e escravo utilizando as equacoes
de Lorenz com entrada z,,(t) e & = 0
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |PECORA et al. (1997)

Figura 4.37: Projecao no plano

(T, Te), cOm a = 5.
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Figura 4.38: Série temporal obtidas nos siste-
mas mestre e escravo utilizando as equacoes
de Lorenz com entrada z,,(t) e a =5
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |PECORA et al. (1997)
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Figura 4.39: Projec¢ao no plano Figura 4.40: Série temporal obtidas nos siste-
(T, xe), com a = 10. mas mestre e escravo utilizando as equagoes

de Lorenz com entrada z,,(t) e a = 10
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em |PECORA et al. (1997)

4.2.2 Sincronizacao de sistemas discretos.

Muitos trabalhos e esforcos tém sido desprendidos no intuito de entender e desen-
volver métodos que caracterizem a sincronizacao de sistemas dinamicos em tempo
discreto. Nesse contexto podemos citar os trabalhos de (1997). Portanto, nesta
secao apresentaremos o método conhecido por controle de feedback para sistemas
dindmicos em tempo discreto. Para exemplificar o método consideremos o mapa

logistico. Desta forma nosso objetivo é sincronizar o mapa cadtico,
Tpt1 = rx,(1 —xy) (4.28)

De fora semelhante ao mapa (4.28|) construimos,

Yn+1 = ryn<1 - yn) (429)

em que n é o tempo discreto. Desta forma, o método de controle de feedback é

realimentado através uma funcao G(z,,y,) construida através das equagoes (4.28)

(T30,

Yn+1 = Tyn(l - yn) + G(mm yn) (430)

ou seja, as equagoes ([4.28)) e (4.30) descrevem mapas logisticos, onde sdo chamados
de sistema mestre e sistema escravo, respectivamente. A sincronizacao do sistema
escravo com o sistema mestre acontece quando a diferenca dos sistemas tender a

zero, em outras palavras, estamos dizendo que quando o tempo tende ao infinito,
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G(2n, yn) tendera a zero, conforme equagao (4.31]).

tliglo G(Tn,yn) =0 (4.31)
em que, G(x,,y,) poderd ser representada por uma fungao, G(zn,y,) = (T, —

Yn)(2x, — 1).
Por conseguinte, conseguimos visualizar, através do diagrama de fase do mapa
logistico (Figura ?7), que o sincronismo dos sistemas cadticos é um tanto inesperada,

mesmo tendo iniciados arbitrariamente proximos.

Figura 4.41: Sobreposi¢ao dos diagramas de fase dos mapas logisticos mestre (em
preto (4.28))) e escravo (em vermelho (4.31)).
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em ALI (1997

Estendendo o método proposto por PECORA et al.((1997)) para o caso discreto e

procedendo semelhantemente as equagoes (4.26]) e a (4.27)), descrevemos um sistema

de acoplamento mestre escravo em tempo discreto:

Xt = f(x{"), (4.32)
X = f(x7) + ae(x]” —x7) (4.33)

(2

em que x; € R" é o estado do sistema ao passo que i € Ne f : R — R" é uma

funcao nao linear.

Exemplo 4. Para duas redes booleanas, com diferenca na largura do pulso inicial

de aprozimadamente 1074,
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viig =vi'+g(r+v{" —g(r = v")) — gt = v{"), (4.34)
Vig =V +8(T+vi —g(r—v{)) —8(1 — vi) — ae(v]" — V) (4.35)
em que a fungao g € a fungao (4.22)).

De forma analoga ao exemplo [3] exibiremos a seguir algumas tentativas de sin-

cronizagao, por esse método.

Figura 4.42: Projecao no plano Figura 4.43: Projecao no plano
(Um, Ve), com av =0 (Um, Ve), com a = 0.2
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em PECORA et al.| (1997)
Figura 4.44: Projecao no plano Figura 4.45: Projecao no plano
(U, Ve), com a = 0,5 (Um, Ve), com a = 0.7
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em PECORA et al. (1997)
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Figura 4.46: Projecao no plano Figura 4.47: Projecao no plano
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Fonte: Elaborada pelo autor, com base em PECORA et al. (1997)

Por oportuno, vale salientar que a ocorréncia ou nao de sincronizac¢ao de sistemas
cadticos, mostra-se como uma ferramenta ttil para o estudo e o desenvolvimento de
aplicagoes e métodos de sincronizacao entre sistemas dinamicos cadtico. Contudo a
tentativa de sincronizacao, apresentada nesse trabalho, necessita de um estudo mais

aprofundado dos métodos de sincronizagao.
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Capitulo 5
Conclusoes

Neste trabalho estudamos, de forma sucinta, como as trajetorias de um sistema
dindmico evoluem com o passar do tempo. Entao, comecamos definindo os sistemas
dindmicos, em tempo continuo, descritos por Equagoes Diferenciais Ordinérias de
Primeira Ordem. Nas secOes, subsequentemente, focamos nos sistemas ditos nao-
lineares. Além dessa defini¢ao, introduzimos outras como ponto fixo, nog¢oes de
estabilidade, fungao de Lyapunov e as caracteristicas que um sistema deve ter para
ser considerado cadtico. Em seguida apresentamos o atrator estranho e o expoente
de Lyapunov que se mostram ferramentas significativas nos estudos dos sistemas cad-
ticos. Através do Sistema de Lorenz (1963) e da anélise do modelo de crescimento
populacional de MALTHUS| (1798)), Pierre Verhulst (1845) e MAY] (1976)), apresen-
tamos e discutimos cuidadosamente a dindmica em tempo continuo e discreto, por
meio dos conceitos de orbitas, conjunto invariante, diagrama de bifurcacao, grafi-
cos teia de aranha e mapas iterados com objetivo de fundamentar a compreensao
concreta do caos.

Para descrever o comportamento das redes booleanas auténomas, realizamos es-
tudos dos dispositivos que operam e trabalham com sinais l6gicos, ou seja, as portas
logicas. Através da simulagao numérica exibimos o comportamento da rede booleana
proposta por KAUFFMAN (1969), das equagoes de atraso de GHIL e MULLHAUPT
(1985) e de forma satisfatoria reproduzimos resultados da literatura. Explorando
o crescimento ilimitado da frequéncia de transicoes observado por |[ZHANG et al.
(2009) constatamos, de forma qualitativa, em quais dispositivos 16gicos poderiamos
observar comportamento complexo. Por intermédio das séries temporais observamos
a sensibilidade da rede booleana proposta por |DE S. CAVALCANTE et al. (2010).

Para descrever o comportamento da rede booleana proposta por DE 5. CAVAL-
CANTE et al] implementamos simulagoes numéricas em que foi possivel observar
através do mapa de estado, representado pela Figura , a rejeicao dos pulsos
curtos e por intermédio do mapa unidimensional gerado pela dindmica da rede com-

posta por uma porta logica Buffer, em que g(z) = 7+ a+b(x — ¢)exp[—(z)/A], com

93



7=1,3a=0,264, b =134, c = 0,017 e A = 0,184, permitiu uma visualizagao
do seu movimento cadtico e através da média das larguras dos pulsos gerados pela
dindmica foi possivel estimar o expoente de Lyapunov positivo, confirmando a sensi-
bilidade exponencial as condicoes iniciais, sendo uma prova do caos deterministico.
Por 1ultimo, através do conceito de sincronizacao cadtico, utilizado por PECORA
et al.| (1997)), acrescentamos ingredientes interessantes no estudo das redes booleanas
autonomas. Surgindo novos horizontes na escolha dos métodos de sincronizagoes e
aplicacoes dessa rede em sistemas de telecomunicacao e seguranca da informacao.
Considerando a natureza explorativa dos estudos realizados nesse trabalho, uma
proposta de trabalhos futuros seria a implementacao pratica da rede booleana auto-
noma, assim como, estudos comparativos do custo de diferentes metodologias de
sincronizagao e o desenvolvimento da teoria subjacente ao estudo das redes boolea-

nas autoénomas que exibem comportamento cadtico.
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Apéndice A
Algebra Booleana

Neste apéndice, apresentaremos a definicao e o teorema da élgebra booleana
Definigao 13. Uma Algebra Booleana ¢ uma n-uplas {B,+,.}, em que
e B ¢ um conjunto de elementos;
e + e . sao operadores bindrios aplicadas sobre os elementos de B.
que satisfazem os sequintes postulados:
Postulado 1. Se a, b € B, entao
I a+b=b+a;
II. a.b="b.a
ou seja, “+7 e “.7, soma e multiplicacao sao comutativas.
Postulado 2. Sea, b, c € B, entao
I a+ (b.c)=(a+0b).(a+c);
II. a.(b+c) = (a.b) + (a.c).

Postulado 3. O conjunto B tem dois elementos de identidades distintas, denota-

remos como 0 e 1, tal que para cada elemento de B
I.0+a=a+0=a;
II. 1.a=a.l=a.

Observacao A.1. Os elementos 0 e 1 sao chamados elemento aditivo de identidade
e elemento multiplicativo de identidade, respectivamente(estes elementos nao devem

ser confundidos com os nimeros inteiros 0 e 1).
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Postulado 4. Para todo elemento de a € B, existe um elemento @ chamado com-

plemento de a, tal que

II. a.a=0.

“w»

Por oportuno, vale salientar que os simbolos “+”7 e nao sao as operagoes

aritméticas de soma e multiplicacao respectivamente, mas representam a operacao
“OR” (OU) e “AND” (E), respectivamente.

Teorema A.1 (Principio da Dualidade). Toda identidade algébrica dedutivel dos

postulados de uma dlgebra booleana permanece vdlida se
1. as operagoes + e . sao intercambiadas entre si em toda a exrpressao e ;

1I. os elementos de identidade 0 e 1 também sao intercambiados entre si em toda

a expressao.

Demonstragcao. A Demonstragao decorre do fato que, para cada um dos postulados,

hé outro (o dual), que é obtido da permutando + e ., bem como 0 e 1. O]

Por oportuno, destacamos a utilidade do Teorema na redugcao do numero de

teoremas que devem ser provados.
Teorema A.2. Todo elemento de B tem um complementar unico.

Demonstracao. Admitamos que a € B e supondo que @; e as sejam complementos

de a. Utilizando os postulados, podemos realizar as seguintes transformacoes:

pelo

a; =a.1 postulado

=a;.(a + a9) ay € um complemento de a
=a,.a + a,.a postulado (A1)

= a.a; + 01.0» postulado

=04 a;.as a1 € um complemento de a

= 0.0 postulado

De forma andloga, repetindo todos os passos de [A.T] para @y, obtemos

portanto @, = @;. ]
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Teorema A.3. Para qualquer a € B
L a+1=1;
1. a.0 =0.

Demonstragcao. Usando os postulados, podemos realizar as seguintes transformacoes
Caso(I)

pelo
a+1=1.(a+1) postulado 3]
=(a+7a).(a+1) postulado
=a+ (a.l) postulado
=a+a postulado
= postulado [
Caso (II)
pelo
a.0 =0+ (a.0) postulado
= (a.a) + (a.0) postulado
=a.(a+0) postulado
=a.a postulado
=0 postulado [4]
O
Teorema A.4. O complemento de 1 € 0, e vice-versa, ou seja,
I 0=1;
II. 1=0.
Demonstragao. Pelo Teorema [A 3],
O+1=1e
0.1=0
uma vez que, pelo Teorema o complemento de um elemento ¢é tinico. O]

Teorema A.5 (Lei da Idempoténcia). Para todo a € B
I. a+a=a;
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Caso (I)
pelo
a+a=(a+a)l postulado
=(a+a).(a+7a) postulado
= (a + (a.q)) postulado
=a+0 postulado [
=a postulado

O caso (II) poderd ser provado pela caso (I) em conjunto com o Teorema
(principio da dualidade).

Teorema A.6 (Lei da Involucgdo). Para todo a € B

a=(a) (A.2)

Demonstracao. A partir da definicao de complemento,@ e a sao ambos comple-

mentos de @. Mas pelo Teorema [A.2], o complemento de um elemento é tnico, o que

prova o teorema. O
Teorema A.7 (Lei da Absorgao). Para todo par de elementos a, b € B
I. a+ab=a;
II. a.(a+b) = a.

Demonstragao. Caso (I)

pelo

a+ab=(al)+a.b postulado
=a.(1+0) postulado
=a.(b+1) postulado

=a.l Teorema

=a postulado

O caso (II) podera ser provado pela caso (I) em conjunto com o Teorema
(principio da dualidade).

]
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Teorema A.8. Para todo par de elementos a, b € B
I. a+ab=a+0b;
II. a.(@+b) = a.b.

Demonstragao. Caso (I)

pelo

a+ab=(a+a).(a+b) postulado
=1.(a +b) postulado
=a+b postulado

O caso (II) podera ser provado pela caso (I) em conjunto com o Teorema
(principio da dualidade).

[
Lema A.1. Para todos a, b, e c € B, a.[(a+b) + ] = a.
Demonstracao.
pelo
a.[(a+0b)+c =[(a+0b)+d.a postulado
=1.(a+0) postulado
=a+b postulado
[

Teorema A.9. Em uma dlgebra booleana, cada uma das operagoes bindrias (+) e

(.) € associativa, ou seja, para todo a, b, ¢ € B
I a+(a+c)=(a+b)+¢;
II. a.(b.c) = (ab).c.

Teorema A.10 (Lei de DeMorgan). Para todo par de elementos a, b € B

=l

I (a+0b)=a.

)

=l

II. (a.b) =a+
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Demonstrag¢ao. Primeiramente demonstraremos que (a + b) é o complemento de
@.b. Pelo Postulado 4| em conjunto com Teorema (unicidade), que equivalem a
mostrar que (a +b) +a@.b =1 e que (a + b).(@.b) = 0, obteremos

pelo
(a+b)+ab=[(a+0b)+a.[(a+b)+b postulado
= [(b+a)+a).[(a+b)+ b postulado
=[b+ (a+a)].[(a+ (b+D) associatividade
=(b+1).(a+1) postulado
=1.1 TeoremdA.2l
=1 TeoremdA.Dl
pelo
(a+b).(@b) = (a.b).(a +b) comutatividade
= (@.b)a + (a.b).b distributividade
(b.@)a + (a.b).b comutatividade
= b.(@.a) + a.(b.b) associatividade
= b.(a.a) + a.(b.b) comutatividade
=0.0+a.0 postulado [
=0+0 TeoremdA.2
-0 TeoremdA. 4l

Por dualidade (a.b) =@+ b.
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