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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo mostrar o Teorema de Fibragdo Local de Lé-
Milnor e dar algumas caracterizacdes algébricas e topoldgicas para o nimero de Milnor u.
O resultado central afirma que u € igual ao nimero de Betti na dimensdao média da fibra.
Abordamos o caso classico do Teorema de Fibracdo estudada por J. Milnor e a generali-
zacdo apresentada por Lé D.T., para o caso de germes de fungdes analiticas definidas no
conjunto analitico complexo singular X, sendo o caso mais geral aquele em que conside-
ramos f(X,0) — (C,0) uma fun¢ao analitica com singularidade possivelmente nio isolada
em 0. Além disso, discutimos alguns resultados que dizem respeito a topologia da fibra e
do link. Para facilitar a compreensdo da teoria mais geral, optamos por apresentar exemplos

resolvidos ao longo de determinados capitulos.

Palavras-chave: Fibracido na Esfera, Fibracdo de Lé-Milnor, Topologia da Fibra, Estratifi-

cacdo de Whitney, Numero de Milnor.



Abstract

The main goal of this work is to show the Lé-Milnor local fibration theorem and to give
some algebraic and topological characterizations for the Milnor number y. The main result
states that u is equal to the Betti number of fiber in middle dimension. We approach the
classic case of the fibration theorem studied by J. Milnor and the generalization presented
by Lé D.T., for the case of germs of analytic functions defined in the singular complex
analytic set X, the most general case being the one in which we consider f(X,0) — (C,0)
function analytic with possibly non-isolated singularity at 0. Furthermore, we discuss some
results concerning the topology of the fibrations in the sphere and in the "Milnor tube". To
facilitate the understanding of the more general theory, we chose to present solved examples

throughout certain chapters.

Keywords: Sphere Fibration, Lé-Milnor Fibration, Topology of the Fiber, Whitney Stratifi-

cation, Milnor Number.
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Introducao

O Teorema de Fibracdo para aplicacdes analiticas proximo a um ponto critico é uma
ferramenta atribuida a Milnor e apresentada em 1968 no livro Singular Points of Complex
Hypersurfaces. Este resultado € considerado uma das bases para a Teoria de Singularidades.
Com ele, € possivel analisar localmente a estrutura topoldgica da fibra singular a partir da
topologia das fibras ndo singulares. No caso complexo, esse resultado nos diz: Dado uma
fungdo analitica complexa f : CNT! — C, com £(0) = 0, existe um niimero real suficiente-
mente pequeno €y > 0 tal que para todo 0 < € < g,

S vk, 8! (1)

171

€ a projecdo de um fibrado suave localmente trivial, onde SgN ¢ a esfera (2N + 1)-
dimensional de raio €, centrada na origem e Ky := FH0)NSNHL ¢ chamado o link de
V(f):=f(0).

O resultado em (1) € tido como a primeira versao do Teorema de Fibracdao de Milnor que
é também conhecido como fibra¢do de Milnor na esfera. E importante ressaltar a existéncia
de uma segunda versdo desse Teorema, que generaliza essa versdao dada por Milnor e que
garante a existéncia da fibragdo no "tubo de Milnor". Esse tultimo, foi obtida por D.T. Lé
e nos diz: Dado um conjunto analitico complexo X C CV, com singularidade isolada em 0
e f: X — C uma fungdo analitica, com f(0) = 0, existem € e O positivos suficientemente

pequenos, tal que temos um fibrado suave localmente trivial
BeNX N f~1(Dy) — D,

induzido por f.

Na literatura, o Teorema obtido por Lé é também conhecido como o Teorema de Lé-
Milnor. E importante salientar que as fibras dessas duas versdes sdo difeomorfas (veja em
[13] Teorema 5.2).

Em [13], Milnor mostrou resultados sobre a topologia do link de V(f) e sobre as fibras
Fy. Destacamos o Teorema que nos diz que a fibra Fg tem o tipo de homotopia de um buqué
de esferas S¥ A ... ASY, sendo o nimero de esferas do buqué chamado, posteriormente,

o nimero de Milnor e denotado por y. O numero de Milnor é um importante invariante

2



topoldgico e desempenha um papel fundamental na Teoria de Singularidades, pois através
dele obtém-se informagdes topoldgicas e geométricas de f.

O principal objetivo do trabalho consiste em mostrar o Teorema de fibragdo local de
Lé-Milnor e dar algumas caracterizagdes algébricas e topoldgicas para o nimero de Milnor
u. O resultado central esta baseado em [13] e afirma que u € igual ao nimero de Betti na
dimensdo média da fibra, dessa forma o grupo de homologia H,(Fy) é um grupo abeliano
livre de tor¢do com posto u.

Para isso, estruturamos o trabalho da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentamos conceitos bdsicos e resultados classicos sobre topologia di-
ferencial com foco nas variedades suaves, topologia algébrica, além de uma breve introducdo
ao Teorema do ponto fixo de Lefschetz.

No capitulo 2, fazemos um estudo sobre conjuntos analiticos complexos, que sdo defi-
nidos como zero comuns de funcdes analiticas na vizinhanga de cada ponto x. O principal
resultado do capitulo consiste em mostrar o Teorema da estrutura conica local, que nos dara
uma caracteristica topologica do conjunto analitico em termos do seu link. Além disso, para
facilitar a compreensdo da teoria apresentamos alguns exemplos. Finalizamos esse capitulo
enunciando o Teorema de Selec@o da Curva.

Para o estudo de singularidades de conjuntos analiticos, desenvolvido no capitulo 3, € uti-
lizado a teoria de estratificagdes, que consiste em particionar um conjunto analitico singular
em variedades suaves disjuntas, chamadas de estratos. Para a melhor compreensao do leitor,
abordamos as condi¢des da estratificacdo de Whitney através de exemplos. Além disso, des-
crevemos um tipo de propriedade para estratificacdes de fungdes analiticas definidas sobre
um conjunto analitico complexo X, chamada condi¢io ay de Thom. O principal resultado do
capitulo € o Teorema de Hironaka [7], que nos diz: Para toda fungcdo analitica f : X — C,
existe uma estratificagdo de Whitney de X adaptada a f, que satisfaz a condi¢do ay de Thom
com respeito a f.

No capitulo 4, nos dedicamos a estudar o Teorema de Fibracdo Local de Lé-Milnor.
Como ja foi comentado, essa € uma versao mais geral do Teorema de Fibracdo na Esfera.
Apresentamos duas versdes, a primeira considera X e f com singularidade isolada em 0, a
segunda versdo € mais completa e admite f com singularidade possivelmente nio isolada em
0. Para mostrar ambos os Teoremas, definimos bola de Milnor e apresentamos trés Lemas
que nos dardo suporte juntamente com o Lema de Ehresmann. No Teorema em que conside-
ramos f com singularidade possivelmente ndo isolada, foi também necessario utilizarmos o
Teorema de Hironaka.

Por fim, no capitulo 5, abordamos a topologia da fibra Fy e do link Ky. Com isso, foi
possivel definir topologicamente o nimero de Milnor u e desenvolver alguns aspectos al-

gébricos para esse importante invariante. A necessidade de termos formas algébricas de



calcular o nimero de Milnor, faz-se relevante pois muitas vezes nao € simples de obtermos
através de métodos topoldgicos. Nesse capitulo, atribuimos a u as seguintes equivaléncias

algébricas:
+ E a multiplicidade de um ponto critico isolado;

, \%
* E igual ao grau de —f onde f: CN*! — C é uma fungio polinomial complexa e

VS

V f representa o grad(f) (conjugado complexo de gradf(z) em CV*1);

* Coincide com o nimero de Betti na dimensdo média da Fibra, principal resultado do

capitulo.



Capitulo 1
Preliminares

Apresentamos neste capitulo definicdes e resultados cldssicos sobre variedades suaves,
fibrados localmente triviais e topologia algébrica, que serdo necessdrios para a compreensao
dos capitulos subsequentes, além disso, fixamos notag¢des e fazemos exemplos que facilitardo
a compreensao da teoria mais geral.

As principais referéncias sdo: [3], [6], [8] e [11]

1.1 Variedades Suaves

De maneira intuitiva, as variedades suaves s@o espagos que localmente sdo como espacos
euclidianos. O estudo da teoria das variedades suaves € feito através de uma extensao natural
das ferramentas do célculo diferencial, de forma que obtemos informagdes e propriedades a

respeito desses espacos geométricos mais gerais. As principais referéncias sdo: S]] e [[L1].

1.1.1 Definicoes

Iniciamos nosso estudo com o conceito de espaco euclidiano de dimensdo n, que é o

produto cartesiano de n fatores iguais a R:
R"=RxRx..xR.

Os pontos de R” sdo, pois, todas as n-listas x = (x1,...,x,) cujas coordenadas xi, ..., X,
sd0 numeros reais.

Os vetores e¢; = (1,0,...,0,0), e2 = (0, 1,...,0,0),...,e, = (0,0,...,0, 1) constituem a base
natural ou candnica de R".

Definimos Be (x) = {x € R" | ||x|| < &} como sendo o conjunto das bolas abertas de centro

xeraiogeBe(x) ={x e R"| ||x

| <€} como sendo o conjunto das bolas fechadas de centro x
e raio €. O subconjunto A C R” € aberto se A for uma unido de bolas abertas, ja o subconjunto
F C R" é fechado se R" — F ¢ aberto.



1. Preliminares

Seja A um subconjunto aberto do R”, uma aplica¢do f : A — R fica determinada por

suas m fungdes coordenadas f; : A — R. Escrevemos f = (fi,..., fin)-

Definicao 1.1.1. Uma aplicagcdo ¢ : U — R™, com U subconjunto aberto de R", é dita suave
ou de classe C* se todas as derivadas parciais de suas funcoes coordenadas existem e sdo

continuas.

Definicao 1.1.2. Uma aplicacdo f : M — R™ definida em um subconjunto M de R", é dita
suave, se pode ser localmente estendida a uma aplicagdo suave. Em outras palavras: se para
todo x € M existir uma vizinhanga aberta U de x em R" e uma aplicacdo suave @ : U — R™

tal que f coincide com @ em U NX.

Definicao 1.1.3. Sejam M, N subconjuntos de um espago euclidiano. Uma aplicacdo suave
f M — N ¢é dita um difeomorfismo se f ¢ bijetora e a aplicagdo inversa f~' : N — M é

também suave.

Definicao 1.1.4. Dizemos que um subconjunto M C R", é uma variedade suave de dimensdo
k, se para cada x € M existir uma vizinhanca V N\ M, com V vizinhangca aberta de x em
R", difeomorfa a um subconjunto aberto U C RX. Os difeomorfismos @ : VM — U sdo
chamados sistemas de coordenadas locais, e sua inversas (p_1 U —- VNM, sdo chamadas

de parametrizacoes.

Exemplo 1.1.5. A esfera unitdria S* = {(x,y,z) € R® | x> +y* + 2> = 1} ¢ uma variedade
suave 2-dimensional.

Com efeito, tome os subconjuntos abertos U = {(x,y) € R? | > +y> < 1} de R® e V" =
{(x,y,2) €R3 |z >0} de R>.

Seja,

¢ U — VNS

(X7y) — (xvya 1—(X2—|—y2>)

Essa aplicacdo define um difeomorfismo. De fato, é bijetiva, suave, pois as funcoes
coordenadas de (pf' sdo suaves e além disso, a aplicagcdo inversa correspondente a (pT é
também suave. Dessa forma podemos cobrir a esfera S* através de seis parametrizacdes

semelhantes a esta. De fato, considere as seguintes aplicacoes:

0. 01, 95, 05, 97, @3 : U >R

Definidas por:
01 (x,y) = (6,3, £/1— (2 +2));
0y (x,5) = (x, £/ T— (2 +)?),);

2
03 (x,y) = (£/1— (2 +)2),x,y).

6



1. Preliminares

Pode-se provar que (pf,(pzi, (p3jE sdo parametrizagoes de U respectivamente sobre Vli N
S?, V2i NS? e V3i NS?. Onde:

Vit ={(x,y,z) €R? | z>0}; V, ={(x,y,2) eR? |y <0}
Vf:{(x,y,z)€R3 | z<0}; V;':{(x,y,z)E]R3 | x> 0};
Vi ={(x,y,z) eR? |y >0} Vi ={(x,5,2) eR* | x <0}

+
sdo abertos de R3, tal que cada V, € uma vizinhanga aberta de p em R3
+
Logo, para cada p € S? existe uma vizinhanca V. N S?, difeomorfa ao disco aberto

U C R2. Portanto, S* é uma variedade suave de dimensdo 2.

Enquanto variedades suaves sdo forjadas localmente em R¥, variedades com bordo (ou

fronteira) sdo modeladas localmente no hiperplano superior k-dimensional
H* = {(x1y .m0y xx € R* (x> 0)}.
O bordo de H* é R*~! sob sua imersdo usual em R,

Definicao 1.1.6. Um subconjunto M de R" é uma variedade com bordo k-dimensional se
todo ponto de M possui uma vizinhanga difeomorfa a um conjunto aberto no espaco H*.
Como antes, tal difeomorfismo é chamado de parametrizacdo local de M. A fronteira de
M, denotada por OM, consiste naqueles pontos que pertencem d imagem da fronteira de H
sob alguma parametrizagdo local. Seu complemento é chamado de interior de M, Int(M) =
M — oM.

Se M e Z sao ambas variedades suaves em R” e Z C M, entdo Z é dita uma subvariedade
de M. Em particular, M € ele proprio uma subvariedade de R". Qualquer aberto de M é uma
subvariedade de M.

Suponha que f: U — R™ € uma aplicagdo suave, definida no aberto U C R", e sejax € U.
Sua derivada € a aplicagao linear df, : R” — R, que possui em relac@o as bases candnicas
de R" e R™, uma matriz m X n chamada a matriz jacobiana de f no ponto x, indicada com a

notacdo J f(x) e é dada por:

df1(x) df1(x)
ox1 ox,

Jf(x) = : . :
afm(x) afm(X)

aX1 axn mxn

Definicao 1.1.7. Um caminho y em M que passa por x € M é uma aplicacdo continua
v:(—€€) >MCR"

7



1. Preliminares

onde Y(t) = x, para algum t € (—¢,€).

Para definir o espaco tangente em um ponto x € M, em que M é uma variedade suave
de R", é preciso inicialmente considerarmos um caminho Y em M que passa por x. Dizemos
que o caminho y: (—¢€,€) — M C R” tem vetor-velocidade no ponto t € (—g,€) se existe 0

limite:

o TR =20)
h—0 h
denotado pory (7). O vetor-velocidade y' (¢) existird se, e somente se, 0 caminho : (—¢,€) —

M for diferenciavel em M.

Definicao 1.1.8. Sejam M C R" uma variedade suave com x € M. Um vetor v € R" é tangente
a M em x, se V é o vetor-velocidade de algum caminho suave que passa por x em M. O
conjunto de tais vetores tangentes, é denotado por TyM e serd chamado de espago tangente

de M em x. Isto é:

TM = {F€R" | ¥y (1) =7, para algum caminho y: (—&,€) — M com y(t) = x}

Notamos, que 7,M é um subespaco vetorial de R”, cuja translacdo paralela x+ 7,M € a

melhor aproximacgao linear de M em x.

Definicdo 1.1.9. Seja M C R¥, N C R/ superficies suaves. Dizemos que uma aplicacdo

f M — N é suave em um ponto p € M se para as parametrizacoes

¢o:UCRk—vV
y:WcCcR -z,

de uma vizinhanga coordenada V de p e de uma vizinhanga coordenada Z de f(p) a com-

posta
vy lofo@:UCRFsWCR

é suave em (p_l( p). Dizemos que f é suave se f é suave em todo ponto. Dizemos que f é

um difeomorfismo se f é um homeomorfismo e f, f~1 sdo suaves.

Agora iremos construir a melhor aproximagao linear de uma aplicacdo suave entre varie-
dades suaves arbitrarias M e N no ponto x. Seja f : M — N e x um ponto de M. Suponhamos
que f(x) =y, que @ : U — M parametriza M em x e ¢ : V — N parametriza N em y, onde
U CRFeV C R tal que @(0) = x, $(0) =y. Se U é uma vizinhanca suficientemente pe-

quena, entio teremos o seguinte diagrama comutativo:
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M—T"
¢

<= >

h=0"lofo
U fop

Com isso, obtemos que o seguinte diagrama das transformacdes lineares ¢ comutativo

af;
™M — TN

d (POT d(i)oT

RkLRI

Assim, podemos definir a derivada:
dfc: TeM — T,N

como sendo a transformacdo linear entre espacos tangentes de M e N respectivamente, que é

dada pela composicao:
dfy:=ddoodhyodey .

E possivel provar que a defini¢do acima ndo depende das escolhas das parametrizagdes,

logo d f esta bem definida.

Definicdo 1.1.10. Duas aplicacées suaves f : M — N e f : My — N dizem-se equivalentes
se, e somente se, existir um par de difeomorfismos ¢ : M — M1 e ¢ : N — N tais que Qo f =
f100. Em outras palavras, o seguinte diagrama é comutativo.

M ! > N
¢l l"’
M, >

N

—_

1.1.2 O Teorema da Funcao Inversa

Suponha que M e N sao variedades suaves de mesma dimensao e f : M — N uma aplica-
cdo suave. Temos um difeomorfismo local f, se para cada x € M existir uma vizinhanca U
de x, tal que f|y : U — V for um difeomorfismo sobre uma vizinhanga V de f(x).

Uma condi¢do necessdria para que f seja um difeomorfismo local em x € que sua derivada
df.: T\M — T,N seja um isomorfismo, com f(x) = y. De fato, por f ser um difeomorfismo
local em x, existem as respectivas vizinhangas abertas U, V de x e f(x), tais que para f :

UNM — VNN, temos as expressoes:
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fof'=ide flof=id,

pela Regra da Cadeia obtemos que d f; é um isomorfismo, cuja inversa € d ff_( )IC). Temos que
nesse caso a reciproca € valida e é dada pelo célebre Teorema da Fung¢do Inversa, que a seguir

¢é enunciado e demonstrado.

Teorema 1.1.11 (Teorema da Funcdo Inversa). Seja f : M — N uma aplicacdo suave entre
variedades suaves, tal que x € M e f(x) =y € N. Se df, : M — T,N é um isomorfismo

entdo f é um difeomorfismo local de x.

Demonstracio: Como df, é um isomorfismo, entdo dim M = dim N. Suponha que ¢ :
U — UNM parametriza M em x, ¢ : V — VNN parametriza N em y, tal que ¢(0) = x
e (0) =y. Sejah =@ 'ofod. Temos que por hipétese df, é um isomorfismo, logo
dho = do~' odf odd é isomorfismo, pelo Teorema da Funcdo Inversa para aplicacdes em
R", temos que existem vizinhangas abertas A C U de 0 e B C V de h(0), tal que A4 : A — B
é um difeomorfismo. Segue que f = @ohod~! é um difeomorfismo da vizinhanca ¢(A) de
x na vizinhanga @(B) de y.

|

1.1.3 Imersoes

Seja a aplicagdo suave entre variedades suaves f : M — N. Suponhamos que M seja uma

variedade k—dimensional e N uma variedade /—dimensional.

Definicao 1.1.12. A aplicacdo f: M — N é uma imersdo em x € M se a derivada dada por
dfy: TeM — Ty()N € injetiva. Se f é uma imersdo em todo ponto x € M, entdo dizemos que

f € uma imersao.
Se f: M — N é uma imersao segue da Defini¢ao que k <.

Exemplo 1.1.13. (Inclusdo Candnica) Sejam n < m e a aplicacdo i : R" — R™ dada por
i(x) = (x,0), onde 0 € R™™". Observe que i é imersdo, pois i € linear e assim para todo

x € R", a derivada da aplicagdo é a propria transformagdo, que é injetora.

O resultado que demonstramos a seguir, mostrard que uma imersao, localmente, possui
uma forma muito simples. Provamos que toda imersdo, a menos de mudanca de varidveis,

localmente € como a inclusido canodnica.

Teorema 1.1.14 (Forma Local de Imersdes). Suponha que f: M — N é uma imersdo em x e

y = f(x). Entdo existem coordenadas locais em torno de x e y tal que

fxryenxe) = (X1, .00, %%,0, ..., 0).

10
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Em outras palavras, f é localmente equivalente a inclusdo canénica.

Demonstraciio: Tome as seguintes parametrizagdes locais ¢ : U C RF - M, ¢:V C R — N,

com 0(0) =x e @(0) =y, que fazem o diagrama comutar

M—' N
¢ 9
u——=——v
9
Note que g = @ ' o fod e que dgo é injetiva, logo o posto da matriz (a—g(0)> é
X Ixk

igual a k, isso significa que a matriz jacobiana <8_g tem as suas k colunas linearmente
X
Ixk

independentes e, portanto, tem pelo menos k linhas linearmente independentes. Sem perda

N—

de generalidade, podemos supor que isso ocorre com as primeiras k linhas. Em outras pala-

a(g17 "'7g/<)
vras det <m

dada por G(x,z) = g(x1,..-;xx) + (0, ..., Zg+1,-..,21)- A aplicagdo G tem a seguinte matriz

) é diferente de zero. Defina a aplicagdo auxiliar G : U x R=% — R/

Jacobiana:

a(xt, ...
JG(0) = .

comi€{l,...,k} e je{k+1,...,I}. Logo, o determinante de JG(0) é diferente de zero e as-
sim G é um difeomorfismo local em 0. Note que, g = Goi. Por @ e G serem difeomorfismos
locais em 0, entdo @ o G também serd. Assim, @ oG pode ser usado como parametrizagdes lo-
cais de N em torno do ponto y. Além disso, para U e V suficientemente pequenos, o seguinte

diagrama é comutativo:

M f

|

N
0 oG

inclusdo candnic
y £ At v
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1.1.4 Submersoes

Seja a aplicagdo suave entre variedades suaves f : M — N. Suponhamos que M seja uma

variedade k—dimensional e N uma variedade /—dimensional.

Definicao 1.1.15. A aplicagcdo f: M — N é uma submersao em x € M se a derivada dada
por dfy: TeM — Ty)N é sobrejetiva. Se f é uma submersdo em todo ponto x € M, entdo

dizemos que f é uma submersao.
Se f: M — N é uma submersao, segue da Defini¢do|l.1.15|que [ < k.

Exemplo 1.1.16. (Projecio Canénica) Seja | < k e a aplicacdo ® : R* — R! dada por
(X1, .y Xk) = (X1,...,X;). Observe que T é submersdo, pois T € linear e assim para todo

x € R, a derivada da aplicacdo é a prépria transformagdo, que é sobrejetora.

Teorema 1.1.17 (Forma Local de Submersdes). Suponha que f : M — N é uma submersdo

emx ey = f(x). Entdo existem coordenadas locais em torno de x e y tal que

JOers e x) = (x1,00,31).

Em outras palavras, f é localmente equivalente a projecdo candnica.

Demonstraciio: Tome as seguintes parametrizagdes locais ¢ : U C RK - M, ¢:V C R — N,

com 0(0) =x e ¢(0) =y, que fazem o diagrama comutar

M—r N
0 ¢
u—2% vy

%)
Note que g = ¢~ ' o fod e que dgg é sobrejetora, logo o posto da matriz (a—g(O)) é
X Ixk

igual a /, isso significa que a matriz jacobiana (a—g(O) tenha as suas / linhas linearmente
Ixk
independentes e, portanto, tem pelo menos / colunas linearmente independentes. Sem perda

de generalidade, podemos supor que isso ocorre com as primeiras / colunas. Em outras

palavras, det( (81, 81)
(X], )

dada por G(a) = (g(a ) ay1,...,ax), onde a = (ay,...,ax). A aplicacdo G tem a seguinte

) é diferente de zero. Defina a aplicagio auxiliar G : U — R¥

matriz Jacobiana:
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comie€{l,..,l}eje{l+1,...,k}. Logo, o determinante de JG(0) é diferente de zero, e
assim, G é um difeomorfismo local em 0. Portanto, G—! existe como um difeomorfismo de
alguma vizinhanca aberta U’ de 0 em U. Por construgio, g = mo G, entdo go G~! é uma

submersdo canodnica. Portanto, o seguinte diagrama é comutativo:

M—>

N
(])on1 )I\

U/ prOJegao candnica

Definicao 1.1.18. Seja f: M — N, com M e N variedades suaves com dimensoes k e |,

respectivamente. Suponha que k > 1, entdo

i) Dizemos que x € M é ponto regular de f é uma submersdo em x € M, caso contrdrio

x é dito ponto critico de f;

ii) Dizemos que y € N é um valor regular de f se todo ponto em f~! (y) € regular, caso

contrdrio y é dito valor critico de f.

1.1.5 Teorema do Posto Local

O Teorema do Posto Local generaliza as nocdes vistas nas secdes sobre imersao e sub-
mersdo. Lembremos que as aplicagdes de posto constante t€m uma boa descri¢do em termos

de coordenadas locais.

Teorema 1.1.19 (Teorema do Posto Local). Seja f: M — N uma aplicacdo suave entre
variedades suaves M e N de dimensdes k e I, respectivamente. Se d f tem posto p para todo

X € M, entdo f tem uma representacdo local em qualquer vizinhanca na forma

fxe,oxe) = (x1,...,%p,0,...,0).

Em particular, o conjunto dos pontos de M onde f tem posto p é aberto.

Demonstracao: Ver Teorema 4.12 em [8]].

13
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1.1.6 Espaco Projetivo Real e Variedade de Grassmann

O espaco projetivo é um exemplo de variedade suave bastante utilizado na matematica.

Definicao 1.1.20. O espacgo projetivo real de dimensdo n, denotado por RP", é o conjunto

definido por retas em R passando pela origem.

Seja S uma esfera unitdria centrada na origem em R”*!. Defina em S” a seguinte relacio

de equivaléncia:
Z ~ W Se, e somente se, 7 = +w.

Dado a € S", chama-se classe de equivaléncia determinada por a, pela relagdo ~, o
subconjunto [a] de S" constituido pelos elementos x tais que x ~ q, isto é, [a] = {a,—a}. O
conjunto das classes de equivaléncia dos elementos de S” serd denotado por M = S"\ ~ e
chamado conjunto quociente.

A fungdo d; : M x M — R dada por d;([y], [z]) = min{||y — z|, ||y +z||}, € uma métrica
em M, a qual induz uma topologia T; no conjunto M. Logo, (M, ;) é um espago topolégico.

Seja f : RP" — M uma fun¢do, naturalmente definida se tomarmos as retas que passam
pela origem em R"*! intersecdo a esfera unitdria centrada na origem S”, note que cada
elemento de RP" intersecta a esfera S” em exatamente dois pontos antipodas. E facil ver que
f é uma bijecdo.

Definamos a métrica dp em RP" da seguinte forma: da(s,) := d(f(s), f(¢)). Notemos
que d(s,t) induz uma topologia T, em RP”". Portanto, (RP" 1) é um espago topoldgico.
Agora, € possivel concluir que f um homeomorfismo.

O espaco projetivo tem uma generalizacdo natural, a Grassmanniana, que a seguir € defi-

nida.

Definicao 1.1.21. A variedade de Grassmann ou Grassmanniana, denotada por Gr(R”+r ),

é o conjunto de todos os subespagos vetoriais de dimensdo r do espago euclidiano R""".

Observamos que a variedade de Grassmann G,(R""") é compacta (veja [11]], pagina 126).

1.1.7 Transversalidade e os Pontos Criticos de uma Restri¢cao

Seja f : M — N uma aplicacdo suave entre variedades suaves, observamos que se y € N
for um valor regular, entio obtemos que f~!(y) é uma subvariedade suave em M (Proposigio
1 em [L1],p. 169). Agora, seja S C N uma subvariedade suave de N. Em que condic¢des a
imagem inversa f~!(S) serd uma subvariedade suave em M ? A resposta para essa pergunta
¢ dada através da nocdo de transversalidade, que traz uma sofisticacdo para o conceito de

valor regular.

14
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Definiciio 1.1.22. Dizemos que f é transversal a S no ponto a € f~'(S) se:
Im(dfa) +T1,S = TN, b= f(a) €S,

isto €, quando a imagem da diferencial de f aplicada em no ponto a adicionada do subes-
paco TS geram T,N. Dizemos ainda que f é transversal a S, se para todo ponto a € f~1(S),

f é transversal a S em a.

Exemplo 1.1.23.
1. Se S ={b}, entdo f é transversal a b se, e somente se, b é valor regular de f;
2. Se f(M)NS = &, entdo, f é automaticamente transversal a S;

3. Se [ é uma submersdo, entdo f é transversal a S, qualquer que seja a subvariedade
SCN.

A nocio de transversalidade ganha mais conteido geométrico, quando consideramos M

e S subvariedades de N e na Defini¢ao[I.1.22] f ¢ a aplicagdo inclusao.

Definicao 1.1.24. Duas subvariedades suaves M C N e S C N de uma variedade suave N,

sdo transversais em N no ponto p € M S se, e somente se,
M+ 1,5 =T,N

Isso significa que T,M adicionado de 7,S geram 7,N. Escrevemos M ), S, para dizer
que M e S sdo transversais no ponto p. M M S para significar que M e S sdo transversais em
todos os pontos da intersecao.

A nocdo de transversalidade € estdvel, ou seja, pequenas pertubagdes proxima a interse-

cdo das subvariedades ainda preservam a transversalidade.

Observacao 1.1.25. A transversalidade depende do espagco ambiente. De fato, se conside-
rarmos duas curvas o e B em C3, tal que existe um ponto p na intersecdo de o e B, teremos
que T,yo.+ T, # T,C3 ~ C3, logo o, B em C>. Mas caso o e B estejam imersas em C2, te-
remos a possibilidade que as curvas o, e B podem ou ndo serem transversais, como podemos

ver no proximo exemplo:

Exemplo 1.1.26. Sejam o, e B curvas em C?, com p € N P.

a) Se T,o é ortogonal a T,B, fica claro que T,o.+ T, = C?. Logo, sdo transversais em

p-

15
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Figura 1.1: Representacdo de duas curvas transversais em R>

b) Agora se T,o = T,p, entdo 7,0+ T,B # C2. Logo, o e B ndo sdo transversais.

Figura 1.2: Representagio de duas curvas ndo transversais em R?

Dada uma subvariedade S C N, chamamos codimensdo de S em N, denotado por codim(N,S)

a diferenca de dimensao entre N e S. De outra forma, temos:
codim(N,S) := dim(N) — dim(S)

Teorema 1.1.27. Seja f : M — N uma aplicacdo suave transversal a uma subvariedade
suave S C N. Entdo, ou f~'(S) = @ ou f~1(S) é subvariedade suave de M cuja codimensdo

em M é igual a codimensdo de S em N.

Demonstracao: Ver Proposi¢ao 4 de [[11] p. 180.

Teorema 1.1.28. Seja M uma variedade suave e N, K subvariedades suaves de M com

dimensoes m, n e k, respectivamente. Se N e K se intersectam transversalmente, entdo:

i) A intersecdo N NK é uma variedade suave;

16
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ii) codim(NNK) = codim(N) + codim(K).

Demonstracao: Ver, respectivamente, o Corolario 2 em [11] p. 180 e o Teorema p.30 de

[S].
|

Lema 1.1.29. Seja a aplicacdo suave f: M — N que é uma submersdo entre variedades
suaves M e N de dimensées m e n, respectivamente. O espaco tangente & f~'(f(x)) no
ponto x é igual ao kernel da diferencial de f aplicado em x, para todo x € M. De outro

modo:

Lf ' (f(x)) = Ker(dfx), Vx € M,
onde Ker(df,) ={V€ TiM | dfc(¥) =0 € TyyN} e f7' (f(x) = {p M| f(p) = f(x) N}
Demonstracio: Consideremos o caminho A : (—¢,&) — f~!(f(x)), com A(0) = x e A/ (0) =
V€ Tf 7! (f(x)), entdo df(¥) = 0. De fato, df(¥) = f'(M0))- X (0) = (fo1)'(0) =0,
pois foA é constante. Logo, V € Ker(df,). Reciprocamente, por f ser uma submersao,

T.f~'(f(x)) e Ker(df;) serem subespacos (m —n)-dimensionais, lembrando que 7, f ~' (f(x))

C Ker(df), segue que T.f 1 (f(x)) = Ker(dfy).
|

Lema 1.1.30 (Lema dos Pontos Criticos de uma Restricdo). Seja f : M — N uma aplicagdo
suave, com M e N variedades suaves. Seja Z C M uma subvariedade suave e g := f|7:Z —

N. O conjunto dos pontos criticos de g é dado por:
i. Os pontos criticos de f que estdo em Z;

ii. Os pontos regulares x de f que estdo em Z tais que f~'(f(x)) intersecta Z ndo trans-

versalmente em x € M.

Demonstracao: Podemos escrever g = foi:Z — N, ondei:Z — M é a aplicacio inclusdo.

Pela Regra da Cadeia, dado x € Z temos que dgy : IxZ — Ty, N € dada pela composig¢ao:

1.z 2 =5 v L 1 N, Vx € Z.

Se x € Z € um ponto critico de f, entdo d fy : T,Z — Ty(,)N ndo € sobrejetiva, e portanto
a composi¢ao acima nao serd sobrejetiva. Concluimos que todo ponto critico de f em Z é
ponto critico de g.

Por outro lado suponha que x € Z é um ponto regular de f e que as variedades suaves M,
N e Z possuam respectivamente dimensoes m, n € z.

Por T:M ser um espago vetorial, podemos expressa-lo como a seguinte soma direta:

17
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T\M = Ker(df;) ®E,

onde E ¢ o complemento ortogonal de Ker(d fy), lembre-se que pelo Lema[l.1.29] Ker(d f) =
Lf ' (f(x))-

Pelo Teorema do Nucleo e Imagem de uma transformacao linear e usando que df, é
sobrejetiva, obtemos que dim(T.f~!(f(x))) = m —n. Sendo assim, é possivel concluir que
dfxlg : E — TN € um isomorfismo.

Podemos escrever T,Z = A® B, tal que A C T.f~'(f(x)) e B C E. Pelo isomorfismo
anterior, a diferencial de g serd sobrejetiva em x se, e somente se, B definido como proj(7,Z)
em E coincidir com E, isso ocorre se, e somente se, dim(B) = n.

Afirmamos que: T.f ! (f(x)) M, TZ se, e somente se, dim(B) = n. De fato,

TM=TZ+Tf ' (f(x) <
(A®B)+ T, (f(x) <
B+T.f '(f(x) &

dim (B) =n.

Assim, é possivel concluir que dg, : ,Z=A®B — TN ¢é sobrejetiva se, e somente

se, Tof ™! (f (x)) thy ToZ.
|

Exemplo 1.1.31. Seja a funcdo suave f : R — R dada por f(x,y,z) =z e T o toro de
revolugdo EI em R3.

O vetor gradiente % f(x,y,27) = (0,0,1) para todo (x,y,z) € R3, logo f ndo possui pontos
criticos. Note que as fibras f~1(3), f~1(1), f~1(=1) e f~1(=3), sdo formadas por planos
e coincidem respectivamente com os planos tangentes do Toro T nos pontos p; = (0,0,3),
p2=1(0,0,1), p3=(0,0,—1) e p4 = (0,0,-3).

Agora, defina g := f|q: ‘T — R, pelo Lema temos que os pontos criticos de g se-
rdo dadas pelo pontos criticos de f, que ndo hd, mais os pontos regulares de f, {p1,p2, 3, P4},

tais que =1 (f(p:)) comi € {1,2,3,4} intersecta T ndo transversalmente.

10 toro de revolugio T é obtido pela rotacio do circulo:

_[ -2+ =1
C_{ z=0

de centro (0,2,0), no plano-xy, em torno do eixo-Ox

18
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AR
e
W

Figura 1.3: Fibras da fung@o f intersectando o Toro 7 nfo transversalmente nos pontos py,
P2, P3 € P4

1.2 Fibrados Localmente Triviais e Lema de Ehresmann

Apresentamos os fibrados topoldgicos e fibrados suaves, que nos permitem estudar os
espacos de origem através de "retalhos" e esses, por sua vez, nos dardo boas propriedades
como serem homeomorfos, no caso de fibrados topoldgicos, e difeomorfos para o caso de

fibrados suaves a um produto cartesiano de dois espagos topoldgicos. A principal referéncia

é [8l].

Definicao 1.2.1. Um fibrado topologico localmente trivial sobre B com fibra F é uma terna
(E,B,F) de espagos topoldgicos e uma aplicagdo © : E — B continua e sobrejetiva, tal que
para cada x € B existe uma vizinhanga U C B de x, de modo que temos um homeomorfismo

¢ :n ' (U) = U X F, tal que ®© = projo®, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

T —>U><F

\ 2

Denominamos: E de espaco total, B de espaco base e F de fibra. T é chamada de

projecdo ou aplicacdo fibrada.

Segue da defini¢dio acima que para cada y € B a variedade n~!(y) é difeomorfa a F e é

chamada de fibra sobre y de B.

Exemplo 1.2.2. Seja M o cilindro em R3, tal que M = S! x I, onde S é o circulo unitdrio
e I intervalo aberto da reta real. Seja 7 : M — S' uma aplicacdo definida pela projecdo na
primeira coordenada, a saber ©(x,y) = x. Entdo, (M,S',F) define um fibrado topolégico
localmente trivial, com a fibra F := I.

De fato, é fdcil ver que T é continua e sobrejetiva. Tome x € S'. Temos que para

qualquer vizinhanca U de x em S' ¢ tal que n Y (U) =U x 1. Sendo assim, temos que
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¢: 71 (U) = U x I tomada pela identidade é um homeomorfismo e (x,y) = proj(¢(x,y)),

logo o diagrama abaixo é comutativo:

T L UxI
\ lpmj

Portanto, a terna (M, S F ) de espagos topoldgicos com a aplica¢do T define um fibrado

topologico localmente trivial.

U x

Figura 1.4: Projecdo do Cilindro M em S! e seu Fibrado Topoldgico

Exemplo 1.2.3. Seja M o cilindro do exemplo anterior e I intervalo aberto da reta real. Seja
6 : M — I, dada pela projecdo na segunda coordenada, a saber 6(x,y) = y. Entdo, (M,I,F)
define um fibrado topoldgico localmente trivial, com a fibra F :=S'.

De fato, é facil ver que G é continua e sobrejetiva. Tome x € 1. Temos que para qualquer
vizinhanga U de x em I € tal que 6~ (U) = U x S'. Logo temos que ¢ : 671 (U) — U x S!
tomada pela identidade, é um homeomorfismo e 6(x,y) = proj(@(x,y)), logo o seguinte

diagrama é comutativo:

c —® L uxs!
\ lpr()]

Portanto, a terna (M, 1, F) de espacos topoldgicos com a aplica¢do G, define um fibrado

topologico localmente trivial.
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— —_—

g—;—_——)—g g A
4 —— _—
B — Y
P P

Figura 1.5: Projecdo do Cilindro M em I e seu Fibrado Topoldgico
Observacao 1.2.4. Note que os fibrados dos exemplos anteriores sdo distintos, embora te-
nham os mesmos espagos totais.

Definicao 1.2.5. Um fibrado suave localmente trivial sobre B com fibra F é uma terna
(E,B,F) de variedades suaves e uma aplicagcdo T : E — B submersdo e sobrejetiva, tal que
para cada x € B existe uma vizinhanca U C B de x, de modo que temos um difeomorfismo

¢ : 1 ' (U) = U X F tal que ® = projo @, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

T —>U><F

\ oo

Denominamos: E de espaco total, B de espago base e F de fibra. A aplicacdo © é cha-

mada de projecdo ou aplicagdo fibrada.

Quando podemos escolher U = B, nas condi¢Oes de trivialidade local, dizemos que o

fibrado é globalmente trivial e desta forma, E € difeomorfaa B x F.

Teorema 1.2.6. Se (E,B,F,nt) é um fibrado tal que o espaco base é contrdtil, entdo a trivi-

alizacdo é global.

Demonstracao: Ver em [2]] Corolério 2.6, p. 48.

Definicao 1.2.7. Sejam M,N espacos topologicos e f: M — N uma aplicacdo continua.
Dizemos que f é uma aplicag@o prépria se para todo K C N compacto, tem-se f~1(K) C M

é compacto.

Definicao 1.2.8. Sejam M uma variedade suave e f : M — R uma fungcdo continua. O
suporte de f, denotado por supp(f), é o fecho de {x € M | f(x) # 0}.
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Defini¢do 1.2.9. Seja V = {V;}ic; uma cobertura aberta de M. Uma parti¢do da unidade
subordinada a V' é uma familia {A; : M — [0, 1]} de fungdes suaves tal que:

i) supp(hi) C Vi;

ii) {supp(A;)} € uma familia localmente finita, isto é, todo ponto de M tem uma vizi-
nhanga que intersecta no mdximo um niimero finito de elementos da familia;

i) Y Ai(x) = 1.
iel

Note que a soma em iii) ¢ finita para cada x € M devido a ii).

O resultado a seguir dd uma condig¢do suficiente para que uma aplicacdo entre duas va-
riedades seja a projecdo de um fibrado suave localmente trivial. Vamos enuncid-lo para
variedades com bordo, que serd a situacdo mais geral que nos depararemos neste trabalho. A

sua demonstracao estd baseada em Trang et al. [[18]].

Lema 1.2.10 (Lema de Ehresmann). Seja © : M — N uma aplicagdo suave da variedade

suave M com bordo, OM, na variedade suave N, com ON = &. Suponha que:
1. A aplicacdo ¢ é propria;
2. A restri¢do de @ em M — OM é sobrejetiva e submersdo;

3. Se o bordo OM ¢é ndo vazio, a restricdo de ¢ no bordo oM é também uma aplicagéo

sobrejetiva e submersdo.
Entdo, (M,N,9~'(t),) definem um fibrado suave localmente trivial.

Demonstracao: Para mostrar que ¢ é um fibrado suave localmente trivial, devemos mostrar
que para qualquer ponto p € N, existe uma vizinhanca U tal que temos o seguinte diagrama

comutativo:

-1 ¥ -1
Uxo(p) ——— ¢ (U)
U

com o difeomorfismo ¥, onde proj € a proje¢do no primeiro fator e f := @| ¢ induzido por
0.

Iremos construir um campo vetorial cujo fluxo nos dard o difeomorfismo ¥. Podemos
considerar uma vizinhanga aberta Up do ponto p € N que € difeomorfa ao conjunto aberto
do R", onde n € a dimensdo de N no ponto p e temos as coordenadas locais x1,x3, ..., Xp.

Considere o ponto ¢ € ¢! (p). Se ¢ é um ponto do interior de M\OM, por @ ser submer-
sdo, existe uma vizinhanga aberta V(g) de ¢ em M\0M, uma vizinhanga aberta U(p) de p
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em N e uma vizinhanga aberta U’(q) de ¢ em ¢~ !(p), tal que pelo Teorema da forma local
de submersdo, U(p) x U'(q) é difeomorfa a V(q) e a projegdo de U(p) x U'(q) em U(p) é
isomorfo a aplicagdo induzida de ¢ sobre V(q) para U(p). Sempre podemos assumir que
U(p) C Up.

Se g € 9 !(p) é um ponto na fronteira de M, existe uma vizinhanga aberta Vy(g) de g em
M que tem uma fronteira dVp(q). Uma vez que a restri¢do @|y), de ¢ em oM é submersdo
em ¢, podemos escolher a vizinhanga Vj(g) tal que existe uma vizinhanga aberta U(p) de
p em N e uma vizinhanga aberta U}(q) de ¢ em ¢~ !(p) na qual o produto U(p) x Uj(q) é
difeomorfa a Vy(g) e a projecdo de U (p) x Uj(q) para U(p) é isomorfo a aplicagio induzido
por ¢ de Vy(g) para U(p). Novamente, podemos assumir U (p) C Up.

Por @ ser prépria, a fibra ! (p) é compacta. Podemos escolher um niimero finito de pon-
tos q1, ..., g tal que as vizinhangas correspondentes V (g;) ou Vy(g;) cobrem a fibra ! (p).
Portanto, temos uma bola fechada B centrada em p com coordenadas locais de N fixadas

acima, tal que

B Cnio(V(gi)Njo(Volg;))

Denotaremos 13 o interior de B. Iremos construir um campo vetorial em ¢! (B).

Vamos considerar a% o campo vetorial associado a coordenadas x; de N. Entdo, se g €
M\0M, o campo vetorial a% define um campo vetorial em U(p) que pode ser estendido
trivialmente para U(p) x U'(q) e usando o difeomorfismo em V(g), temos que isso define
um campo vetorial v; em V(g). A imagem por ¢ desse campo vetorial v; é a%

Similarmente se ¢ € dM, pela extensdo trivial de 8%, temos um campo vetorial sobre
U(p) x U}(q) que é tangente a fronteira U (p) x oUj(¢) e essa imagem por o difeomorfismo
obtido acima € um campo vetorial vil de Vo(g) que é tangente ao bordo Vp(g) NoM. A imagem
de vfl por @ é a% em U(p).

2"
acima g1, ..., gy tal que as vizinhancas abertas associadas 2 V(q) ou Vy(gq) cobrem ¢~ '(p).

Ap6s o "levantamento do campo v.," para a vizinhanga de ¢ em M, consideramos como

Seja (pi,...,px) as particdes da unidade associadas a essas vizinhangas abertas. A soma

Zf-‘ plvf define o campo vetorial W;, parai = 1, ..,n, nestas unides de vizinhancas abertas. Por

B Cnio(V(gi)Njo(Volg;))

o campo vetorial W; define o campo 01,...,0, em ¢! (B). Por construcio o campo vetorial
01,...,6, sdo tangentes ao bordo de M.

A imagem de 6; por ¢ no ponto z de ¢~ ! (1B) & igual

do(Tfpvi) = (Efpi(2) & = 2
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pois (p1,...,Px) € uma particao da unidade. Portanto, a imagem do campo vetorial de 8; por
¢ € o campo vetorial % de BB. Vamos escolher o conjunto aberto U para ser a bola aberta 1.
Agora, definimos o difeomorfismo ¥ : B x ¢! (p) — ¢~ (B).

Seja ®; o fluxo definido por 6;, i.e, a aplicagdo
@1 (—e.) x 9~ (B) — 07! (B)

tal que ®;(0,g9) = g e P;(t,q) define o caminho integral y tangente a 6;, tal que y(0) = q.
Defina ¥ : B x ¢! (p) — @ 1(B) por:

‘I’(ul, ...,un,q) =P, (ulaq)Z(“‘vq)n(umCI)))

onde (u1,...,u,) €B e ge @ '(p). O fluxo ®(u;,q) é definido desde que o ponto esteja
definido em ¢! (IB%) De fato, o espago @~ ! (B) é compacto pois @ é prépria e as curvas do
fluxo estdo em ¢~ ! (1B), portanto todo o fluxo é definido em ¢~ (B).

Temos

u=f(¥(u,q))

pois, a imagem de 0; por ¢ é %, temos:
f(@j(uj;q)) = f(@;(0,q)) tujej = p+uje;

como o fluxo de % ¢ ¢(uj,p) = p+ujej, onde e; é o vetor unitdrio da j—coordenada de B.
Resta provar que ¥ é um difeomorfismo. De fato, € bijecdo por ¥ esta bem defi-
nido, de modo que a inversa é dada por ¥~ (z) = @ (—u1,D;(...,D(—uy,,y))), com ¢(z) =
(u1,...,un). A suavidade é garantida pela fluxo ®; e por @ ser suave. Isso prova o Lema de

Ehresmann.
|

1.3 Topologia Algébrica

A Topologia Algébrica propde estudar a natureza dos espagos topoldgicos através de
métodos algébricos. Nessa secdo estudaremos dois pontos centrais da Topologia Algébrica:
Homotopia e Homologia. De modo especial, a homologia nos dard suporte para definirmos

a caracteristica de Euler para um Complexo CW. As principais referéncias sdo: [6] e [[1O].

1.3.1 Homotopia e Tipo de Homotopia

Definicao 1.3.1. Sejam X, Y espagos topolégicos e I o intervalo [0,1]). Uma homotopia é
uma familia de aplicacoes f; : X — Y, t € I, onde a aplicacdo associada H : X X I — Y dada
por H(x,t) = f;(x) € continua para todo x € X.
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Definicao 1.3.2. Sejam X, Y espacos topolégicos e f,g: X — Y aplicacdes continuas. Di-
zemos que f e g sdo homotopicas se, e somente se, existe uma aplicacdo H : X X1 —Y
continua, tal que H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), para todo x € X. Nesse caso, a aplica¢do
H chama-se homotopia entre f e g.

Usaremos a notacdo f ~ g quando essas aplicagoes forem homotdpicas.

Uma homotopia entre f e g pode ser imaginada como uma deformagdo continua da apli-
cacdo f na aplicacdo g ao longo do pardmetro ¢ € [0, 1], e isso define uma familia de fungdes
continuas H (x,7) = f;(x), onde para r = 0 temos a aplicagdo f e para t = 1, temos a aplica-
cdo g. Uma outra interpretacdo pode ser dada, definindo o conjunto X como o conjunto das
aplicacdes continuas em Y, sendo assim, homotopia entre f e g € a existéncia de um caminho

continuo em X, ligando essas duas aplicagoes.

Exemplo 1.3.3. Seja Y C CN um subconjunto convexo, isto é, para cada par de pontos X,
y €Y, o segmento de reta [x,y] = {(1 —t)x+1ty |t € [0,1]} estd inteiramente contido em
Y. Dado um espaco topologico qualquer X e f,g: X — Y aplicacdes continuas, é possivel
concluir que f e g sdo homotopicas.

De fato, defina a aplicacdo H : X X I — Y, tal que H(x,t) = (1 —1)f(x) +1g(x). Essa
aplicacdo é continua, pois é a soma de funcoes continuas e H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x).
Concluimos que H é uma homotopia entre f e g, tal homotopia leva o nome de Homotopia

Linear.

Exemplo 1.3.4. Sejam f,g: R — R? aplicacdes continuas definidas por f(x) = (x,x%) e
g(x) = (x,x). Entdo f é homotdpica a g. De fato, definimos a homotopia H : R x I — R?
dada por H(x,t) = (x,x* —tx*> +tx). Claramente, H é continua, além disso H(x,0) = f(x) e
H(x,1) = g(x), para todo x € R.

Definicao 1.3.5. Seja X um espaco topolégico e A C X um subespaco. Uma aplicacdo

continua Tt : X — X chama-se uma retragd@o de X em A, quando:
i) n(X)=A;
ii) T|a = idg.

Onde idy denota a aplicagdo identidade em A.

A seguir definimos um caso particular da no¢ao de Homotopia, o chamado Retrato por

Deformacao, que exemplifica a homotopia entre um espago topoldgico e um subespaco.

Definicao 1.3.6. Sejam X um espaco topolégico e A C X um subespaco. Sejam: X — X uma
retracdo de X sobre A. Um retrato por deformacdo é uma homotopia da identidade de X na

retragdo de X sobre A.
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Exemplo 1.3.7. Considere X o cilindro em R? e A a circunferéncia inferior deste cilindro.

Seja Q = [0,1] x [0, 1] 0 quadrado em R?. Defina a seguinte relacdo de equivaléncia em Q:
(x,0) ~ (x, 1) se, e somente se, sdo pontos em lados opostos do quadrado.

Notemos que Q é um subespago topolégico de R? e ~ uma relacdo de equivaléncia
definida em Q, a topologia quociente em Q/ ~ ¢é a topologia final induzida pela projecdo

natural de Q em Q/ ~. Por tudo isso podemos identificar Q/ ~ como o cilindro X.

— —

|
I
1
O S N N
|

puemmethan,

(a) Cilindro X (b) Quadrado Q

Figura 1.6: Espaco quociente do cilindro

Considere a homotopia H : X X I — A, dada por H(x,t) = (1 —t)idx 4+ tw(x). Onde:
idy : X — X é a aplicacdo identidade no cilindro e © : X — A é a projecdo do cilindro na

base A. Logo, A é um retrato por deformagdo de X.

Definicao 1.3.8. Uma aplicacdo continua f : X — Y chama-se uma equivaléncia homoto-
pica quando existe g : Y — X continua, tal que go f ~idx e f og ~ idy. Neste caso dizemos
que g ¢ uma inversa homotopica de f e que os espacos X e Y tém o mesmo tipo de ho-
motopia, ou que sdo homotopicamente equivalentes. Escrevemos, neste caso, X =Y ou
f:X=Y.

Pela defini¢do acima, temos que todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotdpica,

mas a reciproca nao € vélida, como segue no proximo exemplo.

Exemplo 1.3.9. O circulo S' C R? tem o mesmo tipo de homotopia de R*\{0}. De fato,

definai:S!' — Rz\{O}, dado pela inclusdo e seja r - Rz\{O} — S, dado por r(y) = _H Y i
y
Note que, roi = r(x) = ﬁ =x, ou seja, roi =idgi e ior é homotdpico a identidade
X

de R?\{0}, pois y pode ser ligado ao ponto r(y) através de segmentos de reta contida em
R\ {0}, uma vez que 0 ndo pertence ao segmento [y, r(y)]. Sendo assim, podemos definir a

homotopia linear H(y,t) : R?\{0} x I — R?\{0}, dada por (1 — t)Hz—H +ty.

Definicao 1.3.10. Um espaco topologico X é dito contrdtil quando ele tem o mesmo tipo de

homotopia de um ponto.
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1.3.2 Complexo CW

Sejam ¢” = {x € C" | || x||< €}, chamado n—célula, o discoD" = {x € C" | || x|[<e}e

S a fronteira de D".

Definicao 1.3.11. Sejam X e Y espacos topologicos e Z C X fechado. Seja h:Z — Y uma
aplicacdo continua. Defina A .= X | |Y, dada pela unido disjunta de X e Y. Tome ~ a
relacdo de equivaléncia em A, onde 7 ~ y se, e somente se, pelo menos uma das seguintes

condigoes é satisfeitas:
i) 2=y,
ii) z,y € Z e h(z) = h(y);
iii) z€Zey=h(z) €Y.

A partir dessa relacdo, podemos definir o espaco quociente A/ ~ que o chamaremos
de espaco de colagem de Z em Y via aplicacdo f. A aplicacdo f é chamada de aplicagcdo

colagem.

Exemplo 1.3.12. Considere D' = [a,b], dD' = {a,b} e o conjunto discreto Y = {p1, p2, p3}.

Defina, fo : DL — Y uma aplicagdo continua, dada por: fo(a) = p1, fo(b) = p2 e fi(a) =
1

p3 = f1(b). Defina o espago E := D], |_| Y/ ~, em que a relacdo ~ é como a definida em

o=0
1.3.11|para cada o. € {0,1}.

P2

P1 p3

Figura 1.7: Espaco quociente E

O complexo CW € o espaco topoldgico X = U X", onde X" é construido por indugio da
n=0
seguinte forma:

Para n = 0, X° é um conjunto com a topologia discreta (seus pontos sdo chamados
0—células €). Agora, dado X construiremos X' anexando 1—célula el,, via aplicagdes

fo 1 OD! — X0, Dessa forma X' := X° |_| D} / ~, em que a relacio ~ é como a definida em

o=0
1.3.11|para cada o.
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Seguindo de forma indutiva, temos que dado X"~ ! construiremos X" anexando as n—células

el', via aplicacdes fo : 0D — X"~!, tal que X" := X"~ |_| D/ ~. Em que a relagdo ~ é
a=0

como a definida em [1.3.11| para cada a. X" € chamado n—esqueleto e f, € chamado de
aplicagdo colagem.

Pode-se, parar este processo indutivo em um estigio finito, definindo X = X", para algum

n < oo, ou pode-se continuar indefinidamente, tomando X = U X". No dltimo caso, X recebe
n=0
a topologia fraca: Um conjunto A C X € aberto (ou fechado) se AN X" é aberto (ou fechado)

em X para cada n.

Para os préximos exemplos, ainda utilizaremos da classe de equivaléncia ~ como defi-

nido em [[.3.11]

Exemplo 1.3.13. A esfera n—dimensional S" é um CW-complexo, que consiste de uma 0-
célula eg, e uma n—célula ey, tal que a n—célula é anexada via a aplicagdo constante
fo: 0D =€), isto &, SV =l | | DY/ ~.

o=0

Exemplo 1.3.14. O Toro T = S! x S' é um CW-complexo. De fato, comece com uma
0—célula e(&, entdo anexe através da aplicacdo colagem fo duas 1—células e(lx, para ob-
ter S' VS, 0 wedge de dois circulos. (Ver . Finalmente anexe uma 2—célula 2 em
Stvsh.

Exemplo 1.3.15. O n—espaco real projetivo RP" ¢ definido como sendo o conjunto das retas
reais passando pela origem em R"\. Cada reta é determinada por vetores néo nulos em
R Além disso, RP" é topologicamente equivalente ao espaco quociente de R\ {0}
sob a relacdo de equivaléncia v ~ v para todo os escalares reais A # 0. Se nos restringir-
mos a vetores de norma unitdria, teremos que RP" poderd ser identificado como o espaco
quociente S" /(v ~ —v), a esfera com pontos antipodas.

Agora, notemos que o 0—espaco projetivo RP° pode ser identificado como um ponto
{p} da reta real, ou seja, RP pode ser visto como uma tinica 0—célula eg. Agora, dado
RP° podemos construir RP! adicionando uma 1—célula el Para isso, defina a aplicacdo
fo : 0D} — RPY, dada por fo(x) = [x], em que [x] denota a classe de equivaléncia de x.
Assim, teremos RP! := ID)(I)C |_| RP° / ~. Agora, definido RP!, teremos que RP? é construido

o=0
adicionando uma 2—célula e através da aplicacdo fy : ODZ — RP' tomando fy(x) = [x],
onde temos que RP? := 1?2 |_| RP! / ~. Seguindo de forma indutiva, suponha que é dado
o=0
RP"!, entdo é possivel obter RP" definindo a aplica¢do fy : D}, — RP""!, dado por
So(x) = [x]. Logo, RP" =D |_| RP""!/ ~. Por fim, notemos que RP" tem a estrutura de
o=0
complexo celular ® Ue' U...Ue", com cada célula ¢' com dimensdo i < n.
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A importancia do estudo da topologia do CW-complexo de dimensao finita vem do fato
que toda variedade compacta de dimensao n tem o tipo de homotopia de CW-complexo de

dimensao n.

1.3.3 Suspensao e o Cone de um Espaco Topologico

Para um espago topoldgico X, a suspensdo SX de X, é o espago quociente obtido de
X x I =0,1], colapsando X x {0} em um ponto e X x {1} em outro ponto.

Por exemplo, se X = S", observemos que o conjunto X x I é equivalente ao cilindro. Dai
colapsando X x {0} = {(x1,...,x011,0) ER"? | xf+ ... +x2 =1 e X x {1} ={(x1, ..., Xnt1,
1) e R"2 | x+...+x2 ;= 1} nos pontos (0, ...,0) e (0, ..., 1), temos portanto que SX € ho-
meomorfo a "1,

O cone sobre X, denotado por CX = (X x 1) /X x {0}, onde X x {0} é colapsado em um

ponto. Por exemplo, para X = S?, temos um cone sobre a esfera S2.

1.3.4 Soma Wedge de Espacos Topologicos

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dados os pontos xg € X e yg € Y, temos que a Soma
Wedge X VY, é o quociente da unido disjunta X LI'Y identificando os pontos xp € yp em um
unico ponto.

Podemos estender essa noc¢do para uma familia arbitraria de espacos topoldgicos Xy, fi-
xando para cada indice o, um ponto xy € Xy, € partindo da unido disjunta |_| Xy identificando

a=0
0s pontos Xy eém um dnico ponto.
Definicao 1.3.16. Dada uma colecdo de esferas S™,...,S™, o wedge S"' \/ .../ S" é chamado

de buqué de esferas.

Figura 1.8: Buqué de Esferas
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1.3.5 Homologia Simplicial

Uma combinagio afim de pontos xp, Xy, ..., X, em R” é uma expressao do tipo p = tloxg +
ol X + ... + X, com O + ... + o, = 1. Se, além disso, tivermos o > 0,01 > 0,...,a, > 0,
dizemos que p € uma combinacdo convexa dos pontos xg, ..., Xy.

Um conjunto X C R™ € convexo se, e somente se, toda combinacao convexa de elementos
de X ainda pertencer a X.

O conjunto de todas as combinacdes convexas de um conjunto arbitrario X C R € con-
vexo. Ele é chamado a envoltoria convexa de X e esta contido em qualquer conjunto convexo
que contenha X. Neste sentido, a envoltdria convexa de X é o menor conjunto convexo con-
tendo X. Podemos descrevé-la como o fecho convexo de X, ou seja, a interse¢do de todos os

conjuntos convexos que contém X.

Definicao 1.3.17. Um n—simplexo s do R™ ¢é o fecho convexo de uma colecdo de n+ 1
pontos {xo,x1,...,X, } no R™, onde x| — xg, ...,x, — X0 forma um conjunto linearmente inde-

pendente. Os elementos xo,x1,...,X, Sdo chamados vértices de s. Denotamos o n—simplexo

POT [X0, ..., Xp)-

n
Se p= Z(x,-xi €scom Qg > 0,0y >0,...,0, >0¢€ 0+ ...+ 0, =1, 0s nimeros
i=0
do, ..., 0, chamam-se as coordenadas baricéntricas do ponto p.
Definicdo 1.3.18. O n-simplexo A" do R"! com vértices xo = (1,0, ...,0),x; = (0,1,...,0), ...,

xn = (0,...,0,1) é denominado o n—simplexo padrao.

Ao retirar um dos n+ 1 vértices de [xp, ..., x,] teremos que os n vértices restantes for-
mam um (n — 1)—simplexo, o qual serd chamado de face de [xy,...,x,| e representada por
[X0, -+, Xiy -, Xpn]- A unido de todas as faces de A" é 0 bordo de A" que é denotado por dA". O

interior de A" serd o simplexo aberto A" = A" — 9A".

Exemplo 1.3.19. Em dimensoes 0,1,2 e 3, o n-simplexo padrdo é respectivamente: um

ponto, um segmento de reta, um tridngulo e um tetraedro.

Definicao 1.3.20. Um complexo simplicial X é uma colegdo finita de simplexos em R™, tal

que:
i) Toda face de um simplexo de X é ainda um simplexo de X ;

ii) Se s et sdo simplexos de X entdo st é vazio ou é uma face comum a s e t (e, portanto,

€ um simplexo de X ).

Definicao 1.3.21. Uma estrutura A—complexo em um espaco X é uma colegdo de aplicacoes

G : A" — X, com n dependendo do indice Q, tal que:
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i) A restricdo Ga\ﬁ” € injetiva e cada ponto de X esta na imagem de exatamente uma

dessas restri¢oes Gy |A";

2

ii) Cada restri¢do de Go a uma face de A" é uma aplicagdo G : A" X, Aqui identi-
ficamos a face de A" com A"~ pelo homeomorfismo linear canénico que preserva a

ordenagdo dos vértices;
iii) Um conjunto A C X ¢é aberto se, e somente se, o ! (A) € aberto em A" para cada Gy.

Pensando em um A—complexo X como um espago quociente de uma colecio de simple-
xos disjuntos, ndo é dificil ver que X deve ser um espago de Hausdorff. A Condigao iii) entdo
implica que cada restricdo Ga|ﬁ” € um homeomorfismo sobre sua imagem, que € portanto,
um simplexo aberto em X. Na Proposicdo A.2 do Apéndice, Hatcher [6], prova que estes
simplexos abertos Ga(ﬁ’l) sdo as células €" de uma estrutura complexa CW em X com os

G, s como aplicacdes caracteristicas.

Definicao 1.3.22. Um grupo abeliano G é chamado livre se existe um subconjunto A C G,

tal que todo elemento g € G tem uma nica representacdo

¥ e

XEA

onde ny é um inteiro que é ndo nulo apenas para um niimero finito de x em A. O conjunto A

¢ dito uma base para G.

Definimos agora o grupo de homologia simplicial de um A—complexo X. Seja A, (X)
um grupo abeliano livre com base no n—simplexo aberto ¢}, de X. Os elementos de A, (X)

sdo chamados de n—cadeias, podemos escrevé-los com uma soma finita Z”‘X - ey, com coe-
o
ficientes ny, € Z. Equivalentemente, poderiamos escrever Z”“ - Og, quando G : A" — X €

(04
0 mapa caracteristico de eg, com imagem o fecho de ef,.

Em termos de cadeias, dizemos que o bordo de [xy,...,x,] é a (n — 1)—cadeia formada
pela soma das faces [xp,...,%;,...,x,]. No entanto, para dar um sentido orientado podemos

escrever o bordo de [xo, ...,x,| como sendo
Z(—l)i[xo, ey Ky eeey Xt
i
Definicao 1.3.23. Definimos a aplicagd@o bordo como o homomorfismo 9y, : Ap(X) — Ay—1(X)
dado por

An(GOL) = Z(_l)i6a| (%0 K-+, Xn]
i
Exemplo 1.3.24. Calculemos a seguinte composicdo A; 8_2) Ay a—1> Ag. Teremos
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01 ([x1,x2] — [x0,x2] + [x0,X1]) = 91 [x1,x2] — 91 [x0,Xx2] + 1 [x0,X1].
Note que os simplexos de orientagcdes opostas cancelam, logo:
2] = [x1] = P2l 4 [xo] + [x1] = [xo] = 0.
Portanto, d10dr =0
Podemos generalizar o exemplo acima, como mostra o préximo Lema.
Lema 1.3.25. A composicdo A,(X) O, Ap—1(X) LS Ay—2(X) € homomorfismo nulo.

Demonstracao: Veja o Lema 2.1 de [6].

Uma sequéncia de grupos abelianos C,, = A,,(X) conectados por homomorfismos d,, como
definido em|1.3.23|tal que (9, 00,+1)(0) =0, para todo 6 € C,,+1, é chamado complexo de

cadeia. Ou seja, um complexo de cadeias € uma sequéncia do tipo:
an+l an 80
i > Cpy) — Cp ——>Cy_1 — ... > Co —— {0}.

Onde os elementos de Ker(d,,) sdo chamados ciclos e os elementos de Im (9, 1) sdo ditos
bordos. Pelo Lema [1.3.25] temos Im(d,1) C Ker(d,). Como cada grupo de cadeia C,
é abeliano todos os seus subgrupos sdo normais. Entdo, por Ker(d,) ser subgrupo de C,,
Ker(d,) é abeliano, portanto, Im(0d,+1) é um subgrupo normal de Ker(d,). Logo, podemos
definir o grupo quociente:

Ker(dy)

Im(9p+1)

que é chamado de n—ésimo grupo de homologia simplicial de X com coeficientes em G.

H,(X,G) =

Exemplo 1.3.26. Seja X = S!. Calculamos os grupos de homologia simplicial de S' com
coeficientes inteiros, considerando uma estrutura de A—complexo em S'. Como na Figura
1.9

\"

Figura 1.9: Estrutura simplicial do S!

Assim, obtemos uma estrutura de A—complexo em S' com 1 vértice (0—simplexo): v e 1
aresta (1—simplexo): e.

Construiremos os grupos das cadeias simplexas.
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e Seja Cy o grupo livre gerado pelo 0—simplexo. Entdo, dada a 0—cadeia Ko, temos que

K():klv

Portanto, Chy =< v >~ 7, com k| € 7.

e Agora, seja Ci o grupo livre gerado pelos 1—simplexo. Entdo, dada a 1—cadeia K,

temos que

K1 :kle

Portanto, C) =< e >~ 7, com k| € 7.

Obtemos o seguinte complexo de cadeia:

02 9 do

C2 ? Cl 7 CO

{0}

As aplicagoes bordo sdo definidas da seguinte forma:

O homomorfismo dy : Cy — {0} € a aplicagdo bordo para as 0—cadeias. Assim,
do(v) =0.

Logo, dado qualquer xy € Cy, temos que dy(kp) = do(v) = 0.
Obtemos: Im(dy) = {0} e Ker(dy) = Cp ~ 7Z.

O homomorfismo 91 : Cy — Cy é a aplicagdo bordo para a 1—cadeia. Assim,
di(e) =v—w

Logo, para qualquer x| € Cy, teremos que d1(k1) = d(e) = 0.

Obtemos: Im(01) = {0} e Ker(dy) =C) ~ Z.

O homomorfismo 9, : C; — C € a aplica¢do bordo para as 2—cadeias. Assim, como nédo
temos 2—simplexo, obtemos: Im(d,) = 0.

Calculamos o i-ésimo grupo de homologia simplicial do espago S' por:

_Ker(do)  Z
H(S) = Tiar) ~ o5 =2

B Ker(dp) 7 N
HE) = Tty 10 =7

Exemplo 1.3.27. Calculamos a homologia simplicial do Toro, T, com coeficientes em 7.

considerando uma estrutura de A—complexo em T, como na Figura|l.10
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Figura 1.10: Estrutura simplicial de T

Assim, obtemos uma estrutura de A—complexo em T, com 1 vértice (0—simplexo): v; 3

aresta (1—simplexo): a,b,c e 2 tridngulos (2—simplético): U e L.

e Cy é o grupo livre gerado pelo O—simplexo. Entdo, dada a 0—cadeia g, temos que
Ko =kv
Logo, Co =< v >~17, comk; € Z.
e (¢ grupo livre gerado pelo 1—simplexo. Dada uma 1—cadeia K1, temos que

K1 = kia+kyb+ksc

em que k; € Z para i € {1,2,3}. Entdo, C; =< a,b,c >~ 7O LD L.

e ( é o grupo livre gerado pelo 2—simplexo. Logo, dado uma 2—cadeia K, temos que
K2 = kiU + kL

em que ki € Z para i € {1,2,3}. Logo, C; =< U,V >~7&7

Obtemos o seguinte complexo de cadeia:

em que as aplicagdes bordo sdo definidas da seguinte forma:

O homomorfismo dy : Cy — {0} € a aplicagdo bordo para as 0—cadeias. Assim,
do(v) =0

Portanto, dado xy € Cy temos que: do(kp) = do(v) = 0.
Obtemos: Im(dy) = {0} e Ker(dp) = Cp =< v >~ Z.

O homomorfismo 9 : C — Cy é a aplicagéo bordo para as 1—cadeias. Assim,
di(a) =01(b) =01(c)=v—v=0
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Portanto, dado qualquer x| € Cy, temos que:
01 (Kl) =0 (lqa +kob+ k3c) = k101 (a) + kza(b) + k301 (C) =0

Obtemos: Im(d1) = {0} e Ker(d1) =C) =< a,b,c >~ ZOL D L.

O homomorfismo 9 : C, — Cy é a aplicagéo bordo para as 2—cadeias. Assim,
h(U) = az[V(),vl,V3] = [v1,v3] — [vo,v3] + [vo,vi] =b—c+a

d2(L) = 92[vo,v2,v3] = [vo,v2] — [vo,v3] + [v2,v3] =b—c+a

Vi b V3

Vo b V2

Figura 1.11: Fronteira do 2—simplexo

Obtemos: Im(02) =<b—c+a > e Ker(dy) =7
O homomorfismo 03 : C3 — C, é a aplicag¢do bordo para as 3—cadeias. Assim, como ndo
existem 3—simplexos, obtemos que Im(d3) = {0}.

Calculamos o i-ésimo grupo de homologia simplicial do espaco T por:

_ Ker(dy) Z ~7

D)= Tan) =701~

_ Ker(d1) <a,b,c>

H(T) = Im(2) = b_ctas ~<a>P<b>~ZDL
Ker(dy) Z
H>(T) = = ~7
2(T) Im(@;) {0}

Observacao 1.3.28.

1. Se X é um CW-complexo de dimensdo n é possivel provar que Hi(X) = 0 para k > n.
(Lema 2.34 em [6]]);

2. Se X é um espago conexo entdo Hy(X) = 7. (Proposigdo 2.7 em [6]);

3. Sejam X e Y espacgos topologicos conexos por caminhos. Se X tem o mesmo tipo
de homotopia de Y (em particular se sdo homeomorfos), entdo Hy(X) = Hy(Y), V
k > 0.(Proposicdo 1.11 de [21])
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1.3.6 Caracteristica de Euler

Para um CW-complexo finito X, a caracteristica de Euler X (X) é definido como a soma

alternada

Y (—1)"en

n=0

onde ¢,, € o nimero de n—células de X.

Exemplo 1.3.29. Para os Exemplos|l.3.13|e|l.3.14} calculemos respectivamente as seguintes

caracteristicas de Euler:

a) Para X =S", teremos co =1 e ¢, = 1. Portanto, X(S") =1+ (—1)";

€o

Figura 1.12: Representacdo de S” como um CW-complexo e suas células

b) JdparaX =T, teremos co = 1, c; =2 e ¢ = 1. Portanto, X(S' xS')=1-2+1=0.

€

Figura 1.13: Representacdo de T como um CW-complexo e suas células

O seguinte resultado mostra que X (X) pode ser definido puramente em termos de ho-
mologia, portanto dependente apenas do tipo de homotopia de X. Em particular, X (X) é
independente da escolha da estrutura de CW em X.

Teorema 1.3.30. X (X) = Z(—l)” postoH,(X).
n

Demonstracao: Ver Teorema 2.44 em [6].
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O posto de um grupo abeliano finitamente gerado € a quantidade de Z somados, quando
o grupo € expresso como um soma direta de grupos ciclicos.

Segue da classificacdo de grupos abelianos finitamente gerados E| que H,(X)=7Z'®T,
onde T é o grupo de tor¢io e ¢ > 0 (chamado posto de H,(X)). E importante ressaltar
que ¢ pode ser descrito como o n—ésimo nimero de Betti b,. Por exemplo, para o grupo
de homologia do Toro, H,(T), temos para Hy(T) = Z, Hy(T) = Z? e Hy(T) = Z, portanto
temos respectivamente os seguintes nimeros de Betti: bo =1, by =2 e by = 1. Essa definicdo
vale também quando consideramos X como um A—complexo com uma quantidade finita de

n-simplexos.

1.4 O Teorema do ponto fixo de Lefschetz

Seja a aplicacdo suave f: M — M em uma variedade orientada compacta M. Definimos

o numero de Lefschetz pela seguinte intersecao
(f)=(ANTr: M xM)

onde A = {(x,x);x € M} é a diagonal e I'y = {(x, f(x));x € M} é o gréifico de M. Observe
que I'r NA = Fix(f), tal que, Fix(f) = {x € M; f(x) = x}. Assim, podemos usar a teoria
da intersecdo para contar seus pontos comuns. Note que, f pode realmente ter um nimero

infinito de pontos fixos, sendo a aplicag¢do identidade um exemplo.
Teorema 1.4.1. t(f) € um invariante topoldgico.

Demonstracao: Ver [5]], pagina 120.
|

Suponha que A i, I'y. Tais aplicagdes, chamadas aplicagées de Lefschetz, tém apenas
um ndmero finito de pontos fixos, embora a reciproca seja falsa. Nessas circunstincias,
podemos definir uma orientagdo +1 na intersecdo de I' com A, denotada por i(x, f), indice
de f em x. Isto é, i(x, f) é o nimero de intersecoes de A com I'y no ponto (x,x), com isso

temos

()= Y ixf)
x€Fix(f)
Para uma aplicagdo f : X — X de um complexo CW de X, ou mais geral, para qual-
quer espago que tenha uma homologia de grupos finitamente gerada e se anula em alguma

dimensdo superior, o nimero de Lefschetz t(f) é definido por:

2 ver [4]] pagina 341
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Y (—1)"tr(f. : Ha(X) — Ho(X))

n

onde tr denota o traco da matriz dos geradores do n-ésimo grupo de homologia de X.
Em particular, se f ¢ a identidade, ou é homotépica a identidade, temos que t(f) é igual

a caracteristica de Euler X (X), ja que o trago da matriz identidade n é n.

Teorema 1.4.2 (Teorema do Ponto Fixo de Leftchetz). Se X é um complexo simplicial finito,
ou mais geral, um retrato de complexo simplicial finito, e f : X — X é uma aplicacdo, com

t(f) # 0, entdo f tem um ponto fixo.

Demonstracao: Ver 6], pagina 179.

1.5 O Grau Topologico de uma Aplicacao

Seja f : §" — S" uma aplicag@o continua, com n > 0, o mapa induzido por f, : H,(S") —
H,(S"), é um homomorfismo de um grupo ciclico infinito nele mesmo, onde H,(S") re-
presenta o n—ésimo grupo de homologia de S". Considerando o fato de que H,(S") = Z,
obtemos que f, é da forma f, : x — dx para algum d € Z. Esse d é chamado o grau de f,

com a notacdo deg(f). Aqui temos algumas propriedades bdsicas:
1) Se f:=1d, onde id é a identidade, entdo deg(f) = 1, por f. =Id

2) Se f(x1, .y Xnt1) = (X1,-00s %0, —Xn+1), OU s€ja, f € aplicagdo reflexdo, entdo deg(f) =
—1. Podemos dar a S"” uma estrutura de A — complexo com os dois hemisférios com-
plementares, dado pelos n—simplexos A} e A%, o gerador para H,(S") é da forma

Al — A} e areflexdo envia em A7 — AT
3) deg(fog) =deg(f)-deg(g), por (fog)s = fu-gx.

4) Se f(x1,...;Xnt+1) = (—X1,..., —Xn+1), OU seja, f € a aplicagdo antipoda, teremos que
deg(f) = (—1)"!, pois podemos obter f fazendo n+ 1 reflexdes, cada uma mudando

o sinal de uma coordenada em R"t!,
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Capitulo 2
Conjuntos Analiticos Complexos

O capitulo esta dividido em trés secOes. A primeira delas comentamos e demonstramos
alguns resultados elementares sobre conjuntos analiticos complexos. A secdo seguinte conta
com o resultado mais importante do capitulo: O Teorema da Estrutura Coénica Local, que nos
dard uma caracteristica topolégica do conjunto analitico X em termos do link. Na secdo 2.3,
enunciamos o Lema de Selecdo da Curva

As principais referéncias foram: [3] e [13]].

2.1 Fatos Elementares sobre Conjuntos Analiticos Comple-

XO0S

Essa sec@o serd importante para fixarmos notacdes e definirmos conceitos como de con-
juntos analiticos, germe de conjuntos e germe de fungdes que serdo bastante utilizados em

capitulos subsequentes.

~

Definicao 2.1.1. Uma funcdo [ : U — C, definida em um subconjunto aberto U C C, é
analitica se, para todo zo € U, existe uma série de poténcias Y, _an(z0)W", com raio de

convergéncia ® > 0, tal que

£ = Y anz0)(—20)"

n=0

para todo z € U tal que |z — zo| < o.

Do teorema sobre diferenciabilidade das fun¢des representadas por séries de poténcia
decorre que toda funcdo analitica f € também holomorfa.

Seja C o corpo dos niimeros complexos. Dado X C CV, dizemos que X é um conjunto
analitico complexo ou simplesmente conjunto analitico, se para cada p € X existe uma
vizinhanga aberta U, C CN de p e fungdes analiticas f,, : U, — C, comi € {1,...,k} definidas

em U), tal que X NU), € o conjunto de zeros comuns dessas fungdes. Em outras palavras:
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XNUp={x€Up | fp,(x) = fp,(x) = ... = fp,(x) = 0}

Exemplo 2.1.2. Seja f : C*> — C dada por f(x,y) = x> —y>. O conjunto X; = {(x,y) €

C? | f(x,y) = 0} é um conjunto analitico complexo.

Figura 2.1: Representagdo da Variedade X em R?

Exemplo 2.1.3. Seja g: C? — C e h: C? — C, definidas respectivamente por g(x,y,z) =z e
h(x,y,2) = x> +y> 4+ 7% — 1. O conjunto X, = {(x,y,z) € C* | g(x,y,2) = h(x,y,z) = 0} é um

conjunto analitico complexo.

,"-III .-.'..'r
< -]

4 &
L

Figura 2.2: Representacio da Variedade X, em R>

Teorema 2.1.4. Se A e B forem conjuntos analiticos complexos de CN, entdo AUB e ANB
sdo conjuntos analiticos complexos.

Demonstracdo: Se A e B sdo conjuntos analiticos complexos, entdo para cadaa €A eb € B,
existem vizinhangas abertas U, e Uy tal que ANU, = {x €U, | fo,(x) = ... = fy,(x) =0} e
BNU, ={xe€U| g (x) = ... = gp,(x) = 0}.

Defina hY = fa;* &b, uma fungdo analitica, comi € {1,....k},j€{1,....l}ere{l,...,m},
onde m =i- j. Afirmamos que AU B é um conjunto analitico complexo. De fato, para cada
7 € AUB existe uma vizinhanga aberta U, de z € CN tal que (AUB)NU, = {x € Uz|hg (x) =
= hlzjr (x) = 0}, assim é possivel concluir que (AUB) é um conjunto analitico complexo.

Agora, dado 7 € AN B, tome U, C CN uma vizinhanca aberta de 7 em A e V, C CN uma

vizinhanga aberta de 7 em B. Como A e B sdo conjuntos analiticos, temos que ANU, = {x €
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U fo(x) =...=fr(x) =0} e BNV, ={x € V; | g;,(x) = ... = g;,(x) = 0}. Tomando a
intersecdo dos conjuntos ANU, com BNV, concluimos que AN B é um conjunto analitico

complexo.

Sejam f1,..., fx as fungdes que definem localmente o conjunto analitico complexo X C
CV no ponto x. Defina a aplicagio F : X — CF tal que F(x) = (f1(x), ..., fr(x)), com x =

(x1,...,xn). Para cada x € X considere a matriz:

dfi dfi
a—xl(x) m(x)
JF(x) = Do :
dfi dfi
a—XI(x> m(X) N

oFf
que denotaremos a partir de agora por: (a—fl(x)) ,comie€{l,...k} e je{l,..,N}
Xj kxN

Seja p o posto mdximo que essa matriz atinge nos pontos de X.

oFf
Definicao 2.1.5. Um ponto x € X é chamado ndo-singular ou regular se a matriz (a—fl (x))
Xj kxN

tem posto mdximo p. Caso contrdrio, x € X serd chamado de singular.

Denotamos por X(X) o conjunto de todos os pontos singulares do conjunto analitico

complexo X.

Lema 2.1.6. O conjunto £(X), de todos os pontos singulares de X, formam um subconjunto

analitico complexo préprio (possivelmente vazio) de X.

Demonstracio: Da defini¢do de posto, segue que o conjunto X \X(X) é néo vazio. De fato

se supormos que X C X(X), entdo l(x)) tem posto menor que p para todo ponto em

ox;
x, mas isso é absurdo, logo, £(X) & X. Note que X(X), é constituido de pontos de X que

axJ‘

anula o determinante dos menores p X p, x ¢ um ponto singular e x € £(X ). Entdo, X(X) é o

: . (9f; :
anulam os determinantes dos menores p X p da matriz (i(x) . Reciprocamente, se x
kXN

conjunto dos pontos que anulam as func¢des analiticas que sao dadas por cada determinante
menor p X p.
|

Consideramos X C CV um conjunto analitico complexo e p como definido anteriormente.
Vamos apresentar alguns resultados sobre o conjunto M = X \X(X) dos pontos ndo singulares
de X.
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Teorema 2.1.7. (Whitney) O conjunto X\X(X), pontos regulares de X C CV, forma uma
variedade suave ndo vazia. Além disso, X\X(X) é uma variedade suave analitica complexa

e tem dimensdo N — p.

Demonstracao: Ver [13]], Teorema 2.3.

Teorema 2.1.8. (Whitney) Para duas variedades analiticas complexas em CN, X eW, com

X D W, o conjunto X\W tem no mdximo um niimero finito de componentes topoldgicas.

Demonstracao: Ver [13]], Teorema 2.4.

Corolario 2.1.9. Seja X um conjunto analitico complexo. O conjunto X pode ser expressado

como unido finita disjunta
X=MUM>U...UM,

onde cada M j é uma variedade suave com uma quantidade finita de componentes conexas.
Analogamente, a diferenga entre as variedades X\W também pode ser expresso como uma

unido finita de variedades suaves.

Demonstracao: No Coroldrio 2.6 de [13], Milnor monstra para o caso em que X € um
conjunto algébrico. No entanto, para o caso em que consideramos X um conjunto analitico
a demonstracao € feita de modo similar.

|

Seja Z um espago topolégico de CV e x € Z um ponto. No conjunto P(Z) de todos os

subconjuntos de Z, definimos a seguinte relagdo de equivaléncia em x:
A ~, B se, e somente se, ANU, = BNU,

para alguma vizinhanga aberta U, C CV de x

Definicao 2.1.10. Uma classe de equivaléncia da relagcdo ~ é chamada germe de um sub-

conjunto de Z em x. E denotamos a classe de equivaléncia de A C Z por (A, x).

Definicio 2.1.11. Dizemos que um germe de um conjunto analitico (Y,x) € irredutivel,
quando para quaisquer germes de conjuntos analiticos (Y1,x) e (Y2,x), tais que Y =Y, UY>,

entdoY =Y ouY =Y. Caso contrdrio é dito redutivel.
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Exemplo 2.1.12. Consideremos o germe do conjunto analitico (X;,0) do exemplo o0

germe X € irredutivel em C[x,y]. Se supormos o contrdrio, entdo necessariamente temos:
¥ =y = (x+h(y) - (x—g(y))

com h(y),g(y) € C[yl.
Em particular, isso implica que y* = h(y) - g(y). Entdo, h(y) =y", comn € {1,2,3}, mas

descartamos facilmente os trés valores possiveis para n.

Exemplo 2.1.13. Seja W = {(x,y) € C? | x’y —y> = 0} um conjunto analitico complexo.
O germe de conjunto analitico (W,0) é redutivel, pois existem os germes (W;,0) e (W,,0),
com Wy = {(x,y) €C? |y =0} e Wy = {(x,y) € C* | x> —y =0}, tal que W = W; UW,, com
Wi, Wo C W.

Novamente considere Z um espaco topoldégico e x € Z um ponto. Defina o conjunto M =

{(Uy, f) | tal que U, é uma vizinhanga aberta de x e uma fung¢do f : U, — C}. Introduziremos

uma relacdo de equivaléncia em M:
(U1, 1) = (Un, f2) se, e somente se, filu, = f2|u,
onde U, C U1 NUs.

Definicao 2.1.14. Uma classe de equivaléncia da relacdo =~ é chamada germe de funcoes

de Z em C no ponto x. Denotamos a classe de equivaléncia de (U, f) por f: (U,0) —
(C, f(x)).

Seja U C CN um aberto, defina
OU)={f:U—C| féanalitica },

note que esse conjunto tem a estrutura de anel comutativo com unidade em relacdo as ope-
ragdes de adigdo e multiplicacdo de fungdes. Seja Oy g 0 conjunto dos germes de fun¢oes
analiticas em 0 € U. Sendo Oy C O(U), entdo Oy ¢ induzido a ser também um anel

comutativo com unidade.

2.2 Estrutura Conica Local

Seja X € CN um conjunto analitico complexo. Dado x € X, temos que existe uma vizi-
nhanga aberta U, de x e k fun¢des analiticas {f7,..., fx} definidas nesta vizinhanga, tal que

X NUy € o conjunto de zeros comuns dessas fungdes. Sejam p o posto maximo da matriz
of
(a—fl(x)> nos pontos de X, M = X\X(X) a variedade suave de pontos regulares de X.
Xj kxN

Tome g : CV — C uma fungio polinomial.
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Lema 2.2.1. O conjunto dos pontos criticos de g restritoa M, g

M, € a intersecdo de M com

o conjunto analitico W, onde W é formado por pontos a € X, tal que a matriz

og og
a—xl(a) M(Cl)
My o )
8x1 8xN
dfk o dfk |
E(a) m(a)

tem posto menor ou igual a p.

Demonstraciio: Defina F : CY — C*, dada por F (x) = (f1(x), ..., fi(x)), comx = (x1, ..., xn).

Para cada a € M, a matriz (%(a)) N terd posto maximo p, onde i € {1,....k} e j €

kx
{1,...,N}. Com isso, para F restrita a M, teremos posto constante p em todo elemento a
dessa restri¢do, pelo Teorema do Posto, F' terd uma representacdo local em qualquer vizi-

nhancga na forma: F(x) = (uy,...,up,0,...,0). Se a € M temos que F(a) = 0, entdo teremos

que uy = ... = up = 0, logo M corresponde ao lugar geométrico:
{(ut,...,up) € X |uy = ... = up = 0}.
T . afi B
0memos Xp 4 1,...,Xy como as coordenadas locais em M. Observe que g(a) =0, para
!
of
todoaeMel>p+1 e quea matriz (a—l) tem posto p por ser coluna equivalente a
u

~ o af; : :
(i), entdo as p primeiras colunas de (i sdo linearmente independentes.

an aul

Assim, a matriz

g g
% (a) M (a)
Ny . L
8u1 8uN
afk. afk.

M(a) M(a)

tem posto p se, e somente se,

g . og

Mas isso ocorre se, e somente se, o ponto a for um ponto critico de g|y. Por a matriz

acima ser coluna equivalente a matriz dada em [2.2.1] o resultado segue. |
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E importante entendermos o contetido geométrico por tras do Lema Inicialmente,
note que ao inserirmos uma nova linha constituida pelo vetor gradiente de g, Vg, na matriz

(%(x)) e de posto médximo p, teremos duas possibilidades ou o posto méximo da matriz
X

aumenta ou posto continua sendo p. No caso em que o posto ndo aumenta, temos que ﬁg
serd combinacdo linear das linhas de baixo, ou seja, %g estd contido no espaco vetorial
p — dimensional gerado pelos vetores gradientes das f;’s e com isso o hiperplano tangente
T.g '(g(x)) de dimensdo N — 1 contém o hiperplano tangente em qualquer ponto de M =
X\X(X), e pela definicdo temos que a fibra g~ (g(x)) intersecta ndo transversalmente

a variedade M em x.

Exemplo 2.2.2. Seja f : C> — C uma fungdo analitica complexa, dada por f(x,y) = x> —y°.
As identidades,

1 - 1 L, 1 _ 1 o
Re(f)=5(f+F) = 5(xz_y3_l_x2_y3) elm(f) = 2.(f ~F) = 2_i(x2_y3 _247)
expressam a parte real e a parte imagindria em termos dos niimeros complexos e seu conju-

gado. Entdo, a matriz jacobiana de [ com respeito as varidveis x,X,y,y € dada por:

o 2x 2% =3y —3y? —2x 0 3¥® 0
Jf(x,x;y7Y) = _ 2 ) = — -2
2x —2x —3y° 3y 0 2x 0 =3y

e tem posto mdximo 2. O conjunto de pontos criticos de f é dado por L := {x =y =0}.
Agora, seja g : C* — R definida por g(x,y) =|| (x,y) |>. Da mesma forma podemos
expressar a funcdo g em termos de niimeros reais, através da identidade:
1 1 o 1 _
Re(g) = 5(g+8) = (P +y?+¥+5)  Im(g) = 5(¢—2) =0.

Portanto, temos a seguinte matriz jacobiana:

Jg(x,f,yi)=<x Xy i)

cujo posto mdximo € 1. Os pontos critico de g sdo dados por £y := {x =y = 0}.
Defina (g, f1,f2) : R* = R3. A matriz jacobiana dessa fungdo nas varidveis (x,X,y,y) é

dada por:
X X y y
—2x 0 3 0
0 2x 0 =3y

Devemos notar que se x =0 o determinante de todo menor 3 X 3 serd nulo, pois teremos
para cada um desses menores uma coluna inteiramente nula o mesmo acontece se Supormos

y = 0. Logo, o conjunto de pontos criticos da aglutinagdo de funcdes (g, f1, f2) € dado por
Y3:={x=0}U{y=0}.

45



2. Conjuntos Analiticos Complexos

Pelo Lema os pontos criticos de g restrita a variedade suave f~'(f(p)), com
p # 0, é dado pela intersecio f~'(f(p)) com o conjunto analitico X3.

Em particular, para p = 1, temos que:

i) Sey =0, entdo para x* —y* =1 = x = £1. Tome € =|| (—1,0) ||>= 1. Teremos que
g '(g(e)) intersecta néo transversalmente f~1(f(1)) nos pontos (1,0),(—1,0).

ii) Se x =0, entdo parax* —y> =1=y> = —1. Tome ¢ =|| (0,—1) ||*= 1. Teremos que
g '(g(e)) intersecta néo transversalmente f~1(f(1)) nos pontos (0,—1), (0,—w) e

(0,—w?), onde w é uma 3-raiz da unidade.

Corolario 2.2.3. Uma fun¢do polinomial g em M = X \¥(X ) tem um niimero finito de valores

criticos.

Demonstracao: Pelo Lema sabemos que os pontos criticos de g|ys é dado pela inter-
secdo de W N M, note que W C X, logo os pontos criticos de g podem ser expressos pela
diferenca entre os conjuntos W\X(X), onde ambos sdo conjuntos analiticos.

Pelo Coroldrio[2.1.9] esta diferenca pode ser escrita como uma unido finita de variedades

suaves, isto é:
WA\L(X) =M UM,U...UM,

onde cada M/ tem um ndmero finito de componentes conexas.

Cada ponto x de M/ é um ponto critico de g|y, em particular, cada ponto x também é
um ponto critico de g| M- Como todos os pontos de M| sdo pontos criticos, temos que a
diferencial da fun¢do g se anulam em todos eles, logo g é constante em cada componente
conexa de M]. Além disso, como a quantidade de componentes conexas ¢ finita, temos que
paracadai € {I,..,r}, aimagem g(M!) é um conjunto finito.

Portanto, o conjunto dos valores criticos de g|y dado por :
gW\E(X)) = g(M})U...Ug(M;)
¢ finito. |

Novamente considere X um conjunto analitico complexo. Seja x° um ponto regular de X

ou ponto isolado no conjunto singular X(X).

Corolario 2.2.4. Existe €y > 0 suficientemente pequeno, tal que toda esfera S¢, com 0 < € <

€9, centrada em x° intersecta X em uma variedade suave ( possivelmente vazia).
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Demonstragdo: Defina r: C¥ — R uma fungio polinomial, dada por r(x) =|| x —x° ||%. Pelo
Corolario temos que o conjunto dos valores criticos de r| x\z(x) € finito. Seja 8(2) >0
menor que qualquer valor critico positivo dessa restri¢do, dessa forma note que 8(2) € um valor
regular como também todo €2, onde 0 < € < € e portanto todo ponto em r~! (€?) & regular.
Dessa forma pelo Lema temos que o conjunto r~!(g?) intersecta transversalmente

X\X(X). Assim
r e N (X\Z(X)) = SeN (X \Z(X)).

e pelo Teorema [I.1.28] essa intersegdo ¢ uma variedade suave Kx. Mas se € > 0 € suficiente-
mente pequeno entdo Se ndo intersecta (X ). Portanto Ky = Se N X.
n

Definicao 2.2.5. Chamaremos de link do conjunto analitico o conjunto S¢ N X, para € > 0

suficientemente pequeno, como no Coroldrio e serd denotado por Kx.

Definicdo 2.2.6. Sejam x° € CN ¢ Z € CN. O cone sobre Z com base em x° é definido como

a unido de todos os segmentos de reta
ta+(1—t)x°, 0<r<1,VacZ

e denotado por Cone,(Z).

O préximo teorema nos dard localmente uma caracteristica topoldgica de X na vizinhanga
do ponto x” em termos do link Kx. De modo mais especifico, mostraremos que o cone sobre
link Kx é homeomorfo a X NDg, onde D¢ é o disco fechado de raio €. Para isso, construiremos
um campo de vetores na vizinhanca de x° e através de particdes da unidade iremos globalizar

a construcdo desse campo e ao integralizarmos, ele nos dard o homeomorfismo do Teorema.

Teorema 2.2.7 (Teorema da Estrutura Conica). Para € suficientemente pequeno a intersecdo

de X com D¢ é homeomorfo ao cone sobre Kx = X NSg. Além disso, o par (Dg,X NDg) €
homeomorfo ao par (Cone o(Se),Cone,o(Kx)).

Demonstracio: Seja € suficientemente pequeno, tal que De = {x € CN*! | |[x—x°|| < ¢} C
CV interse¢io ao conjunto analitico X, ndo contenha pontos singulares e nem pontos criticos
de r|y, exceto x°, onde M = X\EZ(X) e r(x) =|| x—x°||?, com r: CN — R.

Inicialmente, nosso objetivo é construir um campo suave v(x) : D¢\ {x°} — CV, com duas

propriedades:
i) O vetor v(x) aponta para "fora" de x° para todo x (isto &, (v(x),x —x°) > 0);
ii) v(x) é tangente a M, para todo x € M.
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Dado qualquer x* € D¢\ {x} construiremos localmente um campo vetorial v*(x) em cada
vizinhanga U? de x“, de modo que as propriedades i) e ii) sejam satisfeitas.
Se x* ¢ X, entdo defina v¢(x) = x — XY, para todo x em uma vizinhanga U¢ de x* em

CN\X. Logo, temos que v*(x) é suave e
(v (x),x—x%) >0, jaquex#xP.

Agora, se x? pertencer X, e portanto pertencer também a M, escolha um sistema de coor-
denadas locais uy, ..., uy, em toda vizinhanca de x“, onde M corresponde ao lugar geométrico
ur = ... = up = 0. Note que, x* ndo € um ponto critico da fungdo |y, segue da demonstragio

do Teorema[2.2.1] que pelo menos uma das derivadas parciais

o, or
— ey (x4
e ) ()
. . or - o
¢ ndo nula. Seja, a—(x“) # 0, entdo por continuidade, temos que para todo x em uma
Up
vizinhanga suficientemente pequena e conexa U“ de x* que —( ) # 0, tal que na diregdo

8uh

da curva uy-coordenada em X o vetor
E)x 1 axN
dx)==x =—(x),..., =—
) = (G0, V) )

¢ tangente a curva u,—coordenada e portanto € tangente a M, pois essa curva esta contida

. . . . . r . .- .
na variedade M e o sinal é escolhido de acordo com o sinal — (x) é positivo ou negativo.

auh

Temos que:

200%(x),x —x%) =

=

26i—+f) (5

i—1 auh
N o/ or 0x;
=;(%(065%®>
or 4
=+ auh( x)>0 ,VxeU

Logo, o campo v*(x) é suave e obedece as duas propriedades, como isso é possivel fazer
para todo ponto a € M, entio U¢ é uma cobertura aberta de D¢\ {x°}, dessa forma ¢ garantida
a existéncia da particdo da unidade suave {A“}, com suporte A* C U?. Entdo, o campo

vetorial

= Z?ua (x)v?

em D¢\ {x"}, satisfaz i) e ii):
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i) (v(x),x—x0) = (Z?f’(x)v“(x),x—xo) = Zk“(x)(v“(x),x—x% > 0, pois Ay(x) >0e

(va(x),x —x°) > 0 e essa soma é finita, j4 que somente um niimero finito de A, sio nio

nulos;
ii) Cada v*(x) é tangente a M, logo v(x) é tangente a M.

Assim, temos um campo vetorial bem definido sobre D¢\ {x"}, logo temos uma equacio

diferencial.
Seja
v(x)
") = A=)
e considere a equacao diferencial
d
= w(x)

As solugdes sdo curvas diferenciais x = p(r) definidas para todo 7 € (o, 3), que satisfa-

Zem:

921) = wip(e)) = wi)

Dada qualquer solug@o p(7), a derivada da composicédo r(p(t)) é dada por :

WD) (1) = 2 (2L 1) 4. 2L ()2

dt T ox 7 dt ox, dt
B or - or
= ax1 wi axNWN

=2(x — ) wi(x) + ...+ 20n —x¥)ww (x)
= 2(x—x%),w(x))
—1

onde x = p(t). Assim, a fungdo r(p(t)) deve ser igual a r + ¢, em que ¢ é uma constante.

Portanto, subtraindo a constante ¢ do parametro ¢, se necessario, podemos assumir que

r(p(t)) =|| p(t) =x° ||*=1.

Afirmacdo 2.2.8. A solucdo p(t) pode ser estendida em todo o intervalo 0 < t < €.

Demonstracdo da Afirmagdo Com efeito, podemos assumir que o campo vetorial w(x)
foi construido sobre um conjunto aberto maior do que ]Dg\{xo}, de modo que os pontos da
fronteira de D¢ ndo causem nenhum problema. Defina R o conjunto de todos os intervalos

abertos em que p(t) é definido. Seja {Sy }rc1 uma cadeia totalmente ordenada com c; € R,
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para todo A € L. Essa cadeia é limitada. Pelo Lema de Zorn, temos um elemento maximal
o <t <P, em que p(t) pode ser estendida.

Suponha por absurdo que B' < €. Entdo estenderemos a solucdo p(t) sobre um intervalo
ligeiramente maior, contradizendo a defini¢do de f'.

Os pontos p(t) com o/ <t < B pertencem ao conjuntos compactos Dg , existe pelo menos
um ponto limite X' de {p(t)} quando t — B’ e, por construgdo, r(x') = B/ # 0 de modo que
¥ € De\{x°}.

Usando o Teorema da Existéncia, Unicidade e Diferenciabilidade na equacdo diferencial

dx
dt
algum intervalo arbitrariamente pequeno I contendo B existe uma vinica solucdo x = q(t),

= w(x) numa vizinhanga U de X', podemos garantir que para cada X" € U e cada 1" em

t € I satisfazendo a condigdo inicial q(t") = x" e além disso, q(t) é uma funcdo diferencidvel

1"
, T

de x e t. Para aplicar este teorema, escolha t" € (o ,B') NI e seja x" igual a p(t").

Usando o Teorema de Unicidade Local, podemos verificar que p(t) = ¢(t) para todo t no
dominio comum da defini¢do (o ,B') N 1. Assim, as solucdes p e q podem ser unidas para
fornecer uma solucdo definida no intervalo maior (o ,f") U1l Contradi¢do. Segue que

B’ > €%. O mesmo raciocinio pode ser aplicado para concluir que o = 0.

]
Note que a solugdo p(r), 0 <t < €2, é unicamente determinada pelo valor inicial
p (82) € Se.
Para cada a € Sg, seja
pa(t)=Pla,t), 0<t<eg
a unica solucao que satisfaz a condicao inicial

pa(€?) = P(a,e®) = a.

Entao,

P: Sg X (0,82] — Dg\{xo}
(a,t) — pa(t)
€ um difeomorfismo local.
De fato, temos que r(p,(t)) =t, logo p, tem inversa a esquerda e portanto é sobrejetora.

Dado x € D¢\ {x°}, existe 7o tal que x = p4(to) = P(a,1p). Isto mostra que P é sobrejetora.
Para a injetividade suponha que P(a,t;) = P(b,t3), entdo p,(t;) = pp(t2). Assim:
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| pa(ty) =X [|> = || pp(r2) =2 |7
= r(pa(t1)) =r(pp(t2)) = t1 =1

Tomando t; = t, = €% temos p,(€%) = p,(€?), ou seja, a = b. Logo, P é injetora. Por cada
pa ser diferencidvel segue que P € diferencidvel. E como P € ndo nula temos, pelo Teorema
da Funcdo Inversa, que P é um difeomorfismo local.

Como o campo vetorial w(x) é tangente a M para todo x € M, segue que toda curva
solu¢do que toca M deve estar contida em M. Portanto, P aplica o produto Kx X (0,82]
difeomorficamente em X N (De\ {x°}).

Finalmente, note que P(a,t) tende uniformemente para x° quando t — 0. Assim, a

correspondéncia
ta+ (1 —1)x° — P(a,te?)

definida para 0 < ¢ < 1, estende-se, unicamente, a um homeomorfismo do Cone,o(Sg) a D.

Além disso, este homeomorfismo leva o Cone o (Kx) em X NDg.
[

Seja X um conjunto analitico complexo como na figura [2.3a] Considere a esfera S
centrada na singularidade isolada x° de X. Abaixo temos a representacio do link Ky =X NS,
e do Cone,o(Kx).

Conen(Kx)

X )

XO
(a) Representacdo do conjunto analitico (b) Cone sobre o link
X ={(x,y2) € (C3|x2 *yzz = 0} interse¢do
a esfera Sg¢

Figura 2.3: Estrutura Conica Local
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2.3 Lema de Selecao da Curva

O principal resultado dessa se¢do é o Lema de Selecdo da Curva, que € um resultado
fundamental sobre a estrutura local dos conjuntos semianaliticos, enunciado e demonstrado
por Milnor em [[13]. A préxima defini¢ao € fundamental para a formulacao das hipétese do

Lema, e foi baseada em [[1]].

Definiciio 2.3.1. Um conjunto X C CN ¢ semianalitico se para cada x € X, existe uma

vizinhanga U de x em CN e funcées analiticas f k& jk definidas em U tais que:
/ Sj
xnu=J (ﬂ{x € CY; fir(x) = 0,8 (x) > 0}>
j=1 \k=1

Todo conjunto analitico € um conjunto semianalitico.

Exemplo 2.3.2. Considere a fungio f : C — C definida por f(x) = x. Observe que o con-
junto S = {x € C| f(x) > 0} é um conjunto semianalitico. De fato, note que S = ({x —y =
0} N{x>0}U({x=0}n{y=0}).

Lema 2.3.3. (Lema de Selecdo da Curva). Seja X C CN um conjunto semianalitico. Se
p € X (fecho topoldgico de X em CV ) entdo existe uma curva analitica complexa y: [0,8) —

XU{p} comy(0)=pey(t) € X paratodot € (0,9).

Demonstracao: Ver Lema 3.1 de [13]].

52



Capitulo 3

Estratificacao de Whitney e Condicao a;
de Thom

Nesse capitulo é explorado o conceito de estratificacdo, cuja ideia central € particionar
um conjunto analitico complexo singular em variedades suaves disjuntas, chamadas de es-
tratos. Fazemos uma abordagem aplicando as condi¢des da estratificacio de Whitney através
de exemplos. Além disso, estudamos a condicao de Thom para estratificacdes de Whitney
em uma aplicacdo analitica complexa f definida em um conjunto analitico complexo X. O
principal resultado do capitulo, nos diz que toda func¢do analitica f : X — C, tem a proprie-
dade da condi¢do ay de Thom. Ao longo desse capitulo, todos os conjuntos sdo considerados
sobre o corpo dos niimeros complexos, no entanto ¢ usamos desenhos (reais) para ilustrar a
geometria desses conjuntos.

As principais referéncias para a construgdo desse capitulo foram: [19] e [20].

3.1 Estratificacao e Condicao da Fronteira

Nesta se¢do, abordamos nocdes bdsicas de estratificacdes, que intuitivamente consiste
em dividir um espaco topoldgico em variedade suaves, chamadas de estratos. Além disso,
definimos a primeira condi¢do de regularidade, que pode ser pensada como um controle de
como estas variedades suaves se reencontram, essa condi¢ao serd chamada de condi¢do da

fronteira.

Definiciio 3.1.1. Seja X C CN um conjunto analitico complexo. Uma estratificacdo finita
S = {Xo}aeca de X é uma particdo para X = Jyecp Xo em subvariedades suaves disjuntas
Xo, de CN(chamadas de estratos), tais que para todo ponto de X existe uma vizinhanca U de

x em CVN que intersecta apenas um niimero finito de estratos.

Exemplo 3.1.2. Seja f : C*> — C uma fungdo analitica, definida por f(x,y) = x> —y%. O

conjunto X = {(x,y) € C? | f(x,y) = 0} é um conjunto analitico complexo. Podemos tomar
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uma estratificacdo finita S = {X1,X2} de X, em que X| :={y =x} e Xp := {y = —x}\{0}.
Note que esses estratos sdo dois a dois disjuntos e X =|Jqecp Xo, com A = {1,2}. Uma outra
estratificagdo possivel de X, é dada por V = {X1,X2,X3}, em que X1 := {y =x}\{0}, X» :=
{y = —x}\{0} e X3 := {0}, note que esses estratos sdo dois a dois disjuntos e X =Jyeca Xo,
comA={1,2,3}.

XXX

(a) Representagdo do Conjunto (b) Estratificacdo S (¢) Estratificacdo V
Analitico Complexo X

Figura 3.1: Conjunto Analitico X e Possiveis Estratificacdes

Milnor em [[13]] mostrou que todo conjunto algébrico real V em R” pode ser particionada
em um numero finito de subvariedades suaves conexas de R”. Tal estratificacdo é obtida
mostrando que o conjunto singular de V é novamente algébrico e de dimensdo estritamente

menor que V
VOXEWV)DEXE(V)) D..

Ressaltamos que essa estratificacdo também pode ser construida para conjuntos analiticos no

corpo dos complexos.

Definicao 3.1.3. Uma estratificacdo finita S = {Xo}oca satisfaz a condigdo da fronteira
se para todo (0.,B) € A x A tal que X NXp # 9, entdo Xg C Xo. Como os estratos sio
disjuntos, isso significa que ou Xo = Xg ou Xg C X o\ Xo.

Exemplo 3.1.4. Sejam X C C3, Z={(x,y,z) €C? | x=y=0} e W ={(x,y,2) € C* | z=0}.
Note que, Z é difeomorfo a C e W é difeomorfo a C%. Defina X = ZUW, com Z intersectando
W na origem. Pela Teorema X é um conjunto analitico complexo.

Se tomarmos os estratos X, = W\{0} e Xo = Z, temos que X1 N Xy # &, no entanto
X» € X1, logo a estratificacdo {Xy,X>} ndo satisfaz a condigdo da fronteira.

Porém, podemos tomar uma outra estratificacdo que satisfaz a condi¢do da fronteira,
seja ela X, = W\{0}, Xo = Z\{0} e X3 = {0}. Nesse caso,

i) )_(1 NXo =3;
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ii) X1NX3# T eXs C Xy,
iii) XoNX3 *JeX3 C Xo.

Portanto, a estratificacdo {X1,X»,X3} satisfaz a condi¢do da fronteira.

3.2 Estratificacao de Whitney

Nesta secdo estudamos mais uma condi¢ao de regularidade, dessa vez proposta por Whit-
ney. Para melhor compreensao, aplicamos tais condi¢des de estratificacio em exemplos.
Seja § = {Xo }aca uma estratificagio finita do conjunto analitico complexo X que satisfaz

a condicao da fronteira.

Definiciio 3.2.1. O par de estratos (Xq,Xp) de S, com Xg C X, satisfaz a a)-condicdo da
estratificacdo de Whitney em y € Xp, se para toda sequéncia de pontos (x,)nen em Xo, que

converge para 'y, com lim T, Xo = T, tem-se que:
n—oo
IXg CT.

Dizemos que o par de estratos (Xq,Xg) satisfaz a a)-condi¢do de Whitney, se ele satisfaz
a a)-condi¢do de Whitney em todo y € Xg.
Quando todo par de estratos de S satisfaz a a)-condi¢do de Whitney, dizemos que a

estratificacdo é a)-regular.

Definiciio 3.2.2. O par de estratos (Xa,Xp) de S, com Xg C Xo, satisfaz a b)-condigdo
da estratificacio de Whitney em y € Xp, se para todas as sequéncias (X,)neN € (Yn)neN

respectivamente em X, XB’ tais que:
i) limx, =y,
) n—o0 " y
ii) im T, Xo =T,
n—oo
iii) limy, =y;
n—soo
iv) lim X,y, = [, onde cada (X,y,) denota a reta que liga os pontos x, e y,
n—oo
tem-se que,
TDOL

Dizemos que o par de estratos (Xoc,XB) satisfaz a b)-condigcdo de Whitney, se ele satisfaz
a b)-condigao de Whitney em todo y € Xg.
Quando todo par de estratos de S satisfaz a b)-condi¢do de Whitney, dizemos que a

estratificacdo é b)-regular.
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Teorema 3.2.3. Sejam X um conjunto analitico complexo de CN e S = {X,..., Xy} uma
estratificagdo finita de X. Suponha que o par de estratos (Xo,Xp), com Xg C X, satisfaca a
b)-condi¢do de Whitney em y € Xg, entdo o par (Xa,XB) também satisfaz a a)-condicdo de
Whitney em y.

Demonstracdo: Assuma que (Xq,Xp) satisfaz a b)-condigdo de Whitney para y € Xg. Con-
sidere a sequéncia (x,),cn em Xy que converge para y e a sequéncia de espagos tangentes
T,

n

X convergindo para o espacgo tangente 7. Para valer a a)-condi¢io de Whitney em vy,
devemos mostrar que 7,Xg C T'.

Suponha o contririo. Entdo, existe uma reta [ em RV que passa pela origem, tal que
I CTyXg, masl Z T.

Por definigdo de espago tangente 7,Xp, existe uma sequéncia (y,)nen € Xg com limite
y, tal que a sequéncia de retas secantes y,y convergem para [. Como a sequéncia (x,),cn
converge para y e RP" é um espago métrico, temos que existe a € N tal que a distancia entre
as retas y,X,« € y,y converge para zero, logo por y,y convergir para a reta [, concluimos que
a sequéncia de retas y,X,« também convergem para /. Logo, como estamos supondo que vale
a b)-condicdo de Whitney em y, temos que [ C T. Contradi¢ao.
|

No exemplo seguinte, vemos uma aplicacdo para o Teorema anterior.

Exemplo 3.2.4. Seja f : C° — C uma funcdo analitica, tal que f(x,y,z) = xz. O conjunto
D ={(x,y,2) € C*| f(x,y,2) =0} é um conjunto analitico complexo. Seja S = {X1,X,} uma
estratificacdo para D, tal que Xy = D\X e X; = £, onde ¥ := {x = z = 0}. Mostraremos que
essa estratificagcdo é b)-regular. De fato, notemos que S satisfaz a condig¢do da fronteira, jd
que X1NX, #0e X, CX;.

Sejam (pp)nen € (qn)nen Sequéncias tomadas respectivamente nos estratos X e X, que
convergem para um ponto arbitrdrio ¢ = (0,y0,0) em X, com p, = (X4,Yn,2s), onde ou
Xn = 0,y, = 0,20 — 0 ou x, = 0,y, — y0,20 = 0 e g, = (0,k,,0) tal que k,, — yo.

Suponha que z, = 0 na sequéncia p,. Seja §f(p,,) = (0,0,xy,), o vetor gradiente de f
§f(pn)

IV£(po)l
li_r>n Wy = (0,0,1). Como o vetor gradiente V f(p,) € ortogonal ao plano T, Xy, para cada
n—roo

n, temos que o vetor diregdo dado pelo limite de W, é ortogonal a T = lim T, X.
n—soo

Seja | o limite da sequéncia de retas pnq,, para determinarmos a dire¢cdo da reta |

aplicado em p,. O vetor unitdrio w, = é dado por (0,0,1), entdo temos que

€ necessdrio analisarmos o vetor diretor v, da reta p,q,, para cada n, que é dado por
(men — Kk, 0)-
Notemos que para S ser b)-regular, precisamos concluir que | C T. Equivalentemente

isso ocorre se, e somente se, todo vetor ortogonal a T é também ortogonal a l. Em particular,
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para cada n, a reta p,qy, estd no plano T, pois o produto interno hermitiano (v,,(0,0,1)) é
0. Logo, como 1 ¢ o limite da sequéncia dessas retas, temos que também estard contida em
T. O ponto c € X foi tomado arbitrdrio, temos que essa estratificagdo é b)-regular e pelo
Teorema [3.2.3|temos que é a)-regular.

O caso em que temos x, = 0 na sequéncia (p,)ncn a demonstragdo segue de modo and-

logo.

No entanto, em geral ndo temos a reciproca do Teorema[3.2.3] como vemos no préximo

exemplo.

Exemplo 3.2.5. Seja f : C? — C uma fungdo analitica definida por f(x,y,z) = y* —x*7> —x°.

O conjunto E = {(x,y,z) € C*| f(x,y,z) = 0} é um conjunto analitico complexo conhecida
como "Cuspide de Whitney".

Tome S = {X1,X>} uma estratificagdo para E, onde X; = E\X e X =X, com ¥ :=
{(x,y,2) € C};x =y =0}.

Notemos que é satisfeita a condicdo da fronteira para S, pois X1 NX, # @ e Xo C X .

Sejam (py)nen uma sequéncia no estrato X, ¢ = (0,0,0) um ponto no estrato X, com
Pn = (Xn,Yn,2n) convergindo para c¢ e T o plano que é limite da sequéncia de planos tan-
gentes T, X\. Afirmamos que T.X, C T, onde T.X, = X. De fato, seja Vf (pn) = (—2x,22 —

3x,21,2yn, —2x,%zn), o vetor gradiente de f aplicado em p,. Considere o vetor unitdrio dado

e Vf(pn) . - = o~ )3
por w ————— e limw), = d. Lembremos que V f(py) é ortogonal ao plano tangente

n — —
IVf(pu)ll - 77
T,,X1, para cada n, logo d é ortogonal a T. Pela Afirmagdo El temos que para a afirmagdo

€ equivalente a mostrar que d tem a ultima coordenada nula. Para isso basta que:

—2x22, —2X2n

i) lim 0 e ii) lim =0

n—oo —anzl% — 3x% - n—eo 2y,
Como f é analitica, podemos escolher um caminho analitico arbitrdrio dado por A(t) =
(A1 (1), h2(2),A3(2)) em X, tal que L(0) = (0,0,0). Se A;(t) #0, parat #0, comic {1,2,3},

entdo podemos escrever:

7\,1()?) = a1t+a2t2+...
h(t) = byt + byt + ...
7\.3(1‘) = C1t—|—02t2—|—

Escolha ri,ry e r3 as orden para as respectivas expansoes em séries de poténcia de

A1 (1),A2(t) e A3(¢). Entdo, podemos reescrever:

Afirmacdo: Seja P um plano de C? contendo a origem e # = (a,b,c) um vetor ortogonal a P. Nessas
condigdes, i tem a dltima coordenada nula se, e somente se, 0 eixo complexo Z esta contido em P.

2Observaciio: A ordem de um polindmio é definida como sendo a menor poténcia entre os monémios nio
nulos de um polindmio. No caso em que temos uma funcio racional convergindo a zero, tal que o numerador
e o denominador sdo polindmios, entdo a ordem do numerador é maior que a do denominador.
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M(t) =ant" + ...
7&2(1‘) =b,t" + ...
M(t) = cpt™ + ..

Com isso, para o limite i) temos:

_27\’%(1‘)7\’30) Y —Z(a%ltzrl +~~->(Cr3fr3+...)

1—0 —2A; (£)A3 (1) — 3A3 (1) 50 —2(ap " ) (R + L) = 3(ak P L)

Note que, a ordem do numerador é 2ry + r3 e do denominador serd dado pelo minimo
entre {ry +2r3,2r1 }.
No caso em que 2ry é o minimo entre {ry + 2r3,2r}, teremos 2r; +r3 > 2ry e pela

observagdo acima:

—2M7 ()3 (1)

1 =0
1450 —20 (1)22(1) — 3A2(r)

Agora, se o minimo entre {ry + 2r3,2r|} for ri +2r3, observando que ry +2r3 < 2r; <

2r1 + r3, concluimos que:

—203(1)As3(1)

li =0.
1450 —20 (1)22(1) — 3A2(r)

Logo, em qualquer caso:

lim —————— =
n—eo —2x, 75 — 3X;

Mostraremos que o limite em ii) é também zero. Para isso analisaremos a distdncia entre

as expressoes dadas nos limites i) e ii). Ainda usando o caminho analitico M(t), comt # 0,

temos:

M) 2 0s(0)

SOMON () =302 2ha()

_ ‘ — A (Oha ()3 (1) — AN (A (1) — 6N} ()3 (1)

—4 ()2 (1)A3(1) — 445 (1)A3(1) — 6”7 (1) A3 (1)
— 4% (1)A3(1) — X1 (1) A2 (1)

—d(ap t" + ) (bt ) (et ) = Aap 12T L) (et ) — 6(an T 4L (et )
—4(ant" 4 .. ) (crt?3 +.) — 6(ap "t + .. ) (b2 + ..)

Podemos observar que a ordem do numerador é ry + ry + r3, que é maior que a ordem

do denominador dada por r| + r>. Pela observacdo acima temos que:

58



3. Estratificacdo de Whitney e Condicdo ay de Thom

| =AM ORa()As (1) — AT (1) — 67 (1)A3 (1)

150 — a0 (A2 (1) — 601 (1) 1) =0

Portanto, como o limite dado em i) é zero, entdo:

Por tudo isso, concluimos que d tem a iiltima coordenada nula, e portanto o par de
estratos (X1,X) satisfaz a a)-condi¢cdo de Whitney em ¢ = (0,0,0) para A; # 0.

Agora, se impormos a condi¢do em que \i(t) = 0, entdo y(t) = 0 e isso implica que
A(t) & X1. Supondo a mesma condigcdo para Ay (t) = 0, obteremos a mesma conclusdo. No
caso em que \3(t) =0, temos que Ay (t) = Ay (t) = 0 implicando que \(t) & X;.

No entanto, mostraremos que com essa estratificacdo ndo teremos satisfeito a b)-condi¢do

da estratificagcdo de Whitney para c = (0,0,0) € X,. Com efeito, tome as sequéncias (t,)neN €

1 1 1
X1 e (qn)nen € X, tal que t,, = (——2,0, —) eqn= (0,0, —>, ambas convergindo para c.
n n n

Suponha que | seja o limite da sequéncia de retas t,q,. Para analisarmos a direcdo da

reta | é necessdrio determinarmos o vetor diretor v, das retas t,q,, para cada n, que é dado

— e Vn . N

por <—2,O,O) e define um vetor unitdrio u, = | - | igual a (1,0,0), entdo teremos que
n Vi

lim i, = (1,0,0), que determina a dire¢do da reta .

n—oo

- -1 -2
Seja Vf(t,) = (F’O’ ?), o vetor gradiente de f aplicado em t,, temos que o vetor

Vi 1 /-1 -2 T 4
unitdrio w, = qf—(n) é dado por — | —,0,—= |, comA = | <=+ —5. Se lim w, = ®,
IV (tn)l ANnt nen e
teremos que ® possui a primeira coordenada néo nul Como o vetor gradiente V f(t,)
ser ortogonal ao plano tangente T, X\, para cada n, temos que ® é ortogonal a T, onde
T = lim T, Xj.
n—soo

Afirmamos que | ¢ T. Equivalentemente mostraremos que existe um vetor que € ortogo-

nal ao plano T que ndo é ortogonal a reta l. Em particular, pelo produto interno hermitiano,

temos que:

((1,0,0),®) =1-E1+0+0 0,

logo, a reta | ndo é ortogonal a ®. Concluimos que l ¢ T.

-1 -1 -1
3De fato, lim —— = lim —— = lim =41
n—oo 1
PR

4
n T
710
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(a) Representacdo do Con- (b) Estratificagdo S
junto Analitico Complexo E

Figura 3.2: Cuaspide de Whitney e Estratificacdo S

Exemplo 3.2.6. Seja f : C* — C uma fungdo analitica definida por f(%,3,7) = 3> — 272 — 3.

O conjunto F = {(%,7,7) € C* | f(%,7,Z) = 0} é um conjunto analitico complexo.

Seja a estratificacdo V = {X1,X2,X3}, com X; = F\X, X, = X\{0} e X3 = {0}, com
Y .= {x¥ = = 0}. Afirmamos que V é b)-regular.

De fato, inicialmente, considere o par de estratos (X1,X») e um ponto arbitrdrio ¢ =
(0,0,a) € X», com a # 0. Note que esse par de estratos satisfaz a condi¢do da fronteira.
Afim de facilitar as contas, tome (x,y,z) o sistema de eixos coordenados complexos que é a
translacdo do sistema (%,¥,7) para a nova origem ¢ = (0,0,a), comX=x,y=yeZ=z—a.
Logo, em novas coordenadas teremos f(x,y,z) = y*> —x*(z —a)> —x>. Seja ﬁf(x,y, 7) =
(—2x(z —a)? — 3x%,2y, —2x*(z — a)) o vetor gradiente de f.

Como f é uma funcdo analitica, tomemos um caminho analitico arbitrdrio dado por
A(t) = (A (1), X2(2),A3(2)) no estrato X,, tal que M0) =c e Ni(t) # 0 parat #0, comi €
{1,2,3}. Seja

VEM (1), 220, A3(1)) = (=201 (1) (Aa(1) — a)? = 3A3 (1), 202(r), =223 (1) (A3 (1) — a))
= (20 (A2 (1) + 4k (A3 (t) — 20201 (1) — 3A2 (1), 200 (t), 202 (1)As (¢) + 2a02 (1))

o vetor gradiente aplicado no caminho Mt)emX,. Podemos ainda reescrever V f(A\(1),
A (1),A3(t)) analisando a ordem (como definido no exemplo 3.2.5) de cada expansdo em

série de poténcia nas entradas desse vetor, teremos:
VA (0),2(0),A3(1)) = (=262 (1), 222 (1), 0) + B(0),

onde ®(t) = (2L (1)A3(t) + 4aki (t)As(t) — 33 (1),0, —2A2 (£)A3(t) + 2aA3(t)), € tal que
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VM), A2 (), 25(1))
I V£ (1), ha(1), R5(1))

Agora, podemos determinar o vetor unitdrio U(t) =

N (—a,£1,0)
limii(t) = ——==.
=0 Va2 +1

Seja (pn)nen € X1 uma sequéncia que converge para c, tal que p, = (xn,yn,2n). Note que,
(—a,+1,0)

va?+1

, tal que

Vf(pn) é ortogonal a T,, X1, para cada n, em particular o vetor

onde lim T, X1 =T.

n—co
Tome a sequéncia (gn)neN € Xo, que também converge para c, com q, = (0,0,k,). Seja

é ortogonal T,

[ o limite da sequéncia de retas p,qy, tal que v, = p, — gy € o vetor diretor para cada reta
determinada por essa diferenca, que é dado por (xn,yn,zn — kn)-

Lembramos que, queremos mostrar que o par de estratos (X1,X,) satisfazem a b)-condi¢do
de Whitney para o ponto ¢ em Xp,0nde c é um ponto qualquer, logo precisamos concluir que
I C T. No entanto, isso ocorre se, e somente se, | é ortogonal a todo vetor ortogonal ao

plano T, em particular, pelo produto interno hermitiano, temos que:

1 1
:((xn,yn,zn _kn)a (—a,:l:l,O)) = :(—xn ﬁ:tyn)
Var+1 Va*+1
1
fazendo n — oo, temos que ———={(x,,Yn,2n — kn),(—a,£1,0)) converge para 0. (Note

va*+1
que, y, — axp).

Portanto, para cada n, as reta p,q, estdo contidas em T. Logo, | C T e o par de estratos
(X1,X3) satisfaz a b)-condi¢do de Whitney em ¢ € X.

Para o par de estratos X1 e X3, temos que eles satisfazem a condigdo da fronteira jd que
X3NX| # & e X3 C X 1. Tome uma sequéncia (ry),en € X3, e note que r, = 0, portanto para
uma sequéncia (s )nen € X1 que converge para 0 temos que ’}grgom =ICT= nh_r& I, X1.
O mesmo vale para o par de estratos (X,X3).

Concluimos que essa estratificacdo é b)-regular.

“Note que, A3(¢) = A3(t)(A3(t) — a)? — A3 (¢) analisando a ordem de cada expansdo em série de poténcia

temos que A3(¢) = a?A3(t) + r(t),onde r(t) = A (£)A3(t) — 2aA3 (t)A3(t) — A3 (t),com lina @ =0
—
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(a) Representacdo do Con- (b) Estratificagdo V
junto Analitico Complexo F

Figura 3.3: Cudspide de Whitney e Estratificagdo 7/

Exemplo 3.2.7. Seja f : C} — C uma funcdo analitica dada por f(x,y,z) = x> —y*z. O
conjunto G = {(x,y,z) € C? | f(x,y,z) = 0} é um conjunto analitico complexo, conhecida
como "guarda-chuva de Whitney".

Seja S = {X1,X»} uma estratificagdo para G, onde X, = G\X e Xp =%, tal que X := {x =
y=0}.

Tome uma sequéncia (pp)nen € X1, que converge para o ponto ¢ = (0,0,0) € Xo, com
Pn = <O, %,0). Seja %f(pn) = (0,0, —%), o vetor gradiente de f aplicado em p,,.

O plano tangente em p,, para cada n, é obtido fazendo:

0.0, ) ((x=0). (= ). (- 0)) ) = -
((0-2) Do)

Portanto, ao fazermos ILm T,,X1 obtemos que o limite T é definido pelo conjunto {(x,y,z) €
n—oo
C3;z=0}. Agora, note que T.X» = Z, onde Z = {x =y = 0}. Concluimos que T.X»  T.

Logo, o par de estratos (X1,X2) ndo satisfaz a a)-condicdo de Whitney em c, entdo ndo

S| 2

satisfaz b)-condi¢do de Whitney em c.

Podemos refinar a estratificacdo do Exemplo[3.2.7, de modo a obter a estratificacio ¥ =
{X1,X2,X3}, com X; = G\X, X, =X\{0} e X3 = {0}, que é V' é b)-regular.
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—— ' ——— ’ — p— ol

s | p— - | | —

(a) Representacdo do Conjunto (b) Estratifica¢do S (c) Estratificagdo
Analitico Complexo G

Figura 3.4: Guarda-chuva de Whitney e Possiveis Estratificagdes

Teorema 3.2.8. Toda variedade analitica admite, localmente, uma estratificacdo de Whitney.

Demonstracao: Ver [22].

3.3 Condicao ar de Thom

Sejam X um conjunto analitico complexo e f : X — CV uma aplicacio analitica, tal que

S = {Xu}oca é uma estratificacdo de Whitney para X.

Definicao 3.3.1. Dizemos que a estratificacio S de X ¢é adaptada a f, se X\f~'(0) =
Ugea’ Xo» para algum A’ C A.

Definicao 3.3.2. Uma estratificacdo de Whitney S de X adaptada a f satisfaz a condigdo
ar de Thom com respeito a f, se para todo par de estratos (Xa,XB), com Xg C X € para
toda sequéncia de pontos (xp)neN € Xo, convergindo para x € Xg, tivermos que o limite da

sequéncia dos planos tangentes Ty, (f~'(f(x,)) N Xq) existe e é igual a T, entdo

L(f ' (f))NXp) C T

Defini¢ao 3.3.3. Dizemos que f tem a propriedade ay de Thom se existe uma estratificagdo

de Whitney S de X que satisfaz a condigdo ay de Thom com respeito a f.

Exemplo 3.3.4. Seja f : C?> — C uma funcdo analitica complexa, dada por f(x,y) = x> —y>.
O conjunto X = {(x,y) € C? |f(x,y) = 0} define um conjunto analitico complexo em C?,
chamada de cuspide. Seja §f(x,y) = (2x,—3y?) o vetor gradiente de f. Como §f(x,y) =0
se, e somente se, (x,y) = (0,0), entdo a origem € o tinico ponto critico para o conjunto ana-
litico X. Considere S = {X1,X2,X3} a estratificacdo de Whitney em C?, em que X; = C*\X,
X, =X\ {0} e X3 = {0}. Note que a estratificacdo S é adaptada a f, jd que C*\ f~1(0) = X;.

Mostraremos que essa estratificagdo satisfaz a condigdo ay de Thom. Inicialmente tome

o par de estratos (X1,X>), com X, C X 1. Considere (Pn)nen € X1, convergindo para o ponto

63



3. Estratificacdo de Whitney e Condicdo ay de Thom

a= (x1,x2) € Xa, com p, = (Xn,yn). O plano tangente & f~'(f(p,)) N X1 em p, é dado por
200 0) = 320 =) = 0. logo Jim T2, () 11) = 231 (6= x1) ~ 3533 — ),
que é o mesmo plano tangente referente & f~'(f(a))NX, em a. Logo, T,(f ' (f(a))NXz) C
r}l_{rolo T, (f_l(f(xn)) NXy). Agora, considere o par (X1,X3) com (qn)nen € X1 convergindo
para b € X3, note que Ty(f~1(f(b))NX3) = {0}, entdo o par (X1,X3) tem a condigéo ay de
Thom. O mesmo vale para (X2,X3). Portanto, f tem a propriedade ay de Thom.

Teorema 3.3.5. (Teorema de Hironaka) Seja f : X — C uma func¢do analitica definida no
conjunto analitico complexo X. Existe uma estratificacdo de Whitney de X adaptada a f,

que satisfaz a condig¢do ay com respeito a f.

Demonstracao: Ver [7]], Corolario 1, p.248.
|

No préximo exemplo, baseado em [15]], vemos que nem sempre uma aplicagdo analitica

possui a propriedade de Thom.

Exemplo 3.3.6. Considere a aplicacdo f : C* — C?, definida por f(x,y,z) = (x* —y%z,y).
Mostraremos que ndo existe uma estratificacdo de Whitney adaptada a f, que satisfaca a
condigdo ay de Thom.

Inicialmente, notemos que o conjunto dos pontos criticos X, consiste dos pontos onde a

matriz Jacobiana J f tem posto menor que 2. Temos:

2x —2yz —yz)

Jf(x,y,2) = <0 | 0

logo ¥ = {(x,y,x) € C*;x =y = 0}. Note que f~'(0) =X.

Suponha que a aplicagdo f satisfaga a condi¢do ay de Thom, entdo existe uma estrati-
ficagdo de Whitney que satisfaz a propriedade ay de Thom com respeito a f. Veremos no
capitulo 4 que se f satisfaz a condi¢do ay de Thom, entdo vale o Teorema da Fibragdo no
Tubo de Lé-Milnor, de modo que as fibras dessa fibragdo sdo difeomorfas.

No entanto, as fibras para o ponto t| = (a,0), com 0 < a << 1, sdo duas retas parale-

las parametrizada por 7 — (£+/a,0,z). Em particular f~'(t;) N Be terd duas componentes
2

. X _
conexas. Jd a fibra sobre ty = (0,a) é parametrizada por x — (x,a, a_z)’ logo f~1(t2) N B
possui uma unica componente conexa. Portanto, essas fibras ndo sdo difeomorfas. Contra-

digdo.
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Capitulo 4

O Teorema da Fibracao Local de
Leé-Milnor

Este capitulo esta dividido da seguinte forma: Na primeira secao apresentamos nogoes
preliminares sobre a fibracdo de Lé-Milnor, com a hipétese que X € um conjunto analitico
complexo com singularidade isoladaem O e f: X — C € uma fun¢@o analitica ndo constante.
Discutimos a existéncia de "bolas de Milnor" para o caso em que X é equidimensional (esse
fato implica que X tem a estrutura conica local). Além disso, mostramos que para um germe
de uma fungdo analitica f : (X,0) — (C,0) e para um representante suficientemente pequeno
X de (X,0), existe d > 0 suficientemente pequeno tal que para todo 7, & > [t| > 0, o conjunto
{f =t}NX éndo singular, em outras palavras, podemos assumir que 0 € C é um valor critico
isolado de f.

Na secdo seguinte, apresentamos o Teorema da fibrag@o local de Lé-Milnor, que garante
a existéncia da fibracio no "tubo de Milnor". Para a sua demonstracio utilizamos resultados
apresentados na primeira se¢do e o Lema de Ehresmann. Definiremos F; como a fibra de
Milnor, essa definicdo € consistente uma vez que essas fibras sdo difeomorfas.

Na se¢do 4.3, fizemos um breve estudo sobre monodromia geométrica que € definida
através de um automorfismo % : F; — F;, induzido por uma restricdo do fibrado da Fibracao
Local de Lé-Milnor.

Por fim, apresentamos uma versao mais geral do Teorema da fibracao local de Lé-Minor,
visto na se¢do 4.3. Nesse caso, adicionamos a hipétese de que f € uma fun¢do analitica com
singularidade possivelmente ndo isolada em 0.

A principal referéncia para este capitulo € [[18]].
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4. O Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor

4.1 Background sobre Fibracoes de L.é-Milnor

Seja (X,0) o germe na origem 0 em um espaco complexo C" de um conjunto analitico

complexo X de dimensdo n—+ 1.

Definicao 4.1.1. Um ponto x € X é chamado uma singularidade isolada de X se existe uma

vizinhanga aberta U de x em X tal que (X NU)\{x} é uma variedade suave.

|

S,

(a) Cone duplo; E = {(x,y,z) € (b) Cubica de Cay-

C¥x® +y* -2 =0} ley(parametrizagéo de
Endraf3 em coordenadas
tetraédricas);F = {(x,y,2) €
Cl—1+2+y* —x?z+yz+
=0}

Figura 4.1: Superficies com Singularidades Isoladas

Definicao 4.1.2. O ponto x de X é chamado uma singularidade ndo isolada se para toda

vizinhanga aberta U de x em X tivermos que X NU\{x} ndo é variedade suave.

A Cuspide de Whitney e o Guarda-Chuva de Whitney apresentados nos respectivos

Exemplos [3.2.5]e[3.2.7] sdo variedades analiticas com singularidades ndo isoladas.

Definicio 4.1.3. Sejam f: (X,0) — (C,0) uma fungdo analitica ndo constante ¢ S = (Sq,) aca
uma estratificagdo de Whitney de X. Dado x € X, seja Sy y) 0 estrato que contém x. Dize-
mos que x é ponto regular de f com respeito a estratificacdo S se f |Soc(x) : Sox) — C for

submersdo em x.

Denotaremos os ponto singulares de f por X(f).
Em particular, diremos que f tem singularidade isolada em 0 € X se existe uma vizi-

nhanca aberta U de 0 em X, tal que para todo o0 € A tem-se:
f’(saf{g})my 1 (So —{0})NU — C é submersao.

Em outras palavras: existe U vizinhanga de 0 em X tal que X(f)NU = {0}.
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4. O Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor

Definicdo 4.1.4. Dizemos que um conjunto analitico X C CN ¢ equidimensional, se todas

as componentes irredutiveis de X tem a mesma dimensdo.

Exemplo 4.1.5. As superficies representadas na Figura 4.1, Cone Duplo e a Ciibica de

Cayley, sdo exemplos de conjuntos analiticos equidimensionais.

Considere X um conjunto analitico complexo com singularidade isolada no ponto 0 e seja
f:(X,0) — (C,0) uma fung¢do analitica complexa ndo constante com singularidade isolada

em 0.

Definicao 4.1.6. Dizemos que um niimero real € > 0 é um raio de Milnor, se todas as esferas

Se, intersectam transversalmente X\{0}, com 0 < g; < &.

Definicao 4.1.7. A bola aberta Be  CN de centro 0 e raio € > 0, é chamada bola de Milnor
em X\{0}, se € for um raio de Milnor.

Para o caso em que X C CN e f: (X,0) — (C,0) possuem singularidades isoladas em 0,

a existéncia de bolas de Milnor é dada pelo seguinte Lema, atribuido a Whitney:

Lema 4.1.8. Sejam X um conjunto analitico complexo e z,, uma sequéncia de pontos ndo
singulares de X que convergem a 0. Considere T, X a sequéncia de espagos tangentes de X
em z,. Assuma que essa sequéncia de espacos tangentes tem limite T e a sequéncia das retas

02z, tem limite 1, entdo
[CT.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente o caso em que X € um conjunto irredutivel, logo
equidimensional de dimensdo d. Seja PV~! o espago de retas passando por 0 e o espaco
de Grassmann G4 (C") como definido em lembre que G;(CV) é compacto. Como
em todo conjunto compacto as subsequéncias sdo convergentes, podemos escolher uma sub-
sequéncia de (z,), se necessdrio, tal que a sequéncia de retas 0z, € espagos tangentes T, X
tenham os limites / e T, respectivamente.

De fato, seja U uma vizinhanca aberta de 0 em X e considere a aplicacao:
UNX\{0} —2— P! x G, (CN)

dada por ¢(z) = (0z, T.X).

O grifico de ¢ em U NX\{0} x P*~! x G4(CN) tem o seu fecho como um subespaco
analitico (ver Teorema 16.4 de [22]). Portanto, como todo conjunto analitico € semianalitico,
temos pelo Lema de Selecéo da Curval2.3.3|que o limite (/,7’) é também o limite ao longo de
um arco analitico complexo p : (C,0) — (X,0), onde p(0) =0e p(r) € X\{0}, parat # 0.

Agora, para t # 0 o vetor tangente:
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4. O Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor

dp(t)
dt

= p(t)

do arco analitico no ponto p(¢) é também um vetor tangente em TyinX.

Provamos a seguir que quando 7 converge para zero a reta Op(t) e a reta definida pelo

vetor velocidade p(¢) tem o mesmo limite. Temos:
p(t) = ait’ + a1t 4
quando i > 1 e a; # 0. Seja, [c] uma classe em PV ~! com ¢ € CV\ {0}. Entio,
p()] = lait’ +ai 1t . = ai+aiqt +...] — |ai]
quando ¢t — 0. Analogamente,
p(1)] = liait™ " + (i+ Daj1t' +...] = [ia; + (i+ Dagt + ...] — [ia;] = [ai]

quando t — 0.

Portanto, temos que o limite das duas retas convergem para o mesmo limite. Note que
p(t) C TppnX. Temos lim Op(z) = lim 0p(r) C lim T,»X. Logo, temos a prova do Lema
M.1.8|para o caso em que X ¢ irredutivel.

O caso em que X ndo é irredutivel em 0, podemos assumir que a sequéncia (z,) pertenga
a alguma componente irredutivel de X em 0. A dimensdo em cada componente irredutivel
¢ bem definida, podendo assim considerarmos o espaco de Grassmann em cada uma delas
e com isso podemos extrair eventualmente uma subsequéncia e o resultado segue como na
primeira parte mostrada. Isso completa a prova do teorema.

Observacio 4.1.9. Notamos que o Lema estd provando que se equiparmos uma pe-
quena vizinhanga U de O com a estratificagdo (X NU\{0},{0}), entdo essa estratificagdo

satisfaz a condicdo b de Whitney e, portanto, é Whitney regular.

Observacio 4.1.10. Sejam X e SN~ subconjuntos de CV. Pela Defini¢do temos que
X dfy SN com x € XSV, se T.X + T,.SV~! 4 T,CN. Escrevemos T,CN = TSN~ +
(T.SN=1)L. Suponhamos por absurdo que T.X ¢ T,SV~, entdo existe v € T, X tal que v ¢
TSV, logo v € (T,SV—1L, com isso, v+ T,SN~! = T.CN e portanto T X + T,SN~! = T,CN.
Contradi¢do. Com isso temos o seguinte resultado: Se X (ffy SN1 comx e XNSNL entao
T.X C T,SV-L

O préximo resultado € uma consequéncia do Lema(4.1.8]|é:
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4. O Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor

Lema 4.1.11. Seja X um conjunto analitico complexo equidimensional com singularidade
isolada em 0. Existe €1 tal que Ié%gl é uma bola de Milnor de X em 0. Nesse caso, a estrutura
diferencidvel de X NS¢ ndo depende de €, para € > € > 0, quando S¢ é a esfera que limita
a bola de Milnor Iﬁ%g.

Demonstracao: Suponha por absurdo, que para todo € > 0 a bola B¢ ndo é uma bola de
Milnor, ou seja, € ndo € um raio de Milnor.

Existe uma sequéncia €, de nimeros positivos que tende a 0, onde para cada n existe
um ponto z, € X tal que X intersecta S|, ndo transversalmente em z,. Tomando uma
subsequéncia se necessdrio, podemos supor que a sequéncia z, € escolhida tal que (0z,) tem
limite /, a sequéncia de espagos tangentes (7;, X ) tem limite 7" e o limite de (7S, ) € T-

Como os pontos z, do espago X sdo ndo transversais a Sy, |, pela observacdo

vale:
LX C TS|

Note que, o im0z, = [ é ortogonal a T. Por T, X C T.,S|,|» implica que T C 7, logo
[ ¢ T, fato que cozltradiz o LemaH.1.8

Por assumirmos que a fungdo f tem uma singularidade isolada em 0, o subespago V (f) :=
{f =0} de X tem uma singularidade isolada em 0. Logo, podemos escolher €; tal que a bola
I@%gl de CN é também uma bola de Milnor de V(f) de 0.

Portanto, para €; > € > 0 a intersecdo X NS¢, quando S¢ € a esfera que limita Iﬁ%g, € uma
variedade analitica suave real, ja que X intersecta transversalmente Se. Similarmente por a
fungdo analitica (X,0) EN (C,0) ter uma singularidade isolada no ponto 0, parag; > € >0, a
interse¢do V() N'Sg € uma variedade analitica suave real.

Afirmamos que a estrutura diferencidvel de X NS¢ e de V(f) N'Sg ndo depende de €, para
€1 > € > 0. Provaremos a assertiva para X, o caso para V(f) é feito de modo andlogo.

Considere a bola de Milnor I@Bel para X\{0}. Seja @ a restricdo para o conjunto X N

I@el \{0} da funcio distincia ao ponto 0 € CV, que define uma aplicacio suave:
X NBe,\{0} > (0,21)
A partir dai podemos extrair algumas informacoes:

1. Dado K C (0,€;) compacto, temos que por X N Iﬁ%gl \{0} ser limitada e por @ ser anali-
tica, obtemos que o conjunto fechado ¢! (K) é compacto em X N I@%el \{0}. Portanto,

¢ é propria.

2. ¢ é submersdo. De fato, pelo Lema [I.1.30] temos que os pontos criticos da fungao

distancia em X N B, \ {0}, sdo os pontos criticos de ¢ em X N, \{0} ,(que ndo ha),
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4. O Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor

juntamente com os pontos regulares de @ em X ﬂ]ﬁ%gl \{0}, tal que @~ ! (@(x)) i, (X N

I@g] \{0}), no entanto isso ndo ocorre para €; > € > 0, jd que ]ﬁ%gl ¢ uma bola de Milnor
para X\{0}.

3. E claro que @ é sobrejetiva.

Portanto, pelo Lema de Ehresmann[I.2.10} temos que ¢ é um fibrado diferencidvel local-
mente trivial. Logo X NSgr e X NSgr s@o difeomorfas para €’ e €” € (0,¢€).
|

Com isso podemos definir:

Definiciio 4.1.12. Quando € > 0 é suficientemente pequeno, como no Lema[d.1.11| chama-se
Kx = X NS¢ o link do conjunto analitico X em 0. Definimos de modo similar o link de V ( f)

no ponto 0 e o denotamos por K.

Lema 4.1.13. Seja f: (X,0) — (C,0) um germe de uma fungdo analitica em um conjunto
analitico complexo equidimensional X com uma singularidade isolada em 0. Entdo, para
um representante suficientemente pequeno X de (X,0), existe & > 0 suficientemente pequeno

tal que para todo t, > |t| > 0, o espaco { f =t} NX é ndo singular.

Demonstracdo: Seja X(f) o conjunto dos pontos criticos de f, que é definido pelos pontos
onde a matriz (dfj,...,dfx,df) de k+ 1 linhas e N colunas, terd posto < N —dimX. As
fungdes fi,..., fy definem X em 0 € CV. Note que X(f) é um subespaco analitico de X.
Localmente temos uma quantidade finita de estratos para X(f), onde cada estrato X;
representa uma variedade suave analitica complexa. Temos que, L(f) é a unifo disjunta

desses Xy:
(f) = |%x
k

Da particdo (X) ser localmente finita, em uma vizinhanca Xy de 0 em X, existe apenas
um ndmero finito de estratos X, ...,%, com 0 em seu fecho.

A restricdo de f a X;\{0} é formada por pontos criticos, ja que cada X;\{0} esta contido
em X(f), entdo a fungdo f é constante para i = 1,...,n. Seu valor é o mesmo de f(0) = 0.
Com isso, € possivel concluir que todo ponto critico préoximo de 0 é enviado em 0. Portanto,
para & > 0 suficientemente pequeno, X N f~!(¢) é ndo singular para todo # com & > |t| > 0.

|

Observacao 4.1.14. Se X ndo é equidimensional, mas possui uma singularidade isolada em
0, 0 espaco {f =t} para t pequeno e diferente 0, intersecta localmente cada componente

irredutivel de (X,0), em pontos ndo singulares.
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4. O Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor

Observacao 4.1.15. Note que a prova do Lema mostra mais do que é afirmado:
Mostra que se tomarmos um representante de X suficientemente pequeno, podemos assumir

que 0 € C é o uinico valor critico de f.

4.2 Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor para Singu-

laridades Isoladas

No préximo capitulo discorremos sobre o Teorema de Milnor (Corolario 4.5 em [13]]),
que diz que para um germe de funcio analitica f : (C¥*!,0) — (C,0) com singularidade
isolada em 0, existe um nimero real suficientemente pequeno €y > 0 tal que para todo 0 <
€ < g,

f
q) .

= m : SgN—i_l\Kf — Sl

é a projegio de um fibrado suave localmente trivial, onde S?V*! é a esfera (2N + 1)-dimensional
de raio €, centrada na origem. Essa é conhecida como a primeira versao do Teorema da Fi-
bracdo de Milnor, ou também como fibra¢do de Milnor na esfera.

O préximo resultado dessa secdo, trata da existéncia de uma segunda versao desse Teo-
rema, a "fibragdo no tubo", de modo que generaliza a primeira versao proposta por Milnor.
A grosso modo, nesse resultado a funcio analitica f é definida no conjunto analitico com-
plexo X e nos diz que as fibras sdo difeomorfas a variedade complexa obtida considerando
um valor regular ¢ suficientemente préximo de 0 € C e olhando para f~!(¢) contido dentro

da bola aberta Iﬁ%g limitada por Se.

Teorema 4.2.1. Sejam X um conjunto analitico complexo com singularidade isolada em O
e f:(X,0) = (C,0) uma funcdo analitica com singularidade isolada no ponto 0. Seja If%el
uma bola de Milnor de X e de V(f) em 0. Seja € > 0 tal que 0 < € < €, entdo existe & > 0

, a fibra {f =t} intersecta a variedade

t

suficientemente pequeno, para todo t com & >

suave S¢ N X transversalmente em X. Temos um fibrado suave localmente trivial:

0:BenX N f~!(D5)\V(f) — Ds\{0}
induzido por f, onde Bg é a bola fechada e ]ﬁ)g é o disco aberto de raio 0.

Demonstracdo: Primeiramente, suponha que X € irredutivel. Defina g := f|s.nx : Se N X —
C, com X possuindo apenas uma componente analitica em 0.

Pela observagaod.1.15] temos que 0 € C é valor critico isolado de g, ou seja, existe § > 0
tal que para todo ¢ € D5\ {0} é valor regular de g. Sendo assim, todo x € g~ !(¢) é ponto
regular de g. Pelo Lema podemos concluir que =1 (¢) h, (SeNX) em X.

71



4. O Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor

Se X possui mais de uma componente analitica, podemos aplicar o argumento anterior
para cada uma dessas componentes.

Considere
0 :BenX N1 (D) \V(f) — Ds\{0}

induzida por f. Mostraremos que a restri¢cdo de f nesse conjunto € a projecao de um fibrado

suave localmente trivial. De fato:

i. Seja K C Ds\{0} um conjunto compacto. Como B é compacto, o conjunto B¢ N X N
FH(s)\V(f) é limitado, e por f ser analitica temos que ¢! (K) é fechado nesse

conjunto, assim segue que ¢ é propria para esse conjunto;

ii-a. Analisaremos ¢ restrita ao conjunto B N X N £~ (D5)\V (). Precisamos lembrar que
BB é uma bola de Milnor e que todos os pontos criticos de f : (X,0) — (C,0) sdo
enviados em 0. Portanto, fica claro que o conjunto B¢ N X N f~!(1D5)\V (f) possui

apenas pontos regulares, sendo assim ¢ é submersao nesse conjunto;

ii-b. Por fim, estudaremos ¢ restrita ao conjunto Se "X N f~(ID5)\V(f). Pela primeira
parte do Teorema sabemos que o conjunto { f =t} intersecta transversalmente S¢ N X,
além disso, f ndo tem pontos criticos nesse conjunto. Portanto, pelo Lema[[.1.30] ¢ ¢

submersdo nesse conjunto;

iii. ¢ € claramente sobrejetiva, uma vez que ¢ € a restricao de f que possui singularidade

isolada em 0.

Portanto, pelo Lema de Ehresmann [1.2.70} ¢ ¢ um fibrado suave localmente trivial.
]

Definicao 4.2.2. A fibracdo obtida na Proposi¢do é chamada a fibragdo local de Lé-
Milnor de f em 0. As fibras F; = f~1(t) NBe sdo as fibras de Milnor de f em 0 e ¢ é a
aplicagao fibrada.

4.3 Monodromias Geométricas de Fibracoes

Nas condig¢des do Teorema temos que a aplicacio @ : BeNX N f~1(S!) — S' ¢ um
fibrado suave localmente trivial, pois ¢ a restricio do fibrado ¢ : Be X N £~ (D5)\V (f) —
D5\ {0}. Esse novo fibrado induz um automorfismo 4 : F; — F; que chamamos de monodro-

mia geométrica de f.
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4. O Teorema da Fibracao Local de Lé-Milnor

Definiciio 4.3.1. Seja ¢ : E — S' uma fibragdo suave localmente trivial sobre o circulo uni-
tdrio S'. Suponha que © é uma aplicacdo propria. A integragdo do campo de vetores obtida
do levantamento através de ¢ dos vetores unitdrios tangentes a S', define um difeomorfismo
suave da fibra nela mesma, ou seja, temos um automorfismo h : Fy — Fy que chamamos de

monodromia geométrica da fibracdo ©.

Devido ao levantamento de vetores de S! ndo ser tinico, a monodromia geométrica nio é

unica. Mas € possivel provar que sua classe de isotopia € unicamente determinada por @.

Lema 4.3.2. Duas fibracdes localmente suaves E; — S! e Ey — S! sdo isomorficas se elas

possuem fibras difeomorficas e monodromias geométricas isomorfas.

Demonstracao: Ver Lema 6.1.15 de [18]].

Vejamos uma aplicacio para esse Lema:

Exemplo 4.3.3. Seja ¢1 : E1 — S! uma fibracdo localmente suave sobre S' com fibra [0, 1),
onde E| ¢é o cilindro de R? definido por S' x R. Seja hy : [0,1] — [0,1] a monodromia
geométrica dessa fibragdo, definida pela identidade. Agora, tome ©; : E» — S' um fibrado
localmente suave com fibra [0,1], onde E, é definida como a faixa de Moebius. Seja h; :
[0, 1] — [0, 1] a monodromia geométrica dessa fibracdo dada por hy(x) =1 —x

Defina, a homotopia H(t,x) =t(1 —x) + (1 —t)x entre as funcdes hy e hy. Note que
parat = 3 a aplicagdo H (t,x) ndo é um homeomorfismo. Portanto, ndo temos uma isotopia
entre as monodromias e além disso as fibragoes @1 e Oy sdo ndo isomorficas, pois os espagos

totais ndo sao homeomorfos.

4.4 Teorema da Fibracao Local para Singularidades Nao

Isoladas

Assumindo que X C CV é um conjunto analitico complexo com singularidade isolada
em0eque f:(X,0) — (C,0) é uma fungdo analitica com singularidade possivelmente nao
isolada em 0, existe um Teorema da fibragao mais geral do que o enunciado no Teorema
421

Note que, X\ f~!(0) é ndo singular (ver Lema . Nesse caso, teremos o seguinte

Teorema da fibragao:

Teorema 4.4.1. Sejam X um conjunto analitico complexo com singularidade isolada em O
e f:(X,0) — (C,0) uma funcdo analitica. Entdo, existem € > 0 e & > 0 suficientemente

pequenos, com § dependente de €, tal que (X NBe)\ f~1(0) é ndo singular e
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XNBeN f~1(Df) — D

¢ um fibrado suave localmente trivial, onde D5 é o disco perfurado em C centrado em 0 e

com raio 9.

Demonstracdo: A condigio que (X NBe)\f~'(0) é ndo singular segue imediatamente da
Observacao Ja a prova de que temos uma fibragcdo como descrita no enunciado,
segue essencialmente os passos da demonstragdo do Teorema [{.2.1] aplicando o Lema de
Ehresmann, onde os critérios i), ii — a) e iii) sdo andlogos. Mostraremos que vale ii — b).

Seja f: (X,0) — (C,0) um germe de uma fungao analitica com singularidade ndo isolada
em 0. Pelo Teorema de Hironaka|3.3.5] podemos tomar uma estratificacao de f que satisfaca
a condicdo ay de Thom. Seja € suficientemente pequeno, tal que a esfera Se seja transversal
em CV aos estratos da estratificaciio a ¢ contidos em f ~1(0), de modo que para0 < g; < €a
esfera Sg, ainda seja transversal aos estratos de f~!(0).

Afirmamos que existe 0 > 0 suficientemente pequeno, tal que para todo ¢, 0 < ¢t < 9§, no
disco aberto ]D)g f~1(¢) intersecta transversalmente X N'Se no sentido estratificado.

Caso contrario, podemos tomar x,, em (X\ f~'(0)) NS¢ que converge paray em f~1(0)N
Se, tal que as fibras £~ (f(x,)) sdo ndo transversais 2 Se em x,,. Como X tem singularidade
isolada em 0, obtemos pela observagdo que

T f ' (f(xn)) C T, Se. 4.1)

Como f satisfaz a condigéo ay de Thom, tome os estratos Xq, € Xp respectivamente em
X\f~1(0)e f71(0), tal que x, € Xy ey € Xg. Por (4.1), obtemos:

En(X(xmfil(f(xn») C Txnfil(f(xn)) C TanS-

Uma vez que as grassmanianas sdo compactas, podemos supor que a sequéncia de espa-

gos tangentes Ty, (f~ 1 (f(xn)) N Xo) tem limite 7. Usando a condigdo ay de Thom, temos:
TXg CT CTySe

Mas pelo Teorema da estrutura conica, Xg intersecta transversalmente Se. Contradigao.
Portanto, pelo Lema de Ehresmann vale que temos um fibrado suave localmente trivial.
|
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B.nf~t(D;)

vin

Figura 4.2: Representacao da Fibracdo do Teorema m

75



Capitulo 5

O Numero de Betti da Fibra na Dimensao
Meédia

Este capitulo é baseado no trabalho de Milnor [13] e tem como principal objetivo mos-
trar aplicagdes algébricas para o nimero de Milnor u. Para isso, foi necessdrio estudarmos
a fibragdo de Milnor na esfera e darmos uma descri¢do topoldgica do link K e da fibra Fy,
ressaltaremos que a fibra Fy da fibragdo na esfera € difeomorfa a da fibracao dada no Teorema
O principal resultado da secdo 5.2, abrange o fato que as fibras Fy, com dimensao real
2N, tem 0 mesmo tipo de homotopia de um buqué de esferas S¥ A ... ASY e a quantidade
de esferas desse buqué é definido como o nimero de Milnor u. Na secdo 5.3, sdo dadas
caracterizacOes algébricas para u: A primeira delas € que u é a multiplicidade de um ponto

critico isolado; € o grau topoldgico de onde f: CN*! — C é uma funcio polino-

Vf
VAl
mial complexa e V f representa o gradf(z) (conjugado complexo de gradf(z) em CN*1);
Além disso, mostramos que u coincide com o nimero de Betti na dimensdo média da fibra,

principal resultado do capitulo.

5.1 Fibracao de Milnor na Esfera

Inicialmente recordemos que o gradiente de uma funcio analitica complexa f : CN 1 —

C, no ponto z € CN*1 ¢ dada pela (N + 1)—upla:

gradf(z) = <§—£(Z), s %(Z))

d
onde a i—ésima parcial € o complexo conjugado de —f(z), coml <i<N+1.

0z
Seja p : I — CN*! um caminho suave, dada por p(t) = (p1(t),...,py+1(t)). A derivada
dp(t
direcional de f no ponto z = p(t), na dire¢do do vetor v = p'(t) = P(o) , € dada por:
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5. O Numero de Betti da Fibra na Dimensdo Média

d(fop) t Nil of dpl

SL20 1) = df (o L (vgrad f(2)

onde (-,-) denota o produto interno hermitiano.

Observacio 5.1.1. O espaco vetorial hermitiano CN*1 pode ser visto como o espago veto-
rial euclidiano de dimensdo 2N + 2.

De fato, consideremos o isomorfismo & : CN*1 — R*N*2 dado por:

@(xl iy, XN +in+1) = (X1,Y1,---,XN+17YN+1)-

Tome z = (x1 +iy1,...,xn+1 +iynr1) ew = (X + iy, .. Xy, Hivyy) € seja
N+1 N+1
. . / /
Re(z,w) = Re Z] (xj+iv)) (X +iy)) | = 2’1 (xjx; ;) = (&(2),6(W))E
j= j=
onde (-,-)g denota o produto interno euclidiano em R*N*2,
Sejam Kr =S NV (f), o link de f, onde V(f) :={f =0} e SN = {ze CV | || z|=
e}.
Defina ¢ : S¢\K; — S! dada por ¢(z) =

rizagcdo dos pontos criticos de ¢.

f(2)
I f(2) I

O Lema a seguir fornece uma caracte-

Teorema 5.1.2. Os pontos criticos de ¢ : S¢\Ky — C sdo exatamente os pontos z € S¢\K

para os quais o vetor igrad Log f(z) é um muiiltiplo real do vetor z.

Demonstracdo: Tome H ﬁzi = ¢, com 0 : S¢\Ky — [0,2m).
Temos que 0 = —i Logf(z) +iLog || f(z) ||, tomando a parte real da expressao, temos:

0 = Re(—iLogf(z)).

Diferenciando 6 ao longo de uma curva z = p(t) com ¢ € I, obtemos:

() = Re (£ (itog rp())

= ®(7 5 7)

—Re( i < ().graaf (1))
_ Re(ili—p(t),lgradf( )>

@)

dp(t)
dt

Em outras palavras, a derivada direcional da func@o 6(z) na dire¢ao do vetor v = é
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5. O Numero de Betti da Fibra na Dimensdo Média

" f@

Agora, notemos que, Logf(z) =i6(z) +Log || f(z) || estd bem definida paraz € CNF1\K.

Logo,

_(9f 9 (Lo L of
grad Log/(z) = (azl“gf(z)’""azNHLogf(Z)) - (% I e (z))-

Segue que

grad Logf(z) = M.

f(2)

Assim, temos
do(z) -v =ie®@do(z) -v = i0(2)d0(z) - v.
Portanto, obtemos pelos resultados anteriores que

do(z) - v=1io(z)Re(v,igrad Logf(z)).

Queremos estudar os pontos criticos de ¢(z), entdo facamos d¢(z)-v = 0, para todo
v € T;(Se\Ky).

Um vetor v é tangente a esfera S¢ em z se, e somente se, Re(v,z) = 0. Logo, se o vetor
i grad Log f(z) é miiltiplo real de z, ou seja, se este vetor é normal a Sg, entdo para todo vetor

v tangente a Sg em z temos:

Re(v,i grad Logf(z)) =0

Logo, z € um ponto critico de ¢ se d(z) : T:(Se\Ky) — Ty(y) (S1) for a transformagéo

linear nula, ou seja,
do(z)-v=0.

Portanto, z € ponto critico de ¢.
Por outro lado, se o vetor i grad Log f (z) ndo é um multiplo real de z, entdo i grad Log f(z)
e z sdo linearmente independentes sobre R. Logo, existe um vetor v pertencente ao espaco
vetorial euclidiano, tal que Re(v,z) =0 e Re(v,i grad Logf(z)) # 0. Para isso, basta tomar
um vetor v ortogonal a z que ndo é ortogonal a i grad Logf(z). Assim, v é tangente a S¢ e a
derivada direcional de 6 na dire¢do de v é diferente de zero, pois d6(z) - v # 0. Portanto, 7
ndo é ponto critico.
|
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5. O Numero de Betti da Fibra na Dimensdo Média

Agora, assumiremos que f : C¥*! — C é um polindmio que se anula na origem. Nosso

objetivo € provar que para € > 0 suficientemente pequeno, a funcao

0:Se\Kp — S!
f(2)
R

ndo admite pontos criticos. De acordo com o Lema [5.1.2] deve-se provar que para todo
z € CN*I\V(f) suficientemente préximo a origem, z e i grad Log f(z) sdo linearmente inde-
pendentes sobre R, esse resultado é mostrado pelo Corolario [5.1.4|que € uma consequéncia

do seguinte Lema:

Lema 5.1.3. Dada uma fungdo polinomial f que se anula na origem, existe €y > 0 tal que
para todo z € CNTN\V(f) com || z ||< €0, 0s vetores z e grad Log f (z) sdo linearmente inde-

pendentes sobre C ou
grad Logf(z) = Az,

T
onde A€ CeArgh < T Arg A denota o argumento principal de \.
Em outras palavras A pertence ao quadrante aberto do plano complexo contendo o semi-

eixo real positivo. Segue que
Re()) > 0.
Portanto, A ndo pode ser imagindrio puro.

Demonstracao: Ver Lema 4.3 de [13].
|

Corolario 5.1.4. Para todo 7 € CNTI\V(f) suficientemente préximo da origem, os vetores

zeigradLogf(z) sdo linearmente independentes sobre R.

Demonstracdo: Suponha que z e grad Logf(z) sdo linearmente independentes sobre C, logo

toda combinagdo linear nula
oz+Pgrad Logf(z) =0

implica que oo = 3 = 0. Tome Y= (E) . Sejaoz+yigrad Logf(z) =0entioo=y=0e
i
assim concluimos que z e i grad Logf(z) sdo linearmente independentes sobre C, portanto z

e igrad Logf(z) sdo linearmente independentes sobre R.
|

Combinando o Teoremal[5.1.2]e o Coroldrio segue que:
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5. O Numero de Betti da Fibra na Dimensdo Média

Corolario 5.1.5. Se € < g entdo a aplicagcdo

0:Se\Kp — S!
f(z)
R

ndo tem pontos criticos.

Com esse resultado, Milnor provou em [[13]] que € possivel construir um campo de vetores

v(z) em S¢\ K, onde para todo z € S¢\ K, o produto interno complexo (v(z),igrad Log f(z))
T

¢ ndo-nulo e 0 médulo de seu argumento € menor que 1 Esse campo d4 suporte para mostrar

que:

Teorema 5.1.6. (Teorema da Fibragdo de Milnor na Esfera) Para € < €y, o0 espago S¢\Ky

¢ um fibrado suave sobre S', com aplicagdo projecdo 0(z) = || j: E? i
Z
Demonstracao: Ver Teorema 4.8 de [[13]].
n
[CN+1
¢ st
S| K
—_—
f

\f) Iy
C

" VIf)

Figura 5.1: Representa¢do da Fibracdo de Milnor na Esfera (Teorema|5.1.6))

Segue que, para cada ¢® € S!, a fibra
Fy = (])_1 (eie) C Sg\Kf
¢ uma variedade suave 2N —dimensional.

Definicao 5.1.7. Fy é dita a fibra de Milnor de f.
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5. O Numero de Betti da Fibra na Dimensdo Média

5.2 A Topologia da Fibra e do Link K

Pela se¢do anterior, ja sabemos que J. Milnor provou que existe um &y > 0 suficiente-
mente pequeno e um germe de funcgdo analitica f : (C¥*!,0) — (C,0), com singularidade
isolada em O, tal que para 0 < € < g, a aplicagdo

o .

[val

€ um fibrado suave localmente trivial. A fibra Fy nesta fibracdo é difeomorfa a da fibracao
dada no Teorema quando X = CN*! (veja Teorema 5.11 de [13]).

Continuando com o estudo da fibracio suave localmente trivial ¢ : SZVT1\K = S!, asso-

SIVHI\K; — S

ciada a funcdo polinomial complexa f(zy,...,2y+1) que se anula na origem, e utilizando fer-
ramentas da Teoria de Morse, prova-se que Fy = ¢! (¢/®) é uma variedade suave paraleliza-
vel de dimensao real 2N e que tem 0 mesmo tipo de homotopia de um CW-complexo finito de
dimensdo N (veja [13], Teorema 5.1). Além disso, o espago topolégico Ky é (N —2)—conexo
(ver [13]],Teorema 5.2).

Agora, adicionando a hipétese que f : (CN*1,0) — (C,0) é uma fungio polinomial que
ndo tem nenhum ponto critico em alguma vizinhanga da origem, exceto possivelmente a ori-
gem. Isto €, a origem serd um ponto nao singular ou ponto singular isolado da hipersuperficie

V(f) = f~1(0). Os préximos resultados sio referentes a topologia da fibra e do link.

Lema 5.2.1. Para € suficientemente pequeno, o fecho Fy da fibra Fy em SZNT! é uma varie-

dade 2N —dimensional com bordo, cujo interior é Fy e 0 bordo é o link Ky = FHo)NSINH,

Demonstracgio: Mostraremos inicialmente que f|s, ndo possui pontos criticos em Ky. Lembre-
se, os pontos criticos de f|s, sdo os pontos z € Sg para os quais o vetor (ndo nulo) grad f é
multiplo complexo de z.

Considere os seguintes conjuntos analiticos
V=F10)eW={zeCN*!|gradf(z) = Az,A € C}
e seja U o conjunto semianalitico
U={zeC""[[;z]]* >0} = C¥*"\{0}

Suponha por absurdo, que para todo € > 0 exista z € V tal que € ponto critico de f]s,.
Note que, 0 € UNV NW, logo pelo Lema de Selegdo da Curva, considere o caminho nio
suave, tal que p : [0,8) — C¥*! com p(0) =0e p(t) €cUNVNW parat € (0,5).

Por p(t) € V, temos que f(p(¢)) = 0, para todo ¢ € [0,d), donde segue que

(5P 0. f () ) = S0P =0
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Além disso, p(t) € W, logo gradf(p(t)) = A- p(t), para algum A € C. Sendo assim,

0= (“P0). e (p0) ) = (%00 1p10) )= AP p(1)).

d
Sendo A # 0 para ¢t > 0, temos <d_lt7’ p(t)> = 0, consequentemente

dp

0=2Re (52 pi0) ) = 5 120 I

concluimos que p(t) é constante e como p(0) = 0, teremos p(t) = 0. Contradi¢go, ja que
p(t) € U parat > 0.

Seja zo € K. Como zp ndo ¢ um ponto critico de f|s,, existem pela forma local das
submersdes coordenadas locais uy,...,upny4+1 para Se em uma vizinhanca U de zp, tal que
f(z) =u1(z) +iua(z), paratodo z € U.

Seja,

Fo=0¢""(1) ={z e S{""\Ky | f(2) =I| f(2) I},

se z€ FpNU entdo u1(z) >0e ux(z) =0eseze€ KyNU teremos u(z) =0 e uy(z) = 0.
Dessa forma, Fp intersecta U no conjunto u;(z) > 0 e uz(z) = 0.

Portanto, Fy N U é uma variedade suave 2N—dimensional com interior Fp N U e bordo
KyNU. Como todo ponto de K admite uma vizinhanga U, segue o resultado para a fibra Fp.

Para as outras fibras Fy, faz-se de modo analogo.
[ |

Figura 5.2: Fibras Fg e sua fronteira comum Ky [[13], p. 06]

Corolario 5.2.2. A variedade compacta com bordo Fg estd mergulhada em Sg e possui o

mesmo tipo de homotopia do seu complementar SgN +I\F.
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Demonstragio: De fato, a aplicagio SZV!\ (KU Fp) — S'\{¢®} ainda é um fibrado local-
mente trivial por ser a restrigdo do fibrado S2V 1\ K — S!. Temos que S'\{e™®} é contritil,
logo pelo Teorema Se\Fg — S!\{¢®} é um fibrado global, tal que S¢\Fp é difeomorfa
a (S"\{e®}) x Fy, com Fy # Fy. Portanto, Fy é retrato por deformacio de S\ Fp, logo temos:

Se\Fo =~ Fy ~ Fg ~ Fy

Lembre-se: Uma variedade com bordo tem o mesmo tipo de homotopia do seu interior e que

as fibras sdo difeomorfas.
[ |

E importante ressaltar, que Milnor em [13] prova que a Fibra Fy tem a homologia de um
ponto em dimensdo menor que N, ou seja, H,(Fg) ~ {0}, para ¢ < N. Além disso, a fibra
tem dimensao real 2N e possui 0 mesmo tipo de homotopia de um CW-complexo finito de

dimensdo N.
Lema 5.2.3. A fibra Fy é (N — 1)—conexa.

Demonstracao: Ver Lema 6.4 em [13]].

Milnor prova em [13]], Teorema 6.5 que:

Teorema 5.2.4. Cada fibra tem o tipo de homotopia de um buqué S¥ VSV Vv ...V SV de

esferas.
Portanto,

Z,seq=0
H,(Fp;Z) :Hq(SN\/...VSN;Z) = HP=7&..07Z,se q=N,
0,seq#0eqg#N

Assim, podemos definir o nimero de Milnor:

Definicdo 5.2.5. O miimero de esferas SN do buqué é chamado de niimero de Milnor e ¢

denotado por u.

5.3 O Numero de Betti da Fibra na Dimensao Média

Um ponto critico isolado zg de um polindmio complexo f(z,...,zy+1) € chamado ndo
2
degenerado se a matriz hessiana < %0 (Zo)) ¢ ndo singular. Caso contrdrio € dito dege-
202k

nerado.
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Exemplo 5.3.1. Seja f : R?> — R definida por f(x,y) = x> —y>. Temos que ¢ = (0,0) é um

92
ponto critico isolado de f. Além disso, a matriz hessiana aplicada neste ponto <% (c))
2,02k

é singular. Logo, ¢ é um ponto critico degenerado. Seja g(x,y) = x> =y +Aycom0 <k <<
1, uma pertubacdo em torno da origem. A partir dessa pertubagdo, é possivel perceber que
estamos diante de uma situac¢do instdvel, pois o ponto critico degenerado é removido e se

divide em dois pontos criticos ndo degenerados.

Uma funcdo que s6 tem pontos criticos nao degenerados é chamada fungdo de Morse.

Iremos introduzir o inteiro positivo u que mede a degeneragcdo do ponto critico isolado
Z0. Esse inteiro u, descrito anteriormente como o nimero de Milnor, serd agora caracterizado
como a multiplicidade de 7y como solugdo isolada, também chamado de zero isolado, para

as equagdes polinomiais

of _of _ of

0z1 0z Odzwn

=0

Definicao 5.3.2. A multiplicidade i do zero isolado 7y é o grau da aplica¢do

Vf(z)

I =

IVFQ) |l

de uma esfera SEN +1 centrada em zo para a esfera unitdria de CN*'. Em que Vf (z) é

gradf(z) (conjugado complexo de gradf(z) em CN*1).

Para a prova do Teorema|[5.3.4] principal resultado dessa se¢@o, precisamos de uma fer-

ramenta para calcular o grau da aplicacio suave
v:Sk— sk

da esfera nela mesma em termos dos pontos fixos de v.
Seja M uma regido compacta com fronteira suave na esfera S¥ € R¥!, e para cada ponto
x na fronteira de M, seja n(x) o vetor tangente a S*, normal a fronteira de M, oM, e que

aponta para o interior de M.

Sk

Figura 5.3: Esfera S* e regido compacta M
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Lema 5.3.3. Seja v : S¥ — SK a aplicacéo suave e M C S* uma regido compacta de S¥ com

[fronteira suave. Suponhamos que:
a) Todo ponto fixo da aplicacio v : S* — S estd no interior de M;
b) Nenhum ponto x de M é aplicado em seu antipoda —x por v. (v(x) # —x, Vx € M );
c¢) O produto interno euclidiano (v(x),n(x)) € positivo para todo x € oM.

Entdo, a caracteristica de Euler X (M) esta relacionado com o grau, deg, de v pela igualdade
X(M) =1+ (—1)*deg(v)

Demonstracao: Depois de perturbar ligeiramente v, podemos assumir que os pontos fixos
de v estdo todos isolados.

O niimero de Lefschetz para a aplicagio v(x) : S¥ — Sk é dada por:

t(v) = Z(—l)j-tr(v* CHj(SY) — Hi(SY) = 1+ (—1)*deg(v).

Como v(x) # —x, para todo x € M, podemos definir a aplicacdo v, : M — SF dada por:

(I —1)x+1v(x)
(1—t)x+tv(x)]|

n =]

Pela hipétese c) temos que v;(x) C M. Parat = 0, obtemos que v; € homotdpica a iden-
tidade, portanto concluimos que o nimero de Lefschetz de v, : M — M € a caracteristica de
Euler X(M), paratodo 0 <t < €.

Note que, Fix(v;) = Fix(v), para todo ¢ > 0. Logo

X(M)=1(v) = Z i(x,v) = Z i(x,v)=1t(v) =1+ (—l)kdeg(v).

x€Fix(v) xeFix(v)

Teorema 5.3.4. O niimero de Betti na dimensdo média da fibra de Milnor Fy é igual a
multiplicidade u. Portanto, o grupo de homologia H,(Fg) é um grupo abeliano livre de

tor¢do com posto u.
Demonstracao: Defina
M ={z€Se¢|Ref(z) >0}

onde Ref(z) denota a parte real da funcdo f(z). Note que M ¢ a unido das fibras Fy, onde 6

. . T T . . .
varia ao longo do intervalo [—5, 5} junto da fronteira comum Ky. Com isso, temos:
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OM =F = UK¢UFr
P P

que ainda € uma variedade suave.
E importante ressaltar, que M tem o mesmo tipo de homotopia de Fy. De fato, o interior
de M é um fibrado sobre o semi-circulo aberto com Fg como fibra.

Considere a fungio suave v : SZV*! — S2V+1 definida por:
€ grad
o) = £ Brad/ (2)
| gradf(z) ||

Provaremos que v(z) satisfaz o Lema
Hipotese a):

De fato, seja z um ponto fixo de v(z), ou seja,

o e gradf(z)
Y& =2 = Tgradr o) [

Isso implica que gradf(z) = cz, com ¢ > 0. Pelo Teorema da Estrutura Cénica, f(z) # 0.
Lembre-se, provamos em[5.1.2| que

d
grad Logf(z) = M.
f(z)
Logo, grad Logf(z) @
. 08 \Z) = ——.
f(2)
Pelo Lema|5.1.3| temos que Re % > 0, entdo Ref(z) > 0 e assim concluimos que
b4
z esta no interior de M.
Hipotese b):
Suponha que
€ gradf(z)
V() =—z1= 77—
O = T gradf (3 |

Usando os mesmos artificios da hipdtese a), obteremos que Ref(z) < 0. Portanto, —z & M.
Hipotese c):
Dado z na fronteira de M, podemos escolher um caminho p(¢), com p(0) = z, suave

. . . p .
que cruza M para o seu interior, com vetor velocidade i n(z), com isso obtemos que

SRe(f(p(1) |0 > 0.

Note que,

d

SR (P(0)) -0 = Re( P gradf(p(1) -0 = Reluc) grad (2 > 0
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Portanto, o produto interno euclidiano (n(z),v(z)) > 0.
Pelo Lema [5.3.3] obtemos que

X(Fo) =x(M) =14 (—1)*N"1. deg(v) (5.1)

Sabemos que,

=t ez )

Seja g : SVt — S?M+! dada por g(z) = (71, ...,Z2v71). Note que u = deg(gov) e que
deg(g) = (~1)"*!. Logo, u= (=1)"*!- deg(v).
Pela equacio (5.1)

X(Fo) =1+ (=) -u
Mas pela defini¢do da caracteristica de Euler e pelo Teorema

x(Fg) = Z(—l)j -postoH(Fg) = 1+ (—1)N‘p0st0Hn(F9)
J
Portanto,

postoH,(Fy) = .

Exemplo 5.3.5. Seja f : C> — C, dada por f(x,y) = x> —y>. Para calcular o niimero de

Milnor de f no ponto critico isolado ¢ = (0,0), utilizamos a Defini¢do dai teremos
( (2)6, _3)7 2)
deg | 5517
I (2x,—3y%) | .
como solugdo para as equagdes polinomiais:

), que por sua vez é a multiplicidade do ponto critico isolado ¢ = (0,0)

2x = —3y? =0.

Portanto, p.(f) = 2. Pelo Teorema podemos obter a caracteristica de Euler para a
fibra Fy de f, fazendo:

W(Fo) =1+ (—1)-2=—1.

Exemplo 5.3.6. Agora tome g : C*> — C, definida por g(x,y) = x> +y*, o niimero de Mil-
nor de g no ponto critico isolado b = (0,0) é a multiplicidade de b como solucdo para as

equagoes polinomiais:

3x? =4y =0

(3x2,4y°)
| (3x2,4y3) ||

que é o grau de ( ) Portanto, up(f) = 6 e pelo Teorema |5.3.4} temos que

x(Fo) = —5.
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