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RESUMO

A Algebra Linear ¢ uma area dentro da Matematica responsavel por estudar os espagos vetoriais
e suas funcGes que sdo conhecidas como Transformacfes Lineares. Os seus conceitos
transcendem a Matemaética, sendo aplicados em varios campos do conhecimento humano, tais
como as Engenharias, Ciéncias Exatas, Economia, Biologia, Prospec¢édo de Petréleo, Quimica,
Mercado Financeiro, dentre outras. Ante 0 exposto, a presente pesquisa teve por objetivo
utilizar os conceitos de Algebra Linear e aplica-los em Genética e Crescimento Populacional.
Trata-se de uma pesquisa de natureza exploratéria-qualitativa. Duas etapas foram realizadas,
na primeira fazemos um estudo de revisdo sobre transformacfes lineares, autovalores e
autovetores, diagonalizacdo de operadores, nogéo intuitiva de limites e matriz de Leslie e em
seguida estudamos algumas aplicacdes a genética e ao crescimento populacional por faixa
etaria. A partir da discussio apresentada, ficou evidente a importancia da Algebra Linear para
as mais variadas areas de conhecimento.

Palavras-chaves: Algebra Linear. Aplicacdes. Genética. Crescimento populacional. Matriz de
Leslie.



ABSTRACT

Linear Algebra is an area within Mathematics responsible for studying vector spaces and their
functions known as Linear Transformations. Its concepts transcend Mathematics, being applied
in various fields of human knowledge, such as Engineering, Exact Sciences, Economics,
Biology, Oil Prospecting, Chemistry, and financial markets. Given the above, the present
research aimed to use the concepts of linear algebra and apply them to Genetics and Population
Growth. This is exploratory-qualitative research. Two stages were carried out; in the first one,
we review Linear Transformations, eigenvalues and eigenvectors, diagonalization of operators,
intuitive notion of limits, and Leslie matrix. Then we study some applications to genetics and
population growth by age group. The discussion presented showed the importance of Linear
Algebra for many varied areas of knowledge.

Keywords: Linear Algebra. Applications. Genetics. Population growth. Leslie matrix.
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1 INTRODUCAO 13

1.1 Memorial

Em 01 de janeiro de 1995 tomava posse 0 35° presidente da Republica Federativa do
Brasil, Fernando Henrique Cardoso. Em meio aos seus primeiros dias de governo, mais
precisamente em 05 daquele més, nascia na cidade de Remigio, interior da Paraiba, Luciano
Bernardo Ramo, filho do senhor Severino do Ramo e da senhora Luzia Bernardo Ramo,
residentes da zona rural do municipio de Arara-PB.

Diante de uma infancia muito simples, quando possuia 6 anos, idade minima a época
para ingresso na escola, teve o seu processo de escolarizagdo iniciado na EMEIF José Ferreira
de Melo, situada na zona rural daquele municipio, onde estudou até a 4% Série, hoje
correspondente ao 5° ano, algumas séries nos turnos manha outras no turno da tarde. As turmas
eram multisseriadas (em alguns anos) e as professoras se esforcavam muito para alfabetizar os
seus alunos.

Nesse processo, ao aprender as primeiras palavras aquele menino queria ler tudo que
visualizava em sua frente, embora que erroneamente, porém faz parte do processo. Foi nessa
instituicdo que comecou a sua paixdo pela educacdo por meio das praticas pedagdgicas
desenvolvidas pelas suas professoras nas aulas, como no estudo de Ciéncias e Geografia,
passeios realizados ao entorno da instituicao para observar a paisagem e discusséo na sala, jogos
didaticos no auxilio da aprendizagem, brincadeiras educativas, dentre outras préaticas.

Aguela escola s6 possuia o Ensino Fundamental | (hoje anos iniciais), foi entdo
necessario, para dar prosseguimento a sua escolarizacao, estudar em uma instituicao na cidade,
pois somente a zona urbana dispunha de colégios com aquela etapa de educacdo. Assim, sua
mde o matriculou na EMEFM Prof? Luzia Laudelino da Silva Medeiros, onde estudou até o 3°
ano do Ensino Médio no turno tarde. Foi nessa instituicdo que a vontade em se tornar professor
agucou ainda mais.

Na 52 Série, atual 6° ano, por justamente ndo se acostumar tanto com a nova rotina,
aquele menino ficou na avaliag@o final em 3 disciplinas. Hoje reconhego o “choque”, mas a
época ndo tinha maturidade para isso. Realizou as provas das disciplinas, foi aprovado e aquela
situacdo serviu para nunca mais se repetir. Era chegada a hora de se adaptar a sua nova escola,
afinal ja era o seu segundo ano estudando naquela instituicdo. Assim, aquele menino nunca
mais nem soube o0 que era prova final.

Nessa instituicdo de ensino, as praticas pedagdgicas variavam entre aulas expositivas,
apresentacdo de seminarios, projetos e pecas teatrais. Chegou o 3° Ano do Ensino Médio, 0 ano

era 2011, momento de “prestar” o vestibular e escolher o curso que desejaria realizar. Uma
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nova chance para aquele menino realizar o seu sonho. Sendo assim, realizou o Processo Seletivo
Seriado (PSS) da Universidade Federal da Paraiba (UFPB) e o vestibular da Universidade
Estadual da Paraiba (UEPB), escolhendo os cursos de Licenciatura em Quimica e Matematica,
respectivamente, acabando de ser aprovado na primeira opc¢ao, sendo o primeiro membro da
familia a ingressar em uma universidade.

Saliento que realizar Licenciatura em Matematica era 0 meu sonho, mas continuei a
concluir minha graduacdo em Licenciatura em Quimica. Marcada por greves, a formacéo
inicial, que era para durar apenas 4 anos e 6 meses, isto é, 9 periodos, durou 5 anos e 6 meses,
porém cada momento valeu a pena. Ainda durante o curso da graduacao, mais precisamente em
2015, iniciei a minha carreira docente em uma escola da rede publica estadual, localizada no
municipio, a qual residia. Momento em que tive a oportunidade de adquirir novas experiéncias
e contribuir com a educacéo local. Foi nessa instituicdo que lecionei a disciplina de Matematica
e a paixao pela disciplina voltou a agucar.

No ano de 2017, tive que interromper esse ciclo, pois comecei a cursar o0 Mestrado em
Quimica na UEPB, retornando anos depois para dar continuidade com a minha contribuicao na
instituicdo. No decorrer desse tempo, cursei uma Especializacdo em Ensino de Ciéncias e
Matemaética pelo Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia da Paraiba (IFPB). Em
2020 fui aprovado para cursar Doutorado em Quimica pela Universidade Federal da Paraiba
(UFPB). Durante essa formacao cursei mais trés especializages: Metodologias do Ensino de
Quimica pelo Centro Universitario Internacional (UNINTER), Praticas Assertivas em Didatica
da Educacéo Profissional Integrado a Educacédo de Jovens e Adultos pelo Instituto Federal de
Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Norte (IFRN) e Ciéncias da Natureza, suas
Tecnologias e 0 Mundo do Trabalho pela Universidade Federal do Piaui (UFPI). Além disso,
durante esse periodo, mais precisamente em 2021, fui aprovado para o curso de Licenciatura
em Matematica na modalidade a Distancia através da Universidade Aberta do Brasil (UAB) em

parceria com a UFPB, curso este objeto do presente trabalho de concluséo de curso.

1.2 Justificativa

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997), a Matematica
surgiu na antiguidade devido a necessidade do homem, principalmente relacionadas a
sobrevivéncia. Essa ciéncia é caracterizada por abstracdo, precisdo, rigor logico e carater
irrefutavel. O conhecimento matematico é construido historicamente por meio de

demonstracgdes, que geram teoremas, corolarios, defini¢Ges, proposic¢ées, argumentos, axiomas,
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postulados, provas, lema e conjecturas. Sendo assim, podemos dizer que a Matematica é uma
ciéncia que estuda as relagdes de interdependéncias quantitativas entre as grandezas.

Dentre as mais variadas areas dentro da Matematica, encontra-se a Algebra Linear. Para
Kozakevich; Bean (2011), a Algebra Linear é uma area de conhecimento dentro da Matematica
que estuda os espacos vetoriais e suas transformac@es lineares. S&o varias as situacbes em que
podemos aplica-la, por isso sua importancia.

Segundo D’Agostin (2020), os conceitos de Algebra Linear estdo presentes nas matrizes
curriculares desde o Ensino Médio até o Ensino Superior, transcendendo para outros campos
do conhecimento, uma vez que é um contetdo importante nas mais variadas areas, dentre as
quais podemos citar, a Engenharia Civil, Engenharia Elétrica, Engenharia de Petréleo,
Engenharia de Bioprocessos e Biotecnologia, Ciéncia da Computacéo, Fisica e Quimica.

Dada sua relevancia, estudaremos algumas aplicacfes relacionadas a dois temas: (i)
genética e (ii) crescimento populacional por faixa etaria. Para isso, embasaremos o trabalho a
partir da compreenséo de transformacdes lineares, autovalores e autovetores, diagonalizagdo de
operadores e nocao intuitiva de limites e matriz de Leslie. Portanto, este trabalho estad muito
distante de chegar a uma concluséo de seus estudos, uma vez que seu propoésito € discutir as
aplicagdes, mostrando que a Algebra Linear no é um conhecimento desconectado das mais

variadas areas.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

% Realizar uma revisdo dos conceitos de transformacfes lineares, autovalores e
autovetores, diagonalizacao de operadores, nogao intuitiva de limites e matriz de Leslie

e aplica-los na genética e no crescimento populacional por faixa etaria.

1.3.2 Objetivos Especificos

«+ Compreender o conceito de transformagdes lineares;
%+ Entender os autovalores e autovetores;

+ Realizar a diagonalizacdo de operadores;

¢ Entender, intuitivamente, limites;

%+ Compreender o modelo de Leslie;
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¢ Estudar algumas aplicacdes dos conceitos estudados na genética e no crescimento
populacional por faixa etéria;

%+ Compreender a Matematica como uma ciéncia interdisciplinar.

1.4 Metodologia

A presente pesquisa € classificada como um estudo de carater exploratério-
investigativo, de natureza quantitativa.

De acordo com Gil (2008, p. 27) as pesquisas exploratorias propdem:

“[...] desenvolver, esclarecer e modificar conceitos e ideias tendo em vista a
formulagdo de problemas mais precisos ou hipéteses pesquisdveis para estudos
posteriores. De todos 0s tipos de pesquisa essas sdo as que apresentam menor rigidez
no planejamento. Habitualmente, envolvem levantamento bibliografico e documental,
entrevistas ndo padronizadas e estudos de caso.”

Segundo Provdanov e Freitas (2013), a pesquisa quantitativa tem por objetivo formular
hipdteses e identificar as relagdes entre as varidveis, permitindo a obtencdo de resultados
precisos e mais confiaveis.

Nesse sentido, o estudo estd dividido em duas etapas, a primeira refere-se a um
levantamento bibliografico que embasa o estudado a partir do aporte tedrico apresentado, por
meio da consulta de livros e monografias sobre o tema. J& a segunda consiste na realizacdo das
aplicacBes dos conceitos estudados, a fim de solucionar problemas de outras areas de

conhecimento.
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Neste capitulo, considerando os conhecimentos de espacos vetoriais bem estabelecidos,
0 qual utilizaremos sobre o corpo dos numeros reais, estudaremos, de forma suscinta, 0s
conceitos importantes para a compreensao das aplicacbes realizadas nesse trabalho de
conclusdo de curso tais como: transformacgdes lineares, autovalores e autovetores,

diagonalizagéo de operadores, nogdes intuitivas de limites e a matriz de Leslie.

2.1 TRANSFORMAGCOES LINEARES

Comecaremos entendendo melhor acerca de um tipo especial de funcéo, denominada de
“transformacdes lineares”. Para isso, utilizaremos a abordagem de Boldrini et al. (1980),
Kozakevich; Bean (2011) e Silva (2007).

2.1.1 Consideracdes iniciais

Segundo Boldrini et al. (1980), uma transformacéo linear pode ser definida como uma
funcdo que conserva todas as operacdes dos espacos vetoriais envolvidos na transformacao.
Isso possibilita transportar os vetores de um espaco vetorial para outro espacgo vetorial. De
maneira geral, podemos denotar uma transformacé&o linear como sendo T:V — W, ou seja, uma
funcdo do espaco vetorial V no espaco vetorial W, onde V é o dominio e W é o contradominio.
No caso de ser V=R"” ¢ W=R". Quando x = (x;,x, ... x,,) € R", 0 vetor T(x) € R™ é chamado

de imagem de x (Figura 1).

Figura 1 — Dominio, contradominio e imagem da transformacéo linear T:R" - R™
Fonte: Kozakevich; Bean (2011).

Definicéo 1: Sejam V e W dois espacos vetoriais, uma Transformacéo Linear T: V- W é
definida como sendo uma funcéo de V em W que deve satisfazer as condicdes:

1) T(u+v)=T(u) +T(v), Vu,veV [aditividade]

i) TOW) =AT(v), VAER, VW EV [homogeneidade]
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Figura 2 — Definicdo de uma transformacdo linear.
Fonte: Kozakevich; Bean (2011).

Observacdo 2: Cabe aqui ressaltar que quando o dominio da funcdo é igual ao seu
contradominio, ou seja, 0s espacos vetoriais sdo 0s mesmos, a transformacao linear pode ser

chamada de operador linear do espaco vetorial V.

Para compreendermos melhor, veremos a seguir dois exemplos. O primeiro refere-se a

uma transformacao linear, enquanto o segundo trata-se de uma transformacéo nao linear.

Exemplo 1: A transformacdo T:R? — R3 definida por F(x, y) = (3X, y, X + 2y) € linear.
De fato, como u = (X1, Y1) € V = (X2, Y2), temos que a primeira condicdo (aditividade) é

satisfeita:

i) T(u+V) =T((x1, y1) + (x2, y2)) = T(X1 + X2, y1 + Y2)
T(u+Vv) = B(xi+X2), (1 +Y2), (X1 + X2) + 2(y1 + y2)
T(u +Vv) = (3X1+ 3X2, Y1 + Y2, X1+ X2 + 2y1+ 2Y2)
T(u + V) = (3X1, Y1, X1 + 2y1) + (3X2, Y2, X2 + 2Y2)
T(u+v)=F(Q) + F(v)

Além disso, a segunda condi¢cdo (homogeneidade) também é satisfeita, uma vez que:

i) Tw) =T, (X, y2) = T(Axa, Ay1)
T(Au) = (3AX1, Ay1, AX1+ 2hy1)
T(w) = A (31, Y1, X1 + 2y1)
T(hu) = AT(u)

Portanto, podemos afirmar que T € uma transformacao linear.
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Exemplo 2: A transformacdo T:R — R definida por F(x) = (2x —5) néo é linear.
De fato, considerando que u = (4) e v = (2), a condicdo de aditividade ndo é satisfeita,
uma vez que:
i) Tu+v)=T(@4+2)=T(6)=26-5=7
T4)+T(2)=24-5+22-5=2
Portanto, como T(u + v) # T(u) + T(v), T ndo € uma transformacé&o linear.

Observe que toda transformacao linear T : R - R é do tipo T(x) = ax,a € R.

Observacéo 3: Toda transformacdo linear T : V — W associa o vetor nulo de V ao vetor nulo
de W. Isto €, se O (vetor nulo de V), entdo T(0) é o vetor nulo de W. Apesar disso ndo ser uma
condicdo suficiente para T ser linear, € uma condi¢do necessaria, isto €, isso nos ajuda a detectar
fungdes que ndo séo lineares como no caso de T:R — R dada por T(x) = (2x — 5).

A seguir apresentamos exemplos de algumas transformac6es/operadores lineares

utilizados basicamente na algebra linear.

Exemplo 3 (Operador Diferencial): Sendo V =W = Py, onde P, = {polinbmios de grau menor
ou igual a n}. A transformacdo definida pela fungdo D: P, — Py que associa f +— /7 é um
operador diferencial, onde /” denota a derivada formal de f.

De fato, cada polinémio f é associado a sua derivada, com um grau a menos. Assim, usando
as propriedades da derivada, temos as duas condi¢des (aditividade e homogeneidade)
satisfeitas, respectivamente:

i) D(f + g) = D(f) + D(f).

i) D(Af) = AD(f)

Exemplo 4 (Operador Nulo): Sejam V e W espagos vetoriais reais R, a fungdo 0 : V - W
definida por O(u) = 0 é um operador nulo, uma vez que as duas condi¢des sdo satisfeitas:
1) Olu+v)=0+0=0
O(u +v) =0(u) + 0(v)
i) O(Au) = 0 = A0(u)

Exemplo 5 (Operador Identidade): Seja VV um espaco vetorial real, a funcdo 1:V — V definida
por 1(u)= u é denominada de operador identidade, pois a aditividade (i) e homogeneidade (ii)

sdo satisfeitas:
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) (u+v)=u+v
I(u+v)=1u)=1()
i) I(Au) = Au = Al(u)

Observacao 4: Dado todo esse aporte, agora podemos pensar de maneira matricial, de modo
que podemos afirmar que toda matriz do tipo m x n esta associada a uma transformacéo linear
R™ - R™, isto €, toda matriz produz uma transformacéo linear e vice-versa. Vejamos um

exemplo a seguir.

Exemplo 6 (Transformacbes Matriciais): Consideremos a matriz A do tipo m x n, ela pode
ser representada por uma transformagéo linear, Ta:R™ — R™, definida pela fungdo v — A. v,

pois considerando o vetor coluna v:

[yl
Ym

Logo, dadas as propriedades de matrizes, T, € uma transformacdo linear (Figura 3):
i) Ta(u+Vv) =AU +V)=Au+ Av =Ta(u) + Ta(v)
i) Ta(lu) = A (Au) = ATa(u)

X1

temos que: T,(v) =4 .

xn

Multiplicagao por A

X /_\. y=Ax

Multiplicacao por A4
0.

ol

3 R

Figura 3 — Transformacéo de vetores através da multiplicacdo de matrizes.
Fonte: Kozakevich; Bean (2011).
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2.1.2 Teoremas e conceitos

Vamos apresentar alguns teoremas que sdo fundamentais para o estudo das
transformacdes lineares, iniciamos com um teorema de existéncia e unicidade de

transformac0es lineares sabendo apenas como ela atua em uma base de V.

Teorema 1: Sejam dois espacos vetoriais reais quaisquer Ve W, {v,, ..., v,} uma de base V e
W1, ..., W elementos arbitrarios de W. Existe uma Unica transformacao linear T: V' — W de modo
que T(vq) =wa, ..., T(vy) = Wn.
Isso é uma verdade, pois como v = aivi + ... + anVs € devido ao fato desta escrita ser
unica, pois os vetores vi,...,vn definem uma base para V, temos que:
T(v) =aiT(ve) + ... + anT(Vn)

T(v) = aiwsp + ... + anwn

Exemplo 7: Qual é a transformacéo linear T: R? - R3 definida por T(1,0) = (2, -1, 0) e
T(0,1)=(0,0,1)?
Para solucionar esse problema, temos que e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1) definem uma base de
R2 e w: =(2,-1,0) e w2 = (0, 0, 1) sdo os elementos de W. Dado v = (1, X2) arbitrario:
V = X161 + X262 e

T(v) = x1T(e1) + x2T(e2)

T(v) =x1(2, -1, 0) + x2(0, 0, 1)

T(V) = (2X1, X1, X2)

Definiremos agora dois conceitos importantes para compreensdo de uma transformacéo
linear, a imagem e o nucleo, os quais sdo subconjuntos especiais dos espacos vetoriais

envolvidos na transformacao linear.

Definicéo 2: Seja T:V — W uma transformacao linear. A imagem de T é o conjunto dos vetores

w € W de maneira que existe um vetor vem V, o qual satisfaz a igualdade T(v) = w, ou seja,

Im(T) ={w € W; T(v) =w paraalgumv € V}.
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Verifica-se que Im(T) ndo apenas é um subconjunto de W e sim um subespaco vetorial
de W. Além disso, cabe ressaltar que as vezes podemos denotar Im(T) por T(V).

Definicéo 3: Seja T:V — W uma transformacao linear, o conjunto de todos os vetores vem V

de maneira que T(v) =0 é denominado de nucleo de T, podendo ele ser escrito como ker(T):
ker(T) ={v e V; T(v) =0}.

Agora fica mais evidente que ker(T) c V é um subconjunto de V e um subespaco vetorial

de V, conforme mostrado na Figura 4.

Dominio Imagem
Nﬂcleof\/A_’/ | 0 Contradominio

Ntcleo é um Imagem é um
subespaco de V' subespaco de W

Figura 4 — Subespacos (Nucleo e imagem) que estéo relacionados a uma transformacao linear.
Fonte: Kozakevich; Bean (2011).

Vejamos a seguir um exemplo sobre as definicdes 2 e 3.

Exemplo 8: Qual é aimagem e o niicleo de uma transformacéo linear T:R3 — R3 definida pela
funcdo T(x, y, z) = (X, 2y, 0)?
Neste problema, temos que a imagem é dada por:
Im(T) ={(x, 2y, 0): x,y € R}
Im(T) ={x(1, 0, 0) +y(0, 2, 0): X, y € R}, 0 subespaco gerado pelos vetores (1, 0, 0) e (0, 2, 0).
Logo, dim Im(T) = 2, onde dim é a dimens&o da imagem (Im) de T.

Para o nucleo dessa transformacéo linear, temos que:

ker(T) ={(x,y,2): T(x,y,2) =(0, 0, 0)}
ker(T) ={(x, Y, 2): (x, 2y, 0) = (0, 0, 0)}
ker(T) ={(0, 0, 2): z € R}
ker(T) ={z(0,0,1):z e R}
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ker(T) =[(0, O, 1)]

Portanto, dim ker(T) = 1, onde dim é a dimensdo do ndcleo (ker) de T.

Agora vamos estudar os conceitos de fungdes injetora e sobrejetora e como elas se

relacionam com a imagem e o nlcleo de uma transformagcdo linear qualquer.

Definicéo 4: Seja uma transformacdo linear dada por T:V — W, T serd injetora se dados u € V
ev €V .com T(u) =T(v) obtivermos u = v. Por outro lado, T serd injetora se dados u, v € V com
u # v, resultar em T(u) # T(v). Em linhas gerais, podemos afirmar que T sera injetora caso as

imagens de seus vetores sejam diferentes (Figura 5).

(a) (b)
Jomi r in"’ge,,, dof“‘"'i ' IT"ge,,,
£ &, % %,
T'néo é injetora T'éinjetora

Figura 5 — Transformac®es lineares (a) ndo injetora e (b) injetora.
Fonte: Kozakevich; Bean (2011).

Definicdo 5: Seja uma transformacdo linear dada por T:V — W, a funcdo T é chamada de
sobrejetora quando sua imagem for igual ao seu dominio, isto é, T(V) = W. Isso nos permite
afirmar que T é sobrejetora se dado w € W, existir um v € V de modo que T(v) seja igual a w,

conforme podemos visualizar na Figura 6.

@ rroR (b) T: R*— R
i T
/0 0 l/
gorni™ Jor '"ag%
£ £ ¥
T nao é sobrejetora T é sobrejetora

Figura 6 — Transformac®es lineares (a) ndo sobrejetora e (b) sobrejetora.
Fonte: Kozakevich; Bean (2011).



2  FUNDAMENTACAO MATEMATICA 24

Vejamos a seguir um exemplo para fixar os conceitos de funcdo injetora e sobrejetora,
conforme as definigdes 4 e 5.

A seguir listaremos uma sequéncia de resultados importantes para a teoria que
omitiremos a prova devido fugir do objetivo principal do trabalho, entretanto o leitor pode

acessar as demonstragdes em Boldrini et al. (1980).
Teorema 2: Seja T: V — W uma transformacao linear, ker(T) = {0} < T & injetora.
Exemplo 9: A transformagcéo linear dada por T : R — R?definida pela fungdo T(x) = (x, 0) é
injetora, porém ndo é sobrejetora.
Temos que ker(T) = {(0,0)}. Logo T ¢é injetora. Por outro lado, Im(T) # R?, portanto a

funcdo T ndo é sobrejetora.

Corolério 1: Dada uma transformacdo linear injetora T: V. — W, T leva os vetores linearmente

independentes em vetores linearmente independentes.

Teorema 3: Seja uma transformacéo linear T:V — W, entdo

dim(ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(V).

Ou seja, a dimensdo do dominio de V é igual a soma das dimensdes do nucleo e da imagem de
T.

Corolério 2: Se dim V = dimW, entdo T € injetora se e somente se ela seja sobrejetora.

Corolario 3: Seja a transformacdo linear injetora dada por T:V — W, caso dim V = dim W,

entdo T leva base em base.

Apresentados os teoremas e corolarios, vamos resolver um exemplo para fixa-los.

Exemplo 10: A transformacdo linear dada por T:B, —» P,,, e definida pela fungéo

T(p(x)) = xp(x), pois este polinbmio tem grau n + 1, € bijetora?
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Para resolver esse problema, precisamos verificar se a transformacdo linear T € bijetora,
isto é, se T é uma funcdo injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. Sendo assim, primeiro vamos

verificar se T € injetora, calculando o seu ndcleo:

T(p(x)) = xp(x)
T(ay + ayx+ ... + a,x™) =x(ag + a;x + ... + a,x™)

T(ag + a;x+ ... + a,x") = apgx + a;x% + ... + a,x"*1!

Além disso, precisamos determinar quais 0os polinbmios sdo iguais a zero, isto é,
T(p(x)) = 0:

TeX)=0= ayx +a;x*+..+tax" "' o ay,=a;=...a,=0=p(X)=0

Nesse problema, p(x) = 0, ou seja, € um polinémio nulo. Sendo assim, chegamos na

seguinte relagéo:

ker(T) ={p € B, / p(x) = 0; vx € R} = {0}

Aqui notamos que o vetor nulo de B, é um polindmio nulo de grau n, portanto podemos
afirmar que a transformacdo linear T dada no problema é injetora.
Por outro lado, para verificar que T é sobrejetora, temos que como dimB, =n+ 1l e

dimP,,., =n+ 2 e dim(ker(T)) = 0. Podemos escrever isso como sendo:

dim(ker(T)) + dim(Im(T)) =n+1
0+dim(Im(TM)=n+1
dim(Im(M)=n+1

Aqui verificamos que dim(Im(T)) =n + 1 #dimP,,, =n + 2. Portanto, Im(T) # P, €
a transformacéo linear T ndo é sobrejetora.
Como T ndo é sobrejetora, podemos concluimos que T:B, - P, ., definida por

T(p(x)) = xp(x) ndo € bijetora.

Defini¢do 6: Se a transformacdo linear dada por T:V — W for bijetora, isto é, injetora e

sobrejetora a0 mesmo tempo, podemos chama-la de Isomorfismo. Sendo assim, sempre que
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ocorrer um isomorfismo linear entre dois espacos vetoriais dizemos que estes dois espagos sao

isomorfos.

Observacdo 5: E importante ressaltar que para 0s espacos vetoriais serem isomorfos, devem
possuir a mesma dimensdo. Além disso, conforme o corolério 3, um isomorfismo leva a base
em base. Sendo assim, aqui podemos concluir que um isomorfismo dado por T:V — W tem

uma aplicacéo inversa, isto é, T1:V — W. Assim, a fungdo além de ser linear ¢ um isomorfismo.

Exemplo 11: Seja a transformacédo linear dada por T:R3 —» R3 e definida pela funcéo

T(X, Y, z) = (X — 2y, z, X + y) vamos mostrar que T é isomorfismo e calcular sua inversa T,
Conforme discutimos no corolério 3, para que a funcdo T seja um isomorfismo, ela deve

ser injetora, ou seja, ker(T) = {(0, 0, 0)}. Por outro lado:

ker(T) ={(X,y¥,2); T(x,y,2) =(0,0,0)}e T(x,y,2) =(0,0,0) & =(x-2y,z,x +Yy) =(0, 0, 0).

A partir dessas relacdes, podemos montar o seguinte sistema:

x—2y=0
z=0
x+y=0

O sistema possui a seguinte solucdo: x =y =z = 0. Portanto, fica evidente que a T € um
isomorfismo.

Ja que T é um isomorfismo, podemos encontrar sua inversa T™. Para isso, vamos tomar
a base candnica de R3. Em outras palavras, vamos usar a imagem de T que é dada por
{T(1, 0, 0), T(O, 1, 0), T(0, 0, D} ={(1, 0, 1), (-2, 0, 1), (O, 1, 0)} que ainda é uma base do
espaco vetorial R3.

Sendo assim, como temos que:
T(1,0,0=(,0,1), T(0, 1,0) =(2,0,1) e T, 0, 1) =(0, 1, 0), seu inverso é dado por
T1,0,1)=(1,0,0), T%-2,0,1) = (0, 1,0) e T}0, 1, 0) = (0, 0, 1). Como queremos encontrar
a inversa T?, podemos escrever (x, y, z) em relagdo a sua base, isto &€,
{(1,0,1),(-2,0,1), (0,1, 0)}. Isso resulta na seguinte em:

x+2z

(xy,2)= ——(1,0,1)+ %(-2, 0,1) +y(0, 1, 0)

Desse modo, temos que:
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x+2z

TYx, vy, 2) = .

TH(L,0,1) + == T%(-2,0,1) +yT(0, 1, 0)

Ty, 2= (52 50y)

3 3

Portanto, acabamos encontrar de encontrar a inversa de T que é dada por:

T'l(X, Y, Z) - (x+322’z;x’y)'

Até agora estudamos as transformac@es lineares em espacos vetoriais mais simples,
vejamos agora como fazemos quando temos espacos vetoriais matriciais, ou seja, como
representamos essas transformacdes lineares em matrizes e vice-versa.

2.1.3 Transformacdes lineares e matrizes

Em linhas gerais, toda transformacéo linear T:VV — W pode ser representada por uma

matriz do tipo m x n. A reciproca também é verdadeira.

Teorema 4: Considere uma transformacao linear no espaco vetorial real, ou seja, T:R"™ — R™,
existe uma matriz A,,,,, associada a tal que T(X) = AxV x € R™.

Indubitavelmente, o j-ésimo vetor coluna de uma determinada matriz A é definido por

a=T(),j=1,2,..,n

Considerando a matriz Amxn representada a partir dos seus vetores colunas, podemos

escrevé-la como:
A= (a1, az, ..., @, ... an), €M que aj = (asj, azj, ..., amj)"
Desse modo, observa-se aqui que a matriz A possui n colunas, sendo cada uma delas
definidas por um vetor de m componentes.

Assim, paraj =1, 2, .... n, podemos definir cada coluna da matriz A como sendo:

g = (ay, azj, .- amj)T =T(ej).
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Logo, se tivermos um vetor arbitrério qualquer x € R™ escrito na base determinada

candnica, chegamos a:
X = (X161 + X2€2 + ... + Xn€n).
Agora precisamos calcular T(x):

T(X) = T(X1€1 + X2€2 + ... + Xn€n).
T(X) = x1T(e1) + x2T(e2) + ... + XaT(en)

T(X) = xqa1 + Xoa2 + ... + Xnan
X1

T(X) = (ay, az, ..., an) x:Z
Xn

T(x) = Ax

Portanto, aqui fica demonstrado que cada transformacdo linear pode ser representada

através de uma matriz.

Exemplo 12: Qual a matriz associada a transformacdo T:R3 —» R? definida por
T(X)= (X1 + X2, X2 + X3)" para cada x € R™?

Para resolver este problema devemos encontrar uma matriz A de maneira que T(x) = Ax.
Sendo assim, necessitamos calcular a; = T(e1), a2 = T(e2) e as = T(es), pois de posse desses

valores podemos obter as colunas da matriz.

a1=T(e1) = (1)
a2=T(e) = 1
az=T(e3) = (1)

Realizando a escolha desses vetores como sendo a coluna da matriz A, temos que:

A=ly 1 1l

Conferindo o resultado obtido, temos que:
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x1 + xz
AX = [ ] Xy + X3

Portanto, as transformacdes lineares do tipo T:R™ — R™ podem ser representadas em
forma de matrizes. Além disso, podemos de maneira analoga representar os operadores lineares
de V com dimensao n. Em linhas gerais, a representacdo de uma transformacéo linear por uma
matriz vai depender da escolha das bases do dominio e a imagem do espago vetorial. Vamos

compreender isso generalizando o teorema 4.

Exemplo 13: Qual matriz representa a transformacéo linear dada por T:V — W e pelas bases

ordenadas definidas por E = {vi, vz, ..., Va} € F = {w1, W2, ..., wn} para V e W, respectivamente?
Se representemos v como sendo um vetor arbitrario em V na base E, temos que:

V =X1V1 + XaV2 + ... + XnpVh.

Sendo assim, podemos aqui mostrar que existe uma matriz do tipo Amxn que representa

a transformacéo linear T. Matematicamente podemos escrever iSso Como:
AX =y & T(V) = yiwi + YoWz + ... + YmWh.
Cabe ressaltar que, o efeito da transformacdo linear T também deve ser levado em
consideracdo. Para isso, podemos incluir nos calculos a linearidade da transformacéo linear T,
dada por:

T(V) = x1T(v1) + X2T(v2) + ... + XnT(Vn).

Logo, para cada k, 1 <k <n, isto é, T(vk) pertence a W. Isso nos permite escrever T(vi)

em termos dos vetores da base F e W, como segue:
T(Vk) = awkWy + a2kW2 + ... + amkWm

Ou seja,
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T(v) = xa(aztw1 + a21W2 + ... + amiWm)
+ Xz(a12w1 + azoW2 + ... + am2Wm)
+ ...

+ Xn(@1nW1 + az2nW2 + ... + amnWm).

Rearranjando a equacao anterior, temos que:

T(v) = (a11X1 + @12X2 + ... + A1nXn)W1
+ (21X + @22X2 + ... + @2nXn)W2
+ ...

+ (amiX1 + am2Xz2 + ... + @mnXm)Wm.

Agora fica mais facil visualizar os coeficientes de w1, W, ..., Wm. E importante notar que
esses coeficientes sdo produtos das respectivas linhas da matriz A pelo vetor x = (x1, X2, ..., Xn)".

Podemos representar isso com matrizes:

ai1Xq + A12Xo + .-+ A1nXn a1 ai, o Qin X1 X1
a21x1 + azzxz + -+ aann — a21 a22 aZTl xZ - A xz - AX
Am1X1 T ApaXy + 0+ Ay Xy AQm1 Amz " OQmn Xn Xn

Sendo assim, a coluna de A, ou seja, ax, onde 1 <k <n pode ser escrita como:

X1k
A= (TOV)F) = ["?" ]
xr;lk

Portanto, temos uma unica matriz A para as bases inicialmente escolhidas, em que suas
colunas s&o coordenadas dos vetores T(v1), T(V2), ..., T(vn). E importante notar que isso s é
possivel, pois as coordenadas dos vetores sdo Unicas nas bases escolhidas. Por outro lado, o
vetor de coordenadas de T(v) em termos dos coeficientes wi, Wo, ..., Wm pode ser escrito como

sendo: yi = ¥7_; a;;x;. Logo, temos que y = Ax.



2  FUNDAMENTACAO MATEMATICA 31

Teorema 5: Considere uma transformacéo linear dada por T:V — W em relagdo as bases
ordenadas E = [vi, Vo, ..., Vo] para V e F = [w1, Wy, ..., Wm] para W, existe uma matriz Amxn de

maneira que [T(v)]r = A[v] g, onde T(v) € a matriz A em relacdo as duas bases ordenadas.

Indubitavelmente, o j-ésimo vetor coluna da matriz A é definido por a; = [T(vj)]r. Sendo
assim, se considerarmos que x = [v]Je € R", podemos obter o vetor de coordenadas de v em

relacdo a base ordenadas E. Como y = [w]r € R™, podemos obter w em relacéo a F, isto é:

TV ->W < Ax=Yy.

Da mesma forma que estudado anteriormente, o vetor coluna de A pode ser representado

pela seguinte expressao:

A= (a1, az ..., an) = ([T(v)]r [T(V2)]F, ..., [T(vn)]F).

Nesse caso, a transformacdo linear T:R™ — R™ pode ser representada por uma Unica
matriz do tipo Amx em relacdo as bases ordenadas dadas por E = [vi, V2, ..., Vn] €
F = [wi, wa, ..., Wn]. Para isso, cada vetor T(vj) deve ser representado pela combinagdo wi, wa,
..., Wm. 1SS0 pode ser feito encontrando uma solugdo de um sistema linear Bx = T(v;), conforme

estudaremos no Teorema a seguir.

Teorema 6: Sejam bases ordenadas definidas por E = [vi, V2, ..., va] para R" e
F = [wi, Wo, ..., Wn] para R™, T:R™ — R™ uma transformacao linear, Amx» Uma matriz de T em

relagdo a E e F, temos que aj= B'T(vj), em que B = (W1, W, ..., W).

De fato, como a matriz A é uma representacdo da funcdo T em relacdo as bases ordenadas

EeF,logoparaj=1,2,..,n, temos que:

T(Vj) = ayjwa + azWz + ... + amjWm
T(vj) = Ba;

Logo, podemos calcular a inversa da matriz B, uma vez que suas colunas sdo formadas
por uma base no espaco vetorial real R™, logo a; = B'T(v;). A partir desse teorema podemos

calcular uma matriz Amxn que é associada a um operador. Para isso, tendo-se uma matriz
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aumentada, podemos calcular sua forma escalonada reduzida por linhas, conforme veremos no

corolario a seguir.

Corolario 4: Seja A uma matriz que representa uma transformacdo linear T:R" — R™ em
relacdo as bases E = [v1, V2, ..., Va] para R™ e F = [wy, Wo, ..., Wn], temos que a forma escalonada

reduzida por linhas da matriz A é dada por (w1, Wz, ..., Wm) | (T(uz), T(u2), ..., T(un)) € (I | A).

Indubitavelmente, dado que B = (W1, Wz, ..., Wm), @ matriz B | (T(u1), T(u2), ..., T(un)) é
equivalente por linhas a:

B (B|T(u1), T(u2), ..., T(un)) = (1| B*T(b1), B*T(b2), ..., BT(bn)) = I | &y, @z, ..., an) = (I | A).

Exemplo 14: Seja a transformacédo linear dada por T:R? - R3 e definida pela funcéo
T(X) = (X2, X1 + X2, X1 — X2)" e as bases ordenadas dadas por E = [vi, v2] = [(1, 2)T, 3, 1)" e
F = [wi, w2, w3] = [(1, 0, 0)T, (1, 1, 0)T, (1, 1, 1) qual matriz associada a T?

Para resolver esse problema, precisamos formar uma matriz aumentada e em seguida

calcular sua forma escalonada reduzida por linhas. O primeiro passo € encontrar T(u1), T(u2):

1 1 1 | 2 1 1 0 0 | -1 -3
(W1,W2,W3|T(U1),T(U2))=[0 1 1 | 3 4]—> [0 1 0 | 4 2
0o 01 | -1 2 0 01 | -1 2

-1 -3

Portanto, a matriz T é dadapor: A=| 4  2|.

-1 2

2.2 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Nesta secdo iremos abordar os conceitos relacionados aos autovalores e autovetores que
surgem a partir de uma transformacgédo linear em um determinado espago vetorial e s&o
importantes para compreenséo da aplicacé@o proposta nesse trabalho de conclusao de curso. Para
iSs0, utilizaremos a abordagem de Boldrini et al. (1980).



2  FUNDAMENTACAO MATEMATICA 33

2.2.1 Considerac0es iniciais

Dada uma determinada transformacédo linear no mesmo espacgo vetorial, como por
exemplo, T: V — V, podemos determinar os vetores v que sdo sempre levados por eles préprios,

uma vez que eles fixos. Podemos escrever isso matematicamente como: v € V tal que T(v) = v.

Exemplo 15 (Aplicacdo identidade): Na transformacéo linear do tipo 1:R? — R?, definida
pela fungéo (x, y) — (X, y) 0s seus vetores séo fixos.

De fato, todo R? é fixo, uma vez que I(x, y) = (X, y) V (X, y) € R2.

Exemplo 16 (Reflexdo no eixo-x): Na transformacéo linear dada por rc:R? - R? e definida

pela fungdo (x, y) — (x, -y), a qual pode ser representada matricialmente por:
[;Cz] — [(1) _01] [;] 0 vetor (x, 0) é fixo.

Indubitavelmente, a fim de visualizar esta transformacao linear, podemos representa-la

geometricamente (Figura 7):

- F 3

w

rx
r(v)=v

>

v

v

rwy£w

Figura 7 — Representagdo geométrica dos vetores de uma transformacao linear do tipo reflex&o no eixo-x.
Fonte: Boldrini et al. (1980, p. 179)

A partir da Figura 14 fica evidente que o vetor v do eixo-x permanece fixo durante a

transformacéo linear, uma vez que rx(x, 0) = (x, 0):

o Zlfo) = o

Exemplo 17 (Aplicacdo nula): Na transformacéo linear dada por N:R? — R? e definida por

(%, y) — (0, 0), apenas o vetor nulo é fixo.
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De fato, como temos uma transformacao linear nula, ou seja, os vetores nulos séo fixos.
Matematicamente: N(0, 0) = (0, 0).

Nesse sentido, seja uma transformacao linear em um mesmo espaco vetorial dado por
T: V - V, podemos encontrar um vetor de modo que v € V, bem como um escalar, satisfazendo
T(v) = Av. Fazendo isso encontraremos vetores 0s quais sdo transportados para o outro espaco
vetorial em um multiplo de si mesmo. Aqui vale salientar que T(v) deve ser um vetor que esta
na mesma direcdo de v.

Sendo assim, caso v = 0 e um A qualquer, logo devemos determinar valores de v # 0.
Nesse caso, o escalar A é denominado de autovalor ou também de valor caracteristico de T e 0
vetor v é chamado de autovetor ou ainda vetor caracteristico de T. Como agora utilizamos o
mesmo espaco vetorial, uma vez que T: V — V, temos na transformacéo linear um operador
linear, conforme relatamos na observagdo 2. Vamos definir isso de maneira mais formal na

definicdo 7 que segue abaixo.
Definicdo 7: Dado um operador linear T: V — V, se existirumv € V,v# 0 ¢ A € R tal que
T(v) = Av, 1 é chamando de autovalor de T e v denominado de autovetor de T, o qual esta
associado a A.

Para fixar essa defini¢do, vamos resolver um exemplo.
Exemplo 18: Seja o operador linear dado por T:R? —» R? e definido por v +— 2v, qual o
autovalor e o autovetor?

VVamos primeiro representar essa transformagéo linear em forma de matrizes para entéo

calcular o seu autovalor e autovetor, como segue:

L= 16 216) =155]= 20)

Uma outra forma de visualizar essa transformacao € geometricamente (Figura 8):
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_./v _T./v

Figura 8 — Representacdo geométrica do problema.
Fonte: Boldrini et al. (1980, p. 179)

A J

A J

Portanto, a partir dos célculos e da Figura 8, fica demonstrado que 2 é o autovalor do
operador linear T e (x, y) # (0, 0) é o autovetor de T, 0 qual esta associado a esse autovalor.
Em linhas gerais, podemos afirmar que se tivermos um operador linear dado por
R? - R? e definido por v » av com a # 0, teremos um autovalor a e um autovetor
(X, y) # (0, 0). Cabe aqui ressaltar que o vetor T(v) estara sempre na mesma direcdo de v.
Portanto, podemos elencar os seguintes pontos acerca dessa observacao:
i) a <0, o sentido do vetor é invertido;
i) |a| > 1, o vetor é dilatado;
iii) |a| <1 o vetor é contraido;

iv) a =1, o operador T € identidade.

Exemplo 19 (Reflexdo no eixo-x): Dado o operador linear T: V — V definido pela funcédo
(X, y) — (X, -y) determinemos um autovalor e um autovetor associado.

Vamos primeiro representar o operador linear em forma de matriz:

b=l 2Ib)

Agora, podemos manter fixo os vetores. Para isso, deveremos multiplicar a

Y 0]
transformacéo linear por [y :

b=l S =15]= 1)
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Portanto, qualquer vetor definido como sendo (0, y) dado que y # 0 é um autovetor de

rx com um autovalor dado por 4 = —1.

Exemplo 20 (Rotacdo de 90° em torno da origem): Dado o operador linear T: V — V definido
pela funcdo (x, y) = (-y, X) qual o seu autovalor e autovetor?

Nenhum vetor diferente de zero é levado por si mesmo num mdaltiplo de T. Isso resulta
na inexisténcia de autovalores e autovetores para o operador linear dado na questdo. Portanto,
a partir desse problema, verificamos que nem sempre o0s operadores lineares possuem

autovalores e autovetores.

Teorema 7: Seja T um operador linear definido em um espaco vetorial V em V. Suponha que
V seja um autovetor associado a um autovalor A. Entdo, para qualquer vetor w = av (onde

a # 0), w também ¢ um autovetor relacionado a A.

Definicédo 8: Em um subespaco dado por V; = {v € V, T(v) = A, }, temos V, é denominado de

subespaco relacionado ao autovalor A.

2.2.2 Autovalores e autovetores em matrizes

Agora vamos trabalhar os conceitos estudados anteriormente em forma de matriz. Sendo
assim, considerando uma matriz quadrada A, de ordem n, os seus autovalores e autovetores sdo
relacionados a transformacéao linear (operador linear) do tipo T:R™ — R™. Tudo isso sempre em
relacdo a uma base, ou seja, T(v) = Av. Em linhas gerais, podemos afirmar que como Av = Av,

v # 0, teremos um autovalor que, 1 € R, de A e um autovetor v € R".

2.2.3 Polindbmio caracteristico

De maneira geral, encontrar autovalores e autovetores de uma determinada matriz nem
sempre € uma tarefa facil, dependendo do tamanho da matriz os calculos podem ser muitos
complicados de serem resolvidos. Assim, podemos obter tais resultados utilizando o polindmio

caracteristico, como ferramenta conforme veremos a seguir.

Generalizacdo 1: Quais 0s autovalores e autovetores de uma matriz A de ondem n?
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Inicialmente, ressaltamos que os autovalores e autovalores que correspondem a matriz

A correspondem aqueles que satisfazem a equagéo Av = Alv ou Av = (Al)vou (A - Al)v =0:

a;; — 4 aiz "t Qan X1 0
a21 azz - A aZn xz — 0

: X :

ani Ay v OAppn — A n 0

Chamando a primeira matriz, a qual contém os polinémios, de B, chegamos a Bv = 0.
Sendo assim, caso o determinante de B seja diferente de zero, inferimos que o posto de B é n.
Isso nos permite escrever um sistema de equagdes lineares homogéneo, cuja solucao é Unica.
Além disso, € importante ressaltar que como x; = X2 =--- =X, =0 ou v =0, a solucéo do sistema
seria sempre nula. Portanto, para isso ndo ocorrer é necessario que o determinante de B seja

zero, isto é, detB = 0:
det(A — A1) = 0.

Levando isso em consideracdo, podemos determinar os autovalores A que satisfazem a
equacdo. De posse desse(s) valor(es) podemos também descobrir o autovetor correspondente a

cada autovalor encontrado. Aqui notamos que:

a;; — A A1n
P(A) = det(A — Al) = det : : é um polinémio em A de grau n.
ani vt Qpn — A

Portanto, para P(1) = (a;; — A) - (a,, — 1) + termos de grau < n, os autovalores

procurados sdo as raizes do polindmio caracteristico da matriz A.

3 41,

Exemplo 21: Quais os autovalores e autovetores da matriz A = [: 1 ol

Para solucionar esse problema, temos que:
— a3 -7 4
P(1) = det(A — Al) = det[ R A]

=(=3-0)(2 -1 +4
=22 4+21-2=P()

Caso P(1) = 0 chegamos a uma equagao do 2° grau:
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A +21—2=00u(1— 1)1+ 2) =0, que possui como solucdo ou raizes A =1ou A =-2, as
quais sdo autovalores de A. De posse desses valores, podemos encontrar 0s autovetores de cada
um desses autovalores:

) Parai=1

I IMEEN

A partir das matrizes, o seguinte sistema pode ser montado:

{—3x+4y=x {—4x+4y=0
—X+2y=y X +y=0

Logo, esse sistema possui como solugdo: x =y. Sendo assim, 0s autovetores associados

a A =1 sdo os vetores na forma v = (x, X) com x # 0.

i) Paral= -2

O seguinte sistema pode ser montado:

{—3x+4y=—2xo {—X+4y=0
—X+ 2y = -2y ) +4y =0

Portanto, o sistema possui como solucao: x = 4y. Sendo assim, os autovetores associados
a A =-2 séo os vetores na forma v = (4y, y) comy # 0 ou ainda v = (X, ¥4 X).
A Figura 9 foi elaborada para mostrar geometricamente 0 que acontece com oS

autovalores e autovetores dessa transformacéo linear.
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Figura 9 — Representacdo geométrica dos autovalores e autovetores.
Fonte: Boldrini et al. (1980, p. 188).

2.3 DIAGONALIZACAO DE OPERADORES

Nesta secdo iremos abordar o contedo de diagonalizacdo de operadores, isto €, vamos
encontrar uma matriz diagonal, a qual esta associada a um determinado operador. De maneira
geral, obteremos uma base do espaco vetorial que esta associada com uma matriz do operador
linear de maneira mais simples. Este conceito também serd importante para as aplicacdes deste

trabalho. Entdo, para fazer isso continuaremos usando a abordagem de Boldrini et al. (1980).
2.3.1 Base de autovetores

Seja o operador linear qualquer do tipo T: V — V, a fim de realizar a diagonalizacéo,

devemos encontrar uma base [ de V. No entanto, tal base deve corresponder a uma matriz

diagonal que representa o operador nessa base, isto €, ([T]g).

Teorema 8: Autovetores associados a dispares autovalores sdo linearmente independentes.
Sem davidas, tomando A, e A, como autovalores de modo eles sejam diferentes
(A1 # A,) e tomando vi1 e v2 como autovetores associados aos respectivos valores caracteristicos
A4 € A,, podemos provar que 0s autovetores vi e v sdo linearmente independentes.
Para que isso seja verdade, vamos aplicar a equacgéo de transformacéo dada por T - 4,1,

sendo aivi + av2 = 0. Como T é linear e T(vi) = A;vie lvi=viparai =1, 2, temos:
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al(/11 - Az)Vl + aZ(AZ - }\2)V2 = O ou al(/ll - }\2)V1 = O

No entanto, sabemos que o primeiro autovetor é diferente de zero (vi # 0) e que 0s
autovalores também sdo distintos (1, # 4,). Portanto, temos que a; = 0.

Aplicando a equacéo de transformacéo dada por T - 4,1 encontramos que a2 = 0:
ai(A; —Avi+ ax(d, —A)v2=0o0uai(d, —A;)vi=0
Desse modo, podemos afirmar que os autovetores v; e vz sdo linearmente independentes.

Generalizagdo 2: Analogamente podemos generalizar o Teorema 8 para os autovalores

Ay, Ay, e+, A, que sejam distintos. Fazendo isso, temos que:
avitave+--+avr=0

Agora aplicando o aplicando a equacédo de transformacdo dada por T - 4,1, temos que
ar =az=-=ar=0. Vamos supor que a2 = 0 e aplicando sucessivamente & equacao original,

encontramos:
T-2 L T-2,0, T-230, T-2,1, -, T- 2,1

Uma consequéncia desse Teorema 8 e a Generalizacdo 2 € o corolario apresentado a

sequir.

Corolério 5: Seja V um espaco vetorial n-dimensional e seja T: V — V um operador linear com

n diferentes autovalores, entdo V possui uma base onde todos os vetores sdo autovetores de T.

Exemplo 22: Seja T:R? > R? uma transformacdo linear definida pela funcdo
T(x, y) = (-3x + 4y, -X + 2y) que possui uma matriz em relagdo a base canonica o dada por

[T]¢= [? g] qual a base B de autovetores e qual tipo é a matriz [T]g?

Uma vez que o autovalor ;= 1 e A, = -2, ambos séo diferentes. Por esse motivo,

conforme o Corolario 5 podemos garantir uma base de autovetores associada e esses
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autovalores. Dois deles formam uma base de R? e sdo dados por vi = (1, 1) e v2 = (4, 1). De
maneira geral, podemos afirmar que este espaco vetorial possui uma base 8 = {vi, v2} que é
constituida por autovetores de T.

Sabendo disso e levando em conta que T(vi) = 1vi = 1vy + 0vz e T(v2) = - 2v1 = Ov1 - 22,

finalmente podemos encontrar a base [T]g que é dada por:
B_[1 0
=l 2l

Portanto, acabamos de verificar que a matriz T em relacdo a base [T]g € uma matriz

guadrada diagonal, em que os elementos que ndo constituem a diagonal principal sdo iguais
nulos. Sendo assim, a partir de agora apresentaremos formas de como devemos fazer para
diagonalizar uma matriz, uma vez que trabalhar com matrizes desse tipo é mais facil de

manusear.

Generalizacdo 3: Seja uma transformacdo linear qualquer T: V — V e considerando uma base

B ={vs, -+, vn} formada por autovetores T, como

T(vl) = /11171 + OUZ + ..+ Ovn
T(Uz) = Ovl + szz + + Ovn
T(v,) = O0v; + O0v, + .. + A,

a matriz na base f3, ou seja, [T]E é do tipo diagonal, na qual os elementos da diagonal principal

correspondem exclusivamente aos autovalores A;. Escrevendo isso matricialmente, temos que:

)-1 0 - 0

0 A - 0
rg={, 7 :

0 0 An

E importante ressaltar que os autovalores 1; ndo precisam ser distintos. Sendo assim, na
matriz [T]B, 0 autovalor seré repetido na diagonal tantas vezes quantos forem os autovetores

linearmente independentes forem a ele associado.

No entanto, se agora a base de V for dada por y = {uy, ..., Un}, isto €,
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a, 0 0

y 0 a o 0

7]y = : 52 :
0 0 cee an

observamos que essa base, dada por u, ..., Un S80 autovetores da transformagéo linear T, 0s
quais estdo associados aos autovalores ai, .., an presentes na diagonal principal,

respectivamente. Isso é verdade, pois conforme definimos anteriormente:

T(ul) = al'ul + OuZ + + Oun = al.ul

T(up) = Ou;  + Ou, + = + azu, = apl,

Portanto, podemos afirmar que um determinado operador linear qualquer dado por
T: V - V admite uma base {3 tal que a matriz [T]g é diagonal se, e se somente se, essa base for

formada por autovetores deste operador. Entdo, com observando isso podemos chegamos a

definicdo a seguir.

Definicdo 9: Um operador linear qualquer dado por T: V — V € diagonalizavel se, e somente
se, existir uma base de V que seja composta exclusivamente por autovetores associados a esse
operador linear.

Vejamos a seguir um exemplo para fixar essa definicao.

Exemplo 23: Seja T:R3 —» R3 uma transformacao linear que possui uma matriz em relagéo a

3 -3 —4
base candnica o dada por [T]S = [0 3 5 ] T é diagonalizavel?
0O 0 -1

Para solucionar este problema, primeiramente temos que observar que 0s autovetores

correspondentes aos autovalores associados sdo dados por:

P(2) = det([T]§ —A1) = 3 - A)*(-1 - 2),

ou seja, os autovalores séo A, =3 e 1, =-1. Portanto, para o autovalor A; = 3 encontramos dois

autovetores associado a ele, por exemplo v = (1, 0, 0), os quais séo linearmente independentes.
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No entanto, para o autovalor 4, = -1, temos um autovetor dado por vz = (-1, -20, 16). Assim,
verifica-se que apenas dois autovalores de T que s&o linearmente independentes, o que implica
na inexisténcia de uma base R composta exclusivamente por autovalores. Em outras palavras,
podemos afirmar que T néo é diagonalizavel, pois nenhuma base transforma T em uma matriz
do tipo diagonal.

A seguir veremos como obtemos uma matriz diagonal usando polindmio minimal.
2.3.2 Polinémio Minimal

O polinbmio minimal é frequentemente utilizado para determinar se dada matriz é

diagonalizavel, em espacos vetoriais de alta dimensé&o.

Definicéo 10: Seja o polindmio dado por p(x) = anX" + ... + aiX + ao € sendo A uma matriz

quadrada, temos que o polindmio desta matriz, ou seja, p(A) é uma matriz dada por:
p(A) = anA" + ... + a1A + aol.

Entdo, quando o polinémio desta matriz for igual a zero, isto &, p(A) = 0, o polinémio

anula a matriz A.

Vejamos a seguir um exemplo para melhor fixar essa definigéo.

4

Exemplo 24: Dados os polindmios p(x) = x> — 9, q(x) = 2x + 3 e a matriz A = [_; 1)

determine qual destes polinbmios anula a matriz A.
Para resolver este problema, simplesmente aplicamos a definicdo 10, isto e,

(P(A) = anA" + ... + a1A + aol). Sendo assim, temos que:
_[-1 477 1 07_10 0
p(A) = | 2 1 9[0 1]_[0 ol
Por outro lado,
_-,[-1 4 1 01_1 8
QA =2| 2 1]"’3[0 1]_[4 5
Portanto, p(x) € um polinémio que anula a matriz A, enquanto o polinémio q(x) nao

anula A.
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Definigdo 11: Seja A uma matriz quadrada, o polinémio minimal de A é dado por:
m(x) = x* + ap_1x* 1+ ...+ ag

de maneira que tem que satisfazer a duas condi¢des:
i) m(A) =0, ou seja, m(x) anula a matriz A.

i) m(x) € um polindmio de menor grau dentre aqueles que anulam a matriz A.

Observagao 6: E importante ressaltar que o coeficiente do termo xdo polinémio minimal € 1,

isto é, ax = 1.

Teorema 9: Dado o operador linear T: V — V e uma base a de V qualquer com n-dimenséo,
dizemos que T é diagonalizavel se, e somente se, o polindmio minimal desta matriz na base
[T]% ¢é dado por:

m(x) = (x = 41)(x = 42) ... (X = 4;)
com diferentes valores de 1, 4,, ..., 4,..

VVamos apresentar dois teoremas que nos permitem obter o polindmio minimal.

Teorema 10 (Cayley-Hamilton): Sendo T: V — V um operador linear, o uma base de qualquer

de V e p(x) um polinbmio caracteristico de T. Entdo:

p([T]Z) = 0.

Diante do teorema podemos afirmar que o polindmio caracteristico de T € um anulador

da matriz T na base a.
Vamos demonstrar esses teoremas em dimenséo 2 a seguir.

Demonstracéo 1: Tendo um espaco de dimensdo dois e considerando a matriz do operador

linear T na base o dada por [T]% = [‘; Z] teremos o polindmio caracteristico:

p() = det | Z]—A[(l) 2 )=(a—a)d~2)-bc



2  FUNDAMENTACAO MATEMATICA 45

Resolvendo, chegamos ao seguinte polindmio:

ine=(aly 3=[2 gDl J-1¢ aD -l 11=To o

Teorema 11: As raizes do polinbmio minimal devem ser idénticas as raizes do polindmio

caracteristico.

Observacao 7: Vale ressaltar que o polindmio minimal € um polinémio que possui 0 menor
grau ou no maximo grau igual ao polindmio caracteristico e deve possuir as mesmas raizes

deste polinémio caracteristico.

Teorema 12: Se os autovalores de um operador linear T dados por A4, 15, ..., 4,, entdo, T sera
diagonalizavel se, e somente se, o polindmio (x — A;)(X — 45) ... (X — A,.) anular essa matriz de
T.

Vejamos a seguir um exemplo para fixar melhor esses dois teoremas apresentados

anteriormente.

Exemplo 25: O operador linear dado por T:R*-> R* e definido por
t(x,y, z, t) = (3x — 4z, 3y + 5z, —z, —t) é diagonalizavel?

Para resolver esse problema, vamos considerar a base canbnica dada por
a={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0, 1, 0),(0,0,0, 1)}. Logo, podemos escrever a matriz de T:

30 -4 0

a_|0 3 5 0
[T]a = 0 0 -1 O
0 0 0 -1

Sabendo que o polinébmio carateristico é dado por:

p(D) = det([T]g — ) = (3 — 1) (-1 —4)?,
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encontraremos os autovalores, 0s quais sdo A; = 3 e A, = —1, ambos com multiplicidade de 2.
Agora ficou mais fécil de encontra o polinémio minimal, ja que ele pode ser uma das opgdes
abaixo:

p1(x) = (x—3) (x +1)

p2(x) = (x - 3)° (x +1)

Pa(x) = (x = 3) (x +1)?

Pa(x) = (x - 3)* (x +1)

Para encontra-lo devemos verificar quais das opcGes anula a matriz T. Fazendo isso,
notamos que p1([T]%) = O, ou seja, pi(x) anula a matriz T. Além disso, observamos que
polindmio é o de menor grau, satisfazendo as duas condi¢des definidos na definicdo 11.
Portanto, p1(x) = (x — 3) (x +1) é o polindmio minimal e T diagonalizavel, isto é, existe uma

base S de autovetores e nela:

30 0 0
s o3 o o
Tlg=lo 0 -1 o
00 0 -1

Vimos até aqui como diagonalizar apenas um Unico operador. No entanto, ha situacdes
gue necessitamos diagonalizar mais de um operador e podemos fazer isso de maneira

simultanea como veremos na subsecéao seguinte.
2.3.3 Diagonalizacdo simultanea de dois operadores

Sejam dois operadores lineares dados por Ti: V - V e T2: V — V, 0s quais sdo
diagonalizaveis, existem duas bases a1 e a2 de V de modo que essas matrizes nessa base, isto €,

[T]gi e [T]gj, respectivamente, sdo diagonais. Vale salientar que ndo podemos garantir que as

duas bases desses operadores sejam iguais, ou seja, a1 = a2. Sendo assim, sejam os operadores
T1 e T» diagonalizaveis, entdo teremos que eles sdo simultaneamente diagonalizaveis se, e
somente se, comutarem, ou seja, matematicamente: T; @ T> = T> @ T1. Em linhas gerais, para
verificar isso, tomamos os determinados operadores T1 e T2 e uma base B qualquer do espago

vetorial V e verificamos se T1 e T» sdo diagonalizaveis. Em outras palavras, podemos afirmar

que se [Tl]E[TZ]B = [TZ]E[Tl]g (comutatividade), os operadores T1 e T» sdo simultaneamente

diagonalizaveis, vejamos a seguir um exemplo para fixar essa ideia.
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Exemplo 26: Dados os operadores lineares T1, T2:R® — R3® quem possuem as matrizes,

respectivamente, em relacéo a base canonica dadas por

9 2 0 11 8 0
5 5 5 5
T;1=12 6 T,] =18 1
[T] 4 6 08[ 2] S _Z 0
l5 5 J l5 5 J
0 0 2 0 0 4

sdo simultaneamente diagonalizaveis.

Isso é verdade, uma vez que calculando os autovalores de Ti, encontramos que
M=1,2,=2e A3=2 e o0 polinbmio que anula a matriz [T] é dado por
m(x) = (x — 1) (x — 2), logo T1 € diagonalizavel. Analogamente, para T, 0s autovalores sao
A =-1, A, =3e A; =4, portanto como temos autovalores diferentes, T. é também
diagonalizavel. Além disso, cabe observar que temos presente a comutatividade:

[115 70 O]
|25 25 |
[T1][T2] = | E E Ol = [Tz][T1]
% % )
0 0 8

Portanto, podemos afirmar que Ty e T2 sdo simultaneamente diagonalizaveis.

2.4 NOCAO INTUITIVA DE LIMITES

Um outro conceito para entendimento das aplicacdes deste trabalho de conclusédo de
curso refere-se a nocdo intuitiva de limites. Assim, faremos tal fundamentacdo usando a

abordagem de Flemming e Gongalves (2012).

2.4.1 Nocao intuitiva

Para Flemming e Gongalves (2012), no conjunto dos numeros reais, sempre podemos
escolher um conjunto numérico, conforme regras preestabelecidas. Sendo assim, a fim de
compreender melhor a nogdo intuitiva de limites, estudaremos os seguintes exemplos:

i) 1,2,3,4,56,7, ..
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i) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 6/7, 7/8...
i) 1,0-1,-2,-3,-4,-5,-6, -7...
iv)  1,3/2,3,5/4,5,7/6,7,809,8..

Verifica-se que em (i) os nimeros tendem a crescer para o infinito, isto é, na sucessao
sempre encontraremos um termo positivamente maior que o anterior. Logo, dizemos que 0
limite tende ao infinito positivo. Para isso, usamos a seguinte denotacéo:

X — +o0o,

De maneira analoga, no exemplo (ii), 0s nUmeros se aproximam cada vez mais de 1,

porém nunca atingem esse valor. Sendo assim, dizemos que o limite tende a 1:

x - 1.

No terceiro caso (iii), 0s nimeros se aproximam possuem um sucessor, s que negativo,

ou seja, o limite tende ao infinito negativo. Denotamos essa ideia como sendo:

Por outro lado, em (iv) os numeros oscilam sem tender para nenhum limite.
Para melhor compreender essas ideias apresentadas, vejamos agora os limites utilizando
funcdes.

Exemplo 27: Sejay =2 — 1/x

Para valores positivos podemos montar a Tabela 1.

Tabela 1 — Valores positivos para nocdo intuitiva de limite da funcdoy = 2 — 1/x.

X 1 2 3 4 5 6 o 1000 " 2000
y 1 312 583 7/4 9/5 11/6 .. 1999/1000 ... 3999/2000

Para valores negativos, a Tabela 2 pode ser elaborada.

Tabela 2 — Valores negativos para nocdo intuitiva de limite da funcdoy =2 — 1/x.
X -1 -2 -3 -4 -5 -6 -1000 -2000
y 3 5/2 5/3 9/4 9/5 13/6 ... 2001/1000 .. 4001/2000
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Para melhor visualizag&o, o grafico da Figura 10 pode ser obtido:

Figura 10 — Gréfico da fungdo y = 2 — 1/x.

Sendo assim, podemos afirmar que esta fungédo y = 2 — 1/x tende para 2, quando x tende

para o infinito, seja negativo ou positivo. Desse modo, denotamos como:

1
lim (2 — —) =2
x—+00 X

Exemplo 28: A funcio y = x? + 2x — 3 tende para +oo quando x — +oo, isto ¢,

lim (x? + 2x — 3) = +oo.
x—+oo

Para valores positivos podemos montar a Tabela 3.

Tabela 3 — Valores positivos para nocéo intuitiva de limite da funcio y = x? + 2x — 3.
X 1 2 3 4 5 6 100 1000

0 5 12 21 32 45 10197 1001997

<

Para valores negativos, a Tabela 4 pode ser elaborada.

Tabela 4 — Valores negativos para nocdo intuitiva de limite da funcdo y = x* + 2x — 3.
X -1 -2 -3 -4 -5 -6 -100 -1000
y -4 -3 0 5 12 21 9797 997997

Das Tabelas 3 e 4 podemos elaborar o seguinte grafico:
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Figura 11 — Gréfico da funco y = x? + 2x — 3.

Indubitavelmente, de maneira intuitiva, ao analisar as Tabelas 3 e 4, além do grafico da

Figura 11 podemos observar que o limite da fungéo tende para +oo.

Exemplo 29: Considere a fungéo y = cos G)

Para esta funcdo trigonométrica, podemos elaborar a seguinte tabela:

Tabela 5 — Valores negativos para nogao intuitiva de limite da funcdo y = cos G)

1 1 1
X —=0,318309 — =0,159154 — =0,106103 — = 0,0795774
i T 3n 4
y -1 1 -1 1
Fonte: Flemming e Gongalves (2012).

A partir desta tabela podemaos elaborar o seguinte gréfico:

Figura 12 — Gréfico da fungdo y = cos G)
Fonte: Adaptado de Flemming e Goncalves (2012).
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. e ~ 1 ~ .
Desse modo, verifica-se no grafico da funcdo y = cos (;) que esta funcdo oscila numa

vizinhanga de zero, porém sem tender para nenhum limite.

Agora podemos definir limite

Definicdo 12: Dada uma funcéo f(x) definida em um intervalo aberto I, contendo a, exceto,

possivelmente, no préprio a. O limite de f(x) quando x se aproxima de a é L, ou seja,
limf(x) =1L
x—-a
Seve>038>0|f(x)—L|<esempreque0<|x—a|<é.

Exemplo 30: Prove que Zim1 (Bx-1) =2.
De acordo com a definicdo de limites, para provar que lim1 (3x - 1) =2 devemos mostrar

que, paratodo e > 03 6§ > 0 tal que(3x—1) — 2| < e sempreque 0 < |[x — 1| < §.
Desse modo, as seguintes desigualdades sao equivalentes:
Bx-1-2|<¢
3x - 3| < e
B(x—-1)|<e
I(x-1)|<e
[(x —1)| < &/3.
Logo, temos que § = e/3e|3x—1—-2|<esempreque 0 <|x—1| <.

Portanto, fim (3x - 1) =2.

A seguir veremos algumas propriedades de limites.
2.4.2 Propriedades de limites

Para facilitar os calculos, podemos aplicar algumas propriedades de limites. Sendo

assim, considerando que Zim f'(x) e lim g (x) existem, bem como para um determinado nimero
X—a X—a

real ¢, podemos elencar que:

(i) Lm0 £ g@]= limf() £ limg (x);
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(i) timef @) =c.limf ()
(i) limf (). g ()= limf(x). limg ()

. lim f(x)
(iv) lim [ _ el 72 com lim g (x) #0;
X—a

x—a g (x) xll_”jd g

v)  lm[fCO]* = [limf(x)]" comn>0;

(vi)  lim\FG) = n\/m com im f () > 0 0u lim f (x) < 0 com n > 0 & impar;
(vil) - lim In [f ()] = In [ lim f (x)] com lim f (x) > O;

(i) tim cos [/ ()] = cos [lim /(<]

(%) limsen [ (x)] = sen [lim f (¥)];

X—

X)  lime® =

X—a

2.5 A MATRIZ DE LESLIE

Para finalizar o aporte teérico que sustentara as aplicacdes apresentadas neste trabalho
de curso, sera abordado neste capitulo a matriz de Leslie. Para isso, usaremos os autores Anton

e Rorres (2012) como referéncia principal.
2.5.1 Considerac0es iniciais

O crescimento ou descrescimento populacional é um pardmetro muito importante para
as ciéncias aplicadas, especialmente para demografia. Sendo assim, a matematica pode
contribuir com o fornecimento de modelos que permitem estima-lo quantitativamente. Dentre
esses modelos, encontra-se 0 modelo Leslie, que segundo Anton e Rorres (2012), é um dos
modelos mais utilizado pelos demografos para investigar o crescimento populacional de uma
espécie animal ou humana.

De acordo com Silva (2016), o modelo de Leslie foi proposto em 1920 pelo matematico
Alfred J. Lotka. No entanto, somente foi publicado em 1945 por Patrick Holt Leslie, por meio
do artigo intitulado como “On the use of matrices in certain population mathematics” (Leslie,
1945). Em seu estudo, Leslie investigou roedores, no que tange aos parametros de ciclos da
lebre e predador, bem como a expansdo territorial do esquilo cinzento em funcdo do esquilo

vermelho originario da Inglaterra. Posteriormente, o autor aplicou esses dados em estudos
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demograficos humanos, realizado por Lotka (Bacaér, 2011). Na subsecdo seguinte veremos

como podemos utilizar este importante modelo.

2.5.2 Descricao do modelo de Leslie

O modelo de Leslie delineia o crescimento de uma populacdo fémea a partir da divisdo
de faixas etarias de idéntica duracdo. Para isso, considera a idade maxima atingida pelas fémeas
da populacéo, a qual é dada em L anos. Assim, podemos dividir a populacdo em n faixas etarias,

onde cada faixa terd L/n anos de duracéo, conforme Tabela 6.

Tabela 6 — Faixas etérias, conforme o modelo de Leslie.
Faixa etaria  Intervalo de idade

1 [0, L/n)
2 [L/n, 2L/n)
3 [2L/n, 3L/n)

n-1 [(n—2)L/n, (n—1)L/n)

n [n—1)L/n, L]
Fonte: Anton e Rorres (2012).

Supondo que o numero de fémeas em cada uma das n faixas no instante t = 0 seja um

valor conhecido, teremos um total de xfo) fémeas na primeira faixa, xéo) fémeas na segunda
faixa etéria e assim sucessivamente. A partir dessas informagdes podemos montar um vetor

coluna, o qual passaremos a denominar de vetor de distribuicdo etaria inicial:

x©

0
NOPN B2

0

Entretanto, ao longo do tempo, o nimero da populacédo fémea, nas n faixas, pode ser
afetado por trés processos bioldgicos a saber: nascimento, morte e envelhecimento. Esses
processos podem ser descritos quantitativamente, de modo que podemos obter um futuro vetor

de distribuigéo etaria inicial, a fim de entender a dindmica do crescimento populacional.
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Sendo assim, uma abordagem conveniente para compreender esse processo de
envelhecimento € considerar a populacdo em intervalos discretos de tempo, ou seja,
to, t1, to, ..., tk. Nesse caso, para aplicar o modelo Leslie, é necessario que a duracéo entre 0s dois

tempos de observacdo seja igual a duracdo da faixa etaria. Desse modo, temos que:

to=0
t1=1L/n
to =2L/n

tk = kL/n

Observamos que considerando essa hipdtese, todas as fémeas que estdo na faixa etaria
(i + 1), no instante tx + 1 estavam anteriormente na faixa i no instante tx. Desse modo, entre dois
tempos de observagdo sucessivos, 0S processos de nascimento e morte podem ser descritos

através dos parametros demograficos resumidos na Tabela 7.

Tabela 7 — Parametros demogréficos, segundo o modelo de Leslie.
Parametro demogréfico Descricéo
O namero médio de filhas nascidas

(=1 E;' ) por fémea durante o tempo em que
T ela esta na faixa etéria i.

b A fracdo de fémeas da faixa etaria

(i=1,2, .I.., n—1) i que se espera que V& sobreviver e

passar para a faixa etaria (i + 1).
Fonte: Anton e Rorres (2012).

Pelas definic¢Oes, temos dois pontos a observar:

i) ai >0 comi=123, ..,n
i) O0<bi <1 comi=1,23,..,n-1

A partir desses dois pontos, verificamos que ndo é permitido que qualquer valor de b
seja nulo, uma vez que nenhuma fémea sobreviveria a faixa etaria i. Além disso, podemos
assumir que pelo menos um dos valores de a; seja positivo, para que haja algum nascimento
ocorrendo na populacdo. Desse modo, qualquer faixa etaria em que o valor correspondente
de aj seja positivo é chamada de faixa etaria fértil, indicando que a populacdo de fémea que

se encontra nessa faixa etaria é capaz de procriar.
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Em seguida, podemos definir o vetor x® de distribuic&o etaria no instante t« como sendo:

X

()

X

X

e

onde xi(k) refere-se ao nimero de fémeas na faixa etaria i e instante t«. Nesse instante tx, as
fémeas da primeira faixa etéaria correspondem as filhas que nasceram entre 0s instantes tx -1 e

tx, de modo que podemos expressar essa informacéo como:

( onimero de \  ( onamero de ( 0 numero de
o ntimero de ﬁlha§ nascidas ﬁlha§ nascidas ﬁlhag nascidas
fa de fémeas na de fémeas na de fémeas na
femeas na -\ _ | pixa etaria ++< faixaetaria 4+, +< faixaetaria }
faixa etaria 1
stante t 1 entre os 2 entre 0s n entre os
no nstante t instantes t;.-1 instantes t,-1 instantes t; -1
k € tk J k (§ tk J \ ($ tk J

Podemos escrever matematicamente, conforme a equacdo 1.

xi(k) = alxgk_l) + azxgk_l) + -+ anx,sk_l) (1)

As fémeas que se encontram na faixa etaria (i + 1) (i =1, 2, ..., n — 1) e instante tx sdo

aquelas que estavam na faixa etéria i e instante tx 1 e que ainda estdo vivas no instante tx. Logo:

a fragdo de
o numero de fémeas da faixa o numero de
fémeas na faixa  _ etaria i que fémeas na
etariai+ 1 no ~ ) sobrevive e passa faixa etaria i
instante t; para a faixa no instante ty _

etariai+ 1
Podemos escrever matematicamente, conforme a equacao 2.

() _ p D)

X;y1 = bix; , i=1,2,..,n-1 (2)
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Podemos expressar as equacdes 1 e 2 matricialmente:

- ()7 - (k=1)7
xl a’l az a3 e an_l aTI. xl
xék) by 0 o .. 0 O xgk_l)
e ]
wl Lo 0 o L obey ol
-xT(lk)- n-1 'x‘r(lk )
ou de maneira mais condensada como a Equagéo 3:
x®) = [x*k-1) k=1,2,.. 3)
em que L é a matriz de Leslie (Equag&o 4):
[@ a, as Ap_1 an]
| b1 0 0o .. 0 0|
L= |0 b, 0o .. 0 0 | )
0 0 0 b, 0]
Utilizando a Equacédo 3, chegamos nas Equacdes 5:
x(z) — Lx(l) — sz(O)
x(3) = Lx(z) = L3x(0) (5)

x(k) — Lx(k_l) = ka(O)

Portanto, podemos conhecer a distribuigdo etaria das fémeas em qualquer momento,

caso o valor da distribuicio etéria inicial x(®) e a matriz de Leslie L sejam conhecidos.

3.2.1 O comportamento limite da matriz de Leslie

Apesar da Equacédo (5) dar a ideia de uma distribuicdo em qualquer instante de uma

faixa etaria de idade, ndo fornece de maneira automéatica uma nogdo geral do crescimento



2  FUNDAMENTACAO MATEMATICA 57

populacional das fémeas. Sabemos que o polindmio caracteristico € dado pela relacéo:
p(A) =|L—Al|, ou seja:

(e, a9 -« ang a, 1.0 0 0 0
by 0 0o .. 0 0 0 1 0 0 0
pA = det||0 b, 0 .. 0 of-|af0o 0o 1 0 0
0 0 0 b,y O \ 0 0 0 0 1

a, -1 a, as an-1 an

by -1 0 .. O o]

p/1=det| 0 b, -1 .. 0 0 |

l o o 0 by, O]

Logo, o polindbmio caracteristico p(4) é:

p(l) = /1n - al){n_l - azbl){n_z - a3b1bzln_3 — e — anblbz bTL—l

Desse modo, para obter as raizes do polindmio caracteristico p(4) € conveniente

introduzir a funcdo:

p(A) _ ﬂ+a2b1+a2b1b2 anbyb, ---bn—l]
o Ax JE An

Chamando a expressao dentro do colchete de q(4), temos que:

2D = 1— g ouqd) =22+ 1

Portanto, para a equacgdo caracteristica p(1) = 0, q(4) =1 com A # 0. A Figura 13

apresenta o gréafico dessa funcéo.

ey

A

——

0 A4

Figura 13 — Grafico da fungdo q(1).
Fonte: Anton e Rorres (2012).
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Conforme verifica-se na Figura 13, a funcéo q(4) é monotonamente decrescente com A
maior que zero, uma vez que os valores de a e b séo negativos. Somasse a isso, (1) apresenta
uma assintota vertical no ponto 2 = 0 e o limite tende para zero quando A — co. Logo, existe
um valor Unico de A, de modo que A = A, tal que q(1,;) = 1. Desse modo, a matriz de Leslie
possui um Unico autovalor que € positivo.

Sabemos que Lx; = A;x;, onde x; é a distribuicdo da faixa etaria futura e 1, é o

autovalor positivo. Assim, temos que:

L aRAIRATRR
BW N R
—

3

Portanto,

a, a, Qs anoy  ay m m
[bl 0 0 0 0} o o
0 b, 0 0 0|x4|=,11|x4|
[0 0 0 b1 OJLC'nJ LC'nJ

A partir da matriz, podemos montar o0 seguinte sistema:

falxl + az .XZ + a3 X3 + -+ anxn = Alxl

¥y = bixy
, ==
(a1X1+a2x2+a3X3+-"+anxn=11X1 bli
1X1
blxl == /11962 Xy = bzXz _ bz( 2,1 ) _ b1b2x1
3 = = =
< bzxz = /11x3 ou < Aq Aq ﬂ,%
b3xs = A%y b1baxy
: X, = bsxs _ A _ bibabzxy
4 A A1 23
\ bp_1Xn_1 = A1xp .
_ b1b2b3...bn_1x1
\ Alxn -

an-1
Substituindo os valores na primeira equacgéo e dividindo por x;, temos que:

a, ayb; aszb.b, B a, byb,b; ...b,_4

—+ + + o =1
VPR 23 A1
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Portanto, q(4,) = 1, ou seja, A; tem multiplicidade 1, indicando que A, ndo é uma raiz

repetida do polinémio caracteristico. Nesse caso, 0 autovetor é dado Equag&o 6:

— xl - 1 -
b1x, b,
X1 /11 /11
X, b1b;xq b,b,
_ x| _ A _ A
=y | T bibybex, | T | bubob ()
: 3 3
lan Azl A:l
i At I L n-l |

Nesse caso, A; tem multiplicidade 1 e seu autoespaco é de dimensdo 1. Desse modo,

qualquer autovetor que é associado a x; € multiplo de x;.

Acerca do modelo de Leslie podemos elaborar os Teoremas 13 e 14.

Teorema 13 (Existéncia de autovalores positivos): Em modelos de crescimento populacional,
utilizando a matriz de Leslie L, existe um Unico autovalor positivo A,. Esse autovalor possuli

multiplicidade 1 e estd associado a um autovetor x; cujas entradas sdo todas positivas.

Teorema 14 (Autovalores de uma matriz de Leslie): Se a matriz de Leslie L possuir um Gnico
autovalor positivo 1, e dado qualquer outro autovalor 4, real ou complexo de L, temos que
Akl <21

O Teorema 14 somente deveria ser valido para todas as matrizes de Leslie, indicando

A1 € um autovalor dominante, porém isso nem sempre acontece, como veremos na aplicacéo 6.
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Neste capitulo veremos duas aplicagdes interessantes da Algebra Linear: genética e

crescimento populacional por faixa etéria.
3.1 Algebra Linear aplicada a genética

De acordo com Anton e Rorres (2012), a Algebra Linear, a partir do calculo de poténcias
de uma matriz, pode ser utilizada para investigar a propagacéao de caracteristicas herdadas em
sucessivas geragdes de um individuo. Sendo assim, nesta se¢io estudaremos a Algebra Linear

aplicada a hereditariedade de caracteristicas de animais ou plantas.
3.1.1 Hereditariedade ultrassonica

Inicialmente, vamos considerar que a caracteristica hereditaria seja dominada pelos
genes A e a. Assim, por meio da hereditariedade autossémica podemos concluir que cada
individuo de cada sexo carrega consigo dois desses genes, sendo 0s provaveis pares: AA, Aa e
aa, que sao denominados de genotipos e determinam como o carater controlado por esses genes
se manifesta no individuo. Para melhor compreensao, podemos citar como exemplo os olhos
dos seres humanos, os quais aqueles que tém olhos castanhos possuem o genotipo AA e Aa, ja
aqueles que tém olhos azuis possuem o aa. Desse modo, A é denominado de gene dominante e
a de recessivo. Além disso, a hereditariedade autossdmica também esté ligada ao sexo, uma vez
gue o0 macho da espécie possui somente um dos genes, seja A ou a, enquanto a fémea tem um
dos pares, ou seja, AA, Aa ou aa, disponiveis para combinacéo.

Na hereditariedade autossémica, um individuo recebe um dos genes de cada par de
genes dos seus pais e forma o seu proprio par. Assim, 0s dois genes dos pais que vao ser
recebidos pelos filhos estdo ligados a probabilidade. Por exemplo, considerando um genitor
com gendtipo Aa, o descendente vai herdar com a mesma probabilidade o gene A ou a. Ja se
um dos pais é aa e o0 outro Aa, o filho ira sempre receber um gene a do genitor aa e herdara,
com igual probabilidade, um gene A ou a do genitor Aa. Logo, cada descendente podera gerar,

com iguais chances, um gendtipo Aa ou aa, conforme visualizamos na Tabela 8.

Tabela 8 — Probabilidade dos possiveis gendtipos dos descendentes e suas combinacdes.

Genotipo do Genotipo dos pais

descendente  AA-AA AA-Aa AA-aa Aa-Aa Aa-aa aa-aa
AA 1 % 0 Ya 0 0
Aa 0 Ya 1 Ys Ya 0
aa 0 0 0 Y, Y 1

Fonte: Anton e Rorres (2012).
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Aplicacdo 1 (Distribuicdo de Gendtipos numa populagdo): Suponhamos que um
determinado agricultor tenha uma grande populacdo de plantas constituidas de todos os
possiveis genotipos: AA, Aa e aa. Sabendo que o agricultor tem a intencdo de implementar um
programa de criacdo no qual cada planta da populacdo seja sempre fertilizada pela planta de
genotipo AA, podemos deduzir uma expressdo para distribuicdo desses trés gendtipos depois de

um ndmero n de gerag6es. Sendo assim, como n =0, 1, 2, ..., temos que:

an = representa a fragdo das plantas de genétipo AA na enésima geracéo
bn = representa a fracdo das plantas de gendtipo Aa na enésima geracao
Cn = representa a fracdo das plantas de genotipo aa na enésima geracéo

Desse modo, ao, bo, Co, representam a distribuicdo inicial desses gendtipos, de maneira

que temos:

an+bn+chn=1 comn=0,1,2, ..

Pela tabela 8, podemos determinar a distribuicdo de genétipos em cada geracdo da
planta, por meio da distribuicdo da geracdo que precede. Fazemos isso utilizando as seguintes
equacoes:

an = an-1 + ¥2bna
bn = Cn-1 + Yobnt comn=1,2, .. @)

Cn:O

A partir da primeira equacdo de (7) podemos concluir que nesse programa, todos 0s
descendentes de uma planta com um gen6tipo AA serdo do gendtipo AA, enquanto a metade do
gendtipo Aa terd genotipo AA. Ja na segunda equacdo de (7), a metade dos descendentes do
gendtipo Aa serd Aa e todos os descendentes aa sera Aa. Além disso, por meio da terceira
equacdo de (7) verificamos que ndo ha descendentes do tipo aa. Em linhas gerais, as equacfes

(7) podem ser escritas matricialmente como:

xXW=Mx"-D n=1, 2 .. (2)

em que:
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an An-1 1

Cn Cn-1
0

ON|IRr DN
WY

Nota-se que as trés colunas da matriz M séo idénticas aquelas obtidas na Tabela 8. Entéo,

encontramos a seguinte equagao:

XMW= Mx"-D = M- = | = MxO (8)

Se encontrarmos uma expressdo explicita para M", usamos a expressao (8) para
encontrar x™. Sendo assim, para encontrar M", primeiro temos que diagonalizar a matriz M,
isto é, devemos procurar uma matriz inversa P e uma matriz do tipo diagonal D, de modo que:
M = PDP’! 9)

Entdo temos que:

M"=PD"Plcomn=1,2, ..

A 0 0 -« 0o1" Af O 0 - 0
ondepr=|0 A O = Of _f0 2 0 - 0
0 0 0 - A 0 0 0 - AU

A diagonalizacdo da matriz M é obtida por meio do célculo dos autovalores e 0s

autovetores correspondentes. Ent&o, temos que:

(M- Alv=0
1
L2 0 oo o) o
1 —[0/10] M=H
0 5 I lo o al]lzl lo
0 0 0

Resolvendo a subtracdo, temos que:
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1-4

1
1 I}’l =10
0 —A

Desse modo, para encontrar esses autovetores, precisamos determinar os valores de A

que satisfazem a equacéo det(A - Al)v =0, isto é,

1-12 < o0
2

. 3 1 . ~
Logo, resolvendo o determinante, temos que A3 — 5/12 + 5/1 = 0 e as raizes solucdes da
~ ~ 1
equacdosdo: A, = 0,4, =1ei; = >
De posse desse resultado, podemos encontrar 0s seus autovetores correspondentes. Para

isso, devemos resolver a equagdo Av = Av:

i) Para1; = 0, Av =0, ou seja,

1

1-0 > X X

1 yl=0y

0 -0 1|l g
0 0 -0

Podemos montar o seguinte sistema:

1
1x+§y+Oz=0

1
Ox+§y+1z=0
Ox+0y+0z=0

Resolvendo o sistema temos que y = -2x e z = X, ou seja, X(1, -2, 1). Portanto, 0s

autovetores associados a A, = 0 sdo do tipo (X, -2x, x), 0s quais pertencem ao subespaco

[(,-2,1)]
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i) De maneira analoga para A, = 1, Av = v e seguinte sistema pode ser montado:

1
(0x +5y+0z=0

1
Ox—§y+1z=0
Ox+0y—1z=0

Resolvendo o sistema temos que y = 0 e z = 0. Portanto, os autovetores associados a

A, =1 sdo do tipo (x, 0, 0), os quais pertencem ao subespaco [(1, O, 0].

. 1 1 -
i) Japarai; = b Av = >V, temos o sistema:

(3x+2y+0z=0
2% T2yt
Ox+0y+1z=0

1
Ox+0y—Ez=0

Resolvendo o sistema temos que y = -x e z = 0. Portanto, os autovetores associados a
Az = % séo do tipo (x, - X, 0), os quais pertencem ao subespaco [(1, -1, 0].

Desse modo, da equacdo (4), temos que:

A 0 0 1 0 0
D=0 4, 0]: 0 -0
0 0 43 0 0 O
Ja P é dado por:
1 1 1
P=[vi|v2|vs]=|0 -1 =2
0 O 1

Logo, temos:
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11 17 % 01 o1 17979
XW=pDPxO=10 -1 -2flo (3) oflo -1 —2||bo

0 0 1 0 0 1116

Ou ainda:

Como ao + bo + co = 1, temos que:

an = an-1 + ¥2bn1
bn = Cn-1 + ¥2Cna comn=1,2 .. (5)

Cn:O

Sendo assim, estas sdo as formulas explicitas para a fracdo dos trés gendtipos na enésima

geracgdo de plantas em termos das fracdes dos gendtipos iniciais.
n
Como G) tende para zero quando n tende para o infinito, temos que:

an—>l
bn—>0

Cn:O

1
x™ = [0]
0

Portanto, no limite todas as plantas da populagdo do programa de criagdo seréo do

ou seja,

gendtipo AA.

Aplicacao 2 (Modificacéo da aplicacdo 1): Supondo que ao inves da planta ser fertilizada com
outra do genotipo AA, mas do seu préprio genétipo e sabendo que da mesma maneira da

aplicacdo 1:
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an
bn

Cn = representa a fracéo das plantas de genotipo aa na enésima geracéo

representa a fracdo das plantas de genotipo AA na enésima geracao

representa a fracdo das plantas de genotipo Aa na enésima geracao

Usando a Tabela 8, temos que cada geragdo em funcdo da sua geracdo precedente pode

Ser expressa por:

an = an-1 + Yabna )
bn = Yabp-1 comn=1,2, .. (10)

Ch=Yabn1+cCn-1

Sendo assim, por meio da primeira equacdo de (10) podemos afirmar que nesse novo
programa modificado, todos os descendentes de uma planta com um gendétipo AA serdo do
genotipo AA e um quarto dos descendentes de Aa sdo do tipo AA. J& na segunda equacgdo de
(10), temos que metade dos descendentes do gendtipo Aa sera do tipo Aa. Além disso, por meio
da terceira equacdo de (10), podemos concluir que a terceira geracdo de um quarto dos
descendentes do gen6tipo de Aa séo do tipo aa e todas as plantas aa originadas do cruzamento

serdo do mesmo tipo. Matricialmente, temos que:

1 10

an Ap-1 4
x(n) — |:b‘l’l]1 x(n_l) = |:bn_1] e M = O % 0
Cn CTl—l O l 1

4

Verificamos que a matriz M tem as mesmas colunas da Tabela 8. Entdo, encontramos a

seguinte equacdo:

xO = Mx - = M2 = = MO (11)

Logo, os autovalores de M sdo: 1, =1, 4, =1e A3 = % O primeiro autovalor possui

uma multiplicidade de dois e seu autoespago € bidimensional, ou seja, (x, 0, z). Para A3 = %

temos que escolhendo dois autovalores linearmente independentes v1 e v2 e um Unico vetor do

tipo vs, chegamos a:
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1 0 1
v, =10, v, =10 ev3=[—2],
0 1 1
J&4 P e D sdo dados por:
A, 0 0 100 1 0 1
D=|0 A, 0]: 01 ?eP:[V1|V2|V3]:[O 0 -2
0 0 Al [0 0 2 01 1
Sendo assim,
1
10 17 0 otz Yq
(M = pPP-1x© = o]0 1 0 1 b
s h ! f]oo N INE 1L4
2 o -3 o™
2
Ou ainda:
1 1 n+1 i [1 1 n+1]
1_(1 +1=-—(=
an L3 (221 0 a %o Sz) 0
x™ = |b,| =0 (1) ol|bo| = (1) by
by, ’ n+1 Co 2n+1
1 1 1 1
0 ;-G 1 l?(ﬂ ]%+%
Como an + by + ¢cn = 1, temos que:
1 1 n+1
an=a0+[;—(5) ]bo
n
ba=(3)  bo comn=1,2, .. (12)

o= [E= ()" o+

n
Desse modo, quando n tende para o infinito, G) tende para zero de maneira que:

an—>an+]/2b0
bn—>0

Cn — Co + Ybg
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Portanto, fertilizando cada planta do programa de criagdo com uma de seu proprio
genotipo, teremos uma populacéo que, no limite, contém somente plantas AA e aa.

3.1.2 Doencas Recessivas Autossdmicas

H& varias doencas genéticas marcadas pela hereditariedade autossdmica nas quais um
determinado gene do tipo normal A domina um gene do tipo anormal a. Sendo assim, o genotipo
AA é um individuo considerado normal, ou seja, sem a existéncia de doenca, enquanto aqueles
com o genotipo Aa € portador da doenga, porém nao é afetado por ela e os que séo aa possuem
adoenca. Nos seres humanos, na maioria das vezes essas doencas estdo relacionadas a um grupo
social especifico. Sendo assim, podemos citar como exemplo, a fibrose cistica que é uma
doenca predominante entre a populacao branca, enquanto a anemia falciforme é predominante
no grupo dos negros. Além disso, a talassemia é predominante nas pessoas que possuem origem
do Mar Mediterraneo, enquanto a doenca de Tay-Sachs predomina nos judeus europeus

ocidentais.

Aplicacdo 3 (Controle de uma doenca recessiva autossomica): Vamos pressupor que um
determinado pecuarista tenha uma populacdo animal que possui uma doenga recessiva
autossémica. Além disso, suponhamos que tais animais doentes ndo sobrevivem até a
maturidade. Desse modo, uma possivel solucdo para o problema é cruzar qualquer fémea de
qualquer genotipo com um macho normal, isto é, que ndo possui a doenga. Assim, caso seja
realizado um cruzamento do tipo AA—AA, todos os descendentes terdo os dois pais normais real
ou um macho normal e uma fémea portadora da doenca, se o cruzamento for AA-Aa. Vale
salientar que ndo pode ter nenhum cruzamento do tipo AA—-aa, uma vez que origina animais aa
ndo sobrevivem. Logo, realizando esses cruzamentos ndo haverd descentes que sejam
portadores da doenca, mesmo que ainda tenha animais doentes nas geragdes futuras. Podemos

escrever isso, em funcdo dos animais doentes nas geragoes futuras:

2™ = [Z“], n=12 .

n

Onde, nesse problema:
an = representa a fragcdo da populacéo de gendtipo AA na enésima geracao

n = representa da populagéo de genotipo Aa (doentes) na enésima geracao
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A partir da Tabela 8, a distribuicdo de genotipos em funcéo da sua geragdo precedente
é dada pelas equagdes (13):

an = an-1 + ¥%2bn1

bn = Yabp-1 comn=1,2, .. (13)

Por meio da primeira equacdo podemos concluir que todos os descendentes AA sdo do
tipo AA e a metade daqueles que s@o Aa serdo do tipo AA. Em linhas gerais, podemos afirmar
que cada animal descendente terd um dos genitores normais, de maneira que podemos

considerar um cruzamento constante do genotipo AA. Em forma de matrizes escrevemos:

1

o= [ = ew =,

NIRrN|R

Ent&o, conhecendo a distribuigéo inicial x©, encontramos a seguinte equac&o:

x™ = Mx®-D = M2x"-2 = =M@

. . . ~ . 1
Realizando a diagonalizacdo da matriz M, encontramos os autovalores 1, = 1e 1, = >

com os autovalores associados, respectivamente, vi = (1, 0) e v = (1, -1)

V1= [é] €v2 = [—11]

Ja P e D sédo dados por:

D:[A()l ;Z]Zl(l) gleP:[wIVz]:[é _11]

Sendo assim,

xM = pPD"P-1x© = [(1) _11] l; (1(371] [(1) _11] [Zg]
2
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Ou ainda:

N P e

1\ bo
G)
Como ag + bo = 1, temos que:

st ('

bn = (l)n b, comn=1,2, ..

2

(14)

n
Desse modo, quando n tende para o infinito, as fracfes G) tende para zero de modo

que as equacdes 14 se tornam:

an—)l
15
bn—)o

Notamos que, no limite, ndo havera mais animais portadores da doenca na populacéo,
de modo que a fracdo de portadores da doenga cai em cada nova geracdo a metade da geracao

anterior.
3.1.3 Hereditariedade ligada ao sexo

Na hereditariedade relacionada ao sexo, 0 macho possui apenas um gene, seja A ou a,
enquanto a fémea pode ter dois genes: AA, Aa ou aa. Quando se refere “ligada ao sexo”, é
porque esses genes sao encontrados no cromossomo X, dos quais 0 macho tem um e a fémea
tem dois deles. Desse modo, podemos afirmar que um macho recebe um dos dois genes da sua
genitora com igual probabilidade, enquanto a fémea recebe um Unico gene do seu genitor e um
daqueles dois genes da sua genitora com igual probabilidade. Essas probabilidades estdo

resumidas na Tabela 9.
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Tabela 9 — Probabilidade dos possiveis genétipos dos descendentes e suas combinacdes.
Genotipo dos pais (pai, mae)

(A, AA) (A, Aa) (A, aa) (a, AA) (a, Aa) (a, aa)

oo A 1 Y 0 1 Y 0
[<5]
= =< 1 1
= a 0 Z 1 0 Z 1
o
5 g AA 1 Y 0 0 0 0
g £ Aa 0 Yo 1 1 Y 0
© aa 0 0 0 0 2 1

Fonte: Anton e Rorres (2012).

Aplicacédo 4 (Procriacéo consanguinea): Nesta aplicacdo vamos considerar a selecdo aleatéria
de um macho e uma fémea, ambos descendentes dos mesmos genitores; em seguida
selecionamos dois descendentes dessa geragdo, um de cada sexo, € 0S cruzamos e assim
sucessivamente. A procria¢do consanguinea é muito utilizada com animais, a fim de manter as
caracteristicas genéticas da espécie. Além disso, esse tipo de procriacdo foi utilizado pelos
egipcios para manter a pureza da familia real. Dados os cruzamentos (Tabela 9), o par original

do casal macho-fémea pode ser de um dos seis tipos abaixo:

(A, AA), (A, Aa), (A, aa), (a, AA), (a, Aa), (a, aa)

Nesse problema, os pares de irmdos utilizados no cruzamento nas n gera¢des tém uma

probabilidade de ser um desses seis tipos. Assim:

an = representa a probabilidade de o genotipo ser do tipo (A, AA) na enésima geracao
bn

Cn = representa a probabilidade de o gendtipo ser do tipo (A, aa) na enésima geracao

representa a probabilidade de o gen6tipo ser do tipo (A, Aa) na enésima geracao

dn = representa a probabilidade de o gen6tipo ser do tipo (a, AA) na enésima geracdo
en = representa a probabilidade de o gendtipo ser do tipo (a, Aa) na enésima geracao

fn = representa a probabilidade de o genotipo ser do tipo (a, aa) na enésima geracao

Essas fracOes podem ser representadas matricialmente, por meio do vetor coluna:

x™ = n=0,1,2, ..
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A partir da Tabela 1, a distribuicdo de genotipos em funcéo da sua geragdo precedente
é dada pelas equagdes (14):

an = an-1 + Yabn-1
bn = Yabn-1 + dn-1 + Yaen-1
Cn = Yaen1 comn=1,2, ..
(16)
dn = 1/4bn-1

en = Yabn.1 + Cn1 + Yaen1

fn = 1/4en-l + fn-l

Matricialmente podemos escrever:

1 i 0 0 0 0
[an'l [an—l'l 0 % 0 1 % 0
| bn | bn-1 0000 =0

x™ = Ccln ,xD = fn1 eM = 1 :
n n-1 0O - 0 0 00O

en en_1 4

1 1
lfnJ fn-1 0 " 1 0 " 0

1
0 0 0 0 ; 1]

Por suposicdo, considerando que o par macho-fémea na (n - 1)-ésima geracdo seja
(A, Aa). Logo, o descendente macho desse cruzamento ira possuir genétipo A ou a com a
mesma probabilidade, enquanto a descendente fémea pode ser AA ou Aa com a mesma
probabilidade. Ja que os descendentes serdo escolhidos aleatoriamente, o proximo cruzamento
sera um dos pares de gendtipos (A, AA), (A, Aa), (a, AA) ou (a, Aa) com igual probabilidade.

. . . 1 Zan .
Por isso, a segunda coluna da matriz M é de 5 ara os pares genotipos mencionados.

Entdo, conhecendo a distribuigo inicial x©, encontramos a seguinte equag&o:
XM= MxO-D = M- = | =MxO
Realizando a diagonalizag&o da matriz M com o auxilio computacional, encontramos 0s
autovalores A, =1, 1, =1, 13 = % Ay = —%, As = i(l +V5) e A :i(l —+/5) com os

autovalores associados, respectivamente:



3 APLICACOES DE ALGEBRA LINEAR 73
[~(-3-V5)] (~(=3+V5)]
1 0 -1 1 1 1
0 0 2 —6
o =2 v, =0 vy = |7 vy = | 73 v = %(_1+\/§) e Vg = %(_1_\/3)
1 o “2 o 3 1) ¥4 3 5 l(_1+\/§) 6 l(—l—\/g)
0 0 -2 6 4 4
AN Y O e R ] B B! o
|7 (=3-V5) ] |7 (=3+V5) ]
JaP, P! DeD"sio dados por:
— 1 1 —
10 -1 1 ;(-1+V5) -(-3++5)
00 2 -6 1 1
0 0 -1 -3 ;(-1+V5) 1(-1-+5)
P=1[vi|Vv2|Vva|Va|Vs|Ve] = 1 1 ,
00 1 3 (-1+v5) (-1-+5)
00 -2 6 1 1
1 1
_O 1 1 -1 Z(—3—\/§) Z(—3+\/§)_
r 2 1 2 1 b
0 3 3 3 3 0
1 2 1 2
0 3 3 3 3 1
1 1 1 1
iz’ s 4 ¥ w0
1 1 1 1 !
O = TR w0
1 1 1 1
0 —(5+V5) +:V5 +:v5 —(5+V5) 0
1 1 1 1
0 —~(5-v5) —:V5 —cV5 ~(5-V5) 0
10 0 0 0 0
200 0 0 0 |0 10 0 0 0
020000 [00 2 0 0 0
o020 0 Of_ 1
D=lo 0 0 2 0 ofT|0 0 0 —3 0 0 °
0000020 fop 00 o (1+v5) 0
0 0 0 0 0 A 4 )
(0 00 0O 0 ;(1=+5)]
1 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0
1Tl
0 (3) o
D'=lo 0 o (-1) 0 0
00 o0 o [F1+vE)] 0
n
0 0 o 0 0 fa-v5)|
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Sendo assim,

x™ = pD"P1x©@

Tomando um vetor especifico x©, formado a partir da distribuicao inicial das fragdes,

os calculos para x™ n&o sdo muito trabalhosos. Como os valores absolutos das Gltimas quatro

entradas na diagonal da matriz D s&o inferiores a 1, vemos que quando n tende para o infinito:

D" -

cCocoococo R
cococor o
cocoocococo

Logo, temos que:

xW - P

cocoococor
cocoocor o
cococoococo
cococoococo

S OO OO O

S OO OO O

S OO OO O

S 00 OO O

cocoocooo

P-1x© (17)

Realizando a multiplicacdo do lado direito da matriz, obtemos:

0
0

0
0

X(n) N

r 2 1 2 1 B
ay +§b0 +§CO +§d0 +§€0

1 2 1 2
_fO +§b0 +§CO +§d0 +§eo_

(18)

Notamos que, no limite, todos os pares macho-fémea consanguineos serdo do tipo

(A, AA) ou (a, aa). Sendo assim, um exemplo préatico deste problema seria considerar os pais

iniciais serem do tipo (A, Aa), isto significa que bo =1 e ag = Co = do = €0 = fo = 0. Desse modo,

guando n tender ao infinito:

X(n) N

WIROO OO wWIN
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.. / 2 a ,
Portanto, no limite, ha uma chance de 3 dos pares macho-fémea consanguineos serem

do tipo (A, AA) e uma probabilidade de § ser do tipo (a, aa).

3.2 Algebra Linear aplicada ao crescimento populacional por faixa etaria

Uma outra aplicacdo interessante da Algebra Linear refere-se ao crescimento
populacional por faixa etaria. Segundo Anton e Rorres (2012), o modelo matricial de Leslie
pode ser utilizado para investigar o crescimento de um determinado género da populacdo ao
longo do tempo. Em um proximo passo, podemos determinar o limite dessa distribuicdo etaria

e da taxa de crescimento populacional.

Aplicacéo 5 (Distribuicdo etaria de fémeas em animais): Sabendo que a idade méaxima de
uma populagdo animal de fémeas é de 60 anos e sendo essa populacdo dividida em trés faixas
de idade iguais duracéo de vinte anos, isto &, [0; 20); [20; 40); [40; 60], considerando que havia,
3.000, 2.000 e 1.000 fémeas nas respectivas faixas e dada a matriz de Leslie abaixo, qual a
quantidade de fémeas em cada faixa?
0 4 3
L= [1/2 0 O]

0 1/4 0

Usando a equacédo 1 e sabendo que inicialmente existiam 3.000, 2.000 e 1.000 fémeas

nas respectivas trés faixas etarias, temos que:

3.000]
x@ = {2.000
1.000.
) 4 3113.000 11.000]
xM =Lx® =(1/2 0 0]|2.000] =] 1.500
L 0 1/4 oll1.000 500 |
) 4 37111.000 7.5001
x@ =Lx® =(1/2 0 0]]|1.500|={5.500
[ 0 1/4 oll 500 375 |
0 4 3717.500 23.125]
x® =1x@ =11/2 0 0]|5.500[=]3.750
| 0 1/4 oll 375 1.375 |
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Portanto, depois de 60 anos ha um total de 23.125 fémeas na faixa de 0 a 20 anos de
idade, 3.750 fémeas na faixa de 20 a 40 anos de idade e 1.375 fémeas na faixa de 40 a 60 anos
de idade.

Aplicacéo 6 (Uma matriz de Leslie sem autovalor dominante): Dada a matriz de Leslie

0 0 6
L= [1/2 0 0]

0 1/3 0

Entdo o polindbmio caracteristico de L € dado por:

0—2 0 6
]=—/13+1ou/13—1

p/1=det[1/2 0-1 0
0 1/3 0-2

Logo, os autovalores séo as solucdes de A3 — 1, isto é,
M=1 A=—142

A matriz de Leslie em questdo possui todos os autovalores com valor absoluto 1, porém

0 Unico autovalor positivo A, = 1 ndo é dominante. Além disso, é importante verificar que que
essa matriz possui propriedade L® = 1, o que significa que dada qualquer escolha da distribuicio

etaria inicial x©, temos:

%@ = @ = x6) = ... = 3K = ...
o0 que significa que o vetor de distribuicdo etéaria fica oscilando com um periodo de trés unidades

de tempo. Essas oscilacdes sdo chamadas de ondas populacionais, sendo inviavel quando A, for

um autovalor dominante, como estudaremos em seguida.

Teorema 15 (Autovalor dominante): Se as duas entradas sucessivas a; e aj+1 da primeira linha
da matriz de Leslie possuirem valores diferente de zero, o autovalor positivo da matriz é

dominante.

Vamos assumir que a matriz de Leslie L seja diagonalizavel. Vale salientar que isso ndo
€ necessario, mas resume os célculos. Realizando essa suposi¢do, L passa a ter n autovalores

A1, Ay, ..., Ay, N80 obrigatoriamente diferentes, e n autovetores linearmente independentes
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relacionados a x4, x5, ..., X,. Dentre eles, o autovalor A, é o primeiro. Assim, podemos elaborar

uma matriz P de maneira que suas colunas correspondem aos autovetores de L.

P = |xq |xa ]3] |2y

Como L é diagonalizavel, isto €, possui uma matriz invertivel: L = PDP!, temos que:

A4 0 0 - 0
L=p|0 A 0 - Ofpa
0 0 0 - A
Fazendo Lk, encontramos:
[f 0 0 - 0]
k
L"=Pl9 A'Z O 0"P‘1, comk=1,2, -
0o 0 0 - Ak

Para um vetor de distribuicdo etéria inicial xX© qualquer, temos:

A0 0 - 0
ex© = p| O 2 0 0 P~ 1x©), comk=1,2, -
0 0 0 - Ak
Dividindo ambos o lado da equagéo por A% e lembrando que x® = L*x©, encontramos a
Equacéo 20:
1 0 0 0
A\*
1 0 (A_) 0 0
—x® =p 1 P~1,(0) (19)
Ak : : : :
1 K
0 0 0 (/1_,1)
1)

Logo, A4, =1, sendo o valor dominante. Assim, | 4;/4, | <1comi=2,3, -, n, ou seja,

(4;/21)* — 0 quando k — oo, comi=2,3, N
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Sendo assim, aplicando o limite em ambos os lados da Equagéo 19, temos:

1 0 0 0
. 1 0 0 O 0
— Ll -1,.(0)
%‘lﬁ‘o{ x } P P~"x (20)
0 0 0 0

Reescrevendo a Equacio (20), denominando a primeira entrada do vetor coluna P~1x(®

pela constante ¢, obtemos:

1
lim {/1_" x(k)} =cx, (21)
1

k—oo

onde ¢ depende somente do vetor de distribuicdo etaria inicial x (.

Podemos realizar a seguinte aproximacao da Equacdo (21):

x®) = cA¥x;, com grandes valores de k (22)

Além disso, a partir da Equacdo (21) ainda podemos escrever:

x®=D = cak=1x, com grandes valores de k (23)

Finalmente, comparando as Equacdes (22) e (23), observamos que:

x®) = 2, x*=D  com grandes valores de k (24)

Portanto, com os grandes valores de k a medida que o tempo passa, cada vetor da
distribuicédo etéria corresponde a um multiplo escalar do vetor de distribuicdo que o antecede,
sendo um autovalor positivo e dominante da matriz de Leslie. I1sso torna a proporcéo de fémeas

em cada faixa etaria constante ao longo do tempo.



3 APLICACOES DE ALGEBRA LINEAR 79

Aplicacdo 7 (Retomando a aplicacdo 5): Retomando a matriz de Leslie L da aplicacédo 5,

temos que:

0 4 3
L= [1/2 0 0]

0 1/4 0

O polinémio caracteristico p(41) = |A — L| é dado por:

1 4 3
pA = det [1/2 -1 0 ] =23 —21-3/8
0 1/4 -1

Para conhecer os autovalores, temos que encontrar as raizes do polinémio caracteristico:
3 3
/11_5’ 12—_Z+_, }{3—____

;. .. ; 3
O (nico autovalor positivo é 4, = ~. Logo, usaremos ele para encontrar xi, usando a

Equacéo (6):

] 1 ]

1 l/E 1

_ bi/24 _ 2/ 2 —|1/3

gl AN @)/ 1l
L/

2) |

Usando a Equacéo (3), obtemos:
x(0 = gx(k‘l), com grandes valores de k.

Assim, em um periodo de cinco anos, a populacdo de fémeas em cada uma das trés

faixas cresce em 50%. Além disso, conforme a Equacdo (23), temos:
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x® = ¢ (—

3
2

) 1/3

k 1

18

ou seja, as fémeas estdo distribuidas em uma proporgéo de 1: §3 118 correspondendo a 72%, 24%

e 4% de fémeas em cada uma das faixas etarias.

Aplicacdo 8 (Distribuicdo etaria de fémeas humanas): Um exemplo muito interessante da

aplicacdo do modelo de Leslie esté ligado a populacdo de mulheres canadenses. Os parametros

utilizados no estudo correspondem a taxa de natalidade e mortalidade daquela populacdo no

ano de 1965. Como poucas mulheres depois dos 50 anos geram filhos, a analise deste estudo

leva em conta apenas a populacdo de fémeas com idade entre O e 50 anos. Foi elaborado 10

faixas etarias em periodos de cinco anos, conforme a Tabela 10.

Tabela 10 — Taxa de natalidade e mortalidade da populacdo de mulheres canadenses.

Intervalo de idade ai bi
[0, 5) 0,00000  0,99651
[5, 10) 0,00024 0,99820
[10, 15) 0,05861 0,99802
[15, 20) 0,28608 0,99729
[20, 25) 0,44791 0,99694
[25, 30) 0,36399 0,99621
[30, 35) 0,22259 0,99460
[35, 40) 00457  0,99184
[40, 45) 0,02826 0,98700

[45, 50) 0,00240

Fonte: Anton e Rorres (2012).

Os dados da Tabela 10 podem ser representados em uma matriz de Leslie L:

10,00000
0,99651
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000

10,00000

0,00024
0,00000
0,99820
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000

0,05861
0,00000
0,00000
0,99802
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000

0,28608
0,00000
0,00000
0,00000
0,99729
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000

0,44791
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,99694
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000

0,36399
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,99621
0,00000
0,00000
0,00000

0,22259 0,10457
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,00000 0,00000
0,99460 0,00000
0,00000 0,99184
0,00000 0,00000

0,02826
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,98700

0,002407
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
0,00000
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O autovalor positivo e o autovalor associado &, aproximadamente,

11,00000
0,92594
0,85881
0,79641
0,73800
0,68364
0,63281
0,58482
0,53897

10,494 29

Al = 1,07622 ex, =

Desse modo, caso a taxa de natalidade e mortalidade da populacdo fémea do Canada
permanecam a mesma de 1965, sua populacdo ira aumentar 7,622% a cada cinco ano. A partir
do vetor x;, podemos notar que a populacdo de mulheres canadenses ao longo do tempo sera
de 100.000 mulheres entre 0 e 5 anos de idade, 92.594 mulheres entre 0s 5 e 0s 10 anos, 85.881
mulheres entre os 10 e os 15 anos, e assim sucessivamente.

Teremos trés casos para o0 autovalor positivo A;:

) Quando A; > 1, a populagdo cresce;
i) Quando 4, <1, a populagéo decresce;

i) Quando 4, =1, a populagéo se estabiliza.
A terceira situacdo € interessante, uma vez que determina o m crescimento populacional
nulo. Seja qualquer distribuicdo etaria inicial, temos que o crescimento da populacdo de

fémeas tende para um limite, que € um multiplo qualquer do autovetor x;. Sendo assim, A,

=1, se, e somente se

a1 + az b1 + a3 b1b2 + -4 an b1b2 le—l = 1 (25)

Assim, a taxa liquida de reproducao da populacédo (R) é dada pela Equagéo (26):

R == al + az bl + a3 ble + -+ an b1b2 ---bn—l (26)
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Este trabalho de concluséo de curso teve como objetivo estudar cinco pontos
importantes da Algebra Linear: (i) transformacdes lineares, (ii) autovetores e autovalores, (iii)
diagonalizacdo de uma matriz, (iv) compreensdo intuitiva de limites e (v) matriz de Leslie.
Todos os conceitos foram estudados a partir de definicGes, teoremas, corolarios, observagdes e
exemplos, que podem ser aplicados a diversas areas que necessitam de modelagem matematica
para explicar algum fenémeno em questdo. No entanto, neste trabalho nos limitamos a
compreender a genética e o crescimento populacional por faixa etéaria.

Na primeira aplicagdo, resolvemos problemas de hereditariedade autossémica, por meio
da distribuicdo dos gendtipos numa populacdo qualquer; estudamos ainda casos de doengas
recessivas autossomicas e hereditariedade ligada ao sexo. Esses pontos sdo importantes, caso
um determinado pecuarista objetive uma populacdo de animais livre ou com menor nimero
possivel de doengas, 0 que causa menos prejuizo do ponto de vista econdmico.

Na segunda aplicagdo, a matriz de Leslie foi utilizada para explicar o crescimento
populacional por faixa etaria. Nesse caso, verificamos como podemos obter 0 nimero da
populacdo de fémeas, por exemplo, em qualquer faixa de idade ao logo do tempo. Além disso,
estudos relacionados a matriz de Leslie sem autovalor dominante também foram realizados,
uma vez que nem sempre tal matriz possui um autovalor ndo dominante. Esse conceito é muito
util para explicar a partir da taxa de natalidade e mortalidade o comportamento populacional.
Um estudo interessante, seria utilizar a matriz de Leslie para estimar a populacdo masculina e
feminina de Jodo Pessoa-PB em determinado periodo.

Por fim, podemos observar o quanto os conteldos matematicos, especialmente aqueles
relacionados & Algebra Linear, estdo presentes no nosso cotidiano. Portanto, essa disciplina ndo
deve ser estudada de maneira isolada, mas de maneira interdisciplinar a partir da utilizacdo de

inimeras aplicacdes a varias outras areas de conhecimento.
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