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RESUMO

O objeto de estudo deste trabalho académico é discutir como o teorema de Pick pode ser
aplicado no ensino de geometria, seja de maneira tradicional ou com o uso de recursos
tecnoldgicos, e na resolucdo de problemas de olimpiadas de matematica. Para tanto, sera
realizada uma pesquisa bibliografica com o objetivo de encontrar artigos e livros que abordem
0 assunto e que possam ser utilizados como referéncia na elaboracdo de atividades didaticas
identificando as diversas aplicacdes do teorema de Pick. Além disso, serd elaborada uma
sequéncia didatica, para uma turma do Ensino Fundamental 11, contemplando um contetdo de
geometria (onde seja utilizado o teorema de Pick) toda sequéncia embasada pela Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), Souza (2021),
Sé (2016) e outros autores que discutem a tematica para que professores possam utilizar o
teorema de Pick de forma efetiva em suas aulas. Outra abordagem que sera explorada é a
resolucdo de questdes das provas da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) utilizando o teorema de Pick. Serdo selecionadas questfes que permitam demonstrar
a aplicacdo pratica do teorema, de forma a incentivar o seu uso em sala de aula. Para auxiliar
no processo de visualizagdo da rede de pontos no plano, ou malha quadriculada, e figuras
geométricas, sera utilizado o software GeoGebra. Isso permitird a criacdo de desenhos precisos
e facilitara a demonstracdo das aplicacdes do teorema de Pick em atividades didaticas. A
pesquisa de questdes das provas da OBMEP e a utilizacdo do software GeoGebra seréo
importantes ferramentas para tornar o aprendizado do assunto mais dindmico e pratico. Espera-
se que este trabalho contribua para o aprimoramento do ensino de geometria plana e para o

desenvolvimento das habilidades dos estudantes nessa area do conhecimento.

Palavras-chave: Teorema de Pick. Aplicagdo em sala de aula. Geometria plana. Software Ge-
0Gebra.



ABSTRACT

The object of study of this academic work is to discuss how the Pick's theorem can be applied
in the teaching of geometry, either in a traditional way or with the use of technological
resources, and in solving mathematical Olympiad problems. Therefore, a bibliographic research
will be carried out with the objective of finding articles and books that address the subject and
that can be used as a reference in the elaboration of didactic activities, identifying the various
applications of Pick's theorem. In addition, a didactic sequence will be developed for a class in
Middle School, encompassing a geometry content (where Pick's theorem will be used), with the
entire sequence based on the National Common Curricular Base (BNCC), the National
Curriculum Parameters (PCN), Souza (2021), Sé (2016), and other authors who discuss the
theme so that teachers can effectively use Pick's theorem in their classes. Another approach that
will be explored is the solving of questions from the Brazilian Mathematics Olympiad for Public
Schools (OBMEP), using Pick's theorem. Questions that allow for demonstrating the practical
application of the theorem will be selected, in order to encourage its use in the classroom. To
aid in the visualization process of the network of points on the plane, or grid mesh, and
geometric figures, the GeoGebra software will be used. This will allow for the creation of
precise drawings and facilitate the demonstration of the applications of Pick's theorem in
didactic activities. The research of OBMEP questions and the use of the GeoGebra software
will be important tools to make the learning of the subject more dynamic and practical. It is
expected that this work will contribute to the improvement of the teaching of plane geometry
and to the development of students' skills in this area of knowledge.

Keywords: Pick's Theorem. Application in the classroom. Plane geometry. GeoGebra sof-

tware.
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1 MEMORIAL

Meu nome é Michel Carlos de Medeiros, natural de Currais Novos, Rio Grande do
Norte, nascido em 16 de marco de 1986. Compartilhar minha histéria educacional é algo que
gostaria de fazer. Ao longo do meu percurso escolar, tive a sorte de frequentar instituicoes

publicas de ensino de exceléncia, das quais me sinto extremamente honrado.

1.1 Historico de formacéo escolar

Comecei minha educacdo formal na "Escola Municipal de Nossa Senhora", em Currais
Novos RN, onde cursei do 1° ao 5° ano do Ensino Fundamental I. L4, aprendi muito e comecei
a desenvolver meu amor pela aprendizagem.

Em seguida, mudei-me para o "Colégio Comercial", escola municipal também em Cur-
rais Novos RN, onde cursei do 5° ao 9° ano do Ensino Fundamental 11. Nessa escola, tive acesso
a uma educacdo de qualidade, que me preparou para 0s proximos desafios académicos que
viriam pela frente.

Ao chegar ao Ensino Médio, deparei-me com um dilema que muitos estudantes enfren-
tam: trabalhar ou estudar. Optei por conciliar o trabalho com os estudos, no entanto, essa
escolha me trouxe muitas dificuldades e prejudicou-me no inicio. Todavia, como acredito que
a educacdo é a chave para um futuro melhor, decidi prosseguir e optei por uma modalidade de
ensino que me auxiliaria nessa conciliacdo: o supletivo, objetivando concluir o Ensino Médio
0 mais rapido possivel sem prejuizo ao trabalho.

Todo o meu Ensino Médio, cursei na "Escola Estadual Professora Creuza Bezerra", em
Currais Novos RN, em seguida, diante de minha realidade social, segui de vez para o0 mercado
de trabalho, abandonando assim, o sonho de ingressar em uma universidade. Essa foi uma es-
colha dificil, pois sempre sonhei com uma formagéo académica de nivel superior, mas neces-
saria. Ao finalizar esse curso, aprendo verdadeiramente que é possivel superar obstaculos

quando se tem determinacgéo e perseveranca.
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1.2 Histdrico de formac&o universitaria

Depois de concluido o Ensino Médio em 2002, eu decidi continuar meus estudos apenas
através de cursos profissionalizantes para suprir a demanda do mercado de trabalho. Essa busca
constante por conhecimento me permitiu adquirir novas habilidades e conhecimentos valiosos
que seriam Uteis em minha carreira, mas eu sabia que precisava de uma formacao superior para
alcancar melhores oportunidades na vida.

Durante os anos de 2015 a 2017, dediquei-me a estudar para o0 Exame Nacional do
Ensino Médio (Enem), pois, percebi que a formacao superior era essencial para o meu futuro e,
por isso, ndo medi esfor¢os para me preparar para ingressar no ensino superior. Esse ingresso
se deu através do Processo Seletivo para ingresso em cursos de graduacdo da Universidade
Federal da Paraiba (UFPB), no ambito do Sistema Universidade Aberta do Brasil (UAB), mo-
dalidade de Educacdo a Distancia (EaD).

1.3 Experiéncia como Professor de Matematica

Até 0 momento, ndo tive a oportunidade de vivenciar situacfes em sala de aula como
docente de matematica. No entanto, a experiéncia mais proxima disso ocorreu durante as
praticas orientadas nos Estagios dois e quatro onde realizei intervengbes como docente
estagiario. Todos os meus quatro Estagios Supervisionados se deram na Escola Estadual De
Ensino Fundamental e EJA Felix Daltro sob a supervisdo da professora Juliana Paula Correia.

Os estagios supervisionados tiveram uma importancia crucial na minha formagéo, uma
vez que me proporcionou a oportunidade de colocar em préatica os conhecimentos teoricos,
observar e interagir com a rotina escolar, desenvolver habilidades pedagdgicas e refletir sobre
a préatica docente. Essa experiéncia foi fundamental para a constru¢do da minha identidade
profissional como futuro professor e para aprimorar minhas competéncias, permitindo uma
formacdo mais contextualizada e conectada com as demandas da educacdo basica, mesmo

durante um contexto pandémico complexo, por conta da COVID-19.
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2 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objeto de estudo discutir como o teorema de Pick pode
ser aplicado no ensino de geometria, seja de maneira tradicional ou com 0 uso de recursos
tecnoldgicos, e na resolucdo de problemas de olimpiadas de matematica. Este teorema é muito
importante para o estudo da geometria plana no que se refere ao célculo de areas de certas
figuras planas uma vez que ele estabelece uma relacao entre a area de um poligono e o nimero
de pontos inteiros em seu interior e fronteira, o que permite que sejam realizados célculos
precisos e exatos envolvendo a area de poligonos, de maneira mais simples e eficiente.

Inicialmente, sera apresentada uma breve biografia de Georg Alexander Pick e em
sequida sera introduzido o assim denominado teorema de Pick, publicado em 1899. Vale
salientar que serdo abordados alguns eventos importantes da vida de Pick assim como 0s
conceitos basicos necessarios para a compreensao do teorema de Pick.

Em seguida, abordaremos algumas aplicagdes do teorema de Pick em sala de aula, com
0 objetivo de identificar as possibilidades didaticas de utilizacdo deste teorema em diferentes
niveis de ensino. Além disso, sera apresentada uma sequéncia didatica onde utilizamos o
teorema de Pick contemplando atividades praticas e sugestdes de exercicios que possam ser
utilizados pelos professores em sala de aula no processo de ensino aprendizagem dos alunos,
de maneira a tornar o ensino da geometria mais interessante para os alunos.

Sera feita ainda uma pesquisa de questbes nas provas da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) que admitam uma resolucdo utilizando o teorema
de Pick, com o objetivo de destacar a importancia dessa ferramenta para a resolucdo de
problemas desse tipo.

Por fim, serd apresentado o software GeoGebra. Ele permite a visualizac¢éo e exploracao
de figuras geomeétricas, facilitando a compreensdo dos principios subjacentes. Além disso, ele
oferece a possibilidade de realizar atividades interativas, permitindo aos alunos praticar e
consolidar o conteudo de forma mais envolvente e dindmica.

Dessa forma, este trabalho oferece aos professores um conjunto de recursos didaticos
para tornar o ensino da geometria mais dindmico e interessante para os alunos.

O enfoque desta pesquisa ¢ “O uso do teorema de Pick no ensino de geometria e na
resolucdo de problemas de olimpiadas”. O estudo delimitado ira focar no uso do teorema de
Pick como uma ferramenta importante no ensino de geometria e na resolucdo de problemas de
olimpiadas, explorando suas possibilidades de aplicacdo em sala de aula e o uso de tecnologias

para aprimorar essas aplicacdes. Especificamente, o estudo ird examinar como o teorema de
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Pick pode ser utilizado para resolver problemas de geometria em competi¢cdes de matematica,
e como ele pode ser ensinado em sala de aula, utilizando ainda recursos tecnoldgicos para
auxiliar no aprendizado.

A presente pesquisa € motivada pela dificuldade que os professores enfrentam ao
ensinar geometria, envolvendo a necessidade de tornar conceitos abstratos mais concretos,
desenvolver habilidades visuais e espaciais nos alunos, e superar a falta de interesse ou
motivacao em relacdo a matéria.

Ao discutir como o teorema de Pick pode ser aplicado em sala de aula, é possivel
entender como ele pode ser utilizado para auxiliar no ensino de geometria e como pode ser uma
ferramenta Gtil para os alunos.

A discussdo sobre a possibilidade de utilizar o teorema de Pick de forma alternativa na
resolucdo de problemas de geometria permite explorar a flexibilidade do teorema e como ele
pode ser aplicado de forma criativa em diferentes situagdes.

A apresentacdo de ferramentas tecnoldgicas disponiveis para auxiliar no ensino e na
aplicacdo do teorema de Pick permite que os professores tenham conhecimento sobre opcdes
alternativas de ensino, e como elas podem ajudar a engajar os alunos e tornar o aprendizado
mais eficiente.

Por fim, a discussdo sobre como os professores podem integrar essas ferramentas em
suas aulas de forma eficaz é importante para que possam ser utilizadas da melhor forma possivel
e com resultados significativos no processo de ensino e aprendizagem. E necessério conhecer
as vantagens e desvantagens do uso de softwares em relacéo ao ensino tradicional de geometria
para decidir qual abordagem é mais adequada para cada situacao.

Para problematizar esse tema, eu investiguei: Como o teorema de Pick pode ser aplicado
em sala de aula? E possivel utilizar o teorema de Pick de forma alternativa na resolucéo de
problemas de geometria? Existem ferramentas tecnoldgicas disponiveis que podem auxiliar no
ensino e na aplicagdo do teorema? Quais sdo as vantagens e desvantagens do uso de softwares
em relacdo ao ensino tradicional de geometria? Como os professores podem integrar essas
ferramentas em suas aulas de forma eficaz?

Nesse sentido, o objetivo geral da pesquisa € discutir a relevancia do Teorema de Pick
no contexto da geometria e explorar suas aplicacGes em atividades didaticas que envolvam o
calculo de figuras geométricas plana buscando incentivar e promover sua utilizacao efetiva em
sala de aula, com o intuito de contribuir para a resolucdo de problemas desafiadores, como os

encontrados em competicOes de olimpiadas matematicas.
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Para alcangar o objetivo geral do trabalho, foram estabelecidos os seguintes objetivos
especificos: Realizar uma reviséo bibliografica sobre o teorema de Pick e sua histdria e origens;
Pesquisar como os professores podem aplicar de forma eficaz em sala de aula o teorema de
Pick; Identificar possibilidades de utilizacdo do teorema de forma alternativa na resolucéo de
problemas de geometria; Apresentar questdes de geometria aplicada na OBMEP onde seria
possivel sua resolucdo; Explorar o GeoGebra, ferramenta disponivel para auxiliar no ensino do
teorema; Analisar as vantagens e desvantagens do uso de ferramentas tecnolégicas no ensino
de geometria.

A fundamentacg&o tedrica se baseou na analise critica de diferentes obras que abordam
0 Teorema de Pick e suas aplicacdes, abrangendo também a histéria e a origem do Teorema de
Pick, seus conceitos iniciais, a demonstracao do teorema e possiveis aplicacdes em sala de aula.
Buscou-se também explorar diferentes abordagens que podem ser utilizadas pelos professores

para ensinar geometria de forma mais atrativa. As obras de:

* “Teorema de Pick: Uma abordagem para o célculo de areas de poligonos simples”
- Abreu (2015);

* “O teorema de Pick” - Hermes (2015);

* “O teorema de Pick e algumas aplicagdes para os Ensinos Fundamental IT e Médio”
- Sé (2016);

* “Sugestdes para aplicacdo do teorema de Pick na educacao basica” - Junior e Micena
(2014);

* “Meu professor de matematica e outras historias” - Lima (1991).

Foram usadas como referéncias para embasar nosso estudo. Essas fontes abordam
diferentes pontos sobre o tema, oferecendo informacGes relevantes e contribuindo para a
compreensdo do assunto em estudo.

O presente trabalho estd estruturado em 5 capitulos. O primeiro capitulo aborda a
historia e origem do teorema de Pick, com base nas referéncias de Abreu (2015), Freitas (2018).
Essa analise historica é fundamental para compreender quem foi Pick e seu teorema na historia.
Além disso, foi apresentado defini¢des de figuras geométricas e necessarias a compreensdo do
teorema finalizando com a demonstracdo de Lima (1991).

Em seguida no foi abordado as possiveis aplica¢des do teorema de Pick na sala de aula,
especificamente em contetdos de geometria. As referéncias de Souza (2021), Junior e Micena

(2014) e Sé (2016) foram utilizadas como base para essa analise. Essas fontes bibliogréaficas
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fornecem exemplos préticos de como o teorema de Pick pode ser incorporado no ensino,
permitindo aos alunos explorar e compreender conceitos geometricos de forma mais concreta.

Posteriormente, foram abordadas as tecnologias digitais BNCC, com referéncias a
BNCC (2017), ao GeoGebra (2023). No momento seguinte, foi apresentado o software
GeoGebra, com um breve tutorial e exemplos préticos de configuracdo e utilizacdo do
GeoGebra na construcdo de poligonos simples com base no trabalho de Junior (2022).

No capitulo seguinte apresentei uma proposta de sequéncia didatica para trabalhar a
introducdo do Teorema de Pick em uma aula sobre um determinado conteldo geométrico
visando facilitar a assimilacdo do contetido pelos alunos. Essa sequéncia utiliza 0 GeoGebra,
ferramenta tecnoldgica que aprimora a compreensao dos alunos em relacdo aos conceitos
geométricos e teve como autores principal para embasamento Freitas (2018) e Junior (2022).

Finalmente, neste trabalho, busquei questbes presentes na Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) que pudessem ser solucionadas também pelo
teorema de Pick, apresentando duas questdes exemplificativas. No entanto, devido a existéncia
de condicBes prévias necessarias para uma aplicacdo correta do teorema, decidi investigar
também se haveria uma questdo que ndo aceitasse a utilizacdo do teorema de Pick, o que

também foi exemplificado em uma quest&o.
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3 METODOLOGIA

A pesquisa adotada para este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) consiste em uma
revisdo bibliografica, com o propdsito de explorar a histdria, as origens, a aplicacdo e as
vantagens/desvantagens do teorema de Pick no ensino de geometria. Essa escolha metodologica
se justifica pela necessidade de realizar uma analise aprofundada da literatura existente sobre o
tema, a fim de compreender de maneira abrangente as contribuicbes tedricas e praticas
relacionadas ao uso desse teorema no contexto educacional. Ao realizar a revisao bibliografica,
serdo selecionados e examinados artigos, livros, teses e outros materiais académicos
pertinentes, a fim de estabelecer um embasamento solido para as discussdes e conclusdes
apresentadas neste trabalho. Além disso, a revisao bibliografica permitira identificar possiveis
lacunas de conhecimento e direcionar futuras pesquisas na area do ensino de geometria, com

enfoque no teorema de Pick.
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4 SOBRE PICK E O TEOREMA DE PICK

O proposito deste capitulo é examinar o teorema de Pick e contextualizar sua origem,
abordando desde a historia de vida de George Alexander Pick, seu criador, até o
desenvolvimento dos conceitos fundamentais e resultados secundarios que permitiram sua
concepgdo. O intuito é compreender 0 ambiente que envolve o teorema e fornecer uma visao

abrangente do assunto.

Figura 1 - Georg Alexander Pick

Fonte: Imagem extraida de Wikipédia (2023)

Segundo Fritsch (2001), Georg Alexander Pick nasceu em Viena em 1859, oriundo de
uma familia judaica. Ingressou na Universidade de Viena em 1875, quando tinha apenas
dezesseis anos de idade. No ano subsequente, publicou seu primeiro artigo de matematica,
graduando-se posteriormente em 1879, com qualificacdo em Matematica e Fisica, 0 que 0
habilitou a ministrar ambas as disciplinas. Na mesma universidade, obteve seu titulo de
doutorado em 1880. Exercendo sua profissdo nas universidades de Praga e Leipzig na
Alemanha.

Além de suas realizacGes académicas, é digno de nota que Pick se tornou o reitor da
Faculdade Alemd em Praga em 1901, onde orientou cerca de 20 alunos em seus doutoramentos.
Entre eles, Charles Loewner foi o mais famoso, tendo sido agraciado com um prémio por seu

doutorado sobre teoria de fungdes geométricas em 1917.
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Alem disso, outro aspecto importante na vida de Pick foi sua amizade com Albert
Einstein. Pick participou da comissdo que recomendou Einstein para a cadeira de Fisica na
Universidade de Praga e, a partir desse momento, 0s dois se tornaram amigos intimos, havendo
uma ampla troca de conhecimentos cientificos. Ainda segundo Fritsch (2001), eles também
compartilhavam um interesse pela masica, o que os levou a formar um quarteto musical com
outros dois amigos que também eram professores da universidade.

De acordo com Freitas (2018), Pick concentrou seus estudos no campo da matematica,
tendo escrito um total de 67 artigos cientificos abordando topicos como Algebra Linear, Analise
Funcional, Calculos de Integrais e Geometria. Dentre eles destaca-se o famoso teorema de Pick
— Pick’s Theorem - que apareceu no seu artigo de oito paginas, Geometrisches zur Zahlenlehre,
publicado em Praga em 1899.

Embora simples, esta formula tem sido muito util, mas ficou em anonimato por muitos
anos. Acredita-se que o proprio Pick ndo tenha dado grande importancia & sua descoberta,
publicando-a em uma se¢do pouco prestigiada de matematica em Praga chamada Sitzungsber.
Foi somente apos setenta anos, em 1969, que o matematico polonés Wiadystaw Hugo Dyonizy
Steinhaus publicou o teorema de Pick em um de seus livros, dando-lhe maior destaque.

Segundo Abreu (2015), Pick voltou a Viena em 1927, ap0s se aposentar, e foi eleito
membro da Academia de Ciéncias e Artes da Republica Tcheca como reconhecimento por sua
vida dedicada aos grandes estudos. Entretanto, quando os nazistas assumiram o poder, Pick foi
expulso da academia, preso e levado para o campo de concentracdo de Theresienstadt em 1942,

onde faleceu apenas duas semanas depois.
4.1 O teorema de Pick
A presente secdo possui 0 intuito de fornecer brevemente o conhecimento de alguns

topicos necessarios para a demonstracdo posterior do teorema de Pick.

Conforme Oliveira e Carobina (2017), o teorema de Pick estabelece a formula,

empregada para mensurar a area “A” de um poligono simples, cujos veértices correspondem a

pontos pertencentes a uma rede (ou reticulado) de pontos no plano (cf. Figura 11). Onde “T” é
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r

a quantidade de pontos contidos no interior do poligono e “B” ¢ a quantidade de pontos que
estdo sobre os lados (segmentos de reta) do poligono (cf. Figura 12).

Uma apresentacdo adequada do teorema de Pick requer o conhecimento dos conceitos
basicos de retangulo, triangulo e trapézio, a compreensao da distincdo entre poligonos simples
e ndo-simples, assim como um entendimento prévio sobre tridngulos e paralelogramos
fundamentais. Além disso, é essencial compreender a definicdo de rede (ou reticulado) de
pontos no plano. Esses conhecimentos iniciais sdo indispensaveis para uma compreensdo
satisfatoria do tema e serdo abordados na sequéncia, com a revisdo da definicdo de alguns

quadrilateros, tridngulo e poligonos simples.

4.1.1 Paralelogramo, triangulo e trapézio

Um paralelogramo (Figura 2) é uma figura geométrica plana formado por quatro lados,
sendo dois pares de lados paralelos (e necessariamente, os lados paralelos tem o mesmo
comprimento). Além disso, os angulos opostos tém a mesma medida. Essas caracteristicas
essenciais do paralelogramo o distinguem de outras figuras geométricas e ajudam a identifica-
lo. Ele é o caso mais geral entre os quadrilateros com pares de lados paralelos. De fato,

retangulos e quadrados, sdo casos especiais de paralelogramos.

Figura 2 - Paralelogramo

Fonte: Do autor

O retangulo (Figura 3) € um quadrilatero com quatro angulos internos retos (medindo
90°) e congruentes. Seus lados opostos sdo paralelos, tornando-o um paralelogramo. Quando 0s
lados tém a mesma medida, o retdngulo se torna um quadrado (cf. Figura 4), que é um caso
especial de retangulo. A formula utilizada para calcular a area é dada por, A = b - h. As linhas
tracejadas mostram que um retangulo € um caso especial do paralelogramo como mencionado

no paragrafo anterior.
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Figura 3 - Retangulo

Fonte: Do autor

Um quadrado (Figura 4) é um paralelogramo que possui quatro lados congruentes e

quatro angulos também congruentes e retos (medindo 90°).

Figura 4 - Quadrado

A =0>b.h

[ 90°
b

Fonte: Do autor

Um triangulo é uma figura geométrica plana formada por trés lados e trés vértices. Sua

p . . b.h p .
area é dada pela formula A = — No que segue sera especificado em cada caso a altura “h” e

a base “b”, utilizada para o célculo da sua area.
Um triangulo escaleno (Figura 5) é um triangulo com trés lados e trés angulos distintos
entre si.

Figura 5 - Triangulo escaleno

Fonte: Do autor
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O triangulo retangulo (Figura 6) possui um angulo interno reto (de 90°), e os outros dois
angulos agudos, com medidas menores que 90°.

Figura 6 - Triangulo retangulo

Fonte: Do autor

Um triangulo isésceles (Figura 7) é aquele que apresenta dois lados com medidas iguais,
enquanto o terceiro lado, conhecido como base, pode ter uma medida diferente dos demais.
Para encontrar a area de um tridngulo isosceles usamos a formula da area de um triangulo

qualquer.

Figura 7 - Triangulo isosceles

[
LLLs

B0,
b

Fonte: Do autor

Triangulos equilateros (Figura 8) possuem trés lados de igual comprimento, onde 0s trés
angulos internos sdo congruentes e possuem medida de 60° cada. Esses triangulos também séo

" - L 1?3
chamados de triangulos equiangulos. Neste caso a area é dada por A = ;/_.
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Figura 8 - Triangulo equilatero

[7]= 90°
i

Fonte: Do autor

O trapézio (Figura 9) é uma figura da geometria plana caracterizada por possuir quatro
lados. Dentre esses lados, dois sdo paralelos e sdo denominados bases. Assim como o retangulo,
o0 losango e o quadrado, o trapézio é classificado como um quadrilétero, ou seja, um poligono
com quatro lados. Portanto, compartilha de todas as caracteristicas e propriedades fundamentais

(B+b)-h

dos quadrilateros. A formula utilizada para calcular a area é dada por, A = >

Figura 9 — Trapézio

Basemenor Db

h

A— (B+b).h
2

F1

T
|
|
|
|
|
|
|
[F1= 90

Base maior B

Fonte: Do autor
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Um poligono é uma figura geométrica plana formada por segmentos de reta que podem

ser classificados como poligono simples, quando os segmentos de reta ndo se interceptam, ou

poligono ndo-simples, quando os segmentos de reta se interceptam, conforme ilustrado na

Figura 10.

Figura 10 - Exemplos de poligonos simples e ndo-simples

Poligono simples

Poligono nao-simples

Fonte: Do Autor

4.1.3 Rede (ou reticulado) de pontos no plano

Sua definicdo consiste num conjunto infinito de pontos coplanares dispostos

regularmente ao longo de retas paralelas horizontais e verticais, de modo que a distancia entre

pontos consecutivos é igual a uma unidade. Na Figura 11 é apresentado um exemplo de

reticulado.

Figura 11 — Reticulado

Fonte: Do autor
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Para utilizar a formula de Pick, é necessario ter um reticulado em que a distancia entre
0S pontos consecutivos seja constante como na Figura 11 e que o poligono cuja area queremos

calcular tenha todos os seus vértices localizados em pontos do reticulado como na Figura 12.

Figura 12 - Poligono com vertices localizados em pontos da malha reticular

Fonte: Do autor

Ainda, durante a elaboracgéo de todo o trabalho, empregar-se-a esta rede (ou reticulado)
de pontos no plano, visto que para a comprovacao do teorema de Pick e sua plena aplicacgéo,
como veremos mais adiante, é imprescindivel que os vértices dos poligonos estejam contidos
no reticulado.

Continuando ainda com defini¢des pertinentes ao teorema de Pick temos a Figura 13,
ilustrada por Atz (2015), que apresenta as seguintes definicdes:

e Pontos internos (I): sdo os pontos contidos no interior do poligono, ilustrados na
Figura 13 em pontos vermelhos.
e Pontos da borda (B): sdo os pontos que estdo sobre os lados (segmentos de reta) do

poligono, exemplificados na Figura 13 em pontos azuis.

Finalizando, ainda na Figura 13, a titulo de exemplificagdo visualizamos um Octégono
que apresenta 17 pontos interiores (logo 1=17) e 14 pontos na borda (logo B=14). A
representacdo serd em unidades de area (u.a.) uma unidade generalista que é usada quando a

unidade de medida real ndo importa na quest&o. Aplicando o teorema de Pick temos:

B 14
A=I+E—1=17+7—1=17+7—1=23u.a.
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Figura 13 - Octogono Irregular

D S S *Pontos da Borda - B

| I S S S S 74 ePontos Interiores - I

Fonte: Atz (2015)

4.1.4 Triangulo fundamental

No seu trabalho, Junior (2022) introduz o conceito de triangulo fundamental, também
conhecido como tridangulo primitivo, utilizado na geometria para se referir a um tridngulo que
possui exclusivamente os seus trés vértices na rede de pontos no plano, sem que nenhum outro
ponto, seja na borda ou no interior do triangulo, faca parte dessa rede. Na Figura 14, sdo

ilustrados alguns exemplos de tridangulos fundamentais.

Figura 14 - Triangulos fundamentais

et + o
» & - »
» L ] L L -

Fonte: Junior (2022)

Como podemos observar, todos esses triangulos fundamentais tem area igual a 1/2 u
(sendo u a unidade de medida escolhida, que corresponde a distancia entre dois pontos
consecutivos).

Na Figura 15 apresentamos 3 tridngulos que ndo sdo fundamentais retirados também de

Junior (2022), uma vez que ndo verificam as condi¢des em 4.1.4.
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Figura 15 - Triangulos ndo fundamentais

.

Fonte: Junior (2022)

4.1.5 Paralelogramo fundamental

Ja um paralelogramo € fundamental quando apenas seus quatro vertices estdo sobre a

rede (ou reticulado) de pontos no plano.

Figura 16 - Paralelogramo fundamental

- - o

-+ —t

Fonte: Do autor

E possivel notar na Figura 16 que, ao se tracar qualquer uma das duas diagonais do
paralelogramo em questdo, é possivel decompor o paralelogramo em dois tridngulos

fundamentais. O que ja ndo € possivel com o paralelogramo da Figura 17.
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Figura 17 - Paralelogramo n&o fundamental
- -

Fonte: Do autor

Com base nos conceitos previamente apresentados e na formula de Pick que foi

introduzida anteriormente, prosseguimos agora com a demonstracdo do teorema.

4.2 Demonstragédo do teorema de Pick

Existem varias demonstracdes para o teorema em questdo. No presente trabalho sera
exposta uma das demonstracdes, a qual é fundamentada na obra "Meu professor de Matematica
e outras historias", de autoria de Elon Lages Lima.

Na demonstracdo proposta por Lima (1991, p. 104), sdo empregados alguns Teoremas
e um Corolario, dentre os quais se destaca no presente trabalho o Teorema 1, a seguir

apresentado.

Teorema 1. Se ABC é um tridangulo fundamental entdo ABCD é um paralelogramo fundamental.

Considerando o ponto A(0, 0) como a origem de um sistema de coordenadas cartesianas
no plano, em que os pontos da rede possuem coordenadas inteiras, podemos definir os vértices
do triangulo ABC como B(m, n) e C(s, t), sendo m e n primos entre si. O quarto vértice do
paralelogramo, D, terd coordenadas (m + s, n + t).

O triangulo AEF ¢é formado pelos pontos A(0, 0), E(-m, -n) e F(-s, -t), onde trocamos 0s
sinais de ambas as coordenadas dos pontos do triangulo ABC. E importante ressaltar que o
triangulo AEF ndo possui outros pontos com coordenadas inteiras além dos seus Vértices,

tornando-o um triangulo fundamental.
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O triangulo BCD é formado pelos pontos P'(x + m + s, y + n + t), obtidos somando m
+ s a abscissa e n + t a ordenada de um ponto arbitrario P(x, y) do triangulo AEF. Se as
coordenadas de P’ forem inteiras, as coordenadas de P também serdo inteiras. Como o triangulo
AEF é fundamental, o mesmo se aplica ao triangulo BCD.

Conclui-se, portanto, que os Unicos pontos com coordenadas inteiras no paralelogramo
ABCD sdo seus Vértices, ou seja, o paralelogramo ABCD também é fundamental. A presente
demonstracdo pode ser encontrada na pagina 104, do livro “Meu professor de matematica e
outras historias” sob o titulo “Teorema 1. (LIMA, 1991, p. 104)

Figura 18 - Paralelogramo fundamental

D(m + s, + t)

Ny

e
7

7
E(—w,—n)¢” ol
i

Fonte: (LIMA, 1991, p. 104)

Na sequéncia, abordaremos a aplicacdo do teorema de Pick no ensino de geometria. Essa
abordagem promove o desenvolvimento de habilidades como raciocinio l6gico, resolugéo de
problemas e aplicacdo de conceitos matematicos em situaces praticas. Assim, 0 ensino do
teorema de Pick contribui para a compreensdo da geometria e prepara os estudantes para topicos

futuros, como trigonometria e calculo.
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5 O TEOREMA DE PICK NO ENSINO DE GEOMETRIA

O conceito de area pode ser dificil de entender para muitos estudantes porque requer um
nivel de abstracdo que ndo é comum na educacdo basica. Muitas vezes, 0s alunos confundem
area com perimetro e pensam que a dimensdo da area € o comprimento. No entanto, quando as
figuras geométricas sao colocadas dispostas sobre uma rede (ou reticulado) de pontos no plano,
fica mais facil entender a ideia de area como a quantidade de quadrados da rede que cabem na
figura. Por outro lado, o perimetro esta relacionado com a quantidade de lados da rede de pontos

utilizados para desenhar o contorno da figura geométrica. O que esta de acordo com:

Baltar (1996), ao estudar a aquisi¢do da relagdo entre comprimento e area na escola,
relata as dificuldades que estudantes dos anos finais da educagdo bésica encontram,
em primeiro lugar, em reconhecer medidas de uma figura como um de seus elementos
constituintes e, em segundo, em distinguir as medidas de area e de perimetro. Em tal
pesquisa, foi evidenciado o fato de que os aspectos da aprendizagem de diferentes
elementos de medida (de comprimento, de area, etc.) sao especificos e diversos entre
si; assim, a ideia de area de uma figura plana ndo é sempre reconhecida como uma
caracteristica de tal figura. (BALTAR 1996, apud HENRIQUE 2011, p. 28)

E evidente que a compreensio adequada de topicos fundamentais em Matematica, como
area e perimetro, € crucial para o entendimento de varios outros conceitos e implicacdes que
estdo intrinsecamente relacionados como ja mencionado. Portanto, se esses temas ndo forem
bem compreendidos durante o Ensino Fundamental |1, isso pode ter consequéncias negativas
significativas na assimilagcdo de outros conhecimentos matematicos. A proxima se¢do trard

autores gque sugerem algumas aplicac6es do teorema de Pick.

5.1 Possiveis aplicacBes do teorema de Pick

De acordo com Souza (2021) uma das aplicacBes mencionadas € o uso do teorema de
Pick no Geoplano, conforme ilustrado na Figura 19. O Geoplano é um instrumento de confeccéo
simples e que auxilia significativamente na compreenséo dos alunos em relagéo ao conceito de
area por meio da construcdo de poligonos diversos. Essa aplicacdo pode ser incorporada nas
aulas de geometria, abordando conteudos como a construcdo de triangulos fundamentais, a
construcdo de tridngulo ndo fundamental e a contagem de triangulos fundamentais dentro de

um poligono, entre outros.
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Figura 19 — Geoplano

Fonte: Sousa (2021)

Figura 20 - Poligonos no Geoplano

Fonte: Gazire (2019)

Na Figura 20 é apresentado exemplo de Geoplano confeccionados de forma totalmente
artesanal. Esse exemplo ilustra que, mesmo na auséncia de recursos tecnoldgicos, o que é uma
realidade em muitas escolas, é possivel recorrer a criatividade sem comprometer o aprendizado
e entendimento do conceito. Na Figura 19 foram utilizados papel, réguas, lapis comum, madeira
e pregos para a confeccdo, enquanto na Figura 20 foram utilizados apenas madeira, régua, lapis
comum e pregos.

Conforme mencionado por Dorotéio (2021), a falta de material didatico publicado sobre
o0 teorema de Pick demanda que os professores desenvolvam propostas adaptadas em sequéncias
didaticas que envolvam o uso desse teorema, levando em consideragdo o nivel da turma e o

contexto geral, bem como os recursos disponiveis. Um exemplo de conteddo adaptado € o
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calculo de éareas de figuras planas utilizando a ferramenta tecnolégica GeoGebra, como
ilustrado na Figura 21. O GeoGebra sera tema do préximo capitulo.

Figura 21 - Area de um heptagono

Fonte: Do autor

Junior e Micena (2014) traz o teorema de Pick como uma ferramenta Util para se estimar
o valor de 7.

Inicialmente, podemos expressar matematicamente a relagéo entre z e a area do circulo
. ) A . :
(A.) atraves da formula, ™ = r—; Para estimar o valor de = usando o teorema de Pick,

consideramos poligonos que se ajustam e aproximam melhor o circulo dado.

Figura 22 - Quadrados inscritos e circunscritos ao circulo de raio 1

Fonte: Junior e Micena (2014)

Considerando a Figura 22, que representa um circulo de raio 1. Considere um circulo
que esta entre os quadrados inscritos e circunscritos a ele. Agora vamos estimar o valor de ©

utilizando as areas desses dois quadrados como aproximacdo. Para aproximar a area do
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quadrado interno Q,, podemos considerar que existem quatro pontos com coordenadas inteiras

que estdo localizados nas arestas do poligono Q,, ou seja, B = 4, além de um ponto interno a
Q4, ou seja, | = 1. Aplicando o teorema de Pick A =1 + g — 1 temos que a area do quadrado

interno 1 (Q,) é,

B 4
AQ)=1+5-1=1+;-1=2ua

Pela formula da relacdo entre = e a area do circulo (A.) temos,

nzA_ A(Q1)=£=2_

(o
2 2 12

IR

Porém, inicialmente essa é uma aproximagao muito ruim.
Agora, vamos considerar o quadrado Q, que circunscreve o circulo de raio 1, conforme

Figura 23.

Figura 23 — Quadrado Q2 circunscrito ao circulo de raio 1

2 @
Fonte: Junior e Micena (2014)

No quadrado Q,, identificamos oito pontos que pertencem as suas arestas, B = 8 e um
ponto interior ao quadrado, | = 1. Dessa forma, temos essa configuracdo para a aproximacéo e
aplicacdo do teorema.

B 8
AQ)=1+5-1=1+5-1=4ua
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Pela formula da relacdo entre = e a area do circulo (A.) temos,

A(Q) _ 4

~

A, 4,
r2 rz2 12 1

Essa aproximacao ainda se mostra grosseira para 7.

No entanto, podemos calcular a média aritmética das duas aproximacdes encontradas:

(Q:+Q) (2+4)
2 2

IR
w

T

Essa média aritmética € uma aproximacao ainda ruim, porém significativamente melhor
do que as aproximac@es anteriores. Agora, vamos considerar um circulo de raio 3 e efetuar o
mesmo procedimento. Nesse caso, 0 octégono P1 € o poligono que proporciona a melhor

aproximacao ao circulo, conforme ilustrado na Figura 24.

Figura 24 - Octdgono aproximando o circulo de raio 3

Fonte: Junior e Micena (2014)

Nesse caso, ao aplicarmos a férmula do teorema de Pick no Octogono (Figura 24)
podemos observar que os pontos no reticulado que estdo localizados nas arestas do Octogono
é, B = 16, e 0s que estdo no seu interior corresponde a | = 21 portanto, pelo teorema de Pick

temos:

16
A=21+7—1=28u.a.
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Pela formula da relacdo entre = e a area do circulo (A.) temos,

A. A(P) 28
=r—2= 7«2 =§=3,111

T

Essa aproximacdo é significativamente melhor do que as anteriores. No entanto, é
possivel melhorar ainda mais a aproximacao.

Agora, considerando um circulo de raio 10 (Figura 25), o poligono R que oferece a

melhor aproximag&o para esse circulo € um poligono com 40 pontos de coordenadas inteiras

em suas arestas, B = 40 e 293 pontos de coordenadas inteiras no seu interior, | = 293. Aplicando

o0 teorema de Pick temos que,

40
AR) =293+~ —1=312ua

Figura 25 - Poligono que aproxima o circulo de raio 10
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Fonte: Junior e Micena (2014)

Pela férmula da relacdo entre z e a area do circulo (4.) temos,

Que resulta em uma aproximacao razoavelmente boa. No entanto, esse processo pode

ser repetido de forma continua, aproximando manualmente qualquer circulo por meio de
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poligonos que apresentem uma quantidade progressivamente maior de pontos com coordenadas
inteiras (tanto nas suas bordas quanto no seu interior). Dessa forma, essa quantidade de pontos
se aproximara infinitamente, permitindo que © se aproxime cada vez mais do seu valor real.
(JUNIOR; MICENA, 2014)

Ainda de acordo com Junior e Micena (2014), é interessante trabalhar com os alunos o
calculo da area aproximada de estados e regides encontrados em mapas, utilizando ferramentas

avancadas, como o Google Maps (Figura 26) e o GeoGebra (Figura 27).

Figura 26 - Google Maps

Guisma  Francesa

mmmmm

Agentna 8

Fonte: Google Maps (2023)

O Google Maps é uma ferramenta de mapeamento, navegacdo e pesquisa de locais
amplamente utilizada em todo o0 mundo. Com recursos como dire¢des precisas, visualizagédo de
mapas detalhados e imagens de satélite, e navegacdo em tempo real, 0 Google Maps se tornou
indispensavel para pessoas que precisam se deslocar ou encontrar informac6es geogréaficas
confiaveis. J& o aplicativo GeoGebra é apresentado mais detalhadamente, com um breve

tutorial, na segéo 5.2.

Figura 27 — GeoGebra Classic

Fonte: GeoGebra (2023)
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No estudo conduzido por Junior e Micena (2014) é explorada a aplicacdo do teorema de
Pick para o célculo aproximado dessas areas e regides. Eles utilizam tanto o Google Maps
qguanto o GeoGebra como ferramentas para realizar esses célculos.

Esses dois softwares sdo trabalhados em conjunto, onde a imagem do Google Maps €
inserida no GeoGebra, possibilitando o calculo da area através da rede (ou reticulado) de pontos
no plano do GeoGebra, conforme mostrado na Figura 28 e sequenciado na Figura 30
respectivamente.

No exemplo em questdo, destacado na Figura 28, o estado de Alagoas é utilizado como
um caso ilustrativo. Dessa forma, o estado de Alagoas é empregado como um exemplo préatico
para demonstrar como o teorema de Pick pode ser aplicado para estimar areas.

Essa atividade pode ser realizada tanto de forma individual, dependendo dos recursos
tecnoldgicos disponiveis, quanto em grupos de 3 a 6 alunos, com uma duracdo minima de 6
aulas para um acompanhamento e aproveitamento satisfatorio. No laboratdrio de informética,
o0s alunos seguirdo os seguintes passos, tomando como exemplo 0 mapa do estado de Alagoas.

Inicialmente cada equipe devera acessar o Google Maps e pesquisar 0 mapa de Alagoas,
ajustando o nivel de zoom para 20 km em relacdo a 20 mi (milhas), como ilustrado na Figura
28. Os 20 km correspondem a um segmento com uma medida de 1,5 cm. Portanto, a escala é
determinada pela razéo entre 20 km e 1,5 cm, equivalente a aproximadamente 13,333... km/cm.
Utilizaremos o valor de 13,33 como a taxa de semelhanca para estimar a area real do Estado de

Alagoas.

Figura 28 - Alagoas no Google Maps

Google Atagoa ==

*

Fonte: Junior e Micena (2014)

Em seguida, o aluno deve usar a combinacéo de teclas Alt + Prt Sc para capturar a

imagem do mapa no Google. Em seguida, ele deve abrir um programa de edicdo de imagens,
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como o Paint, e colar a imagem copiada do Google Maps. Por fim, o arquivo deve ser salvo em
uma pasta do computador.

Posteriormente, o estudante deve abrir o programa Geogebra e acessar o Menu Opcoes.
Em seguida, selecionar Configuragdes e, dentro desta opcéo, escolher Janela de Visualizacéo.
Na guia Malha, é necessario ativar a alternativa Exibir Malha e ajustar a distancia entre os
pontos da malha para que fique o mais proximo possivel de 1 cm. Neste caso, a distancia que

apresentou a maior aproximacao de 1 cm foi 0.9, como evidenciado na Figura 29.

Figura 29 - Ajustes na malha do GeoGebra
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Fonte: GeoGebra (2023)

Apos a configuracdo da malha, o proximo passo é clicar no décimo botéo e selecionar a
terceira opgdo. Em seguida, o aluno deve clicar na tela e escolher a pasta do computador onde
a imagem esta armazenada. Em seguida, clicar com o botéo direito do mouse em Propriedades,
acessar a guia Basico, selecionar a opcdo Imagem de Fundo e finalizar clicando em Fechar,

conforme ilustrado na Figura 30.

Figura 30 — Mapa de Alagoas no Geogebra
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o

Fonte: Junior e Micena (2014)
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Agora, o estudante deverd delimitar o mapa de Alagoas usando um poligono com
veértices de coordenadas inteiras, respeitando assim a condi¢do necessaria do teorema de Pick.
Ele iré tracar segmentos que conectam dois vértices de coordenadas inteiras até que todos esses
segmentos formem um poligono que se aproxime da melhor maneira possivel da regido do
mapa. Para realizar essa tarefa, o aluno devera clicar no terceiro botéo e em seguida selecionar
a opcdo Segmento. A area do poligono sera uma aproximacao para a area do mapa em questao

ficando com o layout conforme mostrado na Figura 31.

Figura 31 - O poligono que aproxima o mapa de Alagoas

@ s T T UESCS pe— — |

Fonte: Junior e Micena (2014)

Agora, considerando que 0 mapa é uma representacdo semelhante da superficie real do
Estado, o grupo deve determinar a area aproximada de Alagoas usando a relacdo entre as areas
de duas figuras semelhantes. Nesse caso, a taxa de semelhanca é representada pelo quadrado de
13,33. Ao levar em conta que o poligono construido é uma aproximacdo do mapa, é viavel
estimar a area aproximada de Alagoas.

Utilizando a formula de Pick, podemos calcular a rea do poligono (P) que construimos

anteriormente. A formula é dada por,

Onde (B) representa o nimero de pontos na fronteira do poligono e (I) representa o nimero de
pontos no interior do poligono.
Substituindo os valores dados temos,

31
A(P) = 134+~ 1=148,5
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Considerando a area real do mapa de Alagoas como A e a razdo de semelhanca entre
duas figuras como o quadrado da taxa de semelhanga (13,33 km/cm), podemos concluir que,

A
1485 13,33 => A = 148,5.177,6889 = 26.386,8 km

A érea real do mapa de Alagoas é de aproximadamente 27.830,661 km?2, segundo
informacdes obtidas do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Ao considerar o
calculo realizado, é importante levar em conta que a margem de erro é de aproximadamente
5%, o0 que pode ser considerado um valor aceitavel. Esse erro pode ser atribuido a fatores como
o relevo do terreno, possiveis imprecisdes presentes no mapa e o meétodo utilizado para
aproximar o mapa por meio de segmentos de retas. Considerando esses aspectos, o resultado
obtido é satisfatdrio, mesmo que tenham sido utilizadas técnicas manuais durante o processo.

Como vimos, as aplicacbes apresentadas aqui ddo uma ideia da capacidade de
contribuicdo do teorema de Pick nas aulas de geometria envolvendo poligonos simples, mesmo
que sejam irregulares. Relembrando, 0s autores mencionam o teorema como uma ferramenta
usada para estimar o valor de 7 e areas de regies geogréficas, enfatizando a possibilidade de
introduzi-lo no ensino basico para aprimorar a compreensédo dos alunos sobre geometria.

Na sequéncia, vamos explorar o GeoGebra, um software mencionado anteriormente,
que pode auxiliar na manipulacéo do teorema de Pick com os alunos, como ja foi demonstrado.
Ao utilizar o GeoGebra para explorar o teorema de Pick, os alunos podem criar poligonos,
definir suas coordenadas e calcular suas areas de forma rapida e precisa. Essa abordagem pratica
e visual ajuda os estudantes a compreenderem melhor o teorema, além de promover o

engajamento e a participacao ativa nas aulas de geometria.
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6 O TEOREMA DE PICK NO GEOGEBRA

6.1 As tecnologias digitais na BNCC

No contexto educacional atual, a integracdo das tecnologias digitais tornou-se uma
necessidade para potencializar a aprendizagem dos alunos. A BNCC reconhece a importancia
desse uso e inclui competéncias que incentivam o aproveitamento dessas ferramentas como
meio de promover uma educacdo mais significativa e alinhada as demandas do século XXI.

Ao explorar as competéncias presentes na BNCC podemos identificar aquelas que
abordam o uso das tecnologias como ferramentas educacionais. Essas competéncias visam
desenvolver habilidades nos alunos para lidar de forma critica e consciente com recursos
tecnoldgicos, resolver problemas de maneira estruturada e utilizar ferramentas digitais de forma
ética e responsével. Essas competéncias serdo elencadas a seguir, destacando seu papel na

formagéo dos alunos.

Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo
fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar
aprendendo e colaborar para a constru¢do de uma sociedade justa, democratica e
inclusiva. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a andlise critica, a imaginacdo e a
criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular e resolver
problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das
diferentes areas. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como
Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das
linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacoes,
experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que
levem ao entendimento mutuo. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de
informacdo e comunicacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas
diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informac@es, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer
protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva (BNCC, 2017, p. 9).

A BNCC (2017) ainda elenca competéncias especificas de matematica para o ensino

fundamental como

Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e € uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnolégicos e para
alicercar descobertas e construces, inclusive com impactos no mundo do trabalho.
Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas
de conhecimento, validando estratégias e resultados (BNCC, 2017, p. 267).
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6.2 O GeoGebra

Nesta secdo, vamos fazer uma breve introducdo sobre o programa GeoGebra. Seréo
abordados o seu surgimento, interface, recursos e o0 processo de construcdo de objetos
matematicos utilizando a ferramenta. O GeoGebra, um software versatil e poderoso, oferece
uma ampla gama de funcionalidades que podem auxiliar no ensino e aprendizagem da
matematica, tornando o estudo mais dinamico e interativo. Através do GeoGebra, € possivel
explorar conceitos matematicos, criar graficos, realizar calculos, construir figuras geométricas
e muito mais. Sua interface intuitiva facilita a utilizagdo, mesmo para aqueles com menos
experiéncia em tecnologia. Portanto, o0 GeoGebra se destaca como uma ferramenta valiosa para

professores e alunos no ensino da matematica.

6.2.1 Apresentagéo

O GeoGebra (Figura 32) é um programa educacional com finalidades didaticas,
projetado para ser utilizado em ambientes de ensino e aprendizado da disciplina de matematica.
Essa ferramenta versatil permite realizar calculos numéricos, executar operagoes algébricas e
explorar diversas representacdes graficas de objetos matematicos. Desenvolvido por Markus
Hohenwarter, da Universidade de Salzburgo, e Yves Kreis, da Universidade de Luxemburgo, o
GeoGebra oferece aos usuérios a opcao de fazer o download do software por meio do website

oficial www.geogebra.org clicando botdo Baixar Aplicativos (cf. Figura 33 ) e em seguida

clicando em download na guia GeoGebra Classico 6 (cf. Figura 34) ou utiliza-lo de forma

online através do link https://www.geogebra.org/classic.

Independentemente da escolha, tanto a verséo offline quanto a online proporcionam uma
experiéncia completa ao aluno. Além disso, 0 GeoGebra é compativel com diversos sistemas

operacionais, permitindo que o0s usuarios o utilizem em diferentes dispositivos.


http://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/classic

Figura 32 - Interface do software GeoGebra Classic
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Fonte: GeoGebra (2023)
Figura 33 - Pagina inicial do GeoGebra na internet
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Fonte: GeoGebra (2023)
Figura 34 - Pagina de downloads do GeoGebra
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Fonte: GeoGebra (2023)
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6.2.2 Criando um poligono qualquer, breve tutorial.

A interface do GeoGebra é projetada de forma a ser facil e intuitiva de usar,
proporcionando uma experiéncia agradavel ao usudrio. Para iniciar a criacdo de poligonos, siga
0S seguintes passos:

No GeoGebra, localize o botdo "Poligono™ conforme indicado na Figura 35.

Figura 35 - Imagem ampliada GeoGebra

Q GeoGebra Classic
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Fonte: GeoGebra (2023)
Em seguida, clique no boté&o "Poligono” conforme mostrado na Figura 36.

Figura 36 - Barra de Ferramentas GeoGebra
Q GeoGebra Classic
VB N ol SIPARNNEIE?

+ . .
l/:- Poligono

I:) Poligono Regular
:\- Poligono Rigido

L« Poligono Semideformével

Fonte: GeoGebra (2023)
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Agora, clique em pontos distintos no plano conforme mostrado nas Figuras 37 e 38.

Figura 37 - Funcéo poligono na malha reticulada (rede de pontos no plano)
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Fonte: Do autor

Observe que cada letra atribuida a um vértice corresponde a um clique realizado.

Seguindo esses passos, VOcé sera capaz de criar o poligono desejado utilizando 0 GeoGebra.

Figura 38 - Finalizacdo de um poligono

8

Fonte: Do autor

Continue clicando em pontos até formar o poligono desejado conforme mostrado na
Figura 39 e certifique-se de comecar no vértice “A” e terminar no vértice “A” para encerrar a
construcdo do poligono. Agora vamos calcular a area desse poligono utilizando o teorema de
Pick.
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Figura 39 - Poligono finalizado
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Fonte: Fonte: Do autor

Ao clicar nos botdes angulo e area, conforme ilustrado na Figura 40, e em seguida
selecionar o interior de um poligono qualquer, o software exibira o valor da area do poligono

em estudo, como evidenciado na Figura 41.

Figura 40 - Calculando a area com o GeoGebra

Fonte: Do autor

Figura 41 - Area do Hexagono no GeoGebra

Fonte: Do autor



50

6.2.3 Calculando a area do poligono com o teorema de Pick

Figura 42 — Célculo do Hexagono com o teorema de Pick

-8

Fonte: Do autor

Ao Calcular a area do Hexagono (Figura 42) com o teorema de Pick temos que

B 10
A=I+;—1=36+ 7—1=40cm2.

Mais uma vez, utilizamos o teorema de Pick para calcular com precisdo a area do

poligono construido. Apresento a seguir na Figura 43 alguns exemplos de figuras poligonais

criadas utilizando o GeoGebra.

Figura 43 - Desenhos poligonais
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Inserir o GeoGebra nas aulas de geometria € uma escolha valiosa e enriquecedora. Esse
software interativo oferece recursos visuais atrativos, permitindo aos alunos explorar conceitos
geométricos de forma pratica.

O GeoGebra é uma ferramenta tecnoldgica amplamente utilizada nas aulas de
matematica, apresentando tanto vantagens quanto desvantagens em sua aplicacdo. Uma das
principais vantagens é a possibilidade de visualizacdo interativa de conceitos matematicos.
Com o GeoGebra, os alunos podem explorar de forma dinamica e manipular gréaficos, figuras
geométricas e funcbes, o que facilita a compreensdo dos conceitos abstratos e fortalece a
intuicdo matematica.

Outra vantagem do GeoGebra é a capacidade de realizar calculos e representacGes
graficas de maneira rapida e precisa. Isso permite que os alunos experimentem diferentes
configuracdes e parametros, visualizando instantaneamente os efeitos dessas alteracdes. Além
disso, o GeoGebra permite fazer construcdes geométricas complexas de maneira eficiente,
economizando tempo e esforgo.

Por outro lado, uma desvantagem do uso do GeoGebra € a possibilidade de uma
dependéncia excessiva da tecnologia. Os alunos podem se tornar menos pPropensos a
desenvolver habilidades manuais de calculo e construcdo, tornando-se dependentes da
ferramenta para resolver problemas matematicos. Além disso, 0 acesso constante a recursos
digitais pode levar a distracdo e ao desvio do foco na aprendizagem efetiva dos conceitos
matematicos, se ndo houver um uso adequado e orientado da ferramenta.

Portanto, ao utilizar o GeoGebra nas aulas de matematica, os professores devem
equilibrar o uso da tecnologia com a exploracdo manual e o desenvolvimento de habilidades
matematicas fundamentais. E importante fornecer orientacao e instrucio adequadas para que 0s
alunos compreendam 0s conceitos subjacentes e saibam como aplica-los tanto no ambiente
digital quanto no contexto real.

Continuando, sera proposta uma sequéncia didatica com o objetivo de mostrar que é
possivel abordar o teorema de Pick com os alunos, mesmo que frequentemente esse contetdo
ndo esteja incluido nos materiais didaticos tradicionais. Essa abordagem ndo comprometera as
metas de aprendizagem estabelecidas previamente e ainda fornecer4d aos alunos um

conhecimento adicional no campo da geometria.
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7 UMA PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA UTILIZANDO O TEOREMA DE
PICK

No passado, acreditava-se que a aprendizagem ocorria principalmente por meio do papel
do professor, que, sendo detentor do conhecimento, transmitia novos contetdos aos alunos, que
por sua vez simplesmente os absorviam, em uma abordagem mecénica, na qual o ambiente
exercia uma profunda influéncia sobre o individuo, sem considerar sua capacidade reflexiva.

No entanto, nos dias atuais, compreendemos nos meios de ensino que as estratégias
pedagodgicas devem incentivar o aluno a pensar, questionar e criar suas proprias ideias e
conceitos dentro da sala de aula. Nessa perspectiva, os professores enfrentam desafios no
processo de ensino e aprendizagem de seus alunos, mas procuram adotar diferentes
metodologias com o objetivo de aprimorar a experiéncia de aprendizagem. (MONTEIRO;
CASTILHO; SOUZA, 2019)

A BNCC enfatiza as habilidades a serem adquiridas no ensino de Matematica,
dividindo-as em cinco grupos para o ensino fundamental: numeros, algebra, geometria,
grandezas e medidas, e probabilidade e estatistica. Ja para o ensino médio, essas habilidades
sdo agrupadas em trés categorias: nimeros e algebra, geometria e medidas, e probabilidade e
estatistica.

Ela enfatiza ainda que a geometria vai além da simples aplicacédo de formulas de célculo
de éarea e volume, assim como da aplicacdo direta de teoremas sobre relacdes de
proporcionalidade em situagdes com retas paralelas e retas secantes, ou do teorema de
Pitagoras. E importante entender que a geometria nfo deve ser reduzida a essas abordagens
mecanicas e isoladas.

E também ressalta que a geometria tem o potencial de proporcionar aos alunos uma
compreensdo mais profunda dos conceitos geométricos, das formas e das relagcdes entre
elementos de figuras planas e espaciais. Ela busca desenvolver o pensamento geométrico, que
envolve andlise, raciocinio 16gico, visualizagdo e resolucdo de problemas. (BRASIL, 2018, p.
272)

Portanto, o estudo da geometria deve incentivar os alunos a explorar as propriedades e
0S principios subjacentes aos conceitos geomeétricos, estimulando sua capacidade de pensar
geometricamente e aplicar esse conhecimento em situacgdes reais e interdisciplinares.

A sequéncia didatica consiste em uma série de atividades planejadas e interligadas entre
si, criando um ambiente favoravel e atrativo para o ensino de matematica. Essas atividades sdo

organizadas de forma progressiva, etapa por etapa, com o objetivo de ensinar um contetdo
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especifico. De acordo com Barbosa (2002), as sequéncias didaticas sdo uma estratégia
pedagdgica eficaz para promover a aprendizagem dos alunos.

Ainda de acordo com Peretti e Costa (2013), a Sequéncia Didatica, € composta por um
conjunto de atividades interligadas entre si, planejadas para ensinar um contetdo de forma
progressiva, etapa por etapa. Essas atividades sdo organizadas de acordo com os objetivos que
o0 professor deseja alcancar na aprendizagem dos alunos, e incluem avaliagdes que podem
ocorrer ao longo de dias, semanas ou mesmo durante todo o ano letivo.

Essa abordagem pedagogica proporciona uma maneira de relacionar os contetidos a um
tema e, por sua vez, a outros, tornando o conhecimento coerente e l6gico no contexto do
trabalho pedagdgico desenvolvido.

Nesse sentido, ao usar o teorema de Pick, o aluno se envolvera entusiasticamente nas
aulas de Matematica, pois a abordagem ndo se limitara a conceitos abstratos, mas terd um
enfoque préatico. Além disso, a exploragcdo e formulagdo das questBes contribuirdo para a
experiéncia do aluno. Reconhecemos que estudar algo téo distante da nossa realidade, mesmo
que seja necessario para uma formacéo geral, pode ser cansativo.

A proposta busca proporcionar aos alunos o estudo do conceito de area, abordando
diversos contetdos como razao, proporcao, poligonos, perimetro, escala e outros. Além disso,
durante a realizacdo da atividade, o professor tem a oportunidade de avaliar o nivel de
organizacdo da turma, estimular a argumentacdo durante as apresentacGes e avaliar a
interpretacdo tanto dos dados fornecidos quanto do que € solicitado em cada tarefa.

Na sequéncia, sera apresentada uma proposta de sequéncia didatica para trabalhar a
introdugéo do teorema de Pick em uma aula sobre um determinado conteudo geométrico com
objetivo de mostrar que € possivel abordar o teorema de Pick com os alunos, facilitando a

assimilacdo do conteudo.

7.1 Sequéncia Didatica

Esta se¢do tem como objetivo fornecer um esboco de uma sequéncia didatica para
abordar o teorema de Pick em sala de aula, especificamente com uma turma do oitavo ano do
Ensino Fundamental Il. Além disso, sera incorporado o uso da ferramenta tecnoldgica
GeoGebra, visando aprimorar a compreensao dos alunos em relagdo aos conceitos geométricos.
O principal enfoque dessa sequéncia serd a determinacdo de areas de poligonos, fundamentado
na pesquisa realizada por Junior (2022) em sua dissertagdo de mestrado.
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E importante destacar que, caso ndo haja disponibilidade de recursos tecnoldgicos, o
professor pode buscar alternativas, como o uso do Geoplano artesanal mencionado
anteriormente, bem como a preparacao antecipada de materiais impressos para os alunos. Essa
abordagem incentiva os alunos a construirem ativamente as solucdes propostas, conforme
sugerido nesta sequéncia didatica, garantindo que o ensino do teorema de Pick ndo seja

comprometido.

SEQUENCIA DIDATICA
ENSINO FUNDAMENTAL |1

Profa. Michel Carlos de Turma: 8°C Data: 9 a 18 de maio

Medeiros Duracéo: 5 aulas de 50 min
cada

Area do conhecimento: Matemética e suas Componente Curricular: Matematica

Tecnologias

Unidade Temaética: Objeto de conhecimento:

Geometria Explorando areas de poligonos com o teorema de Pick;

Problemas sobre medidas envolvendo grandezas de
comprimento e area; Equivaléncia de rea de figuras planas:
calculo de areas de figuras que podem ser decompostas por
outras, cujas areas podem ser facilmente determinadas como
triangulos e quadrilateros; Areas de figuras planas.

Habilidade:

(EFO8MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de figuras
geométricas, utilizando expressdes de calculo de area (quadrilateros, triangulos e circulos),
em situacGes como determinar medida de terrenos.

(EFO7MA32) Resolver e elaborar problemas de calculo de medida de area de figuras planas
que podem ser decompostas por quadrados, retdngulos e/ou triangulos, utilizando a
equivaléncia entre areas.

Desenvolvimento:

Aula 1 — Introdugéo e levantamento do conhecimento prévio.

Objetivo: Revisar os conteudos que séo pré-requisitos para compreender areas de poligonos
e areas aproximadas de figuras irregulares.

Recursos e/ou materiais utilizados: lousa.
Atividade 1 — Apresentar o objetivo da aula, despertando a curiosidade sobre o tema.

Atividade 2 — Aplicagdo de uma atividade impressa (Atividade 1) diagndstica para analisar
0s conhecimentos previos abordando o assunto.

Atividade 3 — Ap0s a correcdo da atividade em debate com a turma, realizaremos uma
revisdo, destacando os temas nos quais os alunos apresentaram maiores dificuldades.
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Aula 2 — Introducdo ao teorema de Pick.
Objetivo: Apresentar o teorema de Pick e sua importancia na geometria.
Atividade 1 — Apresentacdo completa do teorema de Pick.

Atividade 2 — Sera distribuida aos alunos uma atividade impressa (Atividade 2) contendo
figuras poligonais a serem respondidas em sala, com o objetivo de aprimorar ainda mais 0s
conceitos do teorema e promover a visualizacdo do GeoGebra, mesmo que por meio de
material impresso. Além disso, a atividade incluira uma breve biografia seguida do enunciado
do teorema de Pick. No final, as folhas impressas da (Atividade 2) serdo reservadas para uso
posterior.

Atividade 3 — Apo6s o fim da atividade, sera realizado um breve debate com o objetivo de
reconhecer a importancia do teorema de Pick na vida cotidiana.

Aula 3 — Aplicagdo do teorema de Pick com o auxilio do software GeoGebra.

Objetivo: apresentar 0 GeoGebra como uma ferramenta de apoio reforgando a compreensao
dos alunos sobre o teorema de Pick, proporcionando uma experiéncia mais tangivel e
concreta. Eles poderdo explorar diferentes poligonos, variar suas medidas e acompanhar as
mudancas nas areas calculadas em tempo real, o que facilitara a compreensdo dos conceitos
e a aplicagdo pratica do teorema.

Recursos e/ou materiais utilizados: Computador, GeoGebra e atividade prética.

Atividade 1 — No laboratério de informatica, os alunos serdo apresentados ao software
GeoGebra, onde serdo convidados a explorar as suas funcionalidades ligadas ao calculo de
medidas de area. Ser4 uma atividade livre com o intuito de trazer familiaridade aos alunos
junto ao aplicativo.

Atividade 2 — O professor de forma pratica tirara as davidas dos alunos ao passo que forem
surgindo, com énfase sempre nas seguintes ferramentas Uteis para a atividade:

- Malha quadriculada: possibilita a criagdo de uma estrutura organizada para a construgao
dos poligonos e a visualizacdo das medidas.

- Ponto: permite marcar os vértices dos poligonos de forma precisa.

- Segmento de reta: auxilia na criacdo das arestas dos poligonos, facilitando a visualizacédo e
a medicdo dos comprimentos.

- Comprimento: possibilita a mensuracdo das arestas dos poligonos, importante para a
aplicacdo do teorema de Pick.

- Poligonos: possibilita a construgcdo e manipulacéo de poligonos com diferentes nimeros de
lados e formas.

- Areas: fornece ferramentas para calcular e visualizar as areas dos poligonos construidos,
permitindo a aplicagéo direta do teorema de Pick.

Aula 4 — Resolucdo de Problemas de areas com o teorema de Pick.

Objetivo: aplicacdo préatica do que foi visto nas aulas anteriores.
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Recursos e/ou materiais utilizados: folha de papel impressa (Atividade 2), canetas de tintas
azul e vermelhas.

Atividade 1 — Davidas porventura ndo sanadas serdo tiradas no primeiro momento.

Atividade 2 — Agora, sera proposto aos alunos uma atividade impressa (Atividade 3) que
consistird em calcular as areas, as precisas e as aproximadas, dos poligonos presentes na
atividade impressa (Atividade 2).

Aula 5 — Aplicac6es do teorema de Pick no cotidiano (Reforgo de conhecimentos).
Objetivo: aferir os conhecimentos construidos.

Recursos e/ou materiais utilizados: Lousa, lapis, régua, caneta ou hidrocor colorido, banner
com a malha quadriculada ou a malha quadriculada projetada pelo data show.

Atividade 1 — Sera realizada uma roda de debates para que os alunos expressem suas opinides
sobre o teorema de Pick e compartilhnem o que aprenderam sobre sua aplicabilidade pratica.
Essa atividade visa promover a reflexdo e identificar os pontos fortes e desafios do
aprendizado do teorema.

Atividade 2 —sera realizada uma revisao na lousa de todos os conceitos e detalhes do teorema
visando uma consolidacgdo dos conceitos norteadores do teorema de Pick.

Observacao: Em todas as ocasifes, exceto durante o tempo no laboratério, é necessario
apresentar varios exemplos desenhados na lousa para garantir um aprendizado consistente,
reforcando constantemente os conceitos envolvidos.

Avaliacdo: Observacao e registro das intera¢fes durante as aulas, produc¢des individuais e
em grupo e prova escrita.

A proposta busca introduzir uma abordagem inovadora no processo de ensino-
aprendizagem de Geometria, com a utilizagdo de novas ferramentas que demonstram a
existéncia de multiplos caminhos para se alcancar um resultado. 1sso se torna relevante devido
a apreensdo que os estudantes geralmente tém em relacdo a esse tema e a natureza abstrata de
sua abordagem tradicional. E fundamental destacar que as discussdes em grupo promovem
maior confianca no contetdo aprendido, além de contribuir para o desenvolvimento das

habilidades argumentativas individuais de cada aluno.
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8 O TEOREMA DE PICK NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE OLIMPIADAS

Neste capitulo, sera abordado o potencial do teorema de Pick na resolucéo de questdes
de geometria em olimpiadas de matematica, que costumam ser solucionadas de maneira
tradicional, tornando propicio o surgimento de erros devido a sua complexidade e uso de
férmulas extensas.

O capitulo abordard uma breve contextualizacdo sobre a OBMEP seguida pela
exploracdo de duas questdes especificas. Inicialmente, serd apresentada a resolucao tradicional
dessas questdes, destacando 0os métodos e procedimentos convencionais utilizados. Em seguida,
sera apresentada a resolucdo alternativa utilizando o teorema de Pick, demonstrando como essa
ferramenta pode ser aplicada de forma eficaz na resolucao de problemas geométricos.

Uma terceira questdo sera apresentada como forma de exemplificar um caso no qual ndo

é possivel utilizar o teorema de Pick.

8.1 Resumo histérico da OBMEP

Ao longo dos tempos, as competi¢cdes matematicas tém sido organizadas, sendo famosos
os desafios nos quais renomados matematicos arriscavam sua reputacdo, quantias consideraveis
de dinheiro e até mesmo suas posi¢des em prestigiadas universidades italianas.

Nessa época, muitos matematicos dedicavam-se a encontrar solu¢@es que pudessem ser
utilizadas como "armas" poderosas nas futuras competi¢oes de habilidades mateméticas em que
estivessem envolvidos. Um matematico com renome, ocupando uma catedra universitéria,
desfrutava de reconhecimento publico, prestigio e uma situacdo econdmica privilegiada.
(TORRENTE; REIS, 2022)

Essa posicdo confortdvel despertava o interesse de jovens matematicos menos
conhecidos, que também buscavam notoriedade e se empenhavam em vencer desafios publicos
contra os respeitados e experientes matematicos. Essas competicfes geralmente consistiam em
uma série de trinta problemas propostos por ambas as partes, e o vencedor era aquele que
resolvesse 0 maior numero de problemas propostos pelo oponente. Esses matematicos
competiam em verdadeiros "duelos”, muitas vezes impulsionados pela ambicao e pelo desejo
de poder. (BOYER, 1996)

Ao longo do tempo, essas competicdes foram gradualmente ganhando outras
finalidades, sendo vistas ndo apenas como instrumentos de competicdo, mas também como

ferramentas para o desenvolvimento do conhecimento matematico. Além disso, elas se
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tornaram importantes para avaliar e estimular politicas publicas voltadas ao aperfeicoamento
do ensino e aprendizagem da Matematica.

No Brasil, a partir do ano de 2005, foi estabelecida a OBMEP como um projeto de
estimulo ao estudo da matematica, direcionado as escolas publicas, estudantes e professores em
todo o territorio nacional. Com o objetivo de incentivar a participacdo, a OBMEP produz e
distribui material didatico, oferece bolsas de iniciacdo cientifica aos estudantes e reconhece o
trabalho dos educadores, escolas e secretarias de educacdo. Alem disso, a OBMEP prepara
anualmente cerca de 30 medalhistas de ouro para representar o pais em competicdes
internacionais. (OBMEP, 2023)

A OBMEP tem como propositos: fomentar e estimular o estudo da Matemaética entre
estudantes das instituicdes de ensino publicas; colaborar com a melhoria da qualidade da
Educacao Basica; identificar jovens talentosos e encorajar sua insercdo nas areas cientificas e
tecnoldgicas; incentivar o aprimoramento dos docentes das escolas publicas, contribuindo para
o reconhecimento de sua profissdo; estabelecer parcerias entre as escolas publicas, as
universidades publicas, os institutos de pesquisa e as sociedades cientificas; e promover a
inclusdo social por meio da disseminacdo do conhecimento. (OBMEP, 2023)

A competicdo é direcionada aos alunos do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental e do
Ensino Médio das escolas publicas municipais, estaduais e federais. Ela é dividida em trés
niveis, abrangendo diferentes séries escolares: Nivel 1 para alunos do 6° e 7° anos, Nivel 2 para
alunos do 8° e 9° anos, e Nivel 3 para alunos da 1%, 22 e 32 séries do Ensino Médio.

As provas sdo compostas por duas fases. Na Primeira Fase, todos os alunos inscritos
pelas escolas publicas participantes da OBMEP realizam a prova. Apenas 5% dos alunos
inscritos por escola se classificam para a Segunda Fase. E responsabilidade de cada escola
selecionar os alunos com melhor desempenho na Primeira Fase, garantindo que sua cota em
cada nivel ndo seja excedida. Além disso, as escolas devem estabelecer critérios de desempate

a serem aplicados, se necessario.

8.2 Questbes da OBMEP

Nesta secdo, como mencionado anteriormente, serdo apresentadas trés questdes da
OBMEP que podem ser resolvidas tanto de forma tradicional quanto utilizando o teorema de
Pick. Serd demonstrada a aplicacdo desse teorema como uma abordagem adicional para
solucionar esses problemas geométricos, oferecendo uma perspectiva diferenciada e ampliando

o0 leque de estratégias disponiveis aos estudantes.
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Inicialmente, sera apresentada a questdo de forma inalterada, exatamente como foi
exposta aos alunos durante a realizacdo da prova. Em seguida, sera apresentada a resolucéo
utilizando o teorema de Pick, uma abordagem adicional para solucionar o problema de forma

alternativa.

Questdo — 1 (OBMEP 2022, Nivel 1, Questdo 5 — 12 Fase)

A figura abaixo é formada por trés quadrados. A &rea do maior deles é 36 cm? e a area

do menor é 4 cm?. Qual é a area do terceiro quadrado?

Figura 44 - Poligono da questdo 1

4%cm

36 cm

Fonte: OBMEP (2022)

(A)8cm? (B)9 cm? (C)12cm? (D) 16 cm? (E)25cm?

Resolugdo OBMEP (2022) Alternativa D

O quadrado maior tem lado medindo 6 cm e o quadrado menor tem lado medindo 2 cm,
ja que a area de um quadrado ¢ igual ao quadrado da medida de seu lado. Portanto, de acordo
com a distribuicdo geométrica dos quadrados na figura, o terceiro quadrado tem lado medindo
6 - 2 =4 cm; logo, sua area é 16 cm? (OBMEP, 2022, p. 1)

Resolugdo através do teorema de Pick

Utilizando a formula de Pick, podemos calcular o nimero de pontos na borda (B) e no
interior (1) de uma figura representada por uma rede (ou reticulado) de pontos no plano. Na
Figura 45 identificamos os pontos na borda (B) marcados em azul e os pontos no interior (I)

marcados em vermelho. Ao aplicarmos a formula de Pick, obtemos a resposta com preciséo.
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Figura 45 - Poligono da questdo 1 GeoGebra

Fonte: Do autor

Portanto,

A=I1+2-1=9+ 2—-1=16cm’
Como podemos visualizar, o resultado através do teorema de Pick foi 0 mesmo.
Questdo — 2 (OBMEP 2022, Nivel 3, Questdo 19 — 12 Fase)
O retangulo ABCD ¢ formado pelos triangulos ABP, CQP, AQD e APQ. As éareas dos
triangulos ABP, CQP e AQD sdo, respectivamente 6, 5 e 2 cm?. Qual é, em c¢cm?, a area do

triangulo APQ?

Figura 46 - Poligono da questéo 2

A B

Fonte: OBMEP (2022)

(A) 7cm? (B)8cm? (C)9cm? (D)10cm? (E) 11 cm?
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Resolugdo OBMEP (2022) Alternativa E
Se AD =BC =x e AB =CD =y, temos que a area do triangulo

AB. BP
T —6

ABP =
2

logo,

sz%émmmpczBC—szx—%.

Temos também que a area do tridngulo AQD é 2:

AD. DQ
— < =2
2

Logo,
DQ=2eQc=DCc-DQ=y-2
T x o =Y x’
Assim a area do triangulo PCQ €

PC. QC
=5

Usando-se as igualdades ja encontradas temos

Desenvolvendo-se,

(xy)? —26xy + 48 = 0.
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Essa Gltima equacdo tem como raizes

26 £ 22
Xy =——.

Como xy é a area do quadrilatero ABCD, a Unica raiz que interessa é xy = 24; logo, a

area do triangulo APQ ¢ igual a
24— (6+5+2)=11cm?
Resolucdo através do teorema de Pick
Utilizando a formula de Pick, podemos calcular o nimero de pontos na borda (B) e no
interior (1) de uma figura representada por uma rede (ou reticulado) de pontos no plano. Na

Figura 47 identificamos os pontos na borda (B) marcados em azul e os pontos no interior (1)

marcados em vermelho. Ao aplicarmos a formula de Pick, obtemos a resposta com agilidade e

precisao.
Figura 47 - Poligono da questdo 2 GeoGebra
A B
\ 6

\ -
P

\ ///
D o) c

Fonte: Do autor
Portanto,

A—I+B 1
= 5 )

A=1+§—1=10+§—1=11cm2.

O teorema de Pick é um resultado matemaético que relaciona a &rea de um poligono com
0 nimero de pontos inteiros que estdo estritamente dentro do poligono e aqueles que estdo

exatamente sobre suas arestas. Embora o teorema seja aplicavel a muitos casos de poligonos,
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existe uma condicdo necesséria para que ele funcione corretamente, ele é valido para poligonos
cujos veértices possuem coordenadas inteiras.

Essa € uma condicdo necessaria para que o teorema seja aplicavel. Se os vértices do
poligono tiverem coordenadas fracionarias ou irracionais, o teorema ndo podera ser usado,

conforme mostrado a seguir na questdo 3 também da OBMEP.

Questdo — 3 (OBMEP 2019, Nivel 1, Questdo 11 — 12 Fase)

O quadrado abaixo esta dividido em dois tridngulos e um quadrilatero. O tridngulo
amarelo tem o dobro da area do triangulo azul. Qual é a area do quadrilatero rosa?

Figura 48 - Poligono da questdo 3

2cm

8cm

Fonte: OBMEP (2019)
(A) 36 cm? (B) 48 cm? (C) 52 cm? (D) 56 cm? (E) 60 cm?
Resolucdo OBMEP (2019) Alternativa C

Observe o triangulo amarelo. Sua &rea é
2.8
A(AM) = 7 =8 cm?.

Logo, a area do triangulo azul é 4 cm?. Como o quadrado tem area 64 cm?, o quadrilatero

rosa tem area,
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64 —8 — 4 =52 cm?.

Resolucdo através do teorema de Pick

Ao observar a Figura 49 podemos notar que nem todos os vértices do poligono estdo
localizados em pontos inteiros da rede reticular. Em particular, o vértice em destaque na figura
ndo coincide com um ponto inteiro na rede, o que inviabiliza o calculo preciso da area utilizando
o teorema de Pick. Essa condi¢do € necessaria para garantir a correta aplicabilidade do teorema.

Se continuarmos a aplicar o teorema de Pick nesse caso, obteremos resultados
imprecisos para a medida da area do poligono. Portanto, nesse contexto especifico, o uso do
teorema de Pick seria inviavel para determinar com precisdo a area do poligono.

Vamos continuar com o célculo para fins de comprovacdo. Na Figura 49 ¢é possivel
observar os pontos marcados em azul na borda (B) do poligono e os pontos marcados em

vermelho no interior (I) do mesmo.

Figura 49 - poligono da questdo 3 GeoGebra

*
Vértice do poligono com coordenada

néo inteira no reticulado.
2cm [ °® [ * [ 2

|

° L] ° [ e e

* * * ° * *
|
8cm

Fonte: Do autor

Aplicando o teorema de Pick temos,

A=1+§—1=42+ %—1=500m2.
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A resposta correta € 52 cmz2, o que evidencia sua inaplicabilidade para casos que ndo
satisfacam sua condicéo, de ter todos 0s vértices em pontos inteiros.

A utilizacdo do teorema de Pick proporciona agilidade e simplicidade, resultando em
uma economia significativa de tempo na resolucdo de cada questdo. Além disso, seu uso
substitui a necessidade de empregar vérias formulas para o célculo de areas, o que nem sempre
é imediato e pode depender de manipulacdes prévias da figura. Essas manipulacdes estdo
relacionadas ao tipo de poligono obtido apds o processo de composicao ou decomposicao da
figura.

Contudo, o teorema de Pick requer um dominio adequado para sua aplicagdo correta.
Caso contréario, detalhes importantes do seu conceito podem ser omitidos, o que resulta em erros

grosseiros e pode prejudicar a compreensdo e reputacdo do teorema.
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CONSIDERACOS FINAIS

Ao longo deste trabalho, foi possivel alcancar o objetivo geral, que era discutir como o
teorema de Pick pode ser aplicado no ensino de geometria, seja de maneira tradicional ou com
0 uso de recursos tecnoldgicos, e na resolucao de problemas de olimpiadas como também os
objetivos especificos. O texto apresentou uma abordagem completa sobre o teorema, desde uma
breve biografia de Pick até exemplos praticos de sua aplicacdo em situacdes de sala de aula.

Foi discutido como o teorema de Pick pode ser aplicado em sala de aula, destacando a
sua importancia no céalculo de areas de poligonos e na resolucdo de problemas geométricos.
Além disso, foram exploradas possibilidades alternativas de uso do teorema, mostrando que ele
pode ser uma ferramenta versatil na resolucao de diferentes tipos de problemas de geometria.

Também foram abordadas as ferramentas tecnoldgicas disponiveis, como o software
GeoGebra, que podem auxiliar no ensino e na aplicagdo do teorema de Pick. As vantagens e
desvantagens do uso desses softwares em relacdo ao ensino tradicional de geometria foram
discutidas, permitindo uma reflexao sobre as possibilidades e limitagdes dessas ferramentas.

Por fim, foram apresentadas sugestfes de como os professores podem integrar essas
ferramentas de forma eficaz em suas aulas, proporcionando aos alunos uma experiéncia mais
dindmica e envolvente no estudo da geometria.

Assim, este trabalho contribuiu para a difusdo do conhecimento sobre o teorema de Pick
e sua aplicacdo no ensino de geometria, tanto de maneira tradicional quanto com o uso de
recursos tecnoldgicos. Além disso, destacou-se a importancia do teorema na resolucdo de
problemas de olimpiadas, evidenciando o seu potencial no desenvolvimento das habilidades
matematicas dos estudantes.

Contudo, é importante reconhecer que a utilizacdo de ferramentas tecnolégicas, como o
GeoGebra, pode encontrar algumas barreiras, principalmente no que diz respeito a
disponibilidade e acesso dos alunos a essas ferramentas. A falta de acesso adequado a
computadores e dispositivos mdveis, bem como a conectividade limitada em algumas areas,
sdo desafios que precisam ser superados para garantir a igualdade de oportunidades no processo
de ensino-aprendizagem.

Diante dessas consideracdes, ¢ imprescindivel que haja investimentos continuos e
efetivos na educacdo de qualidade, garantindo a formacédo adequada dos professores, 0 acesso
igualitario a recursos tecnoldgicos e a valorizacdo do uso de ferramentas como o GeoGebra.

Somente assim poderemos proporcionar aos estudantes uma educacdo matematica de
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exceléncia, que promova o desenvolvimento pleno de suas habilidades e competéncias,
preparando-os para os desafios do mundo atual e para um futuro promissor.

Mas, no entanto, € importante considerar que o0 uso excessivo de softwares pode resultar
em dependéncia tecnoldgica e possivelmente diminuir a énfase na resolucdo manual de
problemas. Para integrar essas ferramentas de forma eficaz, os professores devem equilibrar o
uso da tecnologia com a exploracdo manual, instru¢do direcionada e envolvimento ativo dos
alunos.

Por fim, durante a realizacdo deste trabalho, foi identificada uma dificuldade em relacéo
ao dominio das ferramentas tecnologicas utilizadas, em virtude da falta de conhecimento prévio
sobre tais recursos. A indisponibilidade de um computador com a agilidade necessaria para
utilizar eficientemente as ferramentas também se apresentou como um obstaculo.

Essa limitacdo na utilizacdo das ferramentas tecnoldgicas afetou o desenvolvimento do
estudo, uma vez que tais recursos poderiam ter contribuido significativamente para a exploragdo
do tema abordado. A auséncia de uma familiaridade prévia com as ferramentas dificultou a sua
incorporacgéo de forma plena no processo de pesquisa e analise.

Além disso, a escassez de contelidos abundantes sobre o tema em questdo representou
outro desafio. A obtencdo de informacdes especificas e aprofundadas acerca do teorema de
Pick, bem como de suas aplicacdes e integracdo no ensino de geometria, mostrou-se limitada.
A falta de recursos disponiveis exigiu uma busca mais intensa e seletiva por materiais que
pudessem embasar e enriquecer o trabalho.

Essas dificuldades, relacionadas ao dominio das ferramentas tecnoldgicas e a falta de
contetdos abundantemente disponiveis, destacam a importancia de uma preparagdo prévia
adequada, tanto em termos de conhecimento técnico quanto em relacao a pesquisa bibliogréafica.
E essencial considerar esses aspectos ao planejar estudos académicos que envolvam o uso de
recursos tecnoldgicos e a investigacdo de temas especificos.

Apesar dessas limitacOes, os esforcos empreendidos permitiram a consecucdo dos
objetivos propostos, ainda que em uma escala mais restrita. O trabalho buscou suprir as lacunas
identificadas por meio de uma abordagem criteriosa e da utilizacdo dos recursos disponiveis de

forma mais adaptada as condi¢6es apresentadas.
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APENDICE

ATIVIDADE 1

Questdo 1: Calcule a area de um quadrado com lado medindo 8 cm.

Gcn’].

Questdo 2: Determine a area de um retdngulo com comprimento de 12 cm e largura de 6 cm.

12
Ei-

Questdo 3: Encontre a area de um triangulo equilatero com lado medindo 10 cm.

/\

10 cm

Resp:

Resp:

Resp:

Questéao 4: Calcule a area de um circulo com raio de 5 cm, utilizando © como

aproximadamente 3,14.
l Resp:
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Questao 5: Determine a area de um trapézio com bases medindo 6 cm e 10 cm, e altura de 8
cm.

10 Resp:
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ATIVIDADE 2

Breve biografia de Georg Alexander Pick

Fonte: Imagem extraida de Wikipédia, 2023

Quem foi Pick?

Georg Alexander Pick nasceu em Viena em 1859, oriundo de uma familia judaica. Ingressou
na Universidade de Viena em 1875, quando tinha apenas dezesseis anos de idade. No ano
subsequente, publicou seu primeiro artigo de matematica, graduando-se posteriormente em
1879, com qualificacdo em Matematica e Fisica, 0 que o habilitou a ministrar ambas as
disciplinas. Na mesma universidade, obteve seu titulo de doutorado em 1880. Exercendo sua
profissdo nas universidades de Praga e Leipzig na Alemanha.

Qual o seu teorema?
. . B .
Seu teorema é dado pela formula A =1+ > -1, empregada para mensurar a area de um

poligono simples, cujos vértices correspondem a pontos pertencentes a uma rede de pontos no
plano. Onde (1) € os pontos contidos no interior do poligono e (B) 0s pontos que estdo sobre
os lados (segmentos de reta) do poligono.

Com base no teorema de Pick, é necessario que todos os vértices de uma figura estejam
localizados em pontos inteiros na rede (ou reticula) de pontos no plano para que seu calculo
seja preciso. Com base nessa informacéo, determine qual das figuras abaixo pode ser
calculada de forma precisa.
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