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Resumo

Neste trabalho, nossa intensao foi estudar alguns tépicos relacionados a teoria da
Analise Funcional e, em seguida , aplica-los em alguns problemas de Equacoes Diferenciais
Parciais (EDP’s). Para isto, foi necessério abordarmos um pouco da teoria moderna das
EDP’s, como o conceito de derivada fraca, a definicao de Espacos de Sobolev, bem como suas
propriedades e teoremas de imersao. De posse dessas ferramentas, estudamos a existéncia e

unicidade de solugoes fracas para alguns problemas.

Palavras-Chave: Analise Funcional, Espacos de Sobolev, Equacoes Diferenciais Parciais.



Abstract

In this work, our intention was to study some topics related to the theory of Functional
Analysis and then apply them in some problems of Partial Differential Equations (PDE’s).
For this, it was necessary to address a little of the modern theory of PDE’s, such as the
concept of weak derivative, the definition of Sobolev Spaces, as well as its properties and
immersion theorems. With these tools in hand, we study the existence and uniqueness of

weak solutions to some problems.

Keywords: Functional Analysis, Sobolev Spaces, Partial Differential Equations.
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Introducao

Nos tempos atuais, as pesquisas em matematica fazem uso de técnicas modernas. Dai,
surge a necessidade de desenvolver os conceitos e resultados da Analise Funcional, devido a
sua grande aplicabilidade. Nosso principal objetivo é utilizar os conceitos e ferramentas
adquirida na Analise Funcional e aplicar esses conhecimentos em outra drea matemdtica. A
area escolhida nesse trabalho foi as Equacgoes Diferenciais Parciais Para isso, desenvolvemos
a teoria de Analise Funcional bem como alguns resultados modernos da teoria das EDP’s
como solucao fraca e os espacos de Sobolev. Com isso foi possivel resolver alguns problemas
de EDP.

Entao fizemos as seguintes escolhas da ordem dos assuntos a serem abordados no
trabalho.

No Capitulo [I] comecamos a nossa caminhada pela Andlise Funcional, com as
primeiras definigoes e ideias, como a nocao de norma, aplicacao limitada e exemplos de
espacos de Banach.

Ja no Capitulo [2] estudamos uma classe particular de espagos de Banach na qual
chamamos de espagos de Hilbert, que sao espacos completo com um produto interno, que
possui uma grande aplicabilidade. Em particular abordamos o Teorema de Lax-Milgram que
iremos aplicar no Capitulo seguinte.

Por fim no Capitulo 3] desenvolvemos um pouco da teria moderna de EDP com a ideia
de derivada fraca e solucao fraca. Dal juntando todos os resultados conseguiremos resolver

algumas EDP’s via teoremas de Analise Funcional.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo vamos, ver as primeiras definigbes para espagos de dimensao infinita,
mais precisamente, os espacos de Banach, veremos suas propriedades e alguns resultados que
nos ajudarao na nossa teoria, fazendo uma abordagem moderna dos conceitos de norma,
continuidade, convergéncia, completude e algumas desigualdades classicas que serao de

grande importancia.

1.1 Alguns Resultados de Analise Funcional

1.1.1 Espacos normados e espacos de Banach

Nesta primeira se¢ao, daremos a definicao de norma e aplicacao linear continua, as
quais serao importantes ao longo de toda a teoria desenvolvida aqui.
Consideremos espagos vetoriais X sobre o corpo [F, onde F é o corpo R dos ntimeros

reais ou o corpo C dos nimeros complexos.

Definicao 1.1.1. Uma seminorma em X € uma fun¢ao v — ||x||, de X em [0,00), que

satisfaz as sequintes propriedades:
e (Desigualdade triangular) ||z +y[| < ||z|| + [lyll, para quaisquer x,y € X;
e (Homogeneidade) | Ax|| = |A|||z]|, para qualquer x € X e para todo X € F.

Se A =0, entdo a homogeneidade da seminorma implica que ||0|| = 0, ou seja, a norma do
vetor nulo em X € igual a 0. Uma seminorma em um espacgo vetorial é chamada de norma
se ||z]| = 0 somente no caso em que x = 0, ou seja, se o Unico vetor com norma igual a 0 é
o vetor nulo. Um espaco vetorial equipado com uma norma € chamado de espaco vetorial

normado.
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n 1/2
Exemplo 1.1.1. (R", | - ||2) = (Zym)  n=12...
=1

Em um espacgo vetorial normado X, a norma fornece uma métrica natural, a saber

p(x,y) = ||z -y

Assim, todo espaco vetorial normado é um espago métrico com a métrica induzida pela norma.
A topologia induzida em X por essa métrica p é chamada de topologia da norma e, a partir
dessa topologia, podemos definir os conceitos de bola aberta, bola fechada, conjunto aberto,

conjunto fechado, conjunto compacto, entre outros.

Defini¢ao 1.1.2. Um espaco normado (X, || -||) que € também um espago métrico completo
com a métrica induzida pela norma € chamado de Espag¢o de Banach. Ou seja, X ¢é
um espaco de Banach se, e somente se, toda sequéncia de Cauchy em X converge para um

elemento de X.
Lembramos que:

e Uma sequéncia (z,) C X é dita convergente para um ponto z € X < ||z, —z| "=5°

0.

e Uma sequéncia (z,) C X é dita de Cauchy se dado € > 0, existe ng € N tal que

|zn — zm|| < €, para todo n,m > ny.

Exemplo 1.1.2. Os espagos vetoriais R"™ (sobre R) e C" (sobre C) sao espagos de Banach,

com Suas normas uSuais.

Exemplo 1.1.3. Tomando um conjunto compacto A em um espagco métrico M, seja
C(A):={f: A—R; f € continua}

o espaco vetorial das funcoes continuas em A com wvalores em R. Como A € compacto, a

funcao f atinge um valor mdzimo em A. Definamos a sequinte norma em C(A):
[[flloe = sup | f(z)|
€A

Entao, o espago C(A) com a norma || - || € completo. Isso pode ser demonstrado usando
sequinte fato: se sequéncia uma de fungées continuas converge uniformemente para uma certa

fungao, entao essa fungao € continua.
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Um subespaco de um espaco de Banach E é também de Banach se, e somente se, é
fechado em E.
Demonstracao: (Volta) Suponhamos que X seja fechado em E. Seja (z,) € X uma
sequéncia de Cauchy. Logo, (x,) é uma sequéncia de Cauchy em E, assim limx,, € E. Como
X ¢é fechado, segue que limx,, € X. Portanto, X é completo.

(Ida) Seja X C E um espago de Banach e seja (x,) C X uma sequéncia convergente.

Logo, em particular, (x,) é de Cauchy, entao limz,, € X. Portanto, X é fechado.

Definigao 1.1.3. Seja 1 < p < oco. Definimos o espago IP(n) como sendo o espago R™
munido da norma )
n P
”pr: <Z|‘T’L’p) , T = (x17x27"'7xn)7
i=1
sel < p<oo. Sep=1, entdao essa € a norma da soma em R"™ e, se p =2, entdo essa € a
norma euclidiana em R™. Para p = 0o, define-se

[2]loc = max [z;].
1<i<n

Proposicao 1.1.1. [P(n) € um espago vetorial normado.

Demonstracao: A demonstragao das propriedades (i) e (ii) da definigdo de norma ¢é bem

direta. Ja a desigualdade triangular da norma || - ||,,a saber

n ’ n v n 0
(Z !%‘ﬂLZJi\p) < <Z ’xi\p> + (ZM’)) ,
=1 =1 =1

¢ chamada Desigualdade de Minkowski[] e a demonstracao sera feita recorrendo a
Desigualdade de Holderf}

1

- 1
E lziyi| < ||zllpllylly, ondep>Te 5 +
=1

"Hermann Minkowski (1864-1909), matemético alemao.
20tto Ludwig Hélder (1859-1937), matemético alemao.
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O numero p’ é chamado expoente conjugado de p, o qual é dado por p' = Ll Logo.
p JR—

n n n

Z |z +yil” < Z(|$z| + )i+ wlP = Z il s + P+ Z lill i + P~

i=1 i=1 i=1 =1

. J

P
pois |z;+yi| <|z:|+|yil

<lzllp [z + Pz + gl prj
Hiylp | (zr + w77z + walP ) || o

p—1

P

- (Z |7 + yi|”> (Nl llp + llyll»)

Entao, dividindo os dois lados da desigualdade acima por

(Z | + yilp)
i=1

p—1

p

Obtemos

1
<le‘i+yi|”> < lzllp + llyll, = (Zkﬁﬁyilp) < |lzllp + NIyl
=1 =1

= Nz +yll, < flzll, + llylly-

A Desigualdade de Holder utilizada na demonstracao acima segue da Desigualdade de
Young}
Proposicao 1.1.2 (Desigualdade de Young). Se a,b>0,p>1ep = Ll’ entao
p

1 1
abS—CLP—F—/bp.
p p

Demonstracao: Se a =0 ou b = 0, entao a desigualdade é trivial. Suponha a,b > 0. Dali,

/
n(a-b) 6ln at+lnb _ 6% In ap+i In bP

a-b=r¢e

1
Como a fungao exponencial ¢ convexa e — + — = 1, temos que
p D

1 1 4 1 1 ! 1
LlnaP+ L Inbp » P
a-b=er UYL Zelnet b Zgp g
p

3William Henry Young (1863-1942), matemético inglés.
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Proposicao 1.1.3 (Desigualdade de Hélder). Sejam x = (z1,...,2,),y = (Y1,---,Yn) €
[’(n). Logo:

1 1
Z |z < [[@llpllylly, ondep>1e— Sty =t
=1
Demonstragao: Tomemos a = ||x|l| b = ﬁ Pela desigualdade de Young
xr p Yy p’

(Proposigao [1.1.2), para cada i € {1,...,n}; temos

T Yi oo [P 1] w v 1|$z|p |yz|p

|yl <=

1 1.
CLbS—CLp-i-—/bp =
lzlollyly = p =5 2 |yl

p p

[l | Hiylly | = 2 Tl

Somando de i = 1 até ¢ = n, obtemos

;[P ip’ p
Z I RN L L L BN N U S W
oy =7 12 "7 im p TelE T gl p Y

Z iyl < 1= lzal < lalpllylly

||l‘||p|!y\|p pa pa

Proposicao 1.1.4. [P(n) € um espago de Banach.

Demonstragao: Sabemos de Andlise no R™ que todas as normas em R" sdo equivalentes.
Desde que R™ é completo com a norma euclidiana, entao R™ é completo com qualquer norma.

Logo, em particular; R™ é completo com a norma || - ||,. Entéo, [?(n) é um espago de Banach.

Exemplo 1.1.4. Seja p € [1,00) e definamos o espago vetorial [P sobre R como sendo o

espaco das sequéncias reais p-somaveis, isto é:

1
) P
lp = xTr = (xn);io:”xn E R (& Hpr == (Z |xn|p> < o0
n=1

No caso p = oo, definimos

[ ={zx = (2,):|xn €ER € ||z]|0o = sup |z,| < oo}
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Também € possivel definir esse espaco, da mesma maneira, para sequéncias de niumeros

complexos.

Proposicao 1.1.5. [P é um espaco vetorial normado.

Demonstragao: A prova de (i) e (ii) é imediata. Para a prova de (iii), basta passar o limite
com n — oo na desigualdade de Minkowski.

Proposicao 1.1.6. [P ¢ um espaco de Banach.

Demonstragao: Seja (z,)5°; uma sequéncia de Cauchy em [P, ou seja, (z,)32, é uma
sequéncia de sequéncias reais de modo que para qualquer € > 0, teremos N € N tal que

k,l > N = ||z — x|, < €. Vamos escrever cada sequéncia z,, da seguinte forma:

(xn) == (xn,ly Tn,2,Tn3y - - ')7

ou seja, o m-ésimo termo da sequéncia x,, é denotado por z,, ,,. Para cada m fixado, (2,,,)5
também é uma sequéncia de Cauchy, logo converge para um numero a,,. Entao, a sequéncia
de sequéncias (x,) converge termo a termo para a sequéncia a = (a,,). Temos que para todo

e > 0, existe N € N tal que

n > o0 >
k,l> N = (Z |k, — wﬂ,,p) < (Z |k n — a:l,n]p) = |lzk — x|, <e.

i=1 n=1

Em particular, para todo m € N, vale que

m
Z |ZL’k7i — $l’i|p <P
i=1
sempre que k,[ > N. Fixando k e fazendo | — 0o, obtemos
m
Z |xk,i — ai|p <P
i=1
para todo m € N, sempre que k > N. Entao, podemos fazer m — oo, para concluir que
o0
(o = allp)? =Y ok — ail” < &
i=1

sempre que k > N. Assim, x;, — a € [P sempre que kK > N, logo a € [P. Portanto, xp — a

em [P.
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Exemplo 1.1.5. Alguns subespacos de [ que também sdo espagos de Banach sdo o0s
sequintes:

12 ={(z,) €1 : (x,) € uma sequéncia convergente}
I8 =co=A{(zy) €1 : limaz, =0}

coo = {z €1°°: para cada n > ng € N o termo x, = 0}

Observe que, para 1 < p < oo,
Ccoo C P C co C [*°.

Assim, || - ||lo também define uma norma no subespago 1P, 1 < p < co. Porém, (I?,]| - ||),
1 < p < oo, nao ¢ Banach. Consideremos, por exemplo, p =1 e a sequéncia em l; definida
por

1
. . . —sel<j<k
y" = (yi)jen, Yj =

0sej>k

Para cada m,n € N, com m > n, temos

o 1 1 1
1y™ = y"|loo < sup o — =

n+1""""m n+1

Segue que (y*) é um sequéncia Cauchy com a norma do sup. Se l; fosse de Banach com esta

norma, existiria y € ly tal que
¥ = ylloo — 0, quando k — co.
Lembrando que ||y* — y||oc = sup |y§"’ —y;|, para cada j > 1,temos
jeN
1) — il < 1Y" = Ylloo-
Fizando j e tomando o limite com k — oo, obtemos

< lim|jy" — |l = 0,

1
k _
ly; —y;l = 'E_yj

1
logo y; = 7 para todo j > 1. Entao, y = (y;) = (1,%, 3. .,%, . ) I

Definigao 1.1.4. Duas normas ||-||1 e [|-||2 em um espago normado X sdo ditas equivalentes
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se existirem constantes positivas ci,co > 0 tais que
cillzlls < flzll2 < coflfls, Vo€ X.

Definicao 1.1.5. Sejam 2 C R™ um conjunto mensurdvel e 1 < p < oo. Definimos o espaco

LP(Q2) como sendo o espago das (classes de equivaléncia de) funcgoes reais p-integrdveis no
sentido de Lebesqudl], isto ¢,

LP(Q) ={f : Q@ — R mensurdvel : existe ¢ >0 tal que |f| < c q.t.p em Q},

I =( mp);,

e o espago L®() como sendo o espago das (classes de equivaléncia de) fungoes reais

dotado da norma

mensurdveis limitadas a menos de um conjunto de medida nula, ou seja,
L>(Q) = {f : Q — R mensurdvel : sgp |f] < oo} ,
munido da norma
Iflloe = sup /] = inf{e > 0: [ f(2)] < ¢ g.L.p. em Q}.

1.1.2 Aplicacoes Lineares Limitadas

Em espacos vetoriais normados, um critério simples para a continuidade de aplicacoes

lineares é visto na seguinte definicao:

Definicao 1.1.6. Sejam (E, || - ||g) e (F,| - ||r) espacos vetoriais normados. Dizemos que
uma aplicagao linear T : (E,||-||g) — (F,||-||r) € limitada se existe uma constante M > 0
tal que

[Tz|r < M|zl

para todo v € E.

Observacgao 1.1.1. FEssa definicio de “aplicacao linear limitada” € diferente do conceito
usual de aplicagao limitada (por exemplo de Andlise no R™), que no caso de T : (E,||-||g) —
(F,|| - ||r) seria: existe C' > 0 tal que | Tx||r < C, para todo x € E. A inica aplicagdao linear

que satisfaz essa condi¢cao € a aplicacao nula. De fato, tome x #0 e A € K, X # 0. Como

4Henri Léon Lebesgue (1875-1941), matemético frances.
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C
Al
para todo x € E e para todo A € K. Fazendo |\| — oo, obtemos ||Tx||r = 0, para todos x €
E=T=0.

|Tz||r < C wvale para todo x € E e como Az € E, temos que |T(A\z)||r < C = ||[Tz||r <

Proposicao 1.1.7. Sejam (E,|| - ||g) e (F,||-||r) espagos vetoriais normados e T : E — F

uma aplicacdo linear. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) T ¢é lipschitziana, ou seja, existe C > 0 tal que |[Tz — Ty|lr < Clz — ylg,
para todo x,y € E;

(i) T é continua;
(iii) T é continua na origem;
(iv) T € limitada;

T
(v) supw < 00
w20 |2

Demonstracao: |(i) = (ii)| Se 7' é uma aplicagao lipschitziana, entdo 7" é continua (isso

vale para qualquer aplicacao, inclusive se ela nao for linear);

(ii) = (iii) | Se T' é continua, entdo T é continua em qualquer ponto do seu dominio, em

particular 7' é continua na origem 0 € F;

(iii) = (iv)| Como T é linear, temos que 7'(0) = 0. Pela definigao de continuidade no ponto

0, dado & > 0, existe 0 > 0 tal que se ||z|| < ¢ entdo ||Tz|| < e. Tomando ¢ = 1, temos que

existe & > 0 tal que se ||z]| < § entdo ||[Tz| < 1. Se y € E é um vetor nao nulo qualquer,

I , J
entao W -y € um vetor tal que H -y|| = 6. Logo,
Y )

I G-l =

. Como T é linear, concluimos que

0 1
o - ITYll < 1= 1Tyl < Slyll, ¥y € B = {0},

Essa desigualdade também é valida para y = 0. Assim vale para todo y € E. Portanto, T é

limitada.

(iv) = (v) | Se T ¢ limitada, temos que ||Tz||r < M|jz||g. Se z # 0, entao

[T

T
<M = su 1]l < M.
=] w0 ||2]e
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T T
(v) = (iv) supm < 00, entao existe M € R tal que supw = M. Logo,
w0 ||7|e a0 [7|e
T
HH ?HF < M para todo x € E, entdao |[|[Tx|p < M|zl g para todo x € E. Segue dai
T\ E

que T é limitada.

(iv) = (i)| Se T é limitada, entao ||Tz||r < M|z||g. Logo, dados z,y € E, podemos

considerar o vetor x —y € E e daf temos que | T(z —y)||lr < Mz —yllg = ||Tx — Ty|lr <
M|z — y||g. Portanto, T' ¢é lipschitziana.

Definicao 1.1.7. Se E e F sao espacos vetoriais normados, denotaremos o espaco vetorial

das aplicagoes lineares por
L(E,F)={T:E — F;T ¢ linear}.
Denotaremos o espago vetorial das aplicagoes lineares limitadas (ou continuas) por
LEF)={T:E — F:T € linear e continua}.
Observe que L(E, F) é um subespago de L(E, F'). Além disso, se E € um espago de dimensao

finita, entao L(E,F) = L(E,F). Se E é um espago de dimensdo infinita, entao L(E, F) é

um subespago proprio de L(E, F). Definimos a norma de uma aplicagdo linear limitada por

Tx
7)) = sup L0,
z7#0
E facil demonstrar que ||T|| define uma norma em L(E, F).
Observagao 1.1.2. L(E, F) € completo se, e somente, se F' é completo

Proposicao 1.1.8. Se E e F sdo espagos vetoriais normados, entio L(E, F) é um espaco
vetorial normado.

Demonstragao: Sejam T, S € L(E, F), entao ||(T + S)z|| = ||Tx + Sz|| < ||Tz| + ||Sz| <
1Tzl + [1Sll=ll = ([T + [1SID]l<]} para todo x € E. Entao, T'+ 5 € L(E, F) e vale a
desigualdade triangular para a norma de aplicagbes lineares. A prova de que AT € L(E, F)

e das demais condigoes da definicao de norma também é direta.

1.1.3 Funcionais Lineares

Definicao 1.1.8. Se E ¢ um espaco vetorial normado, denotamos o espago vetorial dos

funcionais lineares limitados por E* = L(E,K) e esse espa¢o é chamado espag¢o dual
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topoldgico de E (ou simplesmente espag¢o dual de E). O espago vetorial dos funcionais
lineares (nao necessariamente limitados) é denotado por L(E,K) e chamado espac¢o dual

algébrico de E.

Definicao 1.1.9. Dizemos que uma funcao f: X — R é convexa quando

flz+ 1 —t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y)

para t € [0,1].

Exemplo 1.1.6. Considere o funcional

d: C(0,1,R) — R

onde C([0,1],R) estd munido da norma || - ||~ € R estd munido da norma usual. Veja que:

e ) ¢ linear.

« POI = 1FO] < max|f®)] = lfll, vV € C{OILR) = [ollconr): =
sup |0(f)| = sup |f(0)] = 1. Logo, 6 € limitada.
If1I=1 =1
Exemplo 1.1.7. Sejam E = F = {p(x) = ap + a1z + ... + a,2" : © € [0,1]} (0 espaco dos
polinémios restritos a [0,1]) com a norma || - |- Definamos a aplicag¢ao derivada

D: E — E
p — D(p)=p.

D ¢ claramente linear. D nao € limitada, pois se consideramos a sequéncia p,(z) = z",

temos D(p,)(z) = pl,(x) = na""'. Assim,

D n /) |loo ) S
1P@u)lloe _ Pulloo 20—
palloo llpalles 1

Exemplo 1.1.8. A Integral Definida é um funcional linear: Considere f : Cla,b] —
R definida por

Note que f € linear. Vamos provar que f é limitada e tem norma ||f|| = b — a. De fato

@)= [ tar] < (0~ @ malott) = 6 - @l
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Tomando o supremo de todos os x tais que ||z|]| = 1, obtemos ||f|| < b — a. Para obter
|fII= b —a, escolha em particular x = xq = 1. Note que ||xo]| = 1 e dai
|f (20)]

b
(= :|f<xo>=/ d=b—a.

o]l

1.1.4 Espacos reflexivos

Seja E um espaco vetorial normado. Denotamos o dual topoldgico do espago dual
topoldgico de E por

e chamamos E** de espaco bidual de F. Podemos definir uma aplicacao linear limitada,

chamada de imersao candnica (ou injecao canénica), da seguinte forma:

J: B — FE*
r — Jx

onde, para cada z € F, o funcional linear limitado Jx : E* — R é dado por

(J2)(f) = f(x),

para todo f € E*. De fato, Jx é um funcional linear em E*, pois (Jz)(f +¢) = (f +g)(x) =
f(@) +g(x) = (Jo)(f) + (Jo)(g) e (Jo)(Af) = (Af)(2) = A- f(x) = A~ (Ja)(f), além disso,

I(Jz) (DI = [f@)] < [[flllzll = =1,

ou seja,
[T < [Je]]-

E facil ver que J é linear, pois

(S +2))(f) = flz+dy) = f(2) + M (y) = (J2)(f) + AJy)(f) = (Joz+ATy)(f), Vf € E

= J@x+y)=Jr+ Ny, Ve,y € E, VA €K

Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cada z € X existe um funcional linear fy € E* tal que
[foll =1 e fo(x) = [|lz]|, logo

17| = sup |(J2)(F)] = [(Jx)(fo)| = | fo(z)] = [l=]],

IFl=1
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portanto
[Tz = |||

para todo x € E. Em particular, J ¢ injetiva. Se J for também sobrejetiva, dizemos que
E ¢é reflexivo. Isto implica que J é ao mesmo tempo um isomorfismo e uma isometria.
Em particular J, é um isomorfismo topolégico, logo E** é Banach (pois é topologicamente
isomorfo a E, que é Banach). Como E** = (E*)* é um espago de Banach, segue que uma
condicao necessaria para que um espaco vetorial normado seja reflexivo é que ele seja de

Banach. Dai, segue a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.10. Dizemos que um espaco de Banach E ¢ reflexivo se a aplicacao

J: E — E** for um isomorfismo isométrico.

Observagao 1.1.3. E importante saber que E e E** serem isometricamente isomorfos por
um isomorfismo isométrico diferente de J nao garante que E seja reflexivo, pois € possivel

que a aplicagcao J nao seja sobrejetora.
Proposicao 1.1.9. Todo espaco vetorial normado de dimensao finita € reflexivo.

Demonstracao: Sendo E um espago vetorial normado de dimensao finita (dim £ < o),
entdo dim EF** = dim(FE*)* = dim £* = dim £ < co. Como a inje¢do canodnica J : E — E**
¢ uma aplicacao linear injetora entre espacos de mesma dimensao finita, segue que J é

sobrejetora. Portanto, F é reflexivo.
Teorema 1.1.1. Seja E um espago reflexivo. Se F' C E € um subespaco vetorial fechado,
entio F' ¢ reflexivo.

Demonstracgao: Considere as injegoes canonicas

J: F— F**

J:E— E*
E claro que J é sobrejetiva, pois E é um espago reflexivo. Como F' < E| temos que E* < F*.
Logo, (F*)* < (E*)* = F* < E**. Considere a aplicagdo continua [ : E* — F* definida

por

]f:le-

Pelo Teorema de Hahn-Banach, a aplicacao I é sobrejetiva, pois, para todo funcional linear

limitado h € F*, existe uma extensao de h para um funcional linear limitado f € E* (ou
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seja, f|m = h). Essa aplicagao é continua, pois

L@ _ o @l S @]

||[f|F*:SU.p = su <sup ————
z7#0 x#£0 x#0
logo
If|| -
11 fll e ey = sup 117 <1.
ree ||z||p-
f#0

Através desta submersao, f* induz um funcional linear ¢* € E** da seguinte forma:

g°(f) = (e D)(f) = [*(flr)

= [I/1

E*,

Como FE é reflexivo, temos que existe x € E tal que g* = Jz, ou seja,

() = (Jo)(f)

22

para todo f € E*. Se x € F', como F' é fechado podemos aplicar o Teorema de Hahn-Banach

para concluir que existe um funcional linear f, que se anula em F' tal que fo(x) = 1, o

que é uma contradi¢ao, pois neste caso teriamos que f*(fo|r) = f*(0) = 0 enquanto que

(Jx)(fo) = fo(r) = 1. Entdo, x € F. Dessa maneira, concluimos que J é uma aplicagao

sobrejetiva e, portanto, F' é reflexivo.

Definicao 1.1.11. Dizemos que um conjunto X € convero quando dados um par de pontos

x,y € X o segmento de reta que une x a y estd inteiramente contida em X.

Definigao 1.1.12 (Espagos Uniformemente Convexos). Um espag¢o X é dito uniformemente

convezo se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, se v e y sao vetores unitario em X,

r+y
o=yl > 2e = | 222 <16,

Teorema 1.1.2 (Milman-Pettis). Se X ¢ um espa¢o de Banach uniformemente convezo,

entdio X € reflexivo.

Demonstragao: Veja[2,pg.168].



Capitulo 2

Alguns Resultados em Espacos de
Hilbert

Os Espacos de Hilbert, apesar de serem um caso especial de espagos de Banach,
merecem um tratamento separado pela sua importancia em aplicagoes. O ponto principal
nesses espacos ¢ a existéncia de um produto interno, que traz consigo a nocao de
ortogonalidade e os tornam a generalizagao natural dos espagos Euclidianos em dimensao
infinita. Em termos dos operadores lineares, pelo fato desses espacos possuirem mais

estruturas.

Defini¢ao 2.0.1. Seja H um espago vetorial sobre um corpo K (R ou C). Uma aplicagao

(-,-): Hx H— K € chamada de produto interno se satisfaz as sequintes propriedades:

e Para quaisquer o, 8 € K e para quaisquer x,y,z € H, vale
(ax + By, z) = alz, 2) + By, 2)

e Para quaisquer x,y € H,

(z,y) = {y, ),
onde a barra representa o conjugado de um numero complexo. No caso real, temos que

(z,y) = {y, ).
e Para qualquer x € H, (x,x) >0, e (z,x) =0, se somente se, x = 0.

Se H um espago vetorial, onde temos definido um produto interno (-,-), dizemos que H é um

espaco com produto interno.

23
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Exemplo 2.0.1. No espaco vetorial C™, podemos considerar o sequinte produto interno

canonico

T= (1 20) Yy = (Y1 yn) = (1) =27 = )T
i=1

No caso real (do espago R™), esse produto interno € o produto interno usual
€T = (3317---75%)79: (y17"'7yn) = <l‘,y> :gjy: leyz
i=1

Definigao 2.0.2. Dado um espago com produto interno (H,(-,-)), definimos ||z|| = (z, z)z
para todo x € H. || - || € uma norma em H (o que provaremos mais adiante), denominada

norma induzida pelo produto interno.

A demonstragao de que || - || (definida acima) é uma norma utiliza a desigualdade
de Cauchy-Schwarz:H

Lema 2.0.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se (H,(-,-)) é um espaco com produto

interno com a norma induzida || - ||, entdo, para quaisquer x,y € H, temos

(=, 9) | < ll=llllyll;

onde a igualdade ocorre se, e somente se, x ey sao linearmente dependentes.
Demonstracao: Se y = 0, temos que (z,0) = (z,0 + 0) = (z,0) + (z,0) para todo = € H.
Logo, (z,0) = 0 para todo = € H, e, analogamente, (0, z) = 0 para todo x € H. Além disso,
[z[[[|0]] = 0 para todo x € H (logo [(z,0)| = [lz[|[|0]] = |(z, 0} < ||[[[|0]]). Suponhamos que
y # 0. Para quaisquer x,y € H e X\ € K, temos

= |lzl* = My, z) + My, 2)) + APlyl? = l2]* = 2Re(My, 2)) + AP [yl

x
Tomando, em particular, A\ = M obtemos

lyl?’

0 < ||ZE||2 — 2Re ((az,y)(y,x)) + ’<$,y>‘2”y||2 _ ||1'”2 _ 9Re <$,y><a:,y> " |<337y>

’ 2

[y[[? [[y[[* [yl ly[?
2 2 2 2
| vl lyll lyll lyll
T,y
lz[|* —
ly[?

'Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), matemético alemao.
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Assim,

2 2

TE WE S l2[* < [z, ) * < =l lyl* < [, 9| < ]yl

e a igualdade vale se, e somente se, x — \y = 0 < z e y sao linearmente dependentes.

Proposigao 2.0.1. A funcio v —s ||z|| = (z,z)2 é uma norma em H.
Demonstragao: Observe que

o |z =0& (z,2)2 =0 (2,2) =0 2 =0.

o [Az] = ((Ax,Az)2 = (AN, 2))7 = (AP, 2))7 = [M((w,2))2 = |||

e Desigualdade triangular:

lz+yll? = (@+y,z+y) = |z]*+ (z,9) + (v, 2) + [|yl?
z]|> 4+ (=, ) + (z.y) + [|yll* = |z]|* + 2Re(z, y) + [ly]]?
)1 + 2z, )| + [yl < llz))* + 2]zl lyll + vl = (=]l +[yl)>

—
[z, <llzllllyll, pelo Lema [2.0.1]

IA

Logo, [l +yl| < [l + [lyI

Definicao 2.0.3. Um espaco H com produto interno (-,-) que € completo com a norma

induzida por este produto interno € chamado de Espaco de Hilbe’r’tﬂ

Proposicao 2.0.2. Seja H um espago de Hilbert e suponhamos que x, — x e y, — y na
norma induzida. Entao, (x,,y,) — (x,y).

Demonstracgao: Utilizando a desigualdade triangular da Proposicao [2.0.1f e a Desigualdade
de Cauchy-Schwarz (Lema [2.0.1)), temos

(@, Yn) — ()| = [Ty Yn) — (@, yn) + (2, 00) — (7, 9)]
= [zn —2,Yn) + (@, Y0 — y)| < (@0 — 2, yn)| + (@00 — y)] -
< lzn = 2|||ynll + 2]/ [|yn — |

Como a sequéncia (y,) é limitada (por ser convergente), segue que

(s yn) = (& 9)| < Nlzn = 2l[llgnll + /Iy = yll — 0= (@0, yn) — (2, 9)

2David Hilbert (1862-1943), matemético alemao.
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Proposicao 2.0.3 (Lei do Paralelogramo). Para quaisquer x,y € H,
2+ ylI” + [l — ylI* = 2(/|=* + [ly]1*)-
Demonstragao: Para quaisquer z,y € H,

Iz +yll* = (z+y,2 +y) = [lz]* + 2Re(z, y) + |ly||*
lz = ylI* = (z =y, 2 — y) = [[z]* = 2Re(z, y) + ||y

Somando as duas férmulas obtemos a identidade desejada.

Teorema 2.0.1. Todo espaco de Hilbert H € uniformemente convexo e, portanto, reflexivo.

Demonstragao: Seja ¢ > 0 (suficientemente pequeno, por exemplo de modo que € < 2) e

sejam x,y € H com ||z]| < 1, |ly|| £ 1 e ||lx —y| > e. Pela identidade do paralelogramo,

temos
2 2
T4y r—yl|” TR T AT S e 71 2 e 1
=2 + =2 + = <-=1
2 2 2 2 4 4 2 2

r+y 2

2 2

T —y +y |z -yl
<1 <1
2 2 2 2 2
x4y € r+y llx — vl +y €

— < <l=||l—= — <1

2“+4 > || T4 © > || T3

x+y2<1_f T+y 1_5_2

2 4 2 4

2 2
Tomemos5>0demodoque\/1—%<1—§,ouseja,0<(5<1—\/1—€z. Logo,
Ty <\/1—€2<1—5

2 4

Entao, H é uniformemente convexo. Pelo Teorema de Milman-Pettis (Teorema [1.1.2]), segue

que H é reflexivo.
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Teorema 2.0.2. Seja E um espago vetorial normado (sobre o corpo R), cuja norma || - ||

satisfaz a identidade do paralelogramo
lz+yl* + llz = ylI* =2 (=l + lyl*) -

Entao a identidade polar
1 1
(29 = 2l + ol — gl — ol

define um produto interno (-,-) em E tal que a sua norma € induzida por ele.
Demonstragao: Observe que

1 1 1 1
e Positiva definida: (z,z) = ZHJZ +z||* — ZHx —z|* = Z||2x||2 — Z“OHQ = z|]* >0
para todo x € E. Além disso, (z,z) =0& ||z|?=0< z = 0.

e Soma na 12 varidvel: Para quaisquer z,y, 2 € E, temos

1 2 2
(wt+y.z) = Jlety+zl’ = gllety -z =glle +y+ 2l = gllz +y — 2|1

1
2z +y+ 2l - 22l +y -2

0| —HO| |

1 1
Aoy 2l = 52y — 2l =Syl + gl o+l

v~

=0

1 1
= Gty = o) 2oy <1~ ol
= L@ty el — o yl?) - g @ty — 2|~ o+l
e = Logp
—_— . Z —_— . Z
8 g Al
. -0
= @ty e+ 2~ -yl

s @y = 2+ 2l ~ [l + )
& (e + 2212 + e+ gl = llo + 1)
e+l +llw +y — 2202 — o + 1)
= ety + 2] — oty - 2]
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@+, = 2llw+2)+ @+l -2l —2)+ (=)

ol OO | —

1 1
I@+2)+ @+ 2)I° = gl =2) + (v = )" + llz = yI” = gllz =yl

= é(lH(IJrZ) +(y+ 2P+ [z —yl?)
—5 (@ =2)+ @y =2)I° + llz = )

= é(lH(fHZ) +y+ )P +llz+2—y—2)?)
— U@ =2+ (=2 + e =z =y + =)

= é(lH(SHZ) +y+ 2P+l +2) -y +2)°)
—g U@ =2)+ (=2 + (@ = 2) = (y = 2)I)

1
= g Cllz 27+ 2y +27) = o Clle = =|* + 2]y — =)

1 1
= glle 2P+ glly + 2P =g lle = 2P =7 lly = = = (@, 2) + {y, 2)

—00 |

Logo, (x + vy, z) = (x, z) + (y, z), para quaisquer z,y, z € E.

e Multiplicagao por escalar na 12 varidvel: Sendo o = n € N, vamos provar por

inducgao:

— Paran = 1, é imediato: (1-z,y) = (x,y) = 1{x,y), para quaisquer z,y € E. O
caso n = 1 ja serve como caso base, mas vamos observar também o que acontece

paran = 2: (2z,y) = (z+z,y) = (2,y) +(z,y) = 2(z, y), para quaisquer z,y € E.

— Suponha por hipétese de indugao que, para n = k € N, tenha-se (kx,y) = k(z,y),
para quaisquer x,y € E. Entdo, para quaisquer z,y € E, tem-se ((k + 1)x,y) =
(kx+x,y) = (kx,y)+(z,y) = k(z,y)+(z,y) = (k+1){x,y). Portanto, o resultado
vale paran =k + 1.

Com isso, concluimos que, para todo n € N, tem-se que (nz,y) = n(x,y), para

quaisquer x,y € E. Para a = 0, temos

1 1 1 1 1 1
0z, y) = (0,y) = = 0+y[IP—=10—yl* = < [lylI>—=1—=ylI* = < llylIP—= Iyl =0 =0
(Ox,y) = (0,y) 4H +y/|| 4H Y| 4HyH 4H Y| 4HyH 4HyH (z,y)

Se a = —1, podemos escrever

0=1(0,y) = (z —z,9) = (z,y) + (—=,9),
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de modo que (—z,y) = —(x,y), para quaisquer z,y € E. Dai, se n € N, entao

<—7’LZL’,y> = (n(—x),y> = n(—x,y) = n(—(x,y>) = —n(m,y>,

para quaisquer z,y € FE. Entdo, para todo a € Z negativo, vale que (az,y) = a(z,y).
Como ja provamos anteriormente que vale para os inteiros positivos (ou seja, os
naturais) e para o 0, concluimos que {(azx,y) = a(z,y) para todo o € Z. Em seguida,

para todo n € N, note que:

o) = <(%+...+%),y>:<g+...+g,y>:<g,y>+...+<g,y>
b )=

-~
n parcelas n parcelas

n parcelas

(i

m
Logo, para todo a = — € Q, temos
n

(o) = () = <m%xy> :m<%-x,y> = 2 {z,4) = afa,y)

Por fim, dado qualquer o € R, temos que existe uma sequéncia (a,),ey C Q tal que

a, — a. Como a norma ¢é continua, a fungao

1 2 1 2
(w9) = gllz + ol = e vl
para y fixado também é continua. Entao,

(anz,y) = aplx,y)
I !
(az,y) a{z,y)

e portanto tem-se que (ax,y) = a(x,y), para todo o € R

e Linearidade na 12 varidvel: Segue dos dois passos anteriores que (ax + y,2) =

(ax, 2) + (y, 2) = alx, 2) + (y, 2).
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e Simetria: Para quaisquer x,y € E, temos

1 1 1 1
() = gl + ol = Jlle =yl = 7y + 2l = Zlly — 2l = (9, 2)

e Linearidade na 22 variavel: Segue da linearidade na 1# varidvel e da simetria.

Portanto, a identidade polar
1 2 1 2
(w.9) = glle + 9l = e ol

define um produto interno em F.

Teorema 2.0.3 (da Melhor Aproximagao). Seja H um espago de Hilbert e seja M C H um

convezo fechado e nao vazio. Se x € H entdo existe um tnico y = y(z) € M tal que
dist(z, M) = inf{||z — z|;z € M} = ||z — y||.

O elemento y € chamado de Melhor Aproxrimacgao de x em M.

Demonstragao: Se z € M, entao é claro que dist(x, M) = 0. Suponhamos agora que
x ¢ M. Sendo 6 = dist(x, M), temos que existe uma sequéncia (y,)neny C M tal que

|z — ynl|| = 0, — 6. Pela lei do paralelogramo, temos que
1y — ) + (@ = ya)I” + 1y — 2) = (@ = w)I* = 2 (Il — 2 + |2 = yuul®) .
ou seja,

||yn - ymH2 + Hyn + Ym — 233”2 +2 (5121 + 57271) = Hyn - ymH2 =2 (6721 + 531) - H?/n + Ym — QxH2

2

:>||yn_ym||2:253+2672n_4‘yn‘;ym_

Yn + Ym

Como y,, Yym € M e M é convexo, temos > 0. Dai segue

Yn + Ym H

— -
9

que

Hyn - ymH2 <2 ((5721 + 651) — 46

Fazendo m,n — oo, obtemos 6, — & € d,, —> 0, 1020 ||y, — Yml|* < 2 (62 + 02,) — 46% —>
2(26%) — 46* = 0. Desde que H ¢ um espago de Hilbert, temos que H é completo, ou seja,
Yn — y € H. Como (y,)nen C M e M é fechado, segue que y € M. E da continuidade da
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norma ||z — y,|| — || — yl|, assim ||z — y|| = J. Fica assim provado que existe y € M tal
que ||z — y|| = dist(x, M'). Agora provaremos que esse elemento é tinico. Sendo z € M tal

que ||z — z|| = d, obtemos

2(ly = =* + llz = 2II*) = lly—2)+ @@= 1"+ (y—2) = (@ =2)|* = lly—2|* +]ly + 2 — 22|

Y+ 2z

oy = 22 = 2 (ly = 2l + & — 2]12) = lly + = — 22]? = 25 + &%) — 4 H —

+ z

Como y,z € M e M é convexo, temos que i € M, logo > 0. Segue que

y+z
2
|y — z||* <46% —46* =0
e assim, Yy = 2.

Definicao 2.0.4. Seja H um espago com produto interno. Dado um subconjunto M C M,

definimos o subespaco ortogonal a M por
M+ = {x € H|{(x,m) = 0 para todo x € M}

Proposicao 2.0.4. Seja H um espaco com produto interno e seja M C H. Entio M+ €
um subespago fechado de H com M 1 M+ e M n M+ C {0} (ou seja, M N M+ = {0} ou
MnNM+=0).

Demonstracao: A prova de que M+ é um subespaco vetorial de H é simples.

e,y € M+ = (x,m) = 0 e (yym) = 0 para todo m € M = (v + y,m) =
(z,m) + (y,m) =0+0=0 paratodom € M =z +y € M+

e v € Mt A€ K= (xr,m)=0 para todo m € M = (\x,m) = Xz, m) = 0 para todo
me M = \x e M*

Seja (r,) C M+ uma sequéncia convergindo para z, assim {(x,,m) = 0 para todo n € N e

para todo m € M. Logo, (x,m) = { liIJP T, M) = lir+n (Tp,m) = hrf 0 = 0 para todo
n—-+0oo n—-+0oo n——+0o0

m € M, entdao x € M. Dessa forma, concluimos que M* é fechado. E claro que M L M*,
pois para todo m € M e para todo x € M+ tem-se (z,m) = 0. Se z € M N M=, entao
re€Mexe Mt dai (z,2) =0= ||z||> =0= 2 =0. Logo, M N M+ C {0}. Se 0 € M,
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entao M N M+ = {0} (pois 0 € M+ segue direto da definicio). Agora, se 0 ¢ M, entao
MM+ =0.

Teorema 2.0.4 (Teorema da Projecao). Seja (H,(-,-)) um espago de Hilbert e seja M C H
um subespaco fechado. Entao, existem dois operadores lineares continuos e sobrejetivos

definidos da sequinte forma:

P: H — M

x +—— P(x) € a melhor aprozimagao de x em M

Pt: H — Mt
y +—— PY(y) é a melhor aprozimacdio de y em M+

(ou seja, P(x) € a projecdo ortogonal de x € H sobre M e P*(y) € a projecio ortogonal de

y € H sobre M*). Note que essas aplicacoes sio caracterizadas por:

(a) ||z — Pz|| = inf{||x — y||;y € M} = dist(x, M) (diretamente da definicio de Pz ser a
melhor aprorimacao de x € H em M, pelo Teorema ;

(b) x = Pz + Ptz (poisx — Px L M = z — Px € M+ = = — Px = Ptz), isto ¢
Pt=Iy-P

Os operadores P e P+ sdo tinicos e satisfazem as sequintes propriedades:
(i) (Teorema de Pitdgoras) ||z|* = | Px|* + || Ptz|?
(ii) * € M se, e somente se, Pz = 0;

(iii) ©* € M~ se, e somente se, Px = 0;

(iv) |P|| =1, a menos que M = {0}, e ||P*|| =1, a menos que M = H;
(v) PPt =PtP =0, P2=P e (P+)?= Pt

Dizemos que P e Pt sdo as projecées ortogonais de H sobre M e M*, respectivamente.

Demonstracao: Pelo Teorema da Melhor Aproximacao (Teorema [2.0.3]), temos que
(a) define P unicamente e, consequentemente, P+ = Iy — P também estd unicamente
determinada. Se x € H e m € M, entao

(Ptz,m) = (x — Px,m) =0,

(.

-~
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dai Ptz € M+. Com isso temos que a imagem de P+ estd contida em M. Por outro lado,
se ¥ € M+, entdo (z,m) = 0 para todo m € M, dai Ptz = x. Assim, x pertence a imagem
de P*. Logo, M* estd contido na imagem de P+. Segue que a imagem de Pt é M+, ou
seja, a aplicacao Pt é sobrejetora. A demonstracio de que P é sobrejetiva é similar. Sejam
a,feKex,ye H Entao

az + By = P(ax + By) + P+(ax + By)

ax + By = a(Px + Pz) + B(Py + Py) = aPx + Py + aPta + Py,

de onde segue que
aPx + BPy + aP*x + Py = P(ax + By) + P-(ax + By).
Entao

aPz + 3Py — P(az + By) = PH(az + By) — aPtx — Pty € M N M* = {0}.

~
eM eM-L pois M é subespago

Logo, aPx + 3Py — P(az + By) = P+ (ax + By) — aP*+x — Pty = 0, de onde segue que

P(az + By) = aPxr+ Py e
Pt(ax + By) = aPtz + BP1y.

Com isso, concluimos que P e Pt sdo lineares. Pela demonstracao do Teorema da Melhor
Aproximagao (Teorema , temos que se ¢ € M entdo Pr = 2 = P'zx = v — Pr =
r —x = 0. Reciprocamente, se Ptz = 0 entdo + = Px + Ptx = Px+ 0 = Pz = o € M.
Isso demonstra o item (ii). Analogamente, se * € Mt entdo Ptz = x = Pr =2 — Ptz =
r —x = 0 e, reciprocamente, se Pr = 0 entdo Pro = v —Pr=2—-0=2 =z € M*.
Com isso, provamos o item (iii). Se x € H, entdo, pelos itens (ii) e (iii), Ptz € Mt e
Pr € M = P(Ptz) =0e PY(Pz) = 0= PP+ =0e P'P = 0. Logo, 0 = PP+ =
PI-P)=P-P’=P’=Pe0=P'P=pP-(I-P)=P - (P')?= Pt =P. Fica

assim provado o item (v). Para todo z € H, observe que

|z||* = |Pz+ P*z|? = (Px+ Ptz, Px + Ptx)
= (Pz,Pzx)+ (Pz, P*z) + (Ptz, Px) + (Prz, Pra) = || Pz||* 4+ 0+ 0 + | P*z|)?
[P|? + || Pa|?
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Entéao, vale o item (i) (o Teorema de Pitdgoras). Finalmente, temos

| Pe|?
]2

[P

|Pz|? = ||z||* — | Pt=|? < ||z]* = <l,VteH=—=<1,VreH=|P|<1

Se M # {0}, existe z € M\ {0} tal que Pz = z, logo existe z € M \ {0} tal que || Pz|| = ||z]|.
Assim, ||P|| = 1, amenos que M = {0}. De maneira similar, podemos concluir que || P4|| = 1,
a menos que M = H. Assim, fica provado o item (iv), e daf conclufmos que P e P+ sdo
continuas. Portanto, as aplicacoes P e P+ sao lineares, continuas e sobrejetoras, e satisfazem

as propriedades (i), (ii), (iii), (iv) e (v).

2.1 Dualidade

J& vimos, pelo Teorema [2.0.1] que todo espago de Hilbert é reflexivo. A seguir,
veremos um importante resultado conhecido como Teorema da Representacao de Riesz-
Fréchet | Esse teorema caracteriza todos os funcionais lineares continuos em um espaco de
Hilbert.

Seja H um espago de Hilbert com produto interno (-,-), e seja H* o seu dual. Para

cada f € H, definamos a seguinte aplicagao:

pr: H — K

r o ps(a) = (2, f)

Esse funcional é claramente linear, e é continuo pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Lema

2.0.1)). Além disso, observe que

lorll = sup les(@) = sup |z, 1) < sup 171 = 1]

Se f # 0, entao
f f f I f fI1?
et s (L) = ()= SR My
il /1] 1/l [T
Assim, o valor maximo da norma é atingido. Logo, ||¢¢|| = ||f||. Concluimos que a aplicagao

f+— ¢y (de H em H*) é uma isometria de H sobre sua imagem. Serd que todo funcional
linear continuo (ou seja, todo elemento de H*) é dessa forma? E para responder a essa

pergunta que apresentaremos a seguir o Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet.

3Maurice René Fréchet (1878-1973), matematico frances.
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Teorema 2.1.1 (da Representagao de Riesz-Fréchet). Seja H um espaco de Hilbert com

produto interno (-,-) e seja ¢ € H*. Entdo, eriste um unico f € H tal que
p(z) = (2, f), Ve € H

(ou seja, existe um unico f € H tal que ¢ = ). Além disso, ||| = || f]|-

Demonstracao: Primeiramente, vamos demonstrar a unicidade. Sejam f,g € H duas
representagoes para a aplicacdo @, ou seja, suponhamos que ¢(x) = (x,g) e p(z) = (x, f)
para todo x € H, entdo (z,g — f) = (x,9) — (z, f) = p(x) — ¢(x) = 0. para todo x € H.
Em particular, tomando x = g — f obtemos (f —¢,f —g) =0=||f —g|*=0=||f —g| =
0= f—9g=0= f =g Entao, de fato, se existir uma representacao de ¢ € H* por um
funcional da forma ¢ (com f € H), essa representacdo é tnica. Agora vamos mostrar que
ela existe. Seja M = kerp = ¢ 1({0}). Segue que M é um subespago fechado de H. Se
¢ = 0, entdo basta tomarmos f = 0 (assim a representacao existe). Agora, consideremos
que ¢ # 0. Logo, M # H = M+ # {0}. Seja 2 € M+ \ {0}, e suponhamos (sem perda de
generalidade) que ||z|| = 1. Para o € H, seja u = (pz)(z) — (pz)xr € H. Logo

p(u) = (pz)(pz) — (p2)(pz) =0
Entao, u € Me dai u 1 z.Assim
0= (u,z) = p(x)(2,2) — p(2)(z, 2) = () — p(2)(z, 2)

e, portanto,

p(x) = p(2)(z, 2) = (2,9(2)2).

Tomando f = ¢(z)z, obtemos que existe a representacdo ¢ = ¢s. A sobrejetividade da

aplicagao f —— ¢ foi vista anteriormente.

2.1.1 Os teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram

Nesta subsecao vamos ver dois dos teoremas importantes que temos em Espagos de
Hilbert, que é o Teorema de Stampachia e o Teorema de Lax-Milgram, que apesar de serem
resultados bem tedricos tem grande aplicabilidade em Equacoes Diferenciais Parciais. Mais
adiante no Capitulo 4, veremos uma aplicacao do Teorema de Lax-Milgram em um problema

de EDP.

Definicao 2.1.1. Seja H um espaco de Hilbert sobre o corpo R. Uma forma bilinear em
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H ¢é uma aplicagao bilinear a : H x H — R. Dizemos que a forma bilinear a é continua

se existir uma constante C' > 0 tal que
la(u, v)] < Cllullllvll, ¥ u,ve H.
A forma bilinear a é dita coerciva se existe uma constante o > 0 tal que
a(v,v) > aljv||?, Vv e H.

Exemplo 2.1.1. O produto interno no espagco H é uma forma bilinear (pela defini¢iao de
produto interno). Além disso, o produto interno é uma forma bilinear continua, pois pela
Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Lema tem-se a continuidade e € uma forma bilinear

coerciva pela propria definicao de norma por um produto interno.

Apresentaremos a seguir os teoremas de Stampacchiaﬁ e LaX—MﬂgramEL que sao
resultados importantes validos em qualquer espago de Hilbert e que podem ser aplicados
em situacoes especificas. O Teorema de Lax-Milgram é uma generalizacao do Teorema da
Representagao de Riesz-Fréchet, e é um corolario do Teorema de Stampacchia (mas é possivel
demonstrar o Teorema de Lax-Milgram de forma independente), que é um resultado mais
geral. Um fato interessante sobre o Teorema de Stampacchia é que nao é necessario trabalhar
com um subespaco ou com o espago todo, basta que o conjunto seja convexo e fechado.

Para demonstrar o Teorema de Stampacchia, primeiramente vamos verificar mais

alguns fatos sobre projecoes.

Lema 2.1.1. Seja H um espaco de Hilbert sobre R e seja K C H um convexo fechado nao

vazio. Entao, a projecao

Py: H — K
xr +— Pg(x) € o unico elemento de K tal que dist(x, K) = ||x — Pg(x)||

(isto é, Pk (x) é a melhor aproximacao de x € H em K ) € caracterizada por
(x — Pgx,v — Pgx) <0, para qualquer v € K.
Demonstracgao: Seja f € H e seja u = Pk f a projecao de f em K. Entao:

If = ull = min{|f — vl = dist(f, K).

4Guido Stampacchia (1922-1978), matematico italiano.
SPeter David Lax (nascido em 1926), matemdtico hiingaro, e Arthur Norton Milgram (1912-1961),
matematico estadunidense.
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Para qualquer w € K, temos
v=(1—-1t)u+tw e K, para todo t € [0, 1],
pois K é convexo. Logo,
If =ull < Nf =oll = If = (0 =tyu+tw)]| = [|f — v —t(w = ).
Portanto,

If =l < NIf —u—tw—w)l* = (f —u—t(w—u), f —u—tw—u)
1f = ull® = 26(f — u,w — ) + Jw — ul|*.

Logo, para qualquer ¢t € (0, 1), tem-se

0 < —2t(f—u, w—u)+t*||Jw—ul|® = 2t{f—u, w—u) < *|w—ul* = 2(f—u, w—u) < t|w—ul?>.
Fazendo ¢ — 0T, obtemos

tlirg}rQ(f—u,w—w Stli%r}rtﬂw—uHQ =2(f-uw—u) <0=(f-—u,w—u) <0, Yw € K.

Reciprocamente, se u satisfaz a desigualdade (f — u,v —u) < 0 para todo v € K, entao

lu—=fI*=llo=fI? = (u—fiu—f

~

—<'U—f,’U—f>

= lull® = 2¢u, ) + 11 = (lol* = 2¢v, £) + [ 1)
= ul® = 2(u, £) + A1 = loll* + 2, £) = [ 1P
= |Jull* = 2(u, f) = [Jo]I* + 2(v, f)
e
2(f —uv—u) — lu—o|* = 2(f,v) = 2(f,u) — 2(u,v) + 2]Ju]]* — [[u]]® +2(u,v) — |||
fJul2
= lull® = 2(u, f) = [[o]* + 2(v, f).
Logo,

lu=fIP =Tl = fIP=2(f —wv—u) ~lu=v]P <0 = [u—f|> < [o—fI

<0

= llu=fll < llv=fll, Ve K,
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e, portanto, u = Pk f.

Lema 2.1.2. Sejam H um espago de Hilbert sobre R e K C H um convexo fechado nao

vazio. Entao, Py satisfaz
|1Px f— Prgll < [|f =gl

para quaisquer f,g € H.

Demonstragao: Se K for um subespago fechado, a demonstracao é trivial:

1Pk f = Pregll = 1P (f = 9l < |1Pclllf = gll = lf = gl

Faremos a demonstragao do caso geral (sendo K C H qualquer subconjunto convexo fechado
nao vazio). Tomemos u; = Py f e us = Pkg. Logo, pelo Lema temos que:

(f —up,v—uy) <0, e
(g — ug,v —ug) <0.

para qualquer v € K. Tomando v = us na primeira desigualdade e tomando v = u; na

segunda desigualdade, obtemos

<f—U1,UQ—U1> SO
(g —ug,up —ug) < 0= (—g+ug,us —uy) <0

Somando as duas desigualdades, obtemos:
(f—u—g+u,us—u) 0= ((f —g) + (u2 — 1), uz — ug) <0.
Logo

(f —gouz —ur) 4+ lus —w|* <0 = Jlug —w||* < (f — g, ur,u) < [Juz — wall|| f — g
= |lug —wil| <||f —gll = |Pxf — Pxgll < | f —gll,
—_——

=llur—uz||
para quaisquer f,g € K e o lema esta provado.
Agora sim, vamos ao teorema de Stampacchia e sua demonstragao:

Teorema 2.1.2 (Stampacchia). Seja a(-,-) uma forma bilinear continua e coerciva no espago
de Hilbert H (sobre o corpo R), e seja K C H um subconjunto convexo fechado e nao vazio.

Entao, dado qualquer funcional linear continuo ¢ € H*, existe um unico elemento u € K tal
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que
a(u,v —u) > v —u), Yv € K.

Além disso, se a(-,-) for simétrica, isto €, a(u,v) = a(v,u) para quaisquer u,v € H, entdo u

pode ser caracterizado pela sequinte propriedade: u € K e

%a(u, u) — ¢(u) = min {%a(v, v) - w(v)} :

veK

Demonstragao: Dado ¢ € H*, temos pelo Teorema da Representacao de Riesz-Fréchet
(teorema [2.1.1]) que existe um unico f € H tal que

o(v) = (f,v), para qualquer v € H.
Por outro lado, fixando u € H, temos que
la(u,v)| < Cllu||||v]|, para todo v € H,

onde C/||lu|| > 0 é constante com relagao a v Entao a aplicagdo v — a(u,v) é um funcional
linear continuo em H (pois a é uma forma bilinear continua). Assim, novamente pelo Teorema

da Representacao de Riesz-Fréchet, existe um tnico elemento Au € H tal que
a(u,v) = (Au,v), para qualquer v € H.

Dessa forma, obtemos uma aplicacao A : H — H. Como o produto interno é linear em
cada entrada e como para cada u € H existe um tnico Au € H, podemos concluir que
A: H — H ¢ linear (deixamos os detalhes para o leitor). Pelo Teorema da Representacao

de Riesz-Fréchet, existe o, € H* tal que
ou(v) = (Au,v) = a(u,v), Yv € H.
Por isometria e pelo fato de a ser bilinear e continua, segue que

[Aul] = [|¢u]l = sup [a(u,v)| < sup Cllull[lv]| < Clull
[[v]|<1 llo]I<1
Portanto, o operador linear A é continuo. Pela definigao desse operador A, temos a(u,v—u) =
(Au,v —u). Seja p > 0. Definamos S : K — K por S(u) = Px(pf — pAu+ u). Lembremos

do Lema [2.1.2f que
||PKU1 — PKU2|| S ||U1 _u2”7 vul,U,Q € H.
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Portanto

[Swy — Sws||* = ||Px(pf — pAwy +wy) — Px(pf — pAws + wy)||?

1Pk ((pf — pAwi +wr) = (pf — pAws +wy))|”

= ||Pk(=pAw; 4 w1) — (—pAwy + wy)||?

< [(=pAwy 4 w1) = (=pAwy + w)|I* = [[(w1 — wa) — pA(wy — wy)||?
= ((w1 —wa) — pA(wr — w2), (w1 — w2) — pA(w1 — w2))

= ||wi — ws||* — 2p{wy — wy, Awy — Aws) + p?||Aw; — Awyl|?

= le — U)2H2 — 2p<AU)1 — Awg,wl - w2> + ,02||Aw1 - AUJ2H2

= |lw — w2H2 — 2pa(w; — wy, w; — ws) + pQHAwl — Aw2H2

Como a forma bilinear a é coerciva, existe uma constante o > 0 tal que a(w; —wsy, wy —wy) >
allwy — wy||?. E, como o operador linear A é continuo, existe uma constante C' > 0 tal que
[Awy — Aws| = [|A(w; — wy)|| < Cllwy — wa||. Logo

|| Swy — Sws||? lwr — ws||* — 2pa(w; — wy, wy — ws) + p?|| Aw; — Aws||?

<
< lwr = wal® = 2pallwy — wsl* + p*C?lwy — wslf?

= fwr = wa*(1 = 2par + p*C*).

Seja k € R tal que k& = 1 — 2pa + p?C?. Para p > 0 suficientemente pequeno, temos
que k2 = 1 — 2pa + p?C? < 1. Logo S é uma contracdo no convexo fechado e nao vazio
K. Como K é um subconjunto fechado do espago de Hilbert H, segue que K é um
espaco métrico completoﬁ Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banachﬂ, segue que
existe um tnico u € K tal que u = Su. Entdo, u = Pg(pf + pAu + u). Logo, pelo
Lema (pf — pAu+ u — u,v — u) < 0 para qualquer v € K, de onde segue que
(pf —pAu,v—u) < 0= (f —Au,v—u) < 0= (f,v—u) — (Au,v—u) < 0= (Au,v—u) >
(fy,v—u) = a(u,v —u) > p(v —u), para todo v € K. Agora, suponhamos que a forma
bilinear a seja simétrica. Logo, a(-,) define um novo produto interno em H e uma nova
norma ||ul|; = (a(u,u))2. Essa norma é equivalente & primeira, pois é continua e coerciva.
Entdo, H com a norma | - ||; também é completo, assim (H,| - ||;) também é um espagco
de Hilbert. Pelo Teorema da Representagao de Riesz-Fréchet, temos que para cada ¢ € H*

existe um unico g € H tal que

o(v) = a(g,v), Yv € H.

6Para mais detalhes, consulte o livro “Espacos Métricos”, de Elon Lages Lima, pagina 172
"Para mais detalhes, consulte o livro “Espacos Métricos”, de Elon Lages Lima, pagina 208.
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Como a(u,v —u) > ¢(v —u) para todo v € K, segue que
o(v—u)=alg,v—u) = alg,v —u) < alu,v —u) =

a(g,v —u) —a(u,v —u) <0=a(g —u,v—u) <0.

Portanto, pelo Lema [2.1.1], segue que u = Pkg, ou seja, u é a projecao de g sobre K (relativa
ao produto interno a(-,-)). Entdo, u minimiza a distancia |lg — v|; = (a(g — v, g — v))2, ou

seja,

[NIES
N|=

min(a(g —v,g —v))2 = (alg —u,g —u))?2.

veK

Assim, u minimiza a funcao

v a(g —v,9 —v) = a(v,v) = 2a(g,v) + alg, 9) = a(v,v) = 2¢(v) + alg, 9),

de onde concluimos que

min(a(v,v) = 2¢(v) + alg, 9)) = alu, u) = 2¢p(u) +alg, g)

= a(u,u) = 2p(u) = min(a(v, v) - 2¢(v))

= %a(u, u) — ¢(u) = min {%a(% v) = SO(U)}

veK

Corolario 2.1.1 (Teorema de Lax-Milgram). Suponhamos que a(-,-) seja uma forma bilinear
continua e coerciva no espaco de Hilbert H (sobre o corpo R). Entao, dado qualquer ¢ € H*,

existe um unico elemento uw € H tal que
a(u,v) = p(v), Vv € H.

Além disso, se a(-,-) for simétrica, entao u pode ser caracterizado pela sequinte propriedade:
ue H e

Sl u) — p(u) = min {%a(v, v) - so(v)} ~

veH

Demonstragao: Vamos usar o Teorema de Stampacchia (Teorema [2.1.2) com K = H.
Entao, existe um tnico v € H tal que a(u,v —u) > ¢(v — u) para todo v € H. Tomando

w=v+u€ H, temos a(u,w —u) > ¢(w —u) = a(u, \v) > ¢(\v), para todo A € R. Se
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A =1, temos a(u,v) > p(v). Se A = —1, temos a(u, —v) > p(—v) = —a(u,v) > —p(v).
Multiplicando por —1, obtemos a(u,v) < ¢(v). Entao, a(u,v) = ¢(v) para todo v € H.

Além disso, a propriedade de que

veH

we Hem %a(u, w) — () = min {%a(’u, v) — go(v)}

segue diretamente do Teorema de Stampacchia com K = H.



Capitulo 3

Aplicacoes em Equacoes Diferenciais

Parciais

3.0.1 Definicoes e Notacoes Basicas

Neste Capitulo, iremos desenvolver algumas no¢oes modernas da teoria de EDP’s como
a nocao de derivada fraca e solugao fraca e alguns resultados de imersao. Também vamos
utilizar dos resultados ja vistos nos capitulos anteriores para assim conseguirmos aplicar

nossos resultados.

Definigao 3.0.1. (Suporte de uma funcao) Seja v : Q — R continua, com 2 aberto
do R. O suporte de u denotado por supt(u), € definido como sendo o fecho do conjunto

{z € Qu(x) # 0}, em §, isto €,

supt(u) = {x € Qu(x) # 0} N Q.

Uma fungao u € dita ter suporte compacto quando o suporte da fun¢ao u for um conjunto
compacto. como estamos considerando 2 C R™, entao basta que seja fechado e limitado.
Vamos denotar agora por C§°(S2) o conjunto das funcgoes que possui derivada de todas as

ordens com o suporte compacto contido em €Y, ou seja:
C(Q)={u:Q—Rlue C>®cc O}

onde C5° CC §2 significa que C§° estd contido compactamente em €2

Definicao 3.0.2. Seja (2 C R™ aberto e seja 1 < p < oo. Dizemos que a fungao f:Q — R
pertence a L}, .(Q) se fXy € LP(Q) para cada compacto K contido em Q.

1

Le(2). Dizemos que uma

Definicao 3.0.3. Seja (2 C R" um subconjunto aberto e u € L

43
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1

oe(§2) € a derivada parcial fraca de u em relagao a z; (i =1,2,3,..,n) se

[ o) == [ e

para toda ¢ € C§°(Q2). Neste caso, Denotaremos

fungao v; € L

v; = (‘)Lu

Dizemos que u é fracamente diferenciavel se todas as derivadas parciais de primeira
ordem de u existirem. O espacgo vetorial das fungoes fracamente diferenciaveis sera denotado
por W1(Q).

Quando existe, v; é unicamente determinada a menos de conjuntos de medida nula.
Claramente C'(Q) C W'. O conceito de derivada fraca é uma extensao do conceito cldssico

de derivada que mantém a validade da férmula da integracao por partes.
Definicao 3.0.4.

Exemplo 3.0.1. Sejam n=1,Q2=(0,2) e

r sel<z<l,

1 sel <x<2.

Entao, se
1 sel0<z<1,

0 sel<z<?2,

resulta que u' = v. De fato, dada ¢ € C§°((0,2)), temos

2 1 2 1 2
/1w9i/x¢+/ ’ZwU—O—/qﬂﬂ—wﬂ%=—/v@
0 0 1 0 0

Exemplo 3.0.2. Por outro lado, se n =1,w = (0,2) e

r sel<z<,
u(r) =
2 sel<z<?2,

entdao u nao possui uma deriwada fraca. Com efeito, suponha, por absurdo, que exista uma

2 2
/U¢=—/v%
0 0

fungao v € L} (0,2) satisfazendo

loc
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para cada @ € C3°((0,2)). Entao,

—/Ozvgp_/lecp/+2/l2<,0/—90(1)—0—/0180+0_2€0(1)—_90(1)_/01907

ou seja
1 2
o)== [ o+ [ v
0 0

para toda ¢ € C§°((0,2)). Escolhendo a sequéncia de fungoes (@) C C5°((0,2)) satisfazendo
om(1) = 1,0 < pp(x) — 0 para todo x # 1, obtemos através do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue que

1 2
1= lim ¢,(1) = lim [—/ gom—i—/ vapm] =0,
0 que € uma contradicao.

Definicao 3.0.5. Uma func¢do suavizante é uma funcdo nao-negativa ¢ € C§(R™) com

supte = B1(0) e satisfazendo [g, p(x)dz =1

Um exemplo de funcao suavizante é a funcao

1
cel=P=1 ge |z| < 1,
pla) =
0 se |z| > 1,

onde a constante ¢ é escolhida de forma que tenhamos [;, p(z)dz =1

Proposicao 3.0.1. (Regra do produto) Se ¢ € C5°(Q) e u € WHP(Q), entdo ¢pu € WHP(Q)
e

Demonstracao: Para todo ¢ € C§°(2), usando a regra do produto para fungoes

diferencidveis no sentido cldssico e a definicao de derivada fraca ( pois ¢ € C§°(RY)), temos

/Q (o) (Do) dr = / ul (D) = / ulds(dp) — p(0:))dx

Q

- _ /Q (Osu)ppd — /Q u(0;9)pdx

— /Q[(@u)qﬁ + u(0;9)]pdz,

de onde seque o resultado.
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Proposigao 3.0.2. Sejam f € C'(R),f € L(R) eu € W'. Entao, a fungio composta
fogeWl(Q) e
V(fog) = f(W)Vu.

Demonstragao: Veja [1,pg.270] .

3.0.2 Espacos de Sobolev

Defini¢ao 3.0.6. O espaco de Sobolev W*P(Q) é definido como o conjunto de todas as

fungoes u em LP(QY) cujas derivadas de ordem k pertence a LP(S).

WEP(Q) = {u € LP(Q) : du € LP(Q) para todo i = 0,1,2,...,n}.

Temos também que nosso Espaco de Sobolev W*P(Q) € um espago normado com a sequinte

n 1/p
HUHW’“»P(Q) = (Z/Q\@-u]p) )
i=0

a qual € equivalente a norma

norma

n

1/p n
fullveo @) = 3= ([ 104P) = 3 o0l
1=0

=0
Definimos ainda

WyP(Q) = fecho de C(Q) em WP(Q).

Teorema 3.0.1. W'?(Q) € um espaco de Banach separdvel se 1 < p < oo e reflexivo e
uniformemente convero se 1 < p < oo.

Wh2(Q) é um espago de Hilbert com o sequinte produto interno

n

(u, U>w1,2(9) = Z (Oru, 5iU>L2(Q) ’

=0

Demonstragao: Seja {u,,} C W!'?(Q) uma sequéncia de Cauchy. Entao para cada
i = (1,2,3,...,n){0uy} é uma sequencia de cauchy em LP(f2). Como LP(Q2) é um espago

de Banach, para cada i = (1,2,3,...,n) existem fungoes v; € LP(Q)) tais que
8Z'Um — V; em LP(Q)

Denote u := vy, de modo que u,, — u em LP(§)). Para provar que W1P(Q) é um espaco de
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Banach, basta entao provar que 0;u = v; para todo 4, pois isso automaticamente implicara
por defini¢ao que u € WP(Q) e que u,, — u em W'?(Q). E, de fato, como convergéncia em

L?(Q) implica em convergéncia em L (£2), temos para todo ¢ € C5°(£2)

/ u(Oyp)dr = lim [ up(0ip)dr = — lim | (Ojum)pdr = — / vipd.
Para provar a separabilidade e a reflexividade (quando p > 1) de WP(Q), basta considerar
a imersao de WP(Q) em n + 1 cépias de LP(R) :

WP — LP(Q) x LP(Q) x ... x LP(Q)
n+1ﬁzes

U — (aiu)ogign

e usar o fato de que o produto cartesiano finito de subespagos fechados de espacos de Banach

separaveis sao separaveis. Analogamente, vale para convexidade uniforme e reflexibilidade.

3.0.3 Imersao Continua de Espacos de Sobolev

Agora vamos ver alguns resultados e imersao, que sao cruciais no desenvolvimento das
nossas solugoes fracas. Tais resultados sao titeis pois podemos o mesmo objeto sob duas éticas

diferentes a depender da imersao. Pela definicao de norma em I/VO1 P(Q), segue a imersao
Wy? — LP(Q)

é continua, pois

[l o) < [Jullwrie@)-

Veremos nesta secao, outros valores de q para LY de modo que a imersao
Wy (Q) <= LU(Q)

é continua.

Teorema 3.0.2. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Seja Q@ C R™ um aberto. Se

1 < p < n, entao existe uma constante C = (n,p) tal que para todo u € Wol’p(Q) nos temos

[ull () < ClIVull ooy
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Demonstragao: Veja [3pg.263]

Observacao 3.0.1. O expoente p* = n"—f;) nao € arbitrdrio, € escolhido de modo que a

desigualdade a cima seja vdlida. Ele é chamado de Expoente Critico de Sobolev.

Teorema 3.0.3. (Teorema da Imersao de Sobolev) Seja 2 C R™ um aberto. Se 1 <p <n

entao
Wy (Q) — LP*(Q).

Corolario 3.0.1. Seja 2 C R™ um aberto limitado. Se 1 < p < n entdao
WoP () < LY(Q),

para todo 1 < q < p*

Demonstragao: Como §2 é limitado, pela Desigualdade de Holder vale a imersao continua
LP*(Q) — L(Q) para qualquer 1 < ¢ < p*. Compondo esta imersao continua com a imersao

continua do coroldrio anterior, obtemos o resultado que buscamos.

Corolario 3.0.2. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C R™ um aberto limitado. Entao,
existe uma constante C' = C(n,Q) > 0 tal que, para todo u € W01’2(Q), vale

[ullr20) < C|Vul|r2(0).
Consequentemente, a norma
[ullo == [ Vullr2(q)

€ uma norma equivalente em W(}’Q(Q) e este € um espaco de Hilbert com o sequinte produto

terno:

(u,v)o ::/Vu.Vv
0

Demonstracao: Segue da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev e da imersao
continua

L¥(Q) — L*(Q).

3.0.4 Resolvendo algumas EDP’s

Teorema 3.0.4. (O Problema de Dirichlet Homogéneo) Sejam @ C R™ um aberto limitado
e f € L*(Q). Entdo, o problema
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—Au=f, em )
u =0, sobre 02

tem solugdo fraca tnica u € Wy*(Q).

Observagao 3.0.2. Para 2 C R™ um aberto limitado dizemos que u € uma solucao fraca do

Problema de Dirichilet Homogéneo se
/ Vu.Vy = / feo, para toda ¢ € C5°(82).
Q Q

Demonstragao: No Teorema de Lax-Milgram, vamos considerar H = VVO1 ’2(9), o qual é um

espaco de Hilbert com o seguinte produto interno

(u,v) :/Vu.Vvdx,
Q

nmw=(/$vm%m)
Q

B : W2(Q) x Wy () — R por

cuja norma correspondente é

Assim, definimos

B (u,v) = / VuVuvdr = <uvU>L1(Q)
Q

e também definimos
o WE(Q) = R por

/f Yo da

Primeiro, verifiquemos a continuidade de B. Observe que

/ VuVudx
Q

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

< / |VuVu|dx
0

|B(u,v)| =

/|Vqu|da:§/]VuHVv|da:
0 Q
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Dai, pela Desigualdade de Hélder, obtemos

Vul|Veldr < ||Vl Vollzz@ = Hullg 2 1ol 2 -
Q 0 0

ou seja,
| B(u,v)| < "UHWOI’Q(Q)HUHWOI’Z(Q)‘

Com isso, vemos que B é continua. Vejamos, agora, a coercividade. Note que

B(u,u) = / |Vul?dr = ||u||12/vl*2(ﬂ)
Q 0

Portanto, B é coerciva. Como ¢ é claramente linear, vejamos a continuidade de . Note que

/va dx g/ﬂlfv\dx

o(v)] =

Pela Desigualdade de Holder, temos

/Q Folde < 1112z 102y

Com isso, podemos utilizar a Desigualdade de Poincaré, ou seja, existe uma constante C' > 0

tal que
[ fllz@l vl 2 < fllz2@ClIVYllL2 @)

Vélida para todo v € VVO1 ’Q(Q), Portanto, estamos nas condi¢oes do Teorema de Lax-Milgram,

ou seja, existe uma tnica u € Wy () tal que
B(u,v) = ¢(v), ¥V v e Wy?*(Q),

isto é,
/Vqud:E = / f(x)vdz, Yo € Wy (Q)
Q Q

Portanto, existe uma tnica solucao fraca para o problema.

Teorema 3.0.5. (O Problema de Dirichilet) Sejam f € L*(Q) e g € Wh2(Q). Entao, existe

uma tinica solugdo fraca u € WH3(Q) para o problema

—Au=f emQ
u=gq sobre 0f).
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Demonstragao: Vamos primeiro provar a existéncia de uma funcio u € WH3(Q) que

minimiza o funcional I : £ — R dado por

I(v) :%/Q|Vu\2dx—/9fv,

em que £ = {v € Wh(Q) : v — g € W, (Q)} é o espaco das funcées admissiveis para o

nosso problema, isto é, a existéncia de u € E tal que

I(u) ZIvréiél (%/Q|Vu|2dx—/ﬂfv>.

Pela Desigualdade de Poincaré, o funcional I é limitado por baixo, pois

1
Ia) = 519l ~ [ S0-9)= [ fo
1 Q Q
19l Wl = gz — [ 79
1
3Vl = Cll @l 9w - o)l — [ fo

1
> §HVU“%2(Q) — C\l fllr2a IVl 2@) = CIf 221 V9l 2200y — /Q fa.

v

v

e a fungao real h(t) := t*> — at + b é limitada por baixo para t € R, para a,b € R constantes.
Podemos entao definir
Iy = inf I(u).

velR

Seja (U, )meny Uma sequéncia minimizante para I, isto é,
1 2
I(upm) == | |Vun|de — [ fuy, — I.
2 Ja Q
Note que o funcional I é convexo. Devido a convexidade da funcao x — |z|?, ou seja,
I(tu+ (1 —t)v) = / tVu + (1 — ) Vo|?dr < /[twuy? + (1 = )|V )dz
Q Q

— tI(u) + (1 — t)I(v).

Logo, temos
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quando k,l — oo. Por outro lado, temos

2
2 Jo o ; : :

Q Q Q Q

U + U 2 Ug + Uy
() e [ ()

= 2U(wy) + 2I(w) — 4l <“k ; =B

concluimos entao que (Vu,,) é uma sequéncia de Cauchy em L*(Q) e, portanto, (u,,) é uma
sequéncia de Cauchy em W'%(Q), ou seja, existe v € W2(Q) tal que u,, — u em WH2(Q).
Em particular, segue que I(u) = Iy e u—g € W, (), pois Wy*(Q) é um subespaco fechado
de W2(Q). Como u,, — u em L*() e Vu,, — u em L?*(f2), resulta que

1 1
—/ |Vum|2dx—/fum—> —/ \Vu|2dx—/fu,
2 Ja Q 2 Jo Q

e concluimos que u é o minimizador do funcional de Dirichilet. Em seguida, verificamos que
u é a solugao fraca do nosso problema. De fato, como u é um minimizante para o funcional

I, segue, em particular, que

0 = \I(u+tv limo = — { /lV (u 4+ tv)| /fu—irtv }

= /QVu.Vv—/QfU,

para todo v € VVO1 ’2(9), o que conclui a prova do Teorema.
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