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RESUMO

Neste trabalho, tivemos como meta principal auxiliar os profissionais da educacao
bésica na adaptagdo ao Novo Ensino Médio (NEM). Assim, apresentamos uma sin-
tese do mesmo, incluindo a sua implementacao no estado da Paraiba; e oferecemos o
curso Introducao ao Calculo Diferencial, constando orientacoes didaticas e uma fun-
damentacao teodrica apropriadas. Para isso, fizemos uma pesquisa bibliogréifica nas
principais legislacoes orbitantes do NEM, e em artigos e livros envolvendo Calculo
Diferencial, tanto em sua forma teoérica habitual, quanto adaptado ao ensino médio.
Observamos que a falta de planejamento na implementacao do NEM se reflete nos
esforcos das secretarias de educacao em produzir orientagoes locais as suas escolas,
custos de naturezas financeira, humana e educacional que poderiam ser atenuados
a partir de uma legislacao mais assertiva e modelizada. Além disso, em funcao das
mudancas curriculares, com as devidas consideragoes, argumentamos e enxergamos
a possibilidade de (re)inser¢ao do Célculo no curriculo do ensino médio no Brasil,

devidamente adaptado e orientado a esse contexto.

Palavras-Chave: Novo Ensino Médio; Céalculo Diferencial; Eletiva.



ABSTRACT

In this work, our main goal was to assist secondary education professionals in
adapting to the New High School (NHS). Thus, we present a synthesis of it, including
its implementation in the state of Paraiba, and we offer the course Introduction to
Differential Calculus, providing appropriate didactic guidelines and theoretical foun-
dations. To do so, we conducted a bibliographic research on the main legislation
related to NHS, as well as articles and books involving Differential Calculus, both
in its usual theoretical form and adapted to high school education. We observed
that the lack of planning in the implementation of NHS is reflected in the efforts of
education departments to provide local guidance to their schools, resulting in finan-
cial, human, and educational costs that could be alleviated through more assertive
and standardized legislation. Additionally, considering the curricular changes, we
argue and envision the possibility of (re)introducing Calculus into the high school

curriculum in Brazil, properly adapted and oriented to this context.

Keywords: New High School; Differential Calculus; Elective Course.
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INTRODUCAO

De acordo com o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Ani-
sio Teixeira (INEP), referente ao Indice de Desenvolvimento da Educagio Bésica
(IDEB), no periodo de 2005 a 2017, o ensino médio inequivocamente apresentou
os piores indices em relacao as demais etapas da educagao basica, para um mesmo
periodo considerado; desses indicadores constatamos ainda que os indices da rede
privada no ensino médio superam em pelo menos 50% os da rede publica. Tais dados
encontram respaldo em outras fontes: referente a educacao bésica, ao passo que o
Brasil figurava entre as piores colocacgoes de Matematica em avaliagoes internacio-
nais (FACTSMAPS, 2019), dados provenientes do Sistema Nacional de Avaliagdo da
Educacao Basica (SAEB) 2018 apontaram que cerca de 95% dos egressos do ensino
publico nao possuiam conhecimentos matematicos suficientes, nao sabendo resolver,
por exemplo, problemas com o Teorema de Pitagoras (EXAME, 2021).

Diante desse cenario alarmante, em fevereiro de 2017, o entao Presidente da Re-
piblica Michel Temer sancionou a Lei n° 13.415, o Novo Ensino Médio, que traz
alteracoes substanciais & forma na qual o ensino médio vinha ocorrendo: seu cur-
riculo passa a ser composto pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e por
itinerarios formativos, e a carga anual minima, a partir de 2022, aumenta de 800
horas para 1000 horas, com progressao para 1400 horas, o que sugere que as escolas
passem a vigorar em tempo integral. Sobre esse aspecto, a referida lei instituiu a Po-

litica de Fomento a Implementacao de Escolas de Ensino Médio em Tempo Integral,
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programa que repassa recursos fincaneiros as escolas requerentes.

Sob certo enfoque, os itinerarios formativos, construidos de forma a atender as par-
ticularidades sociohistoricas e econémicas daqueles que deles usufruirao, sao capazes
de propiciar ao aluno maturidade, independéncia e dominio sobre contetidos. Se im-
plementados de forma coerente, os itinerarios formativos tém o potencial de sanar
problemas alienantes do ensino médio anterior, tais como a falta de instrumentali-
zacao do conhecimento passado e a preocupante convergéncia didatico-pedagogica
em torno do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Em contrapartida, o Novo Ensino Médio (NEM) é passivel de duras criticas, sendo
uma de suas principais o pouco ou breve didlogo com os diversos profissionais da
educacao basica em sua construcao e implementacao. Vé-se com clareza que as
mudancas serao melhor recebidas e mais rapidamente executadas por instituicoes
de ensino que ja tenham estrutura consolidada, isto é, em sua maioria as escolas
privadas. Para além da resisténcia de algumas escolas ptublicas em aderirem ao
modelo integral, reduzindo seus recursos para sua atualizacao, a precariedade em
infraestrutura, recursos humanos e gestao administrativa sao elementos graves na
implementacao do Novo Ensino Médio de forma satisfatoria.

Esse forte contraste evidencia a necessidade de se tratar a Educacao como politica
de Estado, e nao de governo, como muitas vezes tem ocorrido no Brasil. Enquanto
no primeiro ambito se tem mais propensao a analisar, reconstruir ou fortalecer as
diversas frentes de um projeto em vigor, em uma politica de governo pode-se acabar
dando liberdade a radicalismos, que por sua vez outorgam desconstrugao total da-
quilo que foi feito - com pouco ou nenhum aprego pela existéncia de secoes eficientes
e aproveitaveis.

Dito isso, esse trabalho tem comos objetivos gerais atualizar os profissionais da
educagao quanto as mudangas propiciadas pela Lei n° 13.415/17 e pelas legisla¢oes
adjacentes, incluindo como esse processo tem sido abordado no estado da Paraiba.
Além disso, buscamos facilitar a construcao de disciplinas voltadas a Parte Diversi-
ficada do curriculo nas escolas, evidenciando aspectos gerais e modelos que podem
ser incorporadas por estas e por secretarias sem que para iSso as mesmas precisem

trabalhar de forma individual.
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Tendo em vista aquilo que apresenta potencial duradouro no Novo Ensino Médio,
de forma mais especifica, nossa meta é fornecer as escolas, tanto publicas quanto
privadas, a disciplina eletiva Introducao ao Calculo Diferencial, na forma de um
modelo orientado semi-acabado, constando orientacoes didaticas e fundamentacao
tedrica para os topicos utilizados. Acreditamos que esta é a forma mais adequada,
pois devemos levar em conta as especificidades das unidades escolares e das turmas
para as quais se pretende oferecer o curso.

Para realizar este trabalho, reunimos, analisamos e sintetizamos as principais leis
no contexto do Novo Ensino Médio, incluindo os materiais veiculados no estado
da Paraiba, e, entao, fizemos uma pesquisa bibliografica referente tanto ao Calculo
Diferencial na forma teérica habitual quanto da sua implementacao no ensino médio.

Quanto a estrutura dos capitulos, temos a seguinte organizagao: o capitulo 1
apresenta o Novo Ensino Médio a partir de sinteses da Lei n® 13.415, da Resolucao n°
3/2018, da Portaria n° 1432/2018, e da Proposta Curricular do Ensino Médio (2020)
e da Resolugdo n° 410/2021, estes dois ultimos referentes & Paraiba; o capitulo 2
traz uma fundamentagao teérica do Calculo Diferencial acerca dos tépicos utilizados
na construcao da eletiva; e o capitulo 3 propoe a eletiva Introducao ao Calculo
Diferencial, contendo uma ementa propria bem como orientacoes didaticas tanto

gerais, quanto especificas sobre sua implementacao no ensino médio.
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CAPITULO 1

O NOVO ENSINO MEDIO

A reforma da educacao conhecida como Novo Ensino Médio teve inicio com a
Lei n° 13.415/2017. Esse documento, essencialmente, alterou as Diretrizes e Bases
da Educacao Nacional (Lei n°® 9.394/1996), estabelecendo mudangas fundamentais
na organizagao e oferta do ensino médio, sendo a mais nitida o curriculo dessa
etapa passando a vigorar fundamentado dualmente na BNCC e em uma perspectiva
diversificada e interdisciplinar denominada Itinerario Formativo.

Esse novo curriculo tem por alicerces pedagogicos a articulagao da educagao bé-
sica, em particular o ensino médio, com os seus sujeitos nas diferentes esferas de
existéncia, isto é, levando-se em conta contextos histéricos, socioculturais, econémi-
cos e ambientais. Almeja-se, segundo a legislacao, que o educando ao final do ensino
médio tenha competéncias e habilidades nos aspectos fisicos, cognitivos e socioemo-
cionais, que lhe fornecam dominio linguistico, cientifico e tecnologico da producao e
do ser modernos.

A fim de embasar e complementar essa concepgao curricular, a Lei n° 13.415/2017
instituiu um nimero de mudancas significativas na estrutura do ensino médio, as

quais estao sintetizadas a seguir.
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Quadro 1 — Mudancas no ensino médio

BNCC

« Define direitos e objetivos da aprendizagem (antes deno-

minadas e agora equivalentes a competéncias e habilida-
des) nas areas do conhecimento i) Linguagens e suas tec-
nologias; ii) Matemaética e suas tecnologias; iii) Ciéncias
da Natureza e suas tecnologias; iv) Ciéncias Humanas e
Sociais aplicadas; a serem completadas em um méaximo

de 1800 horas ao longo do ensino médio;

Define obrigatoriedade do ensino e/ou atividades praticas
em i) Educagio Fisica, Arte (com énfase em expressoes
regionais), Filosofia e Sociologia; ii) Lingua Inglesa, sendo
facultativo e optativo a oferta de outras linguas estrangei-
ras, preferencialmente o Espanhol; iii) Lingua Portuguesa
e Matematica, necessariamente nos trés anos do ensino
médio, devendo o uso da lingua materna estar assegu-

rada as comunidades indigenas.

Parte

Diversificada

A parte diversificada deve estar harmonizada & BNCC e
ser relevante ao contexto local, sendo compostas em uma
ou mais (denominado integrado) das éareas i) Linguagens
e suas tecnologias; ii) Matemaética e suas tecnologias; iii)
Ciéncias da Natureza e suas tecnologias; iv) Ciéncias Hu-
manas e Sociais aplicadas; v) formagao técnica e profissi-

onal;
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Parte

Diversificada

. Os itinerarios formativos em formacao técnica e profissio-

nal i) devem ser aprovados previamente, respectivamente,
pelos Conselhos Estaduais de Educagao, homologados pe-
los Secretarios Estaduais de Educacao e certificados pelos
sistemas de ensino; ii) podem considerar experiéncias no
setor produtivo ou ambientes de simulagdo;; iii) tém a
liberdade de ofertar formacoes novas ou experimentais,
desde que, nos anos seguintes, sejam reconhecidas pelos
respectivos Conselhos Estaduais de Educagao e inclusos

no Catalogo Nacional dos Cursos Técnicos.

Sistemas de

Ensino

Adequam o ano letivo & carga horaria minima de 1000
horas, com progressao para 1400 horas a partir de 2022,
devendo suas atividades educacionais obrigatérias ocorrer

entre sete e vinte e uma horas;

Devem orientar os alunos na escolha da parte diversifi-

cada disponivel;

Considerando vagas, devem oferecer ao concluinte do en-
sino médio a possibilidade de cursar outro itinerario for-

mativo;

Podem firmar convénios com instituicoes de educacao a
distancia, mediante comprovagao de notério reconheci-

mento, a fim de cumprir exigéncias curriculares;
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. Para a composicao do quadro docente, podem contratar
i) graduados que tenham feito complementacao pedago-
gica, segundo o disposto pelo Conselho Nacional de Edu-
cagao; ii) profissionais com notorio saber comprovado por
titulacao ou atuacao magisterial, exclusivamente para a

formacao técnica e profissional,
Sistemas de

Ensino o Tém a possibilidade de emitir certificados intermediérios
de qualificacao profissional mediante curriculo estrutu-
rado e organizando relativo a formacao técnica e profissi-

onal;

o Instituicoes de formacao de professores devem ter a

BNCC como referéncia.

Fonte: Elaborado pelo autor com base na Lei n® 13.415/2017.

Além disso, essa lei também instituiu a Politica de Fomento a Implementacao de
Escolas de Ensino Médio em Tempo Integral, que, aliado a Portaria n° 727,/2017 do
Ministério da Educacao, visa auxiliar financeiramente as escolas em suas adaptacoes
ao Novo Ensino Médio e ao modelo integral de ensino. E valido salientar que,
decorrido o prazo de adaptacao dos sistemas de ensino, a reforma quase dobrou
a carga hordria média anual minima nas escolas, de 800 horas para 1400 horas.
Isso implica, de forma indireta, na obrigatoriedade das escolas em oferecerem suas

atividades educacionais em mais de um turno.

1.1 Itinerarios Formativos

Segundo a Resolucao n° 3 CNE/2018, que atualizou as Diretrizes Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio em consonancia com a Lei n° 13.415/2017, é possi-
vel sintetizar Itinerario Formativo como um conjunto de unidades curriculares, em

que unidade curricular é entendida como elemento com carga horaria pré-definida.
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No texto em questao, tem-se a seguinte definicao para Itinerdrio Formativo “cada
conjunto de unidades curriculares ofertadas pelas instituicoes e redes de ensino que
possibilitam ao estudante aprofundar seus conhecimentos e se preparar para o pros-
seguimento de estudos ou para o mundo do trabalho de forma a contribuir para a
construcao de solugoes de problemas especificos da sociedade”.

Acerca desse conceito central no NEM, o Ministério da Educacgao, por meio da
pagina “Novo Ensino Médio — perguntas e respostas”, traz o entendimento de que esse
conjunto de unidades curriculares abrangem disciplinas, projetos, oficinas, nicleos
de estudo e afins.

Em posse do que se trata, e considerando as Diretrizes Curriculares Nacionais para
o Ensino Médio, é oportuno destacar os critérios nos quais os Sistemas de Ensino
sao orientados a embasar a elaboracao de seus itinerarios formativos, dispostos na
Portaria n° 1.432/2018 — Referenciais Curriculares para a Elaboragao de Itinerarios
Formativos.

Inicialmente, o texto apresenta como objetivos centrais dos itinerarios formativos,
essencialmente, o aprofundamento das aprendizagens da formacgao geral baseada
na BNCC e o desenvolvimento de habilidades e da autonomia do estudante para
que sejam capazes de agir em seus diversos contextos (escola, trabalho, vida etc.)
considerando valores universais, postos como, mas nao apenas, “ética, liberdade,
democracia, justica social, pluralidade, solidariedade e sustentabilidade”.

Assim, tendo em vista tais objetivos e as areas do conhecimento nas quais os
itinerarios devem estar inseridos, a parte diversificada do curriculo deve experienciar

pelo menos um dos quatro eixos estruturantes, sintetizados a seguir:

Quadro 2 — Sintese dos Eixos Estruturantes

Eixo Estruturante Breve Descricao

Desenvolver pesquisas cientificas, iniciando pela formula-
Investigacdo ¢ao de uma hipotese, seguida de levantamento, testes e da
Cientifica interpretacao dos resultados a fim de solucionar diversos

tipos de problemas do cotidiano dos educandos.
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Elaborar projetos com foco na criatividade, que utilizem
diferentes manifestagoes linguisticas, culturais e cienti-
ficas. Primeiro, define-se um problema ou tema a ser
Processos Criativos abordado. Em seguida, é planejada uma resposta a ele,

que pode ser um produto, uma intervencao artistica, uma

peca de comunicacao, entre outras possibilidades.

Oferecer-lhes as ferramentas necessarias para promove-
rem transformagoes positivas na comunidade. A partir

Mediagio e da constatacao de um problema a ser resolvido. Em se-

Intervencio Cultural guida, é realizado um planejamento de um projeto social

ou cultural que seja capaz de responder a essas necessi-

dades ou a eventuais conflitos que possam surgir.

Estimular a criacao de projetos pessoais a partir da iden-
tificacao de desafios a serem vencidos, o planejamento de
testes e o aprimoramento da ideia inicial. O educando
Empreendedorismo passa a identificar aspiragdes pessoais que gostaria de

transformar em um empreendimento, além de enfrentar

desafios em relacdo as proprias capacidades e a receptivi-

dade do mundo externo.

Fonte: VASCONCELOS, 2021.

Nessa tematica, a Portaria n° 1.432/2018 traz consigo uma tabela complementar
na qual consta habilidades especificas dos itinerarios formativos a serem desenvol-
vidas por eixo. Além disso, tem-se a disposicao competéncias gerais previstas na
BNCC associadas a cada eixo estruturante — em que, diferente das habilidades, ha

a necessidade de se trabalha-las integralmente no curriculo.

1.2 Novo Ensino Médio no estado da Paraiba

Aprovada em dezembro de 2020, a Proposta Curricular do Ensino Médio (PCEM)
é um importante documento que orienta as escolas ptuiblicas e privadas da Paraiba no

processo de adaptacao curricular ao novo ensino médio. O texto discorre sobre cada
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area do conhecimento em relagio a Formacao Geral Basica (FGB), trazendo a BNCC
como fundamento para apresentar conhecimentos, habilidades e competéncias es-
pecificas, nas quais se inserem também particularidades do curriculo paraibano.
Recorrentemente, realiza-se apontamentos sobre processos metodologicos, praticas
avaliativas contemporaneas e adendos importantes. Por exemplo, em Matematica
e suas tecnologias, além do supracitado, comenta-se sobre modelagem matematica,
gamificacao e Historia da Matematica.

Os Ttinerarios Formativos sao tratados no terceiro capitulo, sendo aqui caracteri-
zados por Aprofundamento das Areas do Conhecimento da Formacao Geral Bésica,
Projeto de Vida, Formacgao Técnica e Profissional e Eletivas, cada um destes topicos

desenvolvidos através de orientacoes ou proposicoes.

Figura 1 — Esquematizacao do Novo Ensino Médio na Paraiba

Formacao Geral Bésica;

. . Aprofundamentos das Areas da FGB ou
Novo Ensino Médio

. Formacao Técnica e Profissional;
no estado da Paraiba G ‘ €

Itinerarios Formativos
Projeto de Vida;

Eletivas.
.

Fonte: Elaboragao propria (2023).

Para facilitar e promover a transi¢ao inicial das escolas, ha quatro modelos inti-
tulados itinerarios formativos (aprofundamentos), pp. 434-646, dois deles integra-
dos (mais de uma area do conhecimento), constando textos introdutorios, unidades
curriculares por série e orientacoes aos sistemas de ensino acerca de adicoes e me-
todologias adequadas. Nas unidades curriculares tem-se habilidades gerais por eixo
estruturante bem como habilidades e competéncias especificas. Aprofundamentos,
portanto, para além do que o nome sugere, trata-se de abordar e instrumentalizar
as areas do conhecimento a fim de que o estudante tenha capacidade de executar

planejamentos e atingir objetivos.
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Nesse contexto, o estudante também pode optar por itinerarios de Formacao
Técnica e Profissional. Segundo a PCEM, as escolas devem organizar esse curriculo
contendo, além da FGB, os topicos Projeto de Vida (discutido a seguir), Trilha
de Formacao Profissional e Formacao para o Mundo do Trabalho, que deve englo-
bar componentes curriculares acerca de empreendedorismo, educagao tecnoldgica e
midiatica, e higiene e seguranca no trabalho.

Acerca do Projeto de Vida, componente curricular continuo que deve estar pre-
sente nas escolas, ha a preocupacao em empossar o jovem quanto a autonomia de seu
futuro por meio da construcao de ferramentas essenciais. Nesses aspectos, o material
traz uma base bibliografica forte, percorrendo as dimensoes da reflexao pessoal para
o autoconhecimento, das condi¢oes materiais e de competéncias socioemocionais.
O desenvolvimento do projeto de vida do estudante vai além de desejos pessoais,
dialogando com o significado da vida para o individuo com vias a articulacao do
mesmo, da cultura atual e da sociedade de forma saudavel. No decorrer do capitulo
ha, também, a proposicdo de um itinerario formativo nomeado Projeto de Vida,
construido nos moldes dos quatro anteriores.

Em seguida, tem-se a discussao sobre as Eletivas. Tratam-se de cursos que devem
aprofundar, enriquecer e ampliar as areas do conhecimento, tendo carater interdis-
ciplinar. Sao ofertados semestralmente, com carga horaria de 02 (duas) horas aula
semanais, em um nimero minimo igual ao nimero de turmas (do ensino médio)
da escola. Sao preferencialmente cursos definidos a partir do didlogo com os envol-
vidos no processo escolar para que estejam alinhados com o Projeto de Vida dos
estudantes.

O documento traz instrucoes sobre o que deve conter na ementa das eletivas,
recomendando-se que o planejamento didatico das aulas esteja posteriormente pre-

sente e obtenha validagao da gestao.

Quadro 3 — Ementa das Eletivas

1. Titulo.

2. Areas do Conhecimento — minimo dois.

3. Professores envolvidos — minimo dois.
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Justificativa.
Objetivo(s).
Habilidades da BNCC envolvidas.

Contetdo programaitico.

Metodologia.

L ||| ||

Recursos didaticos.

10. Duracao.

11. Culminancia — evento aberto & comunidade escolar em que o projeto

desenvolvido é apresentado.

12. Avaliacao — diagnostica e continua.

13. Referéncias.

Fonte: Proposta Curricular do Ensino Médio (2020).

Como se pode notar, a PCEM nao tem carater normativo. Essas diretrizes ga-
nham essa denotagdo no ano seguinte, com a aprovagao da Resolugao N° 410/2021.
A centralidade desta resolucao é instituir e orientar a organizacao e implementa-
cao curricular do novo ensino médio nos sistemas de ensino da Paraiba. Esse texto
normativo reitera os topicos essenciais relativos as leis ja abordadas; destaca parti-
cularidades das modalidades do ensino médio (educacdo de jovens adultos, educacdo
quilombola etc.), encaminhando o leitor aos documentos nacionais e estaduais per-
tinentes; e insere outras providéncias nesse processo adaptativo.

Estabeleceu-se que para o ano de 2022 era obrigatério a implementagao dos re-
ferenciais curriculares para o 1° ano do ensino médio; para o ano de 2023 a imple-
mentacao deve contemplar o 1° e 0 2° ano do ensino médio; e em 2024 espera-se
que a implementacao ocorra em todos os anos do ensino médio. No que se diz
respeito a carga horaria total dessa etapa, isto ¢, 3000 horas no decorrer do en-
sino médio (sendo um maximo de 1800 horas para a Formacao Geral Bésica e um
minimo de 1200 horas para os Itinerarios Formativos), permite-se que até 20% da
carga horaria seja contemplada de forma nao presencial, com adendos ao ensino

noturno, que, além de permitir que o ensino médio seja feito em mais de 3 anos e
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tenha organizacao e metodologia diferenciadas, tem-se a possibilidade de que 30%
das atividades sejam desenvolvidas de forma nao presencial, medidas essenciais para
estimular permanéncia, engajamento e éxito dos estudantes nesse contexto.

Destaca-se que a Resolucao reitera o cardter interdisciplinar e transdisciplinar
do novo ensino médio, em particular relativos & Formacao Geral Bésica, dispondo
também a obrigatoriedade de se trabalhar as competéncias especificas do Referencial
Curricular da Paraiba para o Ensino Médio, ressaltando, além disso, a possibilidade
de se firmar parceiras com institui¢oes de ensino, tais como a Universidade Federal
da Paraiba (UFPB), no intuito de possibilitar a integralizacio da carga horaria por
parte dos estudantes mediante atividades e cursos pertinentes.

No proximo capitulo se apresenta uma fundamentacao teodrica do curso proposto.
Almeja-se que o texto sirva de material de estudo para os docentes que se interessem
em adquirir os conhecimentos matematicos relativos a disciplina ou que cumpra o
papel de fonte de consulta para os leitores ja familiarizados com Anélise Real. Nesse

caso, recomenda-se saltar para o capitulo 3.



CAPITULO 2

CALCULO DIFERENCIAL E
INTEGRAL

Concebido séculos atras por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) e por Isaac
Newton (1643—1726), o Calculo Diferencial e Integral permanece atual em multiplas
facetas, seja como uma excelente introducao a uma Matematica um pouco mais
sofisticada que a vista no ensino basico, seja como uma solida ferramenta de resolucao
de problemas; a Ciéncia, sobretudo as Ciéncias Exatas, continuamente beneficiam-se
desse conhecimento (SOUZA, 2001). A grosso modo, enquanto o Célculo Diferencial
objetiva estudar padroes de variacoes a partir de funcgoes, o Calculo Integral se
preocupa com somas, até entao havendo numerosas contribuigoes de ambos a Fisica,
Quimica, Biologia, Matematica Pura e Aplicada, e Engenharias.

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos do Calculo Diferencial destinada
em particular a revisdo e/ou aprofundamento para docentes que tenham interesse
em lecionar a eletiva proposta, tendo como referéncia principal o livro Anéalise Real:
Funcgoes de Uma Variavel, volume 1, de Elon Lages Lima. Sao tratados princi-
palmente conceitos, teoremas e aplicagoes que utilizamos na construcao da eletiva,
todavia no capitulo seguinte tais temas sao abordados com um enfoque mais apro-

priado para o ensino médio.
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2.1 Definicoes preliminares do Calculo

Antes de definir Limite e Derivada formalmente, precisamos de conhecimentos de
Topologia na reta. A seguir, selecionamos e apresentamos as defini¢coes que serao

necessarias no decorrer do capitulo.

Defini¢ao 2.1.1. (Ponto interior) Um ponto a (nimero real) € interior ao con-

junto X C R se existe ¢ > 0 tal que (a —e,a+¢) C X.

Defini¢ao 2.1.2. (Conjunto interior) Denominamos o interior do conjunto X,

denotado por intX, o conjunto de todos 0s pontos que sao interiores ao conjunto

X CR.

Definigao 2.1.3. (Vizinhanga) Dizemos que o conjunto V- C R é uma vizinhanga

de a se a pertence ao interior de V.

Defini¢ao 2.1.4. (Conjunto aberto) Um conjunto A C R é denominado aberto
quando A = int A, ou, equivalentemente, quando todo ponto do conjunto € ponto

nterior dele mesmo.

Exemplo 2.1.1. O intervalo real aberto (a,b) é um conjunto aberto, pois todos 0s
seus pontos sao pontos interiores; e o conjunto (a —e,a +€) C R, para todo € > 0,
é uma vizinhanca de a € R, uma vez que os intervalos reais V = (a — €,a + €) sdo

conjuntos abertos.

Defini¢ao 2.1.5. (Ponto de acumulagao) O ponto a é um ponto de acumulacao
de X C R quando toda vizinhanca V de a contém algum elemento de X que nao € a.

Denotamos por X' o conjunto dos pontos de acumulacio de X C R. Em simbolos,

Ve>0, (a—eg,at+e)N(X —{a}) #0 = ae X'

Defini¢ao 2.1.6. (Pontos de acumulagao laterais) Dizemos que a é um ponto
de acumulagdo a direita (G esquerda) para X, em simbolos a € X! (a € X" ), quando

toda vizinhanga de a contém algum x € X com x> a (x < a).
Exemplo 2.1.2. Se X =7Z, entio X' = 0. Se X = (a,b), entao X' = [a,b].

Exemplo 2.1.3. Se X = {1 11 ...,%,...}, entao 0 € X', mas 0 ¢ X' .

)99 3
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2.2 Definicao de Limite e algumas propriedades

Embora se recomende que no cotidiano didatico do professor que leciona a eletiva
nao se tenha a presencga de limites de maneira formal, a seguranca nesse conceito
é indispensavel para o dominio matematico do Calculo. A partir das defini¢oes
algébricas somos capazes de demonstrar teoremas basais como a unicidade e as

operacoes com limites.

Definigao 2.2.1. (Limite) Sejam X C R, f: X — R e a € X'. Dizemos que o
nimero L é limite de f(x) quando x tende a, com notagdo lim f(x) = L, quando
Tr—a
para todo € > 0, podemos obter § > 0 tal que se tem |f(x) — L| < & sempre que
0<l|r—a|l<d, xe€X, istoé,
Ve>0,30>0;2€X,0<|z—a|<d=|f(z)—-L|<e. (¥
E oportuno observar que () é equivalente a
Ve>0,30>0;VeeX,ze(a—0d,a+0)= f(x) e (L—¢e,L+e¢).
Além disso, temos lim f(z) # L se

Tr—a

de>0;Vi>0,3r e X, 0< |z—a|l <0 que satisfaz |f(x) — L| > e.

Figura 2 — Exemplificacao grafica da definicao de Limite

Sy "/‘H\ y=L+e /

estd 4 - f - %8-— + PR Vv =
: F

agul - ' -

0 * T .. e

a-—-3 a+ 9

quando x estd aqui
{x + )

Fonte: STEWART(2006, p. 116).
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Exemplo 2.2.1. Considere a fung¢io f : R — R ; f(x) = 2%, Entdo, lim f(z) = d?,
Tr—a
Va € R.

Prova. Dado € > 0, mostremos que, com z € R, existe 6 > 0 tal que
O0<|r—al<d=|2?—d* <e.
Multiplicando & primeira desigualdade o termo |z + a|, temos
|z —al-|z+al <§-|z+al,
que é 0 mesmo que
|22 —a?| <& - |+ al.
Apliquemos a seguinte condicao para d: § < 9; tal que todo z € R que satisfizer
0 < |z —al| <dy, |z +al <z, z real positivo.
Entao,
|22 —a?| < d-|r+a|l <z

Se escolhermos § < 09 = % FE,

L€

0-2< 5

W=

z=35<E&.

N

Como demos duas condig¢oes para 0, fagamos 6 = min{d;, d2}. Assim, dado e > 0,

para esse 0, temos
22 —a?| <O |z +al<d-z2<d-z2<i-f.z2<e¢

como querfamos demonstrar (c.q.d.). n

Tendo a base algébrica de limites em mente, apresentaremos em dois teoremas
a unicidade e as operacoes com limites. O primeiro é indispensavel na construcao
tedrica desse conteddo, e a seguinte é de eminente valor para desenvolver calculos

de forma mais pratica.

Teorema 2.2.1. (Unicidade do Limite) Sejam f : X — R ea € X'. Se
lim f(z) = L e lim f(z) = M, entdo L = M.
r—a T—a

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que L # M. Isso nos diz que L < M
ou L > M. Tome ¢ > 0 tal que (L —¢e,L+¢) e (M —e, M + ¢) sejam conjuntos

disjuntos.
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Por definicao, existem 01, 05 > 0 tais que para cada x € X,

O<|z—a|l|<d = f(x)e (L—e,L+e¢)

O<|r—a|<d = flr)e (M —e,M+¢)

Desse modo, o processo de escolha de § como sendo o minimo entre os dados,
similarmente ao exemplo 1 desta sec¢do, acarretard em f(x) < f(z) ou f(x) > f(z),

um absurdo. ]

Observacao 2.2.1. Um fato bastante intuitivo sobre Limites que usaremos nesta
secao € o de que se o limite de uma funcao existe quando sua varidvel tende a um
ponto, entdo a funcdo € limitada em uma vizinhanca desse ponto. A demonstracio €
natural ao notar que | f(x)| = |f(z)+L—L| < |f(x)—L|+|L|, e pode ser consultada
em Lima, 2017, p. 66.

Teorema 2.2.2. (Operagoes com Limites) Sejam f,g: X — R fungoes ea € X',

com lim f(x) = L e lim g(x) = M. Valem:
T—a T—a

i) im [f(x) £ g(z)] =L £ M;

T—ra

i) lim [f(z) - g(x)] = L - M;

iit) ili% [%} = %, se M #0;

i) Se lim f(x) =0 e g € limitada em wma vizinhanga de a, lim[f(z) - g(z)] = 0.
r—a Tr—a

Prova. i) Vamos demonstrar o primeiro caso, lim [(f + ¢)(z)] = lim f(z)+1im g(x).
r—a r—a T—a
Depois, verificaremos que a mesma argumentacao se estende para o segundo caso.

Inicialmente, avaliamos o seguinte modulo:
[f(x) +g(x) = (L+M)| = [(f(z) = L) + (9(x) — M)
< |[f(x) = LI+ |g(x) — M|.

Dado £ > 0, escolhemos £, €5 > 0 tais que

g1 = 351>0,$6X70<‘$—a‘<61:>|f(l’)—L|<€1 ;

€.
5"

g=5: 30,>0,r€X,0< [z —a| <0 = |gx) - M| <e
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Seja & = min {01, 0 }. Neste caminho, para cada = € X que satisfizer 0 < |z—al <

0, temos

|[f(2) + g(x) = (L + M)| < [f(2) = L + [g(z) — M]|

+

A
DO ™
DO ™

Assim, |f(z) + g(z) — (L+ M)| < ;€.

No segundo caso, temos

|[f() = g(x) = (L = M)[ = |f(z) = L = g(x) + M|
= [f(x) = L = (g(x) — M)
< |f(@) = LI+ ] = 1lg(z) — M|
= [f(2) = L] + [g(x) — M].

ii) Considerando a Observaco 2.2.1, analisemos o médulo pertinente:
f(x)g(x) = L.M| = |f(z)g(x) = L.M + f(x).M — f(x).M]|
=|f(@)lg(x) — M] + M[f(x) — L]
< [f(@)llg(z) — M|+ [M]|f(z) — L|
< clg(z) — M|+ |M]|f(z) — L].

Dado £ > 0, definimos £, g5 > 0 tais que

ei=gh: 30 >0,2€ X, 0<]z—al <& = |f(x) - L| < e ;
=5 356>0,7€X,0<|r—a|<d=|g(r) - M|<e .

Seja & = min {01,0}. Dessa forma, para cada x € X que satisfizer 0 < |[x—a| < 6,

temos

|f(2)g(x) — L.M| < ¢lg(x) — M|+ [M][f(z) — L]

£ £
< Ml —
¢ 5o TIM ST
€+E
22
= £.

Portanto, |f(z) + g(z) — (L + M)| <e.

iii) O modulo de interesse nesse caso é
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'@ ) g‘ ) f(x)M—g(fv)L‘
glx) M g(x)M
| f@)M —g(x)L+L-M—~L-M
B g(z)M
| M(f(2) - L) - L(g(x) - M) ’
g(x)M '
Para solucionarmos de modo similar aos itens anteriores, precisamos avaliar ﬁ
|M]

Por consequéncia da desigualdade triangular e por hipotese, considerando € = -,

existe 0, > 0 tal que para cada * € X em (a — d,,a + ,), temos: g(x) #0 e
lg()| = IM| < lg(z) — M| < ¢

= —e<|glx)|—|M|<e = —e+|M|<|g(x)| <e+ |M|

LMy <3 Ly s M L L
2 =V 2 ! 2 Jg(w)] ~ BT

C.

Agora, para € > 0 arbitrario, definamos 1,5 > 0 tais que

€ ..
2 Ll +k 7

€
€9 20 |L|+k,com

g1 =

Por hipotese, 361, 0o > 0 tais que, para cada z € X,
O<|xr—a|<d=|f(z)— L < &
0<|zx—al <dy=|g(x) — M| < &g

Escolhendo, entdo, § = min{dy, 2,9, }, decorre que, apos as devidas simplifica-
coes algébricas,
L L
f@) Lol

<e,
o@ M TR
pois o segundo fator ¢ positivo e menor que 1.
iv) Por hipotese, lim f(z) = 0 e [g(z)] < ¢ em uma vizinhanca de a, ¢ > 0,
Tr—a
nomeadamente (a — do, a + d3), o2 > 0.

Observemos que:
|f(2)g(x) = 0] = |f(x) = Oflg(z)| < c-[f(x)].
Dado € > 0, escolhemos €1 > 0 tal que €; = E. Assim,
c

36, >0, 2€ X,0< |z —a|<d = |f(x) -0 < &.
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Para § = min {61, 02}, todo € X que satisfizer 0 < |x — a| < ¢ nos diz que:

f(2)g(z) — 0| < c-|f(z) —0] < c- E —e.

Isso conclui a demonstracao. [

Exemplo 2.2.2. Sejam f,g: R — R funcoes tais que f(x) = c e g(x) = x. Entao,

para todo a € R, lim f(z) = ¢ e lim g(x) = a. Isso pode ser provado pela defini¢cao
Tr—a T—a

de Limite ao considerar 6 = & no primeiro caso, e observar que qualquer § > 0

satisfaz a definicao no sequndo caso.

Exemplo 2.2.3. Para todo polinémio p : R — R ; p(x) = ag + a1z + ... + a,2",
temos lim p(x) = p(a), Va € R. A veracidade disto decorre do exemplo anterior e
r—a

do Teorema 2.2.2.

Exemplo 2.2.4. Dados X = R — {0} e 0 € X', a fun¢io h : X — R ; h(z) =
1

x-sen(—) tem limite O quando x tende a 0. Verificamos isso pelo item iv do Teorema
x

2.2.2, uma vez que a funcao x tem limite 0 quando x tende a 0 e a funcao seno é

limitada.

2.3 Limites laterais

Até agora se falou de limite em um ponto a partir de uma definicao central.
No entanto, é possivel ser mais especifico no contexto local da funcao ao se definir
limites laterais. Veremos que podemos determinar a existéncia de um limite, ou

nao-existéncia, a partir dos laterais.

Definicao 2.3.1. (Limite a direita) Sejam f : X — R uma funcdo e a € X/

Dizemos que o nimero L é o limite & direita de f(x) quando z tende para a, com

nota¢ao 1im+f(x) = L, quando para todo € > 0, 36 > 0 em que |f(x) — L| < ¢
Tr—a

sempre que 0 < x —a <6, x € X, isto €,

Ve>0,30>0;z€[XN(a,a+0)] = |f(z)—L|<e.

Definigao 2.3.2. (Limite a esquerda) Sejam f: X — R uma fungio e a € X' .

Dizemos que o numero L é o limite & esquerda de f(x) quando x tende para a, com
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notacio lim f(x) = L, quando para todo € > 0, 30 > 0 em que |f(z) — L| < ¢
r—a—

sempre que —0 < x —a <0, x € X, isto €,

Ve>0,30>0;ze[XN(a—0d,a) = |f(x)—L|<e.

Observacao 2.3.1. As propriedades gerais de Limite se estendem para os limites

laterais, com as devidas adaptacoes.

Teorema 2.3.1. Dados f : X CR = R ea € X, N X', existir lim f(x) = L €

T—a
equivalente a existirem os limites laterais em a, caso lim f(x) = lim f(z)= L.
rz—a+ rT—a—

Demonstrac¢ao. (=) Dado e > 0, 3§ > 0 tal que, paracadaxz € X, a—d <z <
a+0 = |f(x)—L|<e.

Se x € (a,a+0),entdo z € (a—6,a+6) = |f(x)—L| < e. Em outras palavras,
lim f(z) = L.

T—a+

Sex € (a—d,a), entdo z € (a—9d,a+05) = |f(z)—L| <e. Istoé, lim f(x)= L.
Tr—a—
(<) Fagamos essa prova por contradicao:

>0,V6>0,dJr e X ;0<|z—a|<de|f(z)—L|>ec.

Como z # a, temos duas opgoes:

r>a = ze€[XN(aa+0) = |flr)—L|<e

r<a = ze[XN(a—0da) = |f(x)—L|<e

um absurdo. ]

Esse teorema nos diz que para o limite existir, é necessario e suficiente que os
limites laterais existam e sejam iguais. Consequentemente, se os limites laterais
existem, mas sao diferentes, o limite nao existe.

x2, x <0
Exemplo 2.3.1. Considere f : R — R dada por f(zx) = . Entao

z+1, >0

nao eriste }E}% f(z), pois JL%I_ f(z) =0, mas mlg&f(x) = 1.
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2.4 Limites envolvendo o infinito e expressoes inde-
terminadas

Devido & importancia do infinito no Calculo, discorreremos sobre limites envol-
vendo o infinito e sobre expressoes indeterminadas, ainda que de forma breve. Em
nossa eletiva sao feitas apenas algumas consideracoes sobre esses toOpicos, uma vez

que a carga horaria ¢ limitada e as aplicacoes escolhidas nao o utilizam.

Definicao 2.4.1. Sejam X C R ilimitado superiormente e f: X — R uma funcao.

Escrevemos liril f(z) =L (o limite de f quando x tende ao infinito é L) quando
Tr—r+00

Ve>0,dA>0;,ze X, 2> A=|f(x)—L|<e.

Definicao 2.4.2. Sejam X C R ilimitado inferiormente e f : X — R uma funcao.
FEscrevemos lim f(x) = L (o limite de f quando x tende a menos infinito é L)
T——00

quando

Ve>0,3A>0;,ze X, e <—-A=|f(x)-L|<e.

Exemplo 2.4.1. lim e* = 0. Considerando algum ¢ > 0, observamos que
T——00

1 1
le" =0 =|—]| = <e

e e %

1
& n (5) <lIn(e) < In(l)—In(e™™) <lIn(e)
& 0—(—x)in(e) <lIn(e) < x<lIn(e).
Portanto, dado € > 0, escolhemos K = —In(e) >0, de modo que

r<—K=lIn(e) = |e*—0] <e.

Notemos que quando tratamos de limites, nossa regiao de interesse é para € pe-
queno, menor que 1, o que faria —In(e) ser positivo para fazer jus a definicao.

No caso de € > 1, basta tomar K = [n(e) > 0, pois x < —K = —In(e) < In(e).

Exemplo 2.4.2. Seja f : R — R ; f(z) = sen(x). Entdo, nao eriste liIJP f(z).
T—>+00

De fato, suponhamos que liril sen(x) = L. Por hipdtese, tomando ¢ = 1, existe
Tr—r+00

A >0 tal que
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reR, 2>A=|sen(x) —L|<1=L—-1<sen(z)<L+1.
A partir da periodicidade da fun¢ao seno, temos [—1,1] C (L —1,L +1).
Assim,

L—-1<1<L+1 = L>0

L-1<-1<L+1 = L<0

um absurdo.

Definic¢ao 2.4.3. Sejam X CR, a € X' e f: X — R. Escrevemos lim f(x) = 400

T—ra

(o limite de f quando x tende a a é infinito) quando

VK >0,30>0;2€X,0<|z—a|<d= f(zx) > K.

Definicao 2.4.4. Sejam X CR,a € X' e f : X — R. Escrevemos lim f(x) = —o0

T—ra

(o limite de f quando x tende a a é menos infinito) quando

VK >0,30>0;2€X,0<|z—a|<d= f(z) < —K.

1
Exemplo 2.4.3. lim — = +o0.
r—ra (fL‘ — CL)2

Com 6, > 0, vejamos que

lz—a| <6 = |x—a| |z —a <<= L1 >1
' ' [z —al*  (z-a)? " &
1
Assim, dado K > 0, tomamos 6 = ——. Com isso,
VK +1
1 1 1
_2>§: : =K+1>K.
(x—a) R

Definicao 2.4.5. (Demais limites envolvendo o infinito) Com as devidas hi-

poteses, caso a caso, temos
lim f(zr) =400 < VK >0,dA>0;Ve>A; f(z)> K;

Tr—r-+00

lim f(z)=—-00 & VK >0,3A>0;Ve>A; f(z) < —K;

Tr——+00

lim f(z)=400c <& VK >0,3JA>0;Ve<—-A; f(z) > K,

T—r—00

lim f(z)=—-0c0 < VK >0,3A>0;Ve<-A; f(z) < —-K.

T—r—00

Omitimos as defini¢oes de limites laterais envolvendo o infinito, pois sdo andlogos

aos ja apresentados.
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Observacao 2.4.1. As propriedades gerais de Limite se estendem para os limites

envolvendo o infinito, com as devidas adaptacoes.

Exemplo 2.4.4. lim In(z) = +oo.

r——+00

Mostremos que dado K > 0, existe A > 0 tal que se x € Dy e x > A, entao
In(x) > K. Ora:

x>A = In(z)>In(A).
Disso, queremos a solugao de In(A) > K. Vejamos,

In(A) > K <& exp(in(A)) > exp(K) < A>erp(K).

Portanto, tomando A = exp(K + 1),

r>A=lIn(x)>In(A)=K+1>K.

Isto é, lim In(z) = +oo.
T—+00

O teorema seguinte é de grande valia na fundamentacao matematica de “calculos”

com o infinito.

Teorema 2.4.1. Sejam f,g: R — R funcoes. Valem

;

lim f(x) = +oo lim [(x) + g(x)] = +oc
&) T—>+00 = T—r—+00
| lim_g(a) = +o0 Tim [f(2)g(e)] = +o
lim f(z)=1L lim [f(x)g(z)] = 400, se L >0
b) T—r—+00 = T—+00
[ lim () = +o0 Jim [F(x)g(@)] = oo, se L <0

I = lim [f(a)g(o)] = —cx.
lim g(z) =400
\ x—-+00
( lim f(z)=1L
d) T . = lim [f(z) +g(z)] = +oo.
lim g(x) = 400
\ z—+00
( lim f(z)=1L
e) 7T o = lim [f(z) +g(z)] = —o0.
lim ¢g(z) = —o0
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o Lim = [ )+ oo =
| Jim g(a) = —o0 | Jim [f(z)g(w)] = +o0
( lim f(z)=1L ( lim [f(z)g(z)] = —o0, se L >0
g) r——+00 = x——+00
lim g(z) = —o0 lim [f(x)g(z)] = 400, se L <0
\ x—-+00 \ r—-+00
’ lim =L
SO ]
lim g(x) =400 et Lg(x)

\ T——+00
Iremos provar o primeiro resultado da letra b) e a letra h). Para mais informagdes,

consultar Guidorizzi, 2001, p. 106.

Prova. b) Suponhamos que xgrfoof(x) =L, L>0,e xgrfoog(x) = +o00. Dado
K > 0, queremos mostrar que existe A > 0 tal que f(z)g(x) > K para todo x € R
que satisfaca r > A.
Com efeito, por consequéncia da desigualdade tridangular, conforme argumentacao
em (iii) no Teorema 2.2.2, Observacao 2.4.1 e pela primeira |hi|p(’)tese, existe A; > 0
L

tal que para todo x real que satisfaz © > A;, temos f(z) > 3 = m > 0.

Além disso, pela segunda hipotese, existe A; > 0 tal que para todo x > A,, ocorre

(2) > K+1
r) > ——.
g m

Assim, escolhendo A = maxz{A;, A}, vemos que

K+1
r>A= f(x)g(:r)>m~—+:K+1>K.
m
No caso em que L < 0, consideramos a funcao h : R — R tal que liril h(z) = —L,
Tr—r+00

—L > 0. Entao, é suficiente observar que
h(z)g(z) > K = —h(x)g(z) < =K
e, com o uso do Teorema 2.2.2,

Jim [f(@)g(e)) = Jim_f(@) lim () = L lim_g(x)

r—400 T—r+00
= Z AR k) B (e) = - lim [A(@)(e)
L

= lim [—h(x)g(z)] = —o0.

T—r+00
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h) Inicialmente, notemos que o problema se resume a mostrar que hI_il_l {ﬂ] =0,
T—r+00 g €T
pois se valer, pelo Teorema 2.2.2, entao
1
lim m =L lim |[—|=0-0=0.
T—r+00 g(:)j‘) T—+00 g(l‘)
Ora, dado ¢ > 0, por hipdtese, para K = ¢ existe A > 0 tal que
r>A = gz)>K=¢ = g(x)=|g(x)] >¢
1 ’ 1
= <e & |— —0| <-,
|9(2)] 9()
como queriamos demonstrar. [

Observacao 2.4.2. Embora o processo demonstrativo possa mudar, substituir r —

400 por x — —00 ou mesmo r — a, a € R, nao altera os resultados.

No calculo de limites, especialmente quando estamos trabalhando com o infinito,
deparamo-nos com “expressoes” como “g”, k real (a fungdo do denominador tende
a k e a do denominador tende a infinito). Neste exemplo, de forma intuitiva, nao
podemos julgar o resultado, pois o numerador aumenta o valor da fragao, mas o
denominador o diminui. E interessante notar que as aspas se devem ao fato do

infinito nao ser nimero, logo, nao é possivel operar com o mesmo.

Observacao 2.4.3. “Ezpressoes” indeterminadas sao “operacoes” nas formas

0

00
— ro0—00;:0-00;— ;0% :00% e 1.
07 J 7OO7 7

k
Diferente das “expressoes” k- oo ou —, k € R, as apresentadas acima nao tém
OO’ J

um dnico resultado ou mesmo nao nos dizem se o limite existe.

Exemplo 2.4.5. Sejam f, g funcoes reais tais que f(x) = cx e g(x) = x. Entao,
em lim /()

x—0 g(:p)
€ c.

0
surge a indeterminacao 0 No entanto, simplificando a razao, o limite

1
Exemplo 2.4.6. Sejam f, g fungoes reais tais que f(x) =z e g(x) = —. Entao, o
x

limite lin"(l) [f(z) - g(x)] resulta na indeterminacao 0 - 0co. No entanto,
z—

glgli% [f(z)-g(x)] = }gr(l)x : }:IL% i }:IL% — = ndo hd limite.
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2.5 Funcoes Continuas

Para Guidorizzi (2001), podemos entender a continuidade informalmente da se-
guinte maneira: quando a fungao esta definida em um intervalo dos reais nos reais,
dizer que a funcao é continua num ponto é o mesmo que o grifico da mesma nao
apresentar “salto” naquele ponto. Nesta secao veremos a abordagem formal da con-

tinuidade, que muito é similar & de Limite.

Defini¢ao 2.5.1. (Continuidade) Sejam X C R e f: X — R. Dizemos que f €

continua no ponto a € X quando
Ve>0,30>0;2€eX, |z—a|<d=|f(z)— fla)] <e.

Dizemos, também, que f é uma funcao continua quando a for em todos os pontos

do seu dominio.

1
Exemplo 2.5.1. A funcdo h: R — {0} — R tal que h(z) = — € continua.

8

Inicialmente, avaliamos que, dado a € R*,
1 1

i a

a—zx| |v—ad

T-a

el el

1
Afirmamos que — < ¢, ¢ > 0, em alguma vizinhanga de a. De fato, se |x —a| <

|z
M temos
2 J
el — lall < |z — o] < 2.
2
Pela desigualdade triangular,
|al |al 1 _ 2
—la|>-—==|z|>+ = —<—=c
ol —lal > =5 = ] > 5l > <=
1al2
Desse modo, dado € > 0, definimos § = min {%, £ £a| } Para cada x € R,
|I_a|<5:>]x—a]:|l_l|< 0 52
[ -la| "z a " fx]-fa] T af?
<& la|> 2
L =c.
-2 e

Isto ¢, |x—a| <0 = |2 —21|<e, o que queriamos. n



Calculo Diferencial e Integral 41

%, se <0
Exemplo 2.5.2. A fun¢io de R em R dada por f(z) =

x4+ 1, se x>0

BN

descontinua em x = 0.

Sejaszé. Dado § > 0, tomemos x():%, k>1:20€(0—-9,049) e
[f(wo) = O] =) -0l =|g+1|=3+1>1>3.
Em outras palavras, f € descontinua em 0.

Proposicao 2.5.1. Se a é um ponto isolado do conjunto X (36 > 0 ; X N (a —
d,a+0) ={a}), entao toda funcio f: X — R é continua em a.

Prova. Dado € > 0, por hipotese, 40 > 0 tal que

reXN(a—d,a+9)=|f(x)— fla)=|f(a) = f(a)]=0<e,cqd. =

Observacio 2.5.1. E importante notar que a continuidade estd definida pontual-
mente. Pela proposicio acima, se o dominio da funcdo € discreto, entdo a mesma
¢ continua, ainda que seu grdfico apresente “descontinuidade”. Para acessibilizar
0s primeiros estudos do Cdlculo, portanto, é comum que o dominio da funcdao seja
sempre R, ou intervalos reais, ou unido de intervalos reais (todos os pontos sio de

acumulacao).

A respeito do gréafico de fungoes continuas em intervalos fechados, o Teorema do
Valor Intermediario (TVI), enunciado a seguir, fundamenta a concepgao visual de
curva continua a que estamos habituados. Além disso, o TVI é uma importante

ferramenta para determinar zeros de funcoes.

Teorema 2.5.1. (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,b] — R uma

fungao continua. Se f(a) < d < f(b), entdo existe c € (a,b) tal que f(c) = d.
A demonstracao pode ser consultada em Lima, 2017, p. 78.

Exemplo 2.5.3. Toda funcao polinominal p : R — R de grau impar possui alguma
raiz real. De fato, definamos p: R — R ; p(z) = a,2™ + ap_12" ' + ... + ax + ay,

com n impar e a, # 0. Calculando os limites nos infinitos para p, temos

lim p(z) = lim a,z"(1+ 1, 42 4 % ).

T——00 T——00 anT anx"_l Apx™
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Tal limite tem como resultado +o00 se a < 0, e —oo se a > 0. Similarmente,
vemos que lim p(x) = —o0, sea <0, e lim p(x) = 400, se a > 0.
T—r+00 T—>+00
Como um limite tende a infinito e o outro tende a menos infnito, pela Defini¢ao
2.4.5, € possivel encontrar k > 0 tal que o intervalo fechado [k, k| é subconjunto

da imagem de p. Dado que 0 € [—k, k], pelo TVI existe ¢, que é niumero real, tal

que —k < f(c) =0 < k.

Ainda sobre fungoes continuas em um intervalo fechado, podemos assegurar a
existéncia de um menor valor e de um maior valor na imagem da funcao pelo Teorema

de Weierstrass. Enunciaremos uma versao adaptada dele.

Teorema 2.5.2. (Teorema de Weierstrass - Adaptado) Seja f : [a,b] — R
uma fungio continua. Entdo, existem xo,x1 € [a,b] tais que f(xo) < f(z) < f(x1),

para todo x € |a,b)].
A demonstragao dessa versao ¢ consequéncia direta do Teorema 6 (Weierstrass)
presente em Lima, 2017, p. 82.

Para noés, a importancia desse fato se d& principalmente na simplificacao dos
problemas de otimizagao presentes na eletiva, como veremos na préxima secao.

Em termos de Limite e Continuidade no ensino médio, é recomendado que se faca
uso do proximo teorema, pois com ele temos uma forma prética de determinar a
continuidade em um ponto, além de calcular limites sem o uso da definicao quando

soubermos que a funcao é continua.

Teorema 2.5.3. Sea € X N X/, entao f: X — R € continua em a se, e somente
se, lim f(x) = f(a).
z—a
Prova. (=) Dado que f é continua em a,
Ve>0,30 >0;2€ X, |z —al<d=|f(z) — fla)| <e.
Como

{reX;0< |z —a|l <d} C{xre X;|xr—al <d},

entao

Ve>0,30>0;2€X,0< |z —a|l<d=|f(z)— fla)] <e.



Calculo Diferencial e Integral 43

Em outras palavras, lim f(z) = f(a).
r—a

(<) Nossa hipotese agora é que
Ve>0,30>0;2€X,0<|x—a|l <d=|f(z)— fla)] <e.
Como a € X,
v=a=|f(x) = f(a)| = |f(a) - fa)| =0 <&, Ve >0.

Desse modo,

Ve>0,30 >0;2€ X, |z —a|l<d=|f(z) — fa)| <&, cq.d. n

Proposicao 2.5.2. (Construgao de fungodes continuas) Se f,g : X — R sao
continuas em a € X, entdo sao continuas nesse ponto as funcoes f+q, f-g : X — R,

e f/g, com dominio vdlido, caso g(a) # 0.

Nao iremos demonstrar essa proposicao, pois a mesma pode ser desenvolvida de

forma similar ao Teorema 2.2.2.

Teorema 2.5.4. (Continuidade da composta) Sejam f : X — R continua no
ponto a € X, g: Y — R continua em b = f(a) € Y e f(X) C Y, de modo que

go f: X — R estd bem definida. Entao go f é continua em a.

Prova. Dado ¢ > 0, pela continuidade de f em a e de g em f(a), existem dy,09 > 0

tais que
€ X, [z —al <0 = |f(z) - fla) <e ;

yeY,ly— fla)| <d = [gy) —g(f(a)| <e

Sendo assim, para & = s, existe § > 0 tal que
reX, |lr—al <= |f(x)— fla)] <& =ds

= g(f(z)) —g(fla))] <&, cq.d.
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1
Exemplo 2.5.4. A fungio f : R — {0} — R ; f(x) = — € continua. Tanto
x
poderiamos utilizar a Proposi¢do 2.5.2, dado que a fun¢do 1/x é continua no dominio
de f, quanto poderiamos utilizar o Teorema 2.5.4, uma vez que [ pode ser vista como

a composicao de duas funcoes continuas.

2.6 Derivada: definicoes e algumas propriedades

Iniciamos a secao pela construgao do conceito de Derivada. Imaginemos uma

funcao qualquer cujo grafico corresponde as imagens abaixo.

Figura 3 — Uma reta secante a dois pontos

ax % b X
Fonte: FLEMMING e GONCALVES (2006, p. 115).

Ao intersectar esse grafico com uma reta nos pontos P e (), vemos que o quociente
Ay Y-V
Ar 1 — To
angular da reta). Na Fisica, essa razao aparece com frequéncia.

é a tangente trigonométrica da inclinagdo da secante (ou coeficiente

Por exemplo, se Y representa a posicao de uma particula, e x representa o tempo,
A
entao o quociente A—y é a velocidade média da particula de Y7 a Y5.
x
Agora, suponhamos que aproximemos o ponto () do ponto P, indefinidamente.

Teremos retas conforme a ilustracao:

Figura 4 — A construcao da reta tangente ao grafico no ponto P

K i

Fonte: FLEMMING e GONCALVES (2006, p. 116).
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A
Por esse processo, a razao A—y passa a significar o coeficiente angular da reta
x
tangente ao grafico em P (ou, como se vera, a derivada da fun¢do em P). Seguindo
a exemplificacao fisica dada, fazendo @ tender para P, obtemos a velocidade instan-

tanea da particula no ponto P (ou instante a, conforme figura 3).

Definicao 2.6.1. (Derivada) Sejam f : X - Rea € X NX'. A derivada da

funcao f no ponto a € o limite

oy o f@) = fla) o fla+h) = fla)
f'(a) = lim ———~ = lim ; )

r—a Tr— a h—0

Caso

> o limite exista, dizemos que f € derivdvel em a;

> exista f'(a) para todo a, dizemos que f € derivivel em X, e que f' :

XNX =R é€a funcao derivada de f;

> f' seja continua, entao f € de classe C1.

d
Por fim, algumas notagoes comuns para f'(a) sao D f(a) —f(a)

eﬁ
T dx

dz lz=a’
Exemplo 2.6.1. A funcdo afim f: R — R ; f(x) = apz + b é derivdvel.

Notemos que se a € R, entao a € RNR' (todo ponto de R € ponto de acumulagio;
por isso, nao € necessdrio falar de pontos de acumulacdo quando sempre trabalhamos
com o dominio R, ou intervalos reais).

Por definicao,

fla+h)— f(a) ap(a +h)+b—apa —b

! o o .
fla) = - ;
— iy 2"
S0 h
= f'(a) = ao

Exemplo 2.6.2. A funcio g: R —- R ; g(x) = 2", n € N, € derivdvel.

Tomemos x € R. Queremos calcular

/ . fle+h)—f(x) .. (v+h)"—a"
A

()

A formula do Bindomio de Newton €, para x e h,
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(x+h)" = (§) a"h® + (7) 2" 'ht + .. + (7)) «"h".

n

Como (g) =1le (”) =n,

1

(x 4+ h)" = 2™ + nha™t + h? - p(x, h),

em que p(x, h) € um polindmio.
Utilizando (x),

n __ .n n—1 2, n—1 .
po @Rt —at L nhat R p(anh) L h(nat Tt b p(a,y))

h—0 h h—0 h h—0 h

= f'(x) =na"!,
wsto €, [ € derivdvel.

O proximo teorema é muito valioso, pois com ele é possivel demonstrar muitas

das propriedades da Derivada.

Teorema 2.6.1. A fim de que f : X — R seja derivdvel em a € X N X' € necessdrio

e suficiente que exista ¢ € R tal que (a+h) € X = f(a+h) = f(a)+c-h+r(h),

em que }lbli% L}?) = 0. No caso afirmativo, temos c = f'(a).

Prova. (=) Primeiro, vamos definir a fun¢ao r(h). Seja I ={h € R* ; a+h € X}.
Entao, estd bem definidar : I — R ; r(h) = f(a+ h) — f(a) — ¢ h, com ¢ € R.
Dividindo r(h) por h, temos

r(h) _ fla+h)—fla) c-h

h h h

Tomando o limite quando A — 0,

i 7 = i HE I e o) e

Portanto, basta definir ¢ = f’(a) para completar o raciocinio.

(<) Dado que f(a+h) = f(a)+ f'(a) - h +r(h), temos
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f'a)-h = fla+h) = fla) —r(h)
fla+h)—fla) r(h)

= f'(a) = . T , com h # 0

, . fla+h)—f(a) .. r(h)

/ — J— _
= () = o T
. fla+h)—f(a)

/ JE—

DA
Isso conclui a demonstracao. [

Proposicao 2.6.1. Uma func¢ao dos reais nos reais € continua nos pontos em que

€ derivdvel.

Prova. Seja f derivavel em a. Pelo Teorema 2.6.1, com h # 0,
fla+h) = f(a)+ f'(a) - h+r(h)

= fla+h) = f(a)+ f'(a)- b+ r(h)%

= T f(a-+h) = lim(f(a) + F'(a) -h+r(h) ) = fa)

h—0

Colocando a + h = x, quando h — 0, ocorrerd x — a. Assim,

lim f(z) = f(a),

T—ra

o que prova que f é continua em a (Teorema 2.5.1). [

Sendo um préprio limite, a Derivada é um fendmeno local, de modo que analisar
os limites lateralmente nos traz novas possibilidades. Definiremos derivadas laterais

e veremos uma condicao de existéncia utilizando esse conceito.

Definig¢ao 2.6.2. (Derivada a direita) Sejam X C R conjunto e f : X — R uma
fungao. Sea € X N X', entao
f@) ~fla) . flath) - (o)

z—a+ xr—a h—0+ h

€ a derivada a direita de f no ponto a.
Definigao 2.6.3. (Derivada a esquerda) Sejam X C R conjunto e f : X - R
uma funcao. Sea € X N X', entao

£ (a) = lim f@) = fla) _ . flath) = fla)

T—a— Tr— a h—0— h
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€ a derivada & esquerda de f no ponto a.

Teorema 2.6.2. Sea € X N X" NX', a fungao f é derivdvel no ponto a se, e

somente se, existem e sdo iguais as derivadas laterais, com f'(a) = f' (a) = f’(a).

Prova. Como a Derivada é um limite, essa propriedade fica compreendida pelo
Teorema 2.3.1. O limite existir e ser L (f'(a), aqui) é equivalente aos laterais (as

derivadas laterais) existirem e serem iguais a L. ]

Exemplo 2.6.3. A funcio f: R — R ; f(z) = |z| € continua, mas nao é derivdvel
em x = 0.

A esquerda do 0, utilizamos f(z) = —z, que € uma funcdo continua e derivdvel,
logo, existe a derivada o esquerda, valendo —1. Por outro lado, a derwada a direita,
como se pode notar, serd 1.

Informalmente, dizemos que uma funcdo nao € deriwvdvel nos pontos em que o

grafico forma “bico”.

Figura 5 — Grafico da funcao |z| de —2 a 2

Fonte: Elaborado pelo autor com o Wolfram Alpha (2023).

2.7 Regras de derivacao

Desenvolvemos nesta secao as operacoes com derivadas e a Regra da Cadeia.
Outros topicos importantes e complementares que podem ser consultados nas fontes

utilizadas sao a Regra de L’Hopital e a Derivada da Funcao Inversa.
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Teorema 2.7.1. (Derivada envolvendo fungoes derivéveis) Sejam f,g: X —
R derivdveis no ponto a € X N X'. As funcoes f £q, f-get (caso g(a) #0) sao

também derivdveis em a, com
(@) (f£9)(a)=f(a) £g'(a) :

(@) (/- 9)/(@) = F(@g(@) + f@)g(@)
L P@gla) — fa)g ()
(i) (7 (a) e

Prova. Faremos apenas o segundo caso. Uma vez demonstrado, enxergamos o

processo para o primeiro, e podemos entender i como o produto f - é

f(@)g(z) — fla)g(a)

Seja (+) — lim . Temos:
(ﬂ:h;?@mm»fﬁgm2+zuﬁw»—wmﬂ@
o 8@ ) — fa) + f(0)lgla) — g(a)
@) 1) | Fe)ele) )
— g(0)f(0) + F(a)g'(a),
Portanto,
(7 9)@) = F'@gla) + @ (@) .

Teorema 2.7.2. (Regra da Cadeia) Sejam f: X - R, g:Y >R, ae X NX/,
beYNY', f(X)CY e fla)=>b. Sef éderivivel no ponto a e g é derivdvel no

ponto b, entdo go f : X — R € derivdvel no ponto a, com
(9o f)(a) =g (f(a)) ['(a).

Demonstragao. Demonstraremos por casos. Quando f(x) # f(a), vejamos que

o 0@ =g (@) _ | TS (a) — g(f (@) f(a) ~ (@)
(

r—a r—a T—a T — q (l’) f a)
0@ @) )~ fla)
v=a  f(x) — f(a) e T —a
=g (f(a)) - f'(a).
Por outro lado, se f(z) = f(a),
i S@) =g @) 0

r—a T —a r—=a L — Q

S
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e
lim M — lim 0 -0
r—a T —a z=a T — Q
Dado que existem ¢'(f(a)) e f'(a), por hipotese, temos
_g(f(x)) —g(f(a)) : ’
1 =0 = . .
tim NI (5 (a)) - ()
0
Em todo caso,
(9o f)(a) =g'(f(a)) - f'(a), como querfamos. =
1
2% -sen—, x#0
Exemplo 2.7.1. A funcio g : R - R ; g(x) = x ¢ derivdvel.
0, rz=0
Emxz =0,
h? - senl
g0 —g(0) g ey
h—0 h h—0 h h—0 h

1
= lim h - —
figh-seng
= [)7
por termos um limite do produto de uma funcao que tende a 0 por outra limitada.

Quando x # 0, g(x) é o produto de funcées derivdveis. Assim, pelas regras de

derivacao, e admitindo que (sen(x)) = cos(z),

1 1
d(z) = (2% sen—) = 2z - sen— + x* - (sen—)’
T T

x
1 1
=2 - sen— — cos—.
T T
1 1
2x - sen— —cos—, x #0
Desse modo, a funcio ¢ : R — R € tal que ¢'(x) = x x )
0, x=0

Figura 6 — Grafico de ¢’ evidenciando sua oscilacao proximo a origem

Fonte: Elaborado pelo autor com o Wolfram Alpha (2023).
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2.8 Crescimento de funcoes

Na natureza e no mundo do trabalho, diversos fen6menos como o crescimento
populacional, os custos de producao versus lucro em uma empresa, ou a area de um
cercado que se pretende construir podem ser estudados a partir da Derivada. Nesta
secao veremos a fundamentacao das solucoes de problemas de otimizacao utilizando

a Derivada.

Definigao 2.8.1. (Maximo e minimo locais) Seja f : X — R wma fungdo e
a € X. Dizemos que

(1)  a € um mdzimo local de f se 36 > 0; Ve € X, |z —a| < d = f(a) > f(z);

(i1) a é wm minimo local de f se 30 > 0; Ve € X, |[v —a| <0 = f(a) < f(x).
Definigao 2.8.2. (Méaximo e minimo absolutos ou globais) Seja f: X — R
uma funcao e a € X. Dizemos que

(1)  a é um mdzimo absoluto de f quando f(a) > f(zx), Vx € X;

(i1) a é um minimo absoluto de f quando f(a) < f(z), Vo € X.

Com clareza, solucionar problemas de maximizacao ou minimizacao de fungoes é
encontrar seu maximo ou minimo absoluto. Para isso, precisamos da definicao de

ponto critico.

Definigao 2.8.3. (Ponto critico) Se f : X — R ¢ derivavel em c € XN X, NX",

com f'(c) =0, entdo dizemos que ¢ é um ponto critico.

Observacio 2.8.1. E importante saber que todo ponto (de acumulagao bilateral,
isto €, a € [X N X_NX,]) que € minimo ou mdzximo local de uma fun¢do derivdvel
é ponto critico (LIMA, 2017, p. 86). No entanto, nem todo ponto critico € ponto de
minimo ou mdzimo local. Por exemplo, o ponto x =0 na fungao f(x) = x> € ponto

critico, mas nao € minimo nem mdximo local.
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Figura 7 — Grafico da funcao z*

Fonte: Elaborado pelo autor com o Wolfram Alpha (2023).

A fim de estudar a implicacao de pontos criticos a minimos ou maximos, elenca-
remos trés importantes teoremas sobre Derivada, o Teorema de Rolle, o Teorema do

Valor Médio (TVM) e a versao de segunda ordem da Formula de Taylor.

Teorema 2.8.1. (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua,

com f(a) = f(b). Se f € derivdvel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0

A demonstracao pode ser conferida em Lima, 2017, p. 98.

O Teorema de Rolle nos diz que quando estamos trabalhando com funcoes deri-
vaveis em intervalos, sempre temos pelo menos um ponto critico caso a imagem dos
extremos do intervalo sejam iguais. Informalmente, nesse caso, nao ha como tragar
uma linha continua entre os pontos extremos da funcao sem delimitar um minimo e

um maximo (que garante a existéncia de pelo menos um ponto critico).

Teorema 2.8.2. (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] = R continua. Se f
b) —
é derivdvel em (a,b), entao existe c € (a,b) tal que f'(c) = M.
—a
Prova. Consideremos g : [a,b] = R ; g(x) = f(z) — dx, d € R. Para que tenhamos

g(a) = g(b), explicitamos equivaléncias:
g9(a) = g(b) < db—da= f(b) - f(a)

& d(b—a) = f(b) — f(a)

f(0) — fla)
b—a

Assim, considerando tal d em g, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que

g'(c)=0:

& d=
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f(b) = f(a)

b—a

gle)=fc)=d=0 = fl(c)=d=
como queriamos. [ |

Geometricamente, o TVM nos diz que existe um ponto ¢ € (a,b) onde a reta
tangente ao grafico em c¢ é paralela (mesmo coeficiente angular) a secante que passa

por a e b.

Figura 8 — Exemplificacao geométrica do Teorema do Valor Médio

Fonte: Khan Academy (2023).

De outra forma, retornando ao problema da velocidade, estamos dizendo que héa
um instante em que a velocidade instantanea da particula é igual a velocidade média

desenvolvida no trajeto.

Corolario 2.8.1. Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao continua e derivdvel em (a,b).

Valem os condicionais:
(i)  f'(x)>0,Vz € (a,b) = [ ¢ ndo-decrescente em (a,b) [z <y = f(x) < f(y)];
(it)  f'(x) <0,Vz € (a,b) = [ € nao-crescente em(a,b) [z <y = f(z)> f(y)].
Prova. Suponhamos que f'(z) > 0, Vx € (a,b). Dados z,y € (a,b), com x < y,

fy) = f(=)

pelo TVM temos que existe ¢ € (x,y) tal que f'(c) =
y—

Por hipotese,

fly) — f(z)

flle) 20 = =0 —

>0 = fly)—fl@)>0 = f(z) < f(y)

Observe que tomamos arbitrarios =,y € (a,b) com x < y e chegamos em f(z) <

f(y). O caso (ii) é analogo. .
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O terceiro dos teoremas sera utilizado na demonstracao do Teste da Segunda
Derivada. A Formula de Taylor busca aproximar o valor de uma func¢ao num ponto

proximo a um ponto conhecido a partir de suas derivadas.

Teorema 2.8.3. (Formula de Taylor de Segunda Ordem) Seja f : I — R uma
funcdo definida no intervalo I, duas vezes derivdvel em a. A funcaor:J — R, em

que J ={h € R; a+ h € I}, definida pela igualdade

f(a+h):f(a)+f’(a)'h+@-h2+r(h)

e T(h)
satisfaz }lllir(l) el 0.

Prova. Notemos que r é duas vezes derivavel em 0 e 7(0) = r/(0) = r”(0) = 0. Isso
pode ser verificado resolvendo os limites relativos a estas derivadas, da menor ordem
de derivada para a maior. Dito isso, esse teorema fica demonstrado ao garantir a

veracidade da seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.8.1. Seja r : J — R duas vezes derivdvel no ponto 0. Se r® =0

: - r(h)
para 1 = 0,1,2, entao }g% 72 = 0.

Prova. Observemos que

r"(0) = lim —7"’(95) —'(0) = lim @)
——

=0.
z—0 x—0 z—0 X

0

Utilizando o TVM, entre 0 e h existe € (0, h), h # 0, tal que

r(h) —r(0) r(h) r'(x)-h
7’/(37> = h——O (h) = 7’/(37) -h & 12 = 12
r(h) r(x) x B r(x) x
T2 T Th z T x h
!
o i T g [T
h—0 h—0 €T h
—— =~
0 limitado
Isso conclui a demonstracao. [ ]

Em posse dos teoremas e propriedades das derivadas, enunciaremos os testes que
nos permitem avaliar se um ponto critico é ponto de minimo ou ponto de méximo

locais.
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Teorema 2.8.4. (Teste da Primeira Derivada) Seja f : [a,b] — R continua e
derivdvel em (a,b), que contém o ponto critico c. Se existe 6 > 0 tal que
(i) fl(z)>0,Vze (c—46c) e f(x) <0,V € (c,c+), entao ¢ é mdrimo local;

(it) f'(z) <0,Vz e (c—6,c)e f'(x) >0,V € (c,c+9), entao ¢ é minimo local.

Prova. Decorre diretamente do Corolario 2.8.1 e por f ser continua. Por exemplo,
no caso (i), f é nao-decrescente em (¢ — 0, ¢) e nao-crescente em (c, ¢+ 0).

Assim, Vz € (¢ — 9, ¢), f(z) < f(c). Por outro lado, Yy € (c,c+9), f(y) < f(c).
Independente de z € (¢ — §, ¢+ §) encontramos f(c) > f(z). n

Exemplo 2.8.1. Suponhamos que f : [—4, g} — R ; f(z) =23 — 122 + 4 seja a
fungao modelo de um problema que se quer encontrar o mdzimo (absoluto). Como
f'(z) = 3z* — 12, seus pontos criticos serdo 2 e —2.

Observando o distincia entre esses niumeros, vamos escolher 6 = 1. Entao,
r€(=3,-2) = [3(-2)*—-9< f(z) <3(=3)*—12] = f'(z) >0;
z€(=2,-1) = [3(-1)* - 12 < f'(z) < 3(=2)* — 12] = f'(z) < 0.

Assim, —2 € um mdzimo local. Pelo mesmo processo sabemos que 2 € um minimo

local.  Isso nos permite concluir que o mdzimo da fungdo serd —2 ou 7/2, pois
se antes de —2 a funcao voltar a crescer, tertamos outro ponto critico; e apds 2
a fung¢io apenas cresce (se voltasse a decrescer, novamente teriamos outro ponto
critico). Como f(—2) = 20 e f(3,5) = 4,875, concluimos que —2 € ponto de

mdzximo absoluto da fun¢ao e 20 é seu maior valor.

Figura 9 — Gréfico de f

Fonte: Elaborado pelo autor com o Wolfram Alpha (2023).
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Teorema 2.8.5. (Teste da Segunda Derivada) Seja f : [a,b] — R uma funcdo
continua e duas vezes derivdvel em (a,b), que contém o ponto critico ¢ (f'(c) =0).
Entao, garantimos que

(i) f"(c) <0 = ¢ é mdzimo local,

(it) f"(c) >0 = ¢ é minimo local.

Prova. Suponhamos que f”(¢) < 0. Utilizando a Féormula de Taylor de Segunda

Ordem em c, temos

fle+h)=f(e)+ f'(c)h+ %@)h? +r(h), com ilgr(l)% =0
_ f”(c)h2

= fle+h) = f(c) = f(c)h 5 trh)
f'(e)  rh
h2

= fle+h) = f(e) = f()h =1 (T +_))

= lim [f(c+h) = f(c) = f'(c)h] = lim {iﬂ <f—(c) + r(h))} .

h—0 2 h?
No primeiro membro da tltima da equagdo, f’(c)h tende a 0. Ja no segundo,
podemos afirmar que o limite é negativo, pois quando h tende a 0, h? é sempre uma
r(h
quantia positiva, f”(c) é negativo e % tende a 0. Com isso,

lim (f(c+h) = f(c)) <0 & lim(f(x) = f(c)) <0

h—0 r—c

< lim f(z) < f(c).

Tr—cC

Isso nos diz que, em pontos suficientemente proximos a ¢, ocorre f(z) < f(c), isto

é, ¢ € um maximo local. O item (ii) tem demonstracao anéloga. ]

Exemplo 2.8.2. Consideremos os dados do exemplo anterior. Nos casos em que
achar a sequnda derivada nao € tarefa dificil, usar o Teste da Sequnda Derivada
para encontrar mdximos e minimos é mais simples. De fato, como f'(x) = 322 —12,

temos f"(x) = 6x. Entao,

f"(=2)=-12<0 = —2 ¢ ponto de mdzimo local;

f"(2)=12>0 = 2 ¢ ponto de minimo local.

Observacao 2.8.2. (Solugao geral para problemas de otimizagao) Fssencial-

mente, queremos esbocar o grdfico da funcao, o que nos permite apontar seu mdrimo



Calculo Diferencial e Integral 57

ou minimo absolutos. O primeiro passo € determinar os intervalos de interesse, ou
intervalos abertos em que a derivada nao pode mudar de sinal - o que pode ser feito
a partir dos extremos, dos pontos de indefinicao de f e de f', e testar um valor
nesse intervalo para cada - o que revela a monoticidade da funcao ali.

Feito isso, utilizando o comportamento da funcgao, os valores da funcdo nos extre-
mos e nos pontos de interesse, e com o auxilio de Limites, podemos esbo¢ar o grdfico
e encontrar os pontos da funcao que se deseja.

No caso do Ezxemplo 2.8.2, os intervalos sao (—4,—2), (—=2,2) e (2, %) Notemos
que nestes intervalos nao hd possibilidade das derivadas mudarem de sinal.

Caso acontega, como f' € continua, em decorréncia do T'VI, encontrariamos um
outro ponto critico além dos determinados. Informalmente, como a curva de [’ é
continua, se for positiva em algum ponto e negativa em outro, entdo ela passa pelo

zero, revelando wm ponto critico.

Observacao 2.8.3. Sugerimos utilizar na eletiva, para problemas de otimizacao,
apenas funcoes deriwdveis e continuas em um intervalo fechado. Isso simplifica o
processo para: o mdximo ou minimo absolutos sao pontos de extremo ou pontos
criticos. Em primeiro lugar, definir a funcao (continua) em um intervalo fechado
garante a existéncia de um mdzimo e um minimo absolutos, pelo Teorema de Wei-
erstrass. Verificamos a afirmacao por contradicao. Supondo, por exemplo, o mdximo
absoluto no interior do intervalo e nao sendo ponto critico, uma vez que, por defi-

ni¢ao, € mdzimo local, também seria ponto critico (Observacao 2.8.1).



CAPITULO 3

A ELETIVA INTRODUCAO AO
CALCULO DIFERENCIAL

Embora, no Brasil, a presenca do Calculo nos curriculos da educacao basica tenha
sido sazonal, inserido e excluido diversas vezes ao longo de mais de 100 de anos
(CONCORDIDO et al., 2015), acreditamos que isso deva ser mudado. O Célculo
Diferencial, em particular, é capaz de ser abordado didaticamente através de um
enfoque que preza a intuicdo e a dedugao, além de ser possivel e desejavel tanto a
utilizacao de tecnologias educacionais como o Geogebra ou o Wolfram Alpha, quanto
a conexao & outras areas do conhecimento, por exemplo, a Fisica e a Quimica. Desse
modo, ha a possibilidade concreta de se promover interdisciplinaridade, interesse e
significado (PETRY, 2016; JUNIOR, 2015).

Isso esté ligado as discussoes sobre a possibilidade de se trabalhar o Calculo no
ensino médio. No entanto, uma outra pergunta valida surge na forma “por que en-
sinar Célculo no ensino médio?”. Para Pereira et. al. (2018), o aluno desenvolve
melhor entendimento e capacidade de resolugao de problemas da Matemética e da
Fisica, além de ter um melhor preparo e rendimento nos cursos das Ciéncias Exa-
tas. De acordo com Geraldo Avilla (1991), o Calculo contribui para a integragao

dos individuos a sociedade na medida em que traz para o aluno ideias modernas e
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relevantes para o desenvolvimento tecnocientifico atual.

Enxergamos que os pontos elencados se alinham com as finalidades da Educacao
descritas no Artigo 2 da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB) n°
9394,/1996: “A educagao, dever da familia e do Estado, inspirada nos principios de
liberdade e nos ideais de solidariedade humana, tem por finalidade o pleno desenvol-
vimento do educando, seu preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificacao
para o trabalho.”

Neste capitulo apresentamos a ementa da eletiva proposta e orientacoes didaticas
tanto gerais, quanto relativas a abordagem no ensino médio dos contetidos progra-

maticos.

3.1 Ementa da eletiva Introducao ao Calculo Dife-
rencial

Embora a ementa desta eletiva tenha sido construida com base na Proposta Cur-
ricular da Paraiba (2020), destacamos que a mesma pode ser tomada como base para
a construcao de cursos similares, mais detalhados ou maiores. Dito isso, a ementa
é destinada as escolas cujas turmas nao tém problemas nitidos com os contetdos
pré-requisitos do Célculo, especialmente a representacao gréafica no plano cartesiano
de fungoes. Além disso, tem por base 02 (duas) horas-aula semanais ao longo de
um semestre, totalizando 30 (trinta) horas. Para os casos de turmas com defasagem
evidente ou mais tempo disponivel para a eletiva, oferecemos sugestoes para adaptar

O Curso.

Quadro 4 — Ementa da eletiva Introdugao ao Calculo Diferencial

1. Titulo: Introducao ao Calculo Diferencial.

2. Areas do Conhecimento: Matematica e suas tecnologias; Ciéncias da

Natureza e suas tecnologias.

3. Professores envolvidos: Professor de Matematica; Professor de Fisica.
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4. Justificativa: Esta unidade curricular faz-se necessaria por, além de buscar
preencher lacunas nas habilidades de interpretacao e conexao da realidade com
a Matemaética, ser promotora de interdisciplinaridade, interesse, curiosidade e
significado na formagao escolar (PETRY, 2016; JUNIOR, 2015). Adicional-
mente, os estudantes que se comprometerem com o curso estarao melhor pre-
parados para prosseguir nos estudos em um curso superior na area de Exatas
(PEREIRA et. al., 2018), contribuindo para a redugao dos indices de reprova-

cao e de abandono nos primeiros semestres dos cursos da area de Exatas.

5. Objetivos: (i) Ler e interpretar modelos matematicos com fungoes utili-
zados em situagoes reais ou teoricas; (ii) compreender o conceito de derivada
e calcula-la para fungoes elementares; (iii) resolver problemas de otimizacao e
problemas da Fisica utilizando a Derivada; (v) relacionar a Derivada a uma

ampliacao do entendimento fisico da Mecanica Newtoniana.

6. Habilidades da BNCC envolvidas: Além destas, incluir as habilidades

relacionadas a Fisica, a critério do professor de tal area:

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fun¢oes polinomiais de 1°
ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio

de tecnologias digitais.

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagoes economicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas, pela
andlise dos graficos das funcoes representadas e das taxas de variagao, com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

7. Pré-requisitos: (i) Conjunto dos nimeros reais e intervalos reais; (ii)
Fungoes: dominio, imagem e grafico no plano cartesiano; (iii) Fungoes do 1°

grau e do 2° grau.
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8. Contetido programaéatico:

a) Limites e Continuidade: defini¢do por propriedade, anélise intuitiva de limi-
tes na funcao %, operacoes com limites, calculo de limites a partir das regras,
indeterminacoes, definicao intuitiva de Continuidade de funcoes reais e relacao
com Limites;

b) Derivadas: defini¢do e relagdo com a velocidade na Fisica, regras de deriva-
¢ao, derivada de funcoes elementares;

¢) Aplicagoes das Derivadas: méaximos, minimos e pontos criticos de fungoes,
problemas de otimizacao.

d) A Derivada na Fisica: A cargo do professor de Fisica.

9. Metodologia: O curso de Célculo Diferencial sera ministrado através de
aulas expositivas e dialogadas, no quadro, prezando a participacao do aluno
na construcao dos objetos. Em cada momento (dia letivo) pelo menos 10
(dez) minutos serdo reservados para discussdo de davidas. Desconsiderar o
proximo trecho caso nao se tenha a infraestrutura disponivel. Pelo menos 5
(cinco) minutos serao reservados em cada dia letivo para exibir em projetor de

imagens as func¢oes trabalhadas por meio dos softwares Geogebra ou Wolfram

Alpha.

10. Recursos didaticos: Pincéis e apagador para quadro branco, ou giz e
apagador para quadro negro. Opcionalmente, computador, acesso a internet e

projetor de imagens.

11. Duragao: 30 (trinta) horas.

12. Culminancia: Semindarios percorrendo a importancia e as contribuicoes

das Funcoes e do Calculo para a Ciéncia e para a sociedade moderna.

13. Avaliagao: Interesse e participacao em sala de aula; listas de exercicios a

serem resolvidas em grupos.

14. Referéncias: Além destas, incluir as referéncias da secao destinada a

Fisica:
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BRASIL. Ministério da Educac¢io. Base Nacional Comum Curricular.

Brasilia: MEC, 2018.

JUNIOR, Jaime A. O. Um estudo sobre a implementacao do calculo
diferencial e integral no ensino médio. Dissertacao (Mestrado Profissional em
Matemética) — Instituto de Ciéncias Matematicas e da Computacao, ICMC-USP.

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, 2015.

PEREIRA et. al. Calculo Diferencial e Integral: Uma Introducao ao Ensino
Médio.In: CONGRESSO NACIONAL DE EDUCACAO. 05., 2018. Anal
eletronico. Olinda, Pernambuco: Editora Realize, 2018, p. 1-2. Disponivel

em:<https://tinyurl.com/524tepe4>. Acesso em: 25 fev. 2023.

PETRY, Morgana. Calculo Diferencial no Ensino Médio: Uma abordagem
possivel e interdisciplinar com auxilio da tecnologia. Sao Leopoldo, 2016.

Disponivel em:<https://tinyurl.com/mv73ytn5>. Acesso em: 25 fev. 2023.

STEWART, James. Calculo — Volume 1. Pioneira Thomson Learning, 5¢ ed.
2006.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

No tocante aos pré-requisitos, sabemos que para compreender e aprender Ma-
tematica satisfatoriamente é necessario ter compreendido e aprendido aquilo que é
essencial aos objetos que se quer estudar. Infelizmente, muitas escolas de ensino
médio no Brasil, especialmente as da rede publica, apresentam baixo desempenho
em Matematica (EXAME, 2021). Por isso, para os docentes que se interessarem
pela eletiva e estejam nesse contexto, sugerimos organizar o curso em duas etapas
com pelo menos 60 (sessenta horas) totais. O primeiro semestre do ano letivo seria
dedicado ao reparo educacional e o segundo ao Calculo Diferencial, devendo se ter o
cuidado na adaptacao da ementa para selecionar quais pré-requesitos e quais fungoes
serao trabalhadas conforme a realidade local, uma vez que soa-nos improvavel, nesse

periodo de tempo, ensinar a totalidade descrita de forma satisfatoria.


https://tinyurl.com/524tepe4
https://tinyurl.com/mv73ytn5
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3.2 Consideracoes didaticas gerais da eletiva

Em acordo com Petry (2016) e com Junior (2015), no ensino de Céalculo no en-
sino médio, recomendamos a priorizacao das aplicacoes do Calculo e a conexao com
as demais areas do conhecimento. Isso significa menos tempo destinado aos con-
tetidos de Limites e Continuidade, buscando essencialmente apresentar os conceitos
e convencer por intuicdao; e mais atencao a Derivadas, percorrendo com detalhes
problemas de otimizacao.

Desse modo, sugerimos dividir o tempo durante o curso da seguinte forma: 04
(quatro) horas-aula para Limites e Continuidade, 08 (oito) horas-aula para Deri-
vadas, 06 (seis) horas-aula para Aplica¢oes da Derivada, 06 (seis) horas-aula para
A Derivada na Fisica, e 04 (quatro) horas-aula para a orienta¢do dos trabalhos de
culminancia - as avaliacOes serao realizadas continuamente ou extraclasse. Caso
seja necessaria dividir igualmente a carga horaria, além de outras mudancas, a secao
“problemas de otimizagao” pode ser compartilhada com o professor de Fisica.

A respeito das demonstracoes matematicas tao presentes nos textos de Calculo,
acreditamos que demonstrar propriedades e teoremas deve ser encorajado, devendo-
se no entanto ter cuidado especial sobre as que sao feitas pelas defini¢oes de Limite
e de Derivada, dado o nivel de escolaridade e maturidade matematica em questao.
Por exemplo, demonstrar que (axz + b) = a exemplifica a utilizacao da defini¢ao
de Derivada para obter resultados de forma simples, mas provar operagoes com
derivadas pode se mostrar uma tarefa meramente expositiva e macante, em razao das
dificuldades que os alunos podem apresentar no cadenciamento l6gico e notacional.

Fundamentamos essa visao em Stylianides e Stylianides (2008), que, a partir de
extensa revisao bibliografica no uso de demonstracoes no ensino bésico dos Estados
Unidos, argumentam trés fatores principais para seu uso. Primeiro, demonstracgoes
matematicas sao fundamentais & Matematica, sendo a base para o entendimento
e essencial para desenvolver, estabelecer e comunicar conhecimento matematico.
Como segunda razao, a proficiéncia dos estudantes em demonstracoes matematicas é
capaz de torné-los mais proficientes em Matematica no geral, uma vez que uma prova

estd envolvida em qualquer situagao que devamos concluir algo e tomar decisoes. Por



A Eletiva Introducdo ao Calculo Diferencial 64

ultimo, os autores sustentam que a consideravel dificuldade que alunos do ensino
médio e da universidade relatam com demonstracoes matematicas é possivelmente
explicada pela introducao tardia destas em suas experiéncias escolares, propondo,
portanto, que se deva trabalhar as demonstracoes matematicas de forma sistematica
e gradual.

No Brasil, textos em Educacao Matematica nesse contexto também confluem
com tais razoes. Medeiros (2018), valendo-se de uma andlise histérica do ensino
de Matemética no Brasil e de documentos centrais da educacao brasileira, como a
LDB n° 9393/1996 e da BNCC, justifica que as demonstragoes mateméticas sao a
esséncia da Matematica e, uma vez o alunado privado de experiéncias como estas,
“o alicerce matematico se perde como um todo”.

Silva e Junior (2020), mediante pesquisa bibliografica no tema e estudo de caso
realizado com alunos do ensino médio, sustentam o uso das demonstragoes mate-
méaticas a medida que essa metodologia contribui para, além do convencimento e
justificativa, a melhor significacao do que foi estudado por parte dos estudantes.

Amado, Sanchez e Pinto (2015), com base em estudo de caso sobre demonstra-
¢oes em Geometria com auxilio do Geogebra em uma turma do 9% ano, apontam
que a experimentacao tardia dos estudantes com demonstracoes matematicas, no
cotidiano escolar, pode gerar dificuldades em atividades mateméticas, o que nao ne-
cessariamente inclui outras demonstracoes matematicas, mas aspectos mais gerais
do pensamento humano em um contexto de desafio intelectual, como quando da
necessidade do emprego de raciocinio dedutivo.

Nas sec¢oes seguintes, apresentamos orientagoes didaticas segundo tais paradigmas
para cada secao do conteudo programatico, na finalidade de servir de base para a

construcao das aulas.

3.3 Abordando Limites e Continuidade

Essencialmente, recomendamos que os contetidos de Limites e Continuidades se-
jam vistos de forma breve e prezando a intuicao. Para isso, sugerimos pautar as aulas

iniciais em uma func¢ao cujo grafico podemos extrair tépicos a serem trabalhados,
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por exemplo, a fungio f: R* — R tal que f(x) =1/x.

Figura 10 — Gréfico da fun¢ao f(x) = 1/x

Fonte: Elaborado pelo autor com o GeoGebra Classic (2023).

A partir dessa hipérbola, podemos:

1. Explorar intuitivamente o conceito e as notagoes de Limite, e. g. “valor

para o qual a funcao tende quando x tende a um nimero”;

2. Apresentar a nogao de Limite Lateral e evidenciar que lim f(z) # lim f(z);
z—0+ z—0—

3. Definir Limite pelo Teorema 2.3.1, isto é, se os limites laterais em um
ponto existirem e forem iguais, entao existe o limite no ponto. Consequen-
temente, se os limites laterais forem diferentes ou nao existir algum, nao

existe o limite;

4. Apresentar o conceito de infinito, e.g. “uma quantia que é maior que qual-
quer numero”. Como sugestao didatica, a pergunta “qual o tamanho do
universo?” pode nortear essa discussao. Uma vez que o universo esta em
constante expansao, no momento que determinarmos um ndmero para o
seu tamanho, seu tamanho ja é maior que esse niimero. Para isso, reco-
mendamos a leitura sobre as contribuicoes do astrénomo Edwin Hubble

(1889-1953).
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5. Caso o professor tenha lecionado os conteidos de PA e de PG, nos exem-
plos com o infinito, recomendamos fortemente tracar um paralelo com os
termos gerais e a nocao de limite nessas sequéncias, dado que sequéncias
(reais) sao fun¢oes reais restritas aos nimeros naturais. Isso pode facilitar

o entendimento que se espera deles;

6. Explorar intuitivamente, com o uso de progressoes, os limites lim f(z),
T—r+00

lim f(2), lm f() e lim f(r)

Aproveitando a discussao no grafico da hipérbola acima, recomendamos traba-
lhar Continuidade em seguida, a partir de observacoes. Justificamos inseri-la nesse
momento, em detrimento de ap6s concluir Limites, pois podemos seguir a linha
de raciocinio expositiva e intuitiva que ja estava sendo trabalhada, além de que a

dinamizacao dos calculos envolve a Continuidade. Desse modo, sugerimos:

1. Por como observacao o seguinte, ou similar: “Considere f : [a,b] — R uma
funcao. Dizemos que f é continua quando seu gréafico nao apresenta “saltos”
nos pontos em que esta definida. Além disso, deve ocorrer lim f(z) = f(a),

T—ra

para todo a no dominio de f.” (Teorema 2.5.3);

2. Discutir a continuidade de f, trazendo a aten¢ao para o ponto x = 0. Nele,
embora visualizemos um salto, o mesmo ocorre em um ponto em que f nao

esta definida;

3. Exemplificar funcoes continuas conhecidas e seus graficos, especialmente

as que forem ser trabalhadas no curso, e.g. func¢oes do 2° grau, seno etc.;

4. Por como segunda observacao o seguinte, ou similar: “A soma, o produto,
a razdo e a composicao entre fungoes continuas gera uma nova funcao
continua, observados os dominios adequados.” (Proposi¢ao 2.5.2 e Teorema

2.5.4);

5. Exemplificar tais operacoes, destacando as funcoes polinomiais.
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A partir de agora, é importante deixar claro que serao utilizadas exclusivamente

fungbes continuas, para que sempre seja possivel escrever lim f(x) = f(a). Nesse
r—a

contexto, calcular Limites torna-se uma tarefa mais simples ao exibir o teorema

seguinte:

Teorema 3.3.1. Sejam f,g e f(g) fungdes reais continuas. Entdo,

() I (f(z) + g(x)) = lim f(x) + lim g(z) = f(a) + g(a);

T—ra

(i) lim(f(z)g(x)) = lim f(z) - lim g(z) = f(a) - g(a);

T—ra T—ra Tr—a

- f(x)) @ @

(iii) glc_m <g(m) = aljl_rgg(x) = ) g(a) # 0;

(iv) lim (f(9(2))) = f (lim g()) = F(9(a)),

Prova. Decorre do Teorema 2.2.2, da Proposicao 2.5.2 e do Teorema 2.5.4. [

Recomendamos que, durante e apds exemplos de calculos de limites, seja enfa-
tizado que nao ¢é necessario memorizar as regras, apenas as condicoes nas quais
podemos calcular o valor da funcdo no ponto e analisar se temos um resultado ou
ndo. E nesse momento que se pode escolher limites que resultardo em indetermina-

0
¢oes (Observagao 2.4.3), principalmente a indeterminagao it

3.4 Abordando Derivadas

Na perspectiva de iniciar Derivadas, recomendamos construir esse conceito gra-
ficamente, ligando-o a alguma aplicacdo na Fisica, conforme feito na Secao 2.6.
Partindo dessa abordagem, ¢ imprescindivel que a secao Derivadas priorize o bom
entendimento da relagao entre a Derivada e o comportamento de fungoes; e os cal-
culos e o exercicio das regras, uma vez que sao fundamentais para a solucao dos
problemas-alvo do curso.

Feita a abordagem inicial, sugerimos, ap6s enfatizar que o curso trabalhara apenas

com funcoes definidas na reta, em intervalos reais ou uniao de intervalos,
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. Definir Derivadas da seguinte forma, ou similar: “Considere f : R — R

uma funcao. A derivada da funcao f, quando existir, é a funcao f': R —
F(2) = flz+h)
h

R definida pelo limite f'(z) = }Lir%
5
(Defini¢ao 2.6.1);

, para todo =z € R”

Por como observacao o seguinte, ou similar: “Para uma funcao ser de-
rivavel, é necessario que ela seja continua e que seu grafico seja suave
(sem “bicos”). Por exemplo, a fungdo quadratica é derivavel, mas a fungao

f(z) = |z|, embora continua, nao é.” (Teorema 2.6.2 e Exemplo 2.6.3);

Demonstrar a derivada da funcao afim e da funcao quadratica pela defini-

cao dada;

A partir de exemplos dessas fungoes, fazer uma discussao preliminar do
crescimento das funcoes a partir das retas tangentes e do sinal das derivadas

em trechos dos graficos (Corolario 2.8.1);

. Fornecer aos alunos, por exposi¢ao no quadro, impressao e/ou documento

digital uma tabela com as derivadas das funcoes que serdo utilizadas. E

possivel encontrar facilmente tabelas de derivacao na internet.

Feito isso, apresentar as regras de derivacao pelos seguintes teoremas é uma opcao

vidvel:

Teorema 3.4.1. Considere f e g funcgées derivdveis. FEntao, as fungées (f + g),

(f-g)e (g) (caso g # 0, para todo x no dominio respectivel) sao também derivdveis,

com

(1) (f +9)(z) = f'(x) £ ¢'(2);

(i) (f-9)(x) = f'(x)g(x) + f(2)g (x);

(i) (=

9

) ()

_ ['@)g(x) — f(z)g'(x)
9%() '

Teorema 3.4.2. Considere f, g, e (go f) fungdes derivdveis. Entdo

(go f)(x) =g (f(x))- f'(z).
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A fundamentacao matematica pode ser conferida no Teorema 2.7.1 e no Teorema
2.7.2.

A respeito do Teorema 3.4.1, comentar que a terceira regra pode ser vista como
um caso particular da segunda pode ser benéfico. Além disso, acreditamos ser
uma opcao viavel, para dar um contato inicial com os calculos, demonstrar o item
(iii) a partir do (ii), sendo feito de forma direta. Enfatizamos que os célculos com
ambos os teoremas devem ser exercitados extensivamente por exemplos e exercicios,
tanto durante as aulas, quanto por meio de trabalhos e avaliacoes, uma vez que sao

indissociaveis da resolucao dos problemas de otimizacao.

3.5 Abordando Aplicacoes da Derivada

Um trajeto interessante para esta secao, a ultima que compete & Matematica
na eletiva, é dividi-la em duas partes. Na primeira parte, temos o tratamento das
ferramentas teodricas e algoritmicas que serao utilizadas; ja na segunda, podemos
completar os objetivos gerais e especificos que nao foram trabalhados ainda por
meio da discussao e resolucao de questoes envolvendo Derivadas, buscando priori-
zar a compreensao qualitativa, isto é, destacando o entendimento do problema e
o porqué de se resolvé-lo de determinada forma. Ademais, o professor pode apro-
veitar as aplicagoes selecionadas para motivar os estudantes a pesquisarem mais
sobre o Calculo aplicado aquela area, contribuindo para a execucao dos trabalhos
de culminancia, se houver.

Nesse caminho, sugerimos, ap6s um breve panorama da relacao entre a Derivada
e os problemas selecionados, apresentar, adaptadas da seguinte forma ou similar, a

Defini¢ao 2.8.1, a Defini¢ao 2.8.2 e a Definicao 2.8.3:

1. Pontos de maximo: “Um ponto x = a da funcao f é dito ponto de méximo
local se pelo menos em algum intervalo de centro a os valores da fungao
sdo menores ou iguais a f(a). Se para todos os valores do dominio isso

ocorrer, entao o ponto x = a é dito ponto de méximo global.”;

2. Pontos de minimo: “Um ponto x = a da funcao f é dito ponto de minimo

local se pelo menos em algum intervalo de centro a os valores da funcao
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sa0 maiores ou iguais a f(a). Se para todos os valores do dominio isso

ocorrer, entao o ponto x = a é dito ponto de minimo global.”;

3. Ponto critico: “Um ponto x = a é dito ponto critico da funcao derivavel
f se f'(a) = 0. Geometricamente, a reta tangente ao grafico de f nesse

ponto é paralela ao eixo x (inclinagao zero).”

Claramente, para cada uma dessas defini¢oes, exemplificagoes graficas sao exce-
lentes aliados didaticos. Em tais momentos, é importante utilizar pelo menos uma
fungao quadratica, verificando que o ponto “z do vértice” é tanto maximo (ou mi-
nimo) local, quanto maximo (ou minimo) global; além de ser ponto critico, o que
pode ser mostrado analiticamente bem como graficamente, por meio de uma sequen-
clagao grafica das retas tangentes - suas inclinagoes tendem a zero quanto mais nos
aproximamos do ponto a.

Completada essa introducgao, sugerimos trabalhar um problema de otimizacao,
prezando a participagao da turma, guiando a solugao até onde é possivel, isto é, a
construcao da funcao de uma variavel associada ao problema, cujo grafico é desco-
nhecido até entao. Enfatizamos que essa funcao deve estar definida em um intervalo
fechado. Nesse contexto, perguntas como “o que queremos achar nessa fungao para
solucionar o problema?” e “se soubéssemos como é o grafico, saberiamos responder
o problema?” sao encorajadas.

Para concluir a questao, sugerimos apresentar e utilizar o algoritmo disposto a

seguir, escrito com base em Stewart, 2006, pp. 331-332.

Encontrando maximos e minimos em funcgoes derivaveis, definidas em
intervalos fechados.
Etapa 1. Desenhar o problema, escrevendo as incognitas, varidveis e equacoes que

se relacionam;
Etapa 2. Determinar a funcao f de uma varidvel associada ao problema;

Etapa 3. Responder as perguntas: “Queremos o maximo ou o minimo global da

fungao? Um valor do dominio ou um valor da imagem?”;

Etapa 4. Encontrar a funcao derivada de f e seus pontos criticos;
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Etapa 5. Calcular f nos pontos extremos e nos pontos criticos;

Conclusao. O ponto de maximo ou de minimo global da fungao é um dos pontos

extremos ou um dos pontos criticos.

Recomendamos justificar a conclusdo, convencendo graficamente (Observacdo 2.8.3).
Informalmente: primeiro, uma funcao continua definida em um intervalo fechado nao
pode tender a infinito, pois o infinito nao é nimero e, nesse caso, seria imagem de
algum ponto da fun¢ao; segundo, como f é derivavel, a curva que liga os extremos
nao pode ser desenhada de qualquer forma. Entao, por meio de esbocos graficos en-
volvendo o crescimento no interior do intervalo, tendo em vista o Teste da Primeira
Derivada, concluimos a justificagao.

Finalizamos esta secao referenciando uma lista de questoes de problemas de oti-

mizacao. Os problemas 1, 2 e 5 tém solucoes apresentadas pelos autores.

1. (STEWART, 2006, p. 332) Um fazendeiro tem 2400 pés de cerca e quer
cercar um campo retangular que estd na margem de um rio reto. Ele nao
precisa de cerca ao longo do rio. Quais sdo as dimensoes do campo que

tem maior area?

2. (STEWART, 2006, p. 333) Uma lata cilindrica é feita para receber 1 litro
de 6leo. Encontre as dimensoes que minimizam o custo do metal para

produzir a lata.

3. (STEWART, 2006, p. 338 — adaptada) Todos os dias, uma mulher precisa
se deslocar do ponto A, localizado na praia de um lago circular com raio
de 2 milhas, ao ponto C, diametralmente oposto a A. Sabendo que ela
estd livre para escolher o caminho, e ela pode andar a uma taxa de 4
milhas/hora e remar um bote a 2 millhas/hora, como ela deve proceder
para minimizar o tempo do percurso em seu dia a dia? Considere a funcao

seno derivavel e (sen(z)) = cos(x).

Figura 11 — Representacao grafica do problema do menor tempo

4. (STEWART, 2006, p. 337 — adaptada) Uma janela normanda tem a forma

de um retangulo tendo em cima um semicirculo, conforme imagem a seguir.



A Eletiva Introducdo ao Calculo Diferencial 72

[~ i
! 2 1
\ //
,/
—

Fonte: Wikipedia Commons (2016).
Figura 12 — Vitral na Igreja Sainte-Meére-Eglise, Normandia
Se o perimetro da janela for de 9 metros, encontre as dimensoes da janela

que deixam passar a maior quantidade possivel de luz.

5. (THOMAS, 2002, p. 229 — adaptada) Uma perfuragao a 12 milhas da costa
serd conectada a uma refinaria costeira, localizada a 20 milhas abaixo da
reta imaginéria que conecta a perfuracao ao continente na menor distancia.
A figura abaixo mostra a conexao de 12 milhas por dutos subaquéaticos e

20 milhas por dutos terrestres.

Figura 13 — A menor quantidade de dutos subaquaticos

Perfuragio

Refinaria

20

Fonte: THOMAS (2006, p. 229).
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Se os dutos subaquaticos custam $50000 por milha e os terrestres, $30000
por milha, qual é a combinagao dos dois tipos de dutos que vai fornecer a

conexao menos dispendiosa?

6. (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 224) Um fazendeiro tem 200 bois,
cada um pesando 200 kg. Até agora ele gastou R$380.000,00 para criar os
bois e continuara gastando R$2,00 por dia para manter um boi. Os bois
aumentam de peso a uma razao de 1,5 kg por dia. Seu prego de venda,
hoje, ¢ de R$18,00 o quilo, mas o pre¢o cai 5 centavos por dia. Quantos

dias deveria o fazendeiro aguardar para maximizar seu lucro?

7. (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 225) Uma cerca de 1 m de altura
estd situada a uma distancia de 1 m da parede lateral de um galpao. Qual
o comprimento da menor escada cujas extremidades se apoiam na parede

e no chao do lado de fora da cerca?

8. (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 225) Uma agéncia de turismo esta
organizando um servico de barcas, de uma ilha situada a 40 km de uma
costa quase reta, para uma cidade que dista 100 km, como mostra a figura
a seguir. Se a barca tem uma velocidade de 18 km por hora e os carros tém
uma velocidade média de 50 km/h, onde devera estar situada a estacao das

barcas a fim de tornar a viagem a mais rapida possivel?

Figura 14 — Posicoes da cidade, estacao e cidade

<4 M
|

40 km =
o |
aly l
Estagac CIDADE
4+—->
100 km

Fonte: FLEMMING e GONCALVES (2006, p. 225).
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O Novo Ensino Médio (NEM), desde sua concep¢ao, é um divisor ferrenho de opi-
noes. Se por um lado propde solucoes a problemas antigos e resultados catastroficos
do modelo anterior; por outro, por falta de parametrizacoes gerais, assertividade nor-
mativa (e.g. possibilita escolas terem apenas um Itinerario Formativo, ironicamente
contribuindo a falta de escolha dos alunos), e politicas efetivas de implementacdo
tem gerado oneracoes de naturezas econdmica, humana e educacional aos sistemas
de ensino e aos proprios educandos.

Neste trabalho, tivemos a oportunidade de analisar as principais legislagoes do
Novo Ensino Médio, donde acreditamos que a presenca de algumas das diretrizes
centrais sao de grande valia na formacao holistica do aluno e na reducao das desigul-
dades entre os sistemas privado e publico de ensino. Em primeiro lugar, o curriculo
tradicionalista anterior contém uma quantidade exuberante de contetidos que, em
geral, s6 eram “bem trabalhados” nas escolas privadas, o que se refletia (negativa-
mente) tanto nas politicas didatico-pegagogicas destas, cujo foco do ensino médio
pesava a balanca a capacitacao do alunado a solucionar questoes de vestibulares;
quanto na contribuicao da disparidade de resultados do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM) entre escolas publicas e privadas. Segundo, a possibilidade de di-
versificar o curriculo, se bem orientado e normatizado, traz aos contextos locais e
regionais tratamento educacional condizente com suas realidades e necessidades.

Nesse aspecto, construimos e apresentamos a disciplina eletiva Introducao ao Cal-
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culo Diferencial, incluindo orientacoes didaticas, fundamentacao tedrica e materais
de estudo dos elementos do Célculo utilizados. Dessa rica experiéncia observamos
que a (re)introdugao do Calculo no ensino médio, devidamente adaptado e orien-
tado, ¢ uma possibilidade concreta, sendo capaz de atrelar interesse e significado
as aulas de Matemaética, adicionalmente contribuindo para o bom desempenho dos
estudantes nos cursos das Ciéncias Exatas no ensino superior.

Dito isso, concordamos com a abordagem inicial do Governo Lula (2023-) em
abrir consulta publica para avaliar e reestruturar o Novo Ensino Médio, e julgamos
de grande importancia trabalhos nessa tematica que envolvam a anélise, construcao
e proposicao de modelos nacionais de implementacgao efetiva da proposta do NEM
(por exemplo, alternativas realistas a se permitir que alunos tenham acesso a apenas
um itinerario formativo). Deixamos como sugestao para melhor elaborar eletivas a
presenca de uma sequéncia didatica completa, em que materais de estudo se en-
trelacam com procedimentos metodolégicos, divisao por aulas e tempo de aula, e

avaliacoes.
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