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“We can say that we are still in the infancy of a
broad field and diverting ourselves with graphene, a
material that looks more interesting than ordinary,
whilst a great field of 2D crystals lays undiscovered
before us.” (K. Novoselov; C. Neto, 2012).
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Resumo

O grafeno é um alétropo do carbono, com propriedades de grande interesse fisico,
sendo ele o primeiro material bidimensional isolado, motivou a investigacao de novos mate-
riais de baixa dimensao. Aplicando alta pressao sob a bicamada de grafeno, foi evidenciado
um rearranjando atomico numa estrutura semelhante ao diamante. No entanto, o sistema
— chamado de diamondol — ¢ bidimensional (2D), com os dtomos de carbono de uma das
monocamadas fazendo ligacao com uma hidroxila. O diamondol pode comporta-se como
semicondutor ou isolante — dependendo da componente de spin — e ferromagnético com
momento magnético de 1 up por célula unitaria. Analogamente, temos o bonitrol, — s6
que ao invés de carbono, a rede é formada de boro e nitrogénio — que possui cardter me-
talico e ferromagnético. Uma questao surge naturalmente sobre a possibilidade de misturar
os compostos B—C—N semelhantes ao diamondol, na tentativa modificar o comportamento
eletronico. Neste sentido, realizamos célculos de primeiros principios, das propriedades estru-
turais, vibracionais, magnéticas e estrutura eletronica, de compostos semelhantes ao diamon-
dol, substituindo 4&tomos de boro e nitrogénio, por atomos de carbono. Em nossos resultados,
observamos que a energia de formagao aumenta com o nimero de atomos de carbono, sendo
o bonitrol a menor energia (-0,52 eV /atomo) e o diamondol a maior (0,18 eV /atomo). Além
do bonitrol, encontramos outros onze casos com energia de formacao negativa, que indica
um processo exotérmico. Verificamos a estabilidade mecénica via dispersao de fénons, dos
casos com energia de formagao negativa, conforme a concentragao de carbono. A caracteri-
zagao magnética e eletronica mostram uma rica fenomenologia, incluindo comportamentos

magnéticos, nao magnéticos, semicondutores, metélicos, semi-metéalicos.

Palavras-chave: Teoria do Funcional da Densidade; Bonitrol; Diamondol; Estrutura

eletronica.
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Abstract

Graphene is an allotrope of carbon with properties of great physical interest; it was
the first two-dimensional material to be isolated, which motivated the investigation of new
low-dimensional materials. Applying high pressure under the graphene bilayer revealed
atomic rearrangement in a diamond-like structure. This system, called diamondol, is two-
dimensional material (2D) with the carbon atoms of one of the monolayers bonding with
a hydroxyl. Diamondol can behave as a semiconductor or an insulator — depending on
the spin component — and is ferromagnetic with a magnetic moment of 1 pp per unit cell.
Analogously, bonitrol, which is made up of boron and nitrogen instead of carbon, has a
metallic and ferromagnetic character. This raises the question of the possibility of mixing
B—C—N compounds similar to diamondol in an attempt to modify the electronic behavior.
To this end, we performed first-principle calculations of the structural, vibrational, magne-
tic and electronic structure properties of diamondol-like compounds, replacing boron and
nitrogen atoms with carbon atoms. Our results showed that the formation energy increases
with the number of carbon atoms, with bonitrol having the lowest energy (-0.52 eV /atom)
and diamondol having the highest (0.18 ¢V /atom). In addition to bonitrol, we found eleven
other cases with negative formation energy, indicating an exothermic process. We verified
the mechanical stability via phonon dispersion of the cases with negative formation energy,
according to the carbon concentration. In all these cases, we observe only positive frequen-
cies, demonstrating that our systems are mechanically stable. The magnetic and electronic
characterization showed a rich phenomenology, including magnetic moments and electronic

behavior ranging from semiconductor to metallic and half-metallic.

Keywords: Density Functional Theory (DFT); Bonitrol; Diamondol; Electronic

structure.
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CAPIiTULO 1

INTRODUCAO

A compreensao do comportamento da luz serviu de combustivel para o desenvolvi-
mento da fisica ondulatoria como a conhecemos hoje. Desde antes de Cristo, Pitagoras ja
buscava uma explicagao para tal, no decorrer dos anos muito conhecimento a respeito da luz
foi desenvolvido, mas sempre apoiados pela fisica classica, no entanto, em meados de 1900, os
modelos conhecidos ja nao eram suficientes para explicar os fendmenos microscopicos, sendo
necessaria uma nova fisica. Foi entao que, a fisica quantica veio proporcionar o desenvolvi-
mento de novos modelos, que se estendem até os dias atuais, utilizando-se uma matematica
robusta, muitas vezes, sendo necessario o auxilio de computadores para o processamento de

alguns célculos.

No intuito de descrever matematicamente o mundo fisico, as simulagoes computaci-
onais se tornam uma importante ferramenta, sendo aplicada em diversas areas do conheci-
mento. Na fisica da matéria condensada, esse recurso é um forte aliado em simulacoes de
atomos, solidos e moléculas, geralmente esses programas implementam a Teoria do Funcio-
nal da Densidade (DFT — do inglés Density Functional Theory). Um exemplo desse tipo
de programa foi desenvolvido pela Iniciativa Espanhola para Simulagoes Eletronicas com
Milhares de Atomos (SIESTA — do inglés Spanish Initiative for Electronic Simulations with
Thousands of Atoms) [1]. O SIESTA ¢ uma o6tima alternativa, pois ¢ um programa gratuito
para comunidade académica e com diversos materiais de apoio disponiveis [2-4], além de

possuir um custo computacional menor.

Elementos quimicos leves, ou seja, com poucos elétrons, tais como, hidrogénio (H),
boro (B), carbono (C) e nitrogénio (N) possuem uma riqueza fenomenologia. O carbono,
por exemplo, é o sexto elemento da tabela periddica e se destaca devido aos varios arranjos
nos quais sao encontrados na Natureza. As formas de hibridizacao de seus orbitais atomicos,

permitem a construcao de novas estruturas da forma sp, sp? e sp®, os chamados al6tropos,



1. Introducio 2

termo dado a um conjunto de atomos de mesmo tipo que conseguem se arranjar em mais de

uma forma.

A grafite é um dos alétropos do carbono, mesmo sendo um sistema tridimensio-
nal (3D), deste podemos obter o grafeno, uma estrutura bidimensional (2D), com os dtomos
de carbono dispostos em anéis hexagonais, semelhante a um favo de mel. O grafeno é estu-
dado teoricamente desde 1947, quando P.R. Wallace iniciou sua investigacao sobre a grafite,
usando cristalografia de raios-X [5]. Foi obtido experimentalmente em 2004 pelos Cientistas
Russos Andre Geim e Konstantin S. Novoselov, no Centro de Nanotecnologia da Universidade
de Manchester, onde ao esfoliar a grafite com uma fita adesiva, observaram os fragmentos
presos na fita através de microscopia eletronica. A técnica ficou conhecida como clivagem
micromecanica ou simplesmente esfoliagdo mecéanica da grafite [6]. O grafeno se destaca por
possuir propriedades de grande interesse fisico, como alta condutividade térmica e elétrica e

alta resisténcia mecénica [7-9].

Outro alétropo do carbono é o diamante 3D, que possui um alto valor comercial agre-
gado. Possui hibridizacao sp3, devido ao seu arranjo atéomico, é um material extremamente
rigido e eletronicamente, é considerado um isolante. Novos materiais 2D surgiram nos tlti-
mos anos com base em estruturas de diamante. Neste novo campo de pesquisa de diamantes
2D, diferentes estruturas foram propostas tedrica e experimentalmente, podendo ser obtidos
experimentalmente a partir da compressao de duas ou mais camadas de grafeno, ou materiais
similares, a partir de deposi¢ao quimica de vapor ou processos de hidrogenacao promovidos
por filamentos quentes [10-17|. Os que possuem as superficies superior e inferior funcionali-
zadas sao conhecidos como diamane, quando possuem duas camadas, ou diamanoides para

casos mais espessos |10, 11, 16].

Estudos teodricos e experimentais de outros materiais 2D sao frequentemente relatados
na literatura. Shenghai et al. [18], demonstram exemplos da formagao induzida por alta
pressao de novos materiais de baixa dimensao, baseados em grafeno, dicalcogenetos de metais
de transi¢do (TMDs — do inglés transition metal dichalcogenides), fosforo preto e nitreto
de boro hexagonal (hBN — do inglés hezagonal boron nitride), sendo alguns deles criados
de modo irreversivel, ou seja, mesmo retirando a pressao o material permanece. O hBN

tem estrutura semelhante ao grafeno (grafeno possui comportamento de semimetal de gap
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zero) sendo caracterizado como um isolante, amplamente utilizado como substrato [19]. Os
TMDs oferecem uma ampla familia de materiais 2D, muitos deles comportando-se como

semicondutores e podem ser usados como transistores de baixa poténcia [20, 21].

Nossa motivagao vem de dois desses novos materiais, o bonitrol (composto por atomos
de boro e nitrogénio) e o diamondol (composto por atomos de carbono). O bonitrol pode
ser obtido pela compressao de duas ou mais camadas hexagonais de nitreto de boro com o
topo da superficie funcionalizado com grupos hidroxila [14]. Seguindo esse mesmo raciocinio,
o diamondol é funcionalizado no topo, ou seja, em um dos d4tomos de carbono da camada
superior [12, 13, 17]. Nesses casos, diferentes grupos quimicos ou atomos podem ser utilizados
para a funcionalizacao, como hidroxila [12], hidrogénio [10, 13, 16] ou fltior [22]. Mas por que
usar os materiais funcionalizados com hidroxilas? No trabalho tedrico e experimental [17]
os autores conseguiram evidéncias das propriedades do diamante 3D, como hibridizacao,
transparéncia e dureza, comprimindo o grafeno de duas e cinco camadas, no experimento foi
aferido que a agua contribui para diminui¢ao da pressao critica para ocorrer a transicao de

fase grafeno/diamondol.

No que concerne as propriedades eletronicas, o bonitrol possui comportamento me-
talico, enquanto, o diamondol se comporta como um semicondutor. A versatilidade das
propriedades desses materiais sao de grande interesse fisico. Além dessas temos também, as
heteroestruturas grafeno/hBN de diamantes 2D [15|. Ademais, a possibilidade de controlar
as propriedades desses diamante 2D combinando diferentes materiais, como grafeno e nitreto
de boro hexagonal, também podem trazer motivagao para o estudo de compostos do tipo di-
amandol de BCN, com modificagdes nos sitios com carbono, boro e nitrogénio. Os materiais
2D e suas propriedades podem ser o caminho para revolucionar as aplicagoes em eletronica,
opto-eletronica e tecnologia, bem como aplicagdes em outras areas [20)].

No presente trabalho, investigamos via calculos de primeiros principios, a estabili-
dade energética, vibracional e a estrutura eletrénica de compostos, tipo diamondol de BCN.
Consideramos uma supercélula de bonitrol com doze dtomos e construimos novas composi-
¢oes, substituimos atomos de boro e nitrogénio por atomos de carbono a rede de diferentes
formas. Em nossos resultados foram verificados quais conformagoes sao energeticamente fa-

voréveis, além disso, observamos modificagoes no comportamento eletronico e magnético da
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rede, ocorrendo comportamentos semicondutores, semi-metalicos e metéalicos, como também
o valor do momento magnético, que variou de 0 a 1.99 upg, conforme o arranjo na célula
unitaria.

A tese esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2: Fundamentagao Teo-
rica e Metodologia — discutiremos brevemente a base tedrica que constitui a Teoria do
Funcional da Densidade, uma das principais teorias para calculos de materiais em seu estado
fundamental. Ademais, discutimos sobre a metodologia empregada no cédigo SIESTA.

Logo ap6s, no capitulo 3: Compostos Diamondol Tipo B-C-N: Estabilidade
e Propriedades Eletronicas, descreveremos os compostos utilizamos em nosso trabalho,
detalhando a metodologia e as parametrizacoes empregadas. Como também, os resultados
obtidos em nossos calculos tais como Energia de formacao, dispersao de foénons, estrutura de
bandas e densidade de estados de eletronicos.

Por fim, no capitulo 4: Consideracgoes Finais e Perspectivas, apresentamos
as principais conclusoes a respeito do trabalho desenvolvido e as perspectivas de trabalhos

futuros envolvendo materiais bidimensionais.



CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA E

METODOLOGIA

Neste capitulo abordaremos a metodologia empregada na realizacao dos calculos com-
putacionais neste trabalho. Trataremos dos problemas de muitos corpos quantico e as prin-
cipais aproximagoes para tornar sua solugao possivel. A teoria principal que descreveremos,
contudo, seré a Teoria do Funcional da densidade. Esta é uma teoria Quéantica para sistemas
de muitos corpos no qual o seu desenvolvedor, Walter Kohn, reescreve a mecénica quantica
para férmions e torna a solucao deste problema computacionalmente vidvel. Este feito re-
voluciona o modo como se faz pesquisa em fisica da matéria condensada, principalmente no
tratamento de atomos, moléculas e solidos em geral. Dessa forma, este método se mostra

adequado para descricao das propriedades do material que estamos interessados em estudar.

2.1 A Mecanica Quéantica

O fisico austriaco Schroedinger publicou, em 1926, o trabalho intitulado de " Quantisi-
erung als Figenwertproblem" onde apresentou sua famosa equagao conhecida como Equacao
de Onda de Schroedinger [23]. A proposta de Schroedinger era de escrever uma equagao di-
ferencial parcial capaz de expressar o carater ondulatério de uma particula nao-relativistica,

tal equagao foi expressa como,

h2 (7', 1)

onde h = % E sendo h, m, V2 V() e ¢ a constante de Planck, massa da particula, o

operador Laplaciano, energia potencial e a fun¢ao de onda associada a particula, respectiva-
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mente.

Para obter a solucao da equacao 2.1, devemos realizar consideragoes para separar-la
em duas equagoes diferenciais ordinarias, nas quais igualamos a parte espacial e a temporal
a uma constante, podemos realizar isso pelo método de separagdo de variaveis [24]. Com

isso escrevemos a equacgao da seguinte forma,

H(7) = Ey(P), (22)

sendo

H= {—h—2v2 + V(F)}
2m

o operador hamiltoniano, e F a energia. A expressao 2.2 é um problema de autovalor, deno-

minada de "equagao de Schroedinger independente do tempo". Ainda podemos reescrever

H, como

~

H=T+V, (2.3)

onde 7', V, sao operadores associados a energia cinética e potencial do sistema, respectiva-
mente. A escrita do hamiltoniano pode variar conforme o sistema investigado, por exemplo,

quando temos sistemas multieletronicos, como traremos na proxima segao.

2.2 O Problema de Muitos Corpos

Quando estudamos sistemas microscopicos, com intimeras particulas interagentes, to-
das as interagoes entre as particulas devem ser consideradas. Podemos generalizar a equagao
vista na se¢ao anterior, s6 que, agora, temos um sistema com n elétrons e N nicleos com
as interagoes entre elétrons e ntucleos ocorrendo via lei de Coulomb. Devemos reescrever
o hamiltoniano (equagdo 2.2) considerando todas as possiveis interagoes das particulas do

sistema. Nesse novo hamiltoniano, vamos considerar as interagoes elétron-elétron, elétron-
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niicleo e nucleo-niicleo, ou seja,
f{ = Tn + Ae + Vnn + ‘768 + ‘7en7 (24)
onde
N2
o 2
Tn - _Z 2szl§l7
N
S L
c 2m, "
N
- 1 eQZZZ]
nn — 5 2.5
471'60 ; B ( )

n
. 1 e?
Vee:47r5 Z|F~—F~|’
Oy 11070

sendo 7 = 7,7, ..., T, as coordenadas dos elétrons e R = Ry, Ro, ..., Ry as coordenadas dos

nucleos, M; e m, representa a massa do niicleo e do elétron, respectivamente.

Com relagao aos operadores de energias do sistema, temos que, T, e T, sao as energias

cinéticas de todos os ntucleos e elétrons, respectivamente. E as energias potenciais sao as de

~ A

repulsdo nicleo-nicleo (V,,), atracio elétron-nicleo (V,,.) e repulsio elétron-elétron (V).

Com isso, a equagao 2.2 pode ser escrita como

H(7, R) = EY(F, R).

Substituindo a equacao 2.4 na equacao 2.6, obtemos,

(2.6)
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N N N
- h? h? 1 e? 7. 7.
HY(F,R) =| — — Vi — A v i4j
vir R) [ Z 2M; Z 2m, " ” dmeg Z R _ _’4‘
7 7 1#] ? J
N n n
1 7, 1 e? } ~
— — + — (7, R). (2.7)
471'80 ; ; Rz _ TT]{ 47'('80 ; ’Ti - Tj’
ou de forma mais compacta
EY(7, R) = Hy(7, R) = [Tn Tt Vi + Ve 4+ Vie| 00(F, R). (2.8)

Observe que a equagao 2.8 possui diversos termos complicados de serem determinados
analiticamente, por exemplo, o acoplamento do movimento dos elétrons com os ntucleos e a
interacao elétron-elétron. Esse problema ficou conhecido como “problema de multicorpos”.
Para contornar tal problema podemos usar aproximagoes que tornam a solucao factivel. Uma
das principais aproximagoes neste contexto é a aproximacao de Born e Oppenheimer. Nesta
aproximacao, simplificamos o problema separando o movimento do ntucleo dos elétrons. Na

proxima segao abordaremos melhor essa aproximagao.

2.2.1 Aproximagao de Born-Oppenheimer

Como foi discutido, a equagao 2.8 nao possui solugao analitica exata, devido a compli-
cada descricao do movimento dos elétrons com os niicleos. No entanto, Max Born, alemao,
com o estadunidense Robert Oppenheimer, no ano de 1927, propuseram uma forma de sim-
plificar o problema de muitos corpos, tal simplificagao ficou conhecida como, aproximagao

Born-Oppenheimer [25].

A aproximagao parte do fato que os nucleos sao muito mais pesados que os elétrons,
eles se movem mais lentamente. Portanto, com uma boa aproximagao, pode-se considerar
que os elétrons em uma molécula se movem no campo de ntcleos fixos, assim, com relagao
aos elétrons, a posi¢ao R dos nticleos torna-se apenas um parametro. Senso assim, os elétrons
se deslocam com velocidade muito maior que os niicleos. Como consequéncia, o termo de

~

energia cinética do niucleo pode ser considerado nulo, ou seja, T,, = 0, e considerando os

nicleos fixos mutualmente, o termo de repulsao nticleo-nticleo (V) se torna uma constante,
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E,, . Por fim, podemos reescrever o potencial atrativo elétron-nicleo como um potencial

externo. Com essas consideragoes temos o seguinte Hamiltoniano,

R e?
E,.. 2.9
‘+4W50;]Fi—r}]+ (2:9)

Noop2 1 K& 27,
H:—EQ—WV%—M%;; _

e
Ri ’f’j

Note que a eq. 2.9 é essencialmente eletronico. Mais detalhes da forma quantitativa
da aproximac@o pode ser vista nas referéncias [24, 26]. Mas em sintese, para demonstrar
devemos escrever a autofungao (7, ]%) como um produto de duas fungdes, uma sendo es-
sencialmente eletronica, outra que tenha dependéncia apenas com as coordenadas nucleares.
Quando escrevemos a funcao eletronica, significa que as coordenadas nucleares sao apenas

parametros das coordenadas eletronicas (R como um parametro de 7).

Mesmo simplificando o problema usando a aproximagao de Bohr-Oppenheimer, nao
conseguimos resolvé-lo analiticamente, pois, descrever os potenciais de atracao elétron-nticleo
e repulsao elétron-elétron é uma tarefa complicada. Desta forma, uma segunda aproximacao é
valida, s6 que agora, é interessante transformar o problema de muitos corpos, em um sistema
de um tnico corpo. Este procedimento pode ser feito pelo método de Hartree-Fock ou pela
Teoria do Funcional da Densidade. Onde inicialmente a possibilidade de uma aproximagao foi
publicado em 1927, por Douglas Hartree [27]. No entanto, independentemente, John Slater
e Vladimir Fock, mostraram em 1930, que a teoria de Hartree nao respeitava o principio da
funcao de onda para particulas idénticas. Sendo necessaria uma reformulagao, feita em 1935,
ficando conhecido como método de Hartree-Fock [28, 29].

Por outro lado, temos a DFT [30, 31] que usa novas aproximagoes — além do que
é proposto por Hartree-Fock — para descrever o sistema no estado fundamental de forma
mais completa, pois considera efeitos de troca e correlagao do sistema. Apresentaremos esses

conceitos em detalhes na proxima segao.
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2.3 Teoria do Funcional da Densidade

A equacao de onda nao relativistica de Schroedinger traz resultados fisicos signifi-
cativos, s6 que, como vimos, para sistemas multieletronicos, resolver de forma exata tal
equacao ¢ impraticavel. Thomas e Fermi desenvolveram algumas teorias em meados dos
anos 20 envolvendo o uso de densidades de elétrons para representar sistemas de muitos
elétrons (32, 33].

Com objetivo de trazer um novo modelo, o fisico Walter Kohn, em 1964, procurou ou-
tra explicagao para descrever sistemas de muitos elétrons, elaborando a Teoria do Funcional
da Densidade (DFT — do inglés Density Functional Theory). Nesta abordagem, ele propos
uma densidade eletrénica em vez de orbitais ao lidar com sistemas de muitos elétrons, desta

forma, a dependéncia ¢ reduzida para trés graus de liberdade espaciais 30, 31].

Calculos DF'T sao classificados como célculos de primeiros principios ou ab-initio, pois
os elementos que compoem o hamiltoniano do sistema nao sao posicionados por parametri-
zagao ou bases empiricas. O desenvolvimento da DFT levou ao Prémio Nobel de Quimica
de 1998, concedido a Walter Kohn e John Pople, este ultimo por métodos computacionais
alternativos em quimica quantica. A DFT é frequentemente usada em simulagoes de sis-
temas fisicos em quimica quéntica e na fisica do estado solido, baseada em dois teoremas
propostos por Pierre Hohenberg e Walter Kohn [31]. Os teoremas forneceram a base para
a construgao matemaética da descricao de um sistema fisico, usando uma funcao escrita em
termos da densidade eletronica do sistema, da qual, informagoes fisicas podem ser extraidas.

Sao esses teoremas que veremos na se¢ao seguinte.

2.3.1 Teoremas de Hohenberg-Kohn

Em 1964, Pierre Hohenberg e Walter Kohn, publicaram um trabalho, que trazia dois
teoremas, que aprimoram a interpretagao de sistemas multieletronicos. A forma proposta
no trabalho de Thomas-Fermi possui limitagoes, pois a energia cinética é tratada de forma
simplificada e os efeitos de troca e correlagao de elétrons sdo negligenciados [32, 34|, tais

limitacoes sao superadas por este modelo.

Podemos aplicar o método DFT para um sistema multieletronico submetido a um
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potencial externo V., (), por exemplo, vamos aplicar os teoremas de Hohenberg-Kohn, a
um potencial externo V.. (7) gerado por um conjunto de nicleos estaticos com os elétrons

submetidos a esse potencial, podemos escrever o hamiltoniano do sistema da seguinte forma,

\% Vieat(7 2.10

E: + 2 Vente + 5 Zhr_m| (2.10)
7]

Os teoremas de Hohenberg-Kohn, afirmam que a energia do estado fundamental e ou-

tras propriedades fisicas de sistemas multieletronicos podem ser descritos por uma densidade

eletronica, os dois teoremas sao enunciados a seguir.

Teorema 1: O potencial externo, V.,(7), sentido pelos elétrons é um funcional inico

da densidade eletronica, p(7).
Prova:

Vamos provar o teorema via reductio ad absurdum. Para isso, vamos supor que te-
nhamos dois potencias distintos V, m (H) e Vgg( ') que diferem por uma constante. Temos
também que esses dois potenciais nos trazem a mesma densidade eletronica do estado fun-
damental po(7), mas com hamiltonianos distintos H") e H® originando fun¢oes de onda
diferentes @D(()l) e w(()Q) para o estado fundamental. Mesmo assim, geram por hipdtese, no
estado fundamental, a mesma densidade. Como w[()z) nao é um autoestado fundamental de

~

H® | temos que

D= (| A0 < (v

Supoe-se que o estado fundamental discutido aqui nao seja degenerado, uma vez que

(2)> . (2.11)

a inequacao 2.11 é valida somente para o estado fundamental nao degenerado. Podemos

reescrever o ultimo termo da inequacao 2.11, como sendo

(o | HO o) = (0f? |0 + 8 — 8)| )
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ou

A H® (HO - 151<2>)‘ ¢g2>> . (2.12)

(v

u?) = (ot

(u || w) = B+ (o (v 7 = VE )| ). (2.13)

(o [0 o) = B2+ [ @0 [VE0 - VD] 0. (214)
Como sabemos, po(7) = v @YY, assim

(0] o) = 22+ [ @0 (VA0 - VED] m(r), (215)

Substituindo a equagao 2.15 na equagao 2.11 segue-se que

B0 < B9 [ @ [V - VD] i (210

Analogamente, é possivel encontrar uma expressao semelhante a 2.16, considerando

E® no lugar de EM) (basta trocar os indices 1 — 2 vice-versa), ou seja

E® < BV [ @ [V - VD] i 217

Somando a equagao 2.17 com a equagao 2.16, obtemos que

EW 4+ E® <« gV 1 @), (2.18)
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A desigualdade 2.18 é absurda, como pretendiamos, pois nao podemos ter potencias
externos diferentes que resultem em uma mesma densidade de carga do estado fundamental.
O teorema diz que a densidade eletronica descreve exclusivamente o potencial externo, de
modo que as propriedades do sistema no estado fundamental podem ser expressas pela
densidade de carga do sistema. E se o potencial é tinico para cada estado, isso significa que
o hamiltoniano da fun¢ao de onda do sistema também é tinico, assim como as propriedades
fornecidas pelo hamiltoniano. Portanto, se a densidade eletronica for de fato a do estado

fundamental do sistema, esta é suficiente para obtermos as propriedades do sistema. B

Deste teorema, temos que a energia do estado fundamental é um funcional Gnico da
densidade eletronica e dela podemos obter os observéaveis do sistema, assim como, a funcao de
onda é também um funcional tnico da densidade do sistema. O potencial externo determina
a densidade do sistema. Além disso, o valor esperado dos observaveis é um funcional tinico da
densidade eletronica e que para cada potencial externo temos uma tinica densidade eletronica
do estado fundamental.

Teorema 2: O valor minimo do funcional da energia € a energia do estado funda-
mental e a densidade com a qual se obtém esse minimo € a densidade exata de wma particula
no estado fundamental.

Prova:

Como ja foi citado, o funcional é escrito em termos da densidade eletronica, e é par-
tindo disto que vamos provar o teorema. Nas ideias de Hohenberg-Kohn a demostracao fica
restrita & densidade do estado fundamental e com o hamiltoniano sujeito ao mesmo poten-
cial externo. Ao definir a densidade p(7), podemos aferir as informagoes das propriedades
do sistema, como, energia interna e cinética, por exemplo. Entao essas propriedades podem
ser interpretadas como um funcional da densidade, que nos permite escrever energia total

do sistema em termos de um funcional como

Binc(p) = Fuc(p) + | @rVea 7o), (2.19)
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onde
Frk(p) = T(p) + Eine(p)- (2.20)

Esta expressao inclui todas as informacgoes sobre a energia potencial, energia cinética
e energia interna do sistema com o qual os elétrons interagem. Como nao temos dependéncia
do potencial externo utilizado, logo a equacao 2.20 deve ser universal.

Agora analisemos a densidade p(()1> (7) correspondente ao potencial v (7). Conforme o
que vimos, o funcional de Hohenberg-Kohn (Ep ) € igual ao valor esperado do hamiltoniano

do estado fundamental wél), ou seja

EW = Byr(pV) = <¢(gl> ‘gm‘ wé”>. (2.21)

Consideremos uma densidade p® (7), que analogamente, corresponde a uma fungao

de onda (¥ Entéao temos a energia £? deste estado que é maior que a energia £, Assim,

B — <¢(<)1> O )

vy < (u®

1/1(2)> — E® (2.22)

Note que na equagao 2.19, onde a energia ¢ escrita como o funcional de Hohenberg-
Kohn, avaliada pela correta densidade do estado fundamental, po(7) teremos um valor menor
que qualquer outro obtido de uma densidade qualquer p(7). Isso significa que se o funcional
da energia, quando estd em seu valor minimo, existe, entao ele corresponde ao estado fun-
damental do sistema, portanto, a densidade eletronica desse estado de energia também ¢é a
densidade do estado fundamental da particula. H

Os dois teoremas produzem importantes embasamentos, que serviram de alicerce na
construcao da DFT, assim como, para a formulagao do conjunto de equagoes fundamentais
para a DFT, desenvolvidas por Kohn e seu aluno de pés-doutorado Lu-Jeu Sham, conhecidas

como equagoes de Kohn-Sham, que trataremos no topico seguinte.
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2.3.2 Aproximacao de Kohn-Sham

Na abordagem de Kohn e Sham, desenvolvida em 1965, foi proposto o formalismo
matemaético para caracterizar as ideias dos teoremas de Hohenberg-Kohn, que consistia em
calcular a densidade do estado fundamental py(7) e, em seguida, calcular a energia do sistema
uma vez que tal densidade é obtida, e assim, obter as propriedades fisicas do sistema a partir

da densidade eletronica [30].

O caminho desenvolvido por Kohn e Sham, tinha como objetivo contornar as dificul-
dades atreladas a interacao eletronica. Para isso, eles simularam um sistema muitos corpos
interagentes, a partir de um sistema de particulas nao interagentes, utilizando um sistema
de referéncia ficticio para cada particula, desta forma poderiam construir um sistema com
N, elétrons independentes. Esse método ficou conhecido como, "A tentativa de Kohn e
Sham"ou "Ansatz de Kohn-Sham". Neste sistema, consideraram também que as particulas
estavam submetidas a um mesmo potencial V,(7;), e esse potencial é escrito de tal forma
que deveria gerar a mesma densidade pf(7;) para os dois sistemas (ficticio e real), ou seja,

p6(7:) = p%(77) [30]. Como tratemos na proxima segao.

Sistema de Particulas Nao Interagentes

A base da DFT, deve-se aos teoremas propostos por Hohenberg-Kohn [31]. No en-
tanto, a descricao analitica de uma funcao para densidade eletrénica de um sistema fisico,
era de dificil execucao. Uma solugao para esse problema, foi empregar o formalismo desen-
volvido por Hartree e Fock, baseado em um sistema de particulas nao interagentes [29]. Para
fazer isso, precisamos construir um determinante de Slater ($gp) que represente o sistema
ficticio com N elétrons nao interagentes, com seu movimento descrito pelo potencial efetivo
de Hartree-Fock (Vyr), representado individualmente por uma nova fungao de onda [29].

Usemos as equacoes em unidades atdémicas a simplificar a escrita.

A energia cinética para a funcao de onda pode ser escrita como

N
1
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onde ; sao os orbitais de Hartree-Fock. E devem ser escolhidos de forma que o valor esperado

da energia de Hartree-Fock (Eyp) seja minimo [35], isto é

Epkx = min <(I)SD ’(T + Vive + Vee)

bsp—N

<I>5D> . (2.24)

Desta forma definiremos o referencial do sistema nao interagente pelo hamiltoniano

que terd um potencial efetivo local (V(73)),

1 N N
H, = —§Zv2+2m(ﬁ). (2.25)

O hamiltoniano nao possui o termo de repulsao elétron-elétron, e deixa evidente
o potencial efetivo V,(7;). Sendo assim, podemos expressar a fungao de onda no estado

fundamental da por

o1(T1)  p2(71) oN(T1)

1 @) () P (T2)
0.~ _ (2.26)

1(Tn)  p2(TN) N (TN)

Devemos destacar que as variaveis em nosso sistema nao estao relacionadas com o
modelo de Hartree-Fock, entao reescrevemos ®gp e x; como O, e @, respectivamente. Os

orbitais de Kohn-Sham (y;) sdo determinados por

%, = eg, (2.27)

sendo ¢ um autovalor de Kohn-Sham e f KS um operador de um elétron de Kohn-Sham, com

fEs = —%VQ + Vi(P). (2.28)
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A conhecida equagao de Kohn-Sham, é expressa pela relagao 2.27, onde V(7)) é o
principal fator para a equivaléncia entre o sistema real e ficticio. Desta forma, a resultante
da densidade da soma dos moédulos quadrados das fungoes ¢;, do sistema real de elétrons

interagentes, deve ser igual a densidade eletronica do estado fundamental, isto é

2.3.3 Equagoes de Kohn-Sham

Para descrever a energia cinética da equagao de Kohn-Sham, ja que nao tinhamos uma
descrigao conhecida em todos os seus aspectos, impossibilitando sua escrita em um funcional
explicito. Tomamos, entdo, a energia cinética (7) exata para um sistema de referéncia nao

interagente, o qual a densidade é equivalente a do sistema real, e pode ser escrita como

Tilp] = —% (@il V2Igi) - (2.30)

Vale ressaltar que a equagao anterior é semelhante a equacao 2.23 para a aproximagao
proposta por Kohn-Sham. Além disto, a aproximagao da energia cinética para o sistema
interagente e nao-interagente serdo sempre distintas, isto &, T'(p) # Ts(p), mesmo que o
sistema possua a mesma densidade eletronica. Visto isso, Kohn e Sham propuseram a

separagao do funcional F'(p) como sendo

Flp(r)] = Ts[p(7)] + Jp(7)] + Evclp(7)], (2.31)

Jlp(F)] = % / / %dﬂd@ (2.32)

sendo a energia de interacao coulombiana classica e F,. a energia de troca e correlagao,

definida por
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Ewelp(M)] = (T[p(M)] = Ti[p(M)]) + (Eee[p(F)] = J[p(7)]), (2.33)

ou

Incluimos o termo residual da energia cinética real em 7T,, que até entao, nao tinha sido
considerado em T,. Além disso, para englobar as contribuigoes eletrostaticas nao classicas,
adicionamos o termo de energia F,.. Desta forma, temos que a equacao 2.34 possui todas
as informacoes ainda desconhecidas. Note que o funcional T§, embora seja um funcional de
densidade, nao depende diretamente da densidade, mas dos orbitais de Kohn-Sham na eq.
2.27.

Para determinar os orbitais de maneira tnica para o sistema de particulas nao in-
teragentes. Definiremos o potencial efetivo V; que caracterizara a densidade eletrénica do
sistema real por meio do determinante de Slater. Para isso, vamos usar o primeiro teorema

de Hohenberg-Kohn, dai temos a seguinte equacao

Elp) = / D)ot (F)F + Flp()]. (2.35)

Substituindo o termo F[p(7)] da equagao 2.31, temos que

Elp(r)] = Tlp(M)] + Jp(F)] + Exelp(F)] + / <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>