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nuidade à carreira acadêmica, em especial agradeço à Prof.ª Yane Araújo. Agradeço
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Resumo

Neste trabalho, abordamos alguns conceitos referentes à Relatividade Matemática, a

fim de discutirmos resultados relacionados a limites de massas quasi-locais de esferas

em variedades Riemannianas tridimensionais, à luz do artigo intitulado “Large-sphere

and small-sphere limits of the Brown-York mass” dos autores X.-Q. Fan, Y. Shi e L.-F.

Tam. Inicialmente, estudamos e utilizamos propriedades de decaimento de alguns ob-

jetos geométricos em uma variedade assintoticamente plana tridimensional de forma a

estudarmos o limite da massa quasi-local de Brown-York em esferas coordenadas com

raios suficientemente grandes, concluindo que este limite converge, no infinito, para

a massa de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) da variedade assintoticamente plana em

questão. Posteriormente, estudamos expansões em coordenadas normais de estruturas

geométricas de modo a compreendermos a massa de Brown-York para esferas geodésicas

com raios suficientemente pequenos, utilizando tais resultados para apresentarmos ex-

pansões de massas quasi-locais, bem como, comportamento de determinados volumes

esféricos. Também estudamos resultados do mesmo caráter para as massas quasi-locais

de Hawking e isoperimétrica, além de abordarmos aplicações destas expansões em face

do Teorema da massa positiva.

Palavras-chave: Massa ADM; Massa de Brown-York; Coordenadas normais; Teorema

da massa positiva.



Abstract

In this work, we approach some concepts related to Mathematical Relativity, in or-

der to discuss results related to quasi-local mass limits of spheres in three-dimensional

Riemannian manifolds, in the light of the article entitled “Large-sphere and small-

sphere limits of the Brown-York mass” by authors X.-Q. Fan, Y. Shi and L.-F. Tam.

Initially, we studied and used decay properties of some geometric objects in an asymp-

totically flat three-dimensional manifold in order to study the limit of the quasi-local

Brown-York mass in coordinate spheres with sufficiently large radius, concluding that

this limit converges, in the infinite, for the Arnowitt-Deser-Misner (ADM) mass of

the asymptotically flat manifold in question. Subsequently, we studied expansions in

normal coordinates of geometric structures in order to study the Brown-York mass for

geodesic spheres with sufficiently small radius, using these results to present quasi-local

mass expansions, as well as the behavior of certain spherical volumes. We also study

results of the same character for the quasi-local Hawking and isoperimetric masses,

in addition to approaching applications of these expansions in the face of the positive

mass theorem.

Keywords: ADM mass; Brown-York mass; Normal coordinates; Positive mass theo-

rem.
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Introdução

Nosso trabalho se ambienta na importante relação estabelecida ao longo dos anos

entre a Geometria Riemanniana e a Relatividade Geral, teoria esta desenvolvida bri-

lhantemente por Albert Einstein em 1915. Em espećıfico, trabalharemos noções de

algumas massas na relatividade geral à vista de estudos geométricos. Neste estudo,

há uma grande dificuldade em obter uma formulação geral de massa e, por isso, exis-

tem várias noções, cada uma aplicada numa determinada situação. Por exemplo, para

certos espaços-tempo que são assintoticamente planos, temos uma noção de massa de-

nominada massa de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) [1], que será utilizada no nosso

estudo.

Estritamente, neste trabalho, apresentaremos resultados envolvendo algumas mas-

sas quasi-locais e a massa ADM alicerçados no artigo de X.-Q. Fan, Y. Shi e L.-F. Tam.

[7], intitulado “Large-sphere and small-sphere limits of the Brown-York mass”. As for-

mulações de massas quasi-locais surgiram, nas literaturas, há cerca de quarenta anos,

com a finalidade de medir a energia de determinadas superf́ıcies compactas. Natural-

mente, existem algumas condições que esperamos que as massas quasi-locais cumpram

como, por exemplo, a não negatividade. Além disso, o comportamento dessas mas-

sas quasi-locais, no infinito, devem convergir para a massa de Arnowitt-Deser-Misner

(ADM).

Em nosso estudo, um dos objetivos será analisar resultados que envolvem este último

comportamento das massas quasi-locais. Mais especificamente, numa variedade assin-

toticamente plana, analisamos a relação da massa quasi-local de Brown-York de esferas

coordenadas com a massa ADM desta variedade, no infinito. Para mais, também al-

mejamos investigar expansões de massas quasi-locais em esferas geodésicas com relação

às massas de Brown-York e de Hawking.

Para tanto, estruturamos esta dissertação em três partes. No primeiro caṕıtulo,

elencamos resultados e conceitos preliminares com respeito às Variedades Diferenciáveis

e alguns tópicos de Geometria Riemanniana necessários para o estudo dos caṕıtulos

seguintes, bem como aspectos referentes às Variedades Assintoticamente Planas de

dimensão 3, as quais, de forma sucinta, são variedades Riemannianas que, a menos de
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um compacto, são difeomorfas ao complementar de uma bola fechada em R3, em que

a métrica se aproxima da métrica euclidiana no infinito. Além disso, abordamos as

caracterizações das massas trabalhadas ao longo dos resultados dos próximos caṕıtulos

como, por exemplo, a massa ADM de uma variedade assintoticamente plana (M, g),

que sucintamente é definida como o limite no infinito de integrais que envolvem as

derivadas parciais da métrica g. Mais especificamente,

mADM(M) = lim
r→∞

1

16π

∫
Sr

(gij,i − gii,j)νjdΣ0
r.

Além disso, veremos a massa de Brown-York da fronteira de uma variedade compacta

(Ω, g) em dimensão 3 com fronteira suave e com curvatura de Gauss de ∂Ω positiva, a

qual, concisamente, é definida por

mBY (∂Ω) =
1

8π

∫
∂Ω

(H0 −H)dΣ,

em que H é a curvatura média de ∂Ω com respeito ao vetor normal unitário externo

e a métrica g e H0 é a curvatura média de ∂Ω com relação ao vetor externo unitário

quando mergulhado em R3.

No segundo caṕıtulo, o objetivo principal é demonstrar um relevante teorema do

artigo [7], o qual relaciona as duas massas que caracterizamos acima. Mais especifica-

mente, vamos provar que se (M, g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem

1 ≥ τ > 1
2

com um fim e Sr são esferas coordenadas, então

lim
r→∞

mBY (Sr) = mADM(M), (1)

ou seja, sob certas circunstâncias, o limite da massa de Brown-York de esferas de

uma variedade assintoticamente plana tridimensional, quando o raio das esferas tende

ao infinito, é exatamente a massa ADM da variedade em questão. Dessa forma, neste

caṕıtulo, apresentamos inicialmente alguns resultados técnicos que nos dão informações

sobre decaimentos de alguns objetos geométricos como, por exemplo, as curvaturas

médias H e H0 dada definição da massa de Brown-York apresentada acima. Em se-

guida aplicamos tais resultados para demonstrar o limite (1). Além disso, analisamos

uma generalização deste resultado. Para mais, a partir das demonstrações, também

abordamos resultados que comparam volumes de esferas, donde utilizamos observações

dos resultados anteriores e uma versão do Teorema da massa positiva, o qual garante

que em uma variedade assintoticamente plana tridimensional com curvatura escalar

não-negativa a massa mADM ≥ 0, valendo a igualdade se, e somente se, a variedade

é isométrica ao R3. Por fim, mostramos que a massa isoperimétrica de uma variedade
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assintoticamente plana de dimensão três coincide com a massa ADM desta variedade.

No Caṕıtulo 3, o objetivo é exibir expansões de massas quasi-locais de esferas

geodésicas numa variedade Riemanniana (N, g) de dimensão três. Para este estudo,

foi crucial estudar as expansões de Taylor de métricas e curvaturas em vizinhanças

normais, com o objetivo de aplicá-las nas respectivas definições das massas quasi-

locais. Finalmente, apresentamos várias aplicações que envolvem o volume de esferas

geodésicas, as quais também decorrem do Teorema da massa positiva de Shi-Tam [20].
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Caṕıtulo 1

Conceitos e resultados preliminares

Em razão do nosso trabalho englobar estudos relacionados à Análise Geométrica

e à F́ısica Matemática, necessitamos apresentar alguns conceitos e resultados prévios

da Análise, Geometria Riemanniana e Relatividade Matemática. Este caṕıtulo tem

por finalidade estabelecer notações e terminologias que auxiliarão na compreensão do

texto, bem como, relembrar caracterizações e resultados que serão utilizados ao longo

dos dois caṕıtulos seguintes.

1.1 Tópicos de geometria Riemanniana

Ao longo do texto apresentaremos alguns resultados envolvendo objetos geométricos

como, por exemplos, as curvaturas. Além disso, também trabalharemos no Caṕıtulo

3 com coordenadas normais. Para tanto, necessitamos compreender alguns conceitos

e resultados básicos da Geometria Riemanniana, os quais serão elencados a seguir.

Destacamos que este caṕıtulo foi fundamentado por meio dos clássicos livros de J. Lee

[13], Petersen [16] e de Carmo [4].

No nosso contexto, salvo menção contrária, estaremos trabalhando com variedades

Riemanniana de dimensão 3. No entanto, de modo mais geral, vamos definir uma

variedade Riemannianas de dimensão n. Para tanto, vamos trabalhar com variedades

de classe C∞ (diferenciáveis), Hausdorff, conexas e com base enumerável. Ademais,

identificaremos as coordenadas locais de uma carta (U,ϕ) da variedade diferenciável M

de dimensão n como (x1, x2, . . . , xn), tal que U é um aberto de Rn. Além disso, TpM

denotará o espaço tangente de M no ponto p ∈M. Salientamos que o leitor deve estar

familiarizado com os resultados básicos relativos as variedades diferenciáveis, podendo

consultar o Caṕıtulo 0 de [4] para um estudo preliminar.

Definição 1.1. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Uma métrica

Riemanniana em M é uma correspondência que a cada ponto p ∈ M associa um

5



1. Conceitos e resultados preliminares

produto interno gp : TpM × TpM −→ R, ou seja,

i) gp é uma forma bilinear;

ii) gp(v, w) = gp(w, v), ∀v, w ∈ TpM ; (simétrica)

iii) gp(v, v) ≥ 0, para todo v ∈ TpM . gp(v, v) = 0 se e só se v = 0, (positiva definida)

de forma que essa correspondência varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se

ϕ : U ⊂ Rn −→ M é um sistema de coordenadas locais em torno do ponto p, com

ϕ(x1, . . . , xn) = q ∈ ϕ(U) e ∂
∂xi

(q) = dϕ(ei), onde ei é o vetor da base canônica do Rn,

então as funções definidas por

gq

(
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

)
= gij(x

1, . . . , xn).

são diferenciáveis.

Esta definição independe da escolha do sistema de coordenadas. O ı́ndice p em gp

pode ser omitido, desde que não acarrete confusões. Além disso, em alguns momentos

podemos identificar gp(·, ·) = 〈·, ·〉p. As funções gij são chamadas de componentes da

métrica Riemanniana . O par (M, g) é chamado de variedade Riemanniana .

Destacamos que em alguns momentos, por simplicidade, vamos considerar a seguinte

notação ∂i = ∂
∂xi

.

As seguintes definições concedem noções equivalente para a estrutura apresentada

acima.

Definição 1.2. Sejam (M, g) e (N, ĝ) variedades Riemannianas. Um difeomorfismo

f : M −→ N é dito uma isometria se

gp(v, w) = ĝf(p)(dfp(v), dfp(w)), ∀p ∈M, ∀v, w ∈ TpM. (1.1)

Além disso, dizemos que f é uma isometria local em p ∈M se existe uma vizinhança

U ⊂M de p tal que f : U −→ f(U) é um difeomorfismo satisfazendo a condição (1.1).

Exemplo 1.1. Um dos exemplos mais simples de variedade Riemanniana é o espaço

euclidiano n-dimensional munido com o produto interno usual. Neste caso, a base

coordenada de TpRn é identificada com os vetores da base canônica ei e a expressão da

métrica é dada por δij = 〈ei, ej〉.

Definição 1.3. Sejam M uma variedade diferenciável, (N, gN) uma variedade Rieman-

niana e f : M −→ N uma imersão, ou seja, f é diferenciável e dfp : TpM −→ Tf(p)N é

6



1. Conceitos e resultados preliminares

injetiva para todo p ∈M . Então, podemos induzir uma métrica gM em M , denominada

métrica pullback , dada por

gM(v, w) = gN(dfp(v), dfp(w)), v, w ∈ TpM.

O resultado a seguir garante a existência de métricas em quaisquer variedades di-

ferenciáveis.

Proposição 1.1. Uma variedade diferenciável Hausdorff e com base enumerável possui

uma métrica Riemanniana.

Demonstração: Uma demonstração deste resultado, via partição da unidade, pode

ser encontrada em [4]. �

1.1.1 Curvaturas em variedades Riemannianas

A partir deste momento, vamos exibir a noção de curvatura que, de maneira in-

tuitiva, mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana. Assim,

apresentaremos também a generalização da noção de curvaturas Gaussiana e média das

superf́ıcies, bem como o tensor de Ricci e resultados que serão utilizados em algumas

demonstrações dos próximos caṕıtulos.

Para isto, denotaremos por X(M) o conjunto de campos de vetores de classe C∞

de M e D(M) o conjunto das funções reais de classe C∞ em M . Ademais, vamos

considerar as seguintes caracterizações.

Definição 1.4. Seja M uma variedade diferenciável. Uma conexão afim ∇ em M é

uma aplicação

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

que a cada par de campos de vetores (X, Y ) associa um outro campo de vetores deno-

tado por ∇XY , satisfazendo as seguintes propriedades:

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;

iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ D(M).

Observação 1.1. Pode-se verificar que dada uma variedade diferenciável M com uma

conexão afim ∇, existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V

ao longo de uma curva diferenciável c : I −→ M um outro campo de vetores DV
dt

ao

longo de c, que satisfaz as seguintes propriedades:

7



1. Conceitos e resultados preliminares

i) D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt

;

ii) D
dt

(fV ) = df
dt
V + f DV

dt
;

iii) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), ou seja, V (t) = Y (c(t)),

então DV
dt

= ∇dc/dtY .

donde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma função diferenciável em I. Tal

correspondência é denominada derivada covariante de V ao longo de c. Além disso,

note que tais noções nos fornecem maneiras de derivar vetores ao longo de curvas.

Definição 1.5. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, com a métrica denotada

por g = 〈·, ·〉 e ∇ uma conexão afim de M . Dizemos que tal conexão é compat́ıvel

com a métrica g, se para toda curva diferenciável α, tem-se 〈X,X ′〉 é constante, para

quaisquer X e X ′ campos ao longo de α.

Definição 1.6. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita uma

conexão simétrica quando

∇XY −∇YX = XY − Y X,

para todo X, Y ∈ X(M).

Tendo em vista as definições acima, podemos garantir que existe uma única conexão

afim ∇ em uma variedade Riemanniana M que é simétrica e compat́ıvel com a métrica

Riemanniana, denominada conexão Riemanniana de M .

Observe também que podemos analisar as conexão em um sistema de coordenadas

(U,ϕ). Para tanto, considere sua base coordenada {∂1, . . . , ∂n}, então podemos escrever

∇∂i∂j =
∑
k

Γkij∂k,

onde as funções Γkij definidas em U são os śımbolos de Christoffel da conexão ∇ em

U , tais que,

Γkij =
1

2

∑
m

(gjm∂i + gmi∂j − gij∂m)gmk (1.2)

é a expressão clássica dos śımbolos de Christoffel da conexão Riemanniana.

Definição 1.7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura é

definido pela aplicação R : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M), dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, Z ∈ X(M)

em que ∇ é a conexão Riemanniana de M .

8



1. Conceitos e resultados preliminares

Observação 1.2. A curvatura R é multilinear em X(M)×X(M)×X(M), no sentido

que para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M) e f, g ∈ D(M), tem-se

R(fX + gY,W ) = fR(X,W ) + gR(Y,W );

R(X, fZ + gW ) = fR(X,Z) + gR(X,W );

R(X, Y )(fZ + gW ) = fR(X, Y )Z + gR(X, Y )W.

Além disso, vale a seguinte propriedade, conhecida como identidade de Bianchi,

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M).

Ainda neste contexto, considere X, Y, Z,W ∈ X(M) e defina

R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉.

Alguns autores também denotam o tensor acima como tensor curvatura. Observamos

que podemos apresentar o tensor curvatura por meio de um sistema de coordenadas.

Para isso, considere a carta (U,ϕ) em torno de p e {∂1, · · · , ∂n} a sua base coordenada,

então definimos as coordenadas do tensor de curvatura por:

R(∂i, ∂j)∂k =
∑
l

Rl
ijk∂l,

tais que Rl
ijk são as componentes da curvatura R em (U,ϕ). Além disso, em coordena-

das, definimos as coordenadas do tensor de curvatura por:

Rijkl = R(∂i, ∂j, ∂k, ∂l),

decorre das observações o seguinte resultado:

Proposição 1.2. (Propriedades do Tensor Curvatura). Assumindo todas as

noções e notações anteriores. Temos que o tensor curvatura possui as seguintes propri-

edades:

i) Rijkl = −Rjikl;

ii) Rijkl = −Rijlk;

iii) Rijkl = Rklij;

iv) Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0; (Primeira Identidade de Bianchi)

9



1. Conceitos e resultados preliminares

v) Rijkl;m +Rijlm;k +Rijmk;l = 0. (Segunda Identidade de Bianchi)

Demonstração: A demonstração dessas propriedades podem ser encontradas no

Caṕıtulo 4 de [13]. �

Observação 1.3. Na Proposição acima a notação ; denota a derivada covariante. Por

exemplo, Rijkl;m é a derivada covariante de Rijkl com relação ao vetor ∂m.

Outro conceito que está relacionado com o operador curvatura é a curvatura secci-

onal ou Riemanniana, que definimos a seguir

Definição 1.8. Sejam p ∈ M e σ ⊂ TpM um subespaço vetorial bidimensional. A

curvatura seccional de σ é dada por

K(σ) =
R(x, y, x, y)

|x|2|y|2 − 〈x, y〉2
,

em que x, y ∈ σ e são vetores linearmente independentes.

Observação 1.4. A noção de curvatura seccional vista anteriormente, está bem defi-

nida, isto é, independe da escolha dos vetores x, y ∈ σ.

Como veremos no resultado a seguir, o conhecimento da curvatura seccional deter-

mina completamente o tensor de curvatura de uma variedade.

Proposição 1.3. Sejam E um espaço vetorial de dimensão m ≥ 2 munido de um

produto interno 〈·, ·〉 e R : E × E × E −→ E, e R′ : E × E × E −→ E aplicações

tri-lineares que satisfazem as condições i), ii), iii) e iv) da Proposição 1.2 para

R(x, y, z, t) = 〈R(x, y)z, t〉, R′(x, y, z, t) = 〈R′(x, y)z, t〉.

Sejam x, y ∈ E são vetores linearmente independentes e considere,

K(σ) =
R(x, y, z, t)

|x|2|y|2 − 〈x, y〉
, K ′(σ) =

R′(x, y, z, t)
|x|2|y|2 − 〈x, y〉

em que σ é o espaço gerado por x e y. Se para todo σ ⊂ E, K(σ) = K ′(σ). Então,

R = R′.

Demonstração: Veja o Caṕıtulo 4 da referência [4]. �

Existem outros tipos notáveis de curvaturas que podem ser obtidas através de traços

do tensor de curvatura, as quais serão fortemente utilizadas durante os resultados

apresentados neste trabalho.

10
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Definição 1.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n. O tensor

curvatura de Ricci de M (ou tensor de Ricci), denotado por Ric, é dado por

Ric(X, Y ) = tr{Z −→ R(Z,X)Y },

para todos X, Y ∈ X(M).

Considerando um sistema de coordenadas, temos que as componentes do tensor de

Ricci são dadas por

Rij =
n∑
k=1

Rk
kij =

n∑
k,m=1

gkmRkijm,

em que gkm são as componentes da inversa da métrica g.

Observação 1.5. Por meio das propriedades do tensor curvatura, Proposição 1.2, não

é dif́ıcil verificar que o tensor curvatura de Ricci é simétrico, isto é, Rij = Rij.

Doravante, vamos definir a curvatura escalar.

Definição 1.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Definimos a curvatura

escalar de M , denotada por R, como a função R ∈ D(M) dada pelo traço do tensor

de Ricci com respeito a métrica g, ou seja, se x ∈M , temos que

R(x) =
n∑
i,j

gijRij.

Em dimensão 3, existe uma importante relação entre os tensores de curvatura, que

é uma consequência da Proposição 1.3. Especificamente, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão 3. Então, as

componentes do tensor curvatura podem ser descritas da seguinte forma

Rijkl = gikRjl − gilRjk − gjkRil + gjlRik −
1

2
R(gikgjl − gilgjk).

Demonstração: Primeiramente, considere

Wijkl = Rijkl − gikRjl + gilRjk + gjkRil − gjlRik +
1

2
R(gikgjl − gilgjk) = 0.

Através de alguns cálculos, não é dif́ıcil mostrar que o tensor Wijkl satisfaz todas as

condições da Proposição 1.2. Além disso, considerando uma base ortonormal no espaço

tangente a M , digamos {e1, e2, e3}. Observe que, nesta base, para i 6= j, i 6= k e j 6= k

11
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obtemos

Wijij = Rijij − giiRjj + gijRjj + gijRji − gjjRii +
1

2
R(giigjj − gijgji)

= Rijij −Rjj −Rii +
1

2
R

= Rijij −Rjj −Rii +
1

2
(Rii +Rjj +Rkk)

= Rijij +

(
−Rjj −Rii +Rkk

2

)
.

Por outro lado, como (
−Rjj −Rii +Rkk

2

)
= −Rijij,

temos Wijij = 0. Assim, as curvaturas seccionais com relação aos vetores da base

{e1, e2, e3}, dois a dois diferentes, são nulas. Portanto, pela Proposição 1.3, conclúımos

Wijkl = Rijkl − gikRjl + gilRjk + gjkRil − gjlRik +
1

2
R(gikgjl − gilgjk) = 0,

ou seja,

Rijkl = gikRjl − gilRjk − gjkRil + gjlRik −
1

2
R(gikgjl − gilgjk),

como queŕıamos demonstrar. �

Observação 1.6. As componentes Wijkl, definidas durante a demonstração anterior,

são conhecidas como as componentes do Tensor de Weyl. Assim, o resultado acima

garante que as componentes do tensor de Weyl se anulam no caso tridimensional.

1.1.2 Geometria extŕınseca: imersões isométricas e a segunda

forma fundamental

Agora, vamos apresentar a noção da segunda forma fundamental, a fim de de-

finirmos a curvatura média. O propósito é generalizar a caracterização de segunda

forma fundamental proveniente do estudo das superf́ıcies. Para tanto, vamos conside-

rar f : M −→ M uma imersão, onde M é uma variedade diferenciável de dimensão

n e M é uma variedade Riemanniana de dimensão n + k. Sabemos que, f induz uma

métrica sobre M , a métrica pullback (ver Definição 1.3). Além disso, para cada p ∈M ,

existe uma vizinhança U ⊂ M de p, de modo que f(U) ⊂ M é uma subvariedade de

M . Então, existe uma vizinhança M de f(p) e um difeomorfismo ϕ : U −→ V ⊂ Rk

em um aberto V do Rk, tai que ϕ aplica f(U) ∩ U num aberto do subespaço Rn. Por

simplicidade e a fim de considerarmos determinadas extensões, identificamos U com

f(U) e cada v ∈ TqM , q ∈ U , com dfq(v) ∈ Tf(q)M . Por meio do difeomorfismo ϕ,

12
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podemos estender um campo vetorial definido em U para um campo em U. Ademais,

para cada p ∈M , o produto interno em TpM garante a seguinte decomposição:

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥

em que (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . Desse modo, se v ∈ TpM ,

então

v = vT + vN , vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥

onde vT e vN são as componentes tangencial e normal de v, respectivamente. De-

notaremos por X(U)⊥ os campos diferenciáveis em U de vetores normais a f(U) ou

simplesmente U .

Agora vamos definir a segunda forma fundamental da imersão f . Para tanto, sejam

∇ e ∇ as conexões Riemannianas de M e M , respectivamente. Considere X, Y campos

de vetores locais de M , o campo definidor por

Â(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M normal a M . No Caṕıtulo 6 de [4], verifica-se que Â(X, Y )

está bem definida, ou seja, não depende das extensões X,Y . Além disso, Â : X(U) ×
X(U) −→ X(U)⊥, como definida acima, é uma aplicação bilinear e simétrica. Dessa

forma, considerando p ∈ M e n ∈ (TpM)⊥, a aplicação A : TpM × TpM −→ R dada

por

An(x, y) = 〈Â(x, y), n〉 x, y ∈ TpM

é também uma forma bilinear simétrica. Definimos a segunda forma fundamental

de f em p segundo o vetor normal n pela aplicação A : TpM −→ R, dada por

A(x) = An(x, x).

Às vezes também chamamos de segunda forma fundamental a aplicação Â. Como An é

uma forma bilinear, então associamos uma aplicação linear auto-adjunta Sn : TpM −→
TpM tal que

〈Sn(x), y〉 = 〈Â(x, y), n〉.

Além disso, pode-se verificar que, se considerarmos p ∈ M, x ∈ TpM , n ∈ (TpM)⊥ e

N uma extensão local de n a M . Então,

Sn(x) = −(∇xN)T ,
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em que ∇ a conexão Riemanniana de M.

Observação 1.7. Um caso interessante e que se enquadra nas situações que serão

abordadas nos próximos caṕıtulos, é quando a codimensão da imersão f é k = 1, ou

seja, f : Mn −→ M
n+1

. Neste caso, f(M) ⊂ M é denominada hipersuperf́ıcie. Sendo

assim, considere p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥ um vetor unitário e uma base ortonormal

de vetores {e1, . . . , en} de TpM . Definimos a curvatura de Gauss-Kronecker da

imersão f por

K = det(A(ei, ei)).

E a curvatura média como

H = trA =
n∑
i=1

A(ei, ei),

onde o traço analisado acima é com respeito a métrica g.

Além disso, ao longo dos próximos caṕıtulos, vamos utilizar as fórmulas de Min-

kowski, as quais envolvem as integrais das curvaturas definidas acima. Mais especifi-

camente, temos as seguintes relações:

Proposição 1.5. (Fórmulas Integrais de Minkowski). Sejam S uma superf́ıcie

compacta e orientável em R3 e p ∈ S. Então valem as seguintes fórmulas:

i)
∫
S
H0(p)n(p) · pdS = 2

∫
S
dS;

ii)
∫
S
H0(p)dS = 2

∫
S
K(p)n(p) · pdS,

Em que · é o produto interno em R3, n(p) o vetor externo normal unitário a S em p

e dS é o elemento de área. Além disso, H0 e K são as curvaturas média e gaussiana,

respectivamente.

Para o leitor interessado em mais detalhes referente a este resultado sugerimos o

Caṕıtulo 6 do livro do Klingenberg [12].

1.1.3 Operadores em variedades Riemannianas

Ao longo deste trabalho utilizaremos alguns operadores como o gradiente e o la-

placiano. Os quais já são comumente utilizados em contextos Euclidianos, porém, por

meio da derivada covariante, também se estendem às variedades diferenciáveis, como

veremos a seguir.
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Definição 1.11. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f : M −→ R uma função

diferenciável. Definimos o gradiente de f , denotado por ∇f ∈ X(M), como

〈∇f,X〉 = df(X) = X(f), ∀X ∈ X(M).

Agora, considere a conexão Riemanniana ∇ de M , definimos a divergência de X

como a função diferenciável div : M −→ R, dada por

divX(p) = tr{v −→ ∇vX(p)}.

Posto isto, temos a seguinte caracterização:

Definição 1.12. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f : M −→ R uma função

diferenciável. O laplaciano de f é a função ∆f : M −→ R dada por

∆f = div(∇f).

Vale destacar que as propriedades de derivação conhecidas para estes operadores

nos espaços euclidianos são validas também neste contexto.

1.1.4 Geodésicas; Vizinhanças normais e Campos de Jacobi

No último caṕıtulo, utilizaremos fortemente a noções de coordenadas normais.

Dessa forma, necessitamos compreender alguns conceitos e resultados a respeito das

curvas geodésicas, os quais apresentaremos a seguir.

Definição 1.13. Seja M uma variedade Riemanniana. A curva diferenciável γ : I −→
M é dita uma geodésica quando

Dγ′

dt
(t) = 0, ∀t ∈ I.

Observação 1.8. Se [a, b] ⊂ I e γ : I −→ M é uma geodésica, a restrição γ|[a,b] é

chamada de segmento de geodésica ligando γ(a) a γ(b). Além disso, por abuso de

linguagem, é conveniente chamarmos de geodésica à imagem γ(I) de uma geodésica γ.

Concisamente, uma geodésica é uma curva na qual o campo velocidade é paralelo ao

longo da curva. Pode-se verificar facilmente geodésica são curvas com o comprimento

do vetor velocidade constante. Especificamente, se γ : I −→M é uma geodésica, então

d

dt

〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 2

〈
D

dt
(γ′(t)),

dγ

dt

〉
= 0,
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ou seja, |γ′(t)| = c, com c constante. Em particular, quando c = 1, a geodésica é

dita normalizada. Além disso, supomos que |γ′(t)| 6= 0, pois não consideramos os

casos degenerados, cuja geodésicas se reduzem a um ponto. Dessa forma, definimos o

comprimento de arco s de γ a partir de um parâmetro fixo t = t0 como

s(t) =

∫ t

t0

|γ′|dt = c(t− t0).

Toda geodésica pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco para se tornar

uma geodésica normalizada. Podemos garantir também a existência e unicidade de

geodésicas. Precisamente, consideramos uma variedade Riemanniana M e temos que

para todo p ∈ M , v ∈ TpM e t0 ∈ R, existem um intervalo I ⊂ R, com t0 ∈ I e uma

geodésica γ : I −→, tal que γ(t0) = p e γ′(t0) = v. Ao leitor interessado em detalhes

dessas afirmações indicamos o Caṕıtulo 3 de [4].

Agora, vamos definir a aplicação exponencial que será de fundamental importância

para o estudo das coordenadas normais. Mas antes, vamos citar alguns afirmações, as

quais podem ser encontradas no livro do Carmo [4] e que nos auxiliarão na compreensão

da caracterização da aplicação exponencial. Sendo assim, considere M uma variedade

diferenciável, V uma vizinhança de um ponto p ∈ M e X é um campo C∞. Então,

existem um aberto V0 ⊂ V , com p ∈ V0 e uma aplicação diferenciável

ϕ : (−δ, δ)× V0 −→ V

para algum δ > 0 tais que para cada q ∈ V0 ϕq(t) = ϕ(t, q) : (−δ, δ) −→ V é a única

trajetória do campo X tal que ϕ(0, q) = q. Sendo assim, está bem definido o campo

geodésico em TM , que sucintamente é o único campo cujas trajetórias são da forma

t −→ (γ(t), γ′(t)), em que γ é uma geodésica de M . De modo geral, a aplicação ϕ é

chamada de fluxo geodésico do fibrado tangente TM . Por conseguinte, existem uma

vizinhança U de p e constantes δ, ε > 0, bem como, uma aplicação diferenciável

γ : (−δ, δ)× U −→M

em que

U = {(q, v); q ∈ V e v ∈ TqM, |v| < ε},

tais que a curva t −→ γ(t, q, v), com t ∈ (−δ, δ), é a única geodésica de M que satisfaz

as condições γ(0) = q, γ′(0) = v, para todo q ∈ V e v ∈ TqM , no qual |v| < ε. Além

disso, por meio de reparametrizações, se diminuirmos o intervalo podemos aumentar a

velocidade da geodésica. Em verdade, temos a seguinte propriedade de homogeneidade
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de uma geodésica.

Proposição 1.6. Se a geodésica γ(t, q, v) está definida no intervalo (−δ, δ). Então, a

geodésica γ(t, q, αv), com α ∈ R, α > 0, está definida no intervalo
(
− δ
α
, δ
α

)
e

γ(t, q, αv) = γ(αt, q, v).

Como consequência dos resultados elencados acima temos o próximo corolário, o

qual permite aumentar, uniformemente, o intervalo da definição de geodésica (Ver

Definição 1.13) numa vizinhança de p.

Corolário 1.7. Dado p ∈ M , existem uma vizinhança V de p em M , ε > 0 e uma

aplicação diferenciável

γ : (−2, 2)× U −→M

donde

U = {(q, v); q ∈ V e v ∈ TqM, |v| < ε},

tais que t −→ γ(t, q, w), t ∈ (−2, 2) é a única geodésica de M que no instante t = 0

passa por q com velocidade w, para cada q ∈ V e cada w ∈ TqM , com |w| < ε.

De posse deste resultado, podemos considerar a seguinte definição.

Definição 1.14. Sejam M uma variedade Riemanniana e v ∈ TqM , com q ∈ M .

Considere o aberto U como no Corolário 1.7, a aplicação exp : U −→M dada por

exp(q, v) = γ(1, q, v) = γ

(
|v|, q, v

|v|

)
é denominada aplicação exponencial .

Observação 1.9. Observe que existem outras formas restritas de considerar a aplicação

exponencial. Na maior parte do tempo, vamos utilizar a restrição da aplicação ex-

ponencial a um espaço tangente TqM . Mais especificamente, definimos a aplicação

exponencial

expq(v) : Bε(0) −→M

por expq(v) = exp(q, v). Donde Bε(0) é a bola aberta de raio ε centrada na origem do

espaço tangente TqM . Evidentemente, a aplicação exponencial é diferenciável e, além

disso, expq(0) = q.

Um propriedade fundamental da aplicação exponencial é a proposição a seguir, a

qual garante, sob certas condições, que existe uma vizinhança de um espaço tangente

de modo que a a exponencial é um difeomorfismo deste aberto sobre um aberto de M.

Precisamente, temos o seguinte resultado:
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Proposição 1.8. Sejam M uma variedade Riemanniana e q ∈ M . Existe ε > 0, tal

que

expq : Bε(0) ⊂ TqM −→M

é um difeomorfismo sobre um aberto de M .

Demonstração: Segue diretamente das propriedades de derivação e do teorema da

aplicação inversa. �

Enfim, estamos prontos para definir uma vizinhança normal a qual é primordial

para os estudos apresentados ao longo deste escrito.

Definição 1.15. Sejam M uma variedade Riemanniana e p ∈M . Uma vizinhança V

de p em M , onde existe uma vizinhança U da origem em TpM , tal que a exponencial

expp é um difeomorfismo de U sobre V é dita uma vizinhança normal de p.

Além disso, nas circunstâncias da definição acima, se Bε(0) é uma bola aberta

centrada na origem de forma que seu fecho Bε(0) ⊂ U , então denominamos expp(Bε(0))

como a bola geodésica de centro p e raio ε, a qual de notamos por Bε(p). E a fronteira

∂Bε(p) de uma bola geodésica é dita uma esfera geodésica denotada por Sε(p).

Quando pensamos em uma vizinhança de uma variedade M , é natural, relacionarmos

à um sistema de coordenadas. Formalmente, sejam V = expp(U) uma vizinhança

normal de p em M , {e1, · · · , en} uma base ortonormal de TpM e I : Rn −→ TpM o

isomorfismo natural I(x) =
∑
xiei, com x = (x1, · · · , xn). Considere a parametrização

φ : I−1(U) −→ V dada por

φ(x) = (exp ◦ I)(x) = expp

(
n∑
i=1

xiei

)
,

então as coordenadas da parametrização φ são denominadas coordenadas normais

em p. Estas coordenadas estabelecem particularidades importantes, que utilizaremos

no Caṕıtulo 3. Mais especificamente, seja (M, g) uma variedade Riemanniana, em

coordenadas normais, temos que

i) gij(p) = δij;

ii) ∂gij(p) = 0;

iii) Γkij(p) = 0.

em que ∂ é denota as derivadas parciais com respeito à estas coordenadas. Ao leitor

interessado em tais propriedades indicamos [13].
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A seguir apresentaremos caracterizações de uma variedade Riemanniana M com-

pleta, a qual concisamente permite definir a aplicação exponencial em todo espaço

tangente. Especificamente, temos que

Definição 1.16. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que M é geodesica-

mente completa (ou simplesmente completa) quando para todo p ∈M , a aplicação

exponencial expp, está definida para todo v ∈ TpM , isto é, se as geodésicas γ(t) que

partem de p estão definidas para todos os valores do parâmetro t ∈ R.

Definição 1.17. A distância entre dois pontos p, q ∈ M , denotada por d(p, q), é o

ı́nfimo do comprimento de todas as curvas diferenciáveis por partes que ligam p a q.

Donde o comprimento de uma curva diferenciável α : [a, b] −→M , que liga α(a) = p a

α(a) = q, é dado por

lqp(α) =

∫ b

a

|α′(t)|dt.

Observação 1.10. Sabemos que (M,d) é um espaço métrico. Além disso, a topologia

induzida por d em M coincide com a topologia inicial de M (Veja o livro do Carmo

[4]).

O resultado a seguir é um teorema relevante para o sentido de completude.

Teorema 1.9. (Teorema de Hopf- Rinow). Uma variedade Riemanniana M é

geodesicamente completa se, e somente se, (M,d) é completa como espaço métrico.

Demonstração: Uma versão da demonstração deste resultado pode ser encontrada

no Caṕıtulo 7 do livro [4]. �

De agora em diante, vamos compreender os campos de Jacobi, os quais são campos

de vetores ao longo de geodésicas caracterizados por meio de uma equação diferencial e

que surgem naturalmente no estudo da aplicação exponencial. Especificamente, temos

a seguinte definição.

Definição 1.18. Seja γ : I −→ M uma geodésica. O campo vetorial J ao longo de γ

que satisfaz a equação
D2J

dt2
= R(J, γ′)γ′. (1.3)

é denominado campo de Jacobi ao longo de γ. Além disso a equação acima é

chamada de equação de Jacobi .

Assim, temos a seguinte proposição que garante a existência e unicidade de campos

de Jacobi determinado por meio de suas condições iniciais.
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Proposição 1.10. SejamM uma variedade Riemanniana e γ : I −→M uma geodésica.

Dados t0 ∈ I e V,W ∈ Tγ(t0)M , existe um único campo de Jacobi ao longo de γ de

modo que

J(t0) = V,
DJ

dt
(t0) = W.

Em particular, quando J(0) = 0 e

DJ

dt
(0) = V =

n∑
i=1

V i∂i.

Então,

J(t) =
n∑
i=1

tV i∂i|γ(t).

1.2 Notações de limites assintóticos: O-grande e o-

pequeno

Ao longo do texto utilizaremos determinadas notações, as quais, de modo geral,

possuem informações sobre o comportamento assintótico de funções. Tanto no Caṕıtulo

2 como na próxima seção, vamos trabalhar com a notação O-grande no seguinte sentido:

Definição 1.19. Sejam f, g : Rn −→ R. A notação f(x) = O(g(x)) equivale a dizemos

que existe uma constante M > 0 tal que

|f(x)| ≤M |g(x)|

para x suficientemente grande. Esta notação conhecida é denominada Notação O-

grande .

Observação 1.11. Em alguns momentos vamos utilizar uma variação da notação

definida acima, que denotamos de notação o-pequeno e é simbolizada por f(x) =

o(g(x)). A qual exprime que para todo ε > 0

|f(x)| < ε|g(x)|,

desde que x seja suficientemente grande. Além disso, as notações O(g(x)) e o(g(x))

podem ser consideradas como o conjunto das funções f que satisfazem f(x) = O(g(x))

e f(x) = o(g(x)), respectivamente. Nessa perspectiva, segue direto da definição da

notação O-grande que o(g(x)) ⊂ O(g(x)).

Geralmente, durante o Caṕıtulo 2 e a seção de variedade assintoticamente plana,

estaremos trabalhando com funções f(r) = O(rk), com k < 0. Logo, para r suficien-
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temente grande, temos que 0 ≤ |f(r)| ≤ M |r|k, para alguma constante M > 0 ou,

equivalentemente,

lim
r→∞
|f(r)| = 0.

A notação O-grande f(x) = O(g(x)) também pode ser utilizada para representar o

comportamento de f perto de algum número real. Mais especificamente, temos a

seguinte definição:

Definição 1.20. Sejam f, g : Rn −→ R. A notação f(x) = O(g(x)) equivale a dizemos

que existe uma constante M > 0 tal que

|f(x)| ≤M |g(x)|,

para x suficientemente próximo de um valor a ∈ R.

Observação 1.12. No Caṕıtulo 3 utilizaremos uma variação da notação da definição

anterior. Efetivamente, a notação f(r) = O(rm), para r suficientemente próximo de 0

e com m ∈ Z, equivale ao seguinte limite:

lim
r→0

f(r)

rm−1
= 0.

Por exemplo, a função f : R −→ R, dada por f(r) = r3 pertence ao conjunto das

funções O(r3), pois

lim
r→0

f(r)

r2
= lim

r→0
r = 0.

Ademais, denotamos por O(1) é o conjunto das funções constantes ou limitadas.

Agora, vamos apresentar algumas propriedades referentes às notações definidas

acima. Vale destacar que estas propriedades serão ferramentas utilizada ao longo das

demonstrações dos próximos caṕıtulos. Por simplicidade, vamos enunciar tais resulta-

dos utilizando a noção O-grande, sendo válidas para todas as definições anteriores.

Proposição 1.11. Sejam f1, f2, g1 e g2 funções definidas em Rn . Então temos as

seguintes propriedades:

i) Se f1(x) = O(g1(x)) e C é uma constante não-nula, então Cf1(x) = O(g1(x));

ii) Se f1(x) = O(g1(x)) e f2(x) = O(g2(x)), então f1(x)f2(x) = O(g1(x)g2(x));

iii) f1(x)O(g1(x)) = O(f1(x)g1(x)).

Demonstração: As demonstrações dessas propriedades seguem imediatamente da

definição. �
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Observação 1.13. Ao decorrer do nosso estudos, utilizaremos a notação f(r) =

Ok(r
α), com k ∈ N e α ∈ R, que concisamente indica condições de decaimento so-

bre a ordem das derivadas. Por exemplo, se f é uma função diferenciável, tal que

f(r) = O2(rα). Então, temos que

f(r) = O(rα), ∂f(r) = O(rα−1) e ∂∂f(r) = O(rα−2)

donde ∂ é o operador derivada parcial.

1.3 Variedades assintoticamente planas

A partir desse momento, apresentaremos o conceito de variedade assintoticamente

plana, o qual vamos utilizar ao logo do texto. De forma sucinta, as variedades assin-

toticamente planas são variedades Riemannianas que, a menos de um compacto, são

espaços difeomorfos ao complementar de uma bola fechada em R3, no qual a métrica se

aproxima da métrica euclidiana no infinito. Formalmente, temos a seguinte definição

de variedade assintoticamente plana:

Definição 1.21. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa de dimensão 3.

Dizemos que (M, g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem τ com um

fim se existem um compacto K ⊂M e um difeomorfismo φ : M\K −→ R3\BR(0), tais

que nas coordenadas induzidas por φ, denotadas por x = (x1, x2, x3), tem-se

gij(x) = δij + σij

com σij = gij − δij = O3(r−τ ) ou, equivalentemente,

|σij|+ r|∂σij|+ r2|∂∂σij|+ r3|∂∂∂σij| = O(r−τ ),

para alguma constante 1
2
< τ ≤ 1. Em que |x| = r e ∂ denota as derivadas parciais em

R3 com respeito ao sistema de coordenadas xi, denotado por sistema de coordenadas

admisśıveis.

Observação 1.14. Vale destacar que a definição anterior pode ser considerada para

uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3. Contudo, nesta dissertação traba-

lharemos com variedades assintoticamente planas de dimensão 3. Além disso, estamos

considerando o caso de uma variedade Riemanniana com um fim. Conduto, podemos

caracterizar de maneira mais geral uma variedade assintoticamente plana com r fins de

forma que existe um compacto K, tal que M\K é a união finita de fins M1, · · · ,Mr,
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donde para cada Mr existe um difeomorfismo φr : Mr −→ R3\BRr(0) e nas coordenadas

induzidas por φr temos as mesmas condições acima para a métrica.

Exemplo 1.2. O exemplo mais simples de variedade assintoticamente plana é o espaço

euclidiano R3 munido com a métrica euclidiana usual δ.

Exemplo 1.3. Outro exemplo de variedade assintoticamente plana é a variedade de

Schwarzschild de dimensão 3 e ordem τ = 1, dada por M = R3\{0} munida com a

métrica

g =
(

1 +
m

2r

)4

δ,

onde m > 0 é uma constante e r = |x| é a distância euclidiana do ponto x ∈ R3 à

origem.

As particularidades de uma variedade assintoticamente plana acarretam condições

de decaimento para algumas estruturas geométricas que nos auxiliarão ao longo deste

trabalhado e que apresentaremos a seguir.

Proposição 1.12. Seja (M, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem τ .

Então,

i) gij = δij +O1(r−τ );

ii) Γkij = O1(r−τ−1).

em que gij são expressões da inversa da métrica g.

Demonstração: Não é dif́ıcil provar tais resultados. O primeiro item, segue das

propriedades de inversa e das condições de decaimento da métrica g da Definição 1.21.

Por outro lado, o último item, segue da Definição 1.21 e da expressão clássica dos

śımbolos de Christoffel, analisadas em (1.2). �

1.4 Massa ADM e algumas massas quasi-locais

Como já mencionado, um dos resultados centrais analisados nesse escrito, relacio-

nam a massa quasi-local de Brown-York de esferas com raios suficientemente grandes

com a massa ADM de uma variedade assintoticamente plana. Nesta seção, definiremos

precisamente estes entes utilizados em nosso trabalho.
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1.4.1 A massa de Arnowitt-Deser-Misner (ADM)

Definição 1.22. A massa de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) de um variedade assin-

toticamente plana M é dada por

mADM(M) = lim
r→∞

1

16π

∫
Sr

(gij,i − gii,j)νjdΣ0
r

em que Sr é a esfera euclidiana com raio r centro no origem, dΣ0
r é o elemento de área

induzido pela métrica euclidiana, νj são as coordenadas do vetor normal externo de Sr

em R3 e gij,i e gii,j são as derivadas parciais das componentes da métrica.

Observação 1.15. Tendo em vista a definição acima é natural nos questionarmos

sobre as condições impostas sobre existência do limite acima, neste sentido estamos

assumindo que a curvatura escalar está em L1(M) de modo que este limite exista.

Além disso, vale destacar que por meio de um resultado do Bartnik [2] temos que

a definição de massa ADM independe da escolha das coordenadas admisśıveis que

satisfaçam a condição de decaimento da definição de massa ADM.

Em seguida, enunciaremos uma versão de um importante e notável resultado para

a Geometria Riemanniana e a Relatividade Geral: O Teorema da Massa Positiva. Em

que, sob certas condições, a massa ADM é não-negativa.

Teorema 1.13. (Teorema da Massa Positiva). Seja (M, g) uma variedade as-

sintoticamente plana de dimensão 3. Se a curvatura escalar é não-negativa. Então,

mADM(M) ≥ 0.

Em particular, mADM(M) = 0 se, e somente se, (M, g) é isométrica ao (R3, δ), onde

δ é a métrica euclidiana.

Demonstração: Uma versão da demonstração deste teorema foi apresentada por

Schoen e Yau [19]. �

Este resultado será de fundamental importância na demonstração dos principais re-

sultados apresentados durante os próximos caṕıtulos. Destacamos que existem versões

deste teorema para dimensões maiores, mas dado a natureza deste trabalho não men-

cionaremos.

1.4.2 Algumas massas quasi-locais

Agora, vamos elencar a caracterizações das massas quasi-locais utilizadas ao longo

do nosso trabalho, as quais se relacionam com a massa ADM.
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Definição 1.23. Seja (Ω, g) uma variedade compacta de dimensão 3 com fronteira

∂Ω suave, tal que a curvatura Gaussiana de ∂Ω é positiva. A massa quasi-local de

Brown-York de ∂Ω é dada por

mBY (∂Ω) =
1

8π

∫
∂Ω

(H0 −H)dΣ,

em que H é a curvatura média de ∂Ω com respeito ao vetor normal externo e unitário

a métrica g, dΣ é o elemento de área induzido em ∂Ω por g e H0 é a curvatura média

de ∂Ω em relação ao vetor normal externo unitário quando ∂Ω é mergulhado em R3.

Observação 1.16. A massa de Brown-York está bem definida mediante a um resul-

tado apresentado por Nirenberg [15] (1953, p. 353), o qual assegura que ∂Ω pode ser

mergulhada isometricamente em R3. Com unicidade garantida por Cohn-Vossen [6]

(ou ainda [10, 17, 18]). No estudo da massa de Brown-York, uma das dificuldades é

estimar ∫
∂Ω

H0dΣ.

Para tanto, usaremos as fórmulas integrais de Minkowski, dadas na Proposição 1.5, e

as estimativas de Nirenberg [15], que garantem a existência dos mergulhos isométricos.

Agora apresentaremos a massa isoperimétrica introduzida por Huisken [11] que,

como veremos, se relaciona com a massa ADM de uma variedade assintoticamente

plana.

Definição 1.24. Seja (M, g) uma variedade assintoticamente plana. A massa iso-

perimétrica de M é dada por

mISO(M) = lim sup
r→∞

2

A(r)

(
V (r)− 1

6π
1
2

A
3
2 (r)

)
onde V (r) é o volume do interior da esfera Sr em relação a métrica g e A(r) é área de

das esferas coordenadas Sr em relação a métrica g.

Outra importante massa quasi-local é a massa de Hawking [9] que definimos a

seguir.

Definição 1.25. Sejam (Ω, g) uma variedade de dimensão 3 com fronteira ∂Ω suave e

H a curvatura média de ∂Ω com respeito ao vetor normal externo unitário. A massa

de Hawking é dada por

mH(∂Ω) =
|∂Ω| 12
(16π)

3
2

(
16π −

∫
∂Ω

H2dΣ

)
,

onde dΣ é o elemento de área induzido em ∂Ω por g e |∂Ω| é a área de ∂Ω.
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Caṕıtulo 2

Limite da Massa de Brown-York de

esferas com raios suficientemente

grande

O objetivo deste caṕıtulo é demonstrar um relevante e interessante resultado que

estudamos através do artigo de X.-Q. Fan, Y. Shi, L.-F. Tam [7], o qual compara

a massa de Brown-York de esferas, com raios suficientemente grandes, com a massa

ADM de uma variedade assintoticamente plana. Mais especificamente, vamos provar

que se (M, g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem τ > 1
2

com coordenadas

x = (x1, x2, x3), de modo que gij satisfaçam as condições de decaimento da Definição

1.21 e Sr = {x; |x|g = r} são esferas coordenadas. Então,

lim
r→∞

mBY (Sr) = mADM(M).

Para tanto, necessitamos de alguns resultados prévios que nos dizem informações sobre

decaimentos de alguns objetos geométricos.

Observação 2.1. Ao longo dos Caṕıtulos 2 e 3 utilizaremos, por simplicidade, a

notação de Einstein, a qual omite o śımbolo de somatório. Donde, os ı́ndices que

se repetem uma vez em um mesmo termo indica a soma que está sendo realizada.

2.1 Decaimento de algumas estruturas geométricas

A fim de analisarmos a segunda forma fundamental das esferas coordenadas Sr,

abordadas no ińıcio deste caṕıtulo. Vamos inicialmente estudar o vetor normal desta
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

imersão. Dessa forma, considere o vetor normal das esferas coordenadas,

n = ni
∂

∂xi
=
∇r
|∇r|

, (2.1)

em que,

r =

(
3∑
i=1

(xi)2

) 1
2

(2.2)

e n é o vetor normal externo unitário. Observe que em (2.1) utilizamos a notação

de Einstein para somatórios, abordada anteriormente. Doravante, tal convenção será

utilizada de maneira natural, a fim de facilitar os cálculos.

Ademais, pela definição de gradiente, podemos determinar os coeficientes ni. Com

efeito, sabe-se que 〈
∇r, ∂

∂xi

〉
=

∂r

∂xi
. (2.3)

Por outro lado, não é dif́ıcil perceber de (2.2) que para cada i, tem-se

∂r

∂xi
=
xi

r
. (2.4)

Dáı, por (2.1), (2.3) e (2.4), obtemos

xj

r
=

〈
∇r, ∂

∂xj

〉
=

〈
|∇r|ni ∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
= |∇r|ni

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
= |∇r|nigij.

Então,

nigij =
xj

r|∇r|
.

Dáı,

nigijg
ij =

xjgij

r|∇r|
.

Logo,

ni =
xjgij

r|∇r|
. (2.5)
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Além disso, considerando ni =

〈
∂

∂xi
, n

〉
e substituindo em (2.1), obtemos

ni =

〈
∂

∂xi
, nj

∂

∂xj

〉
= gijn

j.

Portanto, substituindo (2.5) na igualdade acima, tem-se

ni =
xi

r|∇r|
. (2.6)

Para o que segue, recordemos que a métrica induzida sob Sr é

hij = gij − ninj (2.7)

e a segunda forma fundamental é

Aij = hki h
l
jnk;l, (2.8)

em que nk;l é a derivada covariante de nk com respeito a g.

A partir de agora, vamos explicitar o decaimento da segunda forma fundamental

Aij, a fim de terminarmos decaimentos para as curvatura de Gauss e a curvatura média.

Lema 2.1. Sejam (M, g) uma variedade assintoticamente plana de dimensão 3 e Sr as

esferas coordenadas consideradas anteriormente. Então temos os seguintes decaimentos

da segunda forma fundamental

Aij =
hij
r

+O(r−1−τ ).

Demonstração: De (2.1) sabemos que

∇r = |∇r|n

Logo,

∇r =
xigij

r

∂

∂xj

assim,
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|∇r|2 = g(∇r,∇r),

= g

(
xjgij

r

∂

∂xi
,
xigij

r

∂

∂xj

)
=

xjxi(gij)2

r2
g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

xjxi(gij)2

r2
gij

=
xjxi(gij)2gij

r2

=
xjxigijδii

r2
.

Dessa forma,

|∇r|2 =
xjxigij

r2
. (2.9)

Por outro lado, xi = O(r), uma vez que

|xi| =
√

(xi)2 ≤

(
3∑
i=1

(xi)2

) 1
2

= r.

Além disso, como estamos trabalhando numa variedade assintoticamente plana, temos

que

gij = δij + σij,

em que σij = O(r−τ ), com 1 ≥ τ > 1
2
. E como analisamos na Proposição 1.12, tem-se

gij = δij +O(r−τ ).

Como,

gijg
ii = δijg

ii + σijg
ii.

Temos,

gij = δij − σijgii

= δij − σij(1 +O(r−τ ))

= δij − σij − σijO(r−τ ).

Assim,

gij = δij − σij +O(r−2τ ). (2.10)
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Substituindo (2.10) em (2.9), obtemos

|∇r|2 =
xixj

r2
(δij − σij +O(r−2τ ))

=
xixj

r2
δij −

xixj

r2
σij +

xixj

r2
O(r−2τ )

=
xixj

r2
δij −

xixj

r2
σij +O(r−2τ ),

pois, xk = O(r) e r−2 = O(r−2). Dáı,

xixj

r2
= O(1).

Note ainda que,

xixjδij = δ

(
xi

∂

∂xi
, xj

∂

∂xj

)
= δ(x, x) = r2. (2.11)

Sendo assim,

|∇r|2 = 1− σijx
ixj

r2
+O(r−2τ ). (2.12)

Em particular,

|∇r|2 = 1 +O(r−τ ) (2.13)

uma vez que,
σijx

ixj

r2
= O(r−τ ). Por outro lado, de (2.9), (2.11) e da regra do produto,

obtemos

∂

∂xk
(|∇r|2) =

∂

∂xk
(
gij
)

=
∂

∂xk

[
1 + (gij − δij)

xixj

r2

]
=

∂

∂xk
(gij − δij)

(
xixj

r2

)
+ (gij − δij)

∂

∂xk

(
xixj

r2

)
Além disso, das condições de decaimento da Definição 1.21, temos que

∂

∂xk
(gij − δij) = O(r−τ−1). (2.14)

E não é dif́ıcil perceber que

∂

∂xk

(
xl

r

)
=
δkl
r
− xkxl

r3
= O(r−1). (2.15)
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Logo, de (2.14) e (2.15), obtemos

∂

∂xk
(|∇r|2) =

∂

∂xk
(gij − δij)

(
xixj

r2

)
+ (gij − δij)

∂

∂xk

(
xixj

r2

)
= O(r−τ−1) + (gij − δij)

[
∂

∂xk

(
xi

r

)
xj

r
+

(
∂

∂xk
xj

r

)
xi

r

]
= O(r−τ−1) +O(r−τ )O(r−1)

= O(r−τ−1). (2.16)

Então,

|∇r|2 = 1 +O1(r−τ ). (2.17)

Observe também que,(
1− 1

2

σijx
ixj

r2
+O(r−2τ ))

)2

= 1 +

(
−1

2

σijx
ixj

r2

)2

+ (O(r−2τ ))2 + 2

(
−1

2

σijx
ixj

r2

)
+ 2O(r−2τ ) + 2

(
−1

2

σijx
ixj

r2

)
O(r−2τ )

= 1− σijx
ixj

r2
+O(r−2τ ) +O(r−3τ ) +O(r−4τ )

= 1− σijx
ixj

r2
+O(r−2τ ). (2.18)

Dáı, comparando (2.18) com (2.12), obtemos

|∇r| = 1− 1

2

σijx
ixj

r2
+O(r−2τ ). (2.19)

Consequentemente,

|∇r| = 1 +O(r−τ ). (2.20)

Como τ é positivo, temos que para r suficientemente grande O(r−τ ) = 0, então

lim
r→∞
|∇r| = 1.

Assim,

lim
r→∞

1

|∇r|
= 1,

ou seja,
1

|∇r|
= O(1). (2.21)
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Agora, multiplicando (2.20) por
1

|∇r|
e substituindo (2.21), tem-se

1

|∇r|
= 1 +O(r−τ ). (2.22)

Desse modo, utilizando (2.6), (2.22) e o fato que xi = O(r), obtemos

ni =
xi

r|∇r|
=
xi

r
+O(r−τ ). (2.23)

Observe que,

ni;j =
∂ni
∂xj
− Γkijnk

=
∂

∂xj

(
xi

r|∇r|

)
− Γkijnk

=
∂

∂xj

(
xi

r

)
1

|∇r|
+
xi

r

∂

∂xj

(
1

|∇r|

)
− Γkijnk.

Por outro lado, sabemos da Proposição 1.12 que Γkij = O(r−τ−1). Além disso, por

(2.23), percebemos que nk = O(1), então

ni;j =
∂

∂xj

(
xi

r

)
1

|∇r|
+
xi

r

∂

∂xj

(
1

|∇r|

)
+O(r−τ−1).

E por (2.15) e (2.22) temos que,

ni;j =
∂

∂xj

(
xi

r

)
1

|∇r|
+
xi

r

∂

∂xj

(
1

|∇r|

)
+O(r−τ−1)

=

(
δij
r
− xixj

r3

)
(1 +O(r−τ )) + +

xi

r

∂

∂xj

(
1

|∇r|

)
+O(r−τ−1)

=

(
δij
r
− xixj

r3

)
+
xi

r

∂

∂xj

(
1

|∇r|

)
+O(r−τ−1). (2.24)

Mas, pelas regras de derivação, observamos que,

∂

∂xj

(
1

|∇r|

)
= − 1

|∇r|2
∂

∂xj
(|∇r|). (2.25)

Além disso, pela regra da cadeia e por (2.16), obtemos

∂

∂xj
(|∇r|2) = 2|∇r| ∂

∂xj
(|∇r|) = O(r−τ−1).
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Ou seja,
∂

∂xj
(|∇r|) =

1

2|∇r|
O(r−τ−1).

Por (2.21) temos que
∂

∂xj
(|∇r|) = O(r−τ−1). Então, por (2.24), conclúımos que

ni;j =

(
δij
r
− xixj

r3

)
+O(r−τ−1). (2.26)

Ademais, de (2.7), (2.6) e da Definição 1.21, tem-se

hij = δij −
xixj

r2|∇r|2
+O(r−τ ). (2.27)

Por outro lado, de (2.22) não é dif́ıcil verificar que

1

|∇r|2
= 1 +O(r−τ ). (2.28)

Agora, substituindo (2.28) em (2.27) e usando o fato que xk = O(r), obtemos

hij = δij −
xixj

r2
+O(r−τ ). (2.29)

Enfim, estamos pronto para apresentar um decaimento para segunda forma fundamen-

tal. Para tanto, seja hji = gjkhki. Usando (2.29), (2.26) e o fato que n é um vetor

unitário, temos

Aij −
hij
r

= hki h
l
jnk;l −

hij
r

= hljni;l −
hij
r

= ni;j −
1

r

(
δij −

xixj

r2
+O(r−τ )

)
=

(
δij
r
− xixj

r3

)
−
(
δij
r
− xixj

r3

)
+O(r−τ−1)

= O(r−τ−1).

Portanto,

Aij =
hij
r

+O(r−τ−1).

�

O próximo resultado, que é uma consequência imediata do Lema 2.1, garante decai-

mentos para curvaturas média e Gaussiana, bem como, decaimentos para o elemento

de área dΣr induzido em Sr por g e para área das esferas coordenadas com relação à

33



2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

métrica g.

Corolário 2.2. Assumindo todas as hipóteses do Lema 2.1. Temos:

H =
2

r
+O(r−1−τ );

K =
1

r2
+O(r−2−τ );

dΣr = (1 + hijσij +O(r−2τ ))
1
2dΣ0

r.

Em particular,

A(r) = 4πr2 +
1

2

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r2−2τ ), (2.30)

em que dΣr e dΣ0
r são os elementos de área da esfera Sr com respeito a métrica g e

da esfera euclidiana de raio r, respectivamente. E A(r) é a área de Sr com respeito a

métrica g.

Demonstração: De fato, primeiramente do Lema (2.1), temos que

H = hijAij = hij
hij
r

+ hijO(r−τ−1) =
2

r
+ hijO(r−τ−1).

Como hij = O(1), temos que

H =
2

r
+O(r−1−τ ).

Além disso,

K = det(Aij)

= A11A22 − (A12)2

=

(
h11

r
+O(r−τ−1)

)(
h22

r
+O(r−τ−1)

)
−
(
h12

r
+O(r−τ−1)

)2

=
1

r2

(
h11h22 − (h12)2

)
+O(r−τ−2) +O(r−2τ−2)

=
1

r2
det(hij) +O(r−τ−2).

Logo,

K =
1

r2
+O(r−τ−2).

Por fim, considere {e1, e2} conjunto de vetores ortonormais em Sr com respeito a
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

métrica euclidiana, então

dΣr = (g(e1, e1)g(e2, e2)− g(e1, e2)2)
1
2dΣ0

r

= (1 + σ(e1, e1) + σ(e2, e2) +O(r−2τ ))
1
2dΣ0

r

= [1 + (e1(xi)e1(xj) + e2(xi)e2(xj))σij +O(r−2τ )]
1
2dΣ0

r

=

[
1 +

(
∇0x

i · ∇0x
j − ∂xi

∂r

∂xj

∂r

)
σij +O(r−2τ )

] 1
2

dΣ0
r

onde ∇0 é a derivada com respeito a métrica Euclidiana. Portanto,

dΣr = (1 + hijσij +O(r−2τ ))
1
2dΣ0

r

Além disso, não é dif́ıcil perceber que(
1 +

1

2
hijσij +O(r−2τ )

)2

= (1 + hijσij +O(r−2τ ))

Logo,

dΣr = (1 +
1

2
hijσij +O(r−2τ ))dΣ0

r.

E integrando a igualdade acima, conclúımos

A(r) = 4πr2 +
1

2

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r2−2τ ).

�

Observação 2.2. Podemos observar, de modo geral, que os decaimentos dos objetos

geométricos analisados no Lema 2.1 e no Corolário 2.2 se aproximam no infinito das

estruturas geométrica de esferas euclidianas com raio r. Estas significativas proprie-

dades estão intrinsecamente ligadas ao fato de estarmos trabalhando com a métrica g

de uma variedades assintoticamente plana de ordem 1 ≥ τ > 1
2
, com as condições de

decaimento da Definição 1.21.

De posse desses resultados, temos como principal objetivo monstrar, sob certas

hipóteses, que o limite da massa de Brown-York de esferas de uma variedade assintoti-

camente plana tridimensional, quando o raio das esferas tende ao infinito, é exatamente

a massa ADM da variedade assintoticamente plana em questão. Para tanto adequando

a Definição 1.23 para as esferas coordenadas Sr obtemos, concisamente, que

mBY (Sr) =
1

8π

∫
Sr

(H0 −H)dΣr
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

nos quais Sr = ∂Br em que Br = {x ∈ M ; |x| < r} e H é a curvatura média de Sr

com respeito ao vetor normal unitário externo e a métrica g e H0 é a curvatura média

de Sr com relação ao vetor externo unitário quando mergulhado em R3. Sendo assim,

apresentaremos nos próximos resultados decaimentos para as seguintes integrais:∫
Sr

HdΣr e

∫
Sr

H0dΣr.

em que utilizaremos as fórmulas de Minkowski, encontradas na Proposição 1.5, bem

como os resultados anteriores.

Lema 2.3. ∫
Sr

HdΣr =
A(r)

r
+ 4πr − 8πmADM(M) + o(1)

quando r →∞.

Demonstração: A priori, observe que da primeira fórmula de variação do funcional

área (Veja [14]) tem-se
d

dr
(A(r)) =

∫
Sr

1

|∇r|
HdΣr. (2.31)

Por outro lado, da demonstração do Lema 2.1, mais especificamente do item (2.19),

temos que

|∇r| = 1− 1

2

σijx
ixj

r2
+O(r−2τ ).

Dáı, multiplicando a equação acima por |∇r|−1 e utilizando (2.22), obtemos

1

|∇r|
|∇r| =

1

|∇r|
− 1

2

σijx
ixj

r2

1

|∇r|
+O(r−2τ )

1

|∇r|

=
1

|∇r|
− 1

2

σijx
ixj

r2
(1 +O(r−τ )) +O(r−2τ )

=
1

|∇r|
− 1

2

σijx
ixj

r2
+O(r−2τ ).

Isto é,
1

|∇r|
= 1 +

1

2

σijx
ixj

r2
+O(r−2τ ). (2.32)

Sendo assim, por (2.31) e (2.32), temos

d

dr
(A(r)) =

∫
Sr

HdΣr +
1

2

∫
Sr

σijx
ixj

r2
HdΣr +

∫
Sr

O(r−2τ )HdΣr.

Mas, pelo comportamento da curvatura média H analisado no Corolário 2.2,

H =
2

r
+O(r−1−τ ) = O(r−1)
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

visto que −1 > −1− τ , pois τ > 0. E como σij = O(r−τ ) e xk = O(r), temos

d

dr
(A(r)) =

∫
Sr

HdΣr +
1

2

∫
Sr

σijx
ixj

r2

(
2

r
+O(r−1−τ )

)
dΣr +

∫
Sr

O(r−2τ−1)dΣr

=

∫
Sr

HdΣr +

∫
Sr

σijx
ixj

r3
dΣr +O(r1−2τ ).

Note ainda que do Corolário 2.2 podemos concluir que

dΣr = (1 +O(r−τ ))dΣ0
r (2.33)

pois, hij = O(1), σij = O(r−τ ) e −τ > −2τ . Por isso, podemos concluir que

d

dr
(A(r)) =

∫
Sr

HdΣr +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r +O(r1−2τ ). (2.34)

Ademais, no Corolário 2.2 derivamos (2.30) em relação a r e obtemos

d

dr
(A(r)) = 8πr +

1

2

∫
Sr

∂

∂r
(hijσij)dΣ0

r +
1

r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1)

= 8πr +
1

2

∫
Sr

hijσij,k
xk

r
dΣ0

r +
1

r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1). (2.35)

Por outro lado, hij = gij − ninj. Logo, por (2.5), temos que

hij = δij −
xigijxjgij

r2|∇r|2
+O(r−τ ).

Por (2.28), da demonstração do Lema 2.1, obtemos

hij = δij −
xigijxjgij

r2
(1 +O(r−τ )) +O(r−τ )

= δij −
xigijxjgij

r2
+
xigijxjgij

r2
O(r−τ ) +O(r−τ )

= δij −
xi(δij +O(r−τ ))xj(δij +O(r−τ ))

r2
+O(r−τ )

= δij −
(
xj

r
+O(−τ)

xi

r

)(
xi

r
+O(−τ)

xj

r

)
+O(r−τ )

= δij −
(
xj

r
+O(−τ)

)(
xi

r
+O(−τ)

)
+O(r−τ )

= δij −
xixj

r2
− xi

r
O(r−τ )− xj

r
O(r−τ ) +O(r−2τ ) +O(r−τ ).

Então,

hij = δij −
xixj

r2
+O(r−τ ). (2.36)
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Dáı, substituindo (2.36) em (2.35) temos que

d

dr
(A(r)) = 8πr +

1

2

∫
Sr

(
δij −

xixj

r2
+O(r−τ )

)
σij,k

xk

r
dΣ0

r

+
1

r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1)

= 8πr +
1

2

∫
Sr

σii,k
xk

r
dΣ0

r −
1

2

∫
Sr

σij,k
xixjxk

r3
dΣ0

r

+
1

r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1). (2.37)

No entanto, pela regra do produto, sabemos que∫
Sr

σij,k
xjxixk

r3
dΣ0

r =

∫
Sr

∂

∂xk

(
σij
xj

r

)
xixk

r2
dΣ0

r −
∫
Sr

σij
∂

∂xk

(
xj

r

)
xixk

r2
dΣ0

r.

Mas de (2.15), temos que

∂

∂xk

(
xj

r

)
xixk

r2
=

(
δjk
r
− xjxk

r3

)
xixk

r2

=

(
xixj

r3
− xixj(xk)2

r5

)
=

(
xixj

r3
− xixjr2

r5

)
=

(
xixj

r3
− xixj

r3

)
= 0.

Note que estamos somando em k, uma vez que estamos utilizando a notação de Einstein.

Logo,∫
Sr

σij,k
xjxixk

r3
dΣ0

r =

∫
Sr

∂

∂xk

(
σij
xj

r

)
xixk

r2
dΣ0

r

=

∫
Sr

[
∂

∂xk

(
σij
xj

r

)
xixk

r2
− ∂

∂xi

(
σij
xj

r

)
+

∂

∂xi

(
σij
xj

r

)]
dΣ0

r

= −
∫
Sr

(
δik −

xixk

r2

)
∂

∂xk

(
σij
xj

r

)
dΣ0

r

+

∫
Sr

∂

∂xi

(
σij
xj

r

)
dΣ0

r. (2.38)
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Agora, por derivação por partes, observamos que

−
∫
Sr

(
δik −

xixk

r2

)
∂

∂xk

(
σij
xj

r

)
dΣ0

r = −
(
δik −

xixk

r2

)(
σij
xj

r

)
−

∫
Sr

∂

∂xk

(
xixk

r2

)
σij
xj

r
dΣ0

r

= −
(
δik
xj

r
− xixkxj

r3

)
σij

−
∫
Sr

∂

∂xk

(
xixk

r2

)
σij
xj

r
dΣ0

r

= −σij
∑
k 6=i

(
xixkxj

r3

)
σij

−
∫
Sr

∂

∂xk

(
xixk

r2

)
σij
xj

r
dΣ0

r

= −
∫
Sr

∂

∂xk

(
xixk

r2

)
σij
xj

r
dΣ0

r +O(r−τ ).

Mais ainda,

−
∫
Sr

(
δik −

xixk

r2

)
∂

∂xk

(
σij
xj

r

)
dΣ0

r = −
∫
Sr

∂

∂xk

(
xi

r

)
xk

r
σij
xj

r
dΣ0

r

−
∫
Sr

∂

∂xk

(
xk

r

)
xi

r
σij
xj

r
dΣ0

r +O(r−τ )

= −
∫
Sr

(
δik
r
− xixk

r3

)
σij
xjxk

r2
dΣ0

r

−
∫
Sr

(
1

r
− (xk)2

r3

)
σij
xjxi

r2
dΣ0

r +O(r−τ )

= −
∫
Sr

(
xkxj

r3
δik −

xjxi(xk)2

r5

)
σijdΣ0

r

−
∫
Sr

(
3

r
− 1

r

)
σij
xixj

r2
dΣ0

r +O(r−τ )

= −
∫
Sr

(
xixj

r3
− xjxi

r5

)
σijdΣ0

r

− 2

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r +O(r−τ )

= −2

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r +O(r−τ ) (2.39)
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Além disso,∫
Sr

∂

∂xi

(
σij
xj

r

)
dΣ0

r =

∫
Sr

(
σij,i

xj

r
+ σij

∂

∂xi

(
xj

r

))
dΣ0

r

=

∫
Sr

σij,i
xj

r
dΣ0

r +

∫
Sr

σij

(
δij
r
− xixj

r3

)
dΣ0

r.

E como por (2.36), tem-se

hij

r
=
δij
r
− xixj

r3
+O(r−τ−1).

Dessa forma, obtemos∫
Sr

∂

∂xi

(
σij
xj

r

)
dΣ0

r =

∫
Sr

σij,i
xj

r
dΣ0

r +

∫
Sr

σij

(
hij

r
+O(r−τ−1)

)
dΣ0

r

=

∫
Sr

σij,i
xj

r
dΣ0

r +
1

r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1), (2.40)

pois σij = O(rτ ). Então, substituindo (2.39) e (2.40) em (2.38), obtemos∫
Sr

σij,k
xjxixk

r3
dΣ0

r = −2

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r +O(r−τ ) +

∫
Sr

σij,i
xj

r
dΣ0

r

+
1

r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1)

e como τ ≤ 1, temos que −τ + 1 ≥ 0. Então, −2τ + 1 ≥ −τ . Dáı,∫
Sr

σij,k
xjxixk

r3
dΣ0

r = −2

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r +

∫
Sr

σij,i
xj

r
dΣ0

r +
1

r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1)

Assim, substituindo a igualdade acima em (2.37), conclúımos que

d

dr
(A(r)) = 8πr +

1

2

∫
Sr

σii,k
xk

r
dΣ0

r +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r −
1

2

∫
Sr

σij,i
xj

r
dΣ0

r

− 1

2r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +

1

r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1)

= 8πr +
1

2

∫
Sr

σii,j
xj

r
dΣ0

r +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r −
1

2

∫
Sr

σij,i
xj

r
dΣ0

r

+
1

2r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1).
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Logo,

d

dr
(A(r)) = 8πr +

1

2

∫
Sr

(σii,j − σij,i)
xj

r
dΣ0

r +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r

+
1

2r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ+1). (2.41)

Por outro lado, das Definições 1.22 e 1.21, obtemos

−8πmADM(M) = lim
r→∞
−1

2

∫
Sr

(gij,i − gii,j)
xj

r
dΣ0

r = lim
r→∞

1

2

∫
Sr

(σii,j − σij,i)
xj

r
dΣ0

r.

E por definição de limite, é fácil ver que

−8πmADM(M) =
1

2

∫
Sr

(σii,j − σij,i)
xj

r
dΣ0

r + o(1).

Sendo assim, por (2.41), obtemos

d

dr
(A(r)) = 8πr − 8πmADM(M) +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r

+
1

2r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r + o(1), (2.42)

desde que r → ∞ e porque 1 − 2τ < 0, pois τ > 1
2
. Note ainda que do Corolário 2.2,

mais especificamente de (2.30), temos que

1

2r

∫
Sr

hijσijdΣ0
r =
A(r)

r
− 4πr +O(r−2τ+1).

E substituindo em (2.42), conclúımos

d

dr
(A(r)) =

A(r)

r
+ 4πr − 8πmADM(M) +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r + o(1). (2.43)

Finalmente, comparando (2.34) e (2.43) e fazendo r →∞, tem-se∫
Sr

HdΣr +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r =
A(r)

r
+ 4πr − 8πmADM(M) +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r + o(1).

Portanto, ∫
Sr

HdΣr =
A(r)

r
+ 4πr − 8πmADM(M) + o(1),

quando r →∞. �

Note que até o presente momento não analisamos o comportamento da curvatura

H0, proveniente de um determinado mergulho. Desse modo, estudaremos, em seguida,
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

um resultado que garante a existência de um mergulho isométrico Sr em R3, alicerçados

no resultado de Nirenberg [15]. E, por conseguinte, de maneira análoga ao Lema 2.3,

concebemos um decaimento para a integral envolvendo H0.

Lema 2.4. Sejam (M, g) uma variedade assintoticamente plana de dimensão 3, satis-

fazendo as condições de decaimento para τ > 0 e Sr uma esfera coordenada. Então,

para r suficientemente grande, existe um mergulho isométrico Xr de Sr em R3, tal que

Xr · n0 = r +O(r1−τ ),

H0 =
2

r
+H1, com H1 = O(r1−τ ),

desde que r → ∞, em que n0 é o vetor normal externo unitário da superf́ıcie Xr(Sr),

H0 é a curvatura média de Xr e · é o produto interno em R3.

Demonstração: Para r > 0 considere a aplicação F : M −→M , dada por

F (y) = ry = x.

Dáı, para induzir uma métrica em M basta considerarmos a métrica pull back induzida

pela aplicação F , uma vez que F é evidentemente um difeomorfismo. Logo, considere

g(u, v) = g(dFu, dFv).

Por outro lado, dFu = ru, para todo u ∈ TpM . Assim,

gij = r2gij.

Agora, considere h a métrica induzida nas esferas nas coordenadas y, então

hij = gij − ninj
= r2gij − ninj, (2.44)

em que hij = h

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
e gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
. Sendo assim, prosseguimos de forma

análoga ao que foi feito no ińıcio deste Caṕıtulo 2 para determinar ∇r. Inicialmente,

vamos determinar ∇ρ com

ρ =

(
3∑
i=1

(yi)2

) 1
2

,
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

ou seja, se n =
∇ρ
|∇ρ|

e

n = nj
∂

∂yj
,

então,

nj =
yigij

ρ|∇ρ|
. (2.45)

Além disso, como

nj = g

(
n,

∂

∂yj

)
= nigij

Por (2.45), obtemos

nj =
yj

ρ|∇ρ|
. (2.46)

Logo,

|∇ρ|2 =
yiyjgij

ρ2
. (2.47)

No entanto, observe que multiplicando gij = r2gij por gki, tem-se

gkigij = r2gkigij.

Dáı, δkj = r2gijgij e agora multiplicando esta igualdade por gij, conclúımos que

gik = r2gki.

Portanto, como estamos supondo r > 0, obtemos

gij =
1

r2
gik. (2.48)

Assim, substituindo (2.48) em (2.47), temos que

|∇ρ|2 =
gijyiyj

ρ2
= r−2gij

yiyj

ρ2
.

Agora, considere a seguinte métrica em Σρ = {y; |y| = ρ}

ds2
r = r−2hij.

Dessa forma, por (2.44) e (2.46), tem-se

ds2
r = r−2(r2gij − ninj)

= gij − r−2

(
yiyj

ρ2|∇ρ|2

)
. (2.49)
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Por outro lado, de (2.47) temos que

ρ2|∇ρ|2 = r−2gklykyl. (2.50)

Logo, substituindo (2.50) em (2.49), obtemos

ds2
r = gij −

yiyj

gklykyl
.

Além disso, é evidente que a métrica padrão h0
ij em Σρ é dada por

ds2
0 = h0

ij = δij −
yiyj

ρ2
.

pois em R3

∇ρ =

(
∂ρ

∂y1
,
∂ρ

∂y2
,
∂ρ

∂y3

)
,

com
∂ρ

∂yi
=
yi

ρ
.

Desse modo, obtemos

||ds2
r − ds2

0||C3(Σρ) = O(r−τ ),

para 1
2
≤ ρ ≤ 2. Note que Σ1 é a esfera unitária nas coordenadas yi. Sendo assim, pelos

resultados do Nirenberg [15], existe um mergulho isométrico Xr : (S2, ds2
r) −→ R3, tal

que

||Xr −X0||C2(S2) = O(r−τ ),

em que X0 é a aplicação identidade em R3. Como X0 · n0 = 1, em que n0 é o vetor

normal externo a esfera unitária, temos que

Xr · n0,r = 1 +O(r−τ ),

onde n0,r é o vetor normal unitário a superf́ıcie Xr(S2). Identificando Sr com a métrica

induzida por g como (S2, h), segue que Xr = rXr é um mergulho isométrico de Sr com

a métrica induzida por g. Dáı em diante, verifica-se que

Xr · n0 = r +O(r1−τ ).

Por meio do decaimento do mergulho Xr com respeito à aplicação identidade X0,
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

tem-se

H0 − 2 = O(r−τ ),

em que H0 é a curvatura média com relação a Xr. Portanto,

H0 =
2

r
+O(r−τ−1).

�

Lema 2.5. Sejam (M, g) uma variedade assintoticamente plana satisfazendo as condições

de decaimento e Sr uma esfera coordenada. Então,∫
Sr

H0dΣr = 4πr +
A(r)

r
+O(r−2τ+1),

em que H0 é a curvatura média pelo mergulho do Lema 2.4.

Demonstração: Como estamos supondo as mesmas hipóteses do Lema 2.4, então

para r suficientemente grande existe um mergulho isométrico Xr : Sr ↪→ R3, tal que

Xr · n0 = r +O(r1−τ ),

H0 =
2

r
+H1, com H1 = O(r1−τ ).

Pelo Lema 2.2, sabemos que

K − 1

r2
= O(r−2−τ ).

Considere K = K − 1

r2
. Então, utilizando as fórmulas integrais de Minkowski, Pro-
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posição 1.5, temos que∫
Sr

H0dΣr = 2

∫
Sr

KXr · n0dΣr

= 2

∫
Sr

(
1

r2
+K

)
Xr · n0dΣr

=
2

r2

∫
Sr

Xr · n0dΣr + 2

∫
Sr

KXr · n0dΣr

=
6V0(r)

r2
+ 2

∫
Sr

K(r +O(r1−τ ))dΣr

=
6V0(r)

r2
+ 2r

∫
Sr

KdΣr + 2

∫
Sr

KO(r1−τ )dΣr

=
6V0(r)

r2
+ 2r

∫
Sr

(
K − 1

r2

)
dΣr +

∫
Sr

O(r−1−2τ )dΣr

=
6V0(r)

r2
+ 2r

∫
Sr

KdΣr −
2

r

∫
Sr

1dΣr +O(r−2τ+1).

Pelo teorema de Gauss- Bonnet para superf́ıcies, conclúımos que∫
Sr

H0dΣr =
6V0(r)

r2
+ 8πr − 2A(r)

r
+O(r−2τ+1), (2.51)

em que V0(r) é o volume do interior da superf́ıcie Xr(Sr) em R3. Além disso, pela

Proposição 1.5, obtemos

2A(r) =

∫
Sr

H0Xr · n0dΣr

=

∫
Sr

(
2

r
+H1

)
Xr · n0dΣr.

Logo, como H1 = O(r−τ−1)

2A(r) =
2

r

∫
Sr

Xr · n0dΣr +

∫
Sr

H1Xr · n0dΣr

=
6V0(r)

r
+

∫
Sr

H1(r +O(r1−τ ))dΣr

=
6V0(r)

r
+ r

∫
Sr

H1dΣr +

∫
Sr

O(r−2τ )Σr

=
6V0(r)

r
+ r

∫
Sr

(
−2

r
+H0

)
dΣr +O(r2−2τ )

=
6V0(r)

r
− 2A(r) + r

∫
Sr

H0dΣr +O(r2−2τ ). (2.52)
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Desse modo, ∫
Sr

H0dΣr = −6V0(r)

r2
+ 8πr +

4A(r)

r
+O(r−2τ+1). (2.53)

Assim, de (2.51) e (2.53), conclúımos∫
Sr

H0dΣr = 4πr +
A(r)

r
+ +O(r−2τ+1).

�

2.2 A relação entre as massas ADM e de Brown-

York

Finalmente, a partir de examinarmos as integrais das curvaturas H e H0 e da

definição Definição 1.23, demonstraremos de maneira imediata o seguinte resultado

que relacionam, sob certas condições, a massa de Brown- York e a Massa ADM.

Teorema 2.6. Sejam (M, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem τ > 1
2

e

Sr esferas coordenadas. Então,

lim
r→∞

mBY (Sr) = mADM(M).

Demonstração: Com efeito, dos Lemas 2.3 e 2.5, temos que∫
Sr

(H0 −H)dΣr = 4πr +
A(r)

r
− A(r)

r
− 4πr + 8πmADM(M) + o(1),

desde que r →∞. Assim, pela definição da massa Brown-York, tem-se

mBY (Sr) =
1

8π

∫
Sr

(H0 −H)dΣr = mADM(M) + o(1),

ou seja,

mBY (Sr)−mADM(M) = o(1).

Sendo assim, dado ε > 0 existe A > 0 tais que para todo r > M tem-se

|mBY (Sr)−mADM(M)| < ε.

Portanto,

lim
r→∞

mBY (Sr) = mADM(M).

�
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Observação 2.3. Note que, de maneira intuitiva, quando pensamos em calcular mas-

sas de certos corpos é natural pensarmos em conjuntos compactos, como na definição

da massa Brown-York, contudo aparecem certas dificuldades para calcularmos massas

de objetos mais gerais como as variedades. Isto ressalta a relevância deste resultado,

fornecendo uma alternativa de determinamos a massa ADM de uma variedade Rie-

manniana.

Ademais, apresentaremos uma consequência do Teorema 2.6, a qual generaliza o

resultado anterior, no sentido que podemos substituir Sr por esferas suavemente defor-

madas. Mais especificamente, consideraremos uma função suave ρ em M que satisfaz

condições de decaimento então podemos demonstrar, por meio da unicidade da massa

ADM, que o limite da massa de Brown-York do conjunto das curvas de ńıveis de ρ

denotada por Σρ tende a massa ADM da variedade M .

Corolário 2.7. Admitindo as mesmas condições do Teorema 2.6, considere ρ uma

função suave em M tal que

|ρ− r|+ r|∂(ρ− r)|+ r2|∂∂(ρ− r)|+ r3|∂∂∂(ρ− r)| = O(rκ), (2.54)

para algum 0 < κ < 1− τ . Então,

lim
ρ→∞

mBY (Σρ) = mADM(M),

em que Σρ é o conjunto de ńıvel da função ρ.

Demonstração: Para cada x0 fixe ρ(x0) = ρ. E considere a aplicação F : M −→ M

dada por

F (x) =
ρ

r
x = y.

Note que F é um difeomorfismo e mais ainda,

dFv =
ρ

r
v.

Dessa forma, a métrica pull back para o espaço M induzida por tal aplicação é tal que

g(u, v) = g(dFu, dFv).

Logo, pelas propriedades da métrica g, tem-se

g(u, v) =
ρ2

r2
g(u, v).
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Além disso,

gij =
ρ2

r2
gij.

Agora, vamos mostrar que a métrica g satisfaz as mesmas condições de decaimento da

Definição 1.21, isto é,

gij = δij +O3(r−τ ).

Com efeito, por (2.54)

ρ− r = O(rκ),

com 0 < κ < 1− τ . Então,

ρ = r +O(r1−τ ) = O(r),

pois 0 < τ . Logo, ρ2 = O(r2) e assim,

ρ2

r2
= O(1).

Desse modo,

gij − δij =
ρ2

r2
gij − δij

=
ρ2

r2
δij +

ρ2

r2
O(r−τ )− δij

= O(1)(δij − δij) +O(r−τ )

= O(r−τ ),

ou seja,

gij = δij +O(r−τ ).

Além disso, pela Definição 1.21, tem-se

gij,k =
∂

∂xk

(
ρ2

r2

)
gij +

ρ2

r2
gij,k

=
1

r2
2ρ

∂ρ

∂xk
gij +O(1)O(r−τ−1)

= O(r−τ−1)(δij +O(r−τ )) +O(r−τ−1)

= O(r−2τ−1) +O(r−τ−1)

= O(r−τ−1).
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Visto que da condição (2.54), temos

∂ρ

∂xk
= O(rκ−1),

pois κ− 1 < −τ < 0, isto é,
∂ρ

∂xk
= O(r−τ ).

Por outro lado, sabemos também que

∂2ρ

∂xlxk
= O(r−κ−2).

Logo,
∂2ρ

∂xl∂xk
= O(r−τ−1).

Dáı, obtemos

gij,kl =
∂

∂xl

(
1

r2
2ρ

∂ρ

∂xk
gij +

ρ2

r2
gij,k

)
=

2

r2

∂ρ

∂xl
∂ρ

∂xk
gij +

2

r2
ρ

∂2ρ

∂xl∂xk
gij +

2

r2
ρ
∂ρ

∂xk
gij,l +

2

r2
ρ
∂ρ

∂xl
gij,k +

ρ2

r2
gij,kl

= (O(r−2−2τ ) +O(r−2−2τ ))gij +O(r−2−τ ) +O(r−2−τ )

= O(r−τ−2),

pois −τ > −2τ e gij = O(1). Analogamente, mostramos que

gij,klm = O(r−τ−3).

pois, por hipótese, temos que

∂3ρ

∂xm∂xl∂xk
= O(r−κ−3) = O(r−τ−2).

Sendo assim, g satisfaz todas as condições da Definição 1.21. Por fim, observe que Σρ

é a esfera coordenada referente as coordenadas yi. Portanto, da unicidade da massa

ADM, que foi verificada por Bartnik [2], segue o resultado.

�

2.3 Aplicações e a massa Isoperimétrica

Apresentaremos a seguir uma consequência natural dos Lemas 2.3 e 2.5, que rela-

ciona o volume do interior da esfera coordenadas Sr com volume euclidiano do interior
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da superf́ıcie gerada por meio da imagem de Sr do mergulho Xr determinado no Lema

2.4.

Teorema 2.8. Seja (M, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem τ > 1
2

com

um fim. Então,

V0(r)− V (r) = −2mADM(M)πr2 + o(r2),

onde V (r) é o volume do interior da esfera coordenadas Sr com relação a métrica g e

V0(r) é o volume euclidiano do interior da superf́ıcie Sr quando mergulhada em R3.

Demonstração: Primeiramente observe que pela primeira fórmula de variação do

funcional volume (Veja [14]) e por (2.32), temos

V ′(r) =

∫
Sr

1

|∇r|
dΣr

=

∫
Sr

(
1 +

1

2

σijx
ixj

r2
+O(r−2τ )

)
dΣr

= A(r) +
1

2

∫
Sr

σijx
ixj

r2
dΣr +O(r2−2τ ).

Porém, sabemos que dΣr = (1 +O(r−τ ))dΣ0
r, σij = O(r−τ ) e xl = O(r−τ ). Então,

A(r)

r
=
V ′(r)

r
− 1

2

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r +O(r1−2τ ).

Dáı, ∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r =
1

r
(2V ′(r)− 2A(r)) +O(r1−2τ ).

Por outro lado, como vimos na prova do Lema 2.3

d

dr
(A(r)) =

A(r)

r
+ 4πr − 8πmADM(M) +

∫
Sr

σij
xixj

r3
dΣ0

r + o(1).

Assim,

d

dr
(A(r)) =

A(r)

r
+ 4πr − 8πmADM(M) +

1

r
(2V ′(r)− 2A(r)) + o(1). (2.55)

Note que,
d

dr
(rA(r)) = A(r) + r

d

dr
(A(r)). (2.56)
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Então, substituindo (2.55) em (2.56), obtemos

d

dr
(rA(r)) = A(r) + r

(
A(r)

r
+ 4πr − 8πmADM(M) +

1

r
(2V ′(r)− 2A(r)) + o(1)

)
= 2A(r) + 4πr2 − 8πmADM(M)r + 2V ′(r)− 2A(r) + o(r)

= 4πr2 − 8πmADM(M)r + 2V ′(r) + o(r).

Logo,

V ′(r) =
1

2

d

dr
(rA(r))− 2πr2 + 4πmADM(M)r + o(r).

Dáı, integrando em relação a r, tem-se

V (r) =
1

2
rA(r)− 2πr3

3
+ 2πmADM(M)r2 + o(r2). (2.57)

No entanto, de (2.51) e (2.52) da demonstração do Lema 2.5, temos que

r

∫
Sr

H0dΣr =
6V0(r)

r
+ 8πr2 − 2A(r) +O(r−2τ+2) (2.58)

e

2A(r) =
6V0(r)

r
− 2A(r) + r

∫
Sr

H0dΣr +O(r2−2τ ). (2.59)

Assim, substituindo (2.58) em (2.59), conclúımos

2A(r) =
12V0(r)

r
− 4A(r) + 8πr2 +O(r2−2τ ).

Por isso,

V0(r) =
1

2
rA(r)− 2

3
πr3 +O(r3−2τ ). (2.60)

Portanto, de (2.57) e (2.60), tem-se

V0(r)− V (r) = −2πmADM(M)r2 + o(r2) +O(r3−2τ ).

Mas note que,

r−2O(r3−2τ ) = O(r1−2τ )

e como 1− 2τ < 0, então O(r1−2τ ) = o(1). Logo,

V0(r)− V (r) = −2πmADM(M)r2 + o(r2).

�

Corolário 2.9. Assumindo as notações anteriores. Se a curvatura escalar de (M, g) é
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não-negativa, então

lim
r→∞

V (r)− V0(r)

r2
≥ 0

em que a igualdade é satisfeita se, e somente se, (M, g) é isométrica ao R3.

Demonstração: De fato, do Teorema 2.8 obtemos

−V0(r)− V (r)

r2
= 2πmADM(M) + o(1).

Por outro lado, do Teorema da Massa Positiva, temos que mADM(M) ≥ 0, em que a

igualdade acontece se e só se (M, g) é isométrica ao R3. Logo,

V (r)− V0(r)

r2
+ o(1) = 2πmADM(M) ≥ 0.

Então,

lim
r→∞

V (r)− V0(r)

r2
≥ 0

no qual vale a igualdade se, e somente se, a variedade (M, g) é isométrica ao R3. �

Corolário 2.10. A massa ADM e a massa isoperimétrica de uma variedade assinto-

ticamente plana M são iguais.

Demonstração: Com efeito, da Definição 1.24, sabemos que

mISO = lim sup
r→∞

2

A(r)

(
V (r)− 1

6π
1
2

(A(r))
3
2

)
.

Mas, pela demonstração do Teorema 2.8, estritamente por (2.57), temos que

2

A(r)

(
V (r)− 1

6π
1
2

(A(r))
3
2

)
=

2

A(r)

(
1

2
rA(r)− 2πr3

3
+ 2πmADM(M)r2 + o(r2)

)
− 1

6π
1
2

(A(r))
3
2

2

A(r)
(2.61)

= r − 4πr3

3A(r)
+

4πr2

A(r)
mADM(M)− 1

3π
1
2

A(r)
1
2 + o(1)

= r +
4πr2

A(r)

(
mADM(M)− r

3

)
− 2r

3

(
A(r)

4πr2

) 1
2

+ o(1).

Por outro lado, pelo Corolário 2.2, temos que

A(r)

4πr2
= 1 +

1

8πr2

∫
Sr

hijσijdΣ0
r +O(r−2τ ).
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Assim, considere

J =
1

8πr2

∫
Sr

hijσijdΣ0
r = O(r−τ ).

Logo,
A(r)

4πr2
= 1 + J +O(r−2τ ) = 1 +O(r−τ ) = O(1). (2.62)

Então, multiplicando a segunda igualdade em (2.62) por
4πr2

A(r)
, obtemos

4πr2

A(r)
= 1 +O(r−τ ).

Agora, prosseguindo de forma análoga, multiplicando a primeira igualdade em (2.62)

por
4πr2

A(r)
, temos que

4πr2

A(r)
= 1− J +O(r−2τ ). (2.63)

Além disso,

A(r)

4πr2
= 1 + J +O(r−2τ )

=

(
1 +

1

2
J +O(r−2τ )

)2

.

Dáı, (
A(r)

4πr2

) 1
2

= 1 +
1

2
J +O(r−2τ ). (2.64)

Dessa forma, substituindo (2.63) e (2.64) em (2.61), conclúımos que

2

A(r)

(
V (r)− 1

6π
1
2

(A(r))
3
2

)
= r +

4πr2

A(r)

(
mADM(M)− r

3

)
− 2r

3

(
A(r)

4πr2

) 1
2

+ o(1)

= r + (1− J +O(r−2τ ))
(
mADM(M)− r

3

)
− 2r

3

(
1 +

1

2
J +O(r−2τ )

)
+ o(1)

= mADM(M) + o(1), (2.65)

pois τ > 1
2
. Portanto,

mISO = lim sup
r→∞

2

A(r)

(
V (r)− 1

6π
1
2

(A(r))
3
2

)
= mADM(M).

como queŕıamos demonstrar. �
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Observação 2.4. Vale destacar, que em alguns literaturas (Veja Huisken [11]), a massa

isoperimétrica pode ser definida como

mISO =
2

A(r)

(
V (r)− 1

6π
1
2

(A(r))
3
2

)
.

Sendo assim, como analisado no resultado acima, teŕıamos que limr→∞mISO = mADM .
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Caṕıtulo 3

Expansões de massas quasi-locais

de esferas geodésicas

O objetivo desse caṕıtulo é apresentarmos expansões para algumas massas quasi-

locais de esferas geodésicas. Para isso, precisamos analisar algumas estruturas geométri-

cas em coordenadas normais.

3.1 Expansão da métrica em coordenadas normais

Primeiramente, vamos analisar a expansão de Taylor da métrica de uma variedade

Riemanniana. Especificamente, temos a seguinte expansão.

Lema 3.1. Sejam (N, g) uma variedade Riemannina e p ∈ N . Então, para qualquer

x próximo de p, os componentes métricos de g nas coordenadas normais podem ser

expressos como

gij(x) = δij +
1

3
Riklj(p)x

kxl +
1

6
Riklj;m(p)xkxlxm

+

(
1

20
Riklj;mn(p) +

2

45
Rikls(p)Rjmns(p)

)
xkxlxmxn +O(r5).

Demonstração: Como analisado no caṕıtulo 1, vamos iniciar fixando

x = (x1, x2, . . . , xn)

e consideremos γ(t) = (tx1, . . . , txn) uma geodésica radial, então

J(t) = tW i∂i

é um campo de Jacobi em γ(t), com W i ∈ R, J(0) = 0 e J̇(0) = W i∂i. Sendo assim,
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

considere

f(t) = 〈J(t), J(t)〉.

A fim de facilitar as notações durantes as contas que faremos a seguir, denote · como a

derivada covariante com respeito a t, e defina o operador Rγ̇ : X(M) −→ X(M), como

RγX = RX = R(X, γ̇)γ̇. (3.1)

Logo, pela simetrias de R, tem-se

〈RX, Y 〉 = 〈RY,X〉, (3.2)

pois,

〈R(X, γ̇)γ̇, Y 〉 = −〈R(γ̇, X)γ̇, Y 〉

= −(−〈R(γ̇, X)Y, γ̇〉)

= 〈R(Y, γ̇)γ̇, X〉.

Isto significa que R é um operador simétrico e derivando (3.1) também podemos con-

cluir que Ṙ, R̈,
...
R, . . . , são simétricos. De fato, por derivação, obtemos

〈 ˙RX, Y 〉+ 〈RX, Ẏ 〉 = 〈 ˙RY ,X〉+ 〈RY, Ẋ〉.

Assim,

〈ṘX, Y 〉+ 〈RẊ, Y 〉+ 〈RX, Ẏ 〉 = 〈ṘY,X〉+ 〈RẎ ,X〉+ 〈RY, Ẋ〉

E, por (3.2), temos que

〈ṘX, Y 〉 = 〈ṘY,X〉

e de forma análoga mostra-se as simetrias de R̈,
...
R,R4, . . . Além disso, pela equação de

Jacobi, vista anteriormente em (1.3), temos que

J̈ = RJ. (3.3)

Agora, vamos calcular as derivadas de f = 〈J, J〉 até ordem 6. Então, note que

f ′(t) = 2〈J̇ , J〉. (3.4)
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Por (3.3), temos que

f ′′(t) = 2〈J̈ , J〉+ 2〈J̇ , J̇〉

= 2〈RJ, J〉+ 2〈J̇ , J̇〉. (3.5)

Dáı, derivando novamente e utilizando a simetria de R e suas derivadas, obtemos que

f ′′′(t) = 2〈 ˙R J, J〉+ 2〈RJ, J̇〉+ 2〈J̈ , J̇〉+ 2〈J̇ , J̈〉

= 2〈ṘJ, J〉+ 2〈RJ̇, J〉+ 2〈RJ, J̇〉+ 4〈R, J̇〉

= 2〈ṘJ, J〉+ 8〈RJ̇, J〉. (3.6)

Similarmente, tem-se

f (4)(t) = 2〈R̈J, J〉+ 2〈ṘJ̇ , J〉+ 2〈ṘJ, J̇〉+ 8〈ṘJ̇ , J〉+ 8〈RJ̈, J〉+ 8〈RJ̇, J̇〉

= 2〈R̈J, J〉+ 12〈ṘJ̇ , J〉+ 8〈RJ,RJ〉+ 8〈RJ̇, J̇〉. (3.7)

Além disso,

f (5)(t) = 2〈
...
RJ, J〉+ 2〈R̈J̇ , J〉+ 2〈R̈J, J̇〉+ 12〈R̈J̇ , J〉+ 12〈ṘJ̈ , J〉+ 12〈ṘJ̇ , J̇〉

+ 8〈ṘJ, RJ〉+ 8〈RJ̇,RJ〉+ 8〈RJ,RJ̇〉+ 8〈RJ,RJ̇〉+ 8〈ṘJ̇ , J̇〉+ 8〈RJ̈, J̇〉

+ 8〈RJ̇, J̈〉

= 2〈
...
RJ, J〉+ 16〈R̈J̇ , J〉+ 28〈ṘJ, RJ〉+ 20〈ṘJ̇ , J̇〉+ 32〈RJ̇,RJ〉. (3.8)

E,

f (6)(t) = 2〈R4J, J〉+ 2〈
...
RJ̇, J〉+ 2〈

...
RJ, J̇〉+ 16〈

...
RJ̇, J〉+ 16〈R̈J̈ , J〉+ 16〈R̈J̇ , J̇〉

+ 28〈R̈J, RJ〉+ 28〈ṘJ̇ , RJ〉+ 28〈ṘJ, ṘJ〉+ 28〈ṘJ, RJ̇〉+ 20〈R̈J̇ , J̇〉

+ 20〈ṘJ̈ , J̇〉+ 20〈ṘJ̇ , J̈〉+ 32〈ṘJ̇ , RJ〉+ 32〈RJ̈,RJ〉+ 32〈RJ̇, ṘJ〉

+ 32〈RJ̇,RJ̇〉

= 2〈R4J, J〉+ 20〈
...
RJ̇, J〉+ 44〈R̈J, RJ〉+ 36〈R̈J̇ , J̇〉+ 100〈ṘJ̇ , RJ〉

+ 28〈ṘJ, ṘJ〉+ 60〈ṘJ, RJ̇〉+ 32〈RJ̈,RJ〉+ 32〈RJ̇,RJ̇〉. (3.9)

Sabemos que

J(0) = 0 e J̇(0) = W = W i∂i.
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Então, analisando (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9) quando t = 0, obtemos

f(0) = 0;

f ′(0) = 0;

f ′′(0) = 2〈W,W 〉;

f ′′′(0) = 0;

f (4)(0) = 8〈W,RW 〉 = 8〈R(W, γ̇)γ̇,W 〉;

f (5)(0) = 20〈W,R〉 = 20〈∇tR(W, γ̇)γ̇,W 〉;

f (6)(0) = 32〈RW,RW 〉+ 36〈W, R̈W 〉

= 32〈R(W, γ̇)γ̇, R(W, γ̇)γ̇〉+ 36〈∇2
tR(W, γ̇)γ̇,W 〉.

Observando que J̇(0) = W = W i∂i(p), gij(p) = δij, γ̇(0) = (x1, x2, . . . , xn) = xi∂i e que

derivada covariante de um tensor de ordem n é um tensor de ordem n+ 1, obtemos

f(0) = f ′(0) = f ′′′(0) = 0;

f ′′(0) = 2〈W i∂i(p),W
j∂j(p)〉 = 2gij(p)W

iW j = 2δijW
iW j;

f (4)(0) = 8〈R(W, γ̇)γ̇,W 〉 = 8Rikljx
kxlW iW j;

f (5)(0) = 20〈∇tR(W, γ̇)γ̇,W 〉 = 20Riklj;mx
kxlxmW iW j;

f (6)(0) = 32〈R(W, γ̇)γ̇, R(W, γ̇)γ̇〉+ 36〈∇2
tR(W, γ̇)γ̇,W 〉

= (32RiklsRjmns + 36Riklj;mn)xkxlxmxnW iW j.

Também sabe-se que f(t) = 〈J(t), J(t)〉, em que J(t) = tW i∂i, com γ(t) = tx. Logo,

f(t) = g(tW i∂i, tW
j∂j)

= t2W iW jg(∂i, ∂j),

ou seja,

f(t) = t2gij(tx)W iW j.

Por outro lado, a expansão de Taylor de ordem 6 em t = 0 é

f(t) = f(0) +
6∑
i=1

1

i!
f (i)(0)ti +O(t7).
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dessa forma, ficamos com

t2gij(tx)W iW j =
2

2!
δijt

2W iW j +
8

4!
Rikljx

lxkt4W iW j +
20

5!
Riklj;mx

kxlxmt5W iW j

+
1

6!
t6 (32RiklsRjmns + 36Riklj;mn)xkxlxmxnW iW j +O(t7).

Logo, para t 6= 0, tem-se

gij(tx) = δij +
1

3
Rikljx

lxkt2 +
1

6
Riklj;mx

kxlxmt3

+

(
1

20
Riklj;mn +

2

45
RiklsRjmns

)
t4xkxlxmxn +O(t5).

Portanto, fazendo uma simples mudança de variável, conclúımos que

gij(x) = δij +
1

3
Rikljx

lxk +
1

6
Riklj;mx

kxlxm

+

(
1

20
Riklj;mn +

2

45
RiklsRjmns

)
xkxlxmxn +O(r5),

em que |x| = r. �

Uma consequência do Lema 3.1 é o seguinte resultado, o qual garante uma expansão

de Taylor de ordem 5 para o determinante da métrica em coordenadas normais.

Corolário 3.2. Sejam (N, g) uma variedade Riemannina e p ∈ N . Então, para qual-

quer x próximo de p, os componentes métricos de g nas coordenadas normais podem

ser expressos como

det(gij) = 1− 1

3
Rijx

ixj − 1

6
Rij;kx

ixjxk

−
(

1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
xixjxkxl +O(r5).

Demonstração: Note que na demonstração do Lema 3.1 podemos definir

RX = R(γ̇, X)γ̇ = −R(X, γ̇)γ̇.

Desse modo, obtemos

gij(x) = δij −
1

3
Riklj(p)x

kxl − 1

6
Riklj;m(p)xkxlxm

+

(
− 1

20
Riklj;mn(p) +

2

45
Rikls(p)Rjmns(p)

)
xkxlxmxn +O(r5). (3.10)

Além disso, denotando g = gij(x) afirmamos que a expansão de Taylor de ordem 5 do
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

determinante de gij é dada por:

detg(x) = detg(p) + ∂i(detg)(p)xi +
1

2!
∂2
ij(detg)(p)xixj +

1

3!
∂3
ijk(detg)(p)xixjxk

+
1

4!
∂4
ijkl(detg)(p)xixjxkxl +O(r5). (3.11)

Observe que de (3.10) temos que

g(p) = δij, ∂kg(p) = 0, , ∂2
klg(p) = −2

3
Riklj(p), ∂3

klmg(p) = −Riklj;m(p)

e

∂4
klmng(p) = 4!

(
− 1

20
Riklj;mn(p) +

1

45
Rikls(p)Rjmns(p)

)
.

Encontraremos os coeficientes da expansão analisada em (3.11). Dessa forma, note que

det(g(p)) = det(δij) = 1. (3.12)

Por outro lado, sabemos que

∂k(detg) = g−1∂kg.

Logo,

∂k(detg)(p) = 0. (3.13)

Além disso, pela regra de derivação do produto, tem-se

∂2
kl(detg) = ∂l(g

−1∂kg)

= (∂lg
−1)(∂kg) + g−1∂2

klg.

Assim, analisando em p, temos que

∂2
kl(detg)(p) = g−1

(
−2

3
Riklj(p)

)
= −2

3
Rkl(p), (3.14)

visto que ∂kg(p) = 0, pois estamos trabalhando em coordenadas normais. Analoga-

mente,

∂3
klm(detg) = ∂m(∂lg

−1∂kg + g−1∂2
klg)

= (∂2
lmg
−1)(∂kg) + (∂lg

−1)(∂2
kmg) + (∂mg

−1)(∂2
klg) + g−1∂3

klmg.

No entanto, como ∂ag(p) = 0, então ∂ag
−1(p) = 0. Logo,

∂3
klm(detg)(p) = −g−1Riklj;m(p).
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dáı, para explicitar ∂3
klm(detg)(p), analisaremos g−1Riklj;m. Sendo assim, note que

g−1Riklj;m = ∂m(g−1Riklj)− (∂mg
−1)Riklj

= ∂m(Rkl)− (∂mg
−1)Riklj

= Rkl;m − (∂mg
−1)Riklj.

E, como ∂mg
−1(p) = 0, conclúımos que

g−1Riklj;m(p) = Rkl;m(p).

Logo,

∂3
klm(detg)(p) = −Rkl;m(p). (3.15)

Por fim, para determinarmos a expansão de Taylor de ordem 5 do determinante da

métrica, precisamos encontrar ∂4
klmn(detg)(p). Para tanto, mostraremos o seguinte

fato:

∂2
st(g

−1) = −g−1(∂2
stg)g−1

em p. Com efeito, sabemos que gg−1 = δ, então ∂t(gg
−1) = 0. Dáı,

(∂2
stg)g−1 + (∂t)g(∂sg

−1) + (∂sg)(∂tg
−1) + g(∂2

stg
−1) = 0.

Assim, avaliando em p, conclúımos que

∂2
stg
−1 = −g−1(∂2

stg)g−1.

Agora vamos analisar ∂4
klmn(detg)(p). Observe que,

∂4
klmn(detg) = ∂n[(∂2

lmg
−1)(∂kg) + (∂lg

−1)(∂2
kmg) + (∂mg

−1)(∂2
klg) + g−1∂3

klmg]

= (∂3
lmng

−1)(∂kg) + (∂2
lmg
−1)(∂2

kng) + (∂2
lng
−1)(∂2

kmg) + (∂lg
−1)(∂3

kmng)

+ (∂2
mng

−1)(∂2
klg) + (∂mg

−1)(∂3
klng) + (∂ng

−1)(∂3
klmg) + g−1∂4

klmng.
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Desse modo, quando avaliamos a derivada acima em p, tem-se

∂4
klmn(detg)(p) = −(g−1∂2

lmg(p))(g−1∂2
kng(p))− (g−1∂2

lng(p))(g−1∂2
kmg(p))

− (g−1∂2
mng(p))(g−1∂2

klg(p)) + g−1∂4
klmng(p)

= −g−1

(
2

3
Riljm(p)

)
g−1

(
−2

3
Riknj(p)

)
− g−1

(
2

3
Riljn(p)

)
g−1

(
−2

3
Rikmj(p)

)
− g−1

(
2

3
Rimjn(p)

)
g−1

(
−2

3
Riklj(p)

)
+ g−1∂4

klmng(p)

=
4

9
(Rlm(p)Rkn(p) +Rln(p)Rkm(p) +Rmn(p)Rkl(p))

+ g−1∂4
klmng(p).

Então basta analisarmos g−1∂4
klmng(p). Note que,

g−1∂4
klmng(p) = 4!

(
− 1

20
(g−1Riklj;mn)(p) +

1

45
δijRikls(p)Rjmns(p)

)
= 4!

(
− 1

20
(g−1Riklj;mn)(p) +

1

45
Rtkls(p)Rtmns(p)

)
.

Dáı, resta analisarmos g−1Riklj;mn(p). Para isso, observe que

g−1Riklj;mn = ∂n(g−1Riklj;m)− (∂ng
−1)Riklj;m

= ∂n[∂m(g−1Riklj)− (∂mg
−1)Riklj]− (∂ng

−1)Riklj;m

= ∂n(∂m(Rkl))− (∂2
mng

−1)Riklj − (∂mg
−1)Riklj;n − (∂ng

−1)Riklj;m

= Rkl;mn − (∂2
mng

−1)Riklj − (∂mg
−1)Riklj;n − (∂ng

−1)Riklj;m.

E, como g−1(p) = δij, pois estamos trabalhando em coordenadas normais, então

g−1Riklj;mn(p) = Rkl;mn(p) + g−1(∂2
mng(p))(g−1Riklj(p))

= Rkl;mn(p) +
2

3
Rtmns(p)Rtkls(p).
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Assim,

g−1∂4
klmng(p) = 4!

(
− 1

20
(g−1Riklj;mn)(p) +

1

45
δijRikls(p)Rjmns(p)

)
= 4!

(
− 1

20
Rkl;mn(p)− 2

60
Rtmns(p)Rtkls(p) +

1

45
Rtkls(p)Rtmns(p)

)
= 4!

(
− 1

20
(g−1Riklj;mn)(p) +

1

45
δijRikls(p)Rjmns(p)

)
= 4!

(
− 1

20
Rkl;mn(p)− 1

90
Rtkls(p)Rtmns(p)

)
.

Logo,

∂4
klmn(detg)(p) =

4

9
(Rlm(p)Rkn(p) +Rln(p)Rkm(p) +Rmn(p)Rkl(p))

+ 4!

(
− 1

20
Rkl;mn(p)− 1

90
Rtkls(p)Rtmns(p)

)
. (3.16)

Portanto, substituindo (3.12) - (3.16) em (3.11), obtemos

det(gij) = 1− 1

2!

2

3
Rijx

ixj − 1

3!
Rij;kx

ixjxk

+
1

4!

(
4

9
(Rjk(p)Ril(p) +Rjl(p)Rik(p) +Rkl(p)Rij(p))

)
xixjxkxl

− 1

4!

[
4!

(
1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm

)]
xixjxkxl +O(r5)

= 1− 1

3
Rijx

ixj − 1

6
Rij;kx

ixjxk +
4

4!9
(3Rij(p)Rkl(p))x

ixjxkxl

−
(

1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm

)
xixjxkxl +O(r5)

= 1− 1

3
Rijx

ixj − 1

6
Rij;kx

ixjxk

−
(

1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
xixjxkxl +O(r5).

�

3.2 Expansão de alguns objetos geométricos

A partir das expansões analisadas na seção anterior, podemos apresentar uma ex-

pansão para a área de esferas geodésicas numa variedade Riemanniana de dimensão

3.

Lema 3.3. Sejam (N, g) uma variedade Riemanniana de dimensão 3 e A(r) a área da
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

esfera geodésica Sr = {|x| = r} com raio r em N centro p. Então,

A(r) = 4πr2 + A4 + A6 +O(r7),

em que

A4 = −2πr4R

9
, A6 =

πr6

675
(4R2 − 2|Ric|2 − 9∆R).

Aqui ∆ = ∆g denota o operador Laplaciano com respeito a métrica g e |Ric| é a norma

do tensor Ricci. Além disso, todos os termos envolvendo as curvaturas são analisados

em p.

Demonstração: Primeiramente, vamos analisar a expansão de Taylor de ordem 5 da

função
√
f , na qual, pelo Lema 3.1, tem-se

f = det(gij)

= 1− 1

3
Rijx

ixj − 1

6
Rij;kx

ixjxk

−
(

1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
xixjxkxl +O(r5).

Então,

f(p) = 1, ∂if(p) = 0, , ∂2
ijf(p) = −2

3
Rij(p), ∂3

ijkf(p) = −Rij;k(p)

e

∂4
ijklf(p) = −4!

(
1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
.

Dessa forma, utilizando propriedades de derivação, temos que

∂i
√
f =

1

2
f−

1
2∂i(f). (3.17)

E, derivando a igualdade acima em relação a j, tem-se

∂2
ij

√
f = ∂j(∂i

√
f)

= ∂j

(
1

2
f−

1
2∂if

)
= −1

4
f−

3
2 (∂jf)(∂jf) +

1

2
f−

1
2 (∂2

ijf). (3.18)
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Agora, derivando em relação a k, obtemos

∂3
ijk

√
f = ∂k(∂

2
ij)

= ∂k

(
−1

4
(∂jf)(∂jf) +

1

2
f−

1
2 (∂2

ijf)

)
=

3

8
f−

5
2 (∂kf)(∂jf)(∂if)− 1

4
f−

3
2 (∂2

kjf)(∂if)− 1

4
f−

3
2 (∂jf)(∂2

ikf)

− 1

4
f−

3
2 (∂kf)(∂2

ijf) +
1

2
f−

1
2∂3

ijkf. (3.19)

Analogamente,

∂4
ijkl

√
f = ∂l

(
3

8
f−

5
2 (∂kf)(∂jf)(∂if)

)
− ∂l

(
1

4
f−

3
2 (∂2

kjf)(∂if)

)
− ∂l

(
1

4
f−

3
2 (∂jf)(∂2

ikf)

)
− ∂l

(
1

4
f−

3
2 (∂kf)(∂2

ijf)

)
+ ∂l

(
1

2
f−

1
2∂3

ijkf

)
= −15

16
f−

7
2 (∂lf)(∂kf)(∂jf)(∂if) +

3

8
f−

5
2 (∂2

klf)(∂jf)(∂if)

+
3

8
f−

5
2 (∂kf)(∂2

jlf)(∂if) +
3

8
f−

5
2 (∂kf)(∂jf)(∂2

ilf)

+
3

8
f−

5
2 (∂lf)(∂2

kjf)(∂if)− 1

4
f−

3
2 (∂3

kijf)(∂if)

− 1

4
f−

3
2 (∂2

kjf)(∂2
ilf) +

3

8
f−

5
2 (∂lf)(∂jf)(∂2

ikf)

− 1

4
f−

3
2 (∂2

jlf)(∂2
ikf)− 1

4
f−

3
2 (∂jf)(∂3

iklf)

+
3

8
f−

5
2 (∂lf)(∂kf)(∂2

ijf)− 1

4
f−

3
2 (∂2

lkf)(∂2
ijf)

− 1

4
f−

3
2 (∂kf)(∂3

ijlf)− 1

4
f−

3
2 (∂lf)(∂3

ijkf) +
1

2
f−

1
2 (∂4

ijklf). (3.20)

Dáı, pelo que já observamos no ińıcio da demonstração e analisando (3.17), (3.18),

(3.19) e (3.20) em p, obtemos

√
f(p) = 1, , ∂i

√
f(p) = 0, ∂2

ij

√
f(p) = −1

3
Rij, ∂3

ijk

√
f(p) = −1

2
Rij;k

e

∂4
ijkl

√
f(p) = −1

4

[(
2

3
Rkj

)(
2

3
Ril

)
+

(
2

3
Rjl

)(
2

3
Rik

)
+

(
2

3
Rlk

)(
2

3
Rij

)]
− 4!

2

(
1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
.
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Por outro lado, a expansão de Taylor de f de ordem 5 é dada por

√
f(x) =

√
f(p) + ∂i

√
f(p)xi +

1

2!
∂2
ij

√
f(p)xixj +

1

3!
∂3
ijk

√
f(p)xixjxk

+
1

4!
∂4
ijkl

√
f(p)xixjxkxl +O(r5).

Sendo assim,

√
f(x) = 1 +

1

2

(
−1

3
Rijx

ixj
)

+
1

6

(
−1

2
Rij;k

)
xixjxk

− 1

4!

((
1

3
Rkj

)(
1

3
Ril

)
+

(
1

3
Rjl

)(
1

3
Rik

)
−
(

1

3
Rlk

)(
1

3
Rij

))
xixjxkxl

+
1

4!

[
−4!

2

(
1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)]
xixjxkxl +O(r5)

= 1 +
1

2

(
−1

3
Rijx

ixj
)

+
1

2

(
−1

6
Rij;k

)
xixjxk − 1

8

(
−1

3
Rijx

ixj
)2

− 1

2

(
1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
xixjxkxl +O(r5),

isto é, √
f(x) = 1 +

1

2
(b2 + b3 + b4)− 1

8
(b2)2 +O(r5), (3.21)

em que

b2 = −1

3
Rijx

ixj

b3 = −1

6
Rij;kx

ixjxk

b4 = −
(

1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
xixjxkxl.

Portanto,

V (r) =

∫
Br

√
fdv0,

no qual dv0 é o elemento de volume euclidiano com respeito a métrica euclidiana e

Br = {x; |x| < r}. Um vez que, | ∂
∂r
| = 1 na métrica g e utilizando (3.21) tem-se

A(r) = V ′(r)

=

∫
Sr

√
fdΣ0

r

=

∫
Sr

(
1 +

1

2
(b2 + b3 + b4)− 1

8
(b2)2 +O(r5)

)
dΣ0

r

= 4πr2 +
1

2

∫
Sr

b2dΣ0
r +

1

2

∫
Sr

(
b4 −

1

4
(b2)2

)
dΣ0

r +O(r7). (3.22)
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Pois, ∫
Sr

b3dΣ0
r = 0.

Com efeito, basta observar que ∫
Sr

xixjxkdΣ0
r = 0.

Para verificar o fato acima, precisamos estudar os seguintes casos:

1º caso: Se i = j = k, então∫
Sr

xixjxkdΣ0
r =

∫
Sr

(xi)3dΣ0
r.

Dáı, por simetria podemos considerar, sem perda de generalidade, uma parametrização

através de coordenadas esféricas, tal que∫
Sr

xixjxkdΣ0
r =

∫ 2π

0

∫ π

0

(r senφ cos θ)3(r2 senφ)dφdθ

= r5

(∫ 2π

0

cos3 θdθ

)(∫ π

0

sen4φdφ

)
= 0.

E, de forma análoga podemos analisar os outros casos

2º caso: Se i = k e i 6= j, então∫
Sr

xixjxkdΣ0
r =

∫
Sr

(xi)2xkdΣ0
r

=

∫ 2π

0

∫ π

0

(r senφ cos θ)2(r senφ senθ)(r2 senφ)dφdθ

= r5

(∫ 2π

0

cos2 θ senθdθ

)(∫ π

0

sen4φdφ

)
= 0.

3º caso: Se i 6= j, i 6= k e j 6= k, então∫
Sr

xixjxkdΣ0
r =

∫ 2π

0

∫ π

0

(r senφ cos θ)(r senφ senθ)(r cosφ)(r2 senφ)dθdθ

= r5

(∫ 2π

0

sen3φ cosφdθ

)(∫ π

0

senθ cos θdθ

)
= 0.

Logo, como os tensores estão avaliadas em p, conclúımos∫
Sr

b3dΣ0
r =

∫
Sr

(
−1

6
Rij;kx

ixjxk
)
dΣ0

r = −1

6
Rij;k

∫
Sr

xixjxkdΣ0
r = 0.
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Agora, a fim de encontrarmos uma expansão para A(r), necessitamos calcular as inte-

grais em (3.22). Para isto, vamos iniciar calculando

1

2

∫
Sr

b2dΣ0
r =

1

2

(
−1

3

∫
Sr

Rijx
ixjdΣ0

r

)
. (3.23)

A priori, observe que como as coordenadas normais são escolhidas de modo que a

curvatura Ricci seja da forma Rij = λiδij, em que λ1, λ2 e λ3 são os autovalores do

tensor de Ricci, então

Rijx
ixj =

3∑
i=1

3∑
j=1

λiδijx
ixj =

3∑
i=1

λi(x
i)2.

Logo, para calcularmos (3.23), é suficiente encontrarmos∫
Sr

(xi)2dΣ0
r.

Então, por simetria e sem perda de generalidade, temos que∫
Sr

(xi)2dΣ0
r =

∫ 2π

0

∫ π

0

(r senφ cos θ)2(r2 senφ)dφdθ

= r4

(∫ 2π

0

cos2 θdθ

)(∫ π

0

sen3φdφ

)
=

4

3
πr4, (3.24)

para todo, i ∈ {1, 2, 3}. Assim,

1

2

∫
Sr

b2dΣ0
r =

1

2

(
−1

3

∫
Sr

Rijx
ixjdΣ0

r

)
= −1

6

∫
Sr

3∑
i=1

λi(x
i)2dΣ0

r

= −1

6

3∑
i=1

∫
Sr

λi(x
i)2dΣ0

r

= −1

6

(
3∑
i=1

λi

)(
4

3
πr4

)
= −2πr4

9
R, (3.25)
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onde R = λ1 + λ2 + λ3. De agora em diante, vamos computar a seguinte integral∫
Sr

(
b4 −

1

4
(b2)2

)
dΣ0

r.

Primeiramente, reorganizando os termos em b4, obtemos

b4 = −
(

1

20
Rij;kl +

1

90
RhijmRhklm −

1

18
RijRkl

)
xixjxkxl

= − 1

20
Rij;klx

ixjxkxl − 1

90

∑
h,m

(∑
i,j

Rhijmx
ixj

)2

+
1

2

(
−1

3

∑
ij

Rijx
ixj

)2

= − 1

20
Rij;klx

ixjxkxl − 1

90

∑
h,m

(∑
k,l

Rhklmx
kxl

)2

+
1

2
(b2)2.

Logo,∫
Sr

(
b4 −

1

4
(b2)2

)
dΣ0

r = −1

4

∫
Sr

(b2)2dΣ0
r −

1

20

∫
Sr

∑
i,j,k,l

Rij;klx
ixjxkxldΣ0

r

− 1

90

∫
Sr

∑
h,m

(∑
k,l

Rhklmx
kxl

)2

dΣ0
r +

1

2

∫
Sr

(b2)2dΣ0
r

=
1

4

∫
Sr

(b2)2dΣ0
r −

1

20

∫
Sr

∑
i,j,k,l

Rij;klx
ixjxkxldΣ0

r

− 1

90

∫
Sr

∑
h,m

(∑
k,l

Rhklmx
kxl

)2

dΣ0
r. (3.26)

Desse modo, vamos calcular∫
Sr

(b2)2dΣ0
r =

∫
Sr

(
−1

3
Rijx

ixj
)2

dΣ0
r.

Prosseguindo de forma análoga ao que fizemos em (3.24), conclúımos que∫
Sr

(xi)4dΣ0
r =

4

5
πr6, (3.27)

para todo i ∈ {1, 2, 3}. Além disso, como r2 =
∑

(xi)2, então

r4 =
3∑
i=1

(xi)4 +
3∑
i=1

3∑
j=1

(xixj)2.
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Dáı, por simetria, tem-se∫
Sr

r4dΣ0
r = 3

∫
Sr

(xi)4dΣ0
r + 6

∫
Sr

(xixj)2dΣ0
r

e, por (3.27), obtemos

4πr6 =
12

5
πr6 + 6

∫
Sr

(xixj)2dΣ0
r.

Portanto, ∫
Sr

(xixj)2dΣ0
r =

4

15
πr6, (3.28)

para todo i, j ∈ {1, 2, 3}, com i 6= j. Logo, por (3.27) e (3.24)

∫
Sr

(Rijx
ixj)2dΣ0

r =

∫
Sr

(
3∑
i=1

λi(x
i)

)2

dΣ0
r

=

∫
Sr

[
3∑
i=1

(λi)
2(xi)4 +

∑
i 6=j

λiλj(x
ixj)2

]
dΣ0

r

=
3∑
i=1

(λi)
2

∫
Sr

(xi)4dΣ0
r +

∑
i 6=j

λiλj

∫
Sr

(xixj)2dΣ0
r

=
4

5
πr6

3∑
i=1

(λi)
2 +

4

15
πr6

∑
i 6=j

λiλj

=
4

15
πr6

(
3

3∑
i=1

(λi)
2 +

∑
i 6=j

λiλj

)
. (3.29)

Por outro lado, note que

R = λ1 + λ2 + λ3 e |Ric|2 = (λ1)2 + (λ2)2 + (λ3)2.

Então,

R2 =
3∑
i=1

(λi)
2 +

∑
i 6=j

λiλj = |Ric|2 +
∑
i 6=j

λiλj. (3.30)

Em vista disso e por (3.29), temos que∫
Sr

(Rijx
ixj)2dΣ0

r =
4

15
πr6(2|Ric|2 +R2).
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Sendo assim, ∫
Sr

(b2)2dΣ0
r =

∫
Sr

(
−1

3
Rijx

ixj
)2

dΣ0
r

=
1

9

∫
Sr

(
Rijx

ixj
)2
dΣ0

r

=
4

135
πr6(2|Ric|2 +R2). (3.31)

Dáı, substituindo (3.31) em (3.26), tem-se∫
Sr

(
b4 −

1

4
(b2)2

)
dΣ0

r =
1

135
πr6(2|Ric|2 +R2)− 1

20

∫
Sr

∑
i,j,k,l

Rij;klx
ixjxkxldΣ0

r

− 1

90

∫
Sr

∑
h,m

(∑
k,l

Rhklmx
kxl

)2

dΣ0
r. (3.32)

Além disso, sabemos que (N, g) é tridimensional, então, pela Proposição 1.4, em p

obtemos que

Rijkl = gikRjl − gilRjk − gjkRil + gjlRik −
1

2
R(gikgjl − gilgjk)

= δikRjl − δilRjk − δjkRil + δjlRik −
1

2
R(δikδjl − δilδjk), (3.33)

uma vez que gij(p) = δij, pois estamos trabalhando em coordenadas normais. No

entanto, em Sr ficamos com

Rijklx
jxk = δikRjlx

jxk − δilRjkx
jxk − δjkRilx

jxk + δjlRikx
jxk

− 1

2
R(δikδjl − δilδjk)xjxk

= δikλlδjlx
jxk − δilλkδjkxjxk − δjkλiδilxjxk + δjlλiδikx

jxk

− 1

2
Rxlxi +

1

2
Rδil(x

k)2

= λlx
ixl − δilλk(xk)2 − λiδil(xk)2 + λix

ixl − 1

2
Rxixl +

1

2
Rδilr

2

=

(
λi + λl −

R

2

)
xixl − δil

(
3∑

k=1

λk(x
k)2 +

(
λi −

R

2

)
r2

)
. (3.34)
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E assim, usando (3.28) e do fato que δil = 0, quando i 6= l, obtemos

∫
Sr

∑
i 6=l

(∑
j,k

Rijklx
jxk

)2

dΣ0
r =

∫
Sr

∑
i 6=l

((
λi + λl −

R

2

)
xixl

)
dΣ0

r

=

∫
Sr

∑
i 6=l

(
λi + λl −

R

2

)2

(xixl)2dΣ0
r

=
∑
i 6=l

(
λi + λl −

R

2

)2 ∫
Sr

(xixl)2dΣ0
r

=
4

15
πr6

∑
i 6=l

(
λi + λl −

R

2

)2

=
4

15
πr6

(∑
i 6=l

(
(λi)

2 + (λl)
2
)

+ 2
∑
i 6=l

λiλl

)

− 4

15
πr6

(
R
∑
i 6=l

(λi − λl) +
∑
i 6=l

R2

4

)
.

Logo,

∫
Sr

∑
i 6=l

(∑
j,k

Rijklx
jxk

)2

dΣ0
r =

4

15
πr6

(
4

3∑
i=1

(λi)
2 + 2

∑
i 6=l

λiλl − 4R2 +
6R2

4

)

=
4

15
πr6

(
2|Ric|2 + 2

(
3∑
i=1

(λi)
2 +

∑
i 6=l

λiλl

)
− 5R2

2

)

=
4

15
πr6

(
2|Ric|2 + 2R2 − 5

2
R2

)
.

Então, ∫
Sr

∑
i 6=l

(∑
j,k

Rijklx
jxk

)2

dΣ0
r =

4

15
πr6

(
2|Ric|2 − R2

2

)
.

Acabamos de analisar o caso no qual i 6= l, mas de agora em diante vamos analisar o

caso em que i = l. Mais especificamente, se i = l = 1 então, por (3.34), (3.27) e (3.28),
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tem-se

∫
Sr

(
R1jk1x

jxk
)2
dΣ0

r =

∫
Sr

((
2λ1 −

R

2

)
(x1)2 −

∑
k

λk(x
k)2 −

(
λ1 −

R

2

)
r2

)2

dΣ0
r

=

∫
Sr

(
2λ1 −

R

2

)2

(x1)4dΣ0
r +

∫
Sr

(∑
k

λk(x
k)2

)2

dΣ0
r

+

∫
Sr

(
λ1 −

R

2

)2

r4dΣ0
r − 2

∫
Sr

(
2λ1 −

R

2

)∑
k

λk(x
1xk)2dΣ0

r

− 2

∫
Sr

(
2λ1 −

R

2

)(
λ1 −

R

2

)
(x1)2r2dΣ0

r

+ 2

∫
Sr

(
λ1 −

R

2

)
r2
∑
k

λk(x
k)2dΣ0

r

= πr6

(
− 4

15
(λ1)2 +

8

15
Rλ1 −

4

15
R2 +

8

15
|Ric|2

)
.

Analogamente, conclúımos que∫
Sr

(
R2jk2x

jxk
)2
dΣ0

r = πr6

(
− 4

15
(λ2)2 +

8

15
Rλ2 −

4

15
R2 +

8

15
|Ric|2

)
e ∫

Sr

(
R3jk3x

jxk
)2
dΣ0

r = πr6

(
− 4

15
(λ3)2 +

8

15
Rλ3 −

4

15
R2 +

8

15
|Ric|2

)
.

Portanto,

∫
Sr

∑
i,l

(∑
j,k

Rijklx
jxk

)2

dΣ0
r =

∫
Sr

∑
i 6=l

(∑
j,k

Rijklx
jxk

)2

dΣ0
r

+

∫
Sr

3∑
i=1

(∑
j,k

Rijkix
jxk

)2

dΣ0
r

=
4

15
πr6

(
2|Ric|2 − R2

2

)
+ πr6

(
− 4

15

3∑
i=1

(λi)
2

)

+ πr6

((
8

15
R

3∑
i=1

λi

)
+ 3

(
4

15
R2 +

8

15
|Ric|2

))
.

Isto é,∫
Sr

(Rijklx
jxk)2dΣ0

r = πr6

(
8

15
|Ric|2 − 2

15
R2 − 4

15
|Ric|2 +

8

15
R2 − 4

5
R2 +

8

5
|Ric|2

)
=

1

15
(28|Ric|2 − 6R2)πr6. (3.35)
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Por fim, basta calcularmos ∫
Sr

∑
i,j,k,l

Rij;klx
ixjxkxldΣ0

r.

Inicialmente, seguindo de maneira similar ao que já fizemos noutros momentos durante

a demonstração, podemos perceber que se i = l, i 6= j, i 6= k e k 6= j, então∫
Sr

xixjxkxldΣ0
r =

∫
Sr

(xi)2xjxkdΣ0
r

=

∫ 2π

0

∫ π

0

(r senφ cos θ)2(r senφ senθ)(r cosφ)(r2 senφ)dφdθ

= r6

(∫ 2π

0

cos2 θ senθdθ

)(∫ π

0

sen4φ cosφdφ

)
= 0.

Por outro lado, se i = l = k e i 6= j, temos que∫
Sr

xixjxkxldΣ0
r =

∫
Sr

(xi)3xjdΣ0
r

=

∫ 2π

0

∫ π

0

(r senφ cos θ)3(r senφ senθ)(r2 senφ)dφdθ

= r6

(∫ 2π

0

cos3 θ senθdθ

)(∫ π

0

sen5φdφ

)
= 0.

Logo, por simetria e sem perda de generalidade conclúımos que∫
Sr

∑
i,j,k,l

Rij;klx
ixjxkxldΣ0

r = 0,

a menos nos casos em que xixjxkxl = (xi)4 ou xixjxkxl = (xixj)2, com i 6= j. E,

sabemos que ∫
Sr

(xi)4dΣ0
r =

4

5
πr6 e

∫
Sr

(xixj)2dΣ0
r =

4

15
πr6.
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Dáı, observamos que∫
Sr

∑
j,k,l

R1j;klx
1xjxkxldΣ0

r =
∑
k,l

∫
Sr

R11;kl(x
1)2xkxldΣ0

r +
∑
k,l

∫
Sr

+R12;klx
1x2xkxl

+
∑
k,l

∫
Sr

R13;klx
1x3xkxldΣ0

r

=
∑
l

∫
Sr

R11;1l(x
1)3xldΣ0

r +
∑
l

∫
Sr

R11;2l(x
1)2x2xldΣ0

r

+
∑
l

∫
Sr

R11;3l(x
1)2x3xldΣ0

r +
∑
l

∫
Sr

R12;1l(x
1)2x2xldΣ0

r

+
∑
l

∫
Sr

R12;2lx
1(x2)2xldΣ0

r +
∑
l

∫
Sr

R12;3lx
1x2x3xldΣ0

r

+
∑
l

∫
Sr

R13;1l(x
1)2x3xldΣ0

r +
∑
l

∫
Sr

R13;2lx
1x2x3xldΣ0

r

+
∑
l

∫
Sr

R13;3lx
1(x3)2xldΣ0

r

=

∫
Sr

R11;11(x1)4dΣ0
r +

∫
Sr

R11;22(x1x2)2dΣ0
r

+

∫
Sr

R11;33(x1x3)2dΣ0
r +

∫
Sr

R12;12(x1x2)2dΣ0
r

+

∫
Sr

R12;21(x1x2)2dΣ0
r +

∫
Sr

R13;13(x1x3)2dΣ0
r

+

∫
Sr

R13;31(x1x3)2dΣ0
r.

Sendo assim,∫
Sr

∑
j,k,l

R1j;klx
ixjxkxldΣ0

r =
4

5
πr6R11;11 +

4

15
πr6(R12;12 +R12;21

+ R13;13 +R13;31 +R11;22 +R11;33). (3.36)

E, analogamente, temos que∫
Sr

∑
j,k,l

R2j;klx
ixjxkxldΣ0

r =
4

5
πr6R22;22 +

4

15
πr6(R21;21 +R21;12

+ R23;23 +R23;32 +R22;11 +R22;33) (3.37)

e ∫
Sr

∑
j,k,l

R3j;klx
ixjxkxldΣ0

r =
4

5
πr6R33;33 +

4

15
πr6(R31;31 +R31;13

+ R32;32 +R32;23 +R33;11 +R33;22). (3.38)
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Logo, por (3.36), (3.37) e (3.38), obtemos∫
Sr

∑
i,j,k,l

Rij;klx
ixjxkxldΣ0

r =
4

5
πr6(R11;11 +R22;22 +R33;33) +

4

15
πr6(R12;12 +R12;21

+ R13;13 +R13;31 +R11;22 +R11;33 +R21;21 +R21;12

+ R23;23 +R23;32 +R22;11 +R22;33 +R31;31 +R31;13

+ R32;32 +R32;23 +R33;11 +R33;22)

=
4

15
πr6(3R11;11 + 3R22;22 + 3R33;33 + 2R21;21 + 2R13;13

+ 2R31;31 +R11;22 +R11;33 + 2R12;12 + 2R23;23 + 2R32;32

+ R22;11 +R22;33 +R33;11 +R33;22).

Ou seja, ∫
Sr

∑
i,j,k,l

Rij;klx
ixjxkxldΣ0

r =
4

15
πr6

∑
i,j

(Rii;jj + 2Rij;ij).

No entanto, pela segunda identidade de Bianchi, temos que

∑
i

Rij;ij =
1

2
R;jj.

Assim,

∫
Sr

∑
i,j,k,l

Rij;klx
ixjxkxldΣ0

r =
4

15
πr6

∑
j

(∑
i

Rii;jj + 2
∑
i

Rij;ij

)

=
4

15
πr6

∑
j

(∑
i

Rii;jj +R;jj

)

=
4

15
πr6

∑
j

(R;jj +R;jj)

=
8

15
πr6

∑
j

R;jj

=
8

15
πr6∆R(p), (3.39)

visto que,

R =
3∑
i

Rii e ∆R =
∑
j

R;jj.

77



3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Então, substituindo (3.35) e (3.39) em (3.32), temos que∫
Sr

(
b4 −

1

4
(b2)2

)
dΣ0

r =
1

135
πr6(2|Ric|2 +R2)− 2

75
πr6∆R(p)

− 1

90

(
1

15
(28|Ric|2 − 6R2)πr6

)
=

2

135
πr6|Ric|2 +

1

135
πr6R2 − 2

75
πr6∆R(p)

− 14

675
πr6|Ric|2 +

1

225
πr6R2

= πr6

(
− 2

75
∆R(p)− 4

675
|Ric|2 +

8

675
R2

)
. (3.40)

Portanto, por (3.22), (3.25) e (3.40), conclúımos que

A(r) = 4πr2 − 2

9
πr4R− 1

2
πr6

(
2

75
∆R(p)

)
− 1

2
πr6

(
4

675
|Ric|2

)
+

1

2
πr6

(
8

675
R2

)
+O(r7)

= 4πr2 − 2

9
πr4R +

πr6

675
(9∆R(p)− 2|Ric|2 + 4R2) +O(r7).

Isto é,

A(r) = 4πr2 + A4 + A6 +O(r7),

com

A4 = −2πr4R

9
, A6 =

πr6

675
(4R2 − 2|Ric|2 −∆R).

�

Uma consequência imediata do lema anterior, é o seguinte resultado, o qual garante

uma expansão para a integral ∫
Sr

HdΣr,

onde H é curvatura média de Sr com respeito a métrica g. Tal expansão é de funda-

mental importância para garantirmos a expansão da massa de Brown-York.

Corolário 3.4. Sejam (N, g) uma variedade de dimensão 3, A(r) a área da esfera

geodésica Sr = {|x| = r} com raio r em N centro p e H a curvatura média de Sr com

respeito a métrica g. Então,∫
Sr

HdΣr = 8πr +
4A4 + 6A6

r
+O(r6),

em que A4 e A6 são da forma do Lema 3.3.
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Demonstração: Da primeira fórmula variacional tem-se

d

dr
(A(r)) =

∫
Sr

1

|∇r|
HdΣr.

Por outro lado, como estamos trabalhando em coordenadas normais da Definição 1.11,

definição de gradiente, temos que |∇r| = 1, então

d

dr
(A(r)) =

∫
Sr

HdΣr.

Pelo Lema 3.3 e por derivação, obtemos∫
Sr

HdΣr =
d

dr
(4πr2 + A4 + A6 +O(r7))

= 8πr +
d

dr
(A4 + A6) +O(r6),

com

A4 = −2πr4R

9
, A6 =

πr6

675
(4R2 − 2|Ric|2 − 9∆R).

Logo,

d

dr
(A4) = 4

(
−2πr3R

9

)
,

d

dr
(A6) = 6

(
πr5

675
(4R2 − 2|Ric|2 − 9∆R)

)
.

Portanto, ∫
Sr

HdΣr = 8πr +
4A4 + 6A6

r
+O(r6).

�

Como intencionamos determinar a curvatura H0, Definição 1.23, mas que neste

neste contexto refere-se a um mergulho isométrico de Sr no R3. Analisaremos, em

seguida, um resultado que garante, a existência desse mergulho isométrico de Sr em

R3, fronte o resultado Nirenberg [15],.

Lema 3.5. Para r suficientemente pequeno existe um mergulho isométrico Z da esfera

geodésica Sr em R3 tal que

Z · n = r +
r3

6

(
R

2
− 2Rij

xixj

r2

)
+O(r4),

em que n é o vetor externo normal unitário de Z(Sr) em R3.

Demonstração: Para r > 0, considere a aplicação F : N −→ N , dada por

F (x) =
1

r
x.
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Note que a aplicação G : N −→ N definida por G(y) = ry = x é a inversa da

função F e, evidentemente, ambas são diferenciáveis, logo são difeomorfismos. Sabemos

que (N, g) é uma variedade Riemanniana e G é um difeomorfismo, então podemos

considerar a métrica pull-back g da forma

g(u, v) = g(dGu, dGv).

Como dFw = rw, para todo w ∈ TpM e pelas propriedades de métrica, obtemos

gij = r2gij.

Logo,

gij = r−2gij.

Agora, considere h a métrica em g induzida na esfera unitária S2 no espaço N. Então,

hij = gij − yiyj.

Seguindo de forma semelhante ao Lema 2.4 a fim de provarmos o resultado em questão

é suficiente mostrarmos que, para r suficientemente pequeno, podemos encontrar um

mergulho isométrico Zr de (S2, h) em R3 tal que

Zr · nr = 1 +
r2

6

(
R

2
−
∑
k

λk(y
k)2

)
+O(r3),

no qual nr é o vetor normal externo unitário de Zr(S
2). Para tanto, seja h̃ a métrica

induzida de r−2g̃ em S2, tal que

g̃ij = g̃(
∂

∂yi
,
∂

∂yi
) = r2

(
δij +

r2

3
Rikljy

kyl
)
.

Por outro lado, seja ĥ a métrica em S2 induzida pelo pullback da métrica euclidiana

dada pelo mergulho Ẑ = (z1, z2, z3) em R3 com

z1 = y1

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ1 −

∑
i

λi(y
i)2

))
;

z2 = y2

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ2 −

∑
i

λi(y
i)2

))
;

z3 = y3

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ3 −

∑
i

λi(y
i)2

))
.
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Afirmamos que,

||h− h̃||C3 + ||ĥ− h̃||C3 = O(r3),

em que a norma é calculada com respeito à métrica padrão. A priori, suponhamos que

a afirmação é verdadeira, por [15] podemos concluir que existem mergulhos, Zr, Z̃ e Ẑ

para (S2, h), (S2, h̃) e (S2, ĥ), respectivamente, tais que

||Zr · nr − Ẑ · n̂||C0(S2) = O(r3),

com n̂ vetor normal externo unitário normal de Ẑ(S2). Então, nós podemos provar o

lema calculando Ẑ · n̂. Primeiramente, vamos demonstrar a afirmação e em seguida

calcular Ẑ · n̂. Não é dif́ıcil perceber que ||h − h̃||C3 = O(r3), pois pelo Lema 3.1 e a

definição de g̃

hij − h̃ij = gij − yiyj − r−2g̃ij + yiyj

= gij − r−2g̃ij

=

(
δij +

1

3
Rikljx

kxl +O(r3)

)
− r−2

[
r2

(
δij +

r2

3
Rikljy

kyl
)]

= O(r3).

Para encontrar h̃, seja

r−2g̃ij = δij + σ̃ij.

E considere λij = −(λi + λj) +
R

2
. Como já analisamos no Lema 3.3, temos que

Rikljx
kxl
(
λi + λj −

R

2

)
xixj − δij

(
3∑

k=1

λk(x
k)2 +

(
λi −

R

2

)
r2

)
. (3.41)

Logo, como

r−2g̃ij =

(
δij +

r2

3
Rikljy

kyl
)
,
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então

σ̃11 = r−2g11 − δ11

= δ11 +
r2

3
R1kl1y

kyl − δ11

=
1

3
R1kl1x

kxl

=
1

3

[(
λ1 + λ1 −

R

2

)
(x1)2 − δ11

(∑
k

λk(x
k)2 +

(
λ1 −

R

2

)
r2

)]

=
1

3

(
2λ1(x1)2 − R

2
(x1)2 − λ1(x1)2 − λ2(x2)2 − λ3(x3)2 − λ1r

2 +
R

2
r2

)
.

Mas como r2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2, então

σ̃11 =
1

3

(
−λ2(x2)2 − λ3(x3)2 − λ1(x2)2 − λ1(x3)2 +

R

2
(x2)2 +

R

2
(x3)2

)
=

1

3

[(
−(λ2 + λ1) +

R

2

)
(x2)2 +

(
−(λ3 + λ1) +

R

2

)
(x3)2

]
=

1

3
(λ12(x2)2 + λ13(x3)2).

Logo,

σ̃11 =
r2

3
(λ12(y2)2 + λ13(y3)2).

E, de maneira análoga, conclúımos que

σ̃22 =
r2

3
(λ12(y1)2 + λ23(y3)2);

σ̃33 =
r2

3
(λ13(y1)2 + λ23(y2)2).

Agora se i 6= j logo δij = 0 e por 3.41, temos que

σ̃ij = r−2g̃ij − δij
= r−2g̃ij

= δij +
r2

3
Rikljy

kyl

=
1

3
Rikljx

kxl

=
1

3

(
λi + λj −

R

2

)
xixj

= −1

3

(
−(λi + λj) +

R

2

)
xixj

= −1

3
λijx

ixj.
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Assim, como x = ry, temos que

σ̃ij = −r
2

3
λijy

iyj,

desde que i 6= j. E, nesse contexto, não estamos somando os ı́ndices repetidos. Por

outro lado, sejam

e1 = ∂θ = ai
∂

∂xi
(3.42)

e2 = ( senθ)−1∂φ = bi
∂

∂yi
(3.43)

em que (θ, φ) são as coordenadas esféricas da esfera S2. Dáı, se (y1, y2, y3) ∈ S2, então

y1 = senθ cosφ;

y2 = senθ senφ;

y3 = cos θ. (3.44)

com (θ, φ) ∈ (0, 2π) × (0, π). Sendo assim, derivando cada yi em relação a θ e depois

em relação a φ, obtemos

(y1)θ = cos θ cosφ;

(y2)θ = cos θ senφ;

(y3)θ = − senθ. (3.45)

Também,

(y1)φ = − senθ senφ;

(y2)φ = senθ cosφ;

(y3)φ = 0. (3.46)

Portanto, por (3.42) e (3.43), tem-se

a1 = cos θ cosφ, a2 = cos θ senφ, a3 = − senθ, (3.47)

b1 = − senθ senφ, b2 = senθ cosφ, b3 = 0. (3.48)

Desse modo, na base {e1, e2}, as expressões de h̃ são dadas por

h̃11 = h̃(e1, e1) = h̃

(
ai

∂

∂yi
, aj

∂

∂yj

)
= aiajh̃(∂i, ∂j),
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em que

h̃(∂i, ∂j) = h̃

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
= δij + σ̃ij.

Dáı,

h̃11 = (a1)2h̃(∂1, ∂1) + (a2)2h̃(∂2, ∂2) + (a3)2h̃(∂3, ∂3) + 2a1a2h̃(∂1, ∂2)

+ 2a1a3h̃(∂1, ∂3) + 2a2a3h̃(∂2, ∂3)

= (a1)2

(
1 +

r2

3
(λ12(y2)2 + λ13(y3)2)

)
+ (a2)2

(
1 +

r2

3
(λ12(y1)2 + λ23(y3)2)

)
+ (a3)2

(
1 +

r2

3
(λ13(y1)2 + λ23(y2)2)

)
+ 2a1a2

(
−r

2

3
λ12y

1y2

)
+ 2a1a3

(
−r

2

3
λ13y

1y3

)
+ 2a2a3

(
−r

2

3
λ23y

2y3

)
= (a1)2 +

r2

3
((a1)2(y2)2 + (a2)2(y1)2 − 2a1a2y

1y2)λ12 + (a2)2

+
r2

3
((a1)2(y3)2 + (a3)2(y1)2 − 2a1a3y

1y3)λ13 + (a3)2

+
r2

3
((a2)2(y3)2 + (a3)2(y2)2 − 2a2a3y

2y3)λ23

=
3∑
i=1

(ai)
2 +

r2

3
(a1y

2 − a2y
1)2λ12 +

r2

3
(a2y

3 − a3y
1)2λ13 +

r2

3
(a2y

3 − a3y
2)2λ23.

Por outro lado, de (3.44), (3.47) e (3.48) é fácil perceber que

3∑
i=1

(ai)
2 = cos2 θ cos2 φ+ cos2 θ sen2φ+ (− senθ)2 = cos2 θ(cos2 φ+ sen2φ) + sen2θ = 1.

Além disso,

a1y
2 − a2y

1 = cos θ cosφ senθ senφ− cos θ senφ senθ cosφ = 0;

a1y
3 − a3y

1 = cos θ cosφ cos θ − (− senθ) senθ cosφ = cosφ;

a2y
3 − a3y

2 = cos θ senφ cos θ − (− senθ) senθ senφ = senφ.

Então,

h̃11 = 1 +
r2

3
(λ23 sen2φ+ λ13 cos2 φ).
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Analogamente, como já vimos em (3.48) b3 = 0, então

h̃12 = a1b1h̃(∂1, ∂1) + a1b2h̃(∂1, ∂2) + a1b3h̃(∂1, ∂3)

+ a2b1h̃(∂1, ∂2) + a2b2h̃(∂2, ∂2) + a2b3h̃(∂2, ∂3)

+ a3b1h̃(∂1, ∂3) + a3b2h̃(∂2, ∂3) + a3b3h̃(∂3, ∂3)

= a1b1h̃(∂1, ∂1) + a2b2h̃(∂2, ∂2) + (a1b2 + a2b1)h̃(∂1, ∂2)

+ a3b1h̃(∂1, ∂3) + a3b2h̃(∂2, ∂3)

= a1b1

(
1 +

r2

3
(λ12(y2)2 + λ13(y3)2)

)
+ a2b2

(
1 +

r2

3
(λ12(y1)2 + λ23(y3)2

)
+ (a1b2 + a2b1)

(
−r

2

3
λ12y

1y2

)
+ a3b1

(
−r

2

3
λ13y

1y3

)
+ a3b2

(
−r

2

3
λ23y

2y3

)
.

Além disso, de (3.47) temos que

h̃12 = a1b1 + a2b2 +
r2

3
(a1b1(y2)2 + a2b2(y1)2 − (a1b2 + a2b1)y1y2)λ12

+
r2

3
(a1b1(y3)2 − a3b1y

1y3)λ13 +
r2

3
(a2b2(y3)2 − a3b2y

2y3)λ23. (3.49)

Note que,

a1b1 + a2b2 = cos θ cosφ(− senφ) + cos θ senφ cosφ = 0. (3.50)

E,

a1b1(y2)2 + a2b2(y1)2 − (a1b2 + a2b1) = (cos θ cosφ(− senφ) sen2θ) sen2φ

+ (cos θ senφ cosφ sen2θ) cos2 φ− (cos θ cos2 φ

− cos θ sen2φ) sen2θ senφ cosφ

= − cos θ cosφ sen3φ sen2θ + cos θ senφ cos3 φ sen2θ

− cos θ cos3 φ sen2θ senφ+ cos θ sen3φ sen2θ cosφ

= 0. (3.51)

Ademais,

a1b1(y3)2 − a3b1y
1y3 = cos θ cosφ(− senφ) cos2 θ − senφ sen2θ cosφ cos θ

= − cos θ cosφ senφ(cos2 θ + sen2θ)

= − cos θ cosφ senφ. (3.52)

De forma análoga conclui-se

a2b2(y3)2 − a3b1y
1y3 = cos senφ cosφ. (3.53)

85



3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dáı, substituindo (3.50), (3.51), (3.52), (3.53) em 3.49 obtemos

h̃12 =
r2

3
(−λ13 + λ23) cos θ cosφ senφ.

Por fim, prosseguindo de maneira similar ao que fizemos acima, tem-se

h̃22 = (b1)2h̃(∂1, ∂1) + (b2)2h̃(∂2, ∂2) + (b3)2h̃(∂3, ∂3)

+ 2b1b2h̃(∂1, ∂2) + 2b1b3h̃(∂1, ∂3) + 2h̃(∂2, ∂3)

= (b1)2

(
1 +

r2

3

(
λ12(y2)2 + λ13(y3)2

))
+ 2b1b2

(
−r

2

3
λ12y

1y2

)
+ (b2)2

(
1 +

r2

3
(λ12(y1)2 + λ23(y3)2)

)
= (b1)2 + (b2)2 +

r2

3
((b1)2(y2)2 − 2b1b2y

1y2 + (b2)2(y1)2)λ12

+
r2

3
((b1)2(y3)2)λ13 +

r2

3
((b2)2(y3)2)λ23

= (b1)2 + (b2)2 +
r2

3
(b1y

2 − b2y
1)2λ12 +

r2

3
(b1y

3)2λ13 +
r2

3
(b2y

3)2λ23.

Por outro lado, não é dif́ıcil observar que

(b1)2 + (b2)2 = 1

(b1y
2 − b2y

1)2 = sen2θ

(b1y
3)2 = sen2φ cos2 θ

(b2y
3)2 = cos2 φ cos2 θ (3.54)

Logo,

h̃22 = 1 +
r2

3
(λ12 sen2θ + λ13 cos2 θ sen2φ+ λ23 cos2 θ cos2 φ). (3.55)

Agora, vamos calcular ĥ. Observe que pela regra do produto, tem-se

(z1)θ = (y1)θ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ1 −

∑
i

λi(y
i)2

))
− r2

6
y1

(∑
i

λi(y
i)2

)
θ

,

(z2)θ = (y2)θ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ2 −

∑
i

λi(y
i)2

))
− r2

6
y2

(∑
i

λi(y
i)2

)
θ

,

(z3)θ = (y3)θ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ3 −

∑
i

λi(y
i)2

))
− r2

6
y3

(∑
i

λi(y
i)2

)
θ

.
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E

(z1)φ = (y1)φ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ1 −

∑
i

λi(y
i)2

))
− r2

6
y1

(∑
i

λi(y
i)2

)
φ

,

(z2)φ = (y2)φ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ2 −

∑
i

λi(y
i)2

))
− r2

6
y2

(∑
i

λi(y
i)2

)
φ

,

(z3)φ = (y3)φ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λ3 −

∑
i

λi(y
i)2

))
− r2

6
y3

(∑
i

λi(y
i)2

)
φ

.

Então, como Ẑθ = ((z1)θ, (z
2)θ, (z

3)θ) e Ẑφ = ((z1)φ, (z
2)φ, (z

3)φ), temos que

Ẑθ · Ẑθ = (z1)2
θ + (z2)2

θ + (z3)2
θ

=
∑
i

[
(yi)θ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))
− r2

6
yi

(∑
k

λk(y
k)2

)
θ

]2

=
∑
i

(yi)2
θ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))2

− r2

3

∑
i

(yi)θy
i

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))(∑
k

λk(y
k)2

)
θ

+
r4

36

∑
i

(yi)2

(∑
k

λk(y
k)2

)2

θ

=
∑
i

(yi)2
θ

(
1 +

r2

3

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))

+
r4

36

∑
i

(yi)2
θ

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

)2

− r2

3

∑
i

(yi)θy
i

(∑
k

λk(y
k)2

)
θ

− r4

18

∑
i

(yi)θy
i

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

)(∑
k

λk(y
k)2

)
θ

+
r4

36

∑
i

(yi)2
θ

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

)2

.

Assim,

Ẑθ · Ẑθ =
∑
i

(yi)2
θ

(
1 +

r2

3

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))

− r2

3

∑
i

(yi)θy
i

(∑
k

λk(y
k)2

)
θ

+O(r4). (3.56)

Pois, pela limitação das funções seno e cosseno, temos que |yi| ≤ 1 e |(yi)θ| ≤ 1 e
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r4 = O(r4). Além disso, de (3.44) e (3.45), conclúımos que

3∑
i=1

(yi)2 = 1,
3∑
i=1

(yi)2
θ = 1 e

3∑
i=1

yi(yi)θ = 0. (3.57)

Logo, de (3.56) e (3.57), temos que

Ẑθ · Ẑθ =
∑
i

(yi)2
θ +

r2

3

∑
i

(yi)2
θ

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

)

− r2

3

∑
i

(yi)θy
i

(∑
k

λk(y
k)2

)
θ

+O(r4)

= 1 +
r2

3

(
R

2
−
∑
i

λi(y
i)2
θ −

∑
k

λk(y
k)2

)
+O(r4). (3.58)

Desse modo,

Ẑθ · Ẑθ = 1 +
r2

3

(
R

2
−
∑
i

λi((y
i)2
θ + (yi)2)

)
+O(r4). (3.59)

Mas, por (3.44) e (3.45), tem-se

∑
i

λi((y
i)2
θ + (yi)2) = λ1((y1)2

θ + (y1)2) + λ2((y2)2
θ + (y2)2) + λ3((y3)2

θ + (y3)2)

= λ1(cos2 θ cos2 φ+ sen2θ cos2 φ)

+ λ2(cos2 θ sen2φ+ sen2θ sen2φ)

+ λ3((− senθ)2 + cos2 θ)

= λ1 cos2 φ+ λ2 sen2φ+ λ3. (3.60)

Então, substituindo (3.60) em (3.59), obtemos

Ẑθ · Ẑθ = 1 +
r2

3

(
R

2
− λ1 cos2 φ− λ2 sen2φ− λ3

)
+O(r4)

= 1 +
r2

3

(
R

2
(cos2 φ+ sen2φ)− λ1 cos2 φ− λ2 sen2φ− λ3(cos2 φ+ sen2φ)

)
+ O(r4)

= 1 +
r2

3

[(
−(λ1 + λ3) +

R

2

)
cos2 φ+

(
−(λ2 + λ3) +

R

2

)
sen2φ

]
.

88



3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Portanto, como λij = −(λi + λj) +
R

2
, ficamos com

Ẑθ · Ẑθ = 1 +
r2

3
(λ13 cos2 φ+ λ23 sen2φ) +O(r4).

Analogamente, temos que

Ẑφ · Ẑφ = (z1)2
φ + (z2)2

φ + (z3)2
φ

=
∑
i

(yi)φ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))
− r2

6
yi

(∑
k

λk(y
k)2

)
φ

2

=
∑
i

(yi)2
φ

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))2

− r2

3

∑
i

(yi)φy
i

(
1 +

r2

6

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))(∑
k

λk(y
k)2

)
φ

+
r4

36

∑
i

(yi)2

(∑
k

λk(y
k)2

)2

φ

=
∑
i

(yi)2
φ

(
1 +

r2

3

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

))

− r2

3

∑
i

yi(yi)φ

(∑
k

λk(y
k)2

)
φ

+O(r4).

Note que, por (3.44) e (3.46), temos que

∑
i

yi(yi)φ = 0 e
∑
i

(yi)2
φ = sen2θ.

Logo,

Ẑφ · Ẑφ =
∑
i

(yi)2
φ +

r2

3

R

2

∑
i

(yi)2
φ −

r2

3

∑
i

λi(y
i)2
φ

−

(∑
i

(yi)2
φ

)(∑
k

λk(y
k)2

)
− r2

3

(∑
i

yi(yi)φ

)(∑
k

λk(y
k)2

)
φ

+ O(r4)

= sen2θ +
r2

3

(
R

2
sen2θ

)
− r2

3

∑
i

λi(y
i)2
φ − sen2θ

(∑
i

λi(y
i)2

)
+O(r4)

= sen2θ +
r2

3

(
R

2
sen2θ −

∑
i

λi((y
i)2
φ + (yi)2 sen2θ)

)
+O(r4).
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Dessa forma, substituindo (3.44) e (3.46), temos que

Ẑφ · Ẑφ = sen2θ

[
1 +

r2

3
(λ12 sen2θ + λ13 cos2 θ sen2φ+ λ23 cos2 θ cos2 φ)

]
+ O(r4).

Ademais, seguindo de maneria análoga, temos que

Ẑθ · Ẑφ =
r2

3
(−λ13 + λ23) senθ cos θ cosφ senφ+O(r4).

Desse modo, obtemos que

||h̃− ĥ|| = O(r4),

pois observe que

ĥ(∂θ, ∂θ) = Ẑθ · Ẑθ, ĥ(∂φ, ∂θ) = Ẑφ · Ẑθ e ĥ(∂φ, ∂φ) = Ẑφ · Ẑφ.

E na base {e1, e2}, note que

ĥ11 = ĥ(e1, e1) = ĥ(∂θ, ∂θ) = Ẑθ · Ẑθ = h̃11 +O(r4)

logo, |h̃11 − ĥ11| = O(r4). Além disso, temos que |h̃11 − ĥ11| = O(r4), visto que,

ĥ22 = ĥ(e2, e2)

= ĥ

(
1

senθ
∂φ,

1

senθ
∂φ

)
=

1

sen2θ

(
sen2θh̃22 +O(r4)

)
= h̃22 +O(r4).

Analogamente, temos que |h̃12 − ĥ12| = O(r4) o que prova a afirmação. Agora, vamos

encontrar Ẑ · n̂. Sendo assim, considere A = (y1, y2, y3), B = Aθ, C = 1
senθ

Aφ,

A = (A1, A2, A3), B = (B1, B2, B3) e C = (C1, C2, C3), tais que

Ai =
r2yi

6

(
R

2
− λk −

∑
i

λk(y
k)2

)

Bi =
(yi)θr

2

6

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

)
− r2

6
yi

(∑
k

λk(y
k)2

)
θ

Ci =
(yi)φr

2

6 senθ

(
R

2
− λi

∑
k

λk(y
k)2

)
− r2

6 senθ
yi

(∑
k

λk(y
k)2

)
φ
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Não é dif́ıcil perceber {A,B,C} é um conjunto de vetores ortonormais e orientados

positivamente em R3 para A ∈ S2. Sejam Ẑ = A + A, Ẑ1 = B + B e Ẑ2 = C + C.

Então,

Ẑ · Ẑ1 ∧ Ẑ2 = (A+ A) · (B +B) ∧ (C + C)

= (A+ A) · (B ∧ C +B ∧ C +B ∧ C +B ∧ C)

= A ·B ∧ C + A ·B ∧ C + A ·B ∧ C + A ·B ∧ C

+ A ·B ∧ C + A ·B ∧ C + A ·B ∧ C + A ·B ∧ C

= A ·B ∧ C + A ·B ∧ C + A ·B ∧ C + A ·B ∧ C

+ O(r4).

Pois,

A ·B ∧ C + A ·B ∧ C + A ·B ∧ C + A ·B ∧ C = O(r4).

Além disso, B ∧C = A, B ∧A = −C e A∧C = −B. Desse modo, pelas propriedades

de produto misto, temos que

Ẑ · Ẑ1 ∧ Ẑ2 = 1 + C · C +B ·B + A · A+O(r4).

Por outro lado, como
∑

(yi)2 = 1, observe que

A · A =
∑
i

(yi)Ai

=
∑
i

(yi)2r2

6

(
R

2
− λi −

∑
k

λk(y
k)2

)

=
r2

6

[∑
i

(
(yi)2R

2
− λi(yi)2 − (yi)2

∑
k

λk(y
k)2

)]

=
r2

2

(
R

6
−
∑
i

λi(y
i)2 −

∑
k

λk(y
k)2

)
.

Assim,

A · A =
r2

2

(
R

2
− 2

∑
k

λk(y
k)2

)
.

Prosseguindo de forma análoga, tem-se

B ·B =
r2

6

(
R

2
−
∑
k

λk((y
k)2
θ + (yk)2)

)

=
r2

6

(
R

2
− (λ1 cos2 φ+ λ2 sen2φ+ λ3)

)
.

91



3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

E,

C · C =
r2

6 sen2θ

(
R

2
sen2θ −

∑
k

λk((y
k)2
φ + (yk)2 sen2θ)

)

=
r2

6

(
R

2
− (λ1( sen2φ+ sen2θ cos2 φ) + λ2(cos2 φ+ sen2θ sen2φ) + λ3 cos2 θ)

)
.

Dessa forma,

Ẑ · Ẑ1 ∧ Ẑ2 = 1 +
r2

6

(
R

2
− 3

∑
k

λk(y
k)2

)
+O(r4).

Além disso,

Ẑ1 ∧ Ẑ2 = (B +B) ∧ (C + C)

= A+B ∧ C +B ∧ C +B ∧ C.

Logo,

|Ẑ1 ∧ Ẑ2|2 = (A+B ∧ C +B ∧ C +B ∧ C) ∧ (A+B ∧ C +B · C +B ∧ C)

= 1 + 2C ·B ∧ A− 2B · A ∧ C +O(r4)

= 1 + 2C · C + 2B ·B +O(r4)

= 1 +
r2

3
(R− λ1(1 + sen2θ cos2 φ)− λ2(1 + sen2θ sen2φ)

− λ3(1 + cos2 θ)) +O(r4)

= 1− r2

3

(∑
k

λk(y
k)2

)
+O(r4).

Então,

|Ẑ1 ∧ Ẑ2|−1 = 1 +
r2

6

(∑
k

λk(y
k)2

)
+O(r4)

Dáı, considerando

Ẑ(A) = A+ A e n̂ =
Ẑ1 ∧ Ẑ2

|Ẑ1 ∧ Ẑ2|
,

com A ∈ S2. Obtemos,

Ẑ · n̂ =
Z · Ẑ1 ∧ Ẑ2

|Ẑ1 ∧ Ẑ2|
= 1 +

r2

6

(
R

2
− 2

∑
k

λk(y
k)2

)
+O(r4).
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Assim,

Zr · nr = 1 +
r2

6

(
R

2
− 2

∑
k

λk(y
k)2

)
+O(r3).

Portanto, identificando Sr com a métrica induzida por g com (S2, h), então Z = rZr é

o mergulho isométrico de Sr com a métrica induzida por g, tal que

Z · n = r +
r3

6

(
R

2
− 2

∑
k

λk(y
k)2

)
+O(r3).

Além disso, como Rij = λiδij e x = ry, temos que

Z · n = r +
r3

6

(
R

2
− 2Rij

xixj

r2

)
+O(r3),

como queŕıamos provar. �

De agora em diante, estudaremos um resultado que garante expansões para algumas

curvaturas curvaturas.

Lema 3.6. Sejam K e H a curvatura de Gauss e a curvatura média de Sr em (N, g),

respectivamente. Além disso, seja H0 a curvatura média de (Sr, g|Sr) quando mergu-

lhado em R3. Então, temos as seguintes expressões:

K =
1

r2
+
R

2
− 4

3
Rij

xixj

r2
+O(r),

H =
2

r
− 1

3
Rij

xixj

r
+O(r2),

e

H0 =
2

r
+ r

(
R

2
− 4

3
Rij

xixj

r2

)
+O(r2).

Demonstração: Primeiramente, vamos encontrar uma expansão para a segunda

forma fundamental. Para tanto, considere n = ∂
∂r

o vetor normal de Sr e

hij = gij − ninj

a métrica induzida em Sr com ni = xi

r
. Pelo Lema 3.1 sabemos que

gij(x) = δij +
1

3
Risljx

sxl +O(r3) = δij +O(r2),

uma vez que as componentes do tensor curvatura e suas derivadas estão sendo avaliadas

em p e xk = O(r). Então, a fim de determinarmos uma expansão para os śımbolos de
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Christofflel

Γkij =
1

2

(
∂

∂xi
gjm +

∂

∂xj
gmi −

∂

∂xm
gij

)
gmk (3.61)

analisaremos a priori as derivadas das componentes gij. Dessa forma, note que

∂

∂xi
gjm =

∂

∂xi

(
δjm +

1

3
Rjslmx

sxl +O(r3)

)
=

1

3
Rjslm(δisx

l + xsδil) +O(r2)

=
1

3
Rjilmx

l +
1

3
Rjsimx

s +O(r2). (3.62)

Analogamente, tem-se

∂

∂xj
gmi =

1

3
Rmjlix

l +
1

3
Rmsjix

s +O(r2) (3.63)

e
∂

∂xm
gij =

1

3
Rimljx

l +
1

3
Rismjx

s +O(r2). (3.64)

Ademais, observe também que gmi = δmi = δmi + O(r) logo quando r tende a zero

temos que gmi se aproxima da métrica euclidiana, então g−1 também se comporta

como a métrica euclidiana, desde que r seja suficientemente pequeno. Sendo assim,

gkigmi = gkiδmi + gkiO(r)

dáı,

gmk = δmk +O(r). (3.65)

Agora, substituindo (3.62, (3.63), (3.64) e (3.65) em (3.61) e utilizando a Proposição

1.2, obtemos

Γkij =
1

2

(
1

3
(Rjilmx

l +Rjsimx
s +Rmjlix

l +Rmsjix
s −Rimljx

l −Rismjx
s) +O(r2)

)
gmk

=
1

2

(
1

3
(Rjilm +Riljm −Rimlj)x

l +
1

3
(Rjsim +Rijsm −Rismj)x

s +O(r2)

)
gmk

=
1

2

(
−1

3
(Rljim +Rimlj)x

l − 1

3
(Rsijm +Rismj)x

s +O(r2)

)
gmk.
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Ou seja,

Γkij =
1

2

(
−1

3
(Rljim +Rljim)xl − 1

3
(Rsijm +Rsijm)xs +O(r2)

)
gmk

=
1

2

(
−2

3
Rljimx

l − 2

3
Rsijmx

s +O(r2)

)
gmk

=
1

3
(Rjlimx

l +Risjmx
s +O(r2))(δmk +O(r))

=
1

3
(Rjlikx

l +Risjkx
s) +O(r2) +O(r3)

=
1

3
(Rjmik +Rimjk)x

m +O(r2).

Assim,

Γkij =
1

3
(Rkimj +Rkjmi)x

m +O(r2).

Tendo em vista a expansão acima e sabendo que n é um vertor unitário, temos que

Aij = nj;i

=
∂nj

∂xi
− Γkijnk

=
∂

∂xi

(
xj

r

)
−
(

1

3
(Rkimj +Rkjmi)x

m +O(r2)

)
xk

r

=
δij
r
− xixj

r3
− 1

3
(Rkimj +Rkjmi)

xmxk

r
+O(r2).

Dessa forma, como estamos somando com respeito aos ı́ndices m e k, conclúımos que

Aij =
δij
r
− xixj

r3
− 2

3
Rkimj

xmxk

r
+O(r2).

Agora, considere {e1, e2} uma base ortonormal com respeito à métrica euclidiana em

Sr e seja λ1 e λ2 os autovalores de A. Então,

λ1λ2 =
A(e1, e1)A(e2, e2)− A2(e1, e2)

g(e1, e1)g(e2, e2)− g2(e1, e2)

=

(
1

r2
− 2

3
Rkimj

xkxm

r2
(e1(xi)e1(xj) + e2(xi)e2(xj)) +O(r)

)
×

(
1− 1

3
Rikmjx

kxm(e1(xi)e1(xj) + e2(xi)e2(xj)) +O(r3)

)
=

1

r2
− 1

3
Rikmj

xkxm

r2
(e1(xi)e1(xj) + e2(xi)e2(xj)) +O(r)

=
1

r2
− 1

3
Rikmj

xkxm

r2
hij +O(r)

=
1

r2
− 1

3
Rkm

xkxm

r2
+O(r),
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onde usamos o fato que
∑

i(ea(x
i))2 = 1 e ea(

∑
i(x

i)2) = 0 em Sr para a = 1, 2, e o

fato que

e1(xi)e1(xj) + e2(xi)e2(xj) = δij −
xixj

r2
.

Portanto, pela equação de Gauss, para x ∈ Sr, temos que

K(x) = λ1λ2 +
1

2
hikhjlRijkl(x)

=
1

r2
− 1

3
Rkm

xkxm

r2
+

1

2
hikhjl(Rijkl(p) +O(r))

=
1

r2
+

1

2
R(p)− 4

3
Rij(p)

xixj

r2
+O(r),

em que hij = gij − ninj. Por outro, para x ∈ Sr, temos que

H(x) = hijAij

= hij
(
δij
r
− 2

3
Rkimj

xkxm

r

)
+O(r2)

=

(
δij −

1

3
Rikmjx

kxm − xixj

r2

)(
δij
r

)
+O(r2)

=
2

r
− 1

3
Rij

xixj

r
+O(r2), (3.66)

pois hijxixj = 0, desde que r tende a 0. Além disso, considerando Zr o mergulho da

prova do Lema 3.5, temos que ||Zr − Id||C2(S2) = O(r2), em que Id é a identidade em

S2. Dáı, sejam Hr e Kr as curvaturas médias e de Gauss de Zr(S2), respectivamente.

Considerando {e1, e2} uma base ortonormal de vetores em S2 com respeito a métrica

padrão, então o tensor métrico h e a segunda forma fundamental A da superf́ıcie Zr(S2)

satisfazem

h(ea, eb) = δab + αab, A(ea, eb) = δab + βab,

tais que αab = O(r2) e βab = O(r2). Dessa forma, h−1(ea, eb) = δab − αab. Assim,

obtemos

Hr = h−1(ea, eb)A(ea, eb)

= (δab − αab)(δab + βab)

= δabδab + δabβab − αabδab − αabβab
= 2− α11 − α22 + β11 + β22 +O(r4).

Além disso, como δab = h(ea, eb)− αab. Então, A(ea, eb) = h(ea, eb)− αab + βab.

Kr = det(A(ea, eb)) = 1− α11 − α22 + β11 + β22 +O(r4).
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Agora, por meio de um mergulho de (Sr, g|Sr) em R3, temos que

K =
1

r2
Kr =

1

r2
(1− α11 − α22 + β11 + β22) +O(r2)

e

H0 =
1

r
Hr =

1

r
(2− α11 − α22 + β11 + β22) +O(r3).

Logo,

2− α11 − α22 + β11 + β22 = r2K + 1 +O(r4).

Portanto,

H0 = rK +
1

r
+O(r3)

= r

(
1

r2
+
R

2
− 4

3
Rij

xixj

r2
+O(r)

)
+

1

r
+O(r3)

=
2

r
+ r

(
R

2
− 4

3
Rij

xixj

r2

)
+O(r2).

�

3.3 Expansão da massa de Brown-York

Agora, analisaremos um resultado que permite expandir a massa de Brown-York

de esferas coordenadas Sr, de forma que tal expansão envolve a curvatura escalar e

a norma do tensor Ricci. Para isso, utilizamos fortemente as fórmulas de Minkowski

dadas na Proposição 1.5.

Teorema 3.7. Sejam (N,g) uma variedade Riemanniana de dimensão 3, p um ponto

interior em N e Sr a esfera geodésica de raio r e centro p. Para r pequeno o suficiente,

temos que

mBY (Sr) =
r3

12
R(p) +

r5

1440
[24|Ric|2(p)− 13R2(p) + 12∆R(p)] +O(r6), (3.67)

em que ∆ é o operador Laplaciano de (N, g).

Demonstração: Para r suficientemente pequeno, considere o mergulho isométrico Z

de (Sr, g|Sr), determinado no Lema 3.5. Além disso, dos Lemas 3.5 e 3.6, temos que

K =
1

r2
+ k0 +O(r), H0 =

2

r
+ h1 +O(r2) e Z · n = r + n3 +O(r4), (3.68)
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em que

k0 =
R

2
− 4

3
Rij

xixj

r2
,

n3 =
r3

6

(
R

2
− 2Rij

xixj

r2

)
,

h1 = rk0.

Dáı, pela Proposição 1.5 e utilizando o Lema 2.4, temos que∫
Sr

H0dΣr = 2

∫
Sr

KZ · ndΣr

= 2

∫
Sr

(
1

r2
+ k0 +O(r)

)
dΣr

= 2

∫
Sr

1

r2
Z · ndΣr + 2

∫
Sr

(k0 +O(r))Z · ndΣr

= 2

∫
Sr

1

r2
Z · ndΣr + 2

∫
Sr

(
1

r2
+ k0 +O(r)− 1

r2

)
Z · ndΣr

= 2

∫
Sr

1

r2
Z · ndΣr + 2

∫
Sr

(
K − 1

r2

)
Z · ndΣr

= 2

∫
Sr

1

r2
Z · ndΣr + 2

∫
Sr

(
K − 1

r2

)(
r + n3 +O(r4)

)
dΣr

= 2

∫
Sr

1

r2
Z · ndΣr + 2

∫
Sr

(
K − 1

r2

)
(r + n3) dΣr

+ 2

∫
Sr

(
1

r2
+ k0 +O(r)− 1

r2

)
O(r4)dΣr

Mas, do Teorema de Gauss-Bonnet e pelo fato que k0 é limitado e n3 = O(r3), temos

que∫
Sr

H0dΣr =
6

r2
V0(r) + 2

∫
Sr

(
K − 1

r2

)
(r + n3)dΣr +O(r6) +O(r7)

=
6

r2
V0(r) + 2

∫
Sr

(
K − 1

r2

)
rdΣr + 2

∫
Sr

(k0 +O(r))n3dΣr +O(r6)

=
6

r2
V0(r) + 8πr − 2

r
A(r) + 2

∫
Sr

k0n3dΣr + 2

∫
Sr

n3O(r)dΣr +O(r6)

E como n3 = O(r3), conclúımos que∫
Sr

H0dΣr =
6

r2
V0(r) + 8πr − 2A(r)

r
+ 2

∫
Sr

k0n3dΣr +O(r6) (3.69)
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Por outro lado, da Proposição 1.5 e do Lema 3.5, obtemos

2A(r) =

∫
Sr

H0Z · ndΣr

=

∫
Sr

(
2

r
+ h1 +O(r2)

)
Z · ndΣr

=

∫
Sr

2

r
Z · ndΣr +

∫
Sr

(
2

r
+ h1 +O(r2)− 2

r

)
Z · ndΣr

=
2

r

∫
Sr

Z · ndΣr +

∫
Sr

(
H0 −

2

r

)(
r + n3 +O(r4)

)
dΣr

=
6

r
V0(r) +

∫
Sr

(
H0 −

2

r

)
(r + n3)dΣr +

∫
Sr

(
H0 −

2

r

)
O(r4)dΣr

=
6

r
V0(r) +

∫
Sr

(
H0 −

2

r

)
(r + n3)dΣr +

∫
Sr

(h1 +O(r2))O(r4)dΣr

No entanto n3 = O(r3) e, uma vez que, k0 é limitado temos que h1 = rk0 = O(r).

Então,

2A(r) =
6

r
V0(r) +

∫
Sr

(
H0 −

2

r

)
(r + n3)dΣr +

∫
Sr

dΣr +

∫
Sr

O(r5)dΣr

=
6

r
V0(r) + r

∫
Sr

H0dΣr −
∫
Sr

2dΣr +

∫
Sr

(h1 +O(r2))n3dΣr +O(r7)

=
6

r
V0(r) + r

∫
Sr

H0dΣr − 2A(r) +

∫
Sr

h1n3dΣr +

∫
Sr

O(r5)dΣr +O(r7)

=
6

r
V0(r) + r

∫
Sr

H0dΣr − 2A(r) + r

∫
Sr

k0n3dΣr +O(r7).

Assim, ∫
Sr

H0dΣr =
1

r

(
−6

r
V0(r) + 4A(r)− r

∫
Sr

k0n3dΣr +O(r7)

)
ou seja, ∫

Sr

H0dΣr = − 6

r2
V0(r) +

4A(r)

r
−
∫
Sr

k0n3dΣr +O(r6) (3.70)

Sendo assim, somando (3.69) e (3.70), obtemos

2

∫
Sr

H0dΣr = 8πr +
2

r
A(r) +

∫
Sr

k0n3dΣr +O(r6).

Logo, ∫
Sr

H0dΣr = 4πr +
1

r
A(r) +

1

2

∫
Sr

k0n3dΣr +O(r6). (3.71)

Por outro lado, lembre que do Lema 3.3, temos que

A(r) = 4πr2 + A4 + A6 +O(r7). (3.72)
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Dáı, substituindo (3.72) em (3.71), obtemos∫
Sr

H0dΣr = 8πr +
A4 + A6

r
+

1

2

∫
Sr

k0n3dΣr +O(r6). (3.73)

Além disso, do Corolário 3.4, temos que∫
Sr

HdΣr = 8πr +
4A4 + 6A6

r
+O(r6). (3.74)

Então, de (3.73) e (3.74), conclúımos que∫
Sr

(H0 −H)dΣr = −
(

3A4 + 5A6

r

)
+

1

2

∫
Sr

k0n3dΣr +O(r6). (3.75)

Dessa forma, para determinarmos a expansão de Taylor da massa de Brown-York das

esferas geodésicas Sr, precisamos analisar a integral∫
Sr

k0n3dΣr.

Para tanto, da demonstração do Lema 3.3 relembramos que∫
Sr

b2dΣ0
r = −2πr4

9
R (3.76)

em que b2 = −1

3
Rijx

ixj. Além disso,

1

2

∫
Sr

(Rijx
ixj)2dΣ0

r =
4

15
πr6(R2 + 2|Ric|2) (3.77)

Por outro lado, como dΣr = (1 +O(r))dΣ0
r, temos que∫

Sr

k0n3dΣr =

∫
Sr

(
R

2
− 4

3
Rij

xixj

r2

)
r3

6

(
R

2
− 2Rij

xixj

r2

)
dΣr

=
r3

6

∫
Sr

(
R

2
− 4

3
Rij

xixj

r2

)(
R

2
− 2Rij

xixj

r2

)
dΣ0

r

+
r3

6

∫
Sr

O(r)

(
R

2
− 4

3
Rij

xixj

r2

)(
R

2
− 2Rij

xixj

r2

)
dΣ0

r

=
r3

6

∫
Sr

(
R

2
− 4

3
Rij

xixj

2

)(
R

2
− 2Rij

xixj

r2

)
dΣ0

r +O(r6).

Pois, R e Rij estão sendo avaliados em p. Além disso,(
R

2
− 4

3
Rij

xixj

2

)(
R

2
− 2Rij

xixj

2

)

100



3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

é limitado, visto que |xk| ≤ r. Dáı, por (3.76) e (3.77), tem-se

∫
Sr

k0n3dΣr =
r3

6

∫
Sr

(
R2

4
−
(

1 +
2

3

)
RRij

xixj

2
+

8

3

(
Rij

xixj

r2

)2
)
dΣ0

r +O(r6)

=
r3

6

(
πR2r2 +

5R

r2

∫
Sr

(
−1

3
Rijx

ixj
)
dΣ0

r +
8

3r4

∫
Sr

(Rijx
ixj)2dΣ0

r

)
+ O(r6)

=
r3

6

(
πR2r2 +

5R

r2

∫
Sr

b2dΣ0
r +

8

3r4

∫
Sr

(Rijx
ixj)2dΣ0

r

)
+O(r6)

=
r3

6

[
πR2r2 − 20

9
πR2 +

8

3r4

(
4

15
πr6(R2 + 2|Ric|2)

)]
+O(r6)

=
πr5

6

(
R2 − 20

9
R2 +

32

45
R2 +

64

45
|Ric|2

)
+O(r6)

=
πr5

270
(64|Ric|2 − 23R2) +O(r6). (3.78)

Assim, substituindo (3.78) em (3.75), obtemos∫
Sr

(H0 −H)dΣr = −(3A4 + 5A6)

r
+
πr5

540
(64|Ric|2 − 23R2) +O(r6). (3.79)

Então, pela definição massa de Bown-York e pelo Lema 3.3, conclúımos que

mBY (Sr) =
1

8π

∫
Sr

(H0 −H)dΣ0
r

=
1

8π

(
2πr3

3
R− πr5

135
(4R2 − 2|Ric|2 − 9∆R) +

πr5

540
(64|Ric|2 − 23R2)

)
+ O(r6)

=
r3

12
R +

r5

8π

(
6π

45
|Ric|2 − 13

180
R2 +

3

45
∆R

)
+O(r6).

Portanto,

mBY (Sr) =
r3

12
R(p) +

r5

1440
[24|Ric|2(p)− 13R2(p) + 12∆R(p)] +O(r6).

�

Em seguida, apresentaremos uma consequência do resultado anterior, sucintamente,

é posśıvel concluir que

lim
r→0

mBY (Sr)

r5
≥ 0.

Um ponto interessante é que tal resultado pode ser obtido de maneira imediata através

da positividade da massa abordadas por Y.-G. Shi e L.-F Tam em [20]. Mas em

especial, garantiremos o comportamento do limite acima, sem utilizar tal resultado.
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Corolário 3.8. Assumindo todas as condições impostas no Teorema 3.7 e supondo

que R ≥ 0 em uma vizinhança de p. Então,

lim
r→0

mBY (Sr)

r5
≥ 0

e a igualdade é satisfeita se, e somente se, (N, g) for plana em p e R se anular, até a

segunda ordem, em p.

Demonstração: Do Teorema 3.7, sabemos que

mBY (Sr) =
r3

12
R(p) +

r5

1440
[24|Ric|2(p)− 13R2(p) + 12∆R(p)] +O(r6).

Logo, para r 6= 0, obtemos

mBY (Sr)

r5
=

1

r2

R(p)

12
+

1

1440
[24|Ric|2(p)− 13R2(p) + 12∆R(p)] +O(r).

Dáı, como
1

1440
[24|Ric|2(p)− 13R2(p) + 12∆R(p)]

é constante e O(r) é a classe das funções tendem a zero, desde que r se aproxima de 0.

Então, para assegurarmos o resultado em questão, precisamos analisar o termo

1

r2

R(p)

12
.

A priori, note que por hipótese temos que R ≥ 0 em uma vizinhança de p, em particular

R(p) ≥ 0. Dessa forma, se R(p) > 0, garantimos que

lim
r→0

mBY (Sr)

r5
> 0,

pois

lim
r→0

1

r2

R(p)

12
= +∞ > 0.

Por outro lado, no caso em que R(p) = 0 então como R ≥ 0 em uma vizinhança de

p, temos que R(p) é mı́nimo local de R, então ∆R(p) = 0. Então, pelo Teorema 2.6,

obtemos

mBY (Sr) =
r5

1440
24|Ric|2(p) +O(r6)

e se r 6= 0, tem-se
mBY (Sr)

r5
=

24

1440
|Ric|2(p) +O(r).
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Sendo assim, para este caso também verificamos que

lim
r→0

mBY (Sr)

r5
=

24

1440
|Ric|2(p) ≥ 0.

Por fim, suponhamos que

lim
r→0

mBY (Sr)

r5
= 0

então R(p) = 0 pois, do contrário, pela expansão da massa de Brown-York, o limite

acima divergiria. Desse modo, R tem um número local em p então ∇R(p) = 0 e

∆R(p) = 0, logo
24

1440
|Ric|2(p) = 0.

Então, |Ric|(p) = 0 e como (N, g) é tridimensional conclúımos, pela Proposição 1.4,

que N é plana em p. Além disso, o Hessiano de R tem autovalores não negativos, então

o Hessiano de R deve se anular em p, logo R as derivadas de segunda ordem em p se

anulam. Reciprocamente, se (N, g) é plano em p e R as derivadas de segunda ordem

em p se anulam, então ∇R(p) = 0, ∆R(p) = 0 e |Ric|(p) = 0, dáı

lim
r→0

mBY (Sr)

r5
= lim

r→0
O(r) = 0.

�

Observação 3.1. Observemos que podemos fazer uma analogia deste resultado com

os estudos do Caṕıtulo 2. Especificamente, considere uma variedade assintoticamente

plana M com curvatura escalar não negativa, de modo que a massa de Brown-York

das esferas coordenadas tendem a zero, no infinito. Então, do Teorema 2.6, temos que

mADM(M) = 0, ou seja, pelo Teorema da Massa Positiva a variedade M é isomorfa ao

espaço euclidiano.

3.4 Expansão da massa de Hawking

Em seguida, de modo análogo ao que apresentamos na seção anterior, analisaremos

a expansão da massa quasi-local de Hawking.

Teorema 3.9. Sejam (N,g) uma variedade Riemanniana de dimensão 3, p um ponto

interior em N e Sr a esfera geodésica de raio r e centro p. Para r pequeno o suficiente,

temos que

mH(Sr) =
r3

12
R(p) +

r5

720
(6∆R(p)− 5R2(p)) +O(r6) (3.80)
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Demonstração: Primeiramente, note que do Lema 3.6, tem-se

H =
2

r
+H1 +O(r2)

onde H1 = −1

3
Rij

xixj

r
. Como H1 = O(r), pois xk = O(r). Temos,

H2 =

(
2

r
+H1 +O(r2)

)2

=
4

r2
+H2

1 +O(r4−) +
4

r
H1 +

4

r
O(r2) + 2H1O(r2)

= − 4

r2
+H2

1 +
8

r2
+

4

r
H1 +

4

r
O(r2) +O(r4) +O(r3)

= − 4

r2
+H2

1 +
4

r

(
2

r
+H1 +O(r2)

)
+O(r3). (3.81)

Assim,

H2 = − 4

r2
+

4

r
H +H2

1 +O(r3). (3.82)

Integrando, obtemos∫
Sr

H2dΣr = − 4

r2
A(r) +

4

r

∫
Sr

HdΣr +

∫
Sr

H2
1dΣr +O(r5)

= − 4

r2
A(r) +

4

r

∫
Sr

HdΣr +

∫
Sr

H2
1dΣ0

r +O(r5) (3.83)

pois, H2
1 = O(r2) e dΣr = (1+O(r))dΣ0

r. Por outro lado, pelo Corolário 3.4, temos que∫
Sr

HdΣr = 8πr +
4A4 + 6A6

r
+O(r6). (3.84)

E, pelo Lema 3.3, sabemos que

A(r) = 4πr2 + A4 + A6 +O(r7). (3.85)

Dáı, substituindo (3.84) e (3.85) em (3.83), conclúımos∫
Sr

H2dΣr = − 4

r2
(4πr2 + A4 + A6 +O(r7)) +

4

r

(
8πr +

4A4

r
+

6A6

r
+O(r6)

)
+

∫
Sr

H2
1dΣ0

r +O(r5)

= 16π +
12A4

r2
+

20A6

r2
+

∫
Sr

H2
1dΣ0

r +O(r5).

104



3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Logo,

16π −
∫
Sr

H2dΣr = −12A4

r2
− 20A6

r2
−
∫
Sr

H2
1dΣ0

r +O(r5). (3.86)

Por outro lado, como

A6 =
πr6

675
(4R2(p)− 2|Ric|2(p)− 9∆R(p)) = O(r6),

então A(r) = 4πr2 + A4 + A6 +O(r7) = 4πr2 + A4 +O(r6). Entretanto,(
2π

1
2 r +

1

4
π−

1
2 r−1A4 +O(r5)

)2

= 4πr2 +
1

16
π−1r−2A2

4 +O(r10) + A4 + 4π
1
2 rO(r5)

+
1

2
π−

1
2 r−1A4O(r5)

= 4πr2 +O(r6) +O(r10 + A4 +O(r6) +O(r8)

= 4πr2 + A4 +O(r6)

= A(r), (3.87)

pois A4 = −(2πr4R(p))/9 = O(r4). Dessa forma,

A 1
2 (r)

(16π)
3
2

=
2π

1
2 r

(16π)
3
2

(
1 +

A4

8πr2
+O(r4)

)
=

r

32π

(
1 +

A4

8πr2
+O(r4)

)
(3.88)

Portanto, por (3.86), (3.88) e a definição da massa de Hawking, obtemos

mH(Sr) =
A 1

2 (r)

(16π)
3
2

(
16π −

∫
Sr

H2dΣr

)
=

r

32π

(
1 +

A4

8πr2
+O(r4)

)(
−12A4

r2
− 20A6

r2
−
∫
Sr

H2
1dΣ0

r +O(r5)

)
=

r

32π

(
−12A4

r2
− 20A6

r2
−
∫
Sr

H2
1dΣ0

r +O(r5)− 12A2
4

8πr4
− 20A4A6

8πr4
+

)
+

r

32π

(
− A4

8πr2

∫
Sr

H2
1dΣ0

r +O(r7) +O(r6) +O(r8)−O(r4)

∫
Sr

H2
1dΣ0

r

)
+ O(r10)

Contudo, como H1 = O(r), A4 = O(r4), A6 = O(r6), então

mH(Sr) = −3A4

8πr
− 5A6

8πr
− r

32π

∫
Sr

H2
1dΣ0

r −
3A2

4

64π2r3
+O(r6). (3.89)

Para finalizarmos a expansão acima, podemos ainda encontrar a integral∫
Sr

H2
1dΣ0,
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3. Expansões de massas quasi-locais de esferas geodésicas

com H1 = − 1

3r
Rijx

ixj. Para isto, seguimos como na demonstração do Teorema (3.7),

mais especificamente por 3.77, obtemos∫
Sr

H2
1dΣ0

r =
1

9r2

∫
Sr

(Rijx
ixj)2dΣ0

r =
1

9r2

(
4

15
πr6(R2 + 2|Ric|2)

)
ou seja, ∫

Sr

H2
1dΣ0

r =
4

135
πr4(R2 + 2|Ric|2). (3.90)

Assim, substituindo A4 e A6 do Lema 3.3 bem como 3.90 em (3.89), temos que

mH(Sr) = − 3

8πr

(
−2πr4R

9

)
− 5

8πr

(
πr6

675
(4R2 − 2|Ric|2 − 9∆R)

)
− r

32π

(
4π

135
πr4(R2 + 2|Ric|2)

)
− 3

64π2r3

(
4π2r8

81
R2

)
+O(r6)

=
r3

12
R− r5

270
R2 +

r5

540
|Ric|2 +

3r5

360
∆R− r5

1080
R2 − r5

432
R2 +O(r6)

=
r3

12
R + r5

(
− 5

1080
R2 +

3

360
∆R− 1

432
R2

)
+O(r6)

=
r3

12
R + r5

(
6

720
∆R− 30

4320
R2

)
+O(r6) (3.91)

Portanto,

mH(Sr) =
r3

12
R(p) +

r5

720
(6∆R(p)− 5R2(p)) +O(r6)

�

Observação 3.2. É interessante observar que as expansões da massa de Brown-York

e da massa de Hawking são iguais até a ordem 4 e se diferenciam a partir do momento

que surge o termo r5.

Por fim, assim como no Caṕıtulo 2, também podemos comparar o volume da bola

geodésica de centro p e raio r com o volume da região limitada por Sr quando mergu-

lhado em R3. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.10. Sejam (N,g) uma variedade Riemanniana de dimensão 3, p um ponto

interior em N e Sr a esfera geodésica de raio r e centro p. Então,

V0(r)− V (r) = − π

15
R(p)r5 +

πr7

1890

(
177

4
R2(p)− 144|Ric|2 − 9∆R

)
+O(r8).

Demonstração: Na demonstração do Teorema 3.7, temos que∫
Sr

H0dΣr =
6

r2
V0(r) + 8πr − 2A(r)

r
+ 2

∫
Sr

k0n3dΣ + +O(r6) (3.92)
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e ∫
Sr

H0dΣr = − 6

r2
V0(r) +

4A(r)

r
−
∫
Sr

k0n3dΣ +O(r6). (3.93)

Dáı, subtraindo (3.93) de (3.92) temos que

0 =
12V0(r)

r2
+ 8πr − 6A(r)

r
+ 3

∫
Sr

k0n3dΣ +O(r6).

Logo, como k0 é limitado, dΣr = (1 +O(r))dΣ0
r e n3 = O(r3), obtemos

V0(r) =
r2

12

(
−8πr +

6A(r)

r
− 3

∫
Sr

k0n3dΣr +O(r6)

)
= −2

3
πr3 +

rA(r)

2
− r2

4

∫
Sr

k0n3dΣ0
r +O(r8) (3.94)

Por outro lado, do Lema 3.3, sabemos que

A(r) = 4πr2 + A4 + A6 +O(r7) (3.95)

tais que

A4 = −2πr4R

9
, A6 =

πr6

675
(4R2 − 2|Ric|2 − 9∆R)

Dáı, substituindo (3.95) em (3.94), tem-se

V0(r) = −2

3
πr3 +

r

2
(4πr2 + A4 + A6 +O(r7))− r2

4

∫
Sr

k0n3dΣ0
r +O(r8)

=
4

3
πr3 +

r

2
A4 +

r

2
A6 −

r2

4

∫
Sr

k0n3dΣ0
r +O(r8). (3.96)

No entanto, das definições de A4 e A6, obtemos

V (r) =

∫ r

0

A(t)dt

=

∫ r

0

(4πt2 + A4(t) + A6(t) +O(t7))dt

=
4

3
πr3 +

1

5

(
−2πr5R

9

)
+

1

7

(
πr7

675
(4R2 − 2|Ric|2 − 9∆R)

)
+O(r8)

=
4

3
πr3 +

r

5
A4 +

r

7
A6 +O(r8) (3.97)
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Portanto, substituindo A4 e A6 bem como de (3.95) e (3.97), temos que

V0(r)− V (r) =
3r

10
A4 +

5r

14
A6 −

r2

4

∫
Sr

k0n3dΣ0
r +O(r8)

=
3r

10

(
−2πr4

9
R

)
+

5r

14

(
πr6

675
(4R2 − 2|Ric|2 − 9∆R)

)
− r2

4

(
πr5

270
(64|Ric|2 − 23R2) +O(r6)

)
+O(r8)

= − π

15
Rr5 +

πr7

14

(
4

135
R2 − 2

135
|Ric|2 − 9

135
∆R

)
+

πr7

135

(
−8|Ric|2 +

23

8
R2

)
+O(r8)

= − π

15
Rr5 +

πr7

135

(
2

7
+

23

8

)
R2 − πr7

135

(
1

7
+ 8

)
|Ric|2

− 1

135

(
9

14
∆R

)
+O(r8)

= − π

15
Rr5 +

πr7

135

(
177

56
R2 − 57

7
|Ric|2 − 9

14
∆R

)
+O(r8).

Logo,

V0(r)− V (r) = − π

15
Rr5 +

πr7

1890

(
177

4
R2 − 144|Ric|2 − 9∆R

)
+O(r8).

�

Corolário 3.11. Sejam (N, g) uma variedade Riemanniana de dimensão 3, p um ponto

interior em N e Sr a esfera geodésica de raio r e centro p. Se R ≥ 0 em uma vizinhança

de p, então

lim
r→0

V0(r)− V (r)

r7
≤ 0

sendo satisfeita a igualdade se e só se (N, g) é plana em em p e R se anula até segunda

ordem em p .

Demonstração: A demonstração deste resultado é análoga a demonstração do Co-

rolário 3.8. Em que, ao invés de utilizarmos o Teorema 3.7, trabalharemos com o

Teorema. 3.10 �
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