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Resumo

Neste trabalho, abordamos alguns conceitos referentes a Relatividade Matemaética, a
fim de discutirmos resultados relacionados a limites de massas quasi-locais de esferas
em variedades Riemannianas tridimensionais, a luz do artigo intitulado “Large-sphere
and small-sphere limits of the Brown-York mass” dos autores X.-Q. Fan, Y. Shi e L.-F.
Tam. Inicialmente, estudamos e utilizamos propriedades de decaimento de alguns ob-
jetos geométricos em uma variedade assintoticamente plana tridimensional de forma a
estudarmos o limite da massa quasi-local de Brown-York em esferas coordenadas com
raios suficientemente grandes, concluindo que este limite converge, no infinito, para
a massa de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) da variedade assintoticamente plana em
questao. Posteriormente, estudamos expansoes em coordenadas normais de estruturas
geométricas de modo a compreendermos a massa de Brown-York para esferas geodésicas
com raios suficientemente pequenos, utilizando tais resultados para apresentarmos ex-
pansoes de massas quasi-locais, bem como, comportamento de determinados volumes
esféricos. Também estudamos resultados do mesmo carater para as massas quasi-locais
de Hawking e isoperimétrica, além de abordarmos aplicacoes destas expansoes em face

do Teorema da massa positiva.

Palavras-chave: Massa ADM; Massa de Brown-York; Coordenadas normais; Teorema

da massa positiva.



Abstract

In this work, we approach some concepts related to Mathematical Relativity, in or-
der to discuss results related to quasi-local mass limits of spheres in three-dimensional
Riemannian manifolds, in the light of the article entitled “Large-sphere and small-
sphere limits of the Brown-York mass” by authors X.-Q. Fan, Y. Shi and L.-F. Tam.
Initially, we studied and used decay properties of some geometric objects in an asymp-
totically flat three-dimensional manifold in order to study the limit of the quasi-local
Brown-York mass in coordinate spheres with sufficiently large radius, concluding that
this limit converges, in the infinite, for the Arnowitt-Deser-Misner (ADM) mass of
the asymptotically flat manifold in question. Subsequently, we studied expansions in
normal coordinates of geometric structures in order to study the Brown-York mass for
geodesic spheres with sufficiently small radius, using these results to present quasi-local
mass expansions, as well as the behavior of certain spherical volumes. We also study
results of the same character for the quasi-local Hawking and isoperimetric masses,
in addition to approaching applications of these expansions in the face of the positive

mass theorem.

Keywords: ADM mass; Brown-York mass; Normal coordinates; Positive mass theo-

rem.
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Introducao

Nosso trabalho se ambienta na importante relagao estabelecida ao longo dos anos
entre a Geometria Riemanniana e a Relatividade Geral, teoria esta desenvolvida bri-
lhantemente por Albert Einstein em 1915. Em especifico, trabalharemos nocoes de
algumas massas na relatividade geral a vista de estudos geométricos. Neste estudo,
h& uma grande dificuldade em obter uma formulacao geral de massa e, por isso, exis-
tem varias nogoes, cada uma aplicada numa determinada situagao. Por exemplo, para
certos espacos-tempo que sao assintoticamente planos, temos uma nocao de massa de-
nominada massa de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) [I], que seréd utilizada no nosso
estudo.

Estritamente, neste trabalho, apresentaremos resultados envolvendo algumas mas-
sas quasi-locais e a massa ADM alicergados no artigo de X.-Q. Fan, Y. Shi e L.-F. Tam.
[7], intitulado “Large-sphere and small-sphere limits of the Brown-York mass”. As for-
mulacoes de massas quasi-locais surgiram, nas literaturas, ha cerca de quarenta anos,
com a finalidade de medir a energia de determinadas superficies compactas. Natural-
mente, existem algumas condigoes que esperamos que as massas quasi-locais cumpram
como, por exemplo, a nao negatividade. Além disso, o comportamento dessas mas-
sas quasi-locais, no infinito, devem convergir para a massa de Arnowitt-Deser-Misner
(ADM).

Em nosso estudo, um dos objetivos sera analisar resultados que envolvem este tltimo
comportamento das massas quasi-locais. Mais especificamente, numa variedade assin-
toticamente plana, analisamos a relagao da massa quasi-local de Brown-York de esferas
coordenadas com a massa ADM desta variedade, no infinito. Para mais, também al-
mejamos investigar expansoes de massas quasi-locais em esferas geodésicas com relagao
as massas de Brown-York e de Hawking.

Para tanto, estruturamos esta dissertacao em trés partes. No primeiro capitulo,
elencamos resultados e conceitos preliminares com respeito as Variedades Diferenciaveis
e alguns topicos de Geometria Riemanniana necessarios para o estudo dos capitulos
seguintes, bem como aspectos referentes as Variedades Assintoticamente Planas de

dimensao 3, as quais, de forma sucinta, sao variedades Riemannianas que, a menos de



um compacto, sao difeomorfas ao complementar de uma bola fechada em R?, em que
a métrica se aproxima da métrica euclidiana no infinito. Além disso, abordamos as
caracterizagoes das massas trabalhadas ao longo dos resultados dos préximos capitulos
como, por exemplo, a massa ADM de uma variedade assintoticamente plana (M, g),
que sucintamente é definida como o limite no infinito de integrais que envolvem as

derivadas parciais da métrica g. Mais especificamente,

1 |
mapy (M) = lim —— / (9iji — i)V d%).
Sr

r—oo 167
Além disso, veremos a massa de Brown-York da fronteira de uma variedade compacta
(€2, g) em dimensao 3 com fronteira suave e com curvatura de Gauss de JS) positiva, a

qual, concisamente, é definida por

iy (00) = — / (Hy— H)dS,

8

em que H é a curvatura média de 0§2 com respeito ao vetor normal unitario externo
e a métrica g e Hy é a curvatura média de 0f) com relacao ao vetor externo unitario
quando mergulhado em R3.

No segundo capitulo, o objetivo principal é demonstrar um relevante teorema do
artigo [7], o qual relaciona as duas massas que caracterizamos acima. Mais especifica-
mente, vamos provar que se (M, g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem

1>7> % com um fim e S, sao esferas coordenadas, entao

lim mBy(Sr) B mADM(M), (1)

r—00

ou seja, sob certas circunstancias, o limite da massa de Brown-York de esferas de
uma variedade assintoticamente plana tridimensional, quando o raio das esferas tende
ao infinito, é exatamente a massa ADM da variedade em questao. Dessa forma, neste
capitulo, apresentamos inicialmente alguns resultados técnicos que nos dao informacoes
sobre decaimentos de alguns objetos geométricos como, por exemplo, as curvaturas
médias H e Hy dada definicao da massa de Brown-York apresentada acima. Em se-
guida aplicamos tais resultados para demonstrar o limite . Além disso, analisamos
uma generalizacao deste resultado. Para mais, a partir das demonstragoes, também
abordamos resultados que comparam volumes de esferas, donde utilizamos observacoes
dos resultados anteriores e uma versao do Teorema da massa positiva, o qual garante
que em uma variedade assintoticamente plana tridimensional com curvatura escalar
nao-negativa a massa mapy > 0, valendo a igualdade se, e somente se, a variedade

¢ isométrica ao R3. Por fim, mostramos que a massa isoperimétrica de uma variedade



assintoticamente plana de dimensao trés coincide com a massa ADM desta variedade.

No Capitulo 3, o objetivo é exibir expansoes de massas quasi-locais de esferas
geodésicas numa variedade Riemanniana (N, g) de dimensao trés. Para este estudo,
foi crucial estudar as expansoes de Taylor de métricas e curvaturas em vizinhancas
normais, com o objetivo de aplica-las nas respectivas definicbes das massas quasi-
locais. Finalmente, apresentamos varias aplicacoes que envolvem o volume de esferas

geodésicas, as quais também decorrem do Teorema da massa positiva de Shi-Tam [20].



Capitulo 1
Conceitos e resultados preliminares

Em razao do nosso trabalho englobar estudos relacionados a Anélise Geométrica
e a Fisica Matematica, necessitamos apresentar alguns conceitos e resultados prévios
da Anélise, Geometria Riemanniana e Relatividade Matematica. Este capitulo tem
por finalidade estabelecer notacoes e terminologias que auxiliarao na compreensao do
texto, bem como, relembrar caracterizacoes e resultados que serao utilizados ao longo

dos dois capitulos seguintes.

1.1 Toépicos de geometria Riemanniana

Ao longo do texto apresentaremos alguns resultados envolvendo objetos geométricos
como, por exemplos, as curvaturas. Além disso, também trabalharemos no Capitulo
3 com coordenadas normais. Para tanto, necessitamos compreender alguns conceitos
e resultados basicos da Geometria Riemanniana, os quais serao elencados a seguir.
Destacamos que este capitulo foi fundamentado por meio dos classicos livros de J. Lee
[13], Petersen [16] e de Carmo [4].

No nosso contexto, salvo mencao contraria, estaremos trabalhando com variedades
Riemanniana de dimensao 3. No entanto, de modo mais geral, vamos definir uma
variedade Riemannianas de dimensao n. Para tanto, vamos trabalhar com variedades
de classe C (diferenciaveis), Hausdorff, conexas e com base enumerdvel. Ademais,
identificaremos as coordenadas locais de uma carta (U, ¢) da variedade diferenciavel M
de dimensao n como (z*,2?,... z"), tal que U é um aberto de R™. Além disso, T, M
denotara o espaco tangente de M no ponto p € M. Salientamos que o leitor deve estar
familiarizado com os resultados basicos relativos as variedades diferenciaveis, podendo

consultar o Capitulo 0 de 4] para um estudo preliminar.

Definicao 1.1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Uma métrica

Riemanniana em M ¢é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um
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produto interno g, : T,M x T,M — R, ou seja,
i) g, ¢ uma forma bilinear;
i) gp(v,w) = g,(w,v), Yv,w e T,M; (simétrica)
iii) g,(v,v) > 0, para todo v € T,M. g,(v,v) = 0se e s6 se v =0, (positiva definida)

de forma que essa correspondéncia varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se

p: U CR" — M é um sistema de coordenadas locais em torno do ponto p, com

p(z!,...,2") =q € o(U) e 2(q) = dy(e;), onde ¢; é o vetor da base canénica do R”,

entao as funcoes definidas por

0 0 . i
sao diferenciaveis.

Esta defini¢ao independe da escolha do sistema de coordenadas. O indice p em g,
pode ser omitido, desde que nao acarrete confusoes. Além disso, em alguns momentos
podemos identificar g,(-,-) = (-, -),. As funcoes g;; sdo chamadas de componentes da
métrica Riemanniana. O par (M,g) é chamado de variedade Riemanniana.
Destacamos que em alguns momentos, por simplicidade, vamos considerar a seguinte
notacao 0; = %.

As seguintes defini¢oes concedem nogoes equivalente para a estrutura apresentada

acima.

Defini¢ao 1.2. Sejam (M, g) e (NN, g) variedades Riemannianas. Um difeomorfismo

f: M — N é dito uma isometria se
Gp(v,w) = Grp (dfy(v), dfp(w)), Ype M, Yv,w e T,M. (1.1)

Além disso, dizemos que f é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanca
UC M deptalque f: U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo a condigao ({1.1)).

Exemplo 1.1. Um dos exemplos mais simples de variedade Riemanniana é o espago
euclidiano n-dimensional munido com o produto interno usual. Neste caso, a base
coordenada de T,R™ ¢ identificada com os vetores da base canonica e; e a expressao da

métrica é dada por d;; = (e;, €;).

Definigao 1.3. Sejam M uma variedade diferenciavel, (IV, gi) uma variedade Rieman-

niana e f : M — N uma imersao, ou seja, f ¢ diferencidvel e df,, : T,M — TN é
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injetiva para todo p € M. Entao, podemos induzir uma métrica g,; em M, denominada

métrica pullback, dada por

g (v, w) = gn(df,(v), dfp(w)), v,w € T,M.

O resultado a seguir garante a existéncia de métricas em quaisquer variedades di-

ferencidveis.

Proposigao 1.1. Uma variedade diferenciavel Hausdorff e com base enumeravel possui

uma métrica Riemanniana.

Demonstragao: Uma demonstracao deste resultado, via particao da unidade, pode

ser encontrada em [4]. |

1.1.1 Curvaturas em variedades Riemannianas

A partir deste momento, vamos exibir a nocao de curvatura que, de maneira in-
tuitiva, mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana. Assim,
apresentaremos também a generalizacao da nogao de curvaturas Gaussiana e média das
superficies, bem como o tensor de Ricci e resultados que serao utilizados em algumas
demonstragoes dos préoximos capitulos.

Para isto, denotaremos por X(M) o conjunto de campos de vetores de classe C'*
de M e ®(M) o conjunto das fungoes reais de classe C* em M. Ademais, vamos

considerar as seguintes caracterizagoes.

Definicao 1.4. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma conexao afim V em M é
uma aplicacao

V:iX(M)xX(M)— X(M)
que a cada par de campos de vetores (X,Y’) associa um outro campo de vetores deno-
tado por VY, satisfazendo as seguintes propriedades:
i) VixiovZ = fVxZ 4+ gVyZ;
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ;
i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
para quaisquer XY, Z € X(M) e f,g € D(M).

Observacao 1.1. Pode-se verificar que dada uma variedade diferencidvel M com uma

conexao afim V, existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo vetorial V'

ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo de vetores % ao

longo de ¢, que satisfaz as seguintes propriedades:

7
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i) Z(v+w) =24 DY

i) Z(fV) =%V + o

iii) Se V ¢é induzido por um campo de vetores Y € X(M), ou seja, V(t) = Y (c(t)),

entao % = Vdc/th.

donde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma funcao diferenciavel em I. Tal
correspondéncia é denominada derivada covariante de V ao longo de c. Além disso,

note que tais nocoes nos fornecem maneiras de derivar vetores ao longo de curvas.

Definicao 1.5. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, com a métrica denotada
por g = (-,-) e V uma conexao afim de M. Dizemos que tal conexao é compativel
com a métrica g, se para toda curva diferencidvel «, tem-se (X, X’) é constante, para

quaisquer X e X’ campos ao longo de a.

Definicao 1.6. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M ¢é dita uma

conexao sitmétrica quando
VxY —VyX=XY -YX,

para todo X,Y € X(M).

Tendo em vista as defini¢oes acima, podemos garantir que existe uma tinica conexao
afim V em uma variedade Riemanniana M que é simétrica e compativel com a métrica
Riemanniana, denominada conexao Riemanniana de M.

Observe também que podemos analisar as conexao em um sistema de coordenadas

(U, ¢). Para tanto, considere sua base coordenada {01, . .., 0,}, entdao podemos escrever
Vo dj =Y Thok,
k

onde as fungoes Ffj definidas em U sao os simbolos de Christoffel da conexao V em
U, tais que,

1
Fi'cj 9 Z(gjmai + gmi0j — gijam)gmk (1.2)

m

é a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana.

Definigao 1.7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura é
definido pela aplicagdo R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M), dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’Y]Z, Z € %(M)

em que V é a conexao Riemanniana de M.
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Observagao 1.2. A curvatura R é multilinear em X(M) x X(M) x X(M), no sentido
que para quaisquer X,Y,Z W € X(M) e f,g € D(M), tem-se

R(fX+gYV,W) = [R(X,W)+gR(Y,W);
RIX,fZ+gW) = fR(X,Z)+ gR(X,W);
RIX,Y)(fZ +gW) = fR(X,Y)Z+ gR(X,Y)W.

Além disso, vale a seguinte propriedade, conhecida como identidade de Bianchi,
RX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,

para quaisquer X,Y, 7 € X(M).

Ainda neste contexto, considere XY, Z, W € X(M) e defina
R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W).

Alguns autores também denotam o tensor acima como tensor curvatura. Observamos
que podemos apresentar o tensor curvatura por meio de um sistema de coordenadas.
Para isso, considere a carta (U, ¢) em torno de p e {01, - ,0,} a sua base coordenada,

entao definimos as coordenadas do tensor de curvatura por:
R(@z, (9])(9k = Z Rijkala
l

tais que Rﬁj . Sa0 as componentes da curvatura R em (U, ¢). Além disso, em coordena-

das, definimos as coordenadas do tensor de curvatura por:
Rijkl - R(au a]; a]m al>7

decorre das observagoes o seguinte resultado:

Proposicao 1.2. (Propriedades do Tensor Curvatura). Assumindo todas as
nocoes e notagoes anteriores. Temos que o tensor curvatura possui as seguintes propri-

edades:
i) Rijt = —Rjim;
i) Rijr = —Riju;
i) Rijm = Ruij;
iv) Rijri + Rjki + Riij = 0; (Primeira Identidade de Bianchi)

9
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V) Rijki:m + Rijimk + Rijmky = 0. (Segqunda Identidade de Bianchi)

Demonstracao: A demonstracao dessas propriedades podem ser encontradas no
Capitulo 4 de [I3]. |

Observacao 1.3. Na Proposicao acima a notacao ; denota a derivada covariante. Por

exemplo, R;jk.m € a derivada covariante de R;j;; com relacao ao vetor Oy,.

Outro conceito que esta relacionado com o operador curvatura é a curvatura secci-

onal ou Riemanniana, que definimos a seguir

Definicao 1.8. Sejam p € M e o C T,M um subespago vetorial bidimensional. A

curvatura seccitonal de o é dada por

R(x7 y? 137 y)
K p—
@) =GPy = (o g

em que z,y € o e sao vetores linearmente independentes.

Observagao 1.4. A nogao de curvatura seccional vista anteriormente, esta bem defi-

nida, isto ¢, independe da escolha dos vetores z,y € 0.

Como veremos no resultado a seguir, o conhecimento da curvatura seccional deter-

mina completamente o tensor de curvatura de uma variedade.

Proposicao 1.3. Sejam E um espago vetorial de dimensao m > 2 munido de um
produto interno (-,-) e R: EXEXFE — E, e R : E x Ex E — FE aplicacoes

tri-lineares que satisfazem as condigoes 1), 1), i) e iv) da Proposigao para
R(x,y,z,t) = (R(z,y)z,t), R'(x,y,z,t) = (R (z,9)z,1).

Sejam xz,y € E sao vetores linearmente independentes e considere,

_ Rz,y,2,1)
2y = (z,y)’

K/(O') _ 'R(m,y,z,t)

ko) = ePlyE — (z.9)

em que o é o espago gerado por x e y. Se para todo 0 C E, K(0) = K'(0). Entao,
R=R.

Demonstragao: Veja o Capitulo 4 da referéncia [4]. [ |
Existem outros tipos notaveis de curvaturas que podem ser obtidas através de tracos
do tensor de curvatura, as quais serao fortemente utilizadas durante os resultados

apresentados neste trabalho.

10
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Definicao 1.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. O tensor

curvatura de Ricci de M (ou tensor de Ricci), denotado por Ric, é dado por
Ric(X,Y) =tr{Z — R(Z,X)Y},

para todos X,Y € X(M).

Considerando um sistema de coordenadas, temos que as componentes do tensor de

Ricci sao dadas por

Ry = Z RQU = Z gkakijma
k=1

k,m=1

em que ¢ sao as componentes da inversa da métrica g.

Observacao 1.5. Por meio das propriedades do tensor curvatura, Proposicao|l.2] nao

¢ dificil verificar que o tensor curvatura de Ricci é simétrico, isto ¢, R;; = R;;.
Doravante, vamos definir a curvatura escalar.

Defini¢ao 1.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Definimos a curvatura
escalar de M, denotada por R, como a fungdo R € ©(M) dada pelo trago do tensor

de Ricci com respeito a métrica g, ou seja, se x € M, temos que
n
R(z) = ZQWRM‘-
2%

Em dimensao 3, existe uma importante relacao entre os tensores de curvatura, que

¢ uma consequéncia da Proposicao [1.3, Especificamente, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 3. Entao, as

componentes do tensor curvatura podem ser descritas da seguinte forma

1
Riju = ginRji — gaRjk — gl + gl — §R(9ikzgjl — Gugjk)-

Demonstragao: Primeiramente, considere
1
Wijke = Rijr — g Rji + gaRji + gjeRa — gjRir + §R(9ikgjl — gagjx) = 0.

Através de alguns célculos, nao é dificil mostrar que o tensor W,y satisfaz todas as
condigoes da Proposicao[I.2} Além disso, considerando uma base ortonormal no espago

tangente a M, digamos {ej, ez, e3}. Observe que, nesta base, parai # j, i #ke j#k

11
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obtemos

1
Wijii = Rijij — 9ulj; + 9ijRj5 + gijRji — 955 R + §R(giigjj — Gij9ji)
1
— Rijij — Rjj - R“ + ER
1

"R~ Ri+R

Por outro lado, como

~Rj; — Ry + R
( ji . + kk)—_Rijija

temos Wj;; = 0. Assim, as curvaturas seccionais com relagao aos vetores da base

{e1, €9, e3}, dois a dois diferentes, sdo nulas. Portanto, pela Proposi(;éo concluimos
1
Wijki = Rijr — ganBji + gaRji + gjeRa — gjRir + éR(gikgjl — gagjr) =0,

ou seja,

1
Rijii = g Rji — guRjk — gjuRa + gl — §R<gikgjl — GuGik)s

como queriamos demonstrar. [ |

Observacao 1.6. As componentes W;jy;, definidas durante a demonstracao anterior,
sao conhecidas como as componentes do Tensor de Weyl. Assim, o resultado acima

garante que as componentes do tensor de Weyl se anulam no caso tridimensional.

1.1.2 Geometria extrinseca: imersoes isométricas e a segunda

forma fundamental

Agora, vamos apresentar a nogao da segunda forma fundamental, a fim de de-
finirmos a curvatura média. O proposito é generalizar a caracterizacao de segunda
forma fundamental proveniente do estudo das superficies. Para tanto, vamos conside-
rar f : M — M uma imersdo, onde M é uma variedade diferencidvel de dimensao
n e M é uma variedade Riemanniana de dimensdo n + k. Sabemos que, f induz uma
métrica sobre M, a métrica pullback (ver Deﬁni(;éo. Além disso, para cada p € M,
existe uma vizinhanca U C M de p, de modo que f(U) C M é uma subvariedade de
M. Entdo, existe uma vizinhanca M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R*
em um aberto V do R¥, tai que ¢ aplica f(U) N U num aberto do subespaco R™. Por
simplicidade e a fim de considerarmos determinadas extensoes, identificamos U com
f(U) e cada v € T,M, q € U, com dfy(v) € TyqM. Por meio do difeomorfismo ¢,

12
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podemos estender um campo vetorial definido em U para um campo em U. Ademais,

para cada p € M, o produto interno em 7, pM garante a seguinte decomposicao:
T,M =T,M & (T,M)™*

em que (T,M)* é o complemento ortogonal de T, M em TI,M. Desse modo, se v € TPM,
entao

v=0vl+oV, W eT,M, N e (T,M)*"

onde vT e vV

sao as componentes tangencial e normal de v, respectivamente. De-
notaremos por X(U)* os campos diferencidveis em U de vetores normais a f(U) ou
simplesmente U'.

Agora vamos definir a segunda forma fundamental da imersao f. Para tanto, sejam
V e V as conexodes Riemannianas de M e M, respectivamente. Considere X, Y campos

de vetores locais de M, o campo definidor por
AX,)Y)=VxY — VY

é um campo local em M normal a M. No Capitulo 6 de [4], verifica-se que A(X, Y)
estd bem definida, ou seja, ndo depende das extensdes X,Y. Além disso, A X(U) x
X(U) — X(U)*, como definida acima, é uma aplicacio bilinear e simétrica. Dessa
forma, considerando p € M e n € (T,M)™*, a aplicagao A : T,M x T,M — R dada
por

Ap(z,y) = (A(;U,y),m xz,y € T,M

é também uma forma bilinear simétrica. Definimos a segunda forma fundamental

de f em p segundo o vetor normal n pela aplicagao A : T, M — R, dada por
A(z) = Az, x).

As vezes também chamamos de segunda forma fundamental a aplicacao A. Como A,, é
uma forma bilinear, entao associamos uma aplicagao linear auto-adjunta S, : T,M —

T,M tal que
(Su(@),y) = (A(z,y),n).

Além disso, pode-se verificar que, se considerarmos p € M, x € T,M, n € (T,M)* e

N uma extensao local de n a M. Entao,
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1. Conceitos e resultados preliminares

em que V a conexao Riemanniana de M.

Observacao 1.7. Um caso interessante e que se enquadra nas situacoes que serao
abordadas nos proximos capitulos, é quando a codimensao da imersao f é kK = 1, ou
seja, f: M" — M Neste caso, f(M) C M é denominada hipersuperficie. Sendo
assim, considere p € M e n € (T,M)* um vetor unitdrio e uma base ortonormal
de vetores {ey,...,e,} de T,M. Definimos a curvatura de Gauss-Kronecker da
imersao f por

K = det(A(e;, e;))-

E a curvatura média como
H=trA= Z Ale;, e;),
i=1

onde o traco analisado acima é com respeito a métrica g.

Além disso, ao longo dos proximos capitulos, vamos utilizar as formulas de Min-
kowski, as quais envolvem as integrais das curvaturas definidas acima. Mais especifi-

camente, temos as seguintes relacoes:

Proposicao 1.5. (Férmulas Integrais de Minkowski). Sejam S uma superficie

compacta e orientdavel em R3 e p € S. Entao valem as seguintes férmulas:
i) [y Ho(p)n(p) - pdS =2 [, dS;
i) [¢Ho(p)dS =2 [¢ K(p)n(p) - pdS,

Em que - é o produto interno em R?, n(p) o vetor externo normal unitério a S em p
e dS é o elemento de area. Além disso, Hy e K sao as curvaturas média e gaussiana,

respectivamente.

Para o leitor interessado em mais detalhes referente a este resultado sugerimos o
Capitulo 6 do livro do Klingenberg [12].

1.1.3 Operadores em variedades Riemannianas

Ao longo deste trabalho utilizaremos alguns operadores como o gradiente e o la-
placiano. Os quais ja sao comumente utilizados em contextos Euclidianos, porém, por
meio da derivada covariante, também se estendem as variedades diferenciaveis, como

Veremos a seguir.
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Definigao 1.11. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f : M — R uma fungao

diferencidvel. Definimos o gradiente de f, denotado por Vf € X(M), como
(V. X) =df(X)=X(f), VX eX(M).

Agora, considere a conexao Riemanniana V de M, definimos a divergéncia de X

como a funcao diferenciavel div : M — R, dada por
divX(p) =tr{v — V,X(p)}.

Posto isto, temos a seguinte caracterizacao:

Definigao 1.12. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcéo

diferenciavel. O laplaciano de f é a funcao Af : M — R dada por
Af =div(Vf).

Vale destacar que as propriedades de derivacao conhecidas para estes operadores

nos espacos euclidianos sao validas também neste contexto.

1.1.4 Geodésicas; Vizinhancas normais e Campos de Jacobi

No dltimo capitulo, utilizaremos fortemente a nocoes de coordenadas normais.
Dessa forma, necessitamos compreender alguns conceitos e resultados a respeito das

curvas geodésicas, os quais apresentaremos a seguir.

Definigao 1.13. Seja M uma variedade Riemanniana. A curva diferenciavel v : [ —

M ¢ dita uma geodésica quando

D~/
dt

(t)=0, Vvtel.

Observagao 1.8. Se [a,b] C [ e v : 1 — M é uma geodésica, a restricdo 7|y €
chamada de segmento de geodésica ligando v(a) a v(b). Além disso, por abuso de

linguagem, é conveniente chamarmos de geodésica a imagem (/) de uma geodésica .

Concisamente, uma geodésica é uma curva na qual o campo velocidade é paralelo ao
)
longo da curva. Pode-se verificar facilmente geodésica sao curvas com o comprimento

do vetor velocidade constante. Especificamente, se v : I — M é uma geodésica, entao
d [/dvy dvy D, , dry
— (2L ZIN ol (A (). 2L ) =
dt<dt’dt> <dt(7<))’ i) ="
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ou seja, |y(t)] = ¢, com ¢ constante. Em particular, quando ¢ = 1, a geodésica é
dita normalizada. Além disso, supomos que |y/(¢)| # 0, pois ndo consideramos os
casos degenerados, cuja geodésicas se reduzem a um ponto. Dessa forma, definimos o

comprimento de arco s de v a partir de um parametro fixo ¢t = ¢, como

()= [ ldt =t ~t).

Toda geodésica pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco para se tornar
uma geodésica normalizada. Podemos garantir também a existéncia e unicidade de
geodésicas. Precisamente, consideramos uma variedade Riemanniana M e temos que
para todop € M, v € T,M e ty € R, existem um intervalo I C R, com ¢, € I e uma
geodésica v : I —, tal que y(tg) = p e 7/(to) = v. Ao leitor interessado em detalhes
dessas afirmagoes indicamos o Capitulo 3 de [4].

Agora, vamos definir a aplicacao exponencial que serd de fundamental importancia
para o estudo das coordenadas normais. Mas antes, vamos citar alguns afirmagoes, as
quais podem ser encontradas no livro do Carmo [4] e que nos auxiliardo na compreensao
da caracterizacao da aplicacao exponencial. Sendo assim, considere M uma variedade
diferenciavel, V' uma vizinhanga de um ponto p € M e X é um campo C*. Entao,

existem um aberto V) C V', com p € V; e uma aplicagao diferenciavel
w:(=0,0)xVy —V

para algum § > 0 tais que para cada q € Vi ¢4(t) = ¢(t,q) : (—9,0) — V é a tnica
trajetoria do campo X tal que ¢(0,q) = ¢. Sendo assim, estd bem definido o campo
geodésico em T'M, que sucintamente é o Unico campo cujas trajetorias sao da forma
t — (y(t),7'(t)), em que v é uma geodésica de M. De modo geral, a aplicacao ¢ é
chamada de fluxo geodésico do fibrado tangente T'M. Por conseguinte, existem uma

vizinhanca U de p e constantes d,e > 0, bem como, uma aplicacao diferenciavel
vi(=0,0) x U — M

em que
U={(¢qv); qeV e veT,Mv| <ce},

tais que a curva t — (t, ¢, v), com t € (—6,0), é a nica geodésica de M que satisfaz
as condigoes v(0) = ¢, 7/(0) = v, para todo ¢ € V e v € T,M, no qual |v| < e. Além
disso, por meio de reparametrizacoes, se diminuirmos o intervalo podemos aumentar a

velocidade da geodésica. Em verdade, temos a seguinte propriedade de homogeneidade
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de uma geodésica.

Proposicao 1.6. Se a geodésica 7(t, ¢, v) esta definida no intervalo (—4,4). Entao, a

geodésica y(t, ¢, av), com a € R, a > 0, estd definida no intervalo (—g, %) e

v(t, q,av) = y(at, q,v).

Como consequéncia dos resultados elencados acima temos o proximo corolario, o
qual permite aumentar, uniformemente, o intervalo da definicdo de geodésica (Ver

Definicao |1.13) numa vizinhanca de p.

Corolario 1.7. Dado p € M, existem uma vizinhanga V de p em M, ¢ > 0 e uma
aplicagao diferenciavel
v:i(=2,2) xU — M

donde
U={(q,v); g€V e veT,M,|v| <e},

tais que t — y(t,q,w), t € (—2,2) é a tnica geodésica de M que no instante t = 0

passa por ¢ com velocidade w, para cada ¢ € V e cada w € T, M, com |w| < e.
De posse deste resultado, podemos considerar a seguinte definicao.

Definicao 1.14. Sejam M uma variedade Riemanniana e v € T, M, com ¢ € M.

Considere o aberto U como no Corolério [1.7], a aplicacao exp : U — M dada por

v
exp(q,v) =v(1,q,v) =~ (Ivl, q, m)

¢ denominada aplicacao exponencial.

Observacao 1.9. Observe que existem outras formas restritas de considerar a aplicacao
exponencial. Na maior parte do tempo, vamos utilizar a restricao da aplicacao ex-
ponencial a um espago tangente 7T,M. Mais especificamente, definimos a aplicacao
exponencial

expy(v) : B(0) — M

por exp,(v) = exp(q,v). Donde B.(0) é a bola aberta de raio ¢ centrada na origem do
espacgo tangente 7, . Evidentemente, a aplicacao exponencial é diferenciavel e, além

disso, expy(0) = q.

Um propriedade fundamental da aplicacao exponencial é a proposicao a seguir, a
qual garante, sob certas condigoes, que existe uma vizinhanca de um espaco tangente
de modo que a a exponencial é um difeomorfismo deste aberto sobre um aberto de M.

Precisamente, temos o seguinte resultado:
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Proposigcao 1.8. Sejam M uma variedade Riemanniana e ¢ € M. Existe ¢ > 0, tal
que
exp, : B:(0) Cc T,M — M

é um difeomorfismo sobre um aberto de M.

Demonstracao: Segue diretamente das propriedades de derivacao e do teorema da
aplicacao inversa. [ |
Enfim, estamos prontos para definir uma vizinhanga normal a qual é primordial

para os estudos apresentados ao longo deste escrito.

Definicao 1.15. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Uma vizinhanga V'
de p em M, onde existe uma vizinhanca U da origem em 7,M, tal que a exponencial

exp, ¢ um difeomorfismo de U sobre V ¢ dita uma vizinhanca normal de p.

Além disso, nas circunstancias da definicdo acima, se B.(0) é uma bola aberta
centrada na origem de forma que seu fecho B.(0) C U, entao denominamos exp,(B.(0))
como a bola geodésica de centro p e raio €, a qual de notamos por B.(p). E a fronteira
0B.(p) de uma bola geodésica é dita uma esfera geodésica denotada por S.(p).
Quando pensamos em uma vizinhanga de uma variedade M, é natural, relacionarmos
a um sistema de coordenadas. Formalmente, sejam V = exp,(U) uma vizinhanca
normal de p em M, {ey,---,e,} uma base ortonormal de T,M ¢ Z : R* — T,M o
isomorfismo natural Z(z) = > a'e;, com z = (2!, -+ ,2™). Considere a parametrizagao

¢ : ZY(U) — V dada por

d(x) = (expoI)(x) = exp, (Z xiei) :

entao as coordenadas da parametrizacao ¢ sao denominadas coordenadas normazis
em p. Estas coordenadas estabelecem particularidades importantes, que utilizaremos
no Capitulo 3. Mais especificamente, seja (M, g) uma variedade Riemanniana, em

coordenadas normais, temos que
i) gij(p) = dij;
i) 9g:;(p) =0;
iii) I‘fj (p) =0.

em que 0 é denota as derivadas parciais com respeito a estas coordenadas. Ao leitor

interessado em tais propriedades indicamos [13].
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A seguir apresentaremos caracterizagoes de uma variedade Riemanniana M com-
pleta, a qual concisamente permite definir a aplicacao exponencial em todo espago

tangente. Especificamente, temos que

Definicao 1.16. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que M é geodesica-
mente completa (ou simplesmente completa) quando para todo p € M, a aplicagao
exponencial exp,, estd definida para todo v € T,M, isto é, se as geodésicas () que

partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

Definigao 1.17. A distancia entre dois pontos p,q € M, denotada por d(p,q), é o
infimo do comprimento de todas as curvas diferenciaveis por partes que ligam p a q.
Donde o comprimento de uma curva diferenciavel « : [a,b] — M, que liga a(a) = p a

a(a) = ¢, é dado por
b
19(a) = / o (1)t

Observacao 1.10. Sabemos que (M, d) é um espago métrico. Além disso, a topologia

induzida por d em M coincide com a topologia inicial de M (Veja o livro do Carmo

[41).
O resultado a seguir é um teorema relevante para o sentido de completude.

Teorema 1.9. (Teorema de Hopf- Rinow). Uma variedade Riemanniana M é

geodesicamente completa se, e somente se, (M,d) é completa como espago métrico.

Demonstracao: Uma versao da demonstracao deste resultado pode ser encontrada
no Capitulo 7 do livro [4]. |

De agora em diante, vamos compreender os campos de Jacobi, os quais sao campos
de vetores ao longo de geodésicas caracterizados por meio de uma equagao diferencial e
que surgem naturalmente no estudo da aplicacao exponencial. Especificamente, temos

a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.18. Seja v : I — M uma geodésica. O campo vetorial J ao longo de ~

que satisfaz a equacgao
D?J
dt?

¢ denominado campo de Jacobi ao longo de . Além disso a equagao acima é

= R(J,7)Y" (1.3)
chamada de equacao de Jacobz.

Assim, temos a seguinte proposicao que garante a existéncia e unicidade de campos

de Jacobi determinado por meio de suas condigoes iniciais.
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Proposigao 1.10. Sejam M uma variedade Riemanniana ey : I — M uma geodésica.

Dados ty € I e V,IWW € T, M, existe um tinico campo de Jacobi ao longo de v de

modo que
J(to) =V, E(zf ) =W
o) — V, dt 0) — .
Em particular, quando J(0) =0 e
DJ -

Entao,

J(t) =YtV .
=1

1.2 Notacoes de limites assintéticos: O-grande e o-
pequeno

Ao longo do texto utilizaremos determinadas notagoes, as quais, de modo geral,
possuem informacoes sobre o comportamento assintético de fungoes. Tanto no Capitulo

2 como na proxima sec¢ao, vamos trabalhar com a notagao O-grande no seguinte sentido:

Definigao 1.19. Sejam f, g : R — R. A notagao f(x) = O(g(z)) equivale a dizemos

que existe uma constante M > 0 tal que

/()] < Mlg(=)]

para x suficientemente grande. Esta notacao conhecida é denominada Notag¢ao O-

grande.

Observacao 1.11. Em alguns momentos vamos utilizar uma variagao da notagao
definida acima, que denotamos de notag¢do o-pequeno e é simbolizada por f(z) =

o(g(z)). A qual exprime que para todo € > 0

()] < elg(x)],

desde que = seja suficientemente grande. Além disso, as notagoes O(g(z)) e o(g(x))
podem ser consideradas como o conjunto das fungoes f que satisfazem f(z) = O(g(z))
e f(z) = o(g(x)), respectivamente. Nessa perspectiva, segue direto da definigdo da

notacao O-grande que o(g(z)) C O(g(z)).

Geralmente, durante o Capitulo 2 e a secao de variedade assintoticamente plana,

estaremos trabalhando com funcdes f(r) = O(r*), com k < 0. Logo, para r suficien-
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temente grande, temos que 0 < |f(r)] < M|r|*, para alguma constante M > 0 ou,

equivalentemente,

lim |f(r)| = 0.

r—00

A notagao O-grande f(z) = O(g(z)) também pode ser utilizada para representar o
comportamento de f perto de algum numero real. Mais especificamente, temos a

seguinte defini¢ao:

Definigao 1.20. Sejam f, g : R — R. A notagao f(x) = O(g(z)) equivale a dizemos

que existe uma constante M > 0 tal que

|f(z)] < Mlg(z)],

para x suficientemente proximo de um valor a € R.

Observacao 1.12. No Capitulo 3 utilizaremos uma variacao da notacao da definicao
anterior. Efetivamente, a notagao f(r) = O(r™), para r suficientemente préximo de 0

e com m € 7Z, equivale ao seguinte limite:

lim f(r)

r—0 rm—1

=0.

Por exemplo, a funcio f : R — R, dada por f(r) = 73 pertence ao conjunto das
fungoes O(r?), pois

m-—-==limr = 0.
r—0 7’2 r—0

Ademais, denotamos por O(1) é o conjunto das fungoes constantes ou limitadas.

Agora, vamos apresentar algumas propriedades referentes as notagoes definidas
acima. Vale destacar que estas propriedades serao ferramentas utilizada ao longo das
demonstragoes dos préoximos capitulos. Por simplicidade, vamos enunciar tais resulta-

dos utilizando a nocao O-grande, sendo validas para todas as definigoes anteriores.

Proposicao 1.11. Sejam fi, fo, g1 e go funcoes definidas em R"™ . Entao temos as

seguintes propriedades:
i) Se fi(z) = O(gi(z)) e C é uma constante nao-nula, entdo C f; () = O(gs (z));
i) Se fi(z) = O(g1(x)) e fa(x) = O(g2(2)), entdo fi(z)f2(z) = O(g1(2)g2(x));
i) f1()0(g1(z)) = O(fi(x)gr(x)).

Demonstragao: As demonstracoes dessas propriedades seguem imediatamente da
definicao. ]
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Observacao 1.13. Ao decorrer do nosso estudos, utilizaremos a notagao f(r) =
Ok(r*), com k € N e a € R, que concisamente indica condigdes de decaimento so-
bre a ordem das derivadas. Por exemplo, se f é uma funcao diferenciavel, tal que

f(r) = Oy(r®). Entao, temos que
f(r) =00, of(r) =01 e 90f(r) =02

donde 0 é o operador derivada parcial.

1.3 Variedades assintoticamente planas

A partir desse momento, apresentaremos o conceito de variedade assintoticamente
plana, o qual vamos utilizar ao logo do texto. De forma sucinta, as variedades assin-
toticamente planas sao variedades Riemannianas que, a menos de um compacto, sao
espacos difeomorfos ao complementar de uma bola fechada em R?, no qual a métrica se
aproxima da métrica euclidiana no infinito. Formalmente, temos a seguinte defini¢ao

de variedade assintoticamente plana:

Definigao 1.21. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa de dimensao 3.
Dizemos que (M, g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem 7 com um
fim se existem um compacto K C M e um difeomorfismo ¢ : M\ K — R3\ B(0), tais

que nas coordenadas induzidas por ¢, denotadas por x = (z1, x9, x3), tem-se
9i5() = 045 + 035
com 0;; = g;; — 0;; = O3(r™7) ou, equivalentemente,
|oij| + 7|00;| + r?|0d0y;| + 1210000 = O(r™T),

para alguma constante % <71 < 1. Em que |z| = r e J denota as derivadas parciais em
R? com respeito ao sistema de coordenadas z;, denotado por sistema de coordenadas

admissiveis.

Observacao 1.14. Vale destacar que a definicao anterior pode ser considerada para
uma variedade Riemanniana de dimensao n > 3. Contudo, nesta dissertacao traba-
lharemos com variedades assintoticamente planas de dimensao 3. Além disso, estamos
considerando o caso de uma variedade Riemanniana com um fim. Conduto, podemos
caracterizar de maneira mais geral uma variedade assintoticamente plana com r fins de

forma que existe um compacto K, tal que M\K é a unido finita de fins My,--- , M,,

22



1. Conceitos e resultados preliminares

donde para cada M, existe um difeomorfismo ¢, : M, —s R3*\ B_(0) e nas coordenadas

induzidas por ¢, temos as mesmas condigoes acima para a métrica.

Exemplo 1.2. O exemplo mais simples de variedade assintoticamente plana é o espaco

euclidiano R3 munido com a métrica euclidiana usual §.

Exemplo 1.3. Outro exemplo de variedade assintoticamente plana é a variedade de

Schwarzschild de dimensao 3 e ordem 7 = 1, dada por M = R*\{0} munida com a

= (1 2)'s

onde m > 0 ¢ uma constante e r = |z| é a distancia euclidiana do ponto x € R?® a

métrica

origem.

As particularidades de uma variedade assintoticamente plana acarretam condigoes
de decaimento para algumas estruturas geométricas que nos auxiliarao ao longo deste

trabalhado e que apresentaremos a seguir.

Proposicao 1.12. Seja (M, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem 7.

Entao,
i) g7 =6;;+O0:(r 7);
i) TF = O (r™1).
em que g% sdo expressoes da inversa da métrica g.

Demonstracao: Nao ¢ dificil provar tais resultados. O primeiro item, segue das
propriedades de inversa e das condigoes de decaimento da métrica g da Definicao [1.21]
Por outro lado, o ltimo item, segue da Definicao [1.21] e da expressao classica dos
simbolos de Christoffel, analisadas em (|1.2)). [ |

1.4 Massa ADM e algumas massas quasi-locais

Como ja mencionado, um dos resultados centrais analisados nesse escrito, relacio-
nam a massa quasi-local de Brown-York de esferas com raios suficientemente grandes
com a massa ADM de uma variedade assintoticamente plana. Nesta secao, definiremos

precisamente estes entes utilizados em nosso trabalho.
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1. Conceitos e resultados preliminares

1.4.1 A massa de Arnowitt-Deser-Misner (ADM)

Definigao 1.22. A massa de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) de um variedade assin-

toticamente plana M é dada por

1 )
. 0
mapy (M) = lim (9iji — Gui )V’ dE,
r—oo 107 S,
em que S, ¢ a esfera euclidiana com raio 7 centro no origem, dX2 é o elemento de drea

induzido pela métrica euclidiana, 17 sao as coordenadas do vetor normal externo de S,

em R? e g;;; e gii; sao as derivadas parciais das componentes da métrica.

Observacao 1.15. Tendo em vista a definicao acima é natural nos questionarmos
sobre as condicoes impostas sobre existéncia do limite acima, neste sentido estamos
assumindo que a curvatura escalar estd em L'(M) de modo que este limite exista.
Além disso, vale destacar que por meio de um resultado do Bartnik [2] temos que
a definicao de massa ADM independe da escolha das coordenadas admissiveis que

satisfacam a condicao de decaimento da definicao de massa ADM.

Em seguida, enunciaremos uma versao de um importante e notavel resultado para
a Geometria Riemanniana e a Relatividade Geral: O Teorema da Massa Positiva. Em

que, sob certas condigoes, a massa ADM é nao-negativa.

Teorema 1.13. (Teorema da Massa Positiva). Seja (M,g) uma variedade as-

sintoticamente plana de dimensao 3. Se a curvatura escalar € nao-negativa. Entdo,
mADM(M) Z 0.

Em particular, mapy (M) = 0 se, e somente se, (M, g) € isométrica ao (R3,5), onde

d é a métrica euclidiana.

Demonstragao: Uma versao da demonstracao deste teorema foi apresentada por
Schoen e Yau [19]. |

Este resultado sera de fundamental importancia na demonstracao dos principais re-
sultados apresentados durante os préoximos capitulos. Destacamos que existem versoes
deste teorema para dimensoes maiores, mas dado a natureza deste trabalho nao men-

clonaremos.

1.4.2 Algumas massas quasi-locais

Agora, vamos elencar a caracterizacoes das massas quasi-locais utilizadas ao longo

do nosso trabalho, as quais se relacionam com a massa ADM.
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1. Conceitos e resultados preliminares

Definigao 1.23. Seja (€2, g) uma variedade compacta de dimensao 3 com fronteira

0f) suave, tal que a curvatura Gaussiana de 02 é positiva. A massa quasi-local de
Brown-York de 0f2 é dada por

mBy(GQ) = i/ (HO — H)dZ,
o0

™

em que H é a curvatura média de 0€) com respeito ao vetor normal externo e unitario
a métrica g, d¥ é o elemento de area induzido em 0f2 por g e Hy é a curvatura média

de 00 em relacao ao vetor normal externo unitdrio quando 92 ¢ mergulhado em R3.

Observacao 1.16. A massa de Brown-York estd bem definida mediante a um resul-
tado apresentado por Nirenberg [15] (1953, p. 353), o qual assegura que 92 pode ser
mergulhada isometricamente em R?. Com unicidade garantida por Cohn-Vossen [0]
(ou ainda [0, 17, [I8]). No estudo da massa de Brown-York, uma das dificuldades é

estimar

HydX.
o9

Para tanto, usaremos as féormulas integrais de Minkowski, dadas na Proposicao [1.5] e

as estimativas de Nirenberg [15], que garantem a existéncia dos mergulhos isométricos.

Agora apresentaremos a massa isoperimétrica introduzida por Huisken [II] que,
como veremos, se relaciona com a massa ADM de uma variedade assintoticamente

plana.

Definicao 1.24. Seja (M, g) uma variedade assintoticamente plana. A massa iso-

perimétrica de M é dada por

2 1
misoM) = timsup 2 (Vir) = LAk ()
r—00 (T‘) oz
onde V(r) é o volume do interior da esfera S, em relagdo a métrica g e A(r) é area de

das esferas coordenadas .S, em relagao a métrica g.
Outra importante massa quasi-local é a massa de Hawking [9] que definimos a
seguir.

Defini¢ao 1.25. Sejam (€2, g) uma variedade de dimensao 3 com fronteira 02 suave e
H a curvatura média de 0€) com respeito ao vetor normal externo unitario. A massa

de Hawking é dada por

mp(00) = 2 (167r— / H%zz),
(16m)2 o0

onde d¥ ¢é o elemento de drea induzido em J2 por g e 09| é a drea de OS).
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Capitulo 2

Limite da Massa de Brown-York de
esferas com raios suficientemente

grande

O objetivo deste capitulo é demonstrar um relevante e interessante resultado que
estudamos através do artigo de X.-Q. Fan, Y. Shi, L.-F. Tam [7], o qual compara
a massa de Brown-York de esferas, com raios suficientemente grandes, com a massa
ADM de uma variedade assintoticamente plana. Mais especificamente, vamos provar
que se (M, g) é uma variedade assintoticamente plana de ordem 7 > % com coordenadas
z = (2%, 2% 2°), de modo que g;; satisfagam as condigoes de decaimento da Definigao
e S, = {x;|z|, = r} s@o esferas coordenadas. Entao,

lim mBy(ST) = TTLADM(M).

700

Para tanto, necessitamos de alguns resultados prévios que nos dizem informacoes sobre

decaimentos de alguns objetos geométricos.

Observagao 2.1. Ao longo dos Capitulos 2 e 3 utilizaremos, por simplicidade, a
notacao de Einstein, a qual omite o simbolo de somatério. Donde, os indices que

se repetem uma vez em um mesmo termo indica a soma que esta sendo realizada.

2.1 Decaimento de algumas estruturas geométricas

A fim de analisarmos a segunda forma fundamental das esferas coordenadas S,

abordadas no inicio deste capitulo. Vamos inicialmente estudar o vetor normal desta
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

imersao. Dessa forma, considere o vetor normal das esferas coordenadas,

0 _ Vr
ozt [Vr|’

em que, .
r= (Z(ﬂ)?) (2.2)

e n é o vetor normal externo unitario. Observe que em ([2.1) utilizamos a notagao
de Einstein para somatorios, abordada anteriormente. Doravante, tal convencao sera
utilizada de maneira natural, a fim de facilitar os calculos.

Ademais, pela definicao de gradiente, podemos determinar os coeficientes nf. Com

0 or

Por outro lado, nao é dificil perceber de (2.2)) que para cada i, tem-se

efeito, sabe-se que

or
- = —, 24
oxt r (2:4)
Dai, por (2.1)), (2.3) e (2.4)), obtemos
x’ 0
— = (V .
r < " 8:UJ>
-0 0
= Vrin'—
<’ "l 8x1’6x3>
o 0
= |Vrn' .
[Vrin <8x“ 8xﬂ>
= |Vr|nig”
Entao,
i x/
Dali,
i ij ﬂgij
n gijg] = 7‘|VT|.
Logo, o
29 gii
b — 2.5
r|Vr| (2:5)
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

0
Além disso, considerando n; = <$, n> e substituindo em 1) obtemos
x

B A

Portanto, substituindo (2.5 na igualdade acima, tem-se

i

n; = r’gr‘. (2.6)
Para o que segue, recordemos que a métrica induzida sob S, é
hij = gij — nin; (2.7)
e a segunda forma fundamental é
Ay = hiRhnyy, (2.8)

em que ny,; € a derivada covariante de nj com respeito a g.
A partir de agora, vamos explicitar o decaimento da segunda forma fundamental

A;;, afim de terminarmos decaimentos para as curvatura de Gauss e a curvatura média.

Lema 2.1. Sejam (M, g) uma variedade assintoticamente plana de dimensao 3 e S, as
esferas coordenadas consideradas anteriormente. Entao temos os seguintes decaimentos
da segunda forma fundamental

Aij = T + O(T_l_T).

Demonstragao: De ([2.1) sabemos que

Vr =|Vr|n
Logo, o
xlgl] 0
V — ha—
" r OxJ
assim,
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Vrl> = g(Vr,Vr),

vzt (g)? o 0
5 g
,
Pai(g)
2
27 (g2 gy,

Dessa forma,

Vr|* =

Por outro lado, * = O(r), uma vez que

2] = V/(@)? < (ZW) 2

g 0 x'gY 0

ro ozt or %)

Oxi’ O

Gij

:,Uj :,UZ 1]

(2.9)

r2

=1

Além disso, como estamos trabalhando numa variedade assintoticamente plana, temos

que

gij = 0ij + 04,

em que 0;; =O(r~7), com 1 > 71 > % E como analisamos na Proposicao m, tem-se

gij = (Sij + O(’I“_T).

gijgii = 6ijgii + Uijgii-

Como,
Temos,
g7 = Oij —
— 5y —
0ij
Assim,
g7 = 0ij —

ii
0ij9

0ij(1+0(r™7))

— 045 — O'ijO(’f‘_T).

o+ O(r™?7). (2.10)
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Substituindo (2.10) em (2.9)), obtemos

xtad

|V7“\2 = 7((51 — O'»L‘j + O(T_QT))
r'xd zix gl
- T2 0ij — sz 0T T o)
't xiad o
= 2 i 2 Uz’j—l-O(T 2 ),
pois, 2¥ = O(r) e r=2 = O(r~2). Dali,
xiad
- =o()
Note ainda que,
N 0 Iji = 6(z, 1) =r° (2.11)
K oxt’ " Oxd ’
Sendo assim, o
2 _ 0ijT" 7’ —2r
Vr|*=1-— — 5t O(r—"). (2.12)
Em particular,
Vr2=14+00"" (2.13)
O'Z‘inIj _r
uma vez que, T = O(r~7). Por outro lado, de (2.9), (2.11)) e da regra do produto,
r
obtemos
?(Wﬂ ) = 9ok (9)

xl

0 g )
_ ij_ 5\
Dk {1+(g dij) .~ }

o . xigd y 0 [xiad

Além disso, das condicoes de decaimento da Definicao [1.21], temos que

g~ 6,) = 0T (214

E nao é dificil perceber que

o (7> == o@r™). (2.15)
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Logo, de (2.14) e ([2.15]), obtemos

0 0 . z'x i o (a'al
9) = e —a) (25) + (0 - ) (25

= O(r ™ 1) + (g7 — dyy) {% (x?l) ITjJF (%%ﬂ) x?z}
)

Entao,

Observe também que,

i 2 i\ 2 i
( — lazjxx —FO(T_QT))) - 14+ <_%wax ) —{—(O(T_2T))2—|—2 (_%wax )

2 2 r2 r?

2 72

1o::ated
L 2007) 42 (__) O(r—2")

- 1- %2“‘” + 0@ + O(r=) + O(r™™)
— - "“f;xj + O3 ). (2.18)
Dai, comparando (2.18)) com , obtemos
Vr|=1- %U"jﬁxj L O, (2.19)
Consequentemente,
Vr|=14+0(r""). (2.20)

Como 7 é positivo, temos que para r suficientemente grande O(r~7) = 0, entao

lim |Vr| = 1.
r—00
Assim,
L _ 1
r—00 |V7“| ’
ou seja,
1
—— =0(1). 2.21
577 = 00 (221)
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

1
Agora, multiplicando ([2.20)) por m e substituindo (2.21]), tem-se
r

ﬁ — 14007, (2.22)

Desse modo, utilizando (2.6)), (2.22)) e o fato que z' = O(r), obtemos

x* xt

= — = 7). 2.2
m= gy = 5 00T (2.23)
Observe que,

(37%-

0 X
= — — Tk
oxd (T|V7“]> itk

= i 'T_Z 1 + x_z 0 1 — Fk
0w\ r ) |Vr] 7 02 \|Vr| if -
O

Por outro lado, sabemos da Proposicao m que Ffj =
(2.23]), percebemos que ny = O(1), entao

0 ! 1 xt 0 1 1
i = B <7> Vo T 0w (|V7’|) O

E por (2.19) e (2.22) temos que,

0 (a1 0 1 o
M= Y <r) V7| * r Ozd (|VT\) O

[0y ., zt 0 1 o
_ ( & )(1—}-0(7“ N+ <|w|>+o<r )

(r~™"1). Além disso, por

r
6y a'ad ' 0 1 I
- (2 _ S . 2.24
(7’ r3 )+r8x3 (|VT|)+O(r ) (2:24)
Mas, pelas regras de derivagao, observamos que,
0 1 1 0
S e [ ) 2.25
oxJ (\VT|> |Vr|? 8xﬂ(‘vr|) ( )

Além disso, pela regra da cadeia e por ([2.16f), obtemos

a 2\ a o —7—1
IV ) = 20Vr| (V) = 0,

32



2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Ou seja, 5 .
- - _ = —7—1
IV = g O T,

0
Por (2.21)) temos que m(|Vr|) = O(r~™"1). Entao, por ([2.24)), concluimos que
x

- (2]
Ny = (5_] e ) + o>, (2.26)

r 73

Ademais, de (2.7), (2.6) e da Defini¢ao tem-se

xtad

hZJ:(SZ]—W‘F

O(r™). (2.27)

Por outro lado, de ([2.22]) nao é dificil verificar que

1

E =1+0(r). (2.28)

Agora, substituindo (2.28)) em (2.27)) e usando o fato que z* = O(r), obtemos

xtad
r2

hi]’ = 61']‘ - + O(TﬁT). (229)

Enfim, estamos pronto para apresentar um decaimento para segunda forma fundamen-

tal. Para tanto, seja hg = ¢/*hy,;. Usando (2.29)), (2.26) e o fato que n é um vetor

unitario, temos

J kyl v

"
B
l )
— hlny — "4
T

1 xtad .,
= My T <6ij 2 + O(r )>

(6 atad oy 't o
N ( r r3 ) ( r r3 > +O0r )
= O(r™ Y.

Portanto,

hi; e
Aij = T]—FO(T T 1).

[ |
O préximo resultado, que é uma consequéncia imediata do Lema 2.1} garante decai-
mentos para curvaturas média e Gaussiana, bem como, decaimentos para o elemento

de area dX, induzido em S, por g e para area das esferas coordenadas com relagao a
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

métrica g.
Corolario 2.2. Assumindo todas as hipéteses do Lema [2.1 Temos:

2

_ = —1-7\.

- r +O(T )a
1 —2—7

= ﬁ+0(r 27T,

dY, = (1+ho;+ 0@ ))2dx’.

Em particular,

1 y
A(r) = dmr® + 5 / ho;dSY 4+ O(r*~?7), (2.30)

T
em que d3, e dX0 sao os elementos de drea da esfera S, com respeito a métrica g e
da esfera euclidiana de raio r, respectivamente. E A(r) é a drea de S, com respeito a

métrica g.

Demonstragao: De fato, primeiramente do Lema (2.1)), temos que
ij ij Mg ij ) (=71 2 ij () (=1
H=h"A;; =h”—+h7O(r )=—+hY0O(r ).
r r

Como h;; = O(1), temos que

2
H=>=+0@"1T).

r

Além disso,

K = d@t(AU)
= A11A22 - (1412)2

= (" voe) (22 o) - (B2 o0y

1
- L (b~ () 07 0

1 e
= ﬁdet(hw) + O(T 2).

Logo,
1 —7—2

Por fim, considere {e;,e3} conjunto de vetores ortonormais em S, com respeito a
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

métrica euclidiana, entao

A%, = (g(er,en)gles, e2) — gler, es)?) 2d%Y

= (L+o(er,e1) + ole, e2) + O(r™?7))2ds!

= [L+ (er(z))es(a7) + ea(a')ea(a))oy; + O(r27)]2d5?
ozt Ox!

el B —27 2 0
5 By ) o+ O(r )} ax;

- |:1 + (Vo(lfz : Voflfj —
onde Vj é a derivada com respeito a métrica Euclidiana. Portanto,
A%, = (1+ hoy; + O(r~27))2dx?
Além disso, nao é dificil perceber que
1. 2 g
<1 + éhz]O'ij —+ O(T_zT)) = (1 —+ h”aij + O(T’_2T))

Logo,
1...
dZ,, = (1 -+ 5h”0¢j + O(?"_QT))dEE.

E integrando a igualdade acima, concluimos

A(r) = 4mr® + % /

hijO'l'jdE?n + O(T‘272T) .
Sr

Observacgao 2.2. Podemos observar, de modo geral, que os decaimentos dos objetos
geométricos analisados no Lema [2.1] e no Corolério 2.2] se aproximam no infinito das
estruturas geométrica de esferas euclidianas com raio r. Estas significativas proprie-

dades estao intrinsecamente ligadas ao fato de estarmos trabalhando com a métrica ¢

1

5, com as condigoes de

de uma variedades assintoticamente plana de ordem 1 > 7 >

decaimento da Definigao [1.21]

De posse desses resultados, temos como principal objetivo monstrar, sob certas
hipdteses, que o limite da massa de Brown-York de esferas de uma variedade assintoti-
camente plana tridimensional, quando o raio das esferas tende ao infinito, é exatamente
a massa ADM da variedade assintoticamente plana em questao. Para tanto adequando

a Definicao [1.23] para as esferas coordenadas .S, obtemos, concisamente, que

mBy(ST) = %/ (H() - H)dEr

T
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

nos quais S, = 0B, em que B, = {x € M; |z| < r} e H ¢é a curvatura média de S,
com respeito ao vetor normal unitario externo e a métrica g e Hy é a curvatura média
de S, com relacao ao vetor externo unitario quando mergulhado em R3. Sendo assim,

apresentaremos nos proximos resultados decaimentos para as seguintes integrais:

HdY, e HydX,.
S Sy
em que utilizaremos as férmulas de Minkowski, encontradas na Proposicao [I.5] bem

como os resultados anteriores.

Lema 2.3.

Has, — A7)

" + 4dmr — 8mmapm (M) + o(1)
S

quando r — oo.

Demonstragao: A priori, observe que da primeira férmula de variacao do funcional

area (Veja [14]) tem-se

/ WH(ZZ (2.31)

Por outro lado, da demonstracao do Lema m mais especificamente do item (2.19)),

temos que

1 Loz iyl
r2

Vr|=1- +0(r ™).

Dai, multiplicando a equagao acima por |Vr|™! e utilizando (2.22)), obtemos

1 lojziz? 1 1
v - - _ = 1] - O —27\_
vr H e I R T U s
1 1ojzta’ . _or
= w2 JT,Q (14+0(r™) +0(r™)
1 1 Uij$il’j —9or
T e T
Isto é,
1 1o2'2? _or
] 5 JTQ +O(r ). (2.32)

Sendo assim, por (2.31]) e (2.32)), temos

i(A(r)):/ HdZle/ J”xx L _HdY, +/ O(r *"HdY,.
dr s, 2)s 1?

T

Mas, pelo comportamento da curvatura média H analisado no Corolario [2.2]

H=2400" ) =00
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

visto que —1 > —1 — 7, pois 7 > 0. E como 0;; = O(r~") e 2* = O(r), temos

Ly = [ Has, + 2 / oyjaiad (2 +O(T_1_T)) s 1 / O(r—21)ds,

2 r2 r

r3

Sy
plopd
_ / HdS, + / T 45, + O(r'2).
Sy S,
Note ainda que do Corolério podemos concluir que
d¥, = (14+ 00 7))dx? (2.33)

pois, h = O(1), 0;; = O(r~") e —7 > —27. Por isso, podemos concluir que

d i

A = [ mas [ oy ast s o6, (2.34)
d?" Sy Sy T

Ademais, no Corolario derivamos ([2.30) em relagao a r e obtemos

d 1 o, .. 1 N
%(A(T)) = 87r7”+§/s a(hwgij)dzgjL;/ hwdijdgg—i—O(r_QTH)

T

r

1 g k 1 y
= 87TT+ 5/ hlJUij,k%dzg -+ —/ h”aijdE? + O(T72T+1). (235)

Por outro lado, h" = ¢ — n'n?. Logo, por (2.5)), temos que

ighi gl gt
r2|Vr|?

hij = 6z‘j - + O(TiT).

Por (2.28)), da demonstracdo do Lema [2.1] obtemos

R = & — W(l +0(r™)+0(r™)
= by - xigifjgij + ﬂgi‘fjgijO(r—T) +0()
_ gy (0 + O(TT)ifj(% +00™) 06
— - (Zrorn) (Zroen) +or
= 0j — (9“; + O(—r)) (33? + O(—r)) +0(r )
— 5y — xr—f - “‘;O(W) - x?jO(rT) +Or ) +0(r).
Entao, o
R = §;; — mr—fj +O0(r ). (2.36)
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Dai, substituindo (2.36|) em (2.35) temos que

d 1 0] k
—(.A(’f’)) = 87nr + 5/ <51J - % + O(T’_T>> Jij,k£d22
Sy T T

1 .
+ —/ h”O’l‘jdEB‘i‘O(Tﬁ%ﬂrl)

r
1 A | virizh
= 8mr+ 5 /ST O'ii,k7dzr - 5 /T Oijk 3 dEr
1 .
+ = / ho;dSY + O(r—?7th). (2.37)
r

r

No entanto, pela regra do produto, sabemos que

Gk I\ ik I\ ziak
N B R SR R A N A
Tijk—3 dx, = = | 0ij 5 dx, R 5 ax;.
. r s, O r)or s, ~0xk\r /) r

Mas de (2.15)), temos que

0 [(27\ x'zF S adah\ aixk
@(7) 2 (7_ r3) r2
(xi:vj xiad (35’“)2)
3 5
il xlair?
(e
il il
- (%)
= 0.

Note que estamos somando em k, uma vez que estamos utilizando a notagao de Einstein.

Logo,

wiziah 9, i\ xixk
Uij,k 3 dz,,. = _k gij_ B dZT
s, T s, Oz r r

D (ol et
z'zk\ 0 e 0
- - [ () g ()

0 x’ 0
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Agora, por derivacao por partes, observamos que

2k 0 2 . rigk L
[ =) g () = = (35 (7))

Mais ainda,

kN 0 x) 0 N kol
/s(k T2>8$k(037“> " /sal’k( )TU”‘ "
B\ g i

r r
rrd  air 0
= —/ ( 7°3 __7"5 >Uijd2r
]
— 2/ Uij%dzgﬁ—O(TiT)
S, r

()
- —2/ 01 ——d%0 + O(r7) (2.39)
S, r
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Além disso,

E como por (2.36)), tem-se

hij 51']' l’il'j

Dessa forma, obtemos

0 el e hi
— o= )dx? = i —dX0 / i — 00 | dx?
/Sraxz <U]T) r /TU],T r+ STO—]<T + (T ) T

J 1 g
= / O'ij,im—dzg + - / thO'ijdE(T) + O(T_2T+1), (240)
S, r rJs.

pois 0;; = O(r™). Entao, substituindo (2.39) e (2.40) em ({2.38)), obtemos

J J J
/ 0 ki dZO = —2/ %m - dx) +0(r7) + / 04— dE?
Sy Sy Sy r

T'

1
+ / hadS) + O(r=>)

T

e como 7 < 1, temos que —7 + 1 > 0. Entao, —27 + 1 > —7. Dal,

J Led 1 -
/ a,-]kxfx d50 = —2 /S aiji—fdzw / Oigi— dZO / gy d0 + O(r )

Assim, substituindo a igualdade acima em (2.37)), concluimos que
d 1 x .CE] 1 2’
%(A(r)) = 8mr+ = / Tiih = dEO /ST 0ij—adX — 5 /ST oijﬂ-?dES
1 -
- — / h;d¥ + / ho;dS) + O(r~ 27t

J 1 J
= 8mr+ - /aw dEO /aw'rx dEO /gijix_dgg
2 S S 2 Sy T

1
+ 5 h” 3 dX0 + O(r~27+),
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Logo,

i .

d | j j
—(A(r)) = 8mr+ —/ (011, — 017i)—dX? +/ 01y g
2 Js, T S, r

1 -
+ oo ) h9g;dSY + O(r— 7). (2.41)

Por outro lado, das Definicoes e|l.21] obtemos

) 1 LA 1 7
—SWmADM(M) = lim —— (g’L],l — gu’])7dzr = lim — (Uii,j — O'ijl)?dzr
Sy

r—oo 2 r—00 S,

E por definicao de limite, é facil ver que

1 2’
—SWmADM(M> = 5/ (Uii,j — O'l]’l)7d28 + 0(1)

T

Sendo assim, por ([2.41]), obtemos

d r'rd
E(A(T)) = 87TT—87TmADM(M)+ JideET
1 .
+ oo . ho;dSY + o(1), (2.42)

desde que r — oo e porque 1 — 27 < 0, pois 7 > % Note ainda que do Corolario ,
mais especificamente de (2.30)), temos que

1 .
— | RhYo;dY? = Al) 4rr + O(r~27Hh).
2r Js, T
E substituindo em ([2.42)), concluimos
d il
%(A(T)) = @ + drr — SWmADM(M) + / awxr—fdﬁg -+ 0(1) (243)

r

Finalmente, comparando ([2.34) e (2.43)) e fazendo r — oo, tem-se

i (o]
Her —|—/ O'ij:E f dEg = M —+ Arr — 87rmADM(M) —I—/ O'W%Clzg + 0(1)
Sr - T T Sr T
Portanto,
HdY, = M + 4dmr — 8mmapy (M) + o(1),
S, r
quando r — oo. [

Note que até o presente momento nao analisamos o comportamento da curvatura

Hy, proveniente de um determinado mergulho. Desse modo, estudaremos, em seguida,
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

um resultado que garante a existéncia de um mergulho isométrico S, em R3, alicercados
no resultado de Nirenberg [I5]. E, por conseguinte, de maneira andloga ao Lema ,

concebemos um decaimento para a integral envolvendo Hj.

Lema 2.4. Sejam (M, g) uma variedade assintoticamente plana de dimensao 3, satis-
fazendo as condigoes de decaimento para 7 > 0 e S, uma esfera coordenada. Entao,

para r suficientemente grande, existe um mergulho isométrico X, de S, em R?, tal que

X, ng = r+0@r'"7),

2
HO = _+H17 com H1:O(T1_T),
r

desde que r — oo, em que ng é o vetor normal externo unitario da superficie X,.(S,),

Hy é a curvatura média de X, e - é o produto interno em R3.

Demonstracao: Para r > 0 considere a aplicacdo F : M — M, dada por

F(y)=ry =

Dai, para induzir uma métrica em M basta considerarmos a métrica pull back induzida

pela aplicacao F', uma vez que F' é evidentemente um difeomorfismo. Logo, considere
g(u,v) = g(dFu,dFv).
Por outro lado, dF'u = ru, para todo u € TPM. Assim,
9ij = 7’29ij~

Agora, considere h a métrica induzida nas esferas nas coordenadas y, entao

hij = Gy — Tl
= ’I“QQZ'j — ﬁiﬁj, (244)
- (0 0 o 0
em que h;; = h (8_3/” 8_3/3) €gi; =4 Bk %) Sendo assim, prosseguimos de forma,

analoga ao que foi feito no inicio deste Capitulo 2 para determinar Vr. Inicialmente,

vamos determinar Vp com
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

. . Vp
ou seja, se = —— e
Vol
0
n=mn-_—,
oy’
entao, .
) 1]
=YL (2.45)
pIVpl
Além disso, como
_(_ 0 ;
n]:g< 78_y]) :ngm
Por (2.45)), obtemos
—_ Yj
T plVpl
Logo, o
= 2_ Yy'gY

No entanto, observe que multiplicando g;; = r2g;; por 7", tem-se
9%g,; = 9" 95
Dali, é;; = r*g"g;; e agora multiplicando esta igualdade por ¢*, concluimos que

ik _ .2—ki
g =rg-.

Portanto, como estamos supondo r > 0, obtemos

i L og

g7 = —=g". (2.48)
Assim, substituindo (2.48]) em (2.47]), temos que

77y'y’ -2 z'jyiyj
——=r g’ =
p

Vp|* =
Agora, considere a seguinte métrica em X, = {y; ly| = p}
dS,,% = T'_QEZ‘J'.

Dessa forma, por ([2.44) e (2.46)), tem-se

dSE = T’_Q(’Iggij—ﬁiﬁj)
_ o YUY
s (fﬂleIQ)' .
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Por outro lado, de ([2.47)) temos que
PPVl =12yt (2.50)

Logo, substituindo ([2.50) em (2.49), obtemos

Yyl

ds? = gij — ——2—.
7 ghlyky!

Além disso, é evidente que a métrica padrao h% em X, é dada por

2 __ 10 _ yiyj
dSO = hij = 5@']’ — 7
pois em R?
= dp Op Op
vp = a9 19 979 2 |
oy’ oy?’ Oy’
com _
ap _ Y
ady  p

Desse modo, obtemos
|lds} — dsp|cs(s,) = O(r™T),

para % < p < 2. Note que X; ¢ a esfera unitdria nas coordenadas 3. Sendo assim, pelos
resultados do Nirenberg [I5], existe um mergulho isométrico X, : (S?, ds?) — R3 tal
que

X — Xollez(s2y = O(r™7),

em que X, é a aplicacao identidade em R®. Como X - ny = 1, em que ng é o vetor

normal externo a esfera unitaria, temos que
Xr . nom =1 + O(T_‘r),

onde ng - ¢ 0 vetor normal unitério a superficie X, (S?). Identificando S, com a métrica
induzida por g como (S?, h), segue que X, = rX, é um mergulho isométrico de S, com

a métrica induzida por g. Dai em diante, verifica-se que
X, ng=r+0(@"T).

Por meio do decaimento do mergulho X, com respeito & aplicacio identidade Xy,
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

tem-se
FU — 2 = O(T’_T>,

em que H, é a curvatura média com relagao a X,. Portanto,

2
HO = ; + O(T’_T_l).

Lema 2.5. Sejam (M, g) uma variedade assintoticamente plana satisfazendo as condigoes

de decaimento e S, uma esfera coordenada. Entao,

HydY, = 4mr + Alr) +O(r~ ),
Sr r

em que Hy é a curvatura média pelo mergulho do Lema |2.4

Demonstragao: Como estamos supondo as mesmas hipdoteses do Lema [2.4] entao

para r suficientemente grande existe um mergulho isométrico X, : S, < R3, tal que

X, ng = r+0@r'"7),

2
Hy = =+ H;, com H =0(@"").
r

Pelo Lema [2.2] sabemos que

1 —2—7
K—ﬁ:O(T2 )

— 1
Considere K = K — —. Entao, utilizando as férmulas integrais de Minkowski, Pro-
r
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

posigao [I.5] temos que

/ Hydy, = 2/ KX, - nodX,
Sr Sy
1
g 2/ <2+K)Xr'n0d27-
S \T

2 —
- = / X, - nedS, +2 | KX, - nodS,
T S,

S’r
= 6%2(r> +2 | K(r+0(@'))ds,
r S,
_ Gh(r) +2/Kd2+2/K0 (r=")ds,
T
= GVOQ( )—1—27’/ <K— —2) dZT+/ O(r='7?7)dx,
T Sy T Sy
= 6‘E§T)+2r KdEr—g / 1dY, + O(r—>™h).
Sr rJs,

Pelo teorema de Gauss- Bonnet para superficies, concluimos que

/ Hods, = 6V0§” tgmr— 240 | ofparny (2.51)

T r

em que Vy(r) é o volume do interior da superficie X,.(S,) em R3. Além disso, pela
Proposicao [1.5, obtemos

QA(T) = H()XT . ’)’Lodzr
S,

2
= / (— —+ H1> Xr : nOdEr.
r

Logo, como H; = O(r~™71)

2
2./4(7‘) = , X nodZ + HlX ngdZ

_ 6V0 /le+0 (r' )5,

_ 6V0 /HldE +/0 ~2r)

_ ot )—i—r/ <—§+HO> 4%, + O(r* %)
Sr

r

= ) oa) o [ Huds, + 062, (2.52)

T S,
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Desse modo,

/ Hydy, = —%2(7‘) + 8mr + %(T) +O(r . (2.53)
S,

Assim, de (2.51)) e (2.53)), concluimos

r

/ HoydY, = 4mr + Alr) + +O(r—2mh,
Sr

2.2 A relacao entre as massas ADM e de Brown-

York

Finalmente, a partir de examinarmos as integrais das curvaturas H e Hy e da
definicao Definicao demonstraremos de maneira imediata o seguinte resultado

que relacionam, sob certas condicgoes, a massa de Brown- York e a Massa ADM.

Teorema 2.6. Sejam (M, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem T > % e

S, esferas coordenadas. Entao,

T1LI£10 mBY(Sr) = mADM(M)~

Demonstracao: Com efeito, dos Lemas 2.3 e temos que

[t 15, =ty 4 A AT

, . —47T7’+87TmADM(M)+O(1>,

desde que r — co. Assim, pela definicao da massa Brown-York, tem-se

sy (S,) = % /S (Ho — H)AS, = mapar(M) + o(1),

ou seja,
mBy(ST) - TTLADM(M) = 0(1)

Sendo assim, dado € > 0 existe A > 0 tais que para todo r > M tem-se
|mBy(Sr) — mADM(M)] < €.

Portanto,

rli)rgo mpy (Sr) = mapm(M).
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Observacao 2.3. Note que, de maneira intuitiva, quando pensamos em calcular mas-
sas de certos corpos é natural pensarmos em conjuntos compactos, como na definicao
da massa Brown-York, contudo aparecem certas dificuldades para calcularmos massas
de objetos mais gerais como as variedades. Isto ressalta a relevancia deste resultado,
fornecendo uma alternativa de determinamos a massa ADM de uma variedade Rie-

manniana.

Ademais, apresentaremos uma consequéncia do Teorema [2.6] a qual generaliza o
resultado anterior, no sentido que podemos substituir S, por esferas suavemente defor-
madas. Mais especificamente, consideraremos uma fungao suave p em M que satisfaz
condicoes de decaimento entao podemos demonstrar, por meio da unicidade da massa
ADM, que o limite da massa de Brown-York do conjunto das curvas de niveis de p
denotada por ¥, tende a massa ADM da variedade M.

Corolario 2.7. Admitindo as mesmas condi¢oes do Teorema [2.6] considere p uma

funcao suave em M tal que
o= 7]+ 7100 — )] + 12100(p — )] + 121000 — )| = OG™),  (2.54)
para algum 0 < k < 1 — 7. Entao,

lim mBy(EP) = mADM(M)7
p—00

em que X, é o conjunto de nivel da funcao p.

Demonstragao: Para cada ¢ fixe p(zg) = p. E considere a aplicagao F': M — M

dada por

p
F — — — .
(v) T =Y

Note que F' é um difeomorfismo e mais ainda,

dFv = Lo
T

Dessa forma, a métrica pull back para o espaco M induzida por tal aplicacio é tal que
g(u,v) = g(dFu,dFv).

Logo, pelas propriedades da métrica g, tem-se

0
9(u.v) = Zglu,0)
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Além disso,

2
v r2 J

Agora, vamos mostrar que a métrica g satisfaz as mesmas condicoes de decaimento da
Defini¢ao [1.21], isto é,

Com efeito, por ([2.54))

com 0 < k < 1— 7. Entao,

gz’j = (Sij + 03(7”77-).

p—Tr= O(Tﬁ)’

p=r+0("7)=0(),

pois 0 < 7. Logo, p* = O(r?) e assim,

Desse modo,

ou seja,

9ij

P
2 =00)

2

p
— 0 = ﬁgij — 0ij

2 2
p -

— 0(1)((5” — (5”) + O(TﬁT)
= O(r™),

gij = 0;; + O(r™7).

Além disso, pela Definicao tem-se

Gijk

O (N, L P
8$Ck 7“2 gz] rr29@],k

2022 g+ 0)O()
Or ™ N6 +0 ) +0(r ™1
O + O(r—™Y)

Oo(r—™h.

49



2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Visto que da condicao ([2.54)), temos

ap k—1

P
pois kK — 1 < —7 < 0, isto é,

o~ o)

ork '

Por outro lado, sabemos também que

D?p o
Dk O(r=—"72).
Logo,
82p —7—1
Orlozk ofr )
Dali, obtemos
_ o (1, 9p P’
Yijm = Ho ﬁQP@gijJrﬁgij,k
2 0p Op 2 0% 2 Op 2 Op 0>

2 9l ok T + 2P ook + 2P il + 2P g Yk + S
= (O6™*)+ 06 ))gy + 07 7) + 07 7)
= O(r ™2,

pois —7 > —27 e g;; = O(1). Analogamente, mostramos que

— -3
Gijklm = O(r=777).
pois, por hipétese, temos que

Pp

drmdriork O™ = 0.

Sendo assim, g satisfaz todas as condicoes da Defini¢ao |1.21] Por fim, observe que X,
¢ a esfera coordenada referente as coordenadas y’. Portanto, da unicidade da massa
ADM, que foi verificada por Bartnik [2], segue o resultado.

[ |

2.3 Aplicacoes e a massa Isoperimétrica

Apresentaremos a seguir uma consequéncia natural dos Lemas [2.3] e que rela-

ciona o volume do interior da esfera coordenadas .S, com volume euclidiano do interior
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

da superficie gerada por meio da imagem de S, do mergulho X, determinado no Lema

24

Teorema 2.8. Seja (M, g) uma variedade assintoticamente plana de ordem T > % com
um fim. Entao,
Vo(r) = V(r) = =2mapuy (M)mr? + o(r?),

onde V (r) € o volume do interior da esfera coordenadas S, com relagio a métrica g e

Vo(r) € o volume euclidiano do interior da superficie S, quando mergulhada em R3.

Demonstragao: Primeiramente observe que pela primeira formula de variacao do

funcional volume (Veja [14]) e por (2.32)), temos

, 1
V) = [

1ogxt?
— 1 I el —27 E
/T ( + 5 2 +O(r )) dx,

1 [ oy x'a? o o0y
— A(T)—f‘a/sr JTQ er—i—O(T )

Porém, sabemos que d¥, = (1 + O(r™7))dX?, 0;; = O(r~") e 2! = O(r~"). Entao,

/ %]
A(T) _ \%4 (7’) o 1/ O'ijxr_fdzg + O(,r1727').
Sr

T r 2

Dai, o
0] 1
/ 7y A5 = (2V'(r) —24(r) + O( ).
Sr

Por outro lado, como vimos na prova do Lema 2.3

%(A(r)) = @ + 4mr — 8mmapy (M) + /T aijgdﬂg + o(1).
Assim,
dir(A(T)) = Air) + 4dmr — 8mmapn (M) + %(QV/(T) —2A(r)) + o(1). (2.55)
Note que,
d d
5(7‘,4(7“)) = A(r) + r%(.A(T)). (2.56)
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Entao, substituindo ([2.55)) em (2.56)), obtemos

d%(r.A(r)) = A(r)+r (@ + 4dmr — 8mmapy (M) + %(QV’(r) —2A(r)) + 0(1))

= 2A(r) + 4mr® — 8tmapy (M)r 4 2V'(r) — 2A(r) + o(r)
= 4mr? — 8rmapa(M)r +2V'(r) + o(r).

Logo, 1d
V'(r) = 55(7“./4(7“)) — 21 + dmmapy (M)r + o(r).

Dai, integrando em relagao a r, tem-se

273

5+ 2mmapy (M)r® + o(r?). (2.57)

V() = 5rA(r) -

No entanto, de ([2.51)) e (2.52) da demonstragio do Lema 2.5 temos que

r / HydY, = 6‘/‘;(7") + 8712 — 2A(r) + O(r—272) (2.58)
Sr

2A(r) = OVor) _ 2A(r) +r /S Hod%, + O(r*~%7). (2.59)

r

Assim, substituindo (2.58]) em (2.59)), concluimos

2A(r) = 12‘:?(” — 4A(r) + 8712 + O(r27).
Por isso,
Vo(r) = 5rA(r) — Smr® 4 O(r ), (2.60)

Portanto, de (Z57) e ([2:60), tem-se
Vo(r) = V(r) = =2mmapa(M)r® + o(r?) + O(r* ).

Mas note que,
T_ZO(T3_2T) — O(TI_QT)

e como 1 — 27 < 0, entao O(r'=2") = o(1). Logo,
Vo(r) = V(r) = =2mmapa (M)r? + o(r?).

Corolério 2.9. Assumindo as notagdes anteriores. Se a curvatura escalar de (M, g) é
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

nao-negativa, entao
V(r) = Vo(r)

2 20

lim
r—00 T

em que a igualdade ¢é satisfeita se, e somente se, (M, g) ¢ isométrica ao R3.

Demonstracgao: De fato, do Teorema [2.8] obtemos

Vo(r) = Vi(r)
S 2mmapn (M) + o(1).
Por outro lado, do Teorema da Massa Positiva, temos que mapy (M) > 0, em que a

igualdade acontece se e s6 se (M, g) é isométrica ao R3. Logo,

Lz‘/o(r) + 0(]_) = 27TmADM<M) > 0.
r
Entao,
lim LQ%(T) > ()
r—00 r

no qual vale a igualdade se, e somente se, a variedade (M, g) é isométrica ao R®. W

Corolario 2.10. A massa ADM e a massa isoperimétrica de uma variedade assinto-

ticamente plana M sao iguais.

Demonstracao: Com efeito, da Definigao [I.24] sabemos que

miso = timsup 2 (V) - (a2 ).

- 1
r—+00 o2

Mas, pela demonstracao do Teorema , estritamente por (2.57)), temos que

307 (V0 ognt) = 5 (5 =5 2mmann (00 0%
_ 6;(,4(7,))3A?r> (2.61)
- ﬁ(:) + %mADM(M) - 37%A(r)% +o(1)
e )2 (29)
© o).

Por outro lado, pelo Corolario temos que

A(r) ) 1

42 82

/ hijO'Z‘deS + O(T_QT).
Sr
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Assim, considere

1 ij 0 -7
= 87Tr2 /ST ]’L]O'Z'jdET = O(T‘ )
Logo,
Alr) _ 1+ T +0(Fr)=1+00"")=0(1). (2.62)
4mr?
N . . 4
Entao, multiplicando a segunda igualdade em ([2.62)) por m, obtemos
T
Amr?
=14+0(r ).
Ay ~ PO
Agora, prosseguindo de forma analoga, multiplicando a primeira igualdade em (|2.62))
4 2
por %, temos que
g+ ou) (2.63)
Alr) ' '
Além disso,
A(r) —2
- 1 T
4mr2 T +007T)
1 2
= (1 + 5\7 + O(T_2T)) .
Dali,
1
A(r) )2 1 -2
=1+ = . 2.64

Dessa forma, substituindo (2.63)) e (2.64) em , concluimos que

s (V- ) =+ T (manun - 1) - 5 (ﬁfg)% o)

= 1+ (1=F +007) (mapy (M) - )
— 2% (1 + %J + O(r27)> +o(1)
= mapu (M) +o(1), (2.65)
pois T > % Portanto,
mirso = limsup (vm - %(A(r»%) — o (M).
r—oo A(T) 672
como queriamos demonstrar. [ |
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2. Limite da Massa de Brown-York de esferas com raios suficientemente grande

Observagao 2.4. Vale destacar, que em alguns literaturas (Veja Huisken [I1]), a massa

isoperimétrica pode ser definida como

miso = <o (Vi) = (A0 ).

Sendo assim, como analisado no resultado acima, teriamos que lim,_,oo M50 = Mapnm.
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Capitulo 3

Expansoes de massas quasi-locais

de esferas geodésicas

O objetivo desse capitulo é apresentarmos expansoes para algumas massas quasi-
locais de esferas geodésicas. Para isso, precisamos analisar algumas estruturas geométri-

cas em coordenadas normais.

3.1 Expansao da métrica em coordenadas normais

Primeiramente, vamos analisar a expansao de Taylor da métrica de uma variedade

Riemanniana. Especificamente, temos a seguinte expansao.

Lema 3.1. Sejam (NN, g) uma variedade Riemannina e p € N. Entao, para qualquer
x proximo de p, os componentes métricos de g nas coordenadas normais podem ser

€XpPressos como

1 1
gij(x) = 0ij + s Rinyy (P)xkxl + _Riklj;m(p)xkxlxm

3 6
i o E ) . k l.m_n 5
+ 20Rzklj;mn(p> + 45R'Lkls(p)R]mns<p) rrrr + O(?” )

Demonstracao: Como analisado no capitulo 1, vamos iniciar fixando

e consideremos v(t) = (tx', ..., tz™) uma geodésica radial, entao

J(t) = tW'o;
é um campo de Jacobi em v(t), com W* € R, J(0) = 0 e J(0) = Wid,. Sendo assim,
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

considere

A fim de facilitar as notagoes durantes as contas que faremos a seguir, denote - como a

derivada covariante com respeito a ¢, e defina o operador R : X(M) — X(M), como
R,X = RX = R(X, ). (3.1)

Logo, pela simetrias de R, tem-se

(RX,Y) = (RY, X), (3.2)
pois,
= —(=(R(1, X)Y, 7))
= (R(Y,9)7, X).

Isto significa que R é um operador simétrico e derivando (3.1) também podemos con-

cluir que R, R, R, ..., sdo simétricos. De fato, por derivacao, obtemos
(RX,Y)+ (RX,Y) = (RY, X) + (RY, X).
Assim,
(RX,Y) + (RX,Y) + (RX,Y) = (RY, X) + (RY, X) + (RY, X)

E, por (3.2)), temos que
(RX,)Y) = (RY, X)

e de forma andloga mostra-se as simetrias de R, R,R* ... Além disso, pela equacao de
Jacobi, vista anteriormente em (|1.3]), temos que

J=RJ. (3.3)
Agora, vamos calcular as derivadas de f = (J, J) até ordem 6. Entao, note que

fl(t)=2(J,J). (3.4)

57



3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Por (3.3), temos que

) = 2(J, 1y +2(J,J)
= 2ARJ,J)+2(J,J). (3.5)

Dali, derivando novamente e utilizando a simetria de R e suas derivadas, obtemos que

() = 2R J, T+ 2R, T+ 2(J,J) +2(J, J)
= 2RJ,J)+2(RJ,J) +2(RJ,J) + 4(R, J)
= 2(RJ,J) +8(RJ,J). (3.6)

Similarmente, tem-se

AW = 2RI +2(RJ,J) +2(RJ, J)+ 8(RJ,J) +8(RJ,J) +8(RJ, J)

= 2(RJ,J) +12(RJ,J) + 8(RJ,RJ) + 8(RJ, J). (3.7)
Além disso,

R, J) +2(RJ, J) 4+ 2(RJ, J) +12(RJ, J) + 12(RJ, J) + 12(RJ, J)
S(RJ,RJ) + 8(RJ,RJ) + 8(RJ,RJ) + 8(RJ, RJ) + 8(R.J, J) + 8(RJ, J)
8(RJ,J)

2R, J) +16(R.J,J) + 28(RJ, RJ) + 20(R.J, J) + 32(RJ, RJ). (3.8)

FO)

+ +

{
{
{
{

fO@) = 2RI+ 2(RJ,J) +2(RJ,J) +16(RJ,J) + 16(RJ,J) + 16(R.J, J)
98(R.J,RJ) + 28(RJ, RJ) + 28(RJ, RJ) + 28(R.J, RJ) + 20(RJ, J)
20(RJ,J) +20(RJ, J) + 32(RJ, RJ) + 32(RJ, RJ) + 32(RJ, RJ)
32(RJ, RJ)

2R, J) +20(RJ, J) 4+ 44(RJ, RJ) + 36(RJ, J) + 100(R.J, RJ)

+ 28(RJ,RJ) +60(RJ,RJ) + 32(RJ, RJ) 4+ 32(RJ, RJ). (3.9)

+ o+

Sabemos que
JO)=0 e J(O)=W =W,
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Entao, analisando (3.4)), (3.9)), (3.6}, , (13-8) e (3.9) quando t = 0, obtemos

f(0) = 0

f1(0) = 0;

f10) = 2w, w);

f7(0) = 0

fO0) = 8(W,RW) = 8(R(W, %)%, W);
FP0) = 20(W, R) = 20(V,R(W, )%, W);
fO0) = 32(RW, RW) + 36(W, RW)

= 32(R(W, )%, ROV, 9)%) + 36(ViR(W,4)7, W).

Observando que J(0) = W = Wd,(p), gi;(p) = 6i;, ¥(0) = (z*,22,...,2") = 2°0; e que

derivada covariante de um tensor de ordem n é um tensor de ordem n + 1, obtemos

f(0) = f(0)=f"(0)=0;

f1(0) = 2(W'di(p), W?9;(p)) = 29i; () W' W7 = 25;; W' W;
FP0) = 8(R(W,4)y, W) = 8Ryqa"a' W' W7,
FO0) = 20(V,R(W, %)%, W) = 20 Ripjoma* z'a™ W W7
FO0) = 32(R(W,4)y, ROW,4)%) + 36(V;R(W, )%, W)

= (32Ri1s Rjmns + 36 Riktjomn ) v 2l 2™ "W W,
Também sabe-se que f(t) = (J(t), J(t)), em que J(t) = tW'0;, com ~(t) = tz. Logo,

ft)y = g(tw'o,, tw?o;)
= PWWg(9;,9),
ou seja,
ft) = t2g;;(tzx) W W7,
Por outro lado, a expansao de Taylor de ordem 6 em ¢t =0 é

6

£(0) = F0)+ 3 3700 +0()
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dessa forma, ficamos com

t2gij<tI)W2W] = §6ijt2WZWJ + $Rikljxll'kt4wlw] + aRiklj;m.Tkl’ll’mt5WlWJ

1 o
+ atG (32Ritts Rjmns + 36 Rigjomn) "2l a™x"WW7 + O(t7).
Logo, para t # 0, tem-se

1 1
gij(tr) = 6+ gRikljxll‘th + gRiklj;mxkajlwmt?’
2

1 m,.n
+ (%Rikl]’;mn + ERiklstmns) trakalam + O(tB).

Portanto, fazendo uma simples mudanca de variavel, concluimos que

1

1
Gij (1‘) = 6ij + BRikljfElek + aRiklj;mwk:Ell‘m
1 2 k. l,.m_mn
+ (%Riklj;mn + ERiklstmns) it + O(r5),
em que |x| = 7. -

Uma consequéncia do Lema|3.1|é o seguinte resultado, o qual garante uma expansao

de Taylor de ordem 5 para o determinante da métrica em coordenadas normais.

Corolério 3.2. Sejam ([N, g) uma variedade Riemannina e p € N. Entdo, para qual-
quer x proximo de p, os componentes métricos de g nas coordenadas normais podem

Ser exXpressos como
1 i 1 i,k
det(gij) = 1- ngx x! — éRij;km '
1 1 1 0.9 ko 5
_ 2—ORij;kl + %Rhiijhklm — ERinkl rr'rxr + O(?“ )

Demonstracao: Note que na demonstracao do Lema [3.1] podemos definir
RX = R(y, X)y = —R(X,9)7.

Desse modo, obtemos

1 1
gij(x) = i — gRiij(p)fEkiEl — éRiklj;m<p)$k.Tl

1 2
+ ( Rik’lj;mn(p) + _Rzkls(p)R]mns(p)> :Ekajlxmxn + O(TE))' (310)

xm

20 45

Além disso, denotando g = g;;(z) afirmamos que a expansao de Taylor de ordem 5 do
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

determinante de g;; ¢ dada por:

detg(z) = detg(p) + 0;(detg)(p)x" + Eaé(detg)(p)x’x] + gﬁf’jk(detg)(p)x’xjxk
1 o
+ E@fjkl(detg)(p)x’xjxkxl + O(r®). (3.11)

Observe que de (3.10) temos que

2
9(p) =85> Ohg(p) =0, ,09(p) = =3 Rintj (P), D9 (p) = —Rirtjim ()
¢ 1 1
alilmng(p) = 4' (_2_0R1kl],mn(p) + 4_5Rzkls(p)ijns<p)) .

Encontraremos os coeficientes da expansao analisada em (3.11]). Dessa forma, note que
det(g(p)) = det(d;;) = 1. (3.12)

Por outro lado, sabemos que
Or(detg) = g~ Org.

Logo,
Ok (detg)(p) = 0. (3.13)

Além disso, pela regra de derivagao do produto, tem-se

Ou(detg) = 09 'Okg)
= (097" (hg) + 970}

Assim, analisando em p, temos que

2

O(detg)(p) = g~ (_gRiklj(p>> = —ngl(p), (3.14)

visto que Jxg(p) = 0, pois estamos trabalhando em coordenadas normais. Analoga-

mente,

gy (detg) = 0,,(019~ " Okg + 97 0119)
= (059 " )(Okg9) + (019~ ) (07n9) + (Omg™ ") (0519) + 9 Opim9-

No entanto, como 9,9(p) = 0, entao 9,9~ (p) = 0. Logo,
O (detg)(p) = =97 Riktjom (D)
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dali, para explicitar 9, (detg)(p), analisaremos ¢! Rigij.m. Sendo assim, note que

gilRiklj;m = am(gilRiklj) - (3m971)Rz‘klj
= On(Ri) — (amgil>Riklj
= Ripm — (0mg™ ") Rinij-

E, como 8,97 (p) = 0, concluimos que

9 " Rigtjim(p) = Ritzm (p).

Logo,
Oy (detg)(p) = — Rt (p)- (3.15)

Por fim, para determinarmos a expansao de Taylor de ordem 5 do determinante da
métrica, precisamos encontrar 9, (detg)(p). Para tanto, mostraremos o seguinte

fato:
(g7 = -9~ (9%9)9™

em p. Com efeito, sabemos que gg~! = ¢, entao 9;(gg~') = 0. Dalf,

(02.9)9™" + (00)9(8sg™ ") + (0:s9) (Deg ™) + 9(0%9™") = 0.

Assim, avaliando em p, concluimos que

g =—g1(0%9)g

Agora vamos analisar ¢, (detg)(p). Observe que,

D (detg) = 0n[(07,9 ") (Ok9) + (019 ) (Opng) + (Omg ™) (079) + g O]
= (Ohpng ) (Ok9) + 09 ) (029) + (Og ") (Ormg) + (019" ) (rirng)
+ (02,9 )(0n9) + Ong ") (0png) + (Ong™ ") Onim9) + 9 Oty
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Desse modo, quando avaliamos a derivada acima em p, tem-se

= —(9 099 ' 0%u9(p) — (9019 ()) (g Fa(p))
— (97'02,9(0) (g ' 0R9(0)) + 9 Oimuna(p)

= —g (%Riwm(ﬁ)> g <—§Rz‘knj(p))
- g (gRﬂjn(P)) g (—ng’kmj(p))
-9 (%Rimjn(p)) g (—%Rikzj(p)) + 97 Ot 9 (P)

— g( R (P) Rien (9) + Rin(P) Riem (P) + Runn (p) Ryt (p))
+ 9 Ong (D).

Entdo basta analisarmos ¢~'0¢;,. g(p). Note que,

1

1 ...
O o) = A (——<g1Rikzj;mn><p>+—6”Rms<p>ijns<p>)

20 45

1 1
= 4 (_%<91Rzkl3,mn)(p) + 4_5Rtkls(p)Rtmns(p)> .

Dal, resta analisarmos g_lRiklj;mn(p). Para isso, observe que

—1
g Riklj;mn =

3n(971Rik1j;m) — (angil)Riklj;m

O0m (g Riraj) — (Omg™ ") Riraj] — (0ng™") Rirtjom

On(Om(Rin)) — (02,9 D Rirtj — (Omg™ ") Rirtjin — (0ng™ ") Riktjom
Ritnn = (Opng™ ) Rirtj — (Omg ™) Rirtjin — (Ong™") Rikijim.-

E, como g~*(p) = d,;, pois estamos trabalhando em coordenadas normais, entao

9 ' Rirtjarm(P) = Riarn(p) + 9 (02,9(0)) (97 Rirt; (p))

2
- Rkl;mn(p) + gRtmns(p)Rtkls(p>‘
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Assim,

>

gilalglmng(p) = Zkl] mn)( ) Eé Rzkls( )ijns (p)>

1
kl mn @Rtmns (p)Rtkls (p) + ERtkls (p) Rtmns (p)>

Il
=

Rikijomn)(p) + iainikls(p)ijns<p>>

S| BIH SIH SIH

Il
=

Il
=
/‘\/‘\/\/\

Rkl ymn p - %Rtkls( )Rtmns(p)> .

Logo,

O (et)(p) = 5 (Rin(p) Rin(p) + Rin(p) Ri(p) + () R ()

1 1
+ 4! (_%Rkl mn(p) - %Rtkls(p)Rtmns(p)) : (316)

Portanto, substituindo (3.12)) - (3.16|) em (3.11]), obtemos

12 1 o
det(gi;) = §§R Tl 3'Rij;kxzx]xk
1 /4 o
+Z(¢%@m@+@@m@+@@%@QMWﬂ
L, (1 1 ikl 5
- 4! 20Rij;kl + %Rhiijhklm rx’xtr + O(T )
= 1- lR--xixj 1R gpriad g —l—i(BR (p) Ry (p))a'a? z* ot
3 6 419
1 1 o
— <%Rij;kl + %Rhiijhklm) v'al ikt + O(r%)
= 1- gRijxia:j — éRij;kxixjxk
1 1 o
- (%Ri]’;kl + %Rhiijhklm - 18RZ]RM> itk + O(T‘5).

3.2 Expansao de alguns objetos geométricos

A partir das expansoes analisadas na se¢ao anterior, podemos apresentar uma ex-

pansao para a area de esferas geodésicas numa variedade Riemanniana de dimensao

3.

Lema 3.3. Sejam (N, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 3 e A(r) a drea da
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

esfera geodésica S, = {|z| = r} com raio r em N centro p. Entao,
A(r) = 4mr? + Ay + Ag + O(r"),

em que
21t R 716

_ 2 S 2
. Ag = (4R — 2|Ric’ — 9AR).

Aqui A = A, denota o operador Laplaciano com respeito a métrica g e |Ric| é a norma

Ay =

do tensor Ricci. Além disso, todos os termos envolvendo as curvaturas sao analisados

em p.

Demonstracgao: Primeiramente, vamos analisar a expansao de Taylor de ordem 5 da

funcdo +/f, na qual, pelo Lema [3.1, tem-se

f = det(gy)
1 o o
= 1- gRiszxj — éRij;kxzx]xk
1 1 1 gkl 5
— %sz;k;l + %Rhiijhklm — 1—8Rinkl rr'rtxr + O(T )
Entao,
2
fp)=1, 8;f(p)=0, 0} f(p)= —ng-j(p), 1. f(p) = —Rije(p)
e
ot f(p) = —4! iR +iR.‘ R —iR--R
ijkl . 20 155kl 90 hijmLlhkim 18 ig Lkl | -

Dessa forma, utilizando propriedades de derivacao, temos que

O/F = 51 50lf) (3.17)

E, derivando a igualdade acima em relagao a j, tem-se

312]\/? = aj(@'\/?)
= 0,34 o)

= D@ + ). (318)

N
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Agora, derivando em relacao a k, obtemos

8%1&/? = ak<az'2j)
= o (~j@n@ + 31 HED)
= SIHON@N0S) 1IN0 — @)
— OO + S (3.19)
Analogamente,

oT = a(3rian@nen) -o(yriesnen)

- a(ienekn) - a (1t euen)

1
+ 0 (§f_za?jkf>

7

= T HAN@NONON) + 2O DS)

+ 21 HOS)ON)OS) + S HO )35

b SIHONGNOS) — 11N
AN + SO0,

— BN — 1O O)

b HON@NOL) - 15 RN

— WHOD@S) — AN + o Ohuf) (320

Dai, pelo que ja observamos no inicio da demonstracao e analisando (3.17)), (3.18]),
(3-19) e (3.20) em p, obtemos

VIW) =1, .0/T) =0, 0V/F0) = 3Ry 0/ =~ Ri

o =3[ (3m) () (3 () - (3n) (3]

4! /1 1 1
Y <%Rij;kl + %Rhiijhklm - 1_8Rinkl> .
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Por outro lado, a expansao de Taylor de f de ordem 5 é dada por

Vi) = Vi) +a /it + oo /Tt + 85’;k\/_ Jo'alzt

207
1 o
+ 4'azjkl f(p)xz'rjxkz + O(T )

Sendo assim,
1 1 o 1 1 o
\/}(ZL’) =1 + 5 (—gRi]‘l‘Z{L‘J) + 6 (_§Rij;k) IZ{L‘J{L‘k

1 /(1 1 1 1 1 1
- () (50) « (510) (500) = (5e) (500 ) ) ot

1 4! /1 1 1 o
+ — |:—— (2_0Rij;kl + 9_0Rhiijhklm — 18RZ]RM):| $z$]$kl’l + O(TS)

1/ 1 .\ 1( 1 AP A A
= 1+ 3 (—ng‘jx mj) + 5 <—6Rij;k> rial ok — 3 (—ng’jI xj)

1 /1 1 o
-3 <_Rz‘j;kl + o5 Rhijm Bhkim — szRkl> o't + O(r°),

20 90 18
isto é,
1 1
VF@) = 14 (b by b)) — £ (02" + OG7), (321)
em que
1 o
bg = —gRijxliL'j
1 o
bg = —gRij;kl'Zl’jCCk
by = — iRkl—f—iRh Rypim — R Ry il
20 90 "™ ™o '
Portanto,

-, v

no qual dvg é o elemento de volume euclidiano com respeito a métrica euclidiana e
. . 8 . e . 1.
B, = {xz;|z| <r}. Um vez que, |Z| = 1 na métrica g e utilizando (3.21]) tem-se

Alr) = V'(r)
= [ Vfaz
= /r <1+%(b2+b3+b4)—%(b2)2+0(7'5)> dEg

1 1 1
= Adnr’ + 5/ bad¥?) + 5/ <b4 — Z(b2)2) dx2+007).  (3.22)
S, S,
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

/ b3d¥? = 0.
S’V‘

/ r'alpkdy? = 0.
Sr

Pois,

Com efeito, basta observar que

Para verificar o fato acima, precisamos estudar os seguintes casos:

192 caso: Se i = j = k, entao

/xixjxkdEgz/ (z")3dx?.
S, S,

Dal, por simetria podemos considerar, sem perda de generalidade, uma parametrizacao

através de coordenadas esféricas, tal que

2 s
/ ik dy? = / / (r sen¢ cos 0)3(r? seng)dodd
S, o Jo

= 7P (/27r cos® OdQ) (/7r sen4gbdgb) = 0.
0 0

E, de forma andloga podemos analisar os outros casos

29 caso: Sei =k ei# j, entao

/x’@jxdeS = /(xi)kadEg

T

= /% /W(T seng cos )% (r seng send) (r* seng)dpdo
o Jo

2 m
— 45 < / cos? Hsenﬁdﬁ) ( / sen4¢d¢)
0 0

= 0.

32 caso: Sei#£j,i#kej#k, entao

2m ™
/ vl dy? = / / (r sen¢ cos 0) (r seng send) (r cos ¢)(r? seng)ddo
" o Jo

2 T
= 7 ( / sen®¢ cos gbd@) ( / send cos QdQ)
0 0

= 0.

Logo, como os tensores estao avaliadas em p, concluimos

1 o 1 o
/ bydX? = / (——Rij;k.xzxjxk) dx? = ——Rij;k/ m’xja:kdzg =0.
S S 6 6 S,
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Agora, a fim de encontrarmos uma expansao para A(r), necessitamos calcular as inte-
grais em (|3.22)). Para isto, vamos iniciar calculando

1 1 1 o
— | bpdXl == —= | Ryziz?dx’). 3.23
2\/570 2 r 2 ( 3/5; J:Cx 7“) ( )

A priori, observe que como as coordenadas normais sao escolhidas de modo que a
curvatura Ricci seja da forma R;; = \;d;5, em que Aj, Ay e A3 sao os autovalores do

tensor de Ricci, entao

3 3 3
R = 30 Y Nl = SN
i=1

i=1 j=1

Logo, para calcularmos (3.23]), é suficiente encontrarmos

/r(xi)QdEg.

Entao, por simetria e sem perda de generalidade, temos que
) 2 ™
/ (z")2dx) = / / (r sen¢ cos )?(r? seng)dodo
S o Jo

2 ™
= 7 29d9) ( 2od )
r ( /0 cos /0 sen” ¢do

4
= gm«‘*, (3.24)

para todo, i € {1,2,3}. Assim,

1 1 1 -
— / bng? = — | —= / Rijx’xjdEg
2 /s, 2 3 /s,

- - R, (3.25)
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onde R = A\ + Ay + A3. De agora em diante, vamos computar a seguinte integral

/r (b4 — i(bﬁ) dx?.

Primeiramente, reorganizando os termos em by, obtemos

20 90 18

2
1 . o
= —%Rij;klxlldl'k.fl O Z <Z Rhijmx’ajj)
h,m %]
2
T 123 i
|-z LT
2\ 34 !
1 1 ’ 1
_ k.l k.l 2
= —QORM k1L fL’J(L’ xT %Z <Z thlml’ $> + §(b2) .

1 1 o
by = — (_Rz’j;kl + — Rhijm Rhkim — Rzngz) rird gk !

Logo
Lo e 0 1 0 k, 1 7570
bi—=(02)? ) dS) = —= [ (02)%dS) — — [ Y Rijwa'alabalds)
Sr 4 4 Sr szlcl
L Z ZR ol ax0 4 L (b )2dx?
90 hklm r g 2 r
1/ 0 k, .l 750
= = )2dY — — ZRUkl:ﬁﬂx x'dX,
4 Sr Sr i,5,k,l
— / Z (Z thlmm .Il) dEO (326)
Sr h,m

Desse modo, vamos calcular

1 A

Prosseguindo de forma anéloga ao que fizemos em ([3.24]), concluimos que

, 4
/ ()4 d¥ = gmﬁ, (3.27)

para todo i € {1,2,3}. Além disso, como r* = Y (z)?, entao
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Dal, por simetria, tem-se

/ ridy? =3 / (z")*dX0 + 6 / (z'27)*dx?
Sr S'r ST

e, por (3.27)), obtemos
12 o
4’ = gmﬁ + 6/ (2'2?)2d%?.

T

Portanto,

/ (z'27)?dx? = —7r®,
: 15

para todo i, € {1,2,3}, com i # j. Logo, por (3.27) e (3.24)

3

/ T(Rijxixj)deg = / T (Z

2
i=1

— / [Z(Ai)Q(xi)4+Z)\i/\j(mixj
r Li=1 i

(3.28)

)?| dx;

= > (W) / (@) 'S + ) M) / CRR

i=1 v i#j

3
4 6 2 4 6
= 371'7” Zl()\z) +1—57T7" g/\z)\]
i= 1#£]

3
= %71’7’6 (3 ;()\1)2 + Z)\l>\J> .

i#j

Por outro lado, note que

T

(3.29)

R = /\1 —I— )\2 + )\3 (& |1%1C|2 = ()\1)2 —f- ()\2)2 —f- ()\3)2.

Entao,
3

R =" (M) + ) Ad = [Ricl + ) "\

i=1 it i#j
Em vista disso e por ([3.29)), temos que

/ (R s d5) = —mr®([Ric]? + 7).
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Sendo assim,

1 O\ 2
/ (bQ)QdEB == / ——Rijl’zl'j dEg
S, s\ 3

= 1 R;x'a? 2 ay°
9 J T

A siomia2 o P2
= 37" (2|Ric|]* + R*). (3.31)

Dai, substituindo (3.31)) em (3.26]), tem-se

_12 O_LG a2 2_i i gkl g0
/T (64 4(b2))d27, = 5 QIR + R?) — o ; > Rijpr'alabalds)

LN NN
1 2
-5l Z(thmmxkzl) a0 (3.32)
T hm \ k,l

Além disso, sabemos que (NN, g) é tridimensional, entao, pela Proposigao em p

obtemos que

1
Rijkl = gikle - gilek - gijil + gleik - _R(gikgjl - gilf]jk)

2
1
diRji — duRje — 0 R + 05 Rire — §R(5ik5jl — 0udjk), (3.33)
uma vez que g¢;;(p) = d;;, pois estamos trabalhando em coordenadas normais. No
entanto, em .S, ficamos com
RijkleJTk = 5i]€le£Ej$k — 5ilek$j$k — (Sijill'jl'k + (SleikZlZ'jfL'k

1 .
— §R((52k5ﬂ — 5il(5jk)33j$k

= SuNOuaiat — Syt ok — S Nidgalat 4 0 N0l o
1 1
— §Rxlajl + §R5il(xk)2

. T |
= Nateh — 0 e (2F)? — N (aF)? + Natal — Em%l + §Ra,~lr2

_ ()\i N - g) 2zt — oy (i A ()% + (Ai — g) r2> . (3.34)
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E assim, usando ((3.28)) e do fato que d;; = 0, quando ¢ # [, obtemos

LR () = [E((ror-5) o)

i#l 7.k i#l
2
= / Z ()\i + AN — E) (z'2")2dx°
S, 2

il

2

i#l

4 R\’
= Z(AH—)\Z—E)

i#l

Logo,

3
/ 2 (Z Rijua’ w’“) ) = —w (42 2H2) NN AR+ 6?)
’ =1

1#£l i,k z;él

4 o 5R2
= 2|Ric|” + 2 Z —|—Z)\/\
=1 1#£l

4 5
— 1—57r7"6 (2|Ric|2 +2R* — 532) :

Entao,
, 4 R?
|3 (X Rt 0= L (o - ).
: , 15 2
LaED) i,k
Acabamos de analisar o caso no qual ¢ # [, mas de agora em diante vamos analisar o
caso em que i = [. Mais especificamente, se i = [ = 1 entdo, por (3.34), (3.27) e (3.285),
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tem-se

/ T (Rymaia®)’ ds? = / T ((ml - g) (") — zk: Ap(zF)% — (/\1 - g) 7"2) 2 dx°
— /S <2)\1 - g)Q( )4dx0 + / (Z/\k )2d22
AL RETACE

— Q/T (2)\1 — g) (Al — g) (z")*r2dx?
+ Q/T(Al——) ZA )2dx?

4 8
= S ()2 + —RM — — R’ + —[Ric] ).
7r7“< 15( 1)? + 5R1 15R +15]Rlc])

Analogamente, concluimos que

: 4 8 4 .
/ (RijQx]$k)2 ng = 7T7"6 (—E<)\2) -+ 15R)\2 - ERQ 5‘R1C‘2>

. 4 8 4 8
Ryjmar’a®) 2 a0 = mrf [ — = (M\3)2 4+ —RA\3 — —R? + —|Ric|? ) .
/sr( kst 1)y = wr® { =5 () 4 15 s — 2B 2 [Ric
Portanto,

I3

LN

2 2
(Z R’ukll‘] k) dEE = /T Z (Z Rijkl{L‘jfL‘k> dZE

gk il \ Gk

o 3 (S )

r =1

6 o I 6 4 g 2
= Ewr <2]Rlc] —7>+7T7” —EZZI(AZ)

3
+ S ERZAZ- +3 i1~z2+§|Ricy2 .
15 15 15

Isto é,

8

/ (Rijma?z™)2d2) = ( [Ric|* — —R2 - —]RlC]Q + 15R2 — —R2 \Ric|2>
S,

1
= 1—5(28|Ric|2 — 6R*)r®. (3.35)
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Por fim, basta calcularmos
/ E R,-j;klxlxjmkxldEg.
S i ok

Inicialmente, seguindo de maneira similar ao que ja fizemos noutros momentos durante

a demonstracao, podemos perceber que se i =1, 1 # j, 1 # k e k # j, entao

/a:ixjxkxldilg = /(xi)%jxkdil?
S, S,

2 ™
= / / (r sen¢ cos ) (r seng send) (r cos ¢) (r? sene)dpdf
o Jo

2w ™
_ .6 2 4
= r ( /0 coS HsenQdH) ( /0 sen” ¢ cos gbdgb)

= 0.

Por outro lado, se i =1 =k e 7 # j, temos que

/ximjmkxldilg = /(mi)gmjdEg
S

T

= /27r /W(r sen cos 0)*(r seng send) (r? seng)dpdo
o Jo

2 s
= 70 ( /0 cos3ﬁsen9d9) ( /0 sen5¢d¢>

= 0.

Logo, por simetria e sem perda de generalidade concluimos que
/ g Rij;klxlxjxkxldﬁlg =0,
ikl

a menos nos casos em que r'z/zFr! = (z)* ou zizizFal = (2'29)2, com i # j. E,
sabemos que

. 4 o 4
/ ()4 dx = g7r7“6 e / (z'27)?dx? = 1—57r7"6.

75



3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dali, observamos que

/ Zle;klIIJIjxkl’ldzg = Z/ Rll;kl(xl)%kxldE?—i-Z/ +R12;kl$1I2$kxl
Sr kil S kil VS
+ Z/ ng;k1x1x3mkxld22
k,l r
= Z/ Ru;ll(xl)?)xldzg%—z:/ Rn;gl(xl)%%ldEg
T~ Js, T s
+ Z/ R11;3l(l’1)21‘31‘ld22+2/ ng;u(ml)%gxldil?
l r l (s
+ Z/ R12;215E1($2)2$ld22+2/ R12;31x1x2$3xld22
l r [ ™
+ Z/ ng;u(xl)Qx%leg—i—Z/ R13;21$1x2$3$ld22
! r l r
+ Z/ R13;31$1($3)2$ld22
l ”
= /R11;11($1)4d22+/ R11;22($1I2)2d29
Sr Sr

+ /311;33@1%3)26122—1-/ Rigao(x'2?)2dx?
Sy

Jkl

i

+ /R12;21($1$2)2d22+/ Rizas(z'z?)?dx?
s, s,

+ / R13;31 (.Tll‘g)Qng.

T

Sendo assim,

/ E le;kll’zlfjl’kl’ldzg
S.

r j7k7l

E, analogamente, temos que

E : S 0
/ jo;kll'zdfjl’ T dEr
S,

r j’k7l

/ E jo;klx’:vjxkzvldilg
S

gkl

4 4
BWTGRH;U + EWTG(RU;H + Ry

Riza3 + Rizz1 + Rioe + Rinss). (3.36)

4 4
57T7“6R22;22 + BWTG(Rm;m + Ron12

Rozo3 + Razzo + Rogan + Raogzs) (3.37)

4 4
gﬂ"f’GRgg;gg + BWT6(331;31 + B33

R32;32 + R32;23 + R33;11 + R33;22). (338)
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Logo, por (3.36)), (3.37) e (3.38]), obtemos

o 4 4

/ E Rija'a’ bl dss) = 57””6(Ru;u + Rogioo + R3s33) + Eﬂrﬁ(Rm;m + Ri221
S. =

r /L?]?k?l

Ri3.13 + Rizz1 + Riree + Rinss + Raro1 + Rorio
Ras.03 + Raz.zo + Rog1 + Rozss + Rai31 + R3i.3

+ o+ o+

R39.30 + Ra2.23 + Rssa1 + Raso)

4
EW’G(?)RU;H + 3R92.00 + 3R33;33 + 2R91.01 + 21313

2R31.31 + Ri1.22 + Rin33 + 2R10.12 + 2R23.93 + 2R32.30

~ -

Ros11 + Raoss + Rssa1 + Rsso).
Ou seja,

/S > Rija'vlabalds) = T ;(Rii;jj + 2Rij5).

" ivjvkvl

No entanto, pela segunda identidade de Bianchi, temos que
1
> Riy = ST

Assim,

/; Z Rij;klll?ixjmkmldzg = %WTG Z (Z Rii.j; + 2 Z Rij;ij)

r /l‘?j7k7l J

— 2 SAR(p), (3.39)

visto que,

7
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Entao, substituindo (3.35)) e (3.39)) em (3.32)), temos que

/ T (54 - i“’?)?) 50— Fzmﬁ(mmcy? +RY) - %WTGAR(p)
_ L (i(28|Ric|2 — 6R2)7rr6>
90 \ 15
= lwr6|Ric|2 + L717"6]%2 - EWTGAR(]?)
135 135 75
- 61—7457rr6|Ric|2 + %mﬂﬁRQ
B <—3AR(p) = 2 Ric + im) (3.40)
75 675 675

Portanto, por (3.22)), (3.25) e (3.40)), concluimos que

A(r) = 4dmr? — 2777’4]% - lwrﬁ (EAR@)) - 1777’6 <i|RiC|2>

9 2 75 2 675
+ 17r7“6 iR2 +0(r")
2 675
2 2 4 mr - 12 2 7
= dmr® — g7" R+ %(9AR(1)) — 2|Ricl]* +4R%) + O(r").
Isto é,
A(r) = 4mr? + Ay + Ag + O(r"),
com

21t R
9 )

7TT6

A, = _
4 675

Ag (4R* — 2|Ric|* — AR).

Uma consequéncia imediata do lema anterior, é o seguinte resultado, o qual garante

/ HdY,,
S,

onde H é curvatura média de S, com respeito a métrica g. Tal expansao é de funda-

uma expansao para a integral

mental importancia para garantirmos a expansao da massa de Brown-York.

Coroléario 3.4. Sejam (N, g) uma variedade de dimensao 3, A(r) a drea da esfera
geodésica S, = {|z| = r} com raio r em N centro p e H a curvatura média de S, com

respeito a métrica g. Entao,

Hd>, = 8nr + M +
Sy r

o),

em que Ay e Ag sao da forma do Lema [3.3
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Demonstracao: Da primeira férmula variacional tem-se
d 1
— = ——HdY,.
A = | e

Por outro lado, como estamos trabalhando em coordenadas normais da Definicao|1.11},

definigao de gradiente, temos que |Vr| = 1, entao

d
%(«4(7“)) = . Her.

Pelo Lema |3.3| e por derivagao, obtemos

/ HAY, = i(4m~2 + Ag+ Ag + O(r"))
S d?“

d
= 8mr + — (A4 + Ag) + O(1),

dr
com . .
_&mr T p2 ol
Logo,
d 23 R d 7rd
—(Ay) =4 - —(Ag) =6 | ——=(4R* — 2|Ric|* — 9AR) | .
a0 =1 (=T0) S =0 (P - 2Rk - 9an) )
Portanto, A y
/HdET—SWT—FLM—FOOﬁ).
Sy r

|

Como intencionamos determinar a curvatura H,, Definicao [1.23] mas que neste
neste contexto refere-se a um mergulho isométrico de S, no R®. Analisaremos, em
seguida, um resultado que garante, a existéncia desse mergulho isométrico de S, em

R3, fronte o resultado Nirenberg [15],.

Lema 3.5. Para r suficientemente pequeno existe um mergulho isométrico Z da esfera

geodésica S, em R3 tal que

™ (R zix A
anr#—g (5_2R”7"_2) +O(’l“ ),

em que n é o vetor externo normal unitdrio de Z(.S,) em R3.

Demonstracao: Para r > 0, considere a aplicacio F : N — N, dada por
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Note que a aplicacdo G : N — N definida por G(y) = ry = z é a inversa da
funcao F' e, evidentemente, ambas sao diferenciaveis, logo sao difeomorfismos. Sabemos
que (N, g) é uma variedade Riemanniana e G é um difeomorfismo, entao podemos

considerar a métrica pull-back g da forma
g(u,v) = g(dGu, dGv).

Como dFw = rw, para todo w € T,M e pelas propriedades de métrica, obtemos

9ij = 7"2gz‘j-
Logo,

gij = 7"72@‘]‘-
Agora, considere h a métrica em ¢ induzida na esfera unitria S? no espaco N. Entéo,

hij = g5 = y'y’.

Seguindo de forma semelhante ao Lema[2.4] a fim de provarmos o resultado em questao
¢ suficiente mostrarmos que, para r suficientemente pequeno, podemos encontrar um

mergulho isométrico Z, de (S?, h) em R? tal que

Z,-n :1+’“—2 E—Z)\ ()2 ) + 06
r r 6 2 - k )

no qual n, é o vetor normal externo unitdrio de Z,.(S?). Para tanto, seja h a métrica

induzida de r~2¢ em S?, tal que

N 0 0
Jij = 9(83/ Dy —)= (% + 5 Rzkljykyl) .

Por outro lado, seja h a métrica em S% induzida pelo pullback da métrica euclidiana

dada pelo mergulho Z = (2!, 22, 23) em R? com
R AR
2 _ r? (R i\2 )

r? (R i\2
1—|—E 5_)\3_;)\i(y)>

cn|*

<,
+
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Afirmamos que,
1B = Rlles + |k = hllcs = O(%),

em que a norma é calculada com respeito a métrica padrao. A priori, suponhamos que
a afirmagao é verdadeira, por [I5] podemos concluir que existem mergulhos, Z,., Z e Z

para (S2,h), (52,h) e (S2, h), respectivamente, tais que
HZ,« Ny — Z . ﬁ||00(s2) = O(T3),

com 7 vetor normal externo unitario normal de Z(S?). Entao, nés podemos provar o

lema calculando Z - fi. Primeiramente, vamos demonstrar a afirmacao e em seguida
calcular Z - 7. Néo é dificil perceber que ||h — h||cs = O(r®), pois pelo Lema ea
definicao de g

hij=hij = 95— Y'Y — 772G + 'y’
= g — 1 °Gij

1
— (51] + gRikljfL‘kZEl + O(T3))

2| 2 r’ k1
— ot 0y + gRik:ljy Y

= 0.

Para encontrar h, seja

9~ ~
T gij :(Sij—FUij.

R
E considere \;; = —(\; + Aj) + R Como ja analisamos no Lema temos que

3
RY . . R
Rigja*a’ ()\i + A — 5) z'r) — < g Me(2M)? + ()\i — 5) r2> : (3.41)
k=1

Logo, como
2

r %G, = (5@' + 5 Rikljykyl> ;
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entao

011

Mas como r? = (z')? + (2?)

Logo,

011

-2
" g1 — 011
2

r
o1 + —lelykyl — 0

3
s
% (>‘1 + A - g) (2')? = on <§ A ()% + (Al — g) r2>
e N N

[\
_|_
—~
8

w
~—
\‘l\’l
@
=
=+
o
o

W= Wl W+~
| — |
/l\

~
Do
+
>~
flr
S~—
+
N | =y
T \_/ &)

\|
[N}
e
+
VRS
L
>~
w
+
>~
et
+

I
N~
—
)
w
e

~ r
o1 = 5()\12(?/2)2 + >\13(y3)2).

E, de maneira analoga, concluimos que

022 =

033 =

Agora se i # j logo d;; = 0 e por temos que

~ —92~
Oij = T "G — 0y
—2~
= T G
r2

3

k
Rikljx X

= 0y + = Ry

1 z
3

1 R\ , .
= g()\l—F)\J—E)Z'LCJ

1 R\ , .
= —5 (—(/\z—i-)\])—l—?)xx]
1

= ——)\ijac’xj .

3
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Assim, como x = ry, temos que
2

. r i g
Oij = _g)\ijy Yy,

desde que ¢ # j. E, nesse contexto, nao estamos somando os indices repetidos. Por

outro lado, sejam

0
€1 = 892011‘% (342)
N 0
€y = (SGHQ) la¢:bza_yz (343)

em que (6, ¢) sao as coordenadas esféricas da esfera S%. Dai, se (y!,y?, 4°) € S?, entao

y' = senf cos ¢
y®> = senf seng;
y® = cos. (3.44)

com (6, ¢) € (0,27) x (0,7). Sendo assim, derivando cada 3’ em relagao a @ e depois

em relacao a ¢, obtemos

(y')g = cosfcos ;
(y%)g = cosfseng;

(%) = —send. (3.45)
Também,
(y')y = — sendsend;
(v*)y = senf cos ¢;
) = 0. (3.46)

Portanto, por (3.42)) e (3.43), tem-se

a; = cosf cos¢p, as = cosfseng, az= —sen, (3.47)
by = —senfseng, by = senfcos¢, by =0. (3.48)

Desse modo, na base {e1, ez}, as expressoes de h sdao dadas por

5 5 s o P s
hn = h(el, 61) =h (aia—yi,aja—yj) = aiajh(ai,aj),
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em que

Dali,

hiy = (a1)*h(dr,01) + (a2)?*h(Da, D) + (a3)*h(Ds, B3) + 2a1a2h(8y, D)
+ 2@1@371(81, 83) + 2012013;7/(82, 83)

= (o (14 S0l 4 A7) ) + (e (14 S0+ A

T2 7,,2
b (1 Qa4 ) + 2000 (= hu'?)

r’ 1.3 r? 2 3
+ 2aya3 —3)\139 Y~ | + 2aq2a3 —3)\239 Y
+

T
= (a)’ g((al)Q(?JQ)Q + (a2)*(y")? = 2a1a2y"y*) A1z + (a2)°
2
,
+ g((al)Q(yg)2 + (a3)*(y")? — 2a1a3y"y*) A1z + (a3)®
2
’
+ g(((lz)g(yg)2 + (a3)*(y°)* — 2a2a3y°y°) Aos
3 r2 r2 r2
= Z(%V + g(alyz — asy')* A + g(@zyg —asy')*Ais + 3(6623/3 — azy®)* Aas.

.
Il
—

Por outro lado, de ([3.44]), (3.47) e (3.48)) é facil perceber que

3
Z(ai)Q = cos” f cos® ¢ + cos” @ sen’¢) + (— senfd)? = cos® O(cos® ¢ + sen’¢) + sen’d = 1.
i=1

Além disso,

a1y’ — azy’ = cosfcospsend seng — cos f seng send cos ¢ = 0;
a1y® — azy' = cosfcos¢cosf — (—send)send cos ¢ = cos ¢;
asy® — asy? = cosfsengcosf — (—send) senfd seng = seng.

Entao,
2

;LH =1 + %()\23 S€ﬂ2¢ + )\13 0082 Qb)
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Analogamente, como ja vimos em (3.48)) b3 = 0, entao

hia = aibih(dy,d1) + arboh(0y, ) + aybsh(dy, Bs)
B, By) + agbsh(dy, D3)
)
)h

) (01, 02)
) (02, 02)
D1, 03) + asbyh(Da, Ds) + asbsh(ds, ds
) (02, 02) +
3 (02, 03)

R

agb (91, 82 + GQbQiL
by

+ 1
;‘z

827 a2
827 a3

(
(

alblﬁ(al, 81 + a2b2]~l (albg -+ CLle (81, 82)
h(

+ agbl 81,83 +G3b2]~2

2

= b (14 Ol 4 A0 ) +aata (14 0l 4 )

r? 19 r? 13 r’ 2 3
+  (arby + agby) —3/\12y y° | +asb —3)\13?; y° | + asby —§>\23y (e

Além disso, de (3.47) temos que

2
~ r
hia = a1by + azby + g(éhbl (y2)2 + agbz(yl)Q — (a1by + a2b1)y1y2)>\u

2 2
+ g(albl (y3)2 — a361y1y3))\13 + g((lgbg(y3)2 — a362y2y3)/\23. (349)
Note que,
a1by + asby = cos 6 cos p(— seng) + cos O seng cos ¢ = 0. (3.50)
E

Y

arbi(y?)? + azba(y')? — (arby + azby) = (cosf cos ¢(— seng) sen®) sen®¢
4+ (cos @ seng cos psend) cos® ¢ — (cos O cos® ¢
—  cosfsen’¢) sen’d seng cos ¢
= —cosfcos psen’¢send + cos O seng cos® ¢ sen?

—  cos B cos® psen?d seng + cos O sen®¢ sen?d cos ¢

= 0. (3.51)
Ademais,

arb1 (y*)? — asbiy'y® = cosfcos ¢(— seng) cos? @ — seng send cos ¢ cos
= —cosfcos psenp(cos?  + sen’d)

= —cosfcos ¢seng. (3.52)
De forma analoga conclui-se

asbs (y°)? — asbyy'y® = cos seng cos ¢. (3.53)
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dai, substituindo (3.50)), (3.51)), (3.52)), (3.53) em |3.49 obtemos

~ 2
his = % (—A13 + A2g) cos € cos ¢ seng.

Por fim, prosseguindo de maneira similar ao que fizemos acima, tem-se

hay = (b1)*h(01,01) + (b2)*1(Ds, 0s) + (b3)* (0, O3)
+ 2bybyh (O )+2b1b3 (01, 05) + 2h(Dy, 05)

= (b)? (1 +3 (M2(y®)* + Alg(y?’)?)) + 2b1by (—g)\lgylgf)
e ( )

2
+ 1+ g()\m(y 2 + )\23(y3)2))
2
,
= (b)” + (b2)? + g((bl)Z(yz)Q — 201boy'y? + (02)?(y') ) Ma
r? 2/ 32 r’ 2/ 32
b0+ () A
2
,
= (01)*+ () + g(blgﬁ — bay')*Ar + 3 (bly )* A1 + 3 (bzy )*Aas.
Por outro lado, nao é dificil observar que
(b1)* + (be)® = 1
(biy? — bay')? = sen?d
(b1y*)* = sen’pcos® 0
(bay®)? = cos®¢pcos®f (3.54)
Logo,
2
By =1+ — 3 (A2 sen®d + \i3 cos® @ sen® + A3 cos® 0 cos® ¢). (3.55)

Agora, vamos calcular h. Observe que pela regra do produto, tem-se

2

(2 = (e |1+ % g— A — Z;Ai(yi)z — %yl (Z Xy,

(%) = (7)o |1+ % g — X — Z X)) | - %zf (Z ()

@ = (145 §—A3—;Ai<yi>2 m— (ZMW
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A

Entao, como Zy = ((z1)a, (2%)a, (2%)) € Zy = ((21) g, (224, (2%)4), temos que

Zo-Zo = (25 + () + (%)

k k
+ o) ZW’“)?)
i k 0
- Z(y%)g <1 - % (g A=) Ak(y’“)2>>
+ ;—z (v')a (g —XNi— Y A:c(y":)2> - %zz(yi)e?f <Z Ak(yky)
p 3 7 k 0
o (2 o) (o)
i k k 0
r o [ R k2 2
g0 5 A M)

Assim,
wzr = Yok (10 (50 T
) k
- %QZ(yi)@yi <Z)\k(yk)2> +00). (3.56)

0

Pois, pela limitacao das fungoes seno e cosseno, temos que |y'| < 1 e |(y) < 1 e
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

rt = O(r*). Além disso, de ([3.44) e (3.45)), concluimos que

Zg-Zp = Z(yi)g + % > Wi (g —Xi-) Ak(yk)2>

Desse modo,

2

lo-Zy=1+7 (? = > A3+ W)) +O(r),

Mas, por (3.44)) e (3.45)), tem-se

DN+ )
= Ai(cos® 0 cos® ¢ + sen®d cos® ¢)

Mg (cos? O sen?¢ + sen?f sen?o)

A3((—senf)? + cos® 0)

A1 cos? ¢ + Ay sene + As.

—- -

Entao, substituindo (3.60) em (3.59)), obtemos

(3.57)

(3.58)

(3.59)

M5+ (1% + 2 (™) + ()7) + As((W”)s + (1))

(3.60)

2
Zg-Zy = 1+ % (g — A cos? ¢ — Agsen?e — )\3> +0(rh)
(R 2 2 2 2 2 2
= 1+§ E(COS ¢+ sen“¢) — A\j cos® ¢ — Agsen¢p — A3(cos” ¢ + sen“¢)
+ O@r*)
2

r
3

= 1+ K—(/\1 + A3) + g) cos® ¢ + (—(AQ +A3) + g) senzqﬁ] .
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R
Portanto, como \;; = —(\; + A;) + oL ficamos com

2
Zo-Zop=1+ %(/\13 cos® ¢ + Mgz sen?o) + O(rh).

Analogamente, temos que

Zy- Zg

(21)2 + (2’2)35 + (23)§>

> W3 (1 + % (g — A=) )\k(yk)2>>
%2 > v e (Z )\k(yk)2> +0(r").
i ¢

k

Note que, por (3.44)) e (3.46)), temos que

Logo,

Ly Zg

D v )e=0 e Y (u);= sen’.

<Z(yl)§s> <Z Ak(yk)2> - g (Z yl(y’)¢> (Z Ak(y’“>2>

i k i k )

o(r*)

sen’f) + — <E sen29> — % Z Xi(y'); — sen’d (Z Az(yz)2> +O(r")
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dessa forma, substituindo ([3.44)) e (3.46)), temos que

=

Z¢ . Z¢ = sen’d |1+ 3 A2 send + A3 cos? 0 senp + Aoz cos? 6 cos? o)

+ O@?).

Ademais, seguindo de maneria andloga, temos que

2
Zog-Zy = %(—/\13 + Ag3) senf cos 6 cos pseng + O(r4).

Desse modo, obtemos que
|h = hl| = 0@,

pois observe que
WDy, B9) = Zo - Zog, Dy, 06) = Zy-Zg © h(Ds,0s) = Zg- Zy.
E na base {ej, €2}, note que
hy, = ﬁ(el, e) = ﬁ(@g, Oy) = Zy - Zg = hay + o(r?)
l0go, |hyy — hii| = O(*). Além disso, temos que |hyy — hyy| = O(r?), visto que,

~

il22 = h(€2, 62)

- 1 1
= < semé’a(b7 sen@a¢)

= L (senQGEgg + O(r4)>

sen20

= hay +O(r").

Analogamente, temos que |/~112 — fhz\ = O(r") o que prova a afirmaciao. Agora, vamos

encontrar Z - 7. Sendo assim, considere A = (y',4%,4?), B = Ay, C = LA,
Z == (Zl,ZQ,Zg), E == (El,gg,gg) (§ 6 == (61762,63), tais que

- r’y' (R k\2

o
Il
—~
@S
Sl
=
~~
(N Rey
|
>
|
>~
ol
~~
<
ol
S~—

[\]
~
|
o| 3
@@
(]
>~
=
—~
Ny
=
S~—

[\&]
~_—

Al
|
ol
L=
59
| 3,
VR
2| =
>
>~
Ed
<
bl
e
v
|
=)
wn
|
>
@N
N
>~
Bl
<
El
e
~

-
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Nao é dificil perceber {A, B,C} é um conjunto de vetores ortonormais e orientados
positivamente em R3 para A € S%. Sejam Z =A+ A, Zi=B+BelZ,=C+C.

Entao,
Z-ZiNZy = (A+A)-(B+B)A(C+C)

= (A+A) - (BAC+BAC+BAC+BAC)
= A-BANC+A-BANC+A-BANC+A-BAC
+ A-BANC+A-BANC+A-BANC+A-BAC
= A-BANC+A-BANC+A-BANC+A-BAC
+ O(r4).

Pois,

A-BANC+A-BANC+A-BANC+A-BAC=0(r?).

Além disso, BAC =A, BANA=—-C e ANC = —B. Desse modo, pelas propriedades

de produto misto, temos que
Z-ZyNZy=1+C-C+B-B+A-A+0(").

Por outro lado, como > (y%)? = 1, observe que

A-A = Z(yz)zz

Assim,

Prosseguindo de forma andloga, tem-se

B-B = % (g = (M + (yk)2)>

(R 9 9
= 3 5—()\1608 ¢+ Aasenop + A3) | .
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

2

O = " E 29 k2 o 9
¢-o = 6S€n29<2sen9 ;)‘k((y )+ (y7)" sen®0)

2
= % (g — (Mi(sen®¢ + sen?d cos® @) + Ao(cos? ¢ + sen?d sen’p) + A cos® 6’)) )

Dessa forma,
Z-ZNZ :1+ﬁ 5—32)\ ()2 | + 00"
1 2 6 | 3 d k .
Além disso,

ZyNZy = (B+B)A(C+C)
= A+BANC+BAC+BAC.

Logo,

\ZyANZo)? = (A+BAC+BAC+BAC)A(A+BAC+B-C+BAC)
= 14+2C-BANA—-2B-ANC +0(r)

= 1+2C-C+2B-B+0(*)
2
= 14+ %(R — A1(1+ sen®@ cos® ¢) — Ay(1 + sen?@ sen?o)

— A3(1 +cos?0)) + 0@
-y (Z M(y’“)?) +0(r.

Entao,

Dali, considerando
com A € S%. Obtemos,

. Z-Zy N Z r* (R kN2 4
Z n=—u—"=14+—|=-2 A +0O(r®).
DR (B e ) ot
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

ASSiIl’l,
k .

Portanto, identificando S, com a métrica induzida por g com (S?, h), entdao Z =rZ, é

o mergulho isométrico de S, com a métrica induzida por g, tal que
Z.n:r_|_r—3 E—222)\(?/“)2 +0(r?)
6\ 2 — " '

Além disso, como R;; = \;id;; e x = ry, temos que

™ (R xid
Z-n= r—+ E (5 — QRZ]?) +O(7”3),

como queriamos provar. [ |
De agora em diante, estudaremos um resultado que garante expansoes para algumas

curvaturas curvaturas.

Lema 3.6. Sejam K e H a curvatura de Gauss e a curvatura média de S, em (N, g),
respectivamente. Além disso, seja Hy a curvatura média de (S,, g|s,) quando mergu-

lhado em R3. Entdo, temos as seguintes expressoes:

1 R 4 2%l
= 4+ TR
72 + 2 3 p2
2 1 xiad
= 2R, 4+0(r?
r 3 J r + (r )7

K +0(r),
H

2 R 4 xtad
2 37 2

Hy==+r(5 - —R-~—> +0().

Demonstragao: Primeiramente, vamos encontrar uma expansao para a segunda

forma fundamental. Para tanto, considere n = % o vetor normal de S, e

hij = gij — nin;
, . . . )
a métrica induzida em S, com n; = L. Pelo Lema sabemos que

1
gij(x) = b5 + gRisljxsxl + O(r3) =0, + O(TQ)’

uma vez que as componentes do tensor curvatura e suas derivadas estao sendo avaliadas

em p e r¥ = O(r). Entdo, a fim de determinarmos uma expansao para os simbolos de
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Christofflel "y ) )
E_ Z 2,4, _ T mk
FU - 9 <8:L‘ig]m + 8$jgml axmgw) g (361)

analisaremos a priori as derivadas das componentes g;;. Dessa forma, note que

0 0 1 s 1 3
%gjm = % (5]m + gstlm.’L' T —|—O(’I“ ))
1
= gstlm((Sisxl + Iséil) —f- O(T2)
1 1
= gRjilmxl + gstimQ?S + O(?“Q). (362)
Analogamente, tem-se
0 1 ;1 . 9
9p7 Imi = ngjlix + ngsjix + O(r?) (3.63)
) 0 1 1
a.l’_mgij = gRimljﬁl + gRismjl’s + O<T2). (364)

Ademais, observe também que g, = i = Omi + O(r) logo quando r tende a zero
temos que ¢,; se aproxima da métrica euclidiana, entao ¢g~! também se comporta

como a métrica euclidiana, desde que r seja suficientemente pequeno. Sendo assim,

dai,
9™ = Gk + O(r). (3.65)

Agora, substituindo (3.62} (3.63)), (3.64) e (3.65) em (3.61)) e utilizando a Proposigao
obtemos

1
FZ = <§(Rjilml’l + stiml's + ijlil'l + Rmsjil's — Rimlj$l — Rismjxs) + O(Tz)) gmk

1

1 S m.
<§(Rjilm + Rijjm — Rimlj)iUl + g(stim + Rijsm — Rismj)x® + O(T2)> g ¥

<_

N[~ N~ N =

1
(Rijim + Rimlj)xl - g(Rsijm + Rigmj)x® + O(TQ)) QMk-

W |
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Ou seja,
Iy = % (—%<Rl]’im + Rijim )" — %(Rsijm + Raijm)2” + 0(7”2)> g
— % (—%Rmmﬂcl — ;Rsijmxs + O(T2)> g™
— %(Rﬂimxl + Rigjma® + O(r?))(6mr + O(r))
_ %(Rﬂikxl 4 Riggez®) + O(r2) + O(r%)
— %(ijik + Rimj) ™ + O(r?).
Assim,

1
Ffj - g(Rmmj + Ryjmi) 2™ + O(r?).

Tendo em vista a expansao acima e sabendo que n é um vertor unitario, temos que

Aij = nya
on? k
T Ot Fign
o (af 1 . z*
o a'w) 1 am gk 2
= T—T—3—§<Rkimj+Rkjmi) ” +O(T’ )

Dessa forma, como estamos somando com respeito aos indices m e k, concluimos que

. @07 m .k

A.._%_ﬁ_ng, L
3 m

J r r3 3 Ty

+O(r?).

Agora, considere {e;1, e2} uma base ortonormal com respeito a métrica euclidiana em

S, e seja A\ e \y os autovalores de A. Entao,

A

—~

€1, 61)14(62, 62) - A2(€17 62)

€1,¢€ )9(62,62 - 92(61762)
k™

2 i j i J
— §Rkimjr—2(el(x Jer(z’) + ea(a’)e2(2”)) + O(r))

Ade =

s
—~
—

‘Ewl —_

X
VR
—_
|
| =

Ritmjr*a™ (ey(z)er (27) + eq(z')ea (7)) + 0(7’3))

3
1 1 akam ; ; ; j
= 5~ g B (a(@)e(2’) +ex(2')ex(2”)) + O(r)
= ﬁ - ngkm] T‘z hj + O(T)
1 1 k™
= 3 3Rm +O(r),
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onde usamos o fato que Y_.(e,(z%))? = 1 e e,(> . (2")?) = 0 em S, para a = 1,2, e 0
fato que o
x'w!

5 -

er(x)er(z?) + ea(xt)ex(2?) = 0ij — "

Portanto, pela equagao de Gauss, para x € S,, temos que

|
K((L’) = )\1)\2+§h2kh]lRijkl(.T)

1 1 aFam 1 ik j

= S 3Rm—g 5k "D (Rijia(p) + O(r))
11 4 x'a’

= 5t 580) = S Ryp)—5 +O),

em que h” = g” —n'n/. Por outro, para x € S,, temos que

H(l’) = hiinj

(5@' 2 ﬂkam

= hY <7 - §Rkimj ) +0(r?)

1 ] g
= (517‘ - gRikmjxkxm - ) <%> +0(r?)

72 r
2 1 xid

= S-SR+ 0(7), (3.66)

pois h¥xiz? = 0, desde que 7 tende a 0. Além disso, considerando Z, o mergulho da
prova do Lema , temos que ||Z, — Id||c,s2) = O(r?), em que Id é a identidade em
S?. Dai, sejam H, e K, as curvaturas médias e de Gauss de Z,(S?), respectivamente.
Considerando {e1, ey} uma base ortonormal de vetores em S? com respeito a métrica
padrao, entdo o tensor métrico h e a segunda forma fundamental A da superficie Z,.(S?)

satisfazem

h(em 6b) = 5ab + Qab, A(em eb) = 5ab + Baba

tais que ag, = O(r?) e By = O(r?). Dessa forma, h™t(eq, €5) = 0% — agp. Assim,

obtemos

H, = h™'(eq,e5)Aleq, )
= (6" — ) (0w + Bav)
= 6°6ap + 0" Bap — YabOab — e Bap
= 2—aq —qo + Bi1 + B+ O().

Além disso, como O4, = h(eq, ep) — agp. Entao, A(e,, ep) = h(eq, ep) — aap + Bap-
K, = det(A(eq,ep)) = 1 — a1 — oo + Bi1 + B2 + O(r?).
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Agora, por meio de um mergulho de (S,, g|s,) em R3, temos que

1 1
K=K, =—(1—-oan1—ag+ B+ fn)+ o(r?)

r r
e
11 ,
Hy = ;Hr = ;(2 — a1 — Qg + P11 + Baa) + O(r7).
Logo,
2 —ay — gy + Bii + P = 1K + 1+ 0(r?).
Portanto,

1
Hy = rK+-+0(?)
r

-
= r(l +§—ERU£+O<T))+%+O<T3)

22 3Ty
2 R 4 _ x'ad )

3.3 Expansao da massa de Brown-York

Agora, analisaremos um resultado que permite expandir a massa de Brown-York
de esferas coordenadas 5., de forma que tal expansao envolve a curvatura escalar e
a norma do tensor Ricci. Para isso, utilizamos fortemente as férmulas de Minkowski

dadas na Proposicao [1.5

Teorema 3.7. Sejam (N,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo 3, p um ponto
interior em N e S, a esfera geodésica de raio r e centro p. Para r pequeno o suficiente,

temos que

743 7“5

[24| Ric|*(p) — 13R?(p) + 12AR(p)] + O(r®),  (3.67)

em que A € o operador Laplaciano de (N, g).

Demonstragao: Para r suficientemente pequeno, considere o mergulho isométrico Z

de (S,, gls,), determinado no Lema Além disso, dos Lemas (3.5 e temos que

1 2
K = =5 + ko +O(r), H0:;+h1+0(7“2) e Z-n=r+n3+0("), (3.68)
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em que
R 4 it
ko = 5 — =Ry
0 2 3V 2
™ (R xlad
= T (F-2m, ),
" 6 (2 72 )
h1 = Tk’().

Dal, pela Proposigao [I.5] e utilizando o Lema [2.4] temos que

HydY, = 2/ KZ - nd>,
S'r S’r
1
= Q/ST (ﬁ‘l’k‘o'}‘O(T}) dEr
1
_ 2/ L7 nds, + 2/ (ko + O() Z - ndS,
s. T Sy
1 1
= 2 STEZ ndET—i—Z s ﬁ—FkO—FO(T)——Z Z?’LdZT
1 1
= 2 —2Z nd, + 2 K——2 Z -nd¥,
s, T S r
1 1 4
= 2| —Z-nd%, +2 K- — (r+n3+0(7"))d2r
s, T S, r
1 1
G S, r
1 1 4
+ 2 T—2+k'0—|—0(7" _7”_2 0(7’ )dEr

Mas, do Teorema de Gauss-Bonnet e pelo fato que kg é limitado e n3 = O(r?), temos

que
6 1 6 .
HoydY, = T—ZVO(T) +2 K — 3 (r +n3)d2, + O(r°) + O(r")
Sr Sr
1
= %VO(T) + 2/ (K — ﬁ) rd%, + 2/ (ko + O(r))nsdS, + O(r%)
Sy Sr

= %Vo(r) + 8mr — %A(r) +2 / konsd®, + 2 / nzO(r)ds, + O(r°)

T T

E como n3 = O(r?), concluimos que

2A(r)

HydY, = %Vo(r) + 81r — + 2/ konsd, + O(r®) (3.69)

Sy
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Por outro lado, da Proposicao e do Lema obtemos
2A(r) = / HoZ - nd>,
S’r
_ / ( +h1+O(r2)Z nds,
S
2 2
= / -7 - ndE—i— (—+h1+0 )Z~nd2r
s T s, \T

.
2

_ _/ Z~ndET+ <Ho——> (r+ns+O(r")) dx,
T S - T

= gvo(r) + / (Ho — %) (r + ng)dS, + / (HO — %) O(r*)d,

- gvo(r)+/ (Ho—g) (r+n3)d2r+/ (h1 + O(*)O(r)dz,

No entanto nz = O(r®) e, uma vez que, kg ¢ limitado temos que h; = rky = O(r).

Entao,

2A(r) = g%(rH/T (Ho—g) (r+n3)er+/T dZTJr/TO(r‘r’)dET

= 9Vo(r) + r/ Hod%, — / 2d%, + / (h1 + O(r*))nsd%, + O(r")
r S, S, S,

6
= ;VO(T) +r | Hyd%, —2A(r) + / hinsd%, + / O(r®)d%, + O(r")
ST s r
= 9‘/0(7”) + 7’/ Hod%, — 2A(r) + 7’/ konzdS, + O(r").
r . Sy
Assim,
1 6
/ HydY, = ~ (——VO(T) + 4A(r) — r/ konsd>, + O(T7))
S r r S
ou seja,

6 4A(r)

Hod%, = ——=Vo(r) + — / konsd%, + O(r%) (3.70)

S T r -

Sendo assim, somando (3.69) e (3.70f), obtemos

2
2/ Hodzr = 8nr + ;A(T’) + / k0n3d2r + O(r6).
Sr r

Logo,

1 1
HydS, = dxr+ ~A(r) + 3 / kongdS, + O(°). (3.71)
Sr r

Por outro lado, lembre que do Lema temos que
A(r) = 4mr? + Ay + Ag + O(r"). (3.72)
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Dai, substituindo (3.72)) em (3.71)), obtemos

Ay + Ag
T

1
/ HydY, = 8mr + + 5/ konsdX, + O(T‘ﬁ), (373)
S Sr

Além disso, do Coroldrio [3.4] temos que

4A A
HdY, = 8mr + %66 +0(r%. (3.74)
Sr

Entao, de (3.73)) e (3.74)), concluimos que

(M) 41 / konsdS, + O(r°). (3.75)

/T(HO—H)dZ,,—— 5

r

Dessa forma, para determinarmos a expansao de Taylor da massa de Brown-York das

esferas geodésicas S,., precisamos analisar a integral

/ k’onngT.

Para tanto, da demonstracao do Lema relembramos que

2 4
/ bpds’ = — R (3.76)
s, 9
1 o
em que by = —gRZ-jx’xJ. Além disso,
1 i iveas0 A 6ip2 . 12
3 (Rijz'z?)*dE, = ' (R* 4 2|Ric|?) (3.77)

r

Por outro lado, como d¥, = (1 + O(r))dX?, temos que

R K i\ r (R xlad
/T k’o?’l3d2r = 2 ) E (5 - QRZJW) dZ,,

J Ld
R
s, r 2 r2
Qg i
fon(-in22) (-0 22)
S'r
ata! R x'ad 0
i 2)<§_231]T)dz+0< )

Pois, R e R;; estao sendo avaliados em p. Além disso,

R 4 xixd R il
SRS — _OR;—
(2 3R] 2 > (2 fi; 2 )
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

é limitado, visto que |2*| < r. Dai, por (3.76) e (3.77), tem-se

i 8 i\ 2
/ FonsdS, = / ( ( 3) Ri +§(Rz-j%) )d22+0(r6)

5R 1. 8 .
= 5 ( R + = / (—§Rijx’x]) d20+ﬁ (R,-ja:’;cﬂ)deB)

+ O(
r’ 2.2 0 8 i 3\2 750 6
= 5 TRr + — bgdZ + 3 s (Ri]m 2?)dE; | + O(r®)
r? 2.2 2 8 4 2 6
= 5 |:7TR 7rR + 3,4 (1—571'7“ (R* + 2|Ric| ))} O(r®)
_7r o 20, 32 2 4 -2 6
= & (R 5 —R* + 5R 5|R1(3| ) + O(r°)
mr’ 2 2 6
= 270(64\R1c\ —23R*) + O(r°). (3.78)

Assim, substituindo (3.78]) em , obtemos

A+ 54
/ (Hy — H)dS, = (347«;56) + 540(64|R1c|2 23R?) + 0(r%).  (3.79)
Sy

Entao, pela defini¢ao massa de Bown-York e pelo Lema [3.3] concluimos que

1

mBy<Sr) = 87T (HO—H)dES
1 27T7’3 7rd rd
= — 4R? — 2|Ricl’ — 9A 4|Ric|* — 23R?
o ( 3 R— 135( R |Ric|* — 9AR) + 540(6 |Ric]| 3R ))
+ O
re r° (67 13 3
= —R+ — [ —|Ric|* - —R? AR O(r%).
12 +87r<45| o~ %t 1 >+ )
Portanto,
3 5
mpy(S,) = T R(p) + T RAIRICR () — 13R(p) + 12AR(p)] + O(r).

[ |
Em seguida, apresentaremos uma consequéncia do resultado anterior, sucintamente,

é possivel concluir que
. mpy(S
A CD)

> 0.
r—0 rd -

Um ponto interessante é que tal resultado pode ser obtido de maneira imediata através
da positividade da massa abordadas por Y.-G. Shi e L.-F Tam em [20]. Mas em

especial, garantiremos o comportamento do limite acima, sem utilizar tal resultado.
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Corolario 3.8. Assumindo todas as condigoes impostas no Teorema e supondo

que R > 0 em uma vizinhanca de p. Entao,

TR GO
r—0 o

e a igualdade é satisfeita se, e somente se, (N, g) for plana em p e R se anular, até a

segunda ordem, em p.

Demonstracao: Do Teorema |3.7] sabemos que

mpy (Sy) = ﬁR(p) + :

12 g [2ARiC (p) — 13R%(p) + 12AR(p)] + O(r").

Logo, para r # 0, obtemos

m%ésr) = T—IQ% + TZO[Q4|R10|2(p) — 13R*(p) + 12AR(p)] + O(r).

Dai, como

S AIRICP(p) — 13R%(p) + 12AR(p)

é constante e O(r) é a classe das fungoes tendem a zero, desde que r se aproxima de 0.

Entao, para assegurarmos o resultado em questao, precisamos analisar o termo

1 R(p)
rz 12 -

A priori, note que por hipdtese temos que R > 0 em uma vizinhanga de p, em particular

R(p) > 0. Dessa forma, se R(p) > 0, garantimos que

mBY<Sr)

lim > 0,
r—0 7’5
pois
1 R(p)
S T +o00 > 0.

Por outro lado, no caso em que R(p) = 0 entdo como R > 0 em uma vizinhanga de
p, temos que R(p) é minimo local de R, entdo AR(p) = 0. Entéao, pelo Teorema [2.6]

obtemos .

r .
iy (8) = T 24Ri2(p) + O(r")
e se r # 0, tem-se
mBy(ST) . 24 . 12
B Taag el )+ O0).
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Sendo assim, para este caso também verificamos que

. mpy(S,) 24 .
1 = > 0.
o Tag0 el () 2 0
Por fim, suponhamos que
lim —mBY(ST) =0
r—0 7"5

entdo R(p) = 0 pois, do contrario, pela expansdao da massa de Brown-York, o limite
acima divergiria. Desse modo, R tem um numero local em p entdao VR(p) = 0 e
AR(p) =0, logo

Entéo, |Ric|(p) = 0 e como (N, g) é tridimensional concluimos, pela Proposi¢ao [1.4]
que N é plana em p. Além disso, o Hessiano de R tem autovalores nao negativos, entao
o Hessiano de R deve se anular em p, logo R as derivadas de segunda ordem em p se
anulam. Reciprocamente, se (N, g) é plano em p e R as derivadas de segunda ordem
em p se anulam, entdao VR(p) = 0, AR(p) = 0 e |Ric|(p) = 0, dai

lim may (5) =lim O(r) = 0.

r—0 7’5 r—0

Observacgao 3.1. Observemos que podemos fazer uma analogia deste resultado com
os estudos do Capitulo 2. Especificamente, considere uma variedade assintoticamente
plana M com curvatura escalar nao negativa, de modo que a massa de Brown-York
das esferas coordenadas tendem a zero, no infinito. Entao, do Teorema [2.6] temos que
mapym (M) = 0, ou seja, pelo Teorema da Massa Positiva a variedade M é isomorfa ao

espaco euclidiano.

3.4 Expansao da massa de Hawking

Em seguida, de modo analogo ao que apresentamos na se¢ao anterior, analisaremos

a expansao da massa quasi-local de Hawking.

Teorema 3.9. Sejam (N,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo 3, p um ponto
interior em N e S, a esfera geodésica de raio v e centro p. Para r pequeno o suficiente,

temos que
3 5

mi(S) = T3 R0) + =55 (GAR() — 5F(p) + O(°) (3.80)
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3. Expansoes de massas quasi-locais de esferas geodésicas

Demonstracao: Primeiramente, note que do Lema [3.6] tem-se

2
H:;+H1+O(T2)

1 i .
onde H; = —gRij%. Como H; = O(r), pois 2¥ = O(r). Temos,
9 2
H* = <; + H; + O(rQ))
4 2 iy 4 4 02 2
= ﬁ—l—Hl—l—O(T‘ )+;H1+;O(T)—{—2H10(T>
4 8 4 4
= -5+ H? + ST+ ;0(73) + 00" +0(r?)
= _£+H2+4_1 g+H +O(r? o(r®
= > b 1 <) ) + O(r). (3.81)
r r\r
Assim, Ly
H? = —ﬁ+;H+HE+O(r3). (3.82)
Integrando, obtemos
4 4
H*d%, = —=A(r)+- [ HdS, + | HidS, +0(r)
Sy r " Js, Sy
4 4
= —ﬁA(r) + - /S HdY, + /S HdY? + O(r°) (3.83)

pois, H} = O(r?) e dE, = (1+O(r))d%?. Por outro lado, pelo Corolério[3.4] temos que

4A4 + 646

HdY, = 8rr + ————— + O(r°). (3.84)
Sy r
E, pelo Lema 3.3, sabemos que
A(r) = dnr® + Ag + Ag + O(r"). (3.85)

Dai, substituindo (3.84) e (3.85) em ([3.83)), concluimos

4 4 4A,  6A
/ H?dS, = ——4nr? + A+ A+ O0(r")) + = (&rr =y O(r6))
S, r r r r
+ H7dY? + O(r®)
Sy
124, 204
= 167+ — 4 .~ s +/ HdY + O(r).
Sy
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Logo,
124, 20A6

r2

167?—/ H?*dY, = — / HdX? + O(r®). (3.86)

Por outro lado, como

Ag = (432( ) — 2|Ric[*(p) — 9AR(p)) = O(r°),

- 675

entdo A(r) = 4mr? + Ay + Ag + O(r") = 4mr® + Ay + O(r%). Entretanto,
1 | 52 2 Ly 5,0 10 1 5
27?27"+Z7r 2r Ay + O(r°) = Adgr +1—67T r AL+ O(r7) + Ay + 4m2rO(r°)
1 1

+ 57'(_57“_1/140(7“5)
= Aar? + O(r®) + O(r'™ + Ay + O(r%) + O(r®)
= 4mr® + Ay + O(r%)
= A(r), (3.87)

pois Ay = —(27r*R(p))/9 = O(r*). Dessa forma,

Az (r) _ omar (1 Ay

3
2

(16m)3 +O(T4)) L(H e vop )) (3.88)

- 327 2

Portanto, por (3.86)), (3.88) e a defini¢ao da massa de Hawking, obtemos

mu(S,) = (6;:) (16 /H%@)

124, 20A6

— 1 4 - - H2 EO

321 ( * 8777‘2 >> ( 7 / 4=, +0lr >>

r 12A4 20A6 2 0 5 1214421 20A4A6
— — H2d% _ _

2 ( s, 1dy +0() mrd mrd +
A4
H2 EO 6 8Y 4 H2 EO

+ —3%( 87rr2 d¥2 + O(r") 4+ O(r®) + O(r®) — O(r?) 5 id >
+ 0@

Contudo, como H; = O(r), Ay = O(r*), Ag = O(r"), entao

mu(S,) = —omi_ e T /szzﬂ— 341 L 00, (3.89)
e = 321 Jo 1T 64n2 ' ‘

Para finalizarmos a expansao acima, podemos ainda encontrar a integral

H2dY",
Sr
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1 - : . ~

com H; = —3—Rijx’x3. Para isto, seguimos como na demonstracao do Teorema ((3.7)),
r

mais especificamente por [3.77], obtemos

1 o 1 4
2 750 _ i,.9\2 7570 _ 6( P2 - 12
/ST Hldzr = w ST(RMZE’ .Tj) dzr = w (Eﬂ'r (R + 2|R1C| ))
ou seja,
4
H2dY? = —7mr*(R* 4 2|Ricl?). (3.90)

135
Sr
Assim, substituindo Ay e Ag do Lema [3.3 bem como em ([3.89)), temos que

3 2mriR 5 [7rS
Sr) = — — — —(4R? — 2|Ric|?> — 9AR
ma(Sr) 87 ( 9 ) 87 (675( [Ric| )>
3 (4727"8

r A 4 9 . 12 2 6
- (R4 2R _ R’ +0
327 <135W (£ +2|Ric )) G4r2r3 \ 81 +0(r)
r3 rd 7o 3rd 7o rd
= —R— —R’+ —|Ric|> + ——=AR — R — —
o a7t 5gpIRiel 55 1080 132
_ Ppis (- B ap. Lp + O3
12 1080 360 432

R?>+ O(TG)

3

Portanto,
3 5

mi(S;) = 5 R) + 5 (6AR(p) — 5R(p)) + O(r°)

Observacao 3.2. E interessante observar que as expansoes da massa de Brown-York
e da massa de Hawking sao iguais até a ordem 4 e se diferenciam a partir do momento

que surge o termo Ts.

Por fim, assim como no Capitulo 2, também podemos comparar o volume da bola
geodésica de centro p e raio r com o volume da regiao limitada por S, quando mergu-

lhado em R3. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.10. Sejam (N,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo 3, p um ponto

interior em N e S, a esfera geodésica de raio v e centro p. Entao,

7

7 mrt (177 ,
Vo(r) —=V(r) = —ER(p)TE’ + 1890 (TRQ(p) — 144| Ric)* — 9AR) +O(r®).

Demonstragao: Na demonstragao do Teorema temos que

6 2
H()dET = 7’_2%<T) + 87r — @ + 2/ k’onng + +O(’I"6> (392)
Sr r
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6 4
S r r Sr
Dai, subtraindo (3.93) de (3.92)) temos que
12V 6
0= —TOQ(T) + 87 — _/:n(r) + 3/ konsd® + O(r).

Logo, como kg ¢ limitado, d%, = (1 + O(r))dX? e n3 = O(r?), obtemos

Vo(r) = r (—87rr + 6A(r) _ 3/ konsd, + O(rﬁ))

12 T
2 2
— _gmﬁ + %(r) - % / konsd%? + O(r®) (3.94)

T

Por outro lado, do Lema |3.3, sabemos que

A(r) = 4nr? 4+ Ay + Ag + O(r") (3.95)
tais que
27 R s, .12
A4 = — 9 y A6 = %(4R - 2’RIC’ - 9AR)

Dai, substituindo (3.95)) em (3.94)), tem-se

2 2
Volr) = —amd 4 Lm? 4 A+ Ag+ O6T) - / konsd=® + O(r%)
4 4 r r r? 0 8
= —7r°+ —A4 + —A6 - — kongdzr + O(T’ ) (396)
3 2 2 1 /s

No entanto, das defini¢oes de A4 e Ag, obtemos

V(ir) = /O " At
_ / (At + Ay(t) + Aglt) + Ot

4 1/ 2m 1 (T
S (_ il R) ¥z (ﬂ(zu# — 2|Ric|? — QAR)) +O(r%)

3 5 9 7 \675
4
= 571'7“3 —+ gA4 + gAG + O(T8> (397>
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Portanto, substituindo A4 e Ag bem como de (3.95)) e (3.97)), temos que

3r 5r r?

%(T)_V(T) = 1_0A4+EA6—Z ; k0n3d22+0(7“8)
3r 2mrd or (mr
= = (- > AR? — 2|Ric|* — 9A
10( 9 R) LT (675( R = 2|Ricl” =9 R))
- WT5(64|RI > —23R*) + O(r°) ) + O(r®)
1 \ 270 ¢
T mr’ [ 4 s 9
= (= ——A
ISR (135R 135’RIC’ 135 R)
mr’ 5 23,
+ 135( 8]R10]+8R>—|—O( %)
r’ (2 23 mr’ (1
= —_R5 - RQ__ Z41+8)Ri 2
R+ (7+ 8) 135 <7+ )| ic
1
— A 8
T35 ( R> +O(r%)

T s ot (177 5 57, .., 9 8
- - (LR~ 2URic)? — ZAR) +O(®).
Bt s ( 56 [~ 7 [Ricl = AR |+ 007

Logo,

T /1
%(T) . V(T) _ _iRTﬁ + r (ERQ — ]_44‘R1C|2 — 9AR> + O( )

15 1890 \ 4

Corolario 3.11. Sejam (N, g) uma variedade Riemanniana de dimensao 3, p um ponto
interior em N e .S, a esfera geodésica de raio r e centro p. Se R > 0 em uma vizinhanga

de p, entao
o Yol) = V()

<0
r—0 r7 -

sendo satisfeita a igualdade se e s6 se (N, g) é plana em em p e R se anula até segunda

ordem em p .

Demonstracao: A demonstragao deste resultado é analoga a demonstragao do Co-
rolario [3.8f Em que, ao invés de utilizarmos o Teorema trabalharemos com o
Teorema. [3.10) [}
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