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Resumo

O objetivo do nosso trabalho, caracterizado como um estudo bibliografico, ¢ apresentar
algumas construgoes das fungoes logaritmica e exponencial. FEssas construcoes exigem
certas nogoes historicas e de calculo infinitesimal e portanto, inicialmente, buscamos fazer
algumas consideracgoes acerca do contexto histérico de criacao do logaritmo e exponencial,
mostrando a importancia, sua aplicacao e o papel que despenhava na época. Em seguida,
apresentamos os conceitos de Andlise na Reta necessarios para o nosso trabalho. Estabelecemos
um pequeno estudo acerca do Nimero de Euler e entao apresentamos a construcao da
funcao exponencial seguida da func¢ao logaritmica, como sendo a sua inversa. Por fim,
faremos o caminho reverso, construindo a funcao logaritmica por meio da integral e

definindo a funcao exponencial como sendo a sua inversa.

Palavras-chave: Funcao logaritmica, funcao exponencial, niimero de Euler.
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Abstract

The aim of our work, characterized as a bibliographic study, is to present some constructions
of the logarithmic and exponential functions. These constructions require certain historical
notions and some results on infinitesimal calculus. Therefore, we make some considerations
about the historical context of the creation of the logarithm and exponential functions
and also present the necessary concepts of Real Analysis for our work. So, we establish a
small study about the Euler Number and then present the construction of the exponential
function followed by the logarithmic function, as its inverse. Finally, we will go the
other way around, building the logarithmic function through the integral and defining the

exponential function as its inverse.

Keywords: Logarithm function, exponential function, Euler number.
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Introducao

Ao longo da histoéria da matematica é possivel perceber a sua importancia no auxilio e
desenvolvimento da sociedade e das demais ciéncias. As diversas aplicacoes da matematica
que existem dentro de todas as areas do conhecimento, de forma direta e indiretamente,
se estabeleceu devido aos grandes avangos dessa ciéncia, principalmente entre os séculos
XVIII e XX. A busca e descoberta por ferramentas mateméaticas que otimizassem o tempo
de trabalho e que desse conta de céalculos cada vez mais complexos e maiores, foram um
dos pontos mais importantes em aplicacoes como as que aparecem na Fisica e na Quimica,
por exemplo.

Neste contexto, a definicao das funcoes logaritmica e exponencial nos nimeros reais,
desempenharam um papel fundamental no avanco da ciéncia da época. Com essas
definigoes, conseguiu-se realizar célculos penosos ou mesmo impossiveis (por conta do
tempo que demandava) de modo rapido e seguro. Além disso, mostrou-se que varios
fenomenos fisicos, quimicos, biologicos e econémicos sao estreitamente relacionados com
os logaritmos e exponenciais. De fato esses conceitos permanecem no centro de quase
todos os ramos da matemética, pura ou aplicada.

O principal objetivo desse trabalhado é fazer um breve estudo acerca das construcoes
do logaritmo e da exponencial, ou seja, mostrar como eles sao definidos. A escolha desse
tema surgiu quando o autor estudava a disciplina introducao & Analise Real, no ano de
2019/2020, e percebeu que no livro texto [6], utilizado na disciplina, existe um subtopico
no estudo da Integral que fala acerca de uma das construgoes: A construcao da funcgao
logaritmica via integral. Acontece que nao ¢ comum que os alunos tenham contato com
construcoes do logaritmo e da exponencial num curso de graduacao. Muitas vezes sequer
se tem contato com essas constru¢oes numa pos-graduacao.

Além disso, a definicao das funcoes logaritmicas e exponencial envolvem conceitos
delicados e sua boa definicao esta longe de ser algo trivial. Nesse sentido, o trabalho que
apresentaremos visa mostrar como sao construidas, em detalhes, essas funcoes.

O trabalho esta divido em trés capitulos. No primeiro apresentamos o contexto



historico da construcdo do logaritmo e exponencial, baseado em textos de [2, B, [10] e
[11], com notas importantes e detalhes acerca desses fatos. Falamos um pouco também
sobre os principais personagens que influenciaram de alguma forma o desenvolvimentos
desses conceitos.

No segundo capitulo, usaremos as obras de [1, 6, 7] e [9] e , dessa forma apresentaremos
as preliminares tebricas necessarias ao estudo e a compreensao e fluidez na leitura desse
trabalho. Comecgaremos falando sobre ntimeros reais e avancaremos até o estudo da
integral. Observamos que, mesmo com a presenca desse capitulo de base, usaremos
indistintamente diversos resultados bem conhecidos de anélise e de matematica elementar.

O dltimo capitulo é dedicado de fato as construgoes ja comentadas acima. Comecamos
com um pequeno estudo acerca do Nimero de Euler e entao apresentamos a construcao
da funcao exponencial seguida da funcao logaritmica, como sendo a sua inversa. Por fim,
apresentamos o caminho reverso, construindo a funcao logaritmica por meio da integral
e definindo a funcao exponencial como sendo a sua inversa. As principais referéncias
utilizadas aqui foram os trabalhos [T], 4. [5, [6] 7, 8, @] e [12].



Capitulo 1

Uma breve nota historica

Nesse capitulo falaremos acerca do contexto historico da definicao do conceito do
logaritmo e exponencial, e nesse sentido nos dedicaremos apenas as ideias mais importantes
ao longo dessa historia. Logo apoés, falaremos um pouco da importancia da chegada desse
novo objeto matemaético para os estudiosos da época e como eles receberam esse avanco.

Para finalizar, apresentamos alguns detalhes biogréaficos de figuras importantes da
historia da Matematica e que contribuiram no desenvolvimento dos logaritmos e da

exponencial.

1.1 Contexto historico

Ao final dos dltimos dois séculos e com o grande crescimento da formalizacao matematica,
ou seja, da busca pelo rigor matemético, surgiram estudos de novos campos da Matematica.
Esses novos estudos impactaram sobremaneira o desenvolvimento da ciéncia da época e
da atualidade também. Além das varias aplicacOes diretas na propria Matematica, esses
novos conhecimentos sao largamente usados também em diversas &reas do conhecimento.

Esse rapido desenvolvimento da matemética tem no século XIX um ponto de partida.

Historicamente,

O século XIX foi descrito frequentemente - e ainda ¢ - como a "idade do rigor".
Em uma obra muito utilizada na histéria da anélise matemaética, o respeitado
historiador I. Grattan-Guinness detalha a contribuicdo de pensadores dessa
época, como Dirichlet, Riemann, Weierstrass, reunindo-os em um capitulo

intitulado com essa expressao (Roque [11]], 2012, p. 380).

Além do século XIX, descrito como a idade do rigor, os séculos anteriores a este



ajudaram a impulsionar o avango da matematica e também tiveram grande importancia
historica.

O século XVII, por exemplo, é considerado um marco para a histéria matematica e para
as demais ciéncias, devido aos modelos e objetos matematicos que foram desenvolvidos
e que otimizaram varios trabalhos e estudos. Nessa época os matematicos buscavam
ter esses objetos matematicos bem definidos, provados e com aplicacoes praticas aos
problemas da época, como na fisica, por exemplo. Neste contexto, o desenvolvimento
do célculo infinitesimal, obtido de forma independente por Isaac Newton e por Gottfried
Leibniz, teve um papel de destaque. Segundo Eves [3], “O grande impeto dado & matemaética
no século XVII foi partilhado por todas as atividades intelectuais e se deveu, em grande
parte, sem davida, aos avancgos politicos, econdmicos e sociais da época’”.

Nesse periodo, existia uma grande dificuldade para se fazer célculos com grandes
nimeros ou com numeros com muitas casas decimais, através das quatro operagoes basicas.
Principalmente na fisica, os avancos dependiam em demasia de calculos dessa natureza
fossem realizados em grande quantidade.

Muitas areas do conhecimento como a astronomia, a navegagao, o comercio, a engenharia
e a guerra dependiam muito dos célculos numéricos. Para facilitar essas grandes demandas
de trabalhos surgiram algumas ferramentas que facilitaria esses calculos, entre elas estao:
a notacao indo-arabica, as fracoes decimais e os logaritmos. Nesse trabalho iremos nos
ater apenas ao logaritmos, desenvolvidos por John Napier.

O proprio John Napier, que leva a fama de ter definido os logaritmos, dizia em sua obra,
Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (1614), que ndo havia nada mais trabalhoso,
e que prejudicasse e atrapalhasse mais os calculadores, do que as multiplicacoes, divisoes,
as extragoes de quadrados e do cubo de nimeros muito grandes. Isso 0 motivou a pensar
em uma ferramente que pudesse remover essa dificuldade.

E importante dizer que muitos mateméaticos da época, de uma forma ou de outra,
trabalhavam com o conceito do logaritmo, isto ¢, com a ideia de como o logaritmo era
aplicado, através das substituicoes multiplicacoes e divisoes por adicoes e subtracoes,
como forma de remover essa dificuldade. Isto é, Napier nao foi o inico a pensar nisso.

Segundo Lima [§], “Jost Biirgi (1552 — 1632), suico, fabricante de instrumentos astronémicos,
matematico e inventor, e John Napier (1550 — 1617), um nobre escocés, tedlogo e matematico,
cada um deles desconhecendo inteiramente o outro, publicaram as primeiras tabuas de
logaritmos". Vale lembrar que isso ¢ muito comum na ciéncia: ter duas pessoas trabalhando
na mesma coisa simultaneamente, mesmo sem se conhecer. O que sabemos é que a
influéncia de Napier foi muito maior do que a de Burgi, provocada pelas suas publicacoes
e pelo seu relacionamento com a universidade. Outro fato é que a definicao de Napier era

geométrica, enquanto a de Burgi era algébrica.



Nesse sentido,

Os dois partiram das propriedades das sequencias aritméticas e geométricas,
estimulados, provavelmente pelo método de prostaférese. As diferencas entre
as obras dos dois homens estdao principalmente na terminologia e nos valores
numéricos usavam; os principios fundamentais eram os mesmos.(Boyer [2],
2010, p. 230).

J& a alguns anos antes dos logaritmos de Napier, e por que nao dizer de Burgi, muitos
matematicos da época ja trabalhavam com certas simplificacoes de operacoes através de

relacoes trigonométricas. O proprio John Napier ja conhecia formulas do tipo

1
sena.senb = 5[005(@ —b) — cos(a+b)].

Esses tipos de formulas, de certa maneira, facilitavam o calculo para muitos astronomos,
pelo fato de substituir as operacoes de multiplicacao e divisao por adicoes e subtracoes.
Além dessas formulas, existiam outras conhecidas como regras prostaferéticas, que significam
“adicao” e “subtragao” do grego.

Nas regras prostaferéticas eram utilizadas para transformar produtos em somas ou
diferencas, utilizando as tabelas de fun¢oes trigonométricas. Isso tem grande importancia
para que possamos entender que a ideia de transformar multiplicacoes e divisoes em
adigoes e subtragoes, de certa forma, ja existia antes dos logaritmos.

No entanto, as regras prostaferéticas tinham algumas desvantagens computacionais e

levava-se um bom tempo para resolver certos problemas com elas. Por esse motivo,

Raramente na histéria da ciéncia uma ideia matemética abstrata foi recebida
de modo mais entusiastico por toda a comunidade cientifica do que a invencao
dos logaritmos. E dificilmente podemos imaginar uma pessoa com menos
probabilidade de realizar essa invencdo. Seu nome era John Napier (Maor
[10], 2012, p. 1).

Essa nova forma de calcular, via logaritmos, chamou a atencao de todos os pensadores
e matematicos da época, pois a aplicacao dessa ferramenta iria facilitar muitos trabalhos
de astronomos, navegadores, comerciantes e entre outros. Isso por que esse instrumento
desenvolve um papel maravilho que é o simplificar o calculo aritmético

Nesse sentido a chegada dos logaritmos foi muito comemorada e rapidamente incorporada
aos trabalhos de muitos pesquisadores de diversas areas, oferecendo resultados réapidos e
precisos aos mais complexos calculos.

Dessa forma o sistema de logaritmos usado era simplesmente uma tabela com duas
colunas. (Ver tabela|l.1)).



Logaritmo
0.69315
1.09861
1.38629
1.79176
1.94591

| O =W B

Tabela 1.1: Tabela simplificada dos logaritmos naturais na base e.

Segundo Lima [7], a cada numero real = na coluna & esquerda corresponde, no mesmo
nivel a direita, um numero real L(z) chamado de logaritmo de x (naquele sistema). No

entanto essa tabela deve satisfazer duas condigoes:

A) Se os numeros x da coluna & esquerda estiverem dispostos em ordem crescente, o

mesmo deve ocorrer com seus logaritmos L(z) a direita;

B) Se multiplicarmos dois ntimeros positivos = e y, o logaritmo L(z.y) do produto deve

ser a soma dos logaritmos L(x) e L(y).

Em relagao como se operava com os logaritmos,

Para multiplicar dois ntimeros, basta somar seus logaritmos; o resultado é o
logaritmo do produto. Para achar o produto, basta ler na tdbua, da direita
para a esquerda, qual o ntimero que tem aquele logaritmo. Semelhantemente,
para dividir dois nimeros basta subtrair os logaritmos. Para elevar um
numero a uma poténcia basta multiplicar o logaritmo do ntimero pelo expoente.
Finalmente, para extrair a raiz n -ésima de um namero, basta dividir o

logaritmo do nimero pelo indice da raiz. (Lima [§], 1996, p. 2).

A tabua de valores de uma funcgao logaritmica podia ser lida tanto da esquerda para
a direita, o que é normal, como da direita para a esquerda. Logo, a “tabela inversa” dos
logaritmos, lida da direita para a esquerda é, na realidade, a tdbua dos valores da funcao
exponencial.

Na terminologia Matematica de hoje uma correspondéncia como essa, estabelecida
por meio de uma tabua de logaritmos, é o que se chama de funcao. No entanto, é
importante salientar que a definicdo dos logaritmos foi anterior & introducao do conceito
de fungao Matematica. Segundo Boyer [2], o conceito de fungao logaritmica esté implicito
na definicao de Napier e em toda a sua obra, porém essa ideia nao preponderava em seu

espirito.



Hoje em dia, os logaritmos podem ser interpretados como expoentes, da seguinte
forma: se n = b*, dizemos que z é logaritmo de n na base b. Dessa maneira, as leis dos
logaritmos decorrem imediatamente das leis dos expoentes. Trata-se entao de mais uma
inversao historia na matematica ja que os logaritmos foram definidos antes de se usarem
expoentes. Claro que essa inversao tem a finalidade de tornar, didaticamente, o conceito
de logaritmo mais facil de se compreender. Pelo menos no mundo contemporaneo isso
tem sido adotado com frequéncia.

Embora o logaritmo e seu inverso, a exponencial, tenham desempenhado um papel
fundamental no avanco da ciéncia, como comentamos, com a chegada das calculadoras
e dos computadores modernos as tabuas foram aos poucos sendo deixadas de serem
utilizadas como instrumento de calculo. Mesmo assim, o desenvolvimento da matemaética
e das demais ciéncias veio mostrar que diversas leis e modelos matematicos de varios
fenomenos fisicos, quimicos, biologicos e econémicos sao estreitamente relacionados com
os logaritmos e exponenciais. De fato esses conceitos permanecem no centro de quase
todos os ramos da matemética, pura ou aplicada.

Para conhecermos um pouco mais sobre essa histéria e seus personagens, na secao
seguinte, vamos apresentar alguns dados biograficos de personagens notaveis ja citados

no texto acima.

1.2 Biografia de alguns personagens

Nesse ponto, vamos apresentar alguns detalhes biograficos acerca de algumas figuras
importantes que contribuiram tanto para a historia da Matematica quanto também para

o estudo dos logaritmos.

John Napier

Com o grande crescimento técnico do século XVII, o que acarretou em grande desenvolvimento
da economia, astronomia, engenharia, da guerra e da navegacao, houve uma demanda
muito grande para que a maioria dos trabalhos matemaéticos realizados nessas areas
estabelecessem uma forma mais rapida e precisa de fazer calculos. Nesta direcao tivemos
algumas invencoes que sugiram: as fracoes decimais, a notacao indo-arabica, os logaritmos
e em seculos mais tardes vieram os modernos computadores. Um dos grandes expoentes
que trabalharam para viabilizar esses calculos em matematica foi John Napier.

Napier (veja a Figura |1.1)) nasceu na Escocia, em um castelo Merchiston, perto de
Edimburgo. Era filho do Sir Archibald Napier e de sua primeira esposa, Janet Bothwell.
Nasceu do por volta de 1550, mas essa data nao é exata, e ha varios detalhes referentes

a sua infancia que sao desconhecidos. No entanto, sabe-se que aos treze anos ele foi



mandado para a Universidade de St. Andrews, onde estudou religiao. No ano de 1571

acabou se casando com Elizabeth Stirling, na sua terra natal, e teve dois filhos.

Figura 1.1: John Napier.

AT

Fonte: [3]

Apos a morte da sua esposa, Napier casou-se com Agnes Chisholm, e teve dez filhos.
Desses dez filhos, o que teve mais destaque foi o segundo filho, Robert, que tempos mais
tarde cuidaria da obra de seu pai. Em 1608, ap6s a morte de seu pai, Napier passou a
morar no castelo da familia, em Merchiston, e assim passou o resto da sua vida.

Apesar de ser reconhecido na Matemética, as atividades de Napier nao indicavam que
ele seria promissor nesse ramo, pois 0 seu interesse estava voltado para a religiao, ou seja,
no ativismo religioso. Seu interesse era tao grande nisso que ele foi capaz que escrever e

publicar seus pontos vista. Nesse sentido,

[...] Em 1593 publicou um libelo amargo e amplamente lido contra a Igreja
de Roma intitulado Plaine Discouvery of the Whole Revelation of Saint John,
no qual se propunha a provar que o papa era o Anticristo e que o Criador
tencionava por fim ao mundo nos anos entre 1688 e 1700. O livro atingiu 21
edicoes, pelo menos dez ainda em vida do autor, e Napier acreditava piamente
que sua reputacado com a posteridade repousaria sobre esse livro. (Eves [3],
2011, p. 342).

Essa obra atacava veementemente a igreja catoélica da época, com acusacoes de que o
papa era o anticristo. Napier era um grande defensor do rei escocés Jaime VI - que em
tempos mais tarde se tornaria o rei James I da Inglaterra - para expulsar todos os papas,
ateus e hereges. Isso s6 confirma que ele era violentamente anticatdlico e defensor das
causas de John Knox e Jaime I.

Por conta dos grandes empasses e discussoes na politica e religiao da época, Napier

buscava distrair a mente em outros areas do conhecimento e entre essa areas temos a



propria matematica e a ciéncia. Como fruto dessa dedicacao e empenho, quatro dos seus

trabalhos entraram para a historia da Matemaética. Dentre esses,

[...] Sao: (1) a invencao dos logaritmos; (2) um engenhoso dispositivo
mnemonico, conhecido como regra das partes circulares, para reproduzir
formulas usadas na resolugao de tridngulos esféricos; (3) pelo menos duas
férmulas trigonométricas de um grupo de quatro conhecidas como analogias de
Napier, uteis na resolucdo de tridngulos esféricos obliquingulos; (4) a invencao
de um instrumento, conhecido como barras de Napier ou ossos de Napier, usado
para efetuar mecanicamente multiplicagoes, divisdes e extrair raizes quadradas
de nameros (Maor [10], 2012, p. 342).

Segundo consta em Boyer [2], Napier nao era mateméatico profissional, mas apenas se
interessava por certos aspectos da matematica, em especial com os que se relacionava com
a computagao e a trigonometria.

John Napier morreu em sua propriedade no dia 3 de abril de 1617 com a idade 67

anos. Foi enterrado na igreja de St. Cuthbert, em Edimburgo.

Edward Wright

Edward Wright foi um matematico nascido em outubro de 1561 na vila de Garveston,
em Norfolk, Reino Unido. Foi educado no Gonville and Caius College, Cambridge, onde
se tornou bolsista, de 1587 a 1596, realizando estudos sobre navegacoes com a licenca
de Elizabeth 1. Ainda em Cambridge, ele conheceu figuras importantes como Robert
Devereux, segundo Conde de Essex, e também o matematico Henry Briggs.

Wright foi professor de Mateméatica para marinheiros mercantes e também foi tutor
de matemaética do filho de Jaime I, o herdeiro aparente de Henry Frederick, Principe de
Gales. Ele também foi grande cartografo. Segundo Boyer [2], “em 1599 desenvolveu a base
teorica da projecao de Mercator, calculando a relagao funcional D = alntg(¢/2 + 45°)
entre a distancia D no mapa a partir do equador e a latitude ¢."Este trabalho encontra-se
no livro “Certaine Errors in Navigation”, publicado por Wright em 1599 (ver Figura .

O trabalho de Napier sobre logaritmos foi escrito em latim, sendo Wright tradutor
desses escritos para o inglés. Ele acreditava que assim muitas pessoas teriam acesso a essa
literatura sobre os logaritmos de Napier, sendo assim grande divulgador do conhecimento
dessa importante ferramenta matematica.

Wright apresenta em seu trabalho as primeiras apari¢oes do ntimero e na Matematica,
onde conseguimos observar a importancia desse nimero no estudo dos logaritmos. No

entanto, segundo Maor [10]



Figura 1.2: Livro “Certaine Errors in Navigation”, publicado por Wright em 1599.
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O papel bem mais familiar do e como uma base “natural” dos logaritmos teve
que esperar até o trabalho de Leonhard Euler, na primeira metade do século
XVIII, que deu & funcao exponencial o papel central que ela desempenha no
célculo.” ([I0], 2008, p. 10).

Para alguns autores, como Percorari [12], ainda nao existia uma base como conhecemos
hoje e também nao conheciamos a importancia do ntimero e. Este s6 teve o seu reconhecimento
um seculo mais tarde com o desenvolvimento do calculo infinitesimal.

Edward Wright morreu no final de novembro de 1615 e foi enterrado em 2 de dezembro
de 1615 em St. Dionis Backchurch (agora demolido) na cidade de Londres. A tradugao de
Napier por Wright, que incorporava tabelas que Wright havia suplementado e informacgoes
adicionais de Henry Briggs, foi concluida pelo filho de Wright, Samuel, e organizada para

ser impressa por Briggs.

Henry Briggs
Henry Briggs (ver Figura nasceu no ano de 1561 em Yorkshire, Inglaterra. Foi um

importante matematico, cujos escritos tiveram grande aceitacao em sua época e dentre
estes estudos estd a obra sobre os logaritmos. A sua obra foi importante, pois aliviou o
fardo de calculos longos e tediosos que muitos matematicos, astronomos e outros cientistas
que deviam fazer cotidianamente.

Briggs ingressou na St. John’s College, em Cambridge, onde se graduou como bacharel

em 1581 e fez mestrado em 1585. Iniciou as suas pesquisas nas areas de astronomia e
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Figura 1.3: Henry Briggs.

Fonte: [14]

navegacao com o matematico Edward Wright. Ele também participou ativamente da
busca pela redugao da lacuna entre a matematica teorica e pratica.
Uma de suas publicacoes inclui uma tabela para encontrar a altura do polo, a declinacao
magnética sendo fornecida (1602), e tabelas para o melhoramento da navegagao (1610).
A historia conta como a noticia da introducdo dos logaritmos enfim chegou até o

conhecimento de Henry Briggs. Segundo Maor [10]

Henry Briggs (1561-1631) era professor de geometria do Colégio Gresham em
Londres quando a noticia das tabelas de Napier chegou ao seu conhecimento.
Ele ficou tao impressionado com a nova invencao que resolveu ir até a Escocia

e se encontrar com o grande inventor em pessoa. ([10], 2012, p. 8).

Entusiasmado com esse trabalho, Brigss foi até o encontro de Napier para conversar
sobre essa invencao. Segundo Maor [10], um astrélogo chamado William Lilly (1602-1681)
conta um encontro pitoresco entre eles. Primeiro, Napier se negou a acreditar que Brigss
viria até a sua casa. Até que certo dia ele chegou e, passando quase um quarto de uma

hora sem falar nada,

Finalmente Briggs diz: “Meu senhor, eu realizel esta longa jornada com o
proposito de vé-lo em pessoa, e para saber por que artificio de inteligéncia
e engenhosidade o senhor concebeu esta excelente ajuda para a astronomia,
os logaritmos, e, tendo-os descoberto, eu me pergunto por que ninguém mais

pensou nisso antes, agora que sabemos que é tao facil.” ([10], 2008, p. 10).

Briggs devotou suas energias para elaborar uma nova tdbua de logaritmos contendo
os chamados logaritmos decimais, ou simplesmente ordinérios, publicando o trabalho em

1617. Isto facilitou muito a utilizacao desses logaritmos nas aplicagoes praticas.
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Em 1624 ele publicou uma obra chamada “Arithmetica Logarithmica”, que era simplesmente
uma tabua ou tabela contendo logaritmos decimais dos nimeros de 1 a 20.000 e de 90.000 a
100.000, com quatorze casas decimais. Porém ainda existiam algumas lacunas, que foram
preenchidas em 1628, tanto pelo proprio Briggs em sua obra “Trigonometrica Britannica”,
como também pelos trabalhos do holandés Henry Vlacq.

No ano de 1619 Briggs tomou posse como primeiro professor saviliano de geometria
da Universidade de Oxford, sendo o primeiro de uma linhagem de distintos cientistas
britanicos, como John Wallis, Edmond Halley e Christopher Wren. Além desse cargo, ele
continuou no cargo anterior no Gresham College e assim os manteve até sua morte em
1631.
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Capitulo 2
Preliminares

Esse capitulo sera dedicado exclusivamente para fundamentar tudo que sera usado nos
proximos capitulos. Os resultados apresentados podem ser encontrados em [6, [7, 1] e [8]
e, por esse motivo, os apresentamos de forma sucinta e objetiva.

Apesar disso, muitos dos conhecimentos mais simples de anélise, de calculo e de
matematica elementar serdao usados de forma indistinta, isto é, levando em consideracao

muitos dos conhecimentos prévios do leitor.

2.1 Numeros Reais

Comecamos apresentando, de forma sucinta e objetiva, os principais conceitos sobre os
nimeros reais. Nesse sentido a nossa atitude serd a de listar todos os aspectos necessarios
que serao importantes para o entendimento do trabalho. Boa parte das demonstracoes

serao omitidas e o leitor pode encontra-las nas referencias bibliogréaficas citadas acima.

O conjunto dos Numeros Reais é indicado por R e serd apresentado como sendo um
corpo ordenado completo. Logo, surgirao algumas perguntas: por que os reais ¢ um
corpo? Por que é ordenado? Por que é completo?

O conjunto R é um corpo, por que nele estao definidas duas operagoes, chamada adigao
e multiplicacao, que cumprem certas condicoes. A adicao faz corresponder a cada par de
elementos x,y € R, sua soma = + y € R, e multiplicacao associa esses elementos ao seu

produto x - y € R. Essas operacoes obedecem alguns axiomas:

C1. Associatividade: para quisquer z,y,z € R tem-se (x +y) +2z =z + (y + 2) e
(@ y)-z=z-(y-2)



C2. Comutatividade: para quaisquer z,y € Rtem-se x +y=y+zxex-y=1y-T.

C3. Elementos neutros: existem em R dois elementos neutros distintos 0 e 1 tais que

r+0=2xex- 1=z para qualquer z € R.

C4. Oposto e inverso: todo x € R possui um oposto aditivo —z € R tal que x+(—z) = 0;
1.

se x # 0, existe também um inverso multiplicativo 27! € R tal que z - 27! =
C5. Distributividade: para z,y, z € R quaisquer, tem-se - (z + z) =z -y + = - 2.

E importe observar que desses axiomas resultam muitas outras propriedades bem
familiares de manipulacao com os ntimeros reais, como as leis do cancelamento, por

exemplo:
a) lei do cancelamento para soma: n+p=m+p=n=m;
b) lei do cancelamento para o produto: n-p=m-p=n=m, se p # 0.

Com essas propriedades e axiomas, poderemos definir e estabelecer as propriedades de
poténcias, que sdo importantes no contexto de nosso estudo. As demonstracoes dos fatos

que enunciaremos poderdo ser vistas em [12].

Definigao 2.1.1 Dados um ntimero real positivo a e um nimero natural n # 0, chama-se

poténcia de base a e expoente n o nimero a” dado por

ca-a-...-a (produto de n fatores iguais a a)

IS
I
S

como nao ha produtos com um tnico fator, definimos que paran =1, a' = a

Vejamos agora, as principais propriedades das poténcias. Dados a,b € R e m,n € N,

entao valem as seguintes propriedades:

n m+n)

1. Multiplicacdo de poténcias de mesma base: ¢ - a" = a!

2. Divisao de poténcias de mesma base: para a # 0 e m > n, temos 4 = alm=m)

3. Poténcia de poténcia: (a™)"

4. Poténcia de um produto:(a-b)" = a™ - b"

5. Poténcia do quociente:(%) = —

Definicao 2.1.2 Sendo a um ntmero real positivo e § um nimero racional, com p e q

inteiros e ¢ positivo, definimos

aPlt = ap.
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Para p = 1 & claro que a9 = ¥/a.

O conjunto R ¢ um corpo ordenado, pois existe um subconjunto R™ C R, chamado

conjunto dos niimeros reais positivos, que cumpre as seguintes condicoes:

P1. A soma e o produto de niimeros reais positivos sao positivos, ou seja, z,y € RT =
r+yeR ex-yeRT.

P2. Dado x € R, exatamente um das trés alternativas seguintes ocorre: tem-se x = 0,
our € R" ou —x € R,

Um fato importante: se indicarmos com R~ o conjuntos dos nimeros —z onde z € R™,
condi¢ao P2 nos diz que R = RT UR™ U {0} e os conjuntos RT, R~ e {0} sao dois a dois

disjuntos. Os elementos y € R~ chamam-se niimeros reais negativos.

Exemplo 2.1.3 Todo nimero real z # 0 tem quadrado positivo. Com efeito, se z € RT,
entdao #2 = z-x € RT por P1. Se x ¢ RT, entao (como x # 0) —x € R logo, ainda por
causa de P1., temos z* = (—z) - (—z) € R". Em particular 1 é um ntimero positivo por

que 1 =12

Sendo R um corpo ordenado é possivel definir nele uma relacdo de ordem: quando
escrevemos x < y isso significa que y — x € RT. Nesse caso, escreve-se também y > z e
diz-se que y ¢ maior do que . Em um caso particular, x > 0 significa que x € R*, isto
é, x é positivo, do contrario x < 0 que dizer que x é negativo, ou seja, que —x € R*.

A relacao de ordem < em R satisfaz as propriedades:
i Transitividade: se x <y e y < z entao x < z, com z,vy, z € R.

ii Tricotomia: dados x,y € R, ocorre exatamente umas das alternativas v =y, r < y

ouy < T.
iii Monoticidade da adicao: se x < y entao, para todo z € R, tem-se v + z < y + z.

iv. Monotocidade da multiplicacao: se x < y entao, para todo z > 0 tem-se que

xz < yz. Se z < 0, entdo x < y implica em yz < xz.

Um dos fatos importantes sobre a relacao de ordem em R é que ela permite definir
o que chamamos de valor absoluto (ou modulo) de um numero real z € R. A nogao de

valor absoluto é da maior importancia em Andlise e para o nosso trabalho.

Vejamos também agora um importante proposicao, que usaremos em nosso trabalho.

Proposicao 2.1.4 (Desigualdade de Bernoulli) . Para todo nimero real x > —1 e
todon € N, tem - se (1 +x)" > 1+ nx.
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Demonstragao. Ver em [0, pag. 15|. m

Usaremos a simbolo de |z| para indicar o valor absoluto de x € R, valor definido por:
|z =xsex>0,]00=0e |z|=—xsex<0.

Nao ¢ dificil mostrar que |z| = max{x,—z}, o maior dos nimeros reais x* e —zx.
Portanto, segue que |z| > = e |z| > —x sempre ocorre.

O valor absoluto satisfaz, para todos z,y, z € R, as propriedades:
i) |z +y| <|z|+ |y| (desigualdade triangular);

i) |z-yl =z lyl;

iii) [lz] = [yl < |o —yl;

) [z =2 <[z —yl+ |y - 2|

“reta

Pensando o conjuntos do ntimeros reais como uma reta, que chamaremos de
real”, onde os numeros serao chamados de pontos, é fato que quando representamos
geometricamente elementos z e y de R como pontos de uma reta, o valor absoluto |z — y|
tem o exato significado da distancia do ponto x ao ponto .

O seguinte resultado, muito util em anélise, relacionado a nogao de distancia é dado

pela seguinte proposicao, cuja demonstragao sera omitida:

Proposicao 2.1.5 Sejam a,z,6 € R. Tem-se |x — a|] < 0 se, e somente se, a —§ < x <
a+9.

Esse resultado pode ser posto em notagao de subconjuntos especiais dos reais, os
chamados intervalos, que tém grande importancia quando se estuda o conjunto R como

um corpo ordenado. Os intervalos sao definidos como conjuntos de uma das formas abaixo:

[a,b] ={z € R;a <z < b}
(a,b) ={x € Rja <z < b}
[a,b) ={z € Rja < x < b} [
(a,b] ={zr € Rja < x < b} (a,+
(—o0,+00) =R

Com isso, entende-se que o significado da Proposigao da seguinte forma: o
intervalo (a - §, a + ¢) é formado pelos pontos que distam menos de ¢ do ponto a.
Ou seja, a proposi¢ao nos diz que |z — a|] < ¢ se, e somente se, x pertence ao intervalo

aberto (a — €,a + £). De modo semelhante, tem-se |z —a| <e < x € [a—¢e,a+ €]

Para finalizar a caracterizacao de R, iremos descrevé-lo como um corpo ordenado

completo. Esse conceito é um importante fator usado para distinguir R e Q, fato esse que
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o leitor podera encontrar, com mais detalhes, em [6]. Para isso é necessario definir alguns
conceitos importantes.

Um conjunto X C R é dito limitado superiormente (respectivamente, inferiormente)
quando existe algum b € R (respectivamente, a € R) tal que z < b (respectivamente,
a < x) para todo x € R. Nesse caso dizemos que b é conta superior de X e a é cota
inferior de X. Quando X é limitado superiormente e inferiormente dizemos que X é
limitado. Esse fato implica que o conjunto X esta contido em algum intervalo [a,b] ou,
equivalentemente, que existe um k > 0 tal que z € X = |z| < k.

Seja X C R um conjunto limitado e nao-vazio. Chama-se supremo do conjunto X
a menor de suas cotas superiores. Explicitamente, dizemos que b é o supremo de X,

denotado por b = sup X, quando satisfaz duas condigoes:
S1) para todo z € X, tem-se x < b;
S2) se ¢ € R é tal que z < ¢ para todo x € X, entdo b < c.

A condic¢ao S2) acima pode ser reformulada da seguinte forma: se ¢ < b entao existe
x € X com ¢ < x. Isso significa que nenhum nimero real menor do que b pode de ser
cota superior de X.

A nocao de infimo seré introduzida de maneira analoga a de supremo. Seja X C R um
conjunto nao-vazio e limitado inferiormente. Chama-se de infimo de X a maior de suas
cotas inferiores. Fntao, um ntimero real a é infimo do conjunto X, escreve-se a = inf X,

quando satisfizer as condicoes seguintes:
I1) para todo z € R tem-se a < z;
12) se ¢ < x para todo x € X entao ¢ < a.

A segunda condig¢ao acima pode ser reformulada da seguinte forma: se a < c¢ entao
existe x € X com z < c. Isso significa que nenhum ndmero real maior do que a pode de
ser cota inferior de X.

A nocao de supremo serve precisamente para substituir a ideia de maior elemento de
um conjunto quando esse maior elemento nao existe. Um exemplo basico é o conjunto
la,b): tem-se b como supremo do conjunto, que ndo possui maior elemento. Essas
consideracoes sao analogas para o infimo.

A afirmacao de que R é um corpo ordenado completo significa que todo conjunto nao-
vazio, limitado superiormente X C R possui supremo sup X = b € R. Essa afirmacao
tem seu anélogo para o infimo: o conjunto R é um corpo ordenado completo pois todo

conjunto nao-vazio, limitado inferiormente X C R possui infimo inf X = a € R.
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2.2 Sequéncias e Séries

Uma sequéncia ou sucessao de nimeros reais ¢ um funcao x : N — R, que associa a
cada ntimero natural n um namero x,, (1é-se “z indice n”), chamado o n-ésimo termo da
sequéncia.

Existe algumas formas de descrever uma sequéncia. Podemos escrever (x1, za, ..., Zp, ...)
ou (T, )nen, ou simplesmente (x,,), para que possamos indicar que o n-ésimo termo é x,,.
Outro fato importante é que nao podemos confundir a sequéncia (x,) com o conjunto
{1, 29, ..., x,, ...} dos seus termos. Por exemplo, a sequéncia (1,1, ...,1,...) ndo é o mesmo
que o o conjunto {1}.

Uma das caracteristicas das sequéncias é que elas podem ser limitadas tanto superiormente
como inferiormente. Uma sequéncia (z,) é dita limitada superiormente (respectivamente,
inferiormente) quando existe ¢ € R tal que z,, < ¢ (respectivamente x,, > ¢) para todo
n € N. A sequéncia (z,) é limitada quando ¢é limitada inferiormente e superiormente.
De forma equivalente podemos dizer que a sequéncia ¢ limitada se existe £ > 0 tal que
|z,| < k para todo n € N.

Diz-se que o ntimero real a ¢ limite da sequéncia (x,) de nimeros reais quando, para
todo nimero real ¢ > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter nyg € N tal que todos os
termos x,, com indice n > ng vale a condigao |z, — a| < . Escrevemos entdo a = lim z,.

Em linguagem simbolica escrevemos:
limz, =a<Ve>03n,eNyn>ny= |z, —al <e.

E importante ressaltar que a desigualdade |z, — a| < ¢ pode ser escrita da forma
a—e <z, <a+eg,ouseja, x, pertence ao intervalo aberto (a — e, a+¢). Por esse motivo
quando dizemos que lim x,, = a significa dizer que qualquer intervalo aberto de centro a
contem todos os elementos de z,, da sequéncia, exceto para um numero finito de indices
n (os indices n < ng tal que ng é escolhido em func¢ao do raio € do intervalo aberto).

Portante, podemos dizer que quando lim z,, = a, significa que a sequéncia (x,,) converge
para a, ou tende para a e escreve-se x,, — a. Vejamos agora alguns importantes Teoremas
que envolvem limites de sequéncia . Para comecar mostraremos que uma sequéncia nao

pode convergir para dois limites distintos.
Teorema 2.2.1 (unicidade do limite) Se limx, = a e limx, = b, entdo a =b

Demonstracao. Seja limz,, = a. Supondo b # a podemos tomar € > 0 tal que os
intervalos abertos I = (a —e,a+¢) e J = (b —¢,b+ ¢) sejam disjuntos. Existe ng € N
tal que n > ng implica x,, € I. Portanto, para todo n > 0, temos z,, ¢ J. Logo nao é

limz, = b. Absurdo. Logo a =0. m
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Teorema 2.2.2 Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao. Seja a = limx,,. Quando tomamos € = 1, vemos que existe ng € N tal
que n >ng = x, € (a—1,a+1). Seja b o menor e ¢ o maior elemento do conjunto finito
{z1,...;xpy,a — 1,a + 1}. Todos os termos x,, da sequéncia estao contidos no intervalo

[b, ¢]. Portanto, a sequéncia é limitada. m

Pelo Teorema [2.2.2] toda sequéncia convergente ¢ limitada, porém a reciproca nao é
verdadeira. Um exemplo simples é a sequéncia a, = (—1)" que assume alternadamente
os valores +1 e —1, portanto, nao converge para nenhum desses valores. Entretanto, hé
uma, classe importante de sequéncias limitadas, as chamadas sequéncias “mondétonas”, que

sao convergentes.

Definigao 2.2.3 Diz-se que uma sequéncia (x,) é crescente se z, < x,.1 e decrescente
Tn > Ty, para todo n € N. Diz-se que a sequéncia é nao decrescente se x,, < 1 € nao
crescente se x, > x,.1, para todo n € N. Dizemos que uma sequéncia ¢ mondtona se ela

satisfaz qualquer uma dessas condigoes.
O Teorema a seguir d4 uma condicao suficiente para que uma sequéncia convirja.
Teorema 2.2.4 Todo sequéncia mondtona limitada € convergente

Demonstragao. Seja (r,) mondtona, digamos nao-decrescente, limitada. Escrevemos

X ={x1,..., %, ...} ea =sup X. Temos que a = limz,,. Com efeito, dado € > 0 o nimero
a — € nao é cota superior de X. Logo, existe ny € N tal que a — ¢ < z,,, < a. Assim,

n>ny=a—¢<Tp <z, <a+ecedallimr, =a =

Para uso posterior observemos que, consequéncia direta da definicao do limite, temos
limz, =a< lim(z, —a) =0< lim|z, —a| =0

e também sao validas as propriedades: Se limx, = a e limy, = b, entao

1. lim(z, £ y,) =a=£0.

x a
3. lim — = —
1myn 2

Apos tudo o que vimos de sequéncias, vejamos agora o caso das series numéricas. No

entanto mostraremos apenas as defini¢oes caracteristicas mais importantes das séries para
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o nosso trabalho. O leitor podera buscar mais detalhes nas referéncias mencionadas no

comeco do capitulo. Portanto, comecaremos definindo o que é uma série numeérica.
Dizemos que uma série é um soma s = a; + as + ...a, + ... com um ndamero infinito de

parcelas. Para que isso tenha sentido vamos explorar o que se chama de somas parciais.

Dada uma sequéncia (z,) de nimeros reais, a partir dela formaremos uma sequéncia

(Sn) onde
Si=a;, Sy=a1+a, .. S,=a+ax+,..+a, -etc.

Em geral, dizemos que S,, é a soma dos n primeiros termos da sequéncia (a,), que é

chamada a soma parcial ou reduzida de ondem n associada a essa sequéncia:

n

Sn:a1+a2+a3+...+an:2aj
j=1

Logo, formamos um nova sequéncia infinita (S,) e se ela converge para um certo

numero S, iremos definir a soma infinita como sendo esse limite:
n o
a1+a2+a3+...:5’:hm5n:hmg aj:E a;
Jj=1 Jj=1

Diremos qual a série converge, caso o limite exista e se a sequéncia das reduzidas nao

convergir, diremos que a série Y a,, é divergente.

Vejamos agora um importante resultado, que caracteriza o termo geral de séries

convergentes.
Teorema 2.2.5 Se ) a, é uma série convergente entdo lima,, = 0.

Demonstracao. Seja s, = a; + ... + a,. Como a série é convergente, existe s = lim s,
n—oo

e, ¢ claro, tem-se também s = lim s, ;. Logo, temos a, = s, — S,_1 € assim

n—oo

lima, =lims, —lims,_;1 =s—s=0.

Vejamos agora um exemplo de série, que serd importante para o nosso trabalho.

Exemplo 2.2.6 (série geométrica) A série geométrica de razao ¢ é definida por
1+qg+¢+ .. :Zq”.
n=0
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A sua reduzida s, ¢ soma dos termos de uma progressao geométrica:

_ qn—i-l

Sp=14+q+¢@+ .. +¢" = ———
l—gq

- . 1
Sendo |q| < 1, o termo geral ¢" tende a zero e a expressdao acima converge para 1 ,
—q

que é o limite de s, ou soma da série geométrica:
1+Q+q2+---=iqn:L> lq] < 1.
n=0 1- q

A série geométrica é divergente se |g| > 1, pois nesse caso o seu termo geral nao tende

para 0. O leitor podera ver mais detalhes em [I].

2.3 Limites de funcoes e fungoes continuas

Nessa secao iremos trazer alguns conceitos basicos sobre limite e continuidade de
fungoes. Os resultados que mostraremos serdao necessarios para o entendimento acerca
de alguns procedimentos que usaremos nas construgoes alvo de nosso trabalho.

Vejamos, primeiro, alguns conceitos topologicos que serao usados na secao e ao longo
do texto.

Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um ntimero £ > 0 tal
que o intervalo aberto (a — &, a + €) esta contido em X. O conjunto dos pontos interiores
de a X chama-se o interior do conjunto X e tem por notacao intX. Quando a € intX
diz-se que o conjunto X é um vizinhanga do ponto a. Um conjunto A C R chama-se
aberto quando A = intA, ou sejam quando todos os pontos de A sao interiores a A

O fato importante é que o limite de uma sequéncia pode ser reformulado em termos
de conjuntos abertos: Tem-se a = lim x,, se, e somente se, para todo aberto A contendo
a existe ng € N tal que n > ng = z,, € A.

Dizemos que um ponto a é aderente a um conjunto X C R quando esse ponto a é limite
de alguma sequéncia de pontos z, € X. E evidente que todo ponto a € X é aderente a
X, basta tomar x,, = a para todo n € N. Mas pode se ter a como ponto aderente a X
sem que a pertenca a X. Por exemplo, se X = (0, +00), entao 0 ¢ X, mas 0 é aderente
a X, pois 0 = lim %, onde % € X para todo n.

Denominamos o fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os pontos
aderentes a X. Um conjunto X diz-se fechado quando X = X, ou seja, quando todo
ponto aderente a X pertencente a X.

Seja X C R. Diz-se que a € R é ponto de acumulacao de X quando todo intervalo
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aberto (a —¢,a + €), de centro a, contém algum ponto z € X diferente de a. O conjunto
dos pontos de acumulacao serd representado pela notacao X’'. Quando a nao é ponto de
acumulagao de X, diz-se que a é um ponto isolado de X. Quando todos os pontos de X
sao isolados, X chama-se de um conjunto discreto.

Vejamos agora um importante resultado que caracteriza pontos de acumulagdo. A

demostragao podera ser vista em [7] ou [6].

Teorema 2.3.1 Dados X C R e a €R, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(a) a € um ponto de acumulacao de X;
(b) a € limite de uma sequéncia de pontos x, € X — {a};

(c) Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Veremos a partir de agora a nocao do limite, sob uma forma mais geral. Novamente,
iremos manter a atencao apenas nas ideias mais importantes e necessarias para o0 nosso

trabalho. Caso o leitor queira mais detalhes basta buscar em nossas referéncias.

Sejam X C R um conjunto de ntimero reais, f : X — R um fungao real cujo dominio
¢ X e a € X' um ponto de acumulacao do conjunto X. Dizemos que que o ntimero L
¢ limite de f(z) quando z tende a, escreve-se lim f(x) = L, quando, para todo ¢ > 0
dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0 tal fﬁg |f(z) — L| < e sempre que = € X e
0<|z—al <6

Essa definicao pode ser reformulada de forma simbolica:

)l(zr;lf(x):L<:>V5>035>0;xeX,O< Ix —a] <= |f(x) — L] <e.

Podemos dizer de forma informal que lim f(x) = L quer dizer que f(z) pode se tornar
tao proximo de L quanto se queira desdgzlue se tome xr € X suficientemente proximo,
porém diferente de a.

Vale frisar que na definicao de limite é essencial que a seja um ponto de acumulacao,
porém sabemos que um ponto de acumulacao pode ou nao pertencer ao conjunto X, ou
seja, para se calcular limites mesmo que f esteja ou nao definida no ponto a. Isto também
quer dizer que o limite depende apenas do comportamento de f numa vizinhanca de a.

Vejamos agora uma colecao de resultados, cujas demonstragoes serao omitidas, que

serdao uteis em nosso trabalho.

Teorema 2.3.2 (Teorema do sanduiche) Sejam f,g,h: X - R, a € X' elim f(z) =

r—a

lim g(xz) = L Se f(z) < h(x) < g(x) para todo v € X — {a} entdo lim h(x) = L.
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Teorema 2.3.3 Sejam f: X - Rea e X'. A fim de que seja lim f(z) = L € necessdrio
Tr—a
e suficiente que, para toda sequéncia de pontos (r,) em X —{a} com limx, = a, tenha-se

lim f(z,) = L.

Teorema 2.3.4 (Unicidade do limite). Sejam X C R, f: X - R, a € X'. Se
lim f(z) = Ly e lim f(x) = Lo, entdo Ly = Ls.
r—a

r—a

Das defini¢oes dos limites, valem as operacgoes: Sejam f,g : X — R, a € X', com
lim f(z) = L e lim g(x) = M. Entao
T—a

r—a

a) lim f(2) % g(x) = L+ M

b) lim f(z) - g(x) = L - M:

T—a

se M #0.

Um caso especial de limite de fungoes ocorre quando se tem f definida no ponto e o
limite igual ao valor de f neste ponto. Vejamos isso com mais detalhes.

Uma funcao f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no ponto
a € X N X’ quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que

r € X e|r—al <0 impliquem |f(z) — f(a)| < e. Simbolicamente escrevemos:
Ve>030> 0z € X, |z —a|l <d=|f(z)— fla)] <e.

Quando uma funcao nao é continua num ponto a dizemos que ela é descontinua nesse
ponto. Nesse caso podemos dizer que a € X é um ponto de descontinuidade de f : X — R
e isso equivale a afirmar a existéncia de um nimero € > 0 tal que, para todo 6 > 0, se
pode encontrar um x5 € X com |rs — a| < 0, mas |f(zs) — f(a).

O teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [7], estabelece uma
propriedade bastante razoavel de que um funcao continua num intervalo nao pode passar

de um valor para o outro sem passar por todos os valores intermediarios.

Teorema 2.3.5 (Teorema do valor intermediario) Seja f : [a,b] — R continua. Se
fla) <d < f(b) existe c € (a,b) tal que f(c) = d.

Como consequéncia do teorema acima, apresentamos o corolario a seguir, que sera

oportunamente 1til para o nosso trabalho.

Corolario 2.3.6 Seja f: 1 — R continua num intervalo I. Entio f(I) € um intervalo.
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Demonstracao. Quando f é constante, isso é fato obvio pois um ponto é um intervalo
degenerado. Do contrario, sejam o = inf{f(z);z € I} ¢ = sup{f(x);x € I}. Para
mostrarmos que f(I) é um intervalo (quer seja aberto, fechado ou simplesmente semi-
aberto), de forma que os extremos sejam « e (3, basta tomar um nimero d de forma que
d € (a,f). Pela definicdo de infimo e de supremo, existem a,b € I tal que a < f(a) <
d < f(b) < (. Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe um ¢ € [a,b], logo ¢ € I, tal
que f(c) = d e assim d € f(I). Isso mostra que o intervalo aberto («, ) C f(I) e assim
nao existe nenhuma niumero real menor que a ou maior que 5 que pode estar em f([).

Portanto, f(I) é um intervalo cujos extremos sdo ave . =

Um tultimo resultado interessante. Ele estabelece que se uma bijecao f : I — J, entre

intervalos, ¢ continua, entdo sua inversa f~!:.J — I também é continua.

-

Teorema 2.3.7 Seja [ C R um intervalo. Toda funcao continua injetiva f: I — R é

mondtona e sua inversa g : J — I, definida no intervalo J = f(I), é continua.

2.4 Derivada e integral

Vejamos a nocao da derivada definida em um ponto. Sejam f: X - Rea e X NX'.

A derivada da funcao f no ponto a é dada pelo limite

oy e S = fla) L flath) = fla)
f'(a) = lim —————= = lim Y

r—a Tr—a h—0

Vale lembrar ao leitor que o limite acima pode ou nao existir. Em caso de existéncia
dizemos que f é derivavel no ponto a. Quando a funcao f é derivavel em todos os pontos
r € XNX'dizemos que a funcdo f': XNX' — R,z — f'(x) é chamada a fun¢io derivada
de f. Se f" é continua, diz-se que f & de classe C'.

Existem algumas formas de descrever a derivada, que sao:

Viy o W

" dx dr|,_

Df(a)

a

Apresentamos um teorema que caracteriza funcoes derivaveis.

Teorema 2.4.1 A fim de que f : X — R seja derivdvel no ponto a € X N X' é necessdrio

e suficiente que erista ¢ € R tal que a+h € X = f(a+h) = f(a) +c-h+1r(h), onde

lim "% =

y _ /
lim = 0. No caso afirmativo. tem-se c = f'(a).

Como consequéncia do teorema acima, temos o corolario:
Corolario 2.4.2 Uma funcao é continua nos pontos em que é derivdvel.
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Demonstracao. Com efeito, se a funcao f é derivavel no ponto a, entao temos que
fla+h) = f(a)+ f'(a) - h+ [

isto é, f é continua em a. =

|h, com 1im[$] = 0. Dai, segue que lim f(a+h) = f(a),
h—0 h—0

As seguintes regras operacionais, cujas demonstragoes encontram-se em qualquer livro

de calculo, valem para as derivadas:

Teorema 2.4.3 Sejam f,g : X — R derivdveis no ponto a € X N X'. As fungdes
fEtg,.f-gef/glcaso gla) #0) sao também derivdveis no ponto a, e

(f £9)(a) = f'(a) £ g'(a),

(f-9)(a) = f(a)-g(a)+ fla) - g'(a) e
AN fla)gla) = f(a)-g(a)

<§> (a)= g(a)?

Vejamos um Teorema, e depois um corolario, acerca da derivada e o crescimento local.

Teorema 2.4.4 Se f: X — R ¢ derivdvel a direita no ponto a € XNX', com f' (a) > 0,
entdo existe § > 0 tal que v € X, a < x < a+ 9 implicam f(a) < f(z).

Corolario 2.4.5 Se f: X — R é mondtona nao-crescente entao suas derivadas laterais,

onde existem, sao > (.

A integral, que surgiu historicamente da necessidade de calcular areas, desempenha um
papel importante em nosso trabalho. Por isso, apresentamos agora defini¢oes e resultados
bem conhecidos sobre a teoria.

Nesse trabalho iremos usar em demasia o conceito de adrea abaixo de um grafico. Dessa

forma, o conceito de area consiste no seguinte problema:

Problema 2.4.6 Vamos supor que dada um funcdo f : [a,b] — R, limitada no intervalo
[a,b]. Admitindo que f(z) > 0 para todo = € [a,b]. Considerando o conjunto A =
{(z,y) € R*a < x < b0 <y < f(x)}, formado pelo pontos do plano compreendido
entre o eixo das abscissas, o grafico de f, e as retas verticais * = a e z = b. Como calcular

area definida por este conjunto?

Uma resposta seria calcular a area da regiao formada por poligonos contidos no
conjunto, admitindo que sabemos calcular a area do poligonos, com aproximacoes por
falta desse ntimero as areas contidas no conjunto.

Como conhecemos, a integral resolve o problema tomando somas de poligonos retangulares
tais que as bases inferiores estao sobre o eixo das abscissas e cujas bases superiores tocam

o grafico da funcao. Para melhor visualizagao desse processo ver a Figura [2.1]
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Figura 2.1: Aproximagao por poligonos retangulares.
+

Fonte: [[7]

O conjunto de pontos na base desses poligonos retangulares é chamado de particao do

intervalo [a, b]. Dessa forma definimos uma parti¢do da seguinte forma:

Defini¢ao 2.4.7 Uma parti¢ao do intervalo [a, b] € um subconjunto P = {zg, x1, %2, ..., Tp}

de [a, b] que satisfaz
Aa=20<T1 <Tog<..<Tp_1<xy,=">0.

Dessa forma, com a particao P, e desde que a funcao f seja limitada, faz sentido considerar

os nimeros m; e M;, definidos da seguinte forma:

m; = inf{f(z);x € [x;_1, x|}

M; = sup{f(x);z € [zi1, i]},

onde é possivel ver que m; < M;, para todo ¢t =1,2,...,n.

Definigao 2.4.8 Define-se a soma inferior da func¢ao f : [a,b] — R, em relagao a partigao

P, por:
s(f, P) = Zmz(l‘z — Ti1)
i=1

Defini¢ao 2.4.9 Define-se a soma superior da fungao f : [a,b] — R, em relacao a partigao

P, por:

S(f, P) = ZMZ('rZ - $i71)

Pela Defini¢ao quando f(z) > 0, para todo = € [a, b], a soma inferior de Riemann
¢ uma aproximacao por falta da area sob o grafico de f. Enquanto na Definicao de

forma andloga, a aproximacao ocorre por excesso da area acima do grafico de f.
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Sejam P e () parti¢oes do intervalo [a,b]. Diz-se que () é um refinamento de P se
P C Q. Isso significa que a particao (), no caso de P # (), além dos pontos de P, possui

pelo menos um ponto adicional. Entao, dada a particao P definida por
P={a=2y<z1 <29 <...<Tp_1 <xp =b}
a particao
Q={a=x0<m <w9 <. <251 <) <25 <2y <1y =D},

na qual acrescentamos o ponto x;, é um refinamento de P.

Um importante resultado em relacao ao refinamento de uma particao é dado pelo

Teorema 2.4.10 Quando se refina uma particao, a soma inferior nao diminui e a soma
superior nao aumenta, isto é, com P C Q = s(f : P) < s(f;Q) e S(f;Q) < S(f; P).

Com esse resultado, estao bem definidas as integrais inferior e superior de uma funcao

limitada f : [a,b] — R como sendo, respectivamente,

b
/f@ﬂx:gpxﬁp>

/ f(z)dz = ir];fS(f; P).

Uma fungao limitada, f : [a,b] — R diz-se integravel quando a sua integral superior e

sua integral superior sao iguais. A esse valor comum, chamamos de integral de Riemann

/ab f(x)dx.

Vejamos agora um teorema que mostra algumas propriedades da integral.

de f e este seré indicado por

Teorema 2.4.11 Sejam f, g : [a,b] — R integrdveis. Entao:

(1) A soma f+ g € integrdvel e
b b b
[ 1@+ g@lds = [ payin+ [ gtayis

(2) O produto de f - g € integravel. Se c € R, fabc - f(z)dx = c- f:f(x)dx,
(3) Se 0 <k <|g(z)| para todo x € [a,b] entdo o quociente % ¢ integrdvel;

27



(4) Se f(z) < g(x) para todo = € [a,b], entao

/ab flz)dx < /abg(x)d:v;

(5) |f] ¢ integravel e | [ f(x)dz| < [7]f(x)|dz.

Para finalizar mostraremos um teorema muito importante em Anéalise e também para
o nosso trabalho. O teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [6, Capitulo 11],

estabelece a conexao entre a derivada e a integral.

Teorema 2.4.12 (Teorema Fundamental do Calculo.) Seja f : I — R continua no

intervalo I. As sequintes afirmacoes para uma funcao F: I — R sao equivalentes:

(a) F éuma integral indefinida de f, isto €, existe a € I tal que F(x) = F(a)+ [ f(t)dt,
para todo x € I.

(b) F é uma primitiva de f, isto é, F'(x) = f(x) para todo x € I
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Capitulo 3

Construcoes do logaritmo e da

exponencial

Em cursos regulares do ensino fundamental e médio os alunos come¢am a ter contato
com a definicao de poténcias e logaritmos. Esse contato geralmente é dificil para os
mesmos por conta da caréncia de um amadurecimento sobre as defini¢coes e um entendimento
de seu proposito, principalmente quando se fala em logaritmo.

Esse problema se intensifica quando inicia-se o estudo de funcoes exponencial e logaritmica.
A proépria boa definicdo dessas fungoes, que carecem de uma explicacdo fundamental, nao
é sequer comentada. Mesmo em um curso de matemética (licenciatura ou bacharelado)
no ensino superior, embora se encontre material acessivel sobre o tema, nao se demonstra
a boa definicao dessas funcoes.

Nesse capitulo apresentamos construcoes do logaritmo e da exponencial. Para isso,
procedemos nas duas vias possiveis: definiremos a exponencial, de forma rigorosa, e logo
apo6s o logaritmo como sua inversa e definiremos o logaritmo, de forma também rigorosa,
e a exponencial como sua inversa.

Nas nossas construgoes usaremos muitas defini¢oes, objetos, ideias e resultados do
calculo infinitesimal que, por isso, estao presentes no Capitulo 2.

As construgoes que iremos apresentar podem ser encontradas em [11 6, [7, 8, [10] e [13].
Caso o leitor queira mais detalhes, também pode buscar nas referéncias contidas dentro
dessas obras citadas.

Antes de apresentarmos as construgoes, iremos mostrar um importante elemento, o
nimero e, que “aparece” em varios contextos e problemas em matematica. O leitor que

queira saber mais detalhes acerca do nimero e, pode consultar a referéncia [10].



3.1 O numero e

Segundo historiadores, o niimero e teria aparecido em problemas ligados a matematica
financeira, a saber, em formulas de juros compostos. Segundo Maor [10], esse niimero ja
era conhecido ha muito tempo por varios matematicos. Ele também aparece na traducao
da obra de John Napier(1550 - 1617) sobre logaritmos, intitulada Mirifici logarithmorum
canonis. Assim, as origens do ntimero e e também da funcao exponencial, que falaremos
mais a frente, estao ligados a diversos contextos.

Em [5], temos o seguinte exemplo em que o nimero e surge de modo bem natural. Os
valores e a taxa foram escolhidas por conveniéncia:

Se aplicarmos R$ 1,00 com uma taxa de juros anual de 100%, sendo capitalizada
anualmente, ao final desse periodo o montante, valor futuro, acumulado ou obtido sera de
My=(1+1)!=2

E importante lembrar que essa capitalizacio pode ocorrer em diversos periodos. Vamos
supor que ocorresse semestralmente, e nesse caso o valor acumulado seria de My = (1 +
%)2 = 2,25. Também Poderia ocorrer trimestralmente e nesse caso o montante seria o
valor de My = (1 + }1)4 ~ 2,44. Caso queiramos capitalizar varias vezes ao ano, isto é, n
vezes, a expressao do montante seria dada por M,, = (1+ %)” e, mesmo sem o conceito de
limite, podemos analisar o comportamento da expressao M, = (1+ %)” (ver Tabela .
Quando o valor de n aumenta perceba que o montante se aproxima de um nimero bem

definido, que é o que se definiu como o nimero e, que chamamos de Nimero de Euler.

n M, = (1 + %)n
1 2
P 2,25
3 2,37037
4 2,44141
10 2,59374
100 2,70481
10000 2,71815
10000000 2,71828

Tabela 3.1: Montante em funcao de n

O ntmero de Euler também aparece, por exemplo, no problema do envelope errado
de Jacob Bernoulli (1654-1705). A pergunta do problema de Bernoulli é a seguinte: se n
cartas forem colocadas em n envelopes com enderecos diferentes, qual é a probabilidade de
cada carta seja colocada em um envelope errado? Quando ‘“n tende ao 0o”, foi demonstrado
que essa probabilidade se aproxima de % O proprio Bernoulli quando estudava o problema

de capitalizacao continua, mostrou que o limite de (1 + %)n, quando n tende ao infinito,
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estd entre 2 e 3.

Pelo exposto, a definicao do nimero e pode ser estabelecida pelo limite:

) \"
e = lim (1 + —) .
n—o00 n

A rigor matematico, a demonstracao de que o nimero e estd bem definido, isto é, que o
limite acima existe, de certa forma seré apresentada na secao seguinte.

Afirmamos que nao é nosso objetivo esgotar a teoria envolvida na definicdo do niimero
de Euler nem demonstrar todos os interessantes fatos relacionados a ele. Nosso foco,
como afirmamos desde o inicio do trabalho, estd nas construcoes das fungoes logaritmica
e exponencial. Entretanto, isso nao nos impede de apresentar algumas caracteristicas
desse numero que achamos interessantes.

Por exemplo, vamos mostrar que e é irracional. Para isso vamos apresentar alguns
resultados necessarios, com demonstracoes devidamente referenciadas, que sao interessantes
por si mesmos.

O primeiro diz que o niimero e pode ser expresso como uma série numérica e sua

demonstracdo pode ser vista em [3], pag. 8|

Proposicao 3.1.1 O ndmero e é o limite da sequéncia (S, )nen cujo o termo geral é dado

por
1
Sp = +ﬂ+a+ + P
18to €,
T Lapl
n=0

Como consequéncia da proposi¢ao acima, temos:

Corolario 3.1.2 Para todo n € N, existe 0 < 0,, < 1 tal que

7
n-n!

e =35, +

Demonstracgao. Pela caraterizacao da Proposicao [3.1.1, dado n € N

L L S I
e = J— J— J— P — “ ..
TRMRCTRARET (D! (n+2)!

1 1

CERACES)
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Disso, segue que

1 1
CERACET)

e_sn: '+

1 {1+ Ly ! +}
(n+1)! n+2 (n+2)(n+3)

1 1 1
< —F 1
(n—i—l)!{ a2 T e T }

1 1
GRS
B n+ 2
(n+1)%-n!
B n+ 2
(n?4+2n+1) - n!
B n+ 2
n(n+2)+1]-n!
B n+ 2
[(n+2)(n+ —=5)] - n!
B 1
B (n+2)(n+n+r2)-n!
1
n - nl

e, portanto, para cada n € N, existe 0, € R, com 0 < #,, < 1, tal que

On

n-n!

e=35s,+

Agora estamos em condicoes de mostrar que o niimero e é irracional.
Proposicao 3.1.3 O numero e € irracional

Demonstragao. Vamos supor que o niimero e é racional, isto é, existem p,q € 7Z, com
q # 0, tais que e = ‘2—). Sem perder a generalidade, podemos supor ainda ¢ > 0. Dessas
suposicoes, segue que ¢! - e € um numero inteiro. Entdo, pela Proposicao [3.1.2] quando

fazemos n = ¢, tem-se

! !
—qtg+L4 4Ly
2 q!
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! !
Comoq!—l—q!—i—q——i—---—i—q

— € Z, temos
2! q

0 ! !
—q:q!-e—(q!+q!+q—+~~-+q—) €7,
q 2! !

. Y 0 . .
o que é uma contradicao, ja que 0 < ?“ < 1. Portanto, e é irracional. m

Antes de concluirmos essa se¢ao, vejamos apenas mais um detalhe historico pertinente.
Segundo Maor [10], Euler (Leonhard Euler (1707-1783)) ja usava a letra e em seus
primeiros trabalhos, como o “Meditagao sobre Experimentos feitos recentemente sobre
o disparo do Canhao”, de 1727, e em “Mechanica de Euler”, de 1736. H& algumas teorias
acerca da origem do simbolo e para essa constante. Ha quem diga que Euler escolheu e
por ser a primeira letra da palavra exponencial e alguns dizem que Euler tenha escolhido
a letra e por ser a inicial de seu proprio nome. Especulacoes a parte, o simbolo foi

amplamente aceito pela comunidade matematica e é usado até hoje.

3.2 Uma construcao da exponencial

Com ja foi mencionado na secao anterior, o Numero de Euler pode ser definido por
meio do problema do montante de capital. Definiremos a funcao exponencial de base e
usando o mesmo argumento.

Relembre da secao anterior que, em termos de uma sequéncia com notagao mais usual,
o montante acumulado quando capitalizado n vezes ao ano, agora a taxa de valor x, seria

dado por
€T n
n — 1 _) y Nl
o= ( += (3.1)

0 que representa juros compostos & uma taxa x em n subperiodos.

Se levarmos em conta agora, abstraindo x como taxa de juros e considerando agora
x um nimero real qualquer, essa formulacdo da sequéncia (z,) nos levara exatamente ao
que definiremos como a funcao exponencial de base e.

Para entendermos o processo, analisaremos o comportamento da sequéncia (x,) em
buscando provar sua convergéncia.

Mas antes disso, um fato. Vale a seguinte desigualdade relacionando as médias

aritmética e geométrica: se a1, as,as,...,a, € RT, temos

ay + as + -+ an,
" .

"ala2...an<

Mais ainda, a igualdade acima ¢é obtida se, e somente se, a; = as = - - - = a,.

O lema técnico abaixo sera usado na proposicao seguinte, que nos mostrard a monotonia
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da nossa sequéncia, isto é, que para x > 0, a sequéncia (z,) é monotona.

Lema 3.2.1 Para todos n,m € N e x > 0 wvale a expressao

T\ "M €T m+1
(1+2) <(1+2)",
n m
Demonstracao. Por simplicidade, faremos a demonstracao apenas do caso z = 1. O

caso geral pode ser demonstrado com as devidas adaptagoes da técnica.

Como ( - m+r1) <1< (1 + %), para todos n,m € N, usando a desigualdade das

médias aritmética e geométrica obtemos

m+n+\1/(1+l)n(1_ ]. )m+1<n(1+%)+(m+1) (1_771;-%1) :1
n

m+1 m+n+1
1 n 1 m—+1
(1+-) (1__> <1
n m+1
1 n 1 m+1
(1+—) <(1—|——>
n m

Proposicao 3.2.2 Para todo x > 0, a sequéncia (x,), cujo o termo geral é dado por

e segue disso que
Portanto,

para todos n,m € N. m

n - .
Ty = (1 + %) , € mondtona crescente.

Demonstracao. Por conveniéncia e simplicidade, como no lema anterior, faremos apenas
o caso x = 1. O caso geral também vale com as devidas adaptagoes na demonstracao.
Usando o Lema [3.2.1] temos

1 n(n+2) 1 n+2
1+ ——— <1+
n(n + 2) n+1

(Hm>n<<1+ni1)‘ (3.2)

(amrm) ~(rs) ~ware

substituindo esse calculo na expressao (3.2)), obtemos

1)%" 1 2

n™(n +2)" n+1) n+1

e assim

Como
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Agora, multiplicando os membros da expressao acima por (n+2)" e dividindo por (n+1)"

(n+1>” <n+2>”“
< )
n n+1

0 que precisamente significa x, < x,,1, para todon € N. =

concluimos que

Como consequéncia do lema e da proposicao anteriores, segue o seguinte corolario:

Corolario 3.2.3 Para cada x > 0 fizo, a sequéncia (x,), cujo o termo geral é dado por

Ty, = (1 + %)n, € convergente.

Demonstracao. Tomando m = 1 no Lema [3.2.1] por exemplo, temos
0< (1+—) <(1+a)
n

e isso vale para todo n € N. Portanto (z,) é limitada. Como a Proposi¢ao nos diz
que (x,) é monotona, segue entdo do Teorema que (z,) é convergente, para todo
>0 =m

Observe que os resultados anteriores, tomando z = 1, sao a demonstracao de que o

numero de Euler e estd bem definido como o limite

) 1\"
e = lim (1 + —) .
n—oo n

Com tudo isso que expomos, estamos agora em condicoes de construir o que se
denomina a exponencial de base e de um nimero real x e, consequentemente, a funcao

exponencial de base e:

Definicao 3.2.4 Seja ¢ € R um ntmero. Definimos a exponencial de base e de =,

denotada e*, por:

o ' =1;

e ¢ = lim (1—}—{) ,sex >0, e
n

n—oo
1
e ¢ =— sex<0.
e*iE

Com isso estd bem definida a fun¢do f : R — R* dada por f(z) = e*, chamada fungao

exponencial de base e.

Observacao 3.2.5 a) Vale ressaltar que a fungdo exponencial nunca atinge o valor zero,
ou seja, para valores menores que zero (z < 0) no dominio ela ira corresponder, somente,

a valores positivos no contradominio. Isso ocorre por que, nesse caso, a funcao sera dada

35



1 : :
por —, que ¢ estritamente maior que zero.
e

b) Repare que, para todo = > 0, temos

lim <1+%>n: lim <1+£>2n.

n—00 n—o00 on

Com isso, tudo que fizemos anteriormente, incluindo a definicdo da funcao exponencial,

poderia ter sido feita levando-se em conta a sequéncia (x,) dada por
2n
2, = lim (1+—) ,
e utilizaremos, por conveniéncia, qualquer uma dessas expressoes de (x,,) daqui em diante.

Vamos agora apresentar as principais propriedades que caracterizam a funcao exponencial.

Antes disso, vejamos um lema que sera tutil para esse fim.

~ ~ 2774
Tendo em mente a Observacao [3.2.5, usaremos a expressao x, = (1 + 2%) para a

sequéncia (x,), e temos o seguinte lema:

Lema 3.2.6 Para todos x,y > 0, tem-se

(l’ + y)n S TnYn S (JI + y)nJrl-

Demonstracao. Sendo z,y > 0, segue que

T+ y\2" T+ zy\ 2
($+y)n:(1+2—ny> S(l—i- 2ny+2731> = TnYn

e mostramos a primeira desigualdade. Em relacao a segunda, temos

2
Oé(x—y)zz(x+y)2—4xy:‘xy§@
e portanto
vty ay\” z+y (@2 \ ¥
+ i\
_ Ty Ty
(et (52))
+\2)
Ty
- <<1+ 2n+1) ) :(x‘l’y)n—i—l-
[ ]
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Proposicao 3.2.7 Para todos x,y € R en € N, tem-se:

(a) ea:+y — e:vey;

(b) e*=e-e-...-e (produto de n fatores iguais a e.

(c) x <y=e*<¢éY, isto €, a funcao exponencial é crescente e, portanto, injetiva.

Demonstragao. (a) Tomando (z,), (y,) e ((x +y),) as sequéncias da definigdo de e*, e¥
e (@Y regpectivamente, pelo Lema e das propriedades dos limites segue que

"t = lim (z + y), < lim z, - v
n—o0

im y, < lim (2 + y)pp1 = €°
n—00 — 00 n—00

n

e como e”eY = lim,,_,o, T, - lim, o Yn, concluimos que vale o resultado.

(b) E consequéncia imediata no item (a).

(c¢) Da monotonicidade de (z,), segue que 1+ z = z¢y < z,, < €*, para todo n e todo z.
Isto implica em e* > 1 quando x > 0 e assim, pelo item (a), como y — x > 0, segue que

ey = eV e > et m

Vejamos agora uma colegao de resultados que expressam mais algumas propriedades

muito importantes da funcao exponencial de base e.
Proposigao 3.2.8 A funcao f : R — R™, definida por f(x) = e*, é ilimitada superiormente.

Demonstracao. Tomamos d € R tal que e = 1 + d. Assim, pela Desigualdade de
Bernoulli (Proposigao [2.1.4]), temos " = (1 + d)" > 1 + nd. Logo, dado qualquer L > 0,
L—-1

se escolhnemos x como o menor natural n maior que ——, temos

d

flz)=e"=1+d)">1+nd> L,
isto é, f(z) é ilimitada superiormente. m
Proposicao 3.2.9 A funcdao exponencial de base e é continua.

Demonstragao. Primeiro, vamos mostrar que |e" — 1| — 0, sempre que h — 0. J4
sabemos, pela demonstracao do item c¢) da Proposi¢ao que e > 1, logo e — 1 > 0.
Dai, de modo equivalente, basta mostrarmos que para todo ¢ > 0 dado, existe n € N tal
que /" —1 < ¢,

Da Desigualdade de Bernoulli, temos (1 + ¢)" > 1 4 ne e tomando n > ‘

segue
que
(I+e)">14+ne>e = 14+e>et/m = /"1 <e.
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Disso, para todo a € R, temos
[fla+h) = fla)] = [e™" — €| = |e*||e" — 1| = 0

quando h — 0. Assim, segue que

a+h) a

lim e =e% = €% é continua em a

h—0
e como a é arbitrario, segue que e* é continua. m

Para a proxima proposicao precisamos do seguinte lema:

Lema 3.2.10 Para todo x € R existe um inico y € R tal que " < y < €, para quaisquer

racionaisr e s comr < x < s.

Demonstragao. Vamos provar apenas a existéncia, pois a unicidade segue o argumento
padrao.

Como a exponencial é crescente, o conjunto {a” : r é racional e r < x} é (obviamente)
nao vazio e limitado superiormente por todos os ntmeros a°, s racional e s > x. Este
conjunto admite, entao, um supremo que chamaremos de y. Assim, temos " < y < e*,

para quaisquer racionaisre scomr <z <s. ®H

Figura 3.1: O grafico da fungao exponencial f(z) = e”.

¥

C

|

Fonte: [10]

Proposicao 3.2.11 A funcao exponencial f : R — R dada por f(x) = e*, é sobrejetiva.

Demonstracao. Queremos mostrar que para todo y > 0, existe um =z € R tal que

e(E

= y. Do lema anterior, sempre se pode tomar s racional e uma sequéncia (r,) de
racionais, com e’ < y < €, Vn € N, tais que ¢'» — y. Com isso e a sequéncia (r,) é

limitada superiormente por s e monotona, pois a exponencial é crescente. Por R ser um
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corpo ordenado completo, existe um x real tal que lim 7, = z. Como a exponencial é
n—oo

continua (ver Proposigao [3.2.9), temos

er = eliMnseo™ — i ™ = b,
n—oo

O grafico que ilustra o comportamento do fungao exponencial e” é mostrado na Figura
[3.2]e com ele podemos observar melhor as principais carateristicas da fungao, como o fato

de ela ser crescente, de ser ilimitada superiormente, sobrejetiva e continua.

3.2.1 O logaritmo como inversa da exponencial

A partir da exponencial de base e definiremos, agora, a chamada funcao logaritmica
natural.

A funcdo exponencial f: R — R* dada por f(z) = e”, como vimos na secdo anterior,
¢ uma funcao bijetiva. Portanto a exponencial possui uma inversa com a imagem igual a
R, que é denominada de funcao logaritmica natural e é denotada por In.

Vejamos entao a definicao formal do logaritmo natural de um ntmero real x > 0 e,

consequentemente, a funcao logaritmica natural.

Definicao 3.2.12 Seja x > 0 um ndimero real. Definimos o logaritmo natural de =z,

denotado In(x), como o nimero real y tal que ¥ = z, isto é
In(z) =y & € =ux.

Fica entdao bem definida a funcao In : R} — R, definida por In(x) = y.

Como consequéncia imediata da definicao acima e das propriedades da exponencial,

obtemos as seguintes propriedades para o logaritmo natural:
Proposicao 3.2.13 Para todo x,y > 0, tem-se:

(a) In(zy) = In(x) + In(y);

(b) In(2) = In(z) — In(y);

(c) In(z™) = nlin(x)

Demonstragao. Como todas as demonstracoes podem ser encontradas em qualquer livro
de célculo, vamos mostrar apenas o item (a), como ilustragdo. Chamando u = In(z) e
v =In(y), temos z = €" e y = e’. Pela Proposi¢ao tem-se zy = ee’ = €“1? e assim

In(zy) = v+ v = In(z) + In(y).
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A partir de todas as propriedades da funcao exponencial mostradas na secao anterior,

é possivel mostrar também que a funcao logaritmo natural:
e E crescente e ndo limitada;
e In(1)=0,In(z) <0sex <1leln(z)>0sex>1.

Para uma visualizacio melhor, mostraremos a seguir o grafico da funcao f(z) =
In(z). A partir do grifico, na Figura podemos ter uma visdo mais global do seu

comportamento, assim, como as suas principais carateristicas.

Figura 3.2: Grafico da funcdo f(z) = In(x).

Y o,

Fonte: [12]

3.2.2 A exponencial de base «

Por fim, mostraremos agora que é possivel definir a funcao exponencial f(z) = a®, de
base a > 0, e com a # 1, a partir de tudo o que ja sabemos sobre a funcao exponencial
de base e e de sua inversa, a fungao logaritmica natural.

A motivacao vem do seguinte fato, consequéncia das defini¢oes e propriedades mostradas

anteriormente: para todo a > 0 e n € N, vale

n In(a™)

a® = e nln(a)‘

=e
Disso, ¢ consistente a definicao:

Definicao 3.2.14 Seja x € R um nitmero. Definimos a exponencial de base a de =,
denotada a”®, por

a® = e* In(a)

e com isso estd bem definida a funcao f : R — R* dada por f(z) = a®, chamada fungao

exponencial de base a.
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A boa definicdo e as propriedades da exponencial de base e garantem que todas
as propriedades acima demonstradas para essa funcao também sejam validas para a
funcao exponencial de base a. Assim, como os enunciados sao essencialmente os mesmos

(trocando apenas e por a), ndo vamos repetir essa propriedades.

3.3 Uma construcao do logaritmo

Nesta secao, vamos apresentar a construcao da funcao logaritmica e a partir dela iremos
definir a funcao exponencial como sendo a fun¢ao inversa da anterior. Esse processo sera
feito por meio da integral, como uma area, e traz com ele, automaticamente, uma ideia
geométrica. Essa construcao esta baseada na obra de [7, 0] e [§].

A justificativa para construir o logaritmo dessa forma, isto é, por area, segue de alguns
fatos. Um deles até ja foi dito acima; a motivagao geométrica de area abaixo do gréfico
de uma hipérbole. Isso implica em uma maior facilidade na inferéncia, compreensao e
demonstragao de muitas propriedades da fungao. Outro fato que justifica essa construcao é
que, diferente de outros tipos, ela faz surgir o nimero de Euler e de modo um tanto natural,
como também aconteceu na definicao da exponencial que apresentamos anteriormente.

A construcao do logaritmo que apresentaremos esta baseada no calculo da area abaixo
do grafico da hipérbole —, x > 0, em uma faixa delimitada por retas verticais, uma delas
emx = 1. !

Vejamos a definicao formal.

Definicao 3.3.1 Seja > 0 um ntmero real. Definimos o logaritmo natural de =z,

lnaz—/ 1dt.
1t

Lembrando que, do conceito de integral como area e consideracoes sobre os extremos

denotado In(z), pelo nimero

do intervalo de integracao, tem-se

/aaf(t)dtzo e /abf(t)dt:—/baf(t)dt

e segue de imediato que
In(1) =0, In(z) <0 quando 0 <x <1 e In(x) >0 quando x > 1.

Assim, fica bem definida a funcao logaritmica natural:

Definicao 3.3.2 Esta bem definida a funcao real In : Rt — R que, para cada = > 0,
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associa o0 nimero -
lnz = —dt
1t

1
Geometricamente, a definicao nos di a area da faixa da hipérbole flx ;dt formada
pelos pontos (¢, y) cujas as coordenadas cumprem simultaneamente as seguintes condigoes:
1<t<z,0<y < % A Figura ilustra essa interpretacao.

Figura 3.3: Inx é area da regiao hachurada.

r

Fonte: [[7]

Uma vez bem definida a construcao da funcao logaritmica natural, passamos ao estudo
de suas propriedades.
Comegaremos primeiro com propriedades que envolvem operagoes com os (nimeros)

logaritmos naturais.
Proposicao 3.3.3 Sejam z e y nimeros reais positivos. Tem-se In(xy) = Inz + Iny.

Demonstracgao. Da definicao de logaritmo e das propriedades da integral, segue que

zy zy zy
ln(my):/ —dt = / dt+/ —dt = )+/ Zdt'

Falta mostrar que f;y %dt = In(y). Note que, quando s varia de 1 a y, o produto xs varia

de z & xy. Logo, a mudanca de variavel ¢t = zs, dt = xds nos d&

zy | v v
/ Sat= [ Lds= / —ds = In(y),
. L s LS

O (ue prova a proposicao. |

A préxima propriedade pode ser vista como consequéncia resultado da anterior, entretanto

estamos destacando-a como uma proposicao.
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Proposicao 3.3.4 Seja x > 0 um numero real. Para todo nimero racional r, tem-se
In(z") = r - In(x).

Demonstracao. Consideremos primeiro um ntmero natural n. Aplicando-se repetidas

vezes a Proposicao [3.3.3] tem-se In(z") = n - In(z). Sabemos que 2" - 27" = 1 e dai
O=Inl=In(z"-27") =In(z") +In(z™") =n-Inz +In(z™)

donde log(z™") = —n - Inx. Logo, o resultado vale para todo r € Z.

Veremos o caso geral, isto é, para r = §, com p,q € Z, q # 0. Ja sabemos que

q
(3:5) = 2P. Usando os fatos ja demonstrados, temos

p

p-In(z) =In(2?) = In Kx?)q] =¢q-In <x§>

. P ;
e assim In (xq) = 21In(z), como querfamos demonstrar. =

Agora, veremos as propriedades que de fato caracterizam a fun¢ao logaritmica natural.
. . L L , 1
Teorema 3.3.5 A funcao f(x) = In(z) € derivdvel, no seu dominio, com (In)'(z) = —.
x

Demonstracao. O Teorema Fundamental do Célculo ja demonstra imediatamente esse
resultado. Mas mesmo assim vamos apresentar uma demonstracao. Sendo xy > 0 fixado

arbitrariamente, temos

ga) = R lnro /w(l)dt (3.3)

T — X T =T Jg 1

Se x > xg, usando a interpretacao de area abaixo da hipérbole, temos a relacao
1 T 1 1
—(x—x9) < Vdt < —(z—x
L€ (s i om)

1

1
que aplicada em resulta em — < g(z) < —. Isso implica que
T Zo

De maneira analoga, se mostra o caso xg > x e assim f é derivavel em z. A arbitrariedade

de xy garante o resultado. m

Segue imediatamente do teorema anterior os corolarios:

43



Corolario 3.3.6 A funcio f(z) =In(x) € continua e crescente (logo, injetiva,).

Demonstracao. O resultado decorre do fatos: toda funcgao derivavel é continua e a

derivada ser positiva implica que a funcao é crescente. Todas validas para a funcao
f(z) =In(z). =
Corolario 3.3.7 A funcao f(x) =In(z) € sobrejetiva, com dominio R.

Demonstragao. Como f é continua, sua imagem é um intervalo. Assim, mostrando que

f € ilimitada superiormente e inferiormente, segue o resultado. De fato, como
In(2") =n-In(2) e In(2™") = —n - In(2)

segue que f ¢ ilimitada. m

A continuidade da fun¢do f(z) = In(z) implica que a Proposi¢ao vale para
qualquer numero real r, isto é, se x > 0 e r € R, tem-se In(z") = r - In(x). De fato, basta
tomar sequencias de racionais que convergem para 7 e usar a passagem do limite “‘para
dentro” da funcao.

Por outro lado, a sobrejetividade da funcao f(z) = In(x) implica que existe um niamero
real positivo = tal que In(x) é igual a 1. Esse ntumero sera indicado pela letra e, que é
considerado a base dos logaritmos naturais. Portanto, a afirmagao de que In(z) = 1 e
r = e sao equivalentes.

O grafico abaixo mostra exatamente essa situagao, isto é, para o caso de x = e. (Ver

Figura

Figura 3.4: Interpretacao geométrica do ntimero e

Fonte: [8]

Nao é surpresa para nos que o niimero e obtido acima é exatamente o nimero de Euler

obtido na construgao da exponencial que vimos anteriormente.
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O grafico da fungao logaritmica natural, na Figura [3.5, permitira que se tenha uma

ideia geral sobre o comportamento desta funcao.

Figura 3.5: Grafico da funcao logaritmica natural
7

Fonte: [§]

3.3.1 A exponencial como inversa do logaritmo

De forma semelhante ao que fizemos anteriormente para a funcao logaritmica como
inversa da exponencial, aqui, a partir da funcao logaritmica natural, definiremos a chamada
fungao exponencial de base e.

A funcao logaritmica natural f : R% — R dada por f(x) = In(z), como vimos na segao
anterior, ¢ uma fungao bijetiva. Portanto possui uma inversa com a imagem igual a RY,
que é denominada de fungao exponencial de base e e é denotada por e”.

De modo semelhante, vejamos a definicao formal da exponencial de um nimero real

x e, consequentemente, a funcao exponencial.

Definicao 3.3.8 Seja x um ntamero real. Definimos a exponencial de z, denotado e,
como o nimero real y tal que In(y) = x, isto é

e’ =y < In(y) = .

Fica entdo bem definida a funcdo f : R — R, definida por f(z) = e”.

Para que nao fique repetitivo, ndo vamos apresentar novamente as propriedades satisfeitas
pela exponencial acima definida, que sdo as mesmas apresentadas na Se¢ao [3.2] Mas, ¢é
claro, todas poderiam ser demonstradas como consequéncia imediata da definicao acima

e das propriedades do logaritmo.

3.3.2 O logaritmo de base a

Mostraremos agora, como fizemos para a exponencial, que é possivel definir a funcao

logaritmica f(x) = log,(z), de base a > 0, e com a # 1, a partir de tudo o que ja sabemos
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sobre a funcao logaritmica natural e de sua inversa, a funcao exponencial. Isso sera feito
como consequéncia das definicoes e propriedades mostradas.

Desejamos definir a funcao f(z) = log,(x) de modo que
log,(z) =y & a’=u.
Disso e usando o que sabemos da exponencial, deve ocorrer

eln(x) —r = aloga(x) _ eloga J:~ln(a).

Portanto, a construgao que esse calculo acima sugere para a funcao f(x) = log,(z) é dada

pela definigao:

Definicao 3.3.9 Seja x > 0 um ntmero. Definimos logaritmo de base a de x, denotado

log, (), por

log,(z) = Eéz;

e com isso estd bem definida a funcao f : Ry — R dada por f(z) = log,(x), chamada

funcao logaritmica de base a.

A boa definicao e as propriedades da funcao logaritmica natural garantem que as
mesmas propriedades também sejam validas para a funcao logaritmica de base a e as
demonstragoes usam exatamente esses argumentos. Nao vamos entao repetir todas essas

propriedades, contudo vamos apenas enumerar alguns exemplos.

Sao validas as seguintes propriedades, para a fun¢ao f(x) = log,(z): para todo z,y >

0, tem-se

(a) f é crescente e nao limitada;

(b) log,(1) =0, log,(x) < 0sex <1elog,(r)>0sex>1.
(c) log,(xy) = log,(x) +log,(y);

(d) log,(§) = log,(z) — log,(y);

(e) log,(z") = nlog,(x)

Para finalizar, mostraremos a propriedade de mudanca de base do logaritmo. Vale
salientar que a mudanca de base ¢ uma propriedade de grande importancia, pois ela

amplia a nossa capacidade de calcular os logaritmos.
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Proposicao 3.3.10 Para todo x > 0 tem-se log,(z) = log,(x) - log,(b), isto é,

_ log,(z)
log,(b)’

log,(z)
o que chamamos de mudanca de base do logaritmo (da base a para a base b).
Demonstragao. Vamos denotar
log, () = B, log(x) = a e log,(b) = 7.

Dai, da terceira expressao acima temos a” = b e das outras, usando a injetividade da

exponencial, temos a® = b®. Disso segue que
(@) =b"=d" = B=ay,

ou seja,

log, (x) = log(x) - log, (b).
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