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Resumo

Neste trabalho de dissertagao, estudaremos a controlabilidade exata para um sis-
tema de equagoes de ondas acopladas no caso unidimensional com o controle atuando
na fronteira de apenas uma equacao. Para resolver o problema de controlabilidade, uti-
lizamos o método dos momentos, que consiste em transformar o problema de controle
em um problema de momento. A controlabilidade do sistema de equagoes e o pro-
blema de momento estao inteiramente relacionados com as propriedades das familias
de exponenciais que surgem naturalmente do sistema, mais precisamente, reduz-se a

mostrarmos que tal familia constituem uma base de Riesz.

Palavras-chave: sistema de equacoes de ondas, controlabilidade exata, método dos

momentos, familia de exponencias, bases de Riesz.



Abstract

In this dissertation work, we will study the exact controllability for a system of
coupled wave equations in the one-dimensional case with the control acting on the
boundary of only one equation. To solve the controllability problem, we use the method
of moments, which consists of transforming the control problem into a moment problem.
The controllability of the system of equations and the problem of momentum are
entirely related to the properties of the families of exponentials that arise naturally
from the system, more precisely, it boils down to showing that such a family constitutes

a Riesz basis.

Keywords: system of wave equations, exact controllability, method of moments, fa-

mily of exponents, Riesz bases.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e C: pertence;

e ¢: nao pertence;

e V: para todo;

e max: denota o maximo;

e sup: denota o supremo;

e lim: denota o limite;

) / : denota a integral;

e —»: denota a imersao entres os espacos;

e @: denota a soma direta entre os espacos;
~

e =: denota o isomorfismo entres os espagos;

o f(z) < g(x),r € X: significa que existem constantes positivas ¢ e C' tais que para

todo € X as desigualdades cg(x) < f(z) < Cg(z) é verdadeira;
e card(f)): denota a cardinalidade do conjunto €;
e codim(§2): denota a codimensao do conjunto €;
e (: denota o fecho do conjunto €;

e 0): denota a fronteira do conjunto §2;



e Ot denota o complemento ortogonal do conjunto €
e 7: denota o conjugado de x;

e rly: x é ortogonal a y;

e det: denota o determinante;

e A7!: denota a inversa da matriz A;

e 1 denota a transposta do vetor z;

e ¢!: denota a exponencial da matriz A;

e N: denota o conjunto dos niimeros naturais;

e 7: denota o conjunto dos nimeros inteiros;

e R: denota o conjunto dos niimeros reais;

e C: denota o conjunto dos niimeros complexos;

e ('(€2): denota o espago das fungdes continuas definidas em €2 com valores reais ou

complexos;

e (° (Q): denota o espaco das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte

compacto;
e D(£2): denota o espago das distribui¢oes em §2;
e (%: denota o espaco das sequéncias de quadrados somaveis;

e L*(): denota o espaco das aplicacoes de quadrados integraveis definidas em €2

com valores reais ou complexos;
e H'(): denota o espaco de Sobolev;
e H}(): denota o fecho do conjunto C° (Q) em H'(f);

e H(Q): denota o espaco dual topoldgico de H;.

X1



Introducao

A Teoria de Controle tem sido nos ultimos anos uma area de pesquisa bastante inter-
disciplinar, envolvendo vérios campos de conhecimento da engenharia e da matematica.
Um sistema de controle é uma interconexao de varios componentes resultando numa
configuracao que fornece um desempenho desejado. A descrigao do sistema do ponto
de vista matemético é dada através de equagoes diferenciais (ordinédrias ou parciais) da

forma

ye = f(t,y,u). (1)

Aqui, o nimero real T' > 0 é fixo, chamado de tempo final, e ¢t € [0,7] representa o
instante de tempo ao qual as varidveis estao submetidas. A funcdo y : [0,7] — H é a
variavel estado do sistema e y; representa a derivada de y em relagao ao tempo. Por
outro lado, a funcao u : [0,7] — U é a varidvel de controle do sistema. Os conjuntos
H e U mencionados anteriormente sao espagos funcionais adequados.

Enfim, o problema de controle consiste em estudar a existéncia de um controle
u de tal modo que a solucao atinja um estado prescrito desejado.

Uma técnica utilizada para estudar a controlabilidade de um determinado sistema
é o método de momentos, que transforma o problema de controle ao problema mo-
mentos correspondente a uma familia de exponenciais. N. N. Krasovskii em 1968 (ver
[19]) aplicou o método aos sistemas descritos por Equagoes Diferenciais Ordindrias.
Também tem sido amplamente usado na teoria de controle de sistemas de parametros
distribuidos desde os trabalhos classicos (ver, por exemplo, [14] e [15]) de H. O Fat-
torini e D. L. Russel no final dos anos 1960 até o inicio dos anos 1970 (ver [3] para a
histéria do assunto e referéncias completas).

A solubilidade do problema de momentos resultante esta diretamente associado com
as propriedades das familias de exponencias, sendo as mais importantes para a teoria
de controle a completude, minimalidade e propriedade de base de Riesz (geralmente no
espaco L*(0,T)). O estudo de familias exponenciais teve inicio na década de 1930 na
obra classica de R. Paley e N. Wiener (ver [20]), e desde entao motivou muitos trabalhos

de muitos matemaéticos (ver [3] e referéncias contida nele para mais informagoes).



Este trabalho de dissertacao é um estudo bibliografico de duas referéncias, a saber:

e S. A. Avdonin & S. A. Ivanov, Families of Exponentials: The Method of Moments
in Controllability Problems for Distributed Parameter Systems (ver [3]);

e S. Avdonin, A. C. Rivero & L. Teresa, Fxact Boundary Contrillability of Coupled
Hyperbolic Equations (ver [0]).

Aqui, nos debrucamos sobre os calculos ai contidos e fornecemos um material autossu-
ficiente que permite a leitura mais fluida e completa dos resultados e referéncias acima
mencionados. Dividimos entao a dissertagao da seguinte maneira:

No Capitulo 1, comecaremos apresentando as principais propriedades para uma
familia arbitraria de elementos do espaco de Hilbert e, em seguida, demonstraremos
implicagoes e equivaléncias entre tais propriedades. Também, definiremos o operador
de momentos relacionado a uma familia de elementos e veremos que o problema de
momentos corresponde em verificar a sobrejetividade desse operador. O resultado
mais importante do capitulo nos dard condigoes necessarias para que o problema de
momentos admita solugcao que serda dada em termos das propriedades que satisfaz a
familia de elementos envolvida.

No Capitulo 2, estudaremos o sistema de evolugao de primeira ordem no tempo,

dx
A=
dt + x f?
z(0) = .

Veremos o resultado que garante a existéncia e unicidade de solugoes em diferentes
espacos de Hilbert que construiremos ao longo do capitulo. Entraremos no contexto
de controlabilidade e reduziremos o problema de controlabilidade do sistema acima
ao problema de momentos relativo a uma familia de exponencias. A partir disso,
apresentaremos uma séries de conceitos de controlabilidade e caracterizaremos a con-
trolabilidade em termos das propriedades de certas familias de exponenciais, conforme
desenvolvido no Capitulo 1. Ainda, estudaremos o sistema de evolucao de segunda

ordem no tempo

z(0) =z, 2(0) = 2y,

veremos defini¢coes e mostraremos resultados que foram feitos para o sistema de evolucao
de primeira ordem no tempo.
No Capitulo 3, aplicaremos toda a teoria estudada nos capitulos anteriores para

resolver o problema de controlabilidade de duas equacgoes hiperbdlicas acopladas. Mais



precisamente, se Q = (0,7),7 > 0, Q = Q x (0,7), ¥ := 90 x (0,T) e o, 5 € R,

escrevemos o sistema de equagoes de onda

;

Ytt — Yoz + ¢ =0 em @,

Gt — Quz + By =0 em @,

y(0,t) = u(t),y(m,t) =0 em (0,7,
< q=0 sobre X2,

y(@,0) = y°(2), y:(2,0) = y'(x) em Q,

q(7,0) = ¢°(2), ¢s(,0) = ¢*(z) em Q.

Para
V = L2(Q) x HY(Q) x H'(Q) x L*(Q),

0T 0T .17 1T
Lyt gt

escolhemos os dados iniciais (3°, ¢°, ', ¢*) e finais (y em V e queremos

saber se é possivel encontrar um controle u € L*(0,7T) tal que

(D), q(T), (1), (1)) = 7, ",y ", ¢ 7).

Este é chamado de problema de controlabilidade exata. Veremos que as respostas
positivas e negativas para tal problema poderao ser dadas por meio de estimativas
precisas do tempo T'.

Para resolvermos o problema de controlabilidade, transformaremos este problema
de controle ao problema de momentos. Analisaremos a partir dos parametros de aco-
plamentos « e (3 trés casos (a = 0, aff > 0 e aff < 0) para o problema de momentos,
assim obtemos trés familias de fungoes correspondentes. O ponto chave para obter
a resolubilidade do problema de momentos e também a controlabilidade do sistema,
segue exclusivamente do fato das familias de fungoes possuir em a propriedade de base
de Riesz. Os calculos mais detalhados sao os dois tltimos casos (aff > 0 e af < 0) em
que necessitamos utilizar a teoria de diferencas divididas exponencias. Mostraremos
entao que as familias de fungoes formam uma base de Riesz e depois concluiremos a
controlabilidade do sistema estudado.

No Apéndice A, apresentaremos alguns resultados auxiliares sobre a teoria de
Analise Funcional e da Matriz Exponencial. Todos os teoremas enunciados nesta parte

nao foram demonstrados, porém deixamos claro onde podem ser encontrados.



Capitulo 1

O problema dos momentos

1.1 Familias em espacos de Hilbert

Seja H um espaco de Hilbert com produto interno (-,- )y e norma ||-||g. Quando
nao houver risco de confusao quanto ao espago de Hilbert considerado, denotamos o

produto simplesmente por (-,-) e a norma por || |.

Defini¢ao 1.1.1. Dizemos que a familia F = {¢, },en é w-linearmente independente

(w-1.i) se ndo existe uma sequéncia {a, }nen € €%, diferente de zero, tal que Z an{f,on)

n=1
o0
converge a zero para toda f € H que cumpre Z [(f, )| < 00
n=1
o0
Se Z |(f, ¢n)|? < oo para toda f € H entdo neste caso o conceito de independéncia
n=1

[e.e]
w-linear significa que a soma E a,, € Unica no sentido fraco, em outras palavras:

n=1
{ant,en € 7, Zanson =0 fracoem H = a,, = 0 Vn.
n=1

No entanto, esta propriedade nao caracteriza as familias w-1.i, como mostra o exem-

plo a seguir.

Exemplo 1.1.2. Seja {¢, }neny uma base ortonormal de H e defina

¢1 = @1, O =n(Pn — Pn_1), n=2,3,....

o0

Mostraremos que a familia {¢, },en possui a unicidade da soma g a, ¢, fraca, mas a
n=1
defini¢ao de independéncia w-linear nao é satisfeita. Devemos mostrar que se {an}, .y €

4



1. O problema dos momentos

2 Zangbn = 0 fraco em H entao a, = 0 para todo n € N. Temos que para toda

n=1

f € H vale <Z p s | > = 0, entao tomando f = ¢, e observando que

m, sem =n,
(Gn,om) = —(m+1), sem+1=n,
0, em qualquer caso,
obtemos -
0= Z<an¢nv f> = aQmm — am+1(m + 1)7
n=1
m m—1m—2 1 1 )
e portanto a,,+1 = a,,—— com o qual a,, = ————--- —a; = —a;. Assim,
m+1 m m—1 2 m

podemos escrever a soma parcial da seguinte forma

R
Z%Cbn = a1p1 + 2a2(p2 — 1) + -+ + Rar(pr — Yr-1)

n=1
=ai1(p1+ (P2 — 1)+ + (pr — Yr-1))
= A1¥R,

e dai E a,®, = 0 fraco se, e somente se, a; = as = ... = 0, como queriamos. Agora,

n=1
o0

vamos mostrar que a definicao de w-1.i nao se verifica. Seja f = E Cn'Pn, € note que

n=1

Z<f’ ¢n> = <ch90m¢n>
= < Cn¢n7901> + <ch§0n72(¢2 - @1)> +oee

n=1

+ < CnPn, N ¢n—1)> +oe

=c1+2(ca—c1)+ ... +nlen, — 1) + oo

= —C —C— " —Cp —

o0

= — E Cj7
j=1



1. O problema dos momentos

- 1
logo Z |(f, dn)|? < co. Tomando a, = - € (%, temos
n=1

N

1 1 1
Zﬁ%:@lﬂLﬁ?(@Q—¢1)+"'+NN(90N—90N—1)ZSON

n=1

N
e com isso a soma E —¢,, converge a zero fraco, pois
n

n=1

N [e's)
: 1 . .
A, <fv 2 g¢n> = . 2 lesew) = Jim ev =0
n—= 1=

Definigao 1.1.3. Uma familia F = {p, },en é dita minima se, para todo n € N, o
elemento ¢, nao pertence ao fecho do subespago gerado por os outros elementos, ou
seja,

©n & span{p;}jin.

Definig¢ao 1.1.4. Dada uma familia 7 = {p, },en dizemos que a familia F= {¥n }nen

é um sistema biortogonal para F se satisfaz

0, sei# j,
1, set=j.

(i, ) = 0y = {

Observacgao 1. Segue-se da defini¢ao acima que toda familia ortonormal F = {p,, },en

¢ um sistema biortogonal de si mesma.

Definigao 1.1.5. A familia F = {¢,}nen € dita completa no espago de Hilbert H
quando span{gn}, .y = H.

Proposicao 1.1.6. A familia F = {¢,}ney ¢ minima se, e somente se, existe um

sistema F = {1 }nen biortogonal para F.

Demonstracgao. De fato, suponhamos que F = {¢,}nen seja minima. Temos que
m ¢ um conjunto linear e fechado e {y,} é um conjunto compacto com
mﬂ{wn} = (), logo pelo Teorema de Hahn Banach, segunda forma geométrica,
existe um hiperplano fechado que separa estritamente m e {¢n }nen, OU seja,
existe um « positivo e um funcional linear limitado ®,, : H — R em que ®,(f) < «
para todo f € m e ®,(pn) > a. Isso nos diz que @,(f) = 0 para todo
fe m pois para qualquer f € m tem-se ®,(\f) < a e portanto
AP, (f) < a para todo A € R e, mais ainda que ®,(¢,) > 0, pois a > 0. Definindo

o, = (IJ (n 7 obtemos que ®,,(¢,) = 1 e ®,(f) = 0 para toda f € span{p;};+n. Sendo
n (pn



1. O problema dos momentos

H um espaco de Hilbert e d, e H *, 0 Teorema da Representacao de Riesz garante que
existe ¥, € H de modo que ®,(f) = (f,¢,) para toda f € H. Claramente a familia
F= {¥n}nen € um sistema biortogonal para F procurado. Reciprocamente, suponha-
mos que F = {¥n }nen € um sistema biortogonal de F = {¢, }nen. Se F nao é minima
entao existe nyg € N tal que ¢,, € W#no, isto é, existem v; € span{y;};jrn,

tais que lim v; = ¢,,. Como (v}, 1,,) = 0 para todo j € N — {ng}, temos que
Jj—o0

O = hm <Uj7wno> - <90n07wn0>7

j—00
o que é um absurdo. O

Veremos agora que as propriedades enunciadas até aqui nao sao equivalentes, mais

precisamente que w-1.i nao implica necessariamente ser minima.

Exemplo 1.1.7. Seja H = L*(0,1) e F = {t"},en . Provaremos que tal familia é w-1.i,
mas nao ¢ minima. Considere a familia de polinomios {P(¢)} que, pelo Teorema da
Aproximacio de Weiestrass (ver [, pg. 26]) é densa em L*(0,1). O mesmo vale para
a familia de polinomios {t®P(t)}, em que R € N é fixo. Basta provarmos (ver [I0, pg.
8]) que se f € L*(0,1) tal que (f,t*) = 0 para todo k > R, entdo f = 0. Com efeito,

1
(f,tk):0,Vk2R:>/ fthdt = 0,Vk > R
0
1
;»/ ftiHidt =0,v5 >0
0

1
:s/ (ftt) =0,vj > 0.
0

Como o espaco de polinémios é denso, temos que ft* = 0 para todo ¢ e, dai obtemos

que f = 0. Observe que a familia {7, ¢F1 +#%2 1 é completa em L?*(0,1), pois

span{tR th+l tR+2 = 4R P(4)} = [*(0,1),

e t* € span{ti};s, C span{ti};z provando assim que a familia F = {t"},ey nio é
minima.

Seja xs a funcado caracteristica no intervalo [0, s]. Entao

s 41 j+1
<X87tj>L2 0.1 :/ tjdt = _t] — TSJ ,
S JH1 g+l
dai
> AL -
S7tj = e < 9 c ) ]
;Kx ) ;(j+1)2 50, 5 € [0,1]



1. O problema dos momentos

o0

Se F nio é w-l.i existe uma sequéncia {a; }jen € £2, diferente de zero, tal que Z(ajxs, t7)

7=1
converge a zero para todo s € [0, 1]. Definindo a fungao F'(s Z a;(xs,t’) e usando
7=1
) g1 ©° A
a hipdtese, temos F' = 0. Mas, como (ys, ') = - segue que F'(s a;— e
P (o) = —7 segue g ();JJH

F' ¢ analitica, logo a; = 0 para todo j, o que é um absurdo. Portanto, a familia F ¢

w-l.1.
Definigao 1.1.8. A familia F = {p,}sen € minima uniforme se existe um sistema

biortogonal F= {n}nen € M > 0 tal que

sup [[¢hn|| < M.
neN

E facil ver que a propriedade de minima uniforme é estritamente mais forte do que

a de ser minima, observe o préximo exemplo.

Exemplo 1.1.9. Sejam H um espago de Hilbert e {¢,}n,en uma base ortonormal.
1 ~ -
Considerando as familias F = {—gpn} e F = {nyy, }nen, temos claramente que F é

neN
um sistema biortogonal para F e pela Proposicao F é minima. Entretanto, como

|lnwn|| = n, tem-se que F nao ¢ minima uniforme.

Definigao 1.1.10. A familia F = {¢,}nen é considerada uma L-base ou uma base
de Riesz de V' := WneN se existe um operador 7" : V' — V linear, limitado e
invertivel e uma base ortonormal {e, },en de V' tal que T'(e,) = ¢,. Para o caso em
que V' = H diremos diretamente que F = {¢, } é¢ uma base de Riesz sem nos referirmos

ao espaco V' propriamente. O operador T serd chamado de ortogonalizador de F.

Todas as caracteristicas introduzidas das familias estao relacionadas de maneira que

cada uma ¢ implicada pela proxima, rigorosamente temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1.11. Sejam H um espago de Hilbert, F = {¢,}neny uma familia de

elementos de H e V' := m. Dadas as seguintes afirmacoes:
(a) A familia F é uma base de Riesz de V.
(b) A familia F é minima uniforme.
(¢) A familia F é minima.
(d) A familia F é w-1.i.

Tem-se que (a) = (b) = (c¢) = (d).
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Demonstracao. (a) = (b) Seja F uma base de Riesz de V. Pela defini¢do existe um
ortogonalizador T': V' — V' e uma base ortonormal {e, },en tal que T'(e,,) = ¢,. Para

cada n € N, definimos
AV —=C, A(p) = (T ), en).
E claro que A, é linear e pela Desilguadade de Cauchy-Schwarz

[An(@)] = KT (@) em)| < INT ] ol Nleall,

donde [|A,|| < |IT7|| e A, é limitada. Observe que,

An(opn) = <T_1<90n)7 en) = 1e Ap(pm) = <T_1<90m)7 en) =0, m #n.

Segue do Teorema da Representagao de Riesz que existe ¢, € V tal que A,(p) =
(p, ), para todo ¢ € V, e ||A,]| = ||n||. Por construcdo resulta que a familia

F= {¥n}nen € um sistema biortogonal para F e, além disso
sup ||y, || = sup | A || < [|T71].
neN neN

Com isso F é minima uniforme.
(b) = (c) E imediato.
(¢) = (d) Seja F minima. Se tal F nao é w-1.i entdo existe {a, }nen € £2, diferente de

zero, tal que Z an(f, pn) converge a zero para toda f € H satisfazendo Z 1{f, on)|?

n=1 n=1

oo. Sabemos da Proposicao m que existe F = {t¢, }nen sistema biortogonal a F.
Assim,

[e%S) N

Z| Vm, on)P =1e Zanwm,(pn} = a,, se N >m,

n=1 n=1
isto implica que a,, = 0 e portanto F é w-l.i. O

Estudaremos com mais profundidade as familias que cumprem ser base de Riesz,
pois serao importantes para entender e estudar o problema dos momentos em geral.

Vamos agora provar um resultado que sera muito 1util ao trabalhar com bases de Riesz.

Teorema 1.1.12. (Bari) Sejam H um espago de Hilbert, F = {¢; }neny uma familia
de elementos de H e V := span{¢, }nen.

(a) Se F = {¢n}nen ¢ uma base de Riesz de V, {e,}neny uma base ortonormal em

V e T é o ortogonalizador tal que T'(e,) = ¢,, entdo o sistema biortogonal
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F = {tn}nen contido em V' também é uma base de Riesz de V, mais ainda,
{¥n}nen pode ser expresso através do ortogonizador T' e da base ortonormal
T ', de T~ (V), pela férmula

VYo = (T_l)*T_l (¢n)-

(b) A familia F = {p,},en é uma base de Riesz de V' se, e somente se, para toda

sequéncia finita {cj}j-vzl existem constantes m, M > 0 tais que

2 N
<MY el
j=1

N
mYy_lel* <
j=1

N
E CiPj
j=1

Além disso, se F = {¥n}nen é um sistema biortogonal associado a F, todo

elemento f € V tem expansoes em séries da seguinte forma:

F=> (s vn)en:

3
Il
—

I
WE

(fs Pn)n.

3
I
—_

Demonstra¢ao. (a) Vimos na prova da primeira implicacdo da proposi¢ao anterior
que se F é uma base de Riesz entao existe um sistema biortogonal F = {1, }nen

que satisfaz a igualdade

(T (), en) = (£, thn),

para todo n € N e para toda ¢ € H. Resulta dai que e, € D((T"")*) e como
en =T (p,) temos

Entao,
(T_l)*en = Yn, (T_l)*T_l(‘Pn> = .

Uma vez que T~! é um isomorfismo, (T~')* também é. Desta forma, concluimos

que {¢, }nen é uma base de Riesz de V.

(b) Seja F uma base de Riesz, {e, }neny uma base ortonormal de V' e T' o ortogonali-

10
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zador. Temos que

N 2 N N N
> el = <Z cjej, ch6j> = gl
j=1 j=1 j=1 j=1
- 1 . .
Multiplicando por W em ambos os lados da igualdade acima, obtemos
jR— 1 al i
e 2198 = e | 2 o
7=1 7j=1
1 al i
_ -1
= TR > T (9))
j=1
N 2
< Z CjPj
j=1
Por outro lado,
N 2 N 2
ZCjQOj = ZC]'T(GJ')
j=1 j=1
2
< |72

N
E :Cjej
J=1

N
<ITIP Y le .
j=1

Logo, ,
N N N
my e <D el <MY Lol
j=1 j=1 j=1
em que m = e e M =|T|

Reciprocamente, considere

2 N
<MD gl
j=1

N
my e* <
=1

N
E CiPj
j=1

para toda sequéncia finita {cj}j-vzl. Como V' = span{e, nen ¢ um subespaco fe-
chado em H, que é Hilbert, temos que V também ¢é Hilbert. Logo existe uma
base ortonormal {e,},en de V. Definimos o operador 7' da seguinte forma: ini-

cialmente pedimos que T'(e,) = @, e por linearidade podemos definir 7" em todo

11
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N N N
span{en}, T (Z anen> = ZanT(en) = Zangan para todo a, € Re N € N.
n=1 n=1 n=1

Uma vez que {e,}nen € uma base ortonormal, span{e,} = V. Assim, para todo

z € span{e,} existe z, € span{e,} no qual lim z, = z, e portanto podemos
n—oo

definir Tz = lim Tz,. O operador T : V — V estd bem definido. De fato,

n—oo
observe que

Tz, — Tzm|* = aj-vgoj — a

I
(=
)
sz
|
Q
3
<
3

n=1
L
<MY o) —al)?
n=1
= M|z, — ZmHQa

com L = max {K(N), K(M)}. Portanto, Tz, é convergente e, além disso, con-
verge para um elemento de V', dessa forma T estd bem definido. Pela construgao
nao ¢é dificil verificar que T" ¢ linear e limitada com norma menor ou igual a M 7,

Analogamente, definimos S(¢,) = €,, que é linear e limitada. Perceba que

S(T(z) =S <T <i anen>) =S (i angon> = ianen =z, VzeV

n=1 n=1

T(S(w)) =T (S (Z angon>> =T <Z anen> = Zangon =w, Yw € V.

n=1

Logo S =T ' e S,T sao invertiveis. Com isso, concluimos que F é uma base de
Riesz.

Se f € V temos T7(f) = chen e aplicando T obtemos que f = chgon.

n=1 n=1

Multiplicando por 1, resulta que (f,,) = ¢, e com isso f = Z( fithn)on.

n=1
)

Agora, se f € V temos T*(f) = Zénen = ZénT_1(<pn) e aplicando (T~ 1)*
n=1

n=1

obtemos que f = Z ¢nn. Multiplicando por ¢, resulta que ¢, = (f, v,) e com

n=1

12
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isso f =Y (f,on)
n=1
]

Para completar esta parte da teoria apresentamos um exemplo de uma familia

minima uniforme que nao é uma base de Riesz.

Exemplo 1.1.13. Seja {¢,}o2, uma base ortonormal de um espago de Hilbert H,
para cada n € N, definimos ¢, = ¢o + ¢n € F = {¢n tnen. Valem que:

(a) F é completa.
(b) F ¢ minima uniforme.
(¢) F nao é uma base de Riesz, mas seu sistema biortogonal é.

Vamos verificar essas afirmacoes.

o0
_—
(a) Se f € span{dp}nen € f = Z cjpj, entao através da multiplicacdo por ¢, com
=0
n > 1 encontra-se

0="(f,0n) =D _{cj0j, 00+ ¢n) = D _{cj05,%0,) + (cjips, n) = Co + ¢
7=0 7=0

= Cj = —cy Vj €N,

e como {c,}°°, deve estd em £?, necessariamente, ¢y = 0. Daf ¢, = 0, para todo
n=0,1,.... Portanto f = 0.

(b),(c) Vé-se facilmente que a familia F = {©, nen ¢ um sistema biortogonal para F

com

sup [lon|l = 1,
neN

e mais ainda, é base de Riesz via o ortogonalizador T': V' — V, T(¢m) = ©mi1-
1

Tomamos a sequéncia a, = — € £? e suponhamos que a familia F seja uma base
n

de Riesz. Entao, pelo item (b) do Teorema[1.1.12} temos que existem constantes

m, M tais que

N o2 N o 2 N
W;E < ;ﬁ(bn SM;E

Como

=1 =1 > 1
;5% = ;E%ﬁr <Z ﬁ) $o,

n=1

13
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segue que

=1 > 1\ =1

2

> bt (Nha) <X

n=1 n=1 n=1
Isso implica que a série Z — é convergente, o que é um absurdo. Logo, a familia

n
n=1

F nao é uma base de Riesz.

Lema 1.1.14. (Invariancia por isomorfismos) Sejam H um espaco de Hilbert, F =

{¥n},eny uma familia de elementos em H e T': H — H um isomorfismo, definimos
T(F) :={T(¢n)},en- Entao

(a)
(b)
()
()

F é uma base de Riesz se, e somente se, T'(F) também é.
F é minima uniforme se, e somente se, T'(F) também é.
F é minima se, e somente se, T'(F) também é.

F 6 w-1i se, e somente se, T'(F) também ¢é.

Demonstragdo. (a) Seja F = {¢n},y uma base de Riesz. Entao, por definigao,

de
H tal que S(e,) = ¢,. Temos que To S : H — H é o ortogonalizador de

existem um ortogonalizador S : H — H e uma base ortonormal {e,},

T(F) = {T(¢n)},en € mais ainda {S(e,)},, oy ¢ uma base ortonormal de H com
T(S(en)) = T(pn), uma vez que S leva base ortonormal em base ortonormal.
Logo, T'(F) = {T(¢n)},en € base de Riesz. Reciprocamente, conseguimos mos-
trar de forma andloga que T~'0S : H — H é o ortogonalizador de F = {¢, }, . €
{S(€n)}, ey ¢ uma base ortonormal de H tal que T~ (S(e,)) =T H(T(¢n)) = ¢n,

portanto F ¢ uma base de Riesz.

Se a familia F = {¢n}, oy ¢ minima uniforme, existem um sistema biortogonal

F = {¥n}nen € M > 0 tal que

sup [[¢n| < M.
neN

Observe que {(T*) "4y}, oy ¢ um sistema biortogonal para a familia T(F) =

{T(#n) Fnens POIs
(T(m), (T) " n) = {@um, T(T") " bn) = {Lrm, ¥) = Grun-
Observe ainda que,
sup I(T™) " el < itelgll(T*)‘llllll/Ml = II(T*)‘IHilelg [l < N,

14
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em que N = [[(T*)"!||M. A partir dessas observacdes, obtemos que a familia
T'(F) é minima uniforme. Reciprocamente, se a familia 7'(F) é minima uniforme,

entao seja {®,}, . 0 sistema biortogonal com

sup || P, || < M.

neN

Temos que {T7®,}, ¢ o sistema biortogonal para a familia F, pois
Omn = <T§Dm; (I)n> = <90m7T*(Pn>
Temos ainda que,

sup [|[ 77 @y || < sup [|[T7|[[|n]| = |77 sup | P ] < N,
neN neN neN

em que N = ||T*||M. Logo, a familia F é minima uniforme.

E imediato, basta usarmos o item anterior.

Seja {an},cy € €% de modo que para toda f € H satisfazendo Z (T (en), HI* <

n=1

oo tem-se Z an(f,T(¢n)) converge a zero. Observe que (f, T(vn)) = (T"f, ¢n),

n=1

logo tomando g = T f, temos Z g,on)? < 0 e Zan ) converge a zero.

Como F é w-li, segue-se que an = (0 para todo n E N e, portanto T'(F) é w-l.i.
Reciprocamente, conseguimos mostrar de forma andloga que F é w-L.i, bastando

observar que (T(¢n), (T°) " f) = (n, T"(T") " f) = (n, f) e tomar g = (T") ' .
O

1.2 Problema abstrato de momentos

Nesta parte estudaremos em abstrato o problema dos momentos, ou seja, o pro-

blema dos momentos em relagdo a uma familia arbitraria de elementos do espaco de

Hilbert. Ao longo da secao explicaremos quais propriedades da familia influenciam a

resolubilidade do problema dos momentos, e de que forma.

Seja H um espago de Hilbert separdvel e F = {¢,}neny uma familia arbitréria

de elementos em H. Definimos o operador linear do problema dos momentos Pr da

seguinte maneira:

Pr:D(Pr) C H — 0, Pr(f) = {(f, on)t }nen,

15
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em que D(Pz) é o conjunto {f € H; {{f, on) tnen € *}.

O problema dos momentos consiste em verificar se o operador Px é sobrejetivo,
quer dizer, se dada uma sequéncia {c, }nen € £° existe f € H (e encontrar, se possivel)
tal que Pz(f) = {¢n}nen, em outras palavras, se {c,}nen € Im(Px).

Pode-se ver facilmente que o operador P é fechado. De fato, temos que G(Pz) C
G(Pr), resta provar que G(Pr) C G(Pr). Se (f,g) € G(Pr) entio existe uma
sequéncia (fn,gn) € G(Pr) tal que f, — f € D(Pr) e g. — g € £*. Veja que
gn = Pr(fn). Assim, f, — f = 0 e Pr(f,) — g — 0. Tomando z, = f, — f, tem-se
2y — 0 e Pr(z,+ f) — g — 0. Como Pz é linear, Pr(z,) —h — 0, com h = g— Px(f).
Observando que

h= lim Pr(z,) = lim {(z, i)}, =0,

n—ro0
obtemos que g = Px(f) e assim (f,g) € G(Px).

Se a familia F nao é completa em H, definindo V = m temos que
H =V ®V* com o qual o operador P tem nticleo ndo trivial V*, logo nao é injetivo.
Considere agora o operador Pz restrito a V., Prly : V N D(Pr) — (2, este novo
operador é injetivo, logo um isomorfismo com sua imagem e, evidentemente Im(Px) =
Im(Px|y). Portanto, para estudar a solubilidade de um problema dos momentos,
bastard estudar a imagem do operador Px|y, no qual é invertivel, fechado como Pz
e seu inverso Px|,;' também é fechado. Pois, se (f,g) € G(P—fh_,l) entdao f, — f em
Im(Px|v) e g, — g em V N D(Pz). Veja que g, = Pxly, (fa). Assim, f,, — f — 0 e
Prlv' (fn) — g — 0. Tomando z, = f, — f, tem-se 2z, — 0 e Pz|;,'(2,) — h — 0, com
h =g — Pzl (f). Note que 2, € Im(Px|y), isto é, existe w, € V N D(Px) de modo

que z, = Px|y(w,). Logo Px|v(w,) = 0 e w, — h, dai
0= lim Prly(w,) = Um {{wn, o)}y = (b, pr).
n—oo n—oo

Com isso obtemos que h = 0 e, assim g = Pz, (f).
A seguir iremos enunciar e provar um resultado que nos permite caracterizar a
solubilidade de um problema dos momento em termos das propriedades da familia F

associada.

Teorema 1.2.1. (Resolubilidade) Sejam H um espago de Hilbert, F = {p,}nen
uma familia, V := span{o,}nen, {€n}nen Uma base cancnica de £ tal que e; =
(1,0,0,0,...),es = (0,1,0,0,...),...,e, = (0,0,...,1,0,...),... e Pr o operador do
problema dos momentos.

(a) O operador Px|y é um isomorfismo entre V e (2 se, e somente, se a familia F é

uma base de Riesz de V. Em particular, se / é uma base de Riesz de V' entao
]m(P]:) = 52.

16
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(b) Se Im(Px) = ¢* entdo F é minima uniforme.

(c) A familia F é minima se, e somente, se a base padrao de £ : {e, }nenw € Im(Pz).

(d) Im(Pz) = * se, e somente, se a familia F é w-Li.

(e) Suponha que a familia F = Fy U F; em que Fy = {gpg}neN é uma base de Riesz

e Fi = {ph}_, C span{@Y}, . com w < oco. Entdo o conjunto Im(Px) é
um subconjunto fechado de ¢? e a codimensdo da Im(P) é igual ao nimero
de elementos de Fj. (A dimensao do espago ortogonal a todos os elementos da

Im(Px) é chamada de codimensao da I'm(Px)).

Demonstracio. (a) (=) Se Pz|y é um isomorfismo entre V e £ entdo a familia

{Px|' (€n) }nen é uma base de Riesz de V' por definigao. Como

{{Prlv (en), o) trerw = PrPzly' (en) = Pr v Pr |y (en) = en,
isso nos diz que F é um sistema biortogonal para a familia {Px|};' (e,) }nen contido

em V. Pelo item (a) do Teorema[1.1.12) F é uma base de Riesz de V.

(<) Seja F uma base de Riesz de V, F = {1y }nen 0 seu sistema biortogonal,

{®n }neny uma base ortonormal de V e T': V' — V um ortogonalizar que cumpre

T(¢n) = @n. Dada {c,}nen € 2 ¢ f €V tal que f = ch¢n, temos

Prlv((T™)f) = Pzlv (Z Cn(Tl)*%)

—Pely (i w)

n=1

A

= {Ck}keN-

Isso significa que ¢> C Im(Px,), e como Im(Pz,) C £ vale a igualdade ¢* =
Im(Pxr,,). Vimos acima que o operador Prly ¢ injetivo. Com isso, concluimos

que Pz|y é um isomorfismo.

Como Im(Pz) = (2, os elementos ¥, = Pr|/' (e,) existem em V e formam um

sistema biortognal para F, pelo que foi demonstrado no item anterior. O Teorema

17
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do Gréfico Fechado nos da que o operador Pz|;;' é limitado e em consequéncia

sup [|[von]| = sup [ Pz[3! (en) | < 1Pzl supllenlle = [Pl < oo
neN neN neN

Logo, a familia F é minima uniforme.

(=) Se F é minima e F = {1 }nen é um sistema biortogonal associado a F, por
definicao

Pr(tn) = {{¥n, o) bren = e,

e {entnen € IM(Pr, ).

(«=) Como os elementos v, = Pr|'(e,) existem em V e formam um sistema

biortognal para F, a familia F é minima, pela Proposicao |1.1.6]

(=) Supondo que F ndo é w-li, existe uma sequéncia {a, }ney em ¢2, diferente

de zero, tal que para toda f € D(Pz) vale

N
]\}l—{%o <f7 — an90n> =0.

Notemos que {ay }nen € Im(P;)L, pois para toda f € D(Px)

N

(Prf,an)e = A}im (Prf)ntn
—0Q —
N

= W 2 el

N
=g <f290>

=0,

o que implica a,, = 0 para todo n.

<) Vamos provar pela contra-positiva, isto é, se Im(Pr ¢? entdo F nao é w-
(<) p p p : :

—_—
1.i. Tomamos uma sequéncia nao nula {a, }neny € Im(Px) temos (Prf, an)pe =0
N

para toda f € D(Pz). Logo lim <f, Zanwn = 0, como querfamos.
N—o0

n=1

Como a familia F; é uma base de Riesz, pela Proposigao|l.1.11| Fy é minima uni-

forme. Denote {go;L}neN o sistema biortogonal a Fy, que pertence a span{¢S}, .-

18
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Expandindo os elementos da familia F; sobre a base JFy, temos

[e.e]

On =D _{(0n, ©n)h.

n=1

Seja by, a sequéncia { (o}, ¢, )} wen- Ainda do fato da familia Fy ser uma base de
Riesz, conseguimos pelo item (a) do Teorema [1.1.12 que seu sistema biortogonal
{gpln}neN também ¢é, logo b, € £2.

Para um elemento arbitrario f € D(Pz), sua imagem

Pr(f) =1

{ ga‘Pyll»}neN

= (f, (1, 01, 9, 03, - )

((F, %), (fr o1)s (f5 05), (fr00), )

(Fr01), 0, (f,99),0,..) + (0, (f, 1), 0, (f, 02), - )

(
{00 e + {{f o) ey € P B,

<f7 ¢n>}neN
{f:(

?

emque { = > se w=o00el =CNsew=N < oo. Consideramos o operador
B : (* — ( dado por Bc = {{c,b,)p}"_, para todo ¢ = {c,},.y € *. Agora,

para f € D(Pz) e f na forma f = chgo;l,

n=1

Disto segue-se que o conjunto I'm(Pzx) consiste em todos os pares ordenados
(¢, Bc) com ¢ € (. Assim, o conjunto Im(Px) ser fechado é equivalente ao fato

do operador B ser fechado. Observando que

Pfl(f) = {<f7 303)}::1 = BC,
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obtemos que o operador B coincide com o operador dos problemas de momentos

para a familia F; e, portanto é fechado.

Resta apenas provar que codim(Im(Pr)) = card(Fy). Temos que cada par v, =

(bn, —ey,) é ortogonal ao conjunto Im(Pz), pois

(P£(f), (bn; —€n)) = (bn, )iz — (Be)n = {bn, ) — (¢, b) = 0.

Como o conjunto de pares {v,}._, é linearmente independente, o item (e) estd
provado.

[]

Apresentamos abaixo um exemplo em que o problema dos momentos tem solucao.

Exemplo 1.2.2. Consideramos o operador dos momentos associado a familia F do
Exemplo [1.1.13] no qual D(Pz) = {f € H; fLyo}. Dada {a,}nen € ¢*, tomamos
f = Zangon € D(Pz) tal que Pr(f) = {an}nen. Isso nos d4 um exemplo de um

n=1
problema de momentos que pode ser resolvido com uma familia que nao é uma base

de Riesz.
Um exemplo de familia nao minima para o qual o problema de momentos é solucionavel
sobre um conjunto denso, pela for¢a das afirmagoes (c) e (d), qualquer familia nao

minima, mas linearmente independente, digamos a do Exemplo [I.1.7]

Em geral, dada uma familia F = {¢,}ney com um sistema biortogonal F =

{¥n }nen € um elemento {a, }nen € ¢, uma solugdo formal do problema dos momentos

Pr(f) = {an}nen é a seguinte:
f= Z .
n=1

Se esta série converge entao

Pr(f) = {{/f, 90n>}neN = {an}neN'

O seguinte resultado nos dard uma forma de identificar quando esta solu¢ao formal é

uma solucao correta do problema.

Teorema 1.2.3. Sejam H um espaco de Hilbert, F = {¢, }neny uma familia minima

com sistema biortogonal F = {4 nen € {an}nen € 02

(a) {an}nen € Im(Px) se, e somente se, existe f € H tal que

N
<Z anwmg> (19,
n=1
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M
para cada combinagao linear finita g = Z Cipj-
j=1

(b) Se Im(Pz) = (* entdo a série Z any, converge a uma f € H e Prf = {a,}nen.

n=1

Demonstragao. (a) Suponha que {an}neny € Im(Pr), isto é, existe f € H de modo
M

que Px(f) = {an}tnen. Tome g = chgoj, com {cj}j]\il uma sequéncia finita.

Para N > M, temos
N N M
<Z an¢n>g> <Z anwnazcjgpj>
n=1
M
<6L1¢1, Cj@j>++<aM¢M7ZC]¢]>+
j=1
<CLN¢N,ZCJ<P3'>
j=1

Reciprocamente, suponha que existe f € H tal que para qualquer g da forma
M

g= chgpj, vale
j=1
N
N—
n=1
Tomando g = ¢; e observando que para N > j
N
<Z AnPn, 80j> = (a1, @5) + -+ (a5, 05) + -+ {andn, @5) = a;
n=1

temos (f, p;) = aj. Dai {a,}nen € IM(Px).

(b) Como Im(Pz) = £2, pela prova do item (c) do Teorema [1.2.1} temos que o

operador Prl|;;' é continuo. Dada {a,}, .y € ¢*, tem-se que {a,},. € Im(Pr).
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1. O problema dos momentos

o0

Segue-se do item anterior que para toda g = Z Cn'Pn,s

S anth. 9) 3 Fog) = (P ki), ) 5 (FL ).

Por continuidade,

N—oo

(Prlv' ({an}nn) 90— (Prl ({an}oly). 9)-

Logo, pela unicidade do limite, (Pz|;!({a,}22,),9) = (f,g) para toda g =

Z Cntpn. Portanto Pr(f) = {an},cy, bastando tomar a g como .

n=1

]

e}

Observacao 2. O teorema mostra que se a série E a,, converge fracamente em H,
n=1
sua soma serve como uma solugdo f do problema dos momentos Pr(f) = {a,}.
Mostraremos agora um corolario do teorema que nos permitira decidir quando um
problema de momento é soluciondavel com base em estimativas de norma da familia

biortogonal.

Corolario 1.2.4. Sejam H um espago de Hilbert, F = {¢, }neny uma familia minima

com sistema biortogonal F = {1, }nen. As seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

(a) Se {an}nen € e Z |an|?||¥n]|? < o0 entdo {an}nen € IMm(Px).

n=1

(b) Se existe {a, }nen € ¢* tal que Z |an|?||9n|? = oo entdo Im(Px) # .

n=1
o
Demonstragao. (a) A soma E a,, converge em norma e mais ainda fracamente.
n=1

Pelo item (a) do teorema anterior {a,}nen € Im(Px).
(b) Para provar esse item, faremos uso do Lema de Orlicz enunciado abaixo.

Lema 1.2.5. (Orlicz) Se H é um espaco de Hilbert e {z1,...,xy} é uma familia

finita de elementos de H entao

2
Hlan =1, n=1,..,N

N
D fan* <max S > apay,
n n=1

Demonstragao. Ver [I8, pg. 137]. ]
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1. O problema dos momentos

Agora, vamos demonstrar o item (b) do Corolario Supondo que Im(Pr) =
?, o operador Px|;' é limitado pela prova do item (c) do Teorema [1.2.1 Seja

{t1,...,¥xn} uma familia finita de elementos em H. Temos pelo lema acima que

2

N
S 05[? < max ol =1,5=1,....N
j=1

N
E bjx;
=1

Considere uma sequéncia finita {c; };Vzl tal que ¢; = a;b; paracada j =1,..., NV,
e note que |¢;| = |a;|. Assim,
N 2 N 2 N
> el =D bilawp|| =D laPluyl®
j=1 j=1 j=1
00 N 2
e, como Z |an|?||thn||* # oo segue que chwj # 0o. Por outro lado,
n=1 j=1
N 2 N N
> el =P e BLIP < O lel = C ) lagl* < Cllay
j=1 j=1 j=1
N 2
2 ,
e, sendo {aj}jeN € (“ resulta que ZCﬂ/Jj < 00, 0 que é um absurdo. Logo,
j=1

Im(P;) 75 62.
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Capitulo 2

O método dos momentos

2.1 Equacoes de evolucao de primeira ordem no
tempo

Sejam V' e H dois espacos de Hilbert tais que a inclusao V' — H ¢é continua e V'
¢ denso em H. Identificamos H com H* e seja V* o espaco dual de V', entao H pode
ser identificado com algum subespaco denso de V* de modo que a inclusao H < V™ é

continua e costuma-se escrever
Ve H2H —V"
Seja G(a,b) uma forma bilinear simétrica continua em V. Definimos
Gola,b) = G(a,b) + ala, by, o > 0.
Suponha que existe C, > 0 tal que
Gala,a) > Callally. (2.1)

Devido a continuidade da forma G, e da desigualdade acima temos que a norma gerada
por G, definida como ||a|l, = Ga(a,a), é equivalente a norma em V', ou seja, existem

constantes m, M tais que
mllzlly < Galz, z) < M||z|y.

Como V' é um espaco de Hilbert com respeito a norma |- ||y, ele também é com respeito
a norma ||al|,-

Os resultados a seguir sdo encontrados em [§, cap. 10].
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2. O método dos momentos

Lema 2.1.1. Todo operador auto-adjunto estritamente positivo A : D(A) C V — V

corresponde exclusivamente a forma
(Aa,byy = G(a,b), Vae D(A)ebe V.

Demonstragao. Seja A : D(A) C V — V um operador auto-adjunto, isto é, A* = A
e considere G : V x V — R uma forma definida por G(a,b) = (Aa,b)y para todo
a € D(A),b e V. Como G(a,b) = (Aa,b)g = (a, Ab)y = G(b,a) e A é linear, resulta
que G ¢é bilinear e simétrica. Resta mostrar que G é continua. Mas, note que por um
lado, G é continua em relacao a b, pois |G(a, b)| = [(Aa,b)y| < ||Aal|g||b]|z e por outro
G ¢é continua em relagao a a, pois |G(a,b)| = [(Aa,b)y| = [(a, Ab)y| < ||a|| || Ab &.
Logo G é continua, mostrando assim que G é uma forma bilinear, simétrica e continua.
Reciprocamente, seja G : V x V' — R uma forma bilinear, simétrica e continua dada
por G(a,b) = (Aa, b)y para todo a,b € V. Note que, para cada a € V fixo, o funcional
b — G(a,b) é linear e continuo em V', uma vez que G é uma forma bilinear, continua e
|G (a,b)] < Mllal|||b]|, em que M]||a|| > 0 é uma constante em relagao a b. Pelo Teorema

da Representacao de Riesz, existe um tunico n, € V tal que
G(a,b) = (N, b) g, Yo € V.

Defina A : D(A) C V — V um operador que associa a a 1,, ou seja, A(a) = 1,.
Escrevemos, portanto, G(a,b) = (Aa, b)y para todo a € D(A),b € V. Temos que

= (Aay, b) + a(Aay, b)
= <A(11, b> + <ozAa2, b>
= (Aay + aAay, b).

Logo, A(a; + aas) = Aay + aAas para todo aj,as € D(A) e a € R. Temos ainda que
[ Aallf; = [(Aa, Aa) | = |G(a, Aa)| < Milal ul|Aal

donde ||Aa|lg < M||a||g||Aa||rz para todo a. Com isso, concluimos que A é linear e
continuo. Agora, considere uma forma S : V x V' — R dada por S(b,a) := (b, Aa)y.
Por A ser linear e continuo, conseguimos a bilinearidade e continuidade de S. Aplicando

o que foi feito anteriormente, garantimos a existéncia de um operador linear limitado

A: D(A) Cc V — V de modo que S(b,a) = (Aa,b)g. Assim, (Aa,b)g = S(b,a) =
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2. O método dos momentos

(b, Aa) g e A é auto-adjunto. O

Por sua vez, para cada a > 0 a forma G, corresponde ao operador auto-adjunto
estritamente positivo A, = A + al e, além disso D(A,) = D(A). Logo (ver [8 pg.
144]), existe um operador B, auto-adjunto estritamente positivo que satisfaz Bi = A,
com D(B,) =V e colocando B, = AY? tem-se (ver [8, pg. 222])

D(AY?) =V,
(AY2a, AY?b) iy = Gola,b), a,b e V.
A partir de agora vamos assumir que o operador A tem autovalores associados
{An}nen, e autofungoes {¢;, }nen que formam uma base ortonormal no espago H.

Observagao 3. Como A é auto-adjunto e estritamente positivo, o conjunto {(A,)nen}
¢ um subconjunto de R>¢, em que C' é mesma constante de . De fato, se Aa = \,a
entdo (Aa,a) = (\a,a) = M {a,a) = \,||all3 > Cllal%, ja que (Aa,a) = G(a,a) e
G(a,a) > C|lal|3. Assim, )\, > C.

Definicao 2.1.2. Para r € R definimos o espago das sequéncias

ly = {(cn)neN; Do lealn+a) < OO} :

n=1

munido do produto interno
((ca)nens (dn)nen)ez = D cn(An + a)2d, (A, + )72

e da norma

o0 1/2
| (cn)nenllez = <Z len|* (A + oz)T) )

Definicao 2.1.3. Para r > 0 definimos o espaco

Wr: {feH, f:ZCngDn’ (Cn>n€N€€z}7

n=1

munido do produto interno

F=Y eng=> dupn: {f.9)w, = ((Ca)nen, (dn)nen)e
n=1 n=1

e da norma

1fllw,. = ll(cn)nenlle-
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2. O método dos momentos

De maneira analoga a definicao anterior, definimos para r > 0 o espago W_,..

Observagao 4. Apresentamos aqui algumas observagoes que serao uteis ao longo do

capitulo:
e Com as definicdes anteriores, /2 e W, sdo dois espacos de Hilbert.

e As inclusoes W, € H C W_, sao verdadeiras para todo r,s > 0. De fato, a

primeira inclusao segue diretamente da definicao de W,. Agora, se f € H entao
[e.e]

f= E cnpn. Para que a segunda inclusao seja verificada, resta mostrar que

n=1
(cn)nen € £2,. Como A, > C, em que C' é a mesma constante de (2.1)), temos

que
1 1
An >C>0= —— < —.
(O + ) 2 (A + ) = C3
Dali,
o 1 (o)
2 —s 2
(N, + )% < — Cnl” < 0.
>l )" < 3 e

Portanto (¢, )nen € €2, concluindo que f € W_,.

e O espaco (2 é isomorfo a (2 via a correspondéncia {c,} — {c,(A, + @)"/?} € em
consequencia
{co} € & {cp(\, + )7 € 2.

Isto é, o operador M, : £> — (2 dado por M,({c,}) = {ca(An + @)"/?} 6 linear,
limitado, bijetivo e com inversa limitada. Com efeito, é claro que M, é linear e,

mais ainda M, é limitado, pois
1M ({ea D72 = [{en(An + @) 2} 12
= len(An + )
n=1
= Z lenl* (A + )"
n=1
= [{en} 22

Se M, ({c,}) = 0 entdo {c,(An + )72} = 0 para todo n, implicando que {¢,} =0
para todo n. Agora, dado {d,} € £* existe {¢,} = {d,(An + @)7"/?} € £2, veja
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2. O método dos momentos

que isso é verdade, pois

D el On+ @) = dn(An + )P + @)
n=1 n=1

= | A+ ) (A + )"
n=1

oo
= du]” < o
n=1

Assim,

M, ({cn}) = M, ({dn(An + O‘)iT/Q}) = {d,(\ + O‘>7r/2()‘n + O‘>T/2} = {dn}.
A partir disso, M, é injetiva e sobrejetiva, isto é, bijetiva. Logo, admite inversa
limitada (ver [10, pg. 35]).

e De forma andloga ao item anterior, vemos que M : €2 — (2. M!({c,}) =

{cn(An + @)%/} também é um isomorfismo.
O préximo resultado sai como consequéncia do Teorema Espectral (ver [§, pg. 140]).

Lema 2.1.4. Para r > 0, os espacos W, coincidem com os dominios das poténcias dos
operadores A,, ou seja, W, = D(A™/?).

Demonstracao. Temos que

n=1 n=1

D(AZ/Q) = {f €EH [= Z Cn¥Pnj Z Cn(An + oz)"/2g0n converge em H}

{f € H,f = cupni {enhn + ) %0, e € 52}
n=1

f € }Jaf ::jg:(Zﬂpn;{cn}neN S f?}
n=1

W,.

Observacao 5. Diante disso, conseguimos que
Wo = D(I) = H,Wy = D(A) e W, = D(AY?) = V.

Denotamos W' o espago dual de W, e (g, f)« o produto interno da dualidade
(o, fHw,ws com f e W' eqpeW,.
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2. O método dos momentos

Definimos o operador J; : W, — W, da seguinte forma

Jq (Z Cn‘ﬂﬂ) = Z M (cn)p

n=1

Observe que

I (i cnson>
n=1

= Z M (cn)p
n=1 Wits

- Z (A + O‘)_s/zﬁpn

~ e+ )],

= [l(ea)lle

o0

n=1

Wr+s

WT+S

W,
e dai concluimos que J; é isométrico.

Lema 2.1.5. O espaco W, é isomorfo ao espago W_,.

Demonstracao. Dada g € W_,., temos que g = Zgngon com g, € ¢*,. Definimos

n=1

T,: W, = Cpor T,(f) = Z fnGn- E claro que este operador é linear e limitado, pois

n=1
To(f + 1h) = (fo + 1thn)Tn angn+u2hngn = Ty(f) + nTy(h)
n=1

e
7o < D RallT] = 01l vt a) gl ko) 72 < [ fllw gl
n=1 n=1
Com isso, T, € W;. Note que ||Ty||w: = ||g||lw_,. De fato, pela desigualdade anterior
temos ()
1Ty llw; = sup === < lgllw-..
rews |l

11170
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2. O método dos momentos

gnO‘n + O‘)_r

dai
lgllw_,

Por outro lado, considere f € W, e tome f, =

Zgn)\ +a) ",
Zlgn (A + )"

HgH W, £

gl
ol

= llgllw-.-

||9||W,

Assim,

[T,(f)]

1 Tollw; = sup = sup |Ty(f)] = llgllw-.-
feim [RA

Isto implica que ||Ty|lw: = ||g|lw_,. A partir disso, podemos definir 7" : W_, — W
por T'(g) = T,. Veremos que T' é um isomorfismo. E claro que T é linear e limitada.
Agora, dada 1) € W, consideramos o operador J° € L(H,W,) e seu adjunto (J°)* €
LW, H*) definido por (J2)*(1)(h) = ¥ (JP(h)). Como (J°)*(x) € H*, pelo Teorema
da Representacdo de Riesz, existe g € H tal que (J°)*(¥)(h) = (h,g)y para todo
h € H, além disso [g]| = [|(J;)"(¥)]
assim podemos definir R : W — W_, por R(¢) = gy. Perceba que

g+ Uma vez que H C W_,., tem-se g € W_,. e

IR@)lw—, = llgsllw_, = ()" @)z = [¥llws,

isso nos diz que R ¢ limitado. Vamos provar que R é a inversa do operador 7', isto é,
que (T o R)(¢p) =1 e (RoT)(g) = g para todo ¢ € W e todo g € W_,.. Temos que

(RoT)(g) = R(I(g)) = R(T,) e (h, R(T,)) = (J,)"(L;)(h) = (h, g),
logo R(T,) = g. Temos ainda que

(T'o R)(¥) = T(R(¢)) = Th)

Trwy(B) = Ty (h) = Y halge) = (hy9) = (J)) () (B) = (2 (h)) = (),

30



2. O método dos momentos

para todo h € W, (j4 que J? é a inclusdo), logo Tr(y) = 1. Portanto, o espago W' é

isomorfo ao espaco W_,. O

Agora vamos trabalhar com um sistema da forma

d”zi(tt) b As(t) = f(t), 0<t<T,

z(0) = xo,

(2.2)

em que A é um operador auto-adjunto estritamente positivo com autovalores { A, }nen
e autofungoes {¢, }nen que formam uma base ortonormal no espago H. Em primeiro
lugar, temos que dizer como se deve entender a solugao para o problema (2.2). Para

isso, definimos os seguintes espacos.

Definigao 2.1.6. O espaco L*(0,7;W,) consiste em todas as funcoes mensuraveis

f:(0,T) — W, com

T
11202y = / V(0113 dt < oo,

Definigao 2.1.7. O espago C(0,T; W,) é o conjunto das fungdes continuas f : [0,7] —
W, com

I fllcorw,) = Mnax. £l < oo.

Observagao 6. O espaco L*(0,T; W,) é um espaco de Hilbert com o produto interno

T
() oray = | (1090w,
0
Abreviaremos a partir de agora o espaco L*(0,T;C) por L?(0,T). Consideremos
o espaco D(0,T) de distribui¢oes em (0,T). Para f € L*(0,T;W,), definimos sua

derivada generalizada como um elemento de £(D(0,T"), W,) da seguinte maneira: dada

uma funcdo f € L*(0,T;W,), podemos representa-la da forma,

1) =3 fult)pu com / 1£(0) 1, dt < oo.
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Entdo f,(t) € L*(0,T) e, além disso tem-se que Z ||fn||2L2(07T)()\n + a)" < oo, pois

n=1

EJWMMTA+a §1/un (A, + ) dt

T
:Aunw%ﬁ

T
=AHﬂM%ﬁ<w

Em particular, também vale que {|fy|},cn € 2. Para cada n € N, tomamos a derivada

generalizada usual: se n € D(0,7")

dfn

Do =5 () = [ o e (2.3

e definimos

Entao, por (2.3

dfn

o —Z(m + an) (m + pn) (t )dt)

- ([ 0
- (/0 Fa®)(m, (2) + un;(t))dt)
_/OT (), ()dt — ,u/T Fu(t)my(t)dt

_dfy d
O{t( )+#£(772) Vi, m2 € D(0,T) e € R.

Também,

o]

sﬁﬁﬁﬁ@%t

=ALMm%ﬁWﬁ

= ||fn“%2(o,T)||77/||2L2(0,T)-
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d
A partir disso, vé-se que o : D(0,T) — W, é linear, continua e satisfaz a identidade

dt
df dn
%(77) I <_dt) '

Estamos interessados em uma solugao continua (em relagao a t) da equagao ([2.2)

em que os valores pertencem a um dos espacos W,..
Seja f € L*(0,T;W,_1),z9 € W,, dizemos que z € C(0,T;W,) é uma solucio de

d d
(2.2) se a soma d—f + Az pertence ao espaco L*(0,T;W,_;), a igualdade d—? +Axr=f

é valida nesse espaco e z(0) = zg em W,.

Teorema 2.1.8. Sejam f € L*(0,T; W,_1) e o € W,.. Entdo existe uma tinica solucio
x € C(0,T;W,) do problema (2.2)), além disso a aplicacdo I' : L*(0,T; W,_1) x W, —
C(0,7;W,.),I(f,x9) = = é continua.

Demonstrag¢io. Como f € L*(0,T;W,_,) e z9 € W, podemos representar f e o na

forma

=" faOn, 10 =Y 20,
n=1 n=1

com
Z”fn WP +a) ! < oo, Z|x (A + )" < 0.

Formalmente, a solu¢ao procurada sera na forma

= 2 (t)pn. (2.4)

Entao,
dx(t) = dx,(t)
A 2 dt (Z Zalt )
it dx,(t
= Zl Z AnZn ()
— Z (dxc,;t(t) + A ( )) ©On
2(0) = > za(0)n
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Dai, para x ser solucao, para cada n € N deve valer

dx,(t)
A t) = t
o T Aaa(t) = fult), (2.5)
7,(0) = 20,
Sabemos que tal sistema tem solucao e é dada por
t
Ty (t) = 20 M —|—/ e MU= £ (7)dr (2.6)
0

Vamos verificar se a fungao x,,(t) construida por esses coeficientes é realmente a solugao
desejada para o problema ([2.2)). Segue de (2.6) que

t
|z, (t)] = x%e”t—i—/ eiA"(tff)fn(T)dT
0

t
< labe 4 [ e ()
0

= [aple™ + e 2 | fallz2

logo,

[2a()* < 2(Japn P 4 [le™ 712,

2

| fullZ2(0.0))-
Para continuar precisamos do préximo resultado.

Lema 2.1.9. Existe uma constante positiva M tal que

1— 6—2)\nt

<
2\, T (Mt a)

, VneN, Vte[0,T].

Demonstragao. Como A\, € R>¢, basta provar que existe uma constante K, de modo

que a funcdo g(z) = (1 + g) (1 —e™™) seja limitada por K, para todo z > C e, isso
T

(D) aee(ieg)

ocorre, pois

Voltando para demonstragao do Teorema [2.1.8 e observando que

1— €—2>\nt

—An(t—7)1|2 .
e ”L2(0,t) = —2)\n )

temos do Lema [2.1.9| acima que existe uma constante positiva M, tal que

le™ 7204 < Ma(An + )",
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Com isso,
|20 (D) < Ma(l2n* + ([ fall 2o, (n + @) 7). (2.7)

Multiplicando a ultima relagao por (A, + «)" e somando sobre n € N, tem-se

Z |20 (]2 (A — @) < M, (Z 252 — )" + Z ||fn||%2(0,t)<>‘n + O‘)T_1> , (2.8)
n=1 n=1 n=1

o que implica,
o

Z |xn(t)|2()‘n —a)" <o

n=1
e portanto {z,(t)},cy € {7 para cada t € [0,7]. Assim, a solugao construida pela
férmula (2.4) com coeficientes (2.5) satisfaz x(t) € W, e, as igualdades de (2.2)) sai
diretamente de (2.5). Ainda de (2.8)), temos

l= (@)1, < Malllzolliy, + 1F1IZ20.rw,)- (2.9)

Veja que o limite acima é uniforme em ¢, logo pelo Teorema de Weierstrass (ver [17,
pg. 159]) x é continuo em ¢, que é z(t) € C'(0,7;W,). Tomando o supremo e a raiz
quadrada no limite obtido em ({2.9)), obtemos

lz()llcorw,)y < Kalllzollw, + | fllz20,7w,_1))-

Desta ultima desigualdade segue a unicidade de z e também a continuidade da aplicacao
. O

Definigao 2.1.10. Definimos o espago X,.(0,7") como

d
X,.(0,T) = {x € Hyx € L*(0,T;Wy41), d—‘: c L*(0,T; WH)} ,

munido da norma

2

daf
11Betor = 1 Bz + | .
LZ(O)T;erl)

Teorema 2.1.11. Sob condig¢oes do Teorema [2.1.8] a solugao do problema ([2.2]) per-
tencem ao espaco X,.(0,7), além disso a aplicagao I' : L*(0,T; W,_1) x W, — X,.(0,T),

['(f,x0) = = é continua.

Demonstracao. Mostremos que a solucao construida no Teorema [2.1.8| pertence ao

espago X,.(0,7). Suponha primeiro que as solugbes x, sdo reais. Multiplicando a
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primeira igualdade de (2.5)) por z,(t)(A, + )" temos

dx,(t)
dt

Tp(t) (A + )" + T (£) (An + @) Az (t) = 2 (6) (A + )" fiu(2),

integrando em ¢ de 0 a 7" obtemos

300+ @) (e DF = 2aOF) + A+ ) [ a0t

r+1

Tz, (t)dt,

T
= [ 0wt T L0+ a)
0
T
e finalmente somando a(\, + oz)T/ |z, (t)|?dt a ambos os lados, temos
0

30+ ) (T = s O)F) + (o + )™ [ a0

r+1

>, (t)dt.

T T
= oz()\n—koz)T/ |xn(t)|2dt+/ M+ )7 f,() (M + @)
0 0
Aplicando a desigualdade de Young com ¢ > 0, obtemos

r+1

2z, (t)dt

. / <<<An )T S0, e ) T% mn<t>>2) dt

/O ()7 o) (A + )

2e

B 1

2
1 . € ,

< 5. +a) I fallZ2omy + 5 (A +a) Tl zz.0)-

T— € T
(A + @) M allzz 0.y + 5+ @) znll 720y

Logo,
1 T T
5+ ) (2T = 22 (0)]*) + (A + @) Hlzall2 0,1

1 .- € ,
— (At ) 1”an%?(O,T) + 5()‘71 +a) +1||xn||2L2(0,T)'

< a(A, + CV)TH:EnH%?(O,T) + 9

Tomando e < 2, transferindo os termos contendo z,,(T") e z,(0) para o lado direito e
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usando a desigualdade do Teorema [2.1.8] temos

£ r T 1 r—
(1=3) Qo) zlzgr <l +a) lealliaor + 52 + @) Il

. %()\n +a)"(Jza(T)* = 24 (0)]%)

< M\ +a) (|22 + an”%%o,T)()‘n +a)™)
+ 2%5()\” + Oé)r_luan%%o,T)

- %(An +a) (Jza(T)* = |24 (0)])

= Mo((hn + @) an* + (M + )l ful Z20m))
+ 2%5()\” + Oé)r_luan%%o,T)

— SOt @) ()P ~ 2O,

e fazendo a soma dessa desigualdade em n, conseguimos uma constante K, > 0 tal que

Y Cnt ) Hzalliagor < Ka (Zw + ) M falFaom + D + a>f|a:2|2> ,

n=1 n=1 n=1
(2.10)
o que implica,
D n+a) w7200 < 0o
n=1
Com isso, x € L*(0,T; W,11).
Ainda de ([2.10)) obtemos
”x”%Q(O,T;WT_H) < Ka(”%”%/w + ||f||%2(O,T;WT_1))' (2.11)

dx(t
Resulta da igualdade ([2.5) que % € L*(0,T;W,_,). Portanto, z € X,.(0,T) e

1zl x. o) < Kalllzollw, + £ 122020, 1))-

dx,(t) B
ra, n T Ay (t) = f(t)

por x,(t)(A, + «)" e depois multiplicar o conjugado dessa mesma igualdade por o fator

Agora, no caso complexo, devemos multiplicar a igualdade

zn(t)(An + @) e coloque ambas as expressoes juntas e a partir dai as desigualdades

seguem como antes. O

Vamos agora trazer isso para o contexto de problemas de controlabilidade. Sejam
U um espaco de Hilbert, & = L*(0,T;U) e B € L(U,W,_), para r € R. Considere o
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sistema de controle

dx(t
%—I—Ax(t):Bu(t), 0<t<T, uel,

z(0) = zg, xg € W,.

(2.12)

Fazendo a composicao dos operadores B e u temos um novo operador Bu que é definido

no intervalo (0,7") com valores no espago W,_;. Como B é limitado, ||Bu(t)|lw,_, <
T

| B|||u(t)], e portanto / | Bu(t)||3y,_,dt < oo. Logo Bu € L*(0,T;W,_1), e entdo
0

pelo Teorema [2.1.8) temos que para cada u € U existe uma tunica solu¢ao x(-,u, zg) €

C(0,T;W,) do problema (2.12)). Isso permite definir o conjunto alcangaveis R(T), x¢)

no tempo 7' a partir do estado xy como o conjunto das extremidades das trajetérias

z(T, u, xy) solucao de (2.12)), isto é,
R(T,x¢) = {x(T,u, x0); 2(T, u, z0) € C(0,T;W,),u € U}.

Definimos dois operadores S(T') € L(W,,W,) e K(T) € L(U,W,) por

STy = (ahe ™ e, (213)

00 T
K(T)u = Z (/ e’\”(T_t)(Bu(t))ndt) O, (2.14)
n=1 0
com o qual pela igualdade ([2.6) temos que
(T, u,x0) = x(T,0,20) + (T, u,0) = S(T)xe + K(T)u. (2.15)

Para todo n € N, as fungoes (Bu(t)), sdo as “coordenadas”do elemento B(u(t)) €

W,._1, isto é,

B(u(t)) = > (Bu(t))npn com (Bu(t)), € 2. (2.16)
n=1
Estamos interessados em analisar o conjunto R(T,0) := R(T) que é imagem do

operador K(T'). O conjunto R(T',zy) é obtido de R(T) através de um deslocamento
S(T)xy. Agora vamos nos concentrar em estudar o conjunto R(T') = Im(K(T)).
Como ja mencionado, W_, é o espaco dual de W,., r € R, assim os elementos de um

podem ser tratados como funcionais aplicados em elementos do outro. Vamos denotar
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o funcional f € W_, no elemento g € W, como (f, g)., isto é, se

F=) tnpneg=> bupn,
n=1 n=1

entao

(f.9) = f9) =D bt

Identificando U com U* e dado B € L(U,W,_1), definimos B* € L(W;_,,U) por a
igualdade

<Bg,f>*: <g>B*f>Uag€ UafEWT—L (217)
A partir disso, vemos que Bu(t) pode ser expresso por
(Bu(t))n = (Bu(t), on)s = (u(t), B ¢n)u. (2.18)

Seja
(T, u,0) = (x(T,u,0), n)«,

em que (T, u,0) = > 2,(T,1,0)p,. Como |[2(T,u,0)|lw, = [[{zn(T,u,0)}| e, o con-
n=1
junto alcangdvel R(T') C W, é isométrico ao conjunto R(T") de sequéncias {z,, (T, u,0)}, o

no espaco £, no qual o controle u percorre em todo o espaco U.

Agora, observemos de (2.14]) e (2.18) que para cada n € N,

T
(T, u,0) :/ e”\”(T’T)(Bu(T))ndT
0

T
= / (u(t), e T B*p \ydr (2.19)
0
= (u(7),e T B* g )y
Considere a familia de funcdes de U = L*(0,T;U)
F=A{en(T —7)},en com e (T — 7) = eI pr g e U. (2.20)

Chamaremos estas fungoes de familias de vetores exponenciais porque consistem em
uma multiplicacio de uma funcio escalar em L*(0,7) e um vetor do espaco U.

Fazendo a mudanga de varidavel t = T'— 7 com o qual a férmula (2.19)) é expressa

T (T, u,0) = (u(T —t), e ' B*p,)y = (u(T —t), en(t))u,
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vemos que o problema da controlabilidade passa a ser um problema dos momentos da
familia F (ver Secao [1.2)). Podemos enunciar o resultado de nossos argumentos na

forma de um teorema.

Teorema 2.1.12. O conjunto alcangdvel R(T') C W, do problema (2.12)) é isométrico
ao conjunto R(T) C 2 em que R(T) coincide com o conjunto de sequéncias (¢, )pey € £2

tal que o problema dos momentos
cn = (u(T —1t),e,(t))u,n € N, (2.21)

tem solucao u € U.

Uma vez que os espacos £2 e (* sdo isomorfos, visto na Observacio [4] podemos

r/2 ~

enunciar um problema de momentos em ¢2. Vamos escrever &, = Tn(An + )77 6, =

en(Mn + )% e

R(T) = {(&n)nen € 0% (@n)nen € R(T)}.
Temos o seguinte corolario.

Corolario 2.1.13. O conjunto ﬁ(T) C * coincide com o conjunto de sequéncias

(Gn)nen € €2 para o qual o problema de momentos
& = (W(T = 1), (A + @) Pen(t))u,n €N, (2.22)

tem solucao u € U.

2.2 Equacoes de evolucao de segunda ordem no tempo

Consideramos a equacao diferencial

dijtg” Azt = f(), 0<t <T,

z(0) = o, £(0) = xy,

(2.23)

em que A é um operador auto-adjunto estritamente positivo com autovalores {\, }nen

e autofungoes {¢, }nen que formam uma base ortonormal no espago H. Aqui, também

d*z(t)

dt?

consideramos para cada f € L*(0,T;W,), a derivada generalizada
elemento de £(D(0,7T), W,).

Podemos definir a solugao do problema da mesma forma que fizemos para
o problema da secdo anterior. Sejam f € L*(0,T;W,), 29 € Wy41 e 21 € W,.

Dizemos que a fungao z é solucao de (2.23) se

COI110 umm
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(a) x € C(0,T,W,41) e € C(0,T,W,);

2 2

d d
(b) A soma d_tx + Az pertence ao espaco L*(0,T;W,) e a igualdade d_tx +Ax = f

¢é valida nesse espaco;

(c) As condigoes iniciais z(0) = x¢, #(0) = 21 sao igualdades nos espagos W,y e W,

respectivamente.

Teorema 2.2.1. Sejam f € L*(0,T;W,) e {z¢, 21} € Wyy1 em que Wiy = W,y @
W,.. Entao o problema (2.23)) admite uma unica solucao, além disso a aplicacao I :
L*(0,T;W,) X Wyy1 — C(0, T, W,41),T(f, {xg,21}) = {x,2} é continua.

Demonstracao. Como na demonstracao do Teorema podemos escrever f,xg e x;

por

= Z fn(ﬂ%pm Lo = Z‘T?l(p”’ 1= Zx}ﬁom
n=1 n=1 n=1

com

Z”fn WP + ) < oo, Z|x (A +a)" < 0,

Z 75 2 (A + )" < 00
n=1

Procuramos a fungao x na forma

= an(t)pn. (2.24)

Entao,

+ Ann(t) = fu(t),
7,(0) = 2°, 2,(0) = .

(2.25)

As solugoes do sistema ([2.25)) acima sao

o sin(Vl) | [ sin(y(t = 7))
2 (t) = 20 cos(v/Ant) + an + /0 fu(T) ow dr (2.26)

se A\, > 0,

T, (t) = 22 cosh(y/—Aut) +

1smh \/_t /fn smh V=t — ))dT (2.27)

V=2
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se A\, <0,

T, (t) = 20 + xht + /0 fu(T)(t — 7)dT (2.28)

se A, = 0. Também

(1) = —/ Mz sin(y/Ant) + 2 cos(v/At) + /0 £.(7) cos(v/ Mt — ))dr (2.29)

se A\, > 0,
Tn(t) = —v/ =20 sinh(y/—A,t) 4z} cosh(y/—Ant)+
¢ 2.30
+/ fn(7) cosh(n/ =, (t — 7))dT (2:30)
0
se A, <0,
t
in(t) =zl +/ fo(T)dr (2.31)
0
se A\, = 0.

Uma vez que, para A, > 0, temos que

B sin(vApt)  sinh(v/—Aut)
cos(v/Ant) = cosh(y/—Ant) e v .

e que para A\, = 0,

sin(vAnt) _

—\/)\—n 5
podemos combinar as férmulas (2.26)), (2.27)), (2.28)) apenas na férmula e (2.29),
, apenas na formula . Mostremos que a funcao z,(t) construida por

esses coeficientes ¢ a solucao desejada para o problema ([2.23)). Segue de (2.26) que

|2, ()| = x%cos(\/)\_nt)_kxiw_i_/o fn(T)sin(\/A_n(t_T))dT‘

Vn
Iisinf/\/A_?t)’Jr/ot fn(T)Sin(\/)\_n(t—T))’dT

VA,
sin%?t)‘+ /0f| 0| Sin(\/)\_n(t—T))‘ 0

Vs

< |29 cos(\/ Ant)] +

= ||l cos(v/ Ant)| + |z,

Elevando ao quadrado e depois multiplicando por (A, 4+ «)"** em ambos os lados,
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tem-se

2
()\n + a)r+l

[ (£)* (A +a>’““<3<\wn\ | cos(v/Ant) 2(n + @) + |21 2 —Sm%r_t)

+< /0 ()2 |22l = 7)) dT) ()\n+oa)’”“>.

Van
O seguinte lema é preciso para continuarmos, cuja a prova segue de maneira analoga
ao Lema [2.1.9

Lema 2.2.2. Existe uma constante positiva M tal que

sin(v/nt) | M
i A ——, VneN, Vte|0,T].
| T 0.]

Dando continuidade, obtemos que

20 (200 + )™ < My (I22200 + )™ + 2200 + ) (g + )
t
Howt )y [ RO+ a>-1dr)
0

< Mo (|2 (A + @)™ + |2, " (A + @) + [ fa @Ol L2012y (A + @)

Aplicando a soma em n, obtemos

D P + ) (Zyxny (An +ar+l+2\xn\ (An + @) )
n=1

(2.32)
+ Z ||fn(t)||L2(0,T)()‘n +a)’,
n=1
o que implica,
Z 2, ()P (A + @) < 00
e, portanto {x,(t)}, oy € (7., para cada t € [0,T]. Resulta ainda de (2.32) que
lz )., < Mallzollyy, ,,> + lealliv, + 11 Z20m)- (2.33)

Agora, segue de (2.29) que

[n (8)* (A + )" < 3(|2 (A + @) [Aa] + 120" (An + @) + [ fa ()220, (A + @)").
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Sendo A\, +a > C > 0,|\,] < No(A, + @) em que Ny,

Zm nta) <N, (lenl (An +oz"“+Z|xn|
(2.34)

+ Z 1 £a 120y (An + 04)’”) :
n=1

o que implica,
D ()P + )" < o0

n=1

e, entdo {in,(t)}, ey € €2 para todo t € [0,T]. Portanto, a fungao
n=1

(2, (t) determinado por ([2.29)) satisfaz

lE @) , < Nalllolliy, 2 + 1zl + 1 1Z20)- (2.35)

Os outros passos da prova sao semelhantes aos realizados no Teorema [2.1.8, Em par-

ticular, as desigualdades (2.33)) e (2.35]) implicam

I, &H[E0.rm,,0) < Kalllzolliy, 2 + Il + 11 Z20);

no qual K, é uma constante positiva. O

Sejam U um espaco de Hibert, U = L*(0,T;U) e B € L(U,W,), para r € R.

Considere o sistema de controle

d*x(t)
+ Ax(t) = Bu(t), 0<t < T, u €U, (2.36)

dt?
I(O) = Zo, x(O) = 1, {$0,$1} € Wit1.

Uma vez que Bu € L*(0,T;W,), o Teorema nos permite definir o conjunto
alcangaveis R(T), g, x1) do sistema (2.36)) da seguinte maneira

R(T, xg,x1) = {{z(T),2(T)} € Wyy1;u € U}.
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Cada elemento do conjunto R (7', xg, z1) pode ser representado exclusivamente na forma

an Spnv ||[L’ )||Wr+1 = H{xn(T)}HZ%+17

an )#n; (T lw, = [{aa(T) }]ez-

Portanto, o conjunto R(T, o, x1) é isométrico ao conjunto R(T, xg, 1) C e2.oe e
consistindo de pares de sequéncias ({x, (1)}, {%,(T)}) correspondente a (z(T"), (7)) €
R(T, xg,x1).

Definimos os operadores G(T) : W11 = W1 e H(T) : U — W, por

s sin(vA)
A

—| = (2.37)

Z( \/—:r;sm\/_t—i-:ccos\/_t>

X1

( /0 ' Sm(ﬁ;g — 1) (Bu(t))ndt> o

T
(/ cos(v/ An(T — t))(Bu(t))ndt) ©On
— \Jo
Segue dai e de (2.26)), (2.29) que

z(T) | Tg
( #(T) ) =g(T) ( . ) + H(T)u. (2.39)

Como na segao anterior, estamos interessados primeiro no conjunto R(7T") := R(T,0,0),

H(T)u = (2.38)

1]ei0]e

que é a imagem do operador H(T"), e no conjunto isométrico a ele,
R(T) = R(T,0,0).
Seja B € L(U,W,.) e defina B* € L(W_,,U) por a relagdo
(Bu, ), = (v, B*Y)y,v € U,ip € W_,.

As férmulas (2.26) e ([2.29) fornecem os elementos do conjunto R(T') a ser determinado
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pelo controle u € U de acordo com (comparar com ([2.19)))

(T) = <U(T_T)7sin(\/A_n(T—T))B*%>u’

VA (2.40)
To(T) = (u(T —7),cos(v/ \(T — 7)) B*0n)u-
Vamos introduzir no espaco U duas familias de funcoes, n € N,
. T
(W7 =BT g,
VA (2.41)

(T —7) = cos(v/ (T — 7)) B*pn.
Mudando a varidvel t =T — 7 em ([2.40]), obtemos

o) = (= 0. VD) — (= .00

&n(T) = (w(T = 1), cos(v/ A (£) B pnhu = (w(T = 1), ¢ ()

e assim reduzimos o problema da controlabilidade do sistema ([2.36)) ao problema dos
momentos relativo & familia de funcdes {¢{V} U {¢¥},n € N. Os resultados obtidos

podem ser formulados como o seguinte teorema.

Teorema 2.2.3. O conjunto alcangavel R(T") C W,41 do sistema (2.36]) é isométrico

ao conjunto 7%(T) C &%H ® (2 em que 7%(T) coincide com o conjunto de pares de

sequéncias ({a,}, {b,}) para o qual o problema dos momentos
an = (u(T — 1), ¢ (), by = (u(T = ), (P (), n €N, (2.42)

tem solucao u € U.

Iremos representar as igualdades (2.42)) do teorema anterior de uma forma diferente,
pois precisaremos adiante. Para isso, definimos K = Z \ {0} e introduzimos o espago

% de sequéncias (cx)rex com a norma

1/2
||(ck)keK||Zg = <Z |Ck|2()\|k| + a)r) ‘

keK

Quando r = 0, denotamos o espaco 63 apenas por /?. Analogamente ao terceiro item

da Observacao 4] conseguimos a existéncia de um isomorfismo entre os espacos £2 e 2,
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Escrevemos

{k € K; A\l = 0}, se k >0,

2.43
{k e K [A| <1}, se ks = 0. (2.43)

k= Inf {|[Anf; An # 0} e Ko = {

Considere, para cada n € N,

\V An, se A, >0,
Wy, = W_py = —Wn.
—iv/ — A, se A\, <0,

Vamos associar o par de sequéncias ({a,}, {b,}) & sequéncia (¢;) de tal modo que

{ cr = —iwgay + by, para k € K\ Ko, (2.44)

Clk| = Q|k|, C—|k| = b|k|7 para k € K.

O operador L : €2, @ (> — {2 definido por ({a,}, {b.}) = {cx} em que ¢; é dado pelas
férmulas (2.44)) é um isomorfismo. De fato, consideremos o operador M : (2 — (2 Y
definido por

Cn_c_n Cn+c—n
an:W, bn:T, paran € NN (K \ Ko)

ay, = Cp, b, = c_,, paran € NNKj.

Nao ¢ dificil verificar que (L o M)({ck},ex) = {¢k}rex Para todo {cp},x € e (Mo
L)(({an}, {bn}nencr) = (({an}, {0} )nenni) para todo ({an}, {buHnennx € 11 ® €7,

isto é, a inversa de L é o operador M, ou seja, M = L~*. Também néo é dificil ver que
L é um operador linear e limitado, com inversa limitada.

Em vez das familias {¢{V}, .y e {¢{?},,cy» vamos considerar no espago U a familia

€ ={er()}pex

{ @k(t) = €iwktB*Q0\k\7 se ke K \ ]Ig()7 (2 45)

ek (t) = <|(kl|) (), e gy (1) = C\(:\)(t)a se k e K.

Multiplicando a primeira das igualdades (2.42)), n € K\ Ky, por +iw, e somando o

resultado com a segunda igualdade, obtemos
cr = (u(T —t),er(t))u, k € K. (2.46)

Assim, do Teorema [2.2.3| e dos argumentos subsequentes, podemos tirar a seguinte

conclusio.

Teorema 2.2.4. O conjunto alcancavel R(7") C W, do sistema (2.36)) é isomorfo ao
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conjunto de sequéncias (c;) no espago gf para o qual o problema de momentos ([2.46|)

tem solucao u € U.

Multiplicando ambas as partes da igualdade (2.46)) por (A + @)™%, como no caso
[.21)),([2-22), podemos passar o problema de momentos para sequéncias do espaco £2.

2.3 Tipos de controlabilidade e sua relagcao com

familias exponenciais

2.3.1 Controlabilidade para sistemas de primeira ordem no

tempo
Para simplificar, voltamos ao sistema

dz(t
Zi)+Ax(t):Bu(t), O<t<T,uel,

z(0) = 0.

(2.47)

Nosso objetivo é analisar o conjunto alcangabilidade R(T'), que determinamos ser a

imagem do operador K(7"). Como mostrado o operador K(7T') € L(U,W,) é da forma

o
K(T)u = (T, u,0) =Y (u(T —t), en(t))upn- (2.48)
n=1
Seja Hy um espaco de Hilbert densamente continuo contido em W,, que contém
todas as autofungoes ¢, (em particular, Hy pode coincidir com W,.). Apresentamos as
defini¢oes de controlabilidade para o sistema ([2.47)).

Definigao 2.3.1. Diz-se que o sistema (2.47)) é exatamente controlavel em relagao a
Hy no tempo T, se Hy C R(T). Em outras palavras, dada ¢, € Hy C W, existe um
controle u,, € U tal que (T, u,,0) = K(T)u = ¢,.

Observagao 7. Em particular, a igualdade Hy = R(T') pode ocorrer. Essa condigao
especial esta relacionada a uma importante propriedade da familia F que veremos mais

adiante.

Definicao 2.3.2. Diz-se que o sistema ([2.47)) é aproximadamente controldvel em relagao

S lw

a Hy no tempo T, se R(T) = W,. Em outras palavras, dados ¢, € Hy C W, e

e > 0 existe um controle u,, € U tal que ||z(T, u,, 0) — p,|lw, <e.

Observacao 8. A controlabilidade aproximada pode ser separada mais em dois casos:
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e Controlavel minima em relagao a Hy no tempo 7': para qualquer n € N pode ser

encontrado um controle u,, € Y tal que K(T)u,, = ¢,.

e Controlavel minima uniforme em relacao a Hy no tempo 7" para qualquer n € N
pode ser encontrado um controle u,, € U tal que K(T)u, = ¢, e um ¢ > 0 com

[unller < cllonll o

Vamos estabelecer a relagao entre a controlabilidade do sistema e as propri-
edades da familia F = {e,(t)}, .y 1o espago U, em que e,(t) = e ' B*yp, para todo
n € N.

Seja (pn)nen tal que p, > 0 para todo n e considere o espaco W,y dado pelo fecho

das somas finitas da forma g CnPn COM NOrma

n=1

- 1/2
= () 249
n=1

)
E Cn¥n
n=1

W(ﬂn)

Anunciaremos os resultados de controlabilidade para espacos especificos Hy = W/,,).

Para fazer a inclusao Hy — W,., vamos exigir que a relagao
(A 4+ )" < Np,, Vn €N,

seja verdadeira. Considere também o espaco E?pn) dado pelas sequéncias (¢, )nen tal
que (Cnpn)nen pertence ao espaco 2. Como antes, podemos verificar que os espacos /2

e (2 | sdo isomorfos.
(pn)

o0

Observagao 9. Notemos que W, ¢ igual ao espago das series da forma Z Cnipn tal

n=1
2 . k .
que (¢)nen € £{,,). Isso porque se f € W, existe fj, = 23107(1 ), com kh_g)lo k=1,
n=

logo a sequéncia (c¥)),cy é de Cauchy em ﬁ?pn), em consequéncia existe (¢,)nen de

modo que ]}1_{20 cff) = ¢, e, finalmente [ = Z CnPns (Cn)nen € E?pn).

n=1

Observacao 10. O espago W, coincide com W/, uma vez que r, = (A, + oz)r/ 2 para

cada n € N. De fato, basta perceber que
(Cn)nEN € 672« ~ (Cn()‘n + a)r/2)n€N = (Cnrn)nEN € 62 ~ (Cn)nEN € E%’rn)

Agora, junto com a familia F = {e,(¢)}, vamos introduzir as familias F = {r,e,(t)}

49



2. O método dos momentos

com 7, = (A, + )2, Fy = {pnen(t)} e definir os seguintes operadores

o0

~ ~ :CTL
S: 02 =W, S(Tn)nen) = r—apn,
n=1""
2 - Tn
80 . € — HO; 80((xn>n€N> = p_gon
n=1 """

Lembremos que os operadores do problema de momentos das familias F e JFy sao,

respectivamente,

D(Pz) = {v € Us {{v, rnen(t))u}pen € €} = {v € U {{v,en(t))u},en € G}
'P]f- : D(P}’:) cCU — 62, P]T-(g) = {<g>rnen<t)>u}neN

D(Pr,) = {v € Ui {{v, puen(t))u}en € 2} = {v € Us {(v, ea(®))ui}ers € )}
Pfo : D(P]"o) cUu— EQ, 73]:0(9) = {(ga pnen(t)>U}neN'

Notemos que se v € D(Pz) entao

S(Pe(u(T —1))) = SE(u(T = 1), rnen(t))u}pen)

= 3" (ulT 1), enlt))upn

Analogamente, se u € D(Px,) entao

So(Pr, (u(T = 1)) = So({{u(T = 1), pnen(t))u}pen)

(u(T — 1), pnen(t))u
o n

K

(W(T = 1), en(t))upn.

Il
—

n

Nessas condigoes, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.3. Os operadores S, Sy sao isométricos em seus espacos e, além disso,

as igualdades
K(T) = 8PzS, K(T)|s-1p(ps,) = SoP#S|s-1p(ps,)
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sdo verdadeiras, em que S : U — U é uma isometria dada por S(u)(t) = u(T —t).

Demonstracao. De fato,

2

00 2
~ x T
IS(@n)ne)lliv, = || D enl| = [|=2]] = lzalle
n=1 'n W, nllez
e
0 T 2 [e’e} T 2 e’} ‘I ‘2 e’}
1So((@n)nem)lFr, = D ==l =D |=2| po =D 50k =D lwal* = |lalle-
n=1 Pn Ho n=1 Pn n=1 n n=1
As igualdades segue imediatamente da férmula (2.48)). O

Observagao 11. Se {0,}, . ¢ um sistema biortogonal para a familia 7 entao {én}neN =
{700} e € {00} = {Pn 00}y SBO sistemas biortogonais para as familias F e JFy,

respectivamente, pois

Oy Tnen () = (ro 0, mnen(t)) = 71 (O, €0 (1)) = Oy,
<(921,pn€n(t)> = <p;110m?pnen(t)> = p;nlpnwmven(t» = Omn-

Estamos em condigoes de enunciar o teorema da controlabilidade para um sistema
como ([2.47)).

Teorema 2.3.4. Sejam H, = W, e considere as familias F = {rnen(t)}hen € Fo =

{pnen(t)},cn- As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:

(a) O sistema ([2.47)) é exatamente controlavel em relagao a Hy no tempo 7" no sentido

de Hy = R(T) se, e somente se, a familia Fy ¢ uma base de Riesz em U.

(b) Se o sistema ([2.47) é exatamente controldvel em relacdo a Hy no tempo 7" entao

a familia JFy é minima uniforme em .

(c) O sistema ([2.47)) é aproximadamente controlavel em relacdo a Hy no tempo T
no sentido de controle minimo uniforme se, e somente se, a familia F; é minima

uniforme em U.

(d) O sistema ([2.47) ¢ aproximadamente controldvel no tempo 7" no sentido de con-

trole minimo se, e somente se, a familia Fy é minima em .

(e) O sistema (2.47)) ¢ aproximadamente controldvel no tempo T se, e somente, se

familia F é w-li em U.
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2. O método dos momentos

Demonstra¢ao. Antes de iniciarmos a prova do teorema, vamos mostrar que D(Px,) =
U se, e somente se, R(T) C Hy. Suponha que D(Pr) =U e que f € R(T). Entao,

existe u € U tal que f = K(T)u = Z(u(T—t), en(t))ipn. Comou € U e D(Pxr,) =U,

n=1
00

segue que {(u(T —1), ppen(t))ut,en € . Logo, f = Z(u(T — 1), en(t))upn com
n=1
{u(T = t),en(t))u}pen € E?pn) e, portanto f € Hj. Reciprocamente, suponhamos que

R(T) C Hy e consideramos u € U. Sabemos que para cada controle, existe uma

solugdo, logo f € R(T) e f = K(T)u. Perceba f = chgon com (¢p)nen € E%pn) e

n=1
também f = K(T)u = Z(u(T —t), en(t)upn. Assim, (u(T —t),e,(t))y = ¢, e dai
n=1

(u(T — 1), pren(t)) = (cnpn) com (cppp)nen € £2. Isso implica que Su € D(Px,), mas
como S é uma isometria, u € D(Px,). Com isso, temos U C D(Px,) e, portanto vale

D(Pr,) =U.

(a) Se o sistema ([2.47) é exatamente controldvel em relagdo a Hy no tempo 7' no
sentido de Hy = R(T') entao pelo o que foi provado acima D(Px,) = U. Sabemos

pelo item (a) do Teorema que Fy é uma base de Riesz se, e somente se, Px,
c

é um isomorfismo entre U e 2. Seja (c,)nen € %, temos que (—n) € ﬁ?p )
Pn/ neN !

e como o sistema é exatamente controlavel, dada f € R(T) = H, existe u € U

tal que K(T)u = f = Z ;—"gon, logo SoPr, (u(T —1t)) = Z C—ngon com o qual
n=1

n n=1 n

Pr,(u(T —1)) = (cn)neN.iPortanto o operador Px, ¢ invertivel e em consequéncia
do Teorema do Grafico Fechado, é um isomorfismo.

oo
Agora, se f € Hy = W(,,) entao f = chgpn em que (¢,)nen € E?pn), isto é,

n=1
(Cnpn)nen € ¢*. Como a familia Fy é uma base de Riesz em U, pelo Teorema

temos que Im(Px,) = (. Logo existe u € U de modo que P, (u(T —t)) =
(¢npn)nen- Usando a férmula K(T)’S—lD('p}.o) = 8077;05|S—1D(73f0) aplicada em u,

obtemos

K(T)u = 8P (u(t = 1)) = Sof(cnphner) = D 2 on = > cnpn = f
n n=1

n=1
Portanto, f € R(T). Novamente pelo item (a) Teorema temos D(Px,) =U
e entdo R(T) C Hy. Com isso, R(T) = Hy.

(b) Como o sistema (2.47) é exatamente controldvel em rela¢do a Hy no tempo 7T,
temos pelo item anterior que a familia Fy é uma base de Riesz em U, logo vale a
igualdade Im(Pz,) = ¢*. Segue do item (b) do Teorema m que a familia F é
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2. O método dos momentos

(d)

minima uniforme.

Seja (¢ )nen a base canonica de £2,
Se o sistema ([2.47)) é aproximadamente controlavel em relacao a Hy no tempo T

no sentido de controle minimo uniforme, entao para qualquer n € N existe um
o

controle u,, € U tal que Z(un(T —t), en()upn = K(T)u, = p, eum ¢ > 0
n=1

com ||up |l < c||enlla,- Como (¢n)neny é uma base ortonormal em H, temos

0, sek #n

1, se k =n.

(un(T = 1), ex(t))u = {

Logo, (p,, un(T — 1), prer(t))u = Ok, isso nos diz que {p;, ' u (T — 1)}, oy é um

sistema biortogonal para a familia Fy. Além disso,

sup || p,, un|| = sup p, ||un || < esup ptlenllm, < c
neN neN neN

e, portanto Fy é minima uniforme.
Reciprocamente, se a familia Fy é minima uniforme, existe um sistema biortogo-
0 " 0
nal {0, },cy para Fy e uma constante positiva M tal que su;l\)I 10,]] < M. Note
ne

que

K(T)(S71(87)) = SoPrS|s-1p(ps,) (S~ (67))
= SOPfo (92>
= So({{0h; Puen(t) }pen)
= So(¢n)-

Assim, se u, = p,S~1(6°) entdo

K(T)(paS ™ 0) = S = 3 P20, = 3,

n=1

[unllee = lpnS™ (@)l = 102 llupn < sup 10, ]leepn = sup 10, ]|udll @l -
eN eN

A partir disso, concluimos que o sistema é aproximadamente controlavel no sen-

tido de controle minimo uniforme.

A prova da afirmacao (d) estd contida na prova da afirmacao (c).
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2. O método dos momentos

(e) Fazendo uso da representagao K(7T') = S PzS, conseguimos que a controlabilidade
aproximada ¢é equivalente Im(Pz) = ?* que, pelo Teorema é, por sua vez,

equivalente a familia F ser w-l.i.

O

Vamos apresentar um resultado referente a controlabilidade em relagao aos diferen-

tes espagos da forma Hy = W(,,).

Teorema 2.3.5. (a) Sejam {p,},cn € {/n}, ey duas sequéncias de niimeros positivos
© 9
Pn
52
n=1""
no tempo 7" em relacao a W,y no sentido de controle minimos uniforme entao o

de tal modo que < 00. Se o sistema ([2.47]) é aproximadamente controlavel

sistema ([2.47)) é exatamente controldvel no tempo 7" em relagao a W;,).

(b) Considere F uma familia minima em ¢, {6,}, . um sistema biortogonal para F
e {pn} ey Uma sequéncia tal que sup ||0,]jup, " = co. Entdo o sistema nao
¢ exatamente controlavel no tempnoE I\% em relagao a W,,).

Demonstracao. (a) Temos pelo teorema anterior item (c) que a familia Fy é minima
uniforme em U, logo existem um sistema biortogonal {p,, lun}neN para JFy e uma
constante M > 0 tal que ||p, 'u,||w < M, paratodo n € N. Fazendo 6,, = u,,, pela
construgao #,, é um sistema biortogonal para F e ||0,|u < Mp,. Agora, fazendo

0, = r.'0,, esta familia ¢ um sistema biortogonal para F e ||0,|ly < Mp,r; .

oo (o9}
Se x € W, entao z = angon e Z |z, P2 < o0o. Queremos mostrar que
n=1 n=1

z € R(T). Pela férmula K(T) = ngS, basta ver que a sequéncia {z,7,},
pertence a imagem do operador Pz. Para isso, pelo item (a) do Coroldrio [1.2.4]

o
é suficiente provar que a série Z 27| [|0n||e é convergente. De fato,

n=1

Z |xnrn‘|lén|’U < MZ |l pnry = MZ |20l pn = MZ || ooy
n=1 n=1 n=1 n=1
o 12 /o 5\ 1/2
<ar (i) (X4) <=
n=1 n=1""

(b) Como sug 10, llupy ' = oo, existe {an}, oy € * de modo que Z |an)?|0° |z pn? =
ne

n=1

o0
oo. Em outras palavras, Z |an*[102 )12 = o0, em que {60}, o = {0npn }oen €

n=1

o4
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um sistema biortogonal para a familia Fy. Segue do item (b) do Corolério m
que Im(Pxz,) # £*, e consequentemente R(T') # W(,,.).
]

Teorema 2.3.6. Se o sistema ([2.47)) é aproximadamente controldvel no tempo 7" > 0

entdo existe um espago Hy denso em W, de modo que R(T") = H,.

Demonstragao. Considere, juntamente com o sistema de controle (2.47)), o sistema dual

—d:Zi—Eft)ﬁLA*y(t) =0,0<t<T,

y(T) =yr,yr € W =W_,.

(2.50)

Aqui, A é um operador entre os espagos W, e W,._; definido por

A (i cngon> = i AnCnPn-
n=1

n=1

E imediado que A € L(W,41,W,_1) e, portanto A* € LW, _ |, W) ) = LOW_,q0, W_,_4).

Analogamente ao que foi feito no Teorema [2.1.11] pode-se provar que existe uma
solugdo y € X, (0,7 para o sistema ([2.50)). Isso significa dizer, y € L*0,T;W_,11), d—i €
L*(0,T;W_,_1) e Ay € L*(0,T;W_,,1). Também conseguimos de forma andloga &
desigualdade (2.11)), a seguinte ||y|| 207w ,11) < Kllyr|w_,-

Uma vez que B* € L(W_,1,U) e estd definido por B*y = v, temos que v €
U = L*(0,T;U), pois para cada t,v(t) = B*y(t) € U. Além disso, |[v|y = ||B*y|| <
1Bl 0y < Ml .

Vamos definir o espago H como sendo o fecho de W_, com a norma |yr|z =
| B*y|lu, em que y ¢é a solucdo da equagao (2.50). Vejamos que ¢ de fato uma norma
em W_,. Como o operador B* é linear e |||y é uma norma, vale a desigualdade

triangular e o produto por um escalar. Resta agora verificar que se ||yr| z = 0 entao

yr = 0. Suponha que ||yr||z = 0, entdo por definicao || B*y|lyy = 0 e como ||- ||z é uma
norma, B*y = 0.

d
Seja u € U = LX0,T;U) e x € L*0,T;W,,,) com d—f € L2(0,T;W,_1) uma

d
solucdo do problema (2.47). Seja também yr € W_, e y € L*(0,T;W_,,1) com d_?i €
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L*(0,T;W_,_;) uma solucio de (2.50). Temos que

T /dx T dy
0= — 4+ Az — B dt — —Z 4+ A" dt
/o <dt+ ! “’y>* / <I at y>*
T dl’ T T dy
— dt — B Lt ,— ) dt

T d T
/ d—(w, Y)dt — / (u, B*y)ydt
0 0

(1)) = (x(0),4(0))« — (u, B"y)u
(T)>* - <U, B*y>1/l7

~+

= (z(T),y
= (@(T).y
o que implica,

(@(T),y(T))« = (u, B*y)u. (2.51)

Se B*y = 0, entao o lado esquerdo de ¢é igual a zero para todo u € U. Como
o sistema ¢é aproximadamente controlavel, o conjunto R(7) é denso em W, e,
portanto y(T) = yr = 0. Logo, |- ||; é uma norma e assim H é um espaco normado
bem definido com W_, C H.

Vamos denotar Hy como o espaco dual de H , isto é, Hy = H*. Em vista disso,
a inclusao Hy — W, é densamente continua. Mostraremos que o sistema é

exatamente controlavel em relagao a Hy no tempo 7" no sentido de Hy = R(T).
Seja x(T') € R(T) = Im(K(T)) C W,. Temos por (2.51)) que

[{2(T), yr)«| = [(uw, B'y)ul < |[ullullyrll g, para todo yr € Wy,

isto é, x(T) é limitado para qualquer u € U. Logo x(T) € W) = W_, e assim,
pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos estender z(7T') até H , concluindo dai que
z(T) € Hy. Vamos mostrar que a inclusdo inversa é vélida.

Definimos o operador A : W_, — W, da seguinte maneira

W_, — L*(0,T;W_,.1) — L*(0,T;U) — C(0,T;W,) — W,
yr +— y solugao de (2.50) — u = B*y — z solugao de (2.47) — z=(T).

Nao é dificil verificar que A é linear e também é limitada, pois
[Ayzllw, = [[=(T)llw, < K|\Bull200w, ) < Mlully = M||B*yllu = Mllyr|lz-

Logo, pelo Teorema de Hahn-Banach, podemos estender A até H.
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Seja yr € W_,., usando de novo (2.51)) e o fato de W_,. ser denso em H , temos que

(Ayr,yr)s = (@(T),yr)s = (u, By)u = (B*y, B'y)u = | B*yllf = lyrll.  (2.52)

Definimos C' : W_,xW_,. — C por C(yr, zr) = (Ayr, z1).. C resulta em uma forma
bilinear continua que também satisfaz |T'(yr, zr)| < ||lyr| g ll2r| 7. Com um argumento
semelhante, podemos estender C' ao espaco H x H. Como |C(yr, z0)| < llyrllgll2rll 4
e C(yr.yr) = (Ayr.yr) > |lyr||%, estamos nas hipdteses do Teorema de Lax-Milgram.

Dado ® € H, existe um tnico elemento z € H tal que C(z,yr) = ®(yr) para todo
yr € H. Como C(z,yr) = (Az,yr) = ®(yr) para todo yr, temos que Az = 0 e o

resultado esta provado. O

2.3.2 Controlabilidade para sistemas de segunda ordem no

tempo

Até agora, os argumentos que estudamos estao relacionados ao sistema de controle
. Mostramos aqui que todas as definicoes e construcoes, com apenas pequenas
modificagoes, podem ser transferidas para sistemas de segunda ordem no tempo.

Sejau €U = L*(0,T;U), B € L(U,W,). Considere o sistema

d*x(t
Clxtg)+Ax(t) = Bu(t),0<t<T,ucl,

2(0) = 0,#(0) = 0.

(2.53)

Vamos estudar o conjunto alcangével R(7T) do sistema (2.53), que é a imagem do
operador ‘H(T'). Lembre que o operador H(T) € LU, W,11) com W, 1 =W, & W,
¢ dado por

D T = 1), ¢ (1)
H(T)u=| " , (2.54)
D T = 1), ¢ (1)upn

in(yv/ At
em que ¢V (t) = L\/}\_)B*apn e C(t) = cos(\/Mnt)B* iy, para todo n.
Seja Hy um espago rae Hilbert densamente continuo contido em W, ,; e contendo
todas as fungoes da forma {¢,,0} e {0,¢,},n € N. Veremos abaixo as defini¢oes de

controlabilidade para o sistema ([2.53)).

Definigao 2.3.7. Dizemos que o sistema ([2.53)) é exatamente controldvel em relagao
a Ho no tempo T, se Ho C R(T).
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Observacao 12. Na definigao anterior, a igualdade H, = R(7T’) pode ocorrer.

Definigao 2.3.8. Dizemos que o sistema (2.53)) é aproximadamente controlavel em

relacao a Ho no tempo 7', se (T)H'”WT+1 =W,,1.

Observacgao 13. H4 mais dois tipos de controlabilidade aproximada, que sao as se-

guintes:

e Controlabilidade minima em relacao a Hy no tempo 7" para qualquer n € N é

possivel encontrar controles ul,u’ € U tal que
H(T)up = {pn 0}, H(T)uy, = {0, 00 };

e Controlabilidade minima uniforme em relacao a Hg no tempo 7T": para qualquer

n € N é possivel encontrar controles u’, u} € U tal que
H(T)uy, = {n, 0}, H(T)uy, = {0, n}
e constantes positivas c¢q, co com

lunllee < exl{@n, OHlnos llunlle < c2ll{0, n}lin-

Vamos associar as definigdes de controlabilidade introduzidos para o sistema (2.53))

e as propriedades da familia & = {ej(t)},cx em que

{ ex(t) = €“F B oy, se k € K\ K,
1 2
e (t) = C|(k|) (), e—pri(t) = C\(k\)(t% se k € Ky,
com K dado pelas férmulas ([2.43)).
Para isso, nos limitaremos ao espaco H, da forma W,,,),
W(Pn) = W((/\n+a)1/2pn) D W(pn)

[e.e]

Lembre que o espago W, é definido como o fecho das somas finitas da forma Z Cn'Pn
n=1
com norma (2.49). Uma vez que a inclusao Hg — W, é verdadeira, existe uma

constante positiva M tal que
(An +)"/? < Mp,.
Definimos também o espaco g?pn) dado pelas sequéncias (cp)rex tal que (crpp))kex
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pertence ao espaco /2. Como antes, podemos verificar a existéncia de um isomorfismo

entre os espagos e g%pn)

Observagao 14. Tomando r, = (A, + @)"/? para todo n € N, temos que o espaco

Wi € igual ao espaco W, pois
W =W, eW, = W((/\n+a)1/2rn) b W(Tn) = W(Tn)

Vimos na sec@o anterior que o operador L : ¢ 1 @ 2 — €2 é um isomorfismo e é

definido por

{ cp = —iwgay + by, para k € K\ Ko, (2.55)

Clk| = Qlk|, C—|k| = b|k|, para ke KO,
: 1.2 2 2 4
e seu inverso L~ : { — (.., @ {; ¢ dado por

CTL - C_n CTL + C—TL
a, = ———, b, = ——, paran € NN (K \ Ky),
Qi > P (K Ko) (2.56)

ay, = Cp, b, = c_,, paran € NNK,.

Definimos os operadores

g: ? - W1, 8 Ck keK {Zan@n,z Spn}a
50122—>W(pn So((cr)rek) {Z%S%,Z SOn},

em que os coeficientes a,, e b,,n € N, sao determinados via ¢, k € K, por as férmulas
(2.56)).

Junto com a familia & = {ej()}, agora consideramos as familias & = {rker(t)}
e & = {pwer(t)}. Os operadores do problema de momentos de tais familias sao,

respectivamente,

D(Pg) = {v € Us {{v,rrex(®)utex € O} = {v €U {{v, ex(t))u}yen € 02},
Pz : D(Ps) CU — 1, Pag) = {{g, rwer(t))u ex

D(Pe,) = {v € U {(v, piwjer()u} i € CF = {v € U {{v, ex())u}ex € Gy}
P, : D(Pgo) cUU— [72, PSO(Q) = {<g7p|k|€k(t)>U}]geK‘
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Nessas condicoes, notemos que se v € D(Pz) entao

S(Pe(u(T — 1)) = SE (T — 1), rier(t))ulyex)-
Assim, para k € K\ K, temos e, = eiw’“tB*go|k| e por ([2.54])

(u(T =), e B*ppa)u — (u(T = 1), 11— B*p_npus)
21wy,
(u(T —t), rpe“rtB*p, — rpe”“ntB*p, )y

Ay —

21wy,
eiwnt o efiwnt

—{w(T=1t),r,——— B,
<U( ), 2 @ >u

<u(T _ gy, p, Snlent) B*g0n>
u

Wn

(u(T — ), 1" B s + ((u(T = £), i€~ B )y )

b, =
2
. <U(T — t)’ rneiw"tB*QOn + Tne_iwntB*QOn>u
- 2
lwnt —iwnt
— <u(T —t), r”$3*¢n>
2 u

= (u(T —t),r, cos(wnt) B*¢n)uy-

Dali, obtemos que

S(Ps(u(T — 1)) = S{{u(T — ), riger()ud ez,

= {Z <u(T —t), %B*gpnkj Ons Z(U(T —t), Cos(wnt)B*gon>ug0n} )

n=1 n=1

Agora, para k € Ky temos e(t) = C‘(kll) (t), e_jg(t) = C‘(:‘) (t) e novamente por ([2.54))
an = (W(T — 1), 1 G () € b = (u(T = ), ruCP (1) e

De onde, obtemos que

S(P(u(T = 1)) = SH{(u(T — ), riger(t)uatye,)

{Z<U<T o t)v Cr(Ll)(t»UQOm Z(U(T - t)7 CT(LZ) <t>>1/{90n} :

n=1 n=1
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2. O método dos momentos

Analogamente, se u € D(Pg,), entao

So(Pey (u(T = 1)) = So({{u(T" = 1), pjer(t))ua} yex)-

Logo, para k € K\ K,

ay, = <u(T—, t),pnsmijﬂB*gpn> b = (W(T'—, 1), pp cos(wnt) B*@n)u,
n u
e para k € Ko,
ap = (W(T = 1), puC" ()t b = (W(T = 1), puCE? ()ur
Portanto,

So(Pe, (u(T = 1)) = So({{w(T = 1), pijer(t))u} pesee,)

= {Z <u(T —t), w3*¢n>u On, Z(U(T —t), Cos(wnt)B*gpn)ugpn}

n=1 n=1

So(Pe, (u(T = 1)) = So({(w(T" = 1), pirjer(t))u}exe,)

= {Z<U(T - t)? Cw(ll)(t»ugpm Z<U(T - t): Cr(LQ)(t»UQOn} :

n=1 n=1

Proposicao 2.3.9. Os operadores S,8; sao isomorfismos em seus espacos e, além

disso, as igualdades
H(T) = SPgS, H(T)|s-1p(s0) = SoPsySls—10(s0): (2.57)
sao validas, em que S : U — U é uma isometria dada por S(u)(t) = u(T —t).

_ 0 Sab,
Demonstracao. Se S((cx)rex) = 0 entao {Z a—gpn, Z —gpn} = 0, implicando a,, =
r Tn
n=1

n n=1

b, = 0, isto é, ¢, = 0 para todo k € K, ou ainda, {cy},.x = 0. Logo, S é injetivo.
= bn

Agora, dado {Z —©n, Z —gpn} € W,1, basta tomar ¢, para todo k, dado pelas
n=1 T'n n=1 n

férmulas (2.55)), e com isso S é sobrejetivo. Portanto, uma bije¢ao. Com um argumento
analogo, concluimos também que Sy é uma bijecao. Entao, S e Sy admitem inversas.

Verifica-se diretamente que os operadores S e Sy sao lineares. Além disso, sao limitados,
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2. O método dos momentos

pois
o - Qp, - bn
||S((Ck)kEK)||WT+1 = , SDn,ZT—SDn
n=1"" n=1 "
-5 )
ol lle, e
<ufis)
Tk ) ke 2
= M|[{ck bkl
(&

o0 a (o]
[So((er)rex) W, = H{Z —¥n, Zp %}
n=1 n=1""

o0

w

)\ +a)p?

= Z |an|2()‘n +a) + Z |bn|2
n=1 n=1

((An +a)1/2p )

< Z anl*(An + )™+ T ba* (M + @)
n=1 n=1

= [|({an}, {bn D, ,ae
< M[{er}penllz
= MH{ck}keNHZ?'

Segue (ver [10, pg. 35]) que os operadores inversos de S e S, sio limitadas.
identidades em ([2.57)) s@o facilmente verificadas pela féormula ([2.54)).

Com base na proposicao anterior, pode-se obter os analogos das afirmacoes do

Teorema [2.3.41

Teorema 2.3.10. Sejam Hy = W, e considere as familias £ = {rex(t)

Eo = {pwer(t) g As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:

(a) O sistema ([2.53]) é exatamente controlavel em relagao a Hg no tempo 7 no sentido

de Ho = R(T) se, e somente, se a familia & é uma base de Riesz em U.

(b) Se o sistema ([2.53)) é exatamente controldvel em relacao a Ho no tempo 7" entao

a familia & é minima uniforme em Y.
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2. O método dos momentos

(c) O sistema ([2.53)) é aproximadamente controlavel em relacao a Hy no tempo T
no sentido de controle minimo uniforme se, e somente se, a familia & é minima

uniforme em U.

(d) O sistema (2.53)) é aproximadamente controlavel em relacao a Hy no tempo 7' no

sentido de controle minimo se, e somente se, a familia & é minima em .

(e) O sistema (2.53)) é aproximadamente controlavel em relagao a Hy no tempo 7 se,

e somente se, a familia £ éw-liemU.
Também ¢ valido um analogo do Teorema [2.3.6|

Teorema 2.3.11. Se o sistema ([2.53)) é aproximadamente controldvel no tempo 7" > 0

entao existe um espago Hoy denso em W, 1 de modo que R(T") = H,.
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Capitulo 3

Controlabilidade exata de equacoes

hiperbdlicas acopladas

Neste capitulo, aplicaremos os resultados vistos até entao na controlabilidade de
um sistema de equagoes de ondas com controle localizado na fronteira do dominio.
Aqui, reduziremos o problema de controlabilidade a resolubilidade de um problema de
momentos associado. Os resultados apresentados aqui sao provenientes do artigo [6].

Sejam Q = (0,7),T > 0,Q = Q x (0,7), ¥ = 0Q e o, € R. Estudaremos as

propriedades de controlabilidade do sistema

(

Yit — Yoo T g =0 em (),

Gt — Qee + By =0 em @,

y(0,t) = u(t),y(m,t) =0 em (0,7, (3.1)
q=20 sobre 3,

y('ra 0) = yo(x)v yt(xa O) - yl(x) em (),
0(5,0) = (@), 4i(#,0) = ¢*(x) em Q.

\

Nosso primeiro resultado, estabelece a regularidade da solucao ao problema de
valor inicial e de fronteira (PVIF) do sistema (3.1). Antes de enunciar, definimos
V=Hox Hy x H_y x Ho em que Ho = L*(0,7), H1 = Hy(0,7) e H_y = H (0, 7).

Teorema 3.0.1. Sejam (3°,¢% 4", ¢") € V e w € L*(0,T). Entdo o par de solucdes
(y,q) = (y*(z,1t),¢"(x,t)) do PVIF (3.1)) existe, é unico e (y,q,y:,q) € C([0,T],V).
Isso significa que para qualquer ¢t € [0, T, (y(.,t),q(.,t),y:(.,t), q:(., 1)) € V e é continua

em ¢t na norma em V.

A prova do Teorema [3.0.1] acima segue de maneira similar aos resultados na Secao
2.2l Inicialmente, supomos que a solugao se escreve em termos de séries de Fou-

rier, provamos que os coeficientes podem se calculados explicitamente como solugao
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3. Controlabilidade exata de equagoes hiperbdlicas acopladas

de Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDOs). Em seguida, mostramos que os mesmos
possuem a regularidade temporal necessaria. A diferenga é que a regularidade nao
poderd ser obtida por estimativas explicitas dos coeficientes. Dependera fortemente do
fato que os coeficientes se escrevem em termos de familias de exponenciais que veremos
mais adiante que constituem uma base de Riesz.

Para o sistema , introduzimos o conjunto de estados alcangaveis a partir de

(v°,¢",y", ¢') em um instante T > 0, definido por

R, (4. " v, d") ={" (1) " (. 1),y (- T), qi' (. T));u € L*(0,T)}.

Definicao 3.0.2. (i) O sistema (3.1) é dito exatamente controldvel no intervalo
de tempo [0,7] se, para qualquer (y°,¢°,y',¢') € V, o conjunto alcancavel
R(T, (4°,¢°,y",q")) ¢ igual a V.

(17) O sistema ([3.1)) é dito aproximadamente controldvel no intervalo de tempo [0, 7]
se, para qualquer (3°,¢°, y*,¢") € V, o conjunto alcancével R(T, (3°, ¢°, y*, ¢*)) é

denso em V.
Os principais resultados deste trabalho sao descritos pelo seguinte teorema.

Teorema 3.0.3. Suponha que 3 # 0, e considere a igualdade

n? —+v/aB =m?++/aB, m,n e N. (3.2)

(a) Se (3.2) nunca ocorre para m # n, o sistema (3.1)) é exatamente controlavel no

intervalo de tempo [0, 7] sempre que T' > 4.

(b) Se (3.2) ocorre para algum m,n, o sistema (3.1)) ndo é aproximadamente con-

trolavel para qualquer 7T'.
(c) O sistema (3.1)) ndo é aproximadamente controlavel para T < 4.

Observacao 15. Se f = 0, entao a segunda equacao ¢ desacoplada da primeira
equagao, em que o controle atua e, portanto, o sistema (3.1)) nao é aproximadamente
controlavel para qualquer 7" > 0

2
Observacgao 16. A igualdade (3.2)) vale se aff = % para algum p € N. Em particular,

1
nunca vale se |af| é suficientemente pequeno, mais precisamente, se |a3]| < —.

4

A partir de agora, nos centraremos em provar o Teorema [3.0.3]
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3. Controlabilidade exata de equagoes hiperbdlicas acopladas

3.1 Do sistema acoplado ao problema dos momen-

tos

Para provar o Teorema |3.0.3 transformamos o problema de controlabilidade em

um problema de momentos da forma

/Tu(t)fn(t)dt =cp, neN (3.3)

Sabe-se do item (a) do Teorema que o problema tem solugao se, e somente
se, a familia F = {f,}nen forma uma base de Riesz em L*(0,7). A familia F tem
formas diferentes nos casos a =0, af > 0, e aff < 0. Provaremos que, em todos esses
casos, quando ([3.2)) nao vale (pode valer se a5 > 0), a familia correspondente F forma
uma base de Riesz em L?(0,T) para T > 4r.

Comecamos derivando o problema dos momentos relacionados com a controlabili-
dade exata do sistema . E bem conhecido que a reversibilidade do tempo e line-
aridade do sistema torna a controlabilidade exata equivalente a controlabilidade

exata a partir de zero. Portanto, consideramos o sistema

Yt — Yau + g = 0, em Q,
Qi — Que + By = 0, em Q,
y(0,t) = u(t), y(m,t) = q(0,t) = q(m,t) =0, em (0,7),
y(z,0) = yi(2,0) = ¢(2,0) = @(z,0) =0,  em (L

(3.4)

Aqui o, BE€R, com B#0eue L*0,T).

Apresentamos y, ¢ na forma de series:

y(z,t) = Zan(t>¢n(x> eq(z,t) = Z bn () dn (), (3.5)

n=1

2
em que ¢, = 1/ — sin(nz). Multiplicando (3.4)) por sin(nz) e integrando por partes em
T

(0, 7), obtemos

/Ow(ytt(x, t) +n*y(x,t) + aq(x,t)) sin(nz)dr = nu(t), em (0,T),

- (3.6)
/0 (qu(z,t) +nPq(z,t) + By(x,t)) sin(nz)dr = 0, em (0,7).
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3. Controlabilidade exata de equagoes hiperbdlicas acopladas

Substituindo (3.5)) em (3.6]), temos

2
in +nla, + ab, = kyu(t), k, = \/jn,
m
Bn +n2b, + Ba, =0,
an(0) = a,(0) = b,(0) = b, (0) = 0.

Para resolvermos o sistema (3.7) para todo n, definimos

no
o O O =

e reescrevemos ([3.7) na forma

Y, (t) = A, Y, (1) + Fu(t), Y,(0) = 0. (3.8)

Pela Férmula de Variagdo dos Parametros, a solucao de (3.8]) é dada por

Y, (t) = / t N E (1) dr. (3.9)
0
Como A,, é uma matriz de ordem 4 e seu polinémio caracteristico é
pa, V) =M+ 20X + 0t —af = (A2 +n? — VaB) (X +n? + Vap),
pelo Teorema [A.2.2]
eAnt — 2on(t)] + 210 (1) A, + zQ,H(t)Ai + 23,,1(15)142, (3.10)
na qual z,(t) s@o as solugoes das equagoes diferenciais

2 o2 4 nt—af =0,

) . (3.11)
Zk:,n<0) = Ojk; ]>k = 07 1,2,3.

Vejamos que as raizes do polinomio carateristico da matriz A,, determinam as solugoes
2kn(t). O problema da controlabilidade reduz-se entdo ao problema do momento da

forma

T
/ eAn(T_t)Fn(t)dt = Cn, {Cn}nEN € KQ(RLl)
0

Na secao seguinte apresentamos a forma explicita deste problema de momento e
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3. Controlabilidade exata de equagoes hiperbdlicas acopladas

derivamos sua solucao dependendo dos parametros a e 3.

3.2 Solucao do problema de momentos

Sabemos (ver Secao [2.1)) que as normas das fungoes y e ¢, bem como suas derivadas
de tempo nos espacos de Sobolev correspondentes, sao equivalentes as normas de seus

coeficientes de Fourier nos espacos ¢2 ponderados:

o0

Iy (1) a (1) (1), af (DS = Y llan (TP + [nba(T)P + [0~ an(T)[* + [ba(T)I7]

n=1

(3.12)

Através de alguns cédlculos, obtemos que as solucoes das equagoes (3.7) e é
dada por

a,(t) = /0 (210(t = T) — 230 (t — 7)) kpu(r)dr, by (t) = /0 230 (t — 7)) (—B)kpu(r)dr.

Observamos que elas dependem de «a, § e discutimos trés casos diferentes.

Caso 1. a = 0,3 # 0. Primeiramente, vamos determinar as solugoes das equacgoes
(13.7) e (3.8). Vejamos que o polinémio caracteristico correspondente a (3.11)) neste

caso é

p(A\) = (A2 +n?)2
As raizes de p tem multiplicidade dois e sao in e —in. Logo sua solugao é dada por
Zn(t) = ¢l cos(nt) + 2 sin(nt) + t cos(nt) + it sin(nt).

Iremos calcular zj,(t), para todo k = 1,3 e n € N. Se z,(0) = zf’n(O) = zg?’)(()) =
Oe zll’n(O) =1, entao
=0
cn+c =1
—crn® +2cin =0

2.3 3,2 _
—con” —3c,n” = 0.

Resolvendo o sistema acima, concluimos que
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3. Controlabilidade exata de equagoes hiperbdlicas acopladas

e assim

3 1
21 a(t) = 5 sin(nt) — Et cos(nt).

Da mesma maneira, encontramos que

1 1
23n(t) = 53 sin(nt) — Wt cos(nt).

Portanto, a solucao de (3.7)) e (3.8)) é dada pelas férmulas

an(t) = @/0 sin(n(t — 7))u(r)dr,
kn

3
2n° J,

by(t) = — sin(n(t — 7)) — n(t — 7) cos(n(t — 7))u(r)dr,

an(t)::kaljg cos(n(t — 7))u(r)dr,

knB
2n

by(t) = — (t — 7)sin(n(t — 7))u(T)dr.

2
Uma vez que k,, = n escrevemos

Vh/@mnt—f Yu(r)dr,

sin(n(t — 7))
nb,(t) = \/% (T — (t — 7) cos(n(t — 7'))> u(T)dr,
na,(t \/7/cosnt—7' Yu(T)dT,
by (t) = (t — 1) sin(n(t — 7))u(r)dr.

\/%

Nosso proximo passo € provar que a familia de fungoes

]—“:{\/gsin(nt),\/BQ_W(—qu(lnt)+tCOS(nt))’\/gcos(nt)’_\/i_wtsm(nt)} ,

neN

forma uma base de Riesz em LQ(O, T) para T > 4m. Para isto, consideremos a familia
& = {sin(nt), t cos(nt), cos(nt), t sin(nt) } nen.

Para cada n € N, definimos o operador B que mapeia £ para F. Perceba que existe

um isomorfismo entre tais familias. Com efeito, podemos escrever o operador na forma
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3. Controlabilidade exata de equagoes hiperbdlicas acopladas

matricial F = B,£, em que

2
— 0 0 0
T
__B B 0 0
B — nvV2r 27
n 2 Y
0 0 — 0
T
0 0 0 B

T
3 0 0 0
1 V2
__\/§ var o
Bl — n{V2 p
n T
0 0 5 0
V2
0 0 0 —TW

Para garantir que a familia F é de fato base de Riesz em L*(0,T) para T > 4,

precisamos escrever £ como uma familia de exponenciais (ver [7] ou [23]). Claramente,

a familia £ = {e™ te™t e~ te_i"t}neN é isomorfa a &£ pela correspondéncia
! 0 ! 0
2i ) 2i ) e sin(nt)
0 B 0 B tet |t cos(nt)
1 1 —int
-0 = 0 e cos(nt)
2 2 —int :
0 1 0 1 te t sin(nt)
21 21

De acordo com os resultados de [7, pg. 47] ou [23] pg. 51]), a familia € é uma base

de Riesz para T > 47 e, consequentemente, as familias £ e F também sao, pelo Lema

LII14

Caso 2. a8 > 0. Aqui, consideramos o caso em que ambos os parametros de aco-
plamento tém o mesmo sinal. Como anteriormente, queremos resolver um problema
de momentos. Para este fim, precisamos construir a base de Riesz correspondente de
exponenciais. Em geral (veja abaixo), esta base é dada por duas familias de fungoes.
O primeiro é definido por um ntimero finito de indices n: n? < \/@, e o segundo -
por um numero infinito de indices n: n? > m . Claramente, quando af < 1, temos

apenas a segunda familia indexada por n € N. Comecamos com o estudo da familia
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finita.

Subcaso 2.1. n? < /aB. Neste subcaso o polinémio caracteristico associado a

BII) ¢
p(\) = A+ 2020 + 0t — ap.
Em particular, suas raizes sao

V=n2+ VaB, —\/—n? + VaB,i\/n2 + VaBe —iy/n? + \/aB.
Se 'y:{ =1/n?+ \/a—ﬁ ey, =\ @— n?, podemos escrever

p(N) = (N = (3,)) (X" + (32)7).

Assim, sua solugao é dada por
_ ot 2 ,—Vnt 3 + 4 ; +
2Zkn(t) = c g™’ + cre + ¢, cos(v,t) + ¢, sin(y, t).

Dai, z1,(0) = zlllyn(O) = zﬁ)l(()) =0e z/ln(O) = 1 implica que
e+ i+l =0,
en(1) +en(m) +eslyn) =1,
(1)’ + e(m)* = es()” =0,
3
= 0.

()P = ()P = ea(yy)

Com isso, temos

01:_62:_(_ (71)? ) B —0ect = (1)’
" 20 N2 = (w)® ) 7" ()2 = ()Y

e assim

w? +VaBsinh(y;t) | /aB - n*sin(3;0)
2aB 2aB

De mesma maneira, obtemos que

ZLn(t) =

1 sinh(y,t) 1 sin(y,t)

T 2/aB v 2veB

Zgyn (t)
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Dessa forma, a solugao de (3.7)) e (3.8) é dada pelas férmulas

at) = Fn / (Smh( ta(t=7) |, sin((t - T))) w(rr

’7+

\/,/ (Sm -7) Smh?%;,ft - T))) u(r)dr,

an(t) = 5 /0 (cos(v,f(t — 7)) + cosh(n, (t — 7)))u(r)dr,
() = 5 [ (costa (¢ = 7)) = cosh(s (6= P))u(r)ir

Substituindo o valor de k,,, obtemos que

a®) \/_/ (smh T (t =), sin((t - T))) ()
o T :
b () \/% / (sm V= 7) - sinh(fy,;ft = T))) (),

w7 (0) = <= / (cos( (¢ — 7)) + cosh(; (¢ — 7))yu(r)dr,
ba(t) = \/% /0 (cos(7F (t — 7)) — cosh(v (t — 7)))u(r)dr.

Agora, consideramos a familia finita

F oy = {\/Z—W (Sinh(%;ét — 7)) N sin(yi(; - 7'))) ’
n? <Sin(7;[(t -7) sinh(%jgt - 7'))) 7
V2 W Tn

j2_7r<cos<v:<t — 7)) + cosh(y; (t — 7)),

n
v 2T

(s =)~z =)}

E claro que o operador B que transforma F /5 para a familia de exponencias
_po—ilivmt) ilivmt) iyt —ivyilt
5Tﬁ—{e (n),e(n)76n,e n}n2< op
¢ um isomorfismo.

Subcaso 2.2. n? > \/aB. Neste subcaso o polinémio caracteristico é o mesmo do

anterior, porém suas raizes sao
i\/n?—+/af, —i\/nQ — \/aﬂ,i\/nQ +Vape —iy/n?++/ap.
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Definindo w? = 1/n2 + \/oz_ , escrevemos
p(A) = (X + (W) (N + (w)?).
Logo a sua solugao é
Zrn(t) = ¢l cos(w, ) + ¢ sin(w, t) + ¢ cos(w;Tt) + ¢} sin(w;t).

Aqui, 21, () e z3,(t) sdo

210(t) = ne+Vap in(w, n - Vap sin(w;t)
N

1 1
230(t) = sin(w, t) — sin(w;t).

2v/aByn? —vap " 2/aBy/n?+ Vap

Dessa forma, a solucao de (3.7)) e (3.8) é dada pelas férmulas

bult) = % g/ot (S;?(Lwi(; —) S;fwiu(j — T))> u(r)dr,

an(t) = — / (cos(w,, (t — 7)) + cos(w,t (t — 7)))u(r)dr,
f/ (cos(w;t(t — 7)) — cos(w,, (t — 7)))u(T)dr.

2
Substituindo k, = \/jn, temos
T

o) = [ (=T DY
in(w,)

bt @\f [/ (shtestt=m) _snles €= 0)Y 1

n"a,(t) = E /0 (cos(w,, (t — 7)) + cos(w, (t — 7)))u(r)dr,

ba(t) = %@ /0 (cos(w (t — 7)) — cos(w (t — 7)))u(r)dr.

Seja a familia

& = dsin(wr), sin(wt) — sin(w; t) cos(w), cos(wt) — cos(w; t) |
i Wi e w23/
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O operador B que transforma &; para a familia

F - {\/n_ <Sin(w;(t —7) Sin(wi(;— T))) |

27 Wy
/2 (Saleilt=m) _ sty

n

NeT
1
oY
%\/?cosw:(t 7)) cosfuw (¢ = ”))}

¢ um isomorfismo. Com efeito, basta observarmos que F; = B, & com

(cos(w,, (t — 7)) + cos(w,! (t — 7)),

n?>v/ap

+ - - +
wr +w w, —w
n(n+_n) n<n_n) 0 0
1 B 5w, —wy) B oWy —wy)
—nt e [ —n " () 0
B, = \/_2_7r o) wiwy o} w;,
- +
0 0 2 w, —w,
5 _
0 0 0 /—n(w —w,)
Q
Observe que, para cada n € N,
4 + —\2
_ n ﬂ(wn — W, )
det Bn = F ot >0
n n
© 2
lim det B,, = 5—2
n—00 T
" ) elwnt _ ezwnt ) efzwnt _ efzwnt
Podemos trabalhar com & = eiwn ¢ - — ,e’M’f b - — em
Wp — Wy Wp — Wy 2>
n?>\/af

vez &1, pois existe um isomorfismo entre & e & pela correspondéncia

Ly Ly et sin ;1)
202 | 02@ 1 plwott _ giwn't sin(w;t) — sin(w, t)
Lok o wn = i = Wn
1, 1 0 e~ iwn cos(w,t)
2 ) 2 1 p—iwkt _ pmiwnt cos(w;t) — cos(w; t)
Y2 Vg ot =y it

Provaremos agora que a familia F := F 55U F; ¢ uma base de Riesz em L*(0,T)
para T' > 4m. De fato, dado o exposto, existe um isomorfismo entre £ := & 73U &

e F. Entdo, basta provarmos que £ é uma base de Riesz em L*(0,7T) para T > 4x.
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Fazendo, para todo n € N,

N { Y sen? < \/aB, _ { i, sen® < \/ap,
— e

w sen? > \/aB,

- 2
" w, sen” > +/af,

n

definimos

T
52 = {elﬂnt’e Zﬂnt’ezﬂnt7€ Z,Unt}‘

Para continuarmos, vamos precisar da teoria de Bases de Diferencas Divididas Ex-
ponenciais, que pode ser encontrada em [4] e [5]. Abaixo, apresentamos a defini¢ao de
diferenca dividida e enunciamos alguns resultados, omitindo suas demonstracoes, para
garantir a propriedade de base de Riesz.

Seja A = {v,} uma sequéncia em C ordenada de tal forma que {R(v,)} forme um

éncia nao-d N bé i R A
sequéncia nao-decrescente. No que segue, também assumimos que sup | (v, )| < oc.

cada A, associamos a familia exponencial
g(A) — {éwnt7 tewnt o 7tmn—1€wnt}7

em que m,, é a multiplicidade de v, € A.

A sequéncia A é chamada uniformemente discreta ou separada se
O(A) :==inf |y — v, >0
(A) = it [ = | >0,

e ¢ chamada relativamente uniformemente discreta se puder ser decomposto em um
niumero finito de subsequéncias uniformemente discretas.

Para qualquer v € C, denotamos por D, (r) um disco de centro v e raio r. Seja
GP(r),p =1,2,..., os componentes conexos da uniio U, D, (r). Escreva AP (r) =

{v,p} para as subsequéncias de A situadas em G®(r), ou seja, AP (r) := AN GP(r).

Lema 3.2.1. Seja A uma uniao de N conjuntos uniformemente discretos A,

d(A;) = inf |v—pled:=0d(A):=mind(A;).

v#p; V,pEA; J
Entéo, para r < rq := 6 /(2N), temos NP (r) := #AP (r) < N.

Sejam pg, k = 1,...,m, nimeros complexos arbitrarios, nao necessariamente dis-

tintos.

Defini¢ao 3.2.2. A diferenca dividida generalizada (DDG) de ordem zero da fungao

e correspondente ao ponto p; é [pi](t) = €. A DDG de ordem n — 1,n < m, de

5
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e'” correspondente a p1, ..., pp é
Ply-- s Pn—1] = P2, Pn
[ pl]_p[ ]7:017épn7
[p17"'7pn] = 0 "
8_p[p’ P2, -+ s Pri] y P1 = Pn-

p=p1

Se todos os py forem distintos, pode-se facilmente derivar a férmula explicita para
DDG:

n

o000 = 2 G =5

e’ipkt

(3.13)

Sejam A®) (r),p=1,2,... as subsequéncias de A descritas acima:
APy ={v;p}, =1,... . NP(r).
Denotado por £®)(A,7) a familia de DDGs correspondentes aos pontos A® (r):

5(p)(A, r) =i, V1ps Vapls ooy WVips - s Unopl b

Escreva {€W)(A,7)} para a familia de £P) (A, r) correspondendo a todos os p = 1,2, . . ..
O seguinte teorema descreve as bases de Riesz de diferencas divididas geralizadas.

E provado em [4] usando os métodos desenvolvidos em [3, Secdes. I1.2, IL.3].

Teorema 3.2.3. Seja A uma sequéncia relativamente uniformemente discreta e r <
=N Entao a familia {£®(A,7)} forma uma base de Riesz em L*(0,7) se, e

somente, se existe uma funcao inteira F' do tipo exponencial com diagrama indica-

To

dor de largura T' e zeros nos pontos v, de multiplicidade m,, (a funcao geradora da
familia £(A) no intervalo (0,7)) tal que, para algum h real, a funcio |F(z + ih)|?
satisfaz a condi¢ao de Helson-Szegd: fungoes u,v € L*(R), ||v||peor) < m/2 podem ser

encontradas de tal forma
IF(z + i) = explu(z) + 5(2)}.

Aqui a aplicacdo v — ¥ denota a transformada de Hilbert para funcoes limitadas:

ﬁ(x):%p.v./oo v<t>{x1_t+t2t+1}dt.

[e.9]

E bem conhecido que a condicao de Helson-Szego é equivalente a condicao de Muc-
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kenhoupt (As):

{ /|F (x4 ih)| 2clx7/|F x +ih)|” 2dx}<oo
2\ 7

em que J é o conjunto de todos os intervalos do eixo real.

Para formular nosso préximo resultado, escrevemos

nt(r) =sup#{RA) N [z, 2 +7)}, n~(r) == inf #{RA) N [z, 2+ 1)},

z€R zeR

e definimos de forma padronizada as densidades uniformes superior e inferior de A a

serem respectivas

_l’_ —
DHA) = Tim ") p(a) = i )
n— 00 r n— 00 r
Ambos os limites existem devido a subaditividade de n™(r) e subaditividade de n™ (r).
A prova do seguinte teorema é apresentada em [2]. E baseado no teorema de ‘1 /4

na média’ (ver [3, Secao I1.4]).

Teorema 3.2.4. Sob as condigbes do teorema anterior, as seguintes afirmacoes sao

validas

(a) Para qualquer T' < 27D~ (A), existe uma subfamilia & de {£® (A, )} que forma
uma base de Riesz em L*(0,7).

(b) Para qualquer T > 27D+ (A), a familia {€® (A, )} que forma uma base de Riesz
em L*(0,7).

Vamos seguir os passos acima. Considere o conjunto A = {u!, i, }neZ\ (0. De-
notamos D(uF,r) os discos centrados em - e raio r suficientemente pequeno. Uma
vez que p e p se aproximam quando n — 0o, temos que se n é pequeno os discos
D(u}f,r) e D(u,,r) sdo disjuntos e se n suficientemente grande, os discos D(u,', ) e
D(p}f,r) formam uma mesma componente conexa. Portanto, a familia de diferencas

divididas correspondente aos pontos AP (1) é

pnt —tunt _iunt _—iunt
5(p)(A77“) — {6 Hn ,e 122 7€Mn ,e Hn }n2< B

4 ez‘pj{t _ gibnt -, e—mzt _ e—iknt
1 V3
U< e T = € ot T _ :
iy n — Hnp
" n?2>v/af

Pelo Teorema [3.2.4, a familia {E®(A,r)} forma uma base de Riesz em L*(0,7T) se

T > 27 D*(A). Tremos entdo determinar o conjunto D (A).
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Notemos que,

_ 2/af
Vit +VaB +\/n? —/ap

IMI—M:‘\/HH\/@—\/HQ—\/@

converge a 0 quando n — co. B claro que o mesmo vale para | — pu — (—pu;)|. Por

outro lado,

i — | = ’\/(n+1)2+\/oz_ﬂ— 2+ vap

2n + 1

:|¢<n+1>2+mwrﬂ+m

Y

converge para 1 quando n — oo. Analogamente, o mesmo vale para |u, , — p, |. Por
fim, podemos ver que |, — (—p")| diverge para infinito, assim como |u — (—pu. ).

Para cada z € R e r > 0, escrevemos 7 = N + ¢ em que N € N e e < 1. Observe
que

[z, +7r)=UL e+ 4,2+ i+ U+ N,z +7),

donde existe Nyp € N e k > 0 tal que #{R(A) N [z,z+ Ny)} = k para todo z e
#{R(A) N ([x + Ny, x + 1)} vale 2(N — Np) ou 2(N — Ny+1) a depender se no intervalo

[z + No,x + 1) possui dois elementos da sequéncia. Portanto,
D*(A) = 2.

Conclufmos assim que {E® (A, r)} é uma base de Riesz em L?(0,T) para T > 4.

Caso 3. n? < \/aB. O polinémio caracteristico correspondente a equacio (3.11)
neste caso é
p(A) = A+ 202X\ + 0t — af

e consequentemente, suas raizes sao

V=2 +iv/=aB, —\/—n? + iv/=aB,\/-n? — iy/=aB, —\/ —n? — iy/—aB.
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Fazendo uma decomposicao nessas fungoes complexas, obtemos

V=12 +iv/—aB = b7 + s},
\/—n2 —iv/—afB =6, —i5],
/=02 +iv/=aB = —6; +id},
_\/_n2 —iv/—aB = —6, —id},

1 1
em que 0, = \/5(\/n4 —af+n?)ed, = \/5(\/714 — af —n?). Logo a sua solugao é
Zrn(t) = €28 (ck cos(07t) 4 2 sin(6;71)) + e (2 cos(6t) + ¢ sin(0,7t)).

Calculando de forma anéloga aos casos anteriores, vemos que a solucao de (3.7)) e
(3.8) é dada pelas férmulas

— 7)) cos(d,(t — 7))

an(t) = \/T / (0,, sinh(d

+ 6, cosh (6, (t — 7)sin(8, (¢ — 7)))u(r)dr,

B Bk, b /sinh(d; (t — 7)) cos(6F (t — 7))
bn(t)—2 i o ( o

cosh(d, (t — 7)) sin(6,; (t — 7))
_ z ) u(T)dr,

an(t) = / cosh(8, (t — 7)) cos(0, (t — 7))u(T)drT,

\/i /smh (t — 7)) sin(6;} (t — 7))u(r)dr.

=Ny = n4—aﬁ / (6, sinh(d, (t — 7)) cos(6 (t — 7))

+ 6, cosh (6, (t — 7)) sin(d,} (t — 7)))u(r)dr,

sinh (8, (t — T)) cos(0,F (t — 7))
nb,(t) = \/% / ( o — B
)

oty/nt —af
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nta,(t) = \/g/o cosh(8, (t — 7)) cos(0,1 (t — 7))u(T)drT,

b (1) = —n@ \/g /0 " Sh(6- (¢ — 7)) sin(6* (¢ — 7))u(r)dr

Consideremos a familia

&= {e(énﬂéi)t

o(On +iGH)t _ o= (65 —idh )t (G —igt oG —is)t _ e—(5n+i5mt}
e n n
neN

20, ’ ’ 20,

Pode-se verificar que o operador B que mapeia £ para a familia

F_ {n\/§ ((5;r cosh(d,,t) sin(d;7t) N 8, cos(0t) sinh(d;t)) |
7r

n* —af n* —af

n?p3 <cosh((5;t) sin(d4¢)  sinh(d, ¢) cos(d1¢) )

V2r oty/nt —af d0-/nt—af

\/g cosh(d,t) cos(8t), \/gn\ / —g sinh (4, ) sin(5;7t) }

2
é um isomorfismo. Com efeito, F = B,,£ com B,, = \/j(Xij), em que X;; (4,7 = 1,2),
n

sao blocos 2 x 2 dados por

neN

_indy nd,, (6, +1i0,")
¥ 2¢/n* —af 2¢/n* —apf
N IV _VTin?B(o, +idy) |
8 /nt— apdt 8 /nt—apdt
ind;’ nd, (6, — ;)
X — 24/n* — apf 2y/n* —af
o R Vrin?B(o, —ioy) |”
8 /nt—aBst 8 \/nt*—apdt
1 0,
Xgl - 2 1 2 ﬁ )
0 Ziny/—=9,
2 e
1 0,
0 —ziny/——0,
2 a
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Observe que, para todo n € N,

lim det B,, = M

n—00 472

Analogamente aos casos anteriores, conseguimos mostrar que £ base de Riesz em
L*(0,T) para T > 47 e, pelo Lema[l.1.14) F também é.

3.3 Provas dos teoremas

Prova do Teorema Sabemos (ver Se¢oes e que o problema de mo-

mentos é dado por

{(@n(t)anbn(t%nilan(t)a i)n(t))}neN = {<u7£j>L2(07T)}n€N’

em que {§; }jEN sao as bases de Riesz em L?(0,T) para T > 4 de cada caso da Secio .
Entao, pelo item (a) do Teorema m temos que {(ay,(t), nb,(t),n tan(t), l}n(t))}neN
pertence a (2 e, da desigualdade segue que a solugao construida pela férmula
com coeficientes e satisfaz (y(.,t),q(.,t), (., t), q:(., 1)) € V e, as igualdades

de (3.4)) sai diretamente de (3.7) e (3.8)). Ainda da desigualdade (3.12)) segue a unicidade
(y(, 1), q(-, 1),y (., 1), g (., 1)) e também a continuidade.

Prova do Teorema [3.0.3], item (a). Se nunca ocorre, a familia F forma uma
base de Riesz em L*(0,T) para T' > 4. Logo, nosso sistema é exatamente controlavel
em L*(0,T) para T > 4, pelo item (a) dos Teoremas e .

Prova do Teorema [3.0.3, item (b). Se a3 > 0 (ver Caso [J] da Sec¢do [3.2) para
algum « e 3, pode existir um nimero finito de pares (m,n) satisfazendo a igualdade
(3.2). Nesse caso, a familia F é claramente linearmente dependente, pois alguma
funcao (ou funcoes) se repete duas vezes nessa familia. Entao, de acordo com o item
(e) do Teorema a familia F nao é uma base de Riesz e, consequentemente nao é
w-l1i. Agora, pelo item (e) do Teorema , nosso sistema nao é aproximadamente
controlavel para qualquer 7" > 0.

Prova do Teoremam7 item (c). Se T < 47 entdo em todos os casos considerados,
existe uma subfamilia prépria & C & constituindo uma base de Riesz em L*(0, T'), pelo

item (a) do Teorema Assim, podemos usar novamente o item (e) dos Teoremas
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e [2.3.10, para demonstrar que nosso sistema nao é aproximadamente controldavel
em L*(0,T) para T < 4.
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Apeéendice A

Resultados auxiliares

A.1 Analise funcional

A.1.1 Espacos normados e espacos de Banach

Definicao A.1.1. Seja E um espaco vetorial sobre K. Uma norma em F é uma fungao

|1l : £ — K que satisfaz as propriedades:
(a) |lz|| > 0 para todo x € E; ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0;
(b) ||ax| = |a|||z|| para todo x € E e o € K;

(©) [lz+yll <[zl + llyll para todo =,y € E.

Um espago vetorial £ munido de uma norma |- || é chamado um espago vetorial
normado e denotado por (E, |- ||).
Observagao 17. Todo espago normado E munido de uma norma ||| é um espago

métrico quando a métrica é definida por
d(x,y) = || — y|| para todo z,y € E.

Definicao A.1.2. Seja E um espago vetorial normado.

(a) Dizemos que uma sequéncia (z,),eny C E converge para z € E, e escrevemos
T, — T, se

lim ||z, —z|| = 0.
n—oo

(b) Dizemos que (x,)neny C E é uma sequéncia de Cauchy quando para qualquer

e > 0 existe ng € N de modo que ||z, — z,,|| < € para todo n,m > ny.
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Definicao A.1.3. Seja E um espacgo vetorial normado. Dizemos que E é um espago
de Banach se ele é um espaco métrico completo, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy

em E converge para um elemento de FE.

Teorema A.1.4. (Teorema de Hahn-Banach) Sejam FE um espaco vetorial sobre o

corpo K=R ou C e p: EF — K uma funcao que satisfaz

p(Ax) = |Ap(x) Vo € Ee A >0,

p(z +y) < p(r) +ply) Vo,y € E.

Sejam também G um subespaco linear de E e g : G — K um funcional linear tal que
lg(x)| < |p(z)| para todo z € E. Sob essas suposicoes, existe um funcional linear f

definido em todo E que estende g, isto é, g(x) = f(x) Vo € G, e que satisfaz
|f(z)] < |p(x)| Vx € E.

Demonstragao. Ver [10, pg. 1]. ]

Corolario A.1.5. Seja G um subespago de um espaco normado E sobre o corpo K = R
ou C. Se g : G — K é um funcional linear continuo em F, entao existe f € E* que

estende g tal que || f]|
Demonstragao. Ver [10, pg. 3]. ]

Definicao A.1.6. Seja E um espago vetorial normado. Um hiperplano afim é um

subconjunto H de E da forma

H = f"Y(a) ={z € B; f(z) = o},

em que f: E — R é um funcional linear ndo nulo e a € R. Escrevemos H = [f = a] e

dizemos que f = « é a equacao de H.
Definigao A.1.7. Sejam A e B dois subconjuntos de E.
(a) Dizemos que o hiperplano H = [f = a] separa A e B se f(x) < « para todo
r € Ae f(x) > a para todo x € B.
(b) Dizemos que o hiperplano H separa estritamente A e B se existe algum ¢ > 0 tal
que f(x) < a —e¢ paratodo xz € Ae f(z) > a+ ¢ para todo z € B.

Teorema A.1.8. (Hahn-Banach, primeira forma geométrica). Seja E um espago ve-
torial normado. Considere A, B C E dois subconjuntos convexos tais que AN B = @.
Suponha que um deles é aberto. Entao existe um hiperplano fechado que separa A e
B.
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Demonstracao. Ver [10, pg. 5]. ]

Teorema A.1.9. (Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Seja E um espago ve-
torial normado. Considere A, B C E dois subconjuntos convexos tais que AN B = &.
Suponha que A é fechado e B é compacto. Entao existe um hiperplano fechado que

separa estritamente A e B.

Demonstracao. Ver [10, pg. 7). O]

A.1.2 Espacos de Hilbert

Definicao A.1.10. Seja £ um espago vetorial sobre K = R ou C. Um produto interno
em F é uma aplicagao (-,-) : E x £ — K tal que para quaisquer x,y,z € Ee o, € R

vale

(a) (x,z) > 0 para todo z € E; (z,z) = 0 se, e somente se, z = 0;

(b) {z,y) = {y, z) para todo z,y € E;

(¢) {ax + By, z) = oz, z) + B{y, z) para todo «, B € K e todo z,y,z € E.

O par (E,(-,-)) é chamado de espago com produto interno. Neste caso dizemos a

funcao
I : E =R, |z|| = V(z, ),
¢ a norma induzida pelo produto interno (-, ).

Proposicao A.1.11. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja F um espago com pro-

duto interno. Entao

[z 9)| < Nz lllyll,

para quaisquer z,y € E. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente, se os vetores x

e y sao linearmente dependentes.
Demonstragao. Ver [9, pg. 78]. ]

Proposigao A.1.12. Seja E um espago com produto interno. A fungao

-1 B = K =] = (2, 2),

¢ uma norma em F.
Demonstragao. Ver [9, pg. 78]. ]

Definicao A.1.13. Um espago com produto interno que é completo na norma induzida
pelo produto interno é chamado de espaco de Hilbert. Em particular, um espaco de

Hilbert é um espaco de Banach com a norma induzida pelo produto interno.
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A.1.3 Operadores lineares limitados
Definicao A.1.14. Sejam F, F' espagos vetoriais normados e A : F — F um operador.

(a) Dizemos que A é linear se

A(x 4+ ay) = Az + aAy para todo z,y € F e a € R.

(b) Dizemos que A é limitado se existe uma constante M tal que

|Az||r < M||z||g para todo z,y € E.

O espaco de todas as funcionais lineares e limitadas de E para F' ¢é denotado por

L(E,F) e, se E = F denotamos apenas por L(E).

Teorema A.1.15. Se E é um espago vetorial normado e F' é um espaco de Banach,

entdo L(E, F') é um espago de Banach com a norma
[Allze,r) = sup {||Az[l;z € E, [|z[| < 1}.

Demonstragao. Ver [11], pg. 104]. ]

Se E é um espaco vetorial normado, denotamos o espaco vetorial dos funcionais
lineares limitados por E* = L(FE,K) e esse espago é chamado espaco dual topoldgico

de E (ou simplesmente espaco dual de F).

Corolario A.1.16. O dual E* de qualquer espaco vetorial normado F é um espaco
de Banach.

Definicao A.1.17. Sejam FE, F espacos de vetoriais normados e A : £ — F um

operador linear. O grafico A é o conjunto
G(A) ={(z,y)z € E,y = A(z)} ={(z,A(2));z € E} CE x F.

Note que G(A) é um subespaco vetorial de £ x F. Em geral G(A) pode ser um
subconjunto fechado de E x F' ou nao. Vejamos que, para funcionais lineares entre

espagos de Banach, a continuidade de A ¢é equivalente ao fato de G(A) ser fechado.

Teorema A.1.18. (Teorema do Grafico Fechado) Sejam FE, F' espacos de Banach e
A: E — E um operador linear. Entao, A é continuo se, e somente se, G(A) é fechado
em FE X F.

Demonstragao. Ver [9, pg. 35]. ]
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Proposicao A.1.19. Seja H um espaco de Hilbert e A: H — H um funcional linear

e limitado. Entao A* : H — H é o unico funcional linear limitado que satisfaz
(Az,y) = (z, A"y), para todo x,y € H.

Demonstragao. Ver [9, pg. 146]. ]

Definicao A.1.20. Seja H um espaco de Hilbert e A: H — H um funcional linear e

limitado.
(a) O funcional A* construido no teorema acima é chamado de adjunto de A.
(b) O funcional A é auto-adjunto quando A = A*.
(c¢) O funcional A: H — H ¢é dito positivo se (Az,z) > 0.

Proposicao A.1.21. Sejam A : H — H um funcional linear e limitadoe A* : H - H

o adjunto de A. Se A é invertivel entdo A* também é e vale (A4*)~" = (A71)*.
Demonstragao. Ver [11], pg. 131]. ]

Teorema A.1.22. (Teorema da Representagao de Riesz Fréchet) Sejam H um espago
de Hilbert e ¢ : H — K um funcional linear continuo. Entao existe um unico f € H
tal que

o(x) = (z, f), para todo x € H.

Além disso, [lgll = [I7]
Demonstracao. Ver [11], pg. 106]. O]

Definicao A.1.23. Seja H um espago vetorial. Uma aplicacao B : H x H — R ¢é dita
bilinear se B(z,-): H — R e B(-,y) : H — R sao lineares para todo x,y em H.

Definicao A.1.24. Seja H um espaco de Hilbert. Uma forma bilinear B : H x H —+ R

é
(a) continua se existe uma constante C' tal que

[B(x,y)| < Clally| para todo z,y € H.

(b) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

B(y,y) > a|v|* para todo y € H.
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Teorema A.1.25. (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert e suponha que B :
H x H — R é uma forma bilinear continua e coerciva em H. Entao, dado ¢ € H™,

existe um unico elemento x € H tal que
B(z,y) = (p,y), para todoy € H.

Além disso, se B é simétrica, entao = é caracterizado pela propriedade

reHe %B(x,fc) —{p,2) = min{%B(y,y) - <90,y>}-

yeH

Demonstracao. Ver [10, pg. 140]. O]

A.2 A matriz exponencial

As definigoes e resultados abaixo sao dados em [16].
Assim como a funcdo exponencial escalar e® pode ser representada pela série de
poténcias

1 1
at _ Lo L kk
e —1+at+2!at—|— +k!at—|— ;

dada uma matriz n X n constante A, a série correspondente

1 1
I+At+§At2+--~+yAktk+~-,

pode ser mostrado para convergir para uma matriz n X n, a fungdo exponencial da
matriz, denotada por e’
E f4cil ver que
=el"=Te %e“‘t = Ae?.

Portanto, usando a fungao exponencial matricial, a solucao para o sistema de equacoes

diferenciais lineares homogéneas de primeira ordem com coeficiente constante

pode ser escrito como x(t) = ez,

O primeiro teorema garante a existéncia de uma solu¢ao tnica para um problema
de valor inicial para uma equagao diferencial matricial, enquanto o segundo teorema
fornece um método para construir a matriz exponencial a partir das solugoes para

certos problemas escalares de valor inicial.
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Teorema A.2.1. Se A é uma matriz n x n constante com polinémio caracteristico
p(N) =det(A] — A) = A" + ¢, A" -+ o)+,

entao ®(t) = e ¢ a tnica solucdo para a equacgao diferencial da matriz de ordem n

O e, P 4 4@ 4 g = 0,

satisfazendo a condicao inicial
d(0) =1,(0) = A, &"(0) = A%,..., &V (0) = A",

Teorema A.2.2. Se A é uma matriz n x n constante com polindmio caracteristico
p(A) =det(MN — A) = N"+c, A" T e )+ e,

entao
eM =2 () + 2o () A + 23(D) A+ -+ 2, (DA™Y,

em que zx(t), 1 < k < n, sao as solugoes para a equacao diferencial escalar de ordem
n

2™ e, 2V e’ 4 e =0,

satisfazendo as seguintes condigoes iniciais

z1(0) =1 x9(0) =0 z,(0) =0
2,(0) =0 2,(0) =1 z.(0)=0
A0y =0 ) 2 V0)=0 | w00) =1 |
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