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hoje os meus grandes amigos. A meu Pŕıncipe, pelo grande companheirismo. A Mani-

nho, pelas injeções de serotonina através das crises de risos inevitáveis.
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por toda a torcida e amor que recebi.

Sou muito grata!

A Rosinha, por todo carinho, apoio, broncas necessárias e cuidados. Roró, eu amo
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Resumo

Neste trabalho, estudamos singularidades de famı́lias de matrizes. Apresentamos,

mais especificamente, a classificação de germes simples de singularidades de matri-

zes quadradas que estão associadas a variedades determinantais. A classificação é

norteada pela G−equivalência, que consiste em mudanças de coordenadas na fonte e

multiplicação à direita e à esquerda por germes de matrizes que têm posto máximo

na origem. Discutimos alguns conceitos relacionados à teoria de singularidades de

matrizes n × p que generalizam resultados obtidos por J.W. Bruce e F. Tari em [10]

para matrizes quadradas. Finalizamos, apresentando alguns resultados concentrados

em variedades determinantais de codimensão 2, com singularidade isolada na origem.

Palavras-chave: Variedades Determinantais; Singularidades de matrizes; G−equivalência.



Abstract

In this work, we study singularities of matrices families. More specifically, it pre-

sents a simple germ classification of matrix singularities associated with determinant

varieties. The classification is guided by the G−equivalence that consists of changes of

orientation in the source and multiplication to the right and to the left by matrix germs

that have maximum rank in the origin. Discusses some concepts related to the theory

of singularities of matrices n× p that generalize results obtained by J.W. Bruce and F.

Tari in [10] for square matrices. We conclude by presenting some results concentrated

on determinant manifolds of encoding 2, with singularity isolated at the origin.

Keywords: Singularity Theory; Matrix singularities; G−equivalence.
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Introdução

A Teoria das Catástrofes, elaborada pelo célebre matemático francês René Thom

(1923-2002), gerou um impacto muito grande não só na comunidade cient́ıfica. Esse

estudo popularizou-se através dos meios de comunicação de massa que, utilizando

uma linguagem mais acesśıvel, alcançou o grande público, por causa também de suas

aplicações nas áreas mais diversas da ciência.

A palavra catástrofe, neste contexto, está intimamente ligada a mudanças bruscas

de padrões. Na natureza, tsunamis, terremotos, deslizamentos de terra e tornados são

exemplos de catástrofes. Mas não só desastres naturais são abarcados por esse conceito;

a simples quebra de uma onda do mar ou as fases de divisão celular de um embrião

também o são.

Os conceitos fundamentais na Teoria das Catástrofes são a genericidade e a estabi-

lidade estrutural. Os modelos matemáticos constrúıdos com base na teoria de Thom

não tinham como finalidade fazer algum tipo previsão, mas sim destinar-se a enten-

der inteligentemente os fenômenos naturais, de modo que a principal preocupação era

encontrar estruturas matemáticas que descrevessem as formas de todas as posśıveis

superf́ıcies de equiĺıbrio (estáveis), que explicassem a sua criação bem como as suas

alterações.

As famı́lias de aplicações diferenciáveis dependentes de parâmetros, manipuladas de

maneira conveniente, mostraram-se adequadas à descrição e classificação das catástrofes.

O estudo de René Thom partiu da Teoria de Morse, que tratava de formas normais

de funções Rn → R na vizinhança de um ponto singular não-degenerado. Provou-se

que pequenas perturbações da função em torno desse ponto forneciam, no máximo,

singularidades de mesmo tipo.

Hassler Whitney (1907-1989) foi outro importante matemático que estudava sin-

gularidades de aplicações diferenciáveis, mas, diferente de Morse, seu foco era em

aplicações R2 → R2. Whitney apresentou dois tipos de singularidades estruturalmente

estáveis: a dobra e a cúspide.

Thom estendeu os trabalhos de Whitney e de Morse usando ferramentas ma-

temáticas diferentes, ele estudou o comportamento de uma função diferenciável f :

Rn → R mergulhando-as em famı́lias de aplicações F (x, t) com F (x, 0) = f(x) para

todo x ∈ Rn, sendo x e t variáveis multidimensionais com t fazendo vez de parâmetro,

técnica que ele chamou de desdobramento da função.

Os estudos de René Thom mostraram que, para espaços de parâmetros com di-

mensão menor ou igual a 4, é posśıvel encontrar um desdobramento de f que fornece



todas informações importantes de f . A isso ele chamou de desdobramento universal.

Ele listou sete desdobramentos estáveis com no máximo quatro parâmetros, conhecidos

como As sete catástrofes elementares.

A formalidade matemática da teoria de Thom foi apresentada nas pesquisas dos

matemáticos John Mather (1942-2017) e Bernard Malgrange (1928- ), que usaram

ferramentas nada triviais de Análise Funcional e de Topologia para provar a teoria.

A Teoria de Singularidades é um ramo de pesquisa que está dentro das grandes

áreas matemáticas de Geometria e de Topologia que, no ińıcio de sua fundamentação

e primeiros estudos, deu base à Teoria das Catástrofes e, atualmente, devido a seu

desenvolvimento ao longos dos últimos anos, a abarca. Se considerarmos a história da

matemática, esse é um ramo de pesquisa relativamente novo.

O termo singularidade geralmente é usado, na matemática, para comportamentos

inesperado de determinados objetos. Considerando, por exemplo, uma aplicação suave

f : U → Rp, onde U ⊂ Kn aberto, dizemos que x ∈ Rn é um ponto singular se o

posto da matriz jacobiana de f aplicada a x não é maximal. De maneira mais geral,

considerando variedades diferenciáveis N e P , de dimensões n e p, respectivamente,

uma aplicação suave g : N → P tem um ponto singular x ∈ N se existe uma direção

ao longo da qual a derivada de g é nula em x.

Podemos pensar a Teoria de Singularidades como uma especialidade que estuda a

geometria e a topologia de variedades definidas por equações polinomiais ou anaĺıticas

não-suaves. O desenvolvimento da teoria envolve técnicas de diferentes áreas da ma-

temática e os resultados obtidos possuem diversas aplicações práticas.

Uma abordagem da Teoria de Singularidades que atualmente se mostra muito atra-

tiva à pesquisa cient́ıfica diz respeito ao estudo de famı́lia de matrizes.

Nossa principal referência nesse trabalho é o artigo [10] dos matemáticos James

William Bruce e Farid Tari. Ali eles classificam singularidades em matrizes quadra-

das. Também em [18], Bruce especifica o estudo para matrizes simétricas. Uma das

variedades de interesse atualmente são as chamadas variedades determinantais, isto é,

variedades definidas por equações provenientes de menores de matrizes. Temos como

objetivo de nosso trabalho classificar germes simples de singularidades de matrizes

quadadas, associadas a variedades determinantais, usando técnicas da Teoria de Sin-

gularidades aplicada a matrizes.

Uma famı́lia de matrizes quadradas é um germe de uma aplicação suave A :

(Rn, 0) → Mn(R). Como motivação ao estudo das singularidades de matrizes qua-

dradas, consideremos as n−uplas diferenciáveis 1−forma em Rn,

αi = ai1(x)dx1 + . . .+ ain(x)dxn, para 1 ≤ i ≤ n,
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onde aij são germes de funções suaves. Podemos associar, a cada n−upla, a famı́lia de

matrizes (aij(x)), que podemos pensar cada entrada como funções aij : Rn → R.

O discriminante das n−uplas é o conjunto de pontos x ∈ Rn tais que det(A(x)) = 0.

Dada uma matriz A como acima e duas outras matrizes X e Y de ordem n, cujas

entradas são funções difenrenciáveis em x e que, avaliadas em x = 0, são matrizes

invert́ıveis, podemos considerar a função XAY . É fácil ver que seu determinante zera

nos mesmos pontos que o discriminante de A.

Considere agora um difeomorfismo φ : Rn → Rn e defina (A◦φ)(x) = ((aij ◦φ)(x)).

Ao longo do trabalho, apresentamos a G−equivalência que tem, como uma de suas

propriedades, a preservação da função discriminante. Com esse conceito em mente,

não é dif́ıcil mostrar que qualquer mudança suave de coordenadas na fonte de A leva o

discriminante de A ao discriminante de A ◦ φ.

No caṕıtulo 1, começamos apresentando algumas ferramentas de singularidades de

matrizes como, por exemplo, as definições de germes, transversalidade e variedade de-

terminantal.

No caṕıtulo 2, definimos o conceito de variedade determinantal e introduzimos fer-

ramentas mais espećıficas para o estudo dos germes (Kn, 0) → Mn(K) como o estudo

do espaço tangente e a G−determinação finita.

No caṕıtulo 3, discorremos um pouco sobre Germes Cohen-Macaulay de dimensão

2 bem como a G−estabilidade de matrizes.

No caṕıtulo 4, começamos a olhar efetivamente para os critérios de classificação de

germes simples A : (Cr, 0)→Mn(C) finitamente determinado.

4



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns resultados preliminares necessários ao desen-

volvimento do nosso trabalho. As principais referências são [6], [3] e [8].

1.1 Grupo Linear Geral e Grupo dos Automorfis-

mos Lineares

Seja Mn(K) o espaço das matrizes de ordem n com entradas em K (K = R ou C).

Consideremos o seguinte subconjunto de Mn(K).

Definição 1.1. O conjunto GLn(K) é um grupo com a operação usual de multiplicação

de matrizes chamado grupo linear geral.

GLn(K) = {A ∈Mn(K) : A é invert́ıvel }= {A ∈Mn(K) : det(A) 6= 0}

A operação de produto usual de matrizes é binária, associativa e tem como elemento

neutro a matriz identidade de ordem n, denotada por Idn

Definição 1.2. Dado U um K-espaço vetorial de dimensão n < ∞, definimos o

grupo de automorfismos lineares de U , GL(U), como sendo o grupo de todas as trans-

formações lineares T : U → U invert́ıveis.

Se U é um espaço vetorial cuja dimensão é n, GL(U) é isomorfo a GLn(K), basta

notar que a aplicação φβ, definida abaixo, é um isomorfismo:

φβ : GL(U)→ GLn(K)

T 7→ [T ]β

sendo β = {u1, ..., un } uma base fixada de U e [T ]β a matriz da transformação linear

de T ∈ GL(U) na base β. Ver ([6], p. 82).

5



1. Preliminares

Considere V e W espaços vetoriais de dimensão n, definimos em GL(V )×GL(W )

uma operação de produto tal que, dados (A1, B1), (A2, B2) ∈ GL(V ) × GL(W ),

(A1, B1) · (A2, B2) = (A1A2, B1B2) ∈ GL(V ) × GL(W ). A operação é binária, as-

sociativa, admite elemento inverso para cada elemento do conjunto GL(V ) × GL(W )

e tem como elemento neutro o par (Idn, Idn), logo, (GL(V )×GL(W ), ·) é grupo.

Denotamos porHomK(U, V ) o conjunto das transformações lineares entre os espaços

vetorias U e V sobre K. Tal conjunto tem uma estrutura de espaço vetorial sobre K.

Teorema 1.1. Sejam U e V dois espaços vetoriais sobre K com dimensões m e n,

respectivamente. Então o espaço HomK(U, V ) tem dimensão m · n.

Demonstração. Ver ([6], p. 10).

Definição 1.3. Um operador linear é uma transformação linear T : U −→ U , sendo

U um K−espaço vetorial.

O conjunto dos operadores lineares é um caso particular de HomK(U, V ), onde

U = V . Podemos definir neste espaço a operação de composição, operação que é

associativa e traz o operador identidade Id : U −→ U como elemento neutro da

operação. Porém não é verdade que todo elemento de HomK(U,U) tem inverso relativo

a essa operação e nem que a composição seja comutativa, como veremos nos exemplos

abaixo.

Exemplo 1.1. Seja T : R2 −→ R2 transformação linear tal que T (x, y) = (x+y, x+y).

Note que T ∈ HomK(R2,R2) e (−1, 1) ∈ Ker(T ), isto é, T não é injetora. Logo T não

possui inversa.

Exemplo 1.2. Sejam T,G ∈ HomK(R2,R2) tais que T (x, y) = (2x + y, 2x + y) e

G(x, y) = (x+ y, x− y). Facilmente encontramos

T ◦G : R2 −→ R2 e G ◦ T : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (3x+ y, 3x+ y) (x, y) 7→ (4x+ 2y, 0)

Obviamente, (T ◦G) 6= (G ◦ T ).

Observações 1.1.

i) Se U é um K−espaço vetorial de dimensão n ≥ 1, podemos mostrar que existe

um isomorfismo entre HomK(U,U) e Mn(K);

ii) Com isso, os teoremas sobre matrizes podem ser inferidos dos teoremas sobre

operadores lineares e vice-versa.

6



1. Preliminares

No que segue, estudamos especificamente algumas transformações lineares cujos

contradomı́nios são o corpo K.

Definição 1.4. Seja U um K-espaço vetorial. Um funcional linear em U é uma trans-

formação linear f : U −→ K.

Proposição 1.2. Um funcional linear f ∈ HomK(U,K) não-nulo é sempre sobrejetor

e será injetor se, e somente se, dimKU = 1.

Demonstração. Consequência do Teorema do Núcleo e da Imagem. Ver ([6], p.

87).

O espaço dual a U é o espaço HomK(U,K) denotado por U∗. Segue do Teorema

1.1 que dimKU = dimKU
∗.

Exemplo 1.3. Seja U o K-espaço vetorial P(K) e β ∈ K. A função

fβ : U −→ K
p 7−→ p(β)

é um funcional linear.

Exemplo 1.4. Seja U = Mn(K) e considere a função abaixo chamada função traço,

isto é,

tr : U −→ K
A=(aij)ij 7−→ trA =

n∑
i=1

aii

é um funcional linear. Não é dif́ıcil de ver que A,B ∈ U , tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

e dado λ ∈ K, tr(λA) = λtr(A).

Teorema 1.3. Seja U um K-espaço vetorial com dimK(U) = n < ∞ e seja β =

{u1, ..., un} uma base de U . Então existe uma única base β∗ = {f1, ..., fn} de U∗ tal

que fi(uj) = δij, para i, j = 1, ..., n. Além disto, para cada u ∈ U , temos que

u =
n∑
i=1

fi(u)ui

e para cada f ∈ U∗, temos que

f =
n∑
i=1

f(ui)fi

Demonstração. Ver ([6], p. 112)
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1. Preliminares

O conjunto β∗ é chamada de base dual a β. Se u ∈ U , então as coordenadas deste

vetor com relação à base β são f1(u), ..., fn(u), isto é, u = (f1(u), ..., fn(u))β. Além

disso, as coordenadas de f ∈ U∗ com relação à base β∗ são f(u1), ..., f(un), isto é,

f = (f(u1), ..., f(un))β∗ . A dualidade vem dessa interação entre essas bases.

Exemplo 1.5. Sejam u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 0,−1) e u3 = (0, 1, 1) em R3. Observe

que β = {u1, u2, u3} é uma base de R3.Calculemos a base dual β∗ = {f1, f2, f3} de

R3. Teremos então que fi(uj) = δij para i, j = 1, 2, 3. Escrevendo um elemento

(x, y, z) ∈ R3 em função da base β, teremos

(x, y, z) = α1(1, 1, 1) + α2(1, 0,−1) + α3(0, 1, 1)

isto é, (x, y, z) = (α1, α2, α3)β. Com isso,

fi(x, y, z) = fi(α1, α2, α3)β = αi para i = 1, 2, 3

Calculemos, então, α1, α2 e α3 em função de x, y e z. Temos,

f1(x, y, z) = x+ z − y, f2(x, y, z) = y − z, f3(x, y, z) = 2y − x− z

1.2 Variedades Diferenciáveis

A definição de uma variedade diferenciável formaliza a ideia que localmente tal

conjunto se comporta como um subconjunto do espaço euclidiano na perspectiva de

sua estrutura diferenciável.

Nesta seção, introduziremos alguns conceitos elementares que nos ajudarão a ficar

familiarizados com a noção de variedades.

Definição 1.5. Sejam X um conjunto em Rn, f : X → Rp uma aplicação e a ∈ X.

Dizemos que f é de classe C∞ em a se existir U ⊂ Rn aberto, com a ∈ U e F : U → Rp,

C∞ em a, tal que F|X∩U = f|X∩U .

Definição 1.6. Uma parametrização n−dimensional de um conjunto X ⊂ Rp é uma

aplicação suave (C∞) Φ : U → Rp, onde U ⊂ Rn é um conjunto aberto tal que

Φ(U) = X e Φ : U → Φ(U) é um difeomorfismo.

Definição 1.7. Dizemos que N ⊂ Rp é uma variedade diferenciável n−dimensional

se todo x ∈ N tem uma vizinhança Ux ∩ N , com Ux ⊂ Rp e uma parametrização

Φ : V → Rp, onde V ⊂ Rn aberto, Φ(V ) = Ux ∩N . A aplicação Φ é chamada carta de

N em x.
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Figura 1.1: Sistemas de coordenadas e diferenciabilidade da aplicação y ◦ f ◦ x−1

Fonte: Lima, ed. 2011, p. 130. [4]

Definição 1.8. Sejam T e N variedades de classe C∞ de dimensões t e n, respectiva-

mente. Uma aplicação f : T → N é diferenciável num ponto p ∈ T se existem sistemas

de coordenadas x : U → Rt em T , y : V → Rn em N , com p ∈ U e f(U) ⊂ V tais

que y ◦ f ◦ x−1 : x(U)→ y(V ) ⊂ Rn é diferenciável no ponto x(p). Em particular, f é

cont́ınua no ponto p ∈ T . Ver a figura 1.1.

Definição 1.9. Seja N ⊂ Rp uma variedade diferenciável n−dimensional. Então, dado

x ∈ N , existem abertos W ⊂ N , U ⊂ Rn e uma aplicação Φ : U → W difeomorfismo.

Sem perda de generalidade, suponhamos que Φ(0) = x. Definimos o espaço tangente a

N em x como (dΦ)0(Rn).

Denotamos o espaço tangente a N em x como TxN .

Observações 1.2.

i) A definição de TxN independe da parametrização escolhida;

ii) TxN é um subespaço vetorial n−dimensional de Rp.

Exemplo 1.6. O espaço euclidiano Rn é uma variedade diferenciável quando munido

da estrutura C∞ gerada pela carta id : Rn → Rn com id : x 7→ x.

Exemplo 1.7. No mesmo sentido do exemplo anterior, considere o conjunto de todas

as matrizes n × n de números reais. Os n2 elementos de cada uma das matrizes,

ordenados segundo um preceito qualquer, definem um ponto em Rn2
, de modo que

o conjunto em questão pode ser identificado com o Rn2
e herda deste sua estrutura

diferenciável.

Existem variedades que não estão contidas num espaço euclidiano. Daremos dois

exemplos a seguir: os espaços projetivos e as variedades Grassmannianas.

9
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Exemplo 1.8. O espaço projetivo P(V ) é o conjunto dos subespaços vetoriais de V

de codimensão 1, sendo V um espaço vetorial sobre K. De maneira mais precisa,

P(V ) = (V \ {0})/ ∼, onde, para v, w ∈ (V \ {0}), temos que v ∼ w se, e somente

se, existe λ ∈ K∗ tal que w = λv. No caso em que V = Kn+1, usaremos a notação

Pn. Podemos ver o espaço projetivo Pn como o conjunto de todas as retas R ⊂ Rn+1

que passam pela origem. Os elementos R ∈ Pn podem ser descritos por um sistema de

coordenadas homogêneas. Cada vetor não-nulo v = (y1, . . . , yn+1) é uma base de R e,

para cada real, t 6= 0, tv ainda é uma base de R. As coordenadas y1, . . . , yn+1, definidas

a menos de um fator arbitrário t 6= 0, se chamam as coordenadas homogêneas de R.

Exemplo 1.9. A variedade de Grassmann Gr(V ) de um K−espaço vetorial V , de

dimensão n, é o conjunto de todos os subespaços vetoriais de dimensão r de V . Em

particular, Pn = G1(Rn+1). A também chamada Grassmanniana Gr(V ) tem dimensão

igual a r(n− r).

Definição 1.10. Seja N uma variedade diferenciável n−dimensional. Uma subvarie-

dade diferenciável P de N é ela própria uma variedade diferenciável m−dimensional

com P ⊆ N e m ≤ n. Neste caso, definimos denotamos a codimensão de P por

cod(P ) = n−m.

Com as definições que exibimos até agora nesta seção, mostrar que certo conjunto

P é uma subvariedade, na maioria dos casos, apresenta-se como uma atividade não

muito simples de ser executada, já que, para isso, teŕıamos de buscar parametrizações

de vizinhanças de cada ponto x ∈ P .

A próxima definição nos possibilita outros jeito de encontrar subvariedades que são

diferenciáveis.

Definição 1.11. Seja s : N → P uma aplicação diferenciável de classe C∞ entre

variedades N e P . Um ponto p ∈ P é chamado valor regular de s se, para cada

n ∈ s−1(p), a derivada dsn : TnN → TpP é sobrejetiva.

Teorema 1.4. Considere a aplicação de classe C∞ s : N → P entre duas variedades

N e P de dimensões n e m, respectivamente. Se p ∈ P é um valor regular, s−1(p) é

vazio ou s−1(p) é uma subvariedade de N com dim(s−1(p)) = n−m.

Demonstração. Ver ([4], p. 69)

A seguir, vamos mostrar as principais definições que versam sobre o conceito de

estratificação de Whitney. Tal teoria objetiva decompor uma variedade singular em

subvariedades regulares disjuntas, as quais chamamos de estratos.

10
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Definição 1.12. Sejam N uma variedade diferenciável e S ⊂ N . Uma estratificação

localmente finita de S é uma partição de S em subvariedades de N , chamadas estratos,

tais que, para todo ponto de S, existe uma vizinhança de N que encontra apenas um

número finito de estratos.

Definição 1.13. Seja N uma variedade suave, S ⊂ N e {Sα} uma estratificação de

S. Dizemos que {Sα} satisfaz a condição de fronteira se, para dois estratos Sα e Sβ,

tais que Sα ∩ Sβ 6= ∅, então Sα ⊂ Sβ.

Definição 1.14. Uma estratificação {Sα} que satisfaz as condições de Whitney atende

às seguintes condições.

Para todo par (Sα, Sβ) de estratos tais que Sβ ⊂ Sα e para todo y ∈ Sβ, temos,

a) Para toda sequência de pontos xi de Sα convergindo para y, tal que o limite

limi→∞ Txi(Sα) = T

existe na Grassmanniana correspondente, então T contém Ty(Sβ).

b) Se além disso, para toda sequência yi de pontos de Sβ convergindo para y e tal

sequência de direções

limi→∞ xiyi = λ

existe no espaço projetivo, então T contém λ.

Em [16], Whitney mostrou que toda variedade anaĺıtica complexa admite uma es-

tratificação que atende a essas duas condições.

1.2.1 Transversalidade

Com o objetivo de generalizar o conceito de valor regular, nós vamos apresentar o

conceito de Transversalidade.

A noção de objetos que se interceptam transversalmente é um conceito fundamen-

tal para a teoria de singularidades. Nesta seção, apresentaremos sua definição, alguns

resultados e exemplos.

A noção mais primitiva deste conceito diz respeito à soma de dois subespaços ve-

toriais de um espaço vetorial V .

Definição 1.15. Sejam W e Q dois subespaços vetoriais de um espaço vetorial V . Nós

dizemos que W e Q se interceptam transversalmente quando W +Q = V .

11



1. Preliminares

Exemplo 1.10. Considere o espaço vetorial V = R2 e os subconjuntos W = {(x1, x2) ∈
R2|x1 = 0} e Q = {(y1, y2) ∈ R2|y2 = 0}. É fácil ver que W e Q são subespaços

vetoriais de R2 e que W +Q = R2. Portanto, W e Q se interceptam transversalmente.

Vamos estender agora a ideia de transversalidade a subvariedades diferenciáveis de

uma variedade diferenciável.

Definição 1.16. Dizemos que duas subvariedades N1 e N2 de uma variedade N se

interceptam transversalmente em x ∈ N1∩N2 quando os espaços tangentes TxN1 e TxN2

se interceptam transversalmente em TxN . N1 e N2 se interceptam transversalmente

quando a noção acima vale para todos os pontos x ∈ N1 ∩N2.

Definição 1.17. Sejam S e P variedades diferenciáveis e s : S → P uma aplicação

C∞. Seja W uma subvariedade de P e x ∈ S. Então s intersepta W transversalmente

em x se

(i) s(x) /∈ W , ou

(ii) s(x) ∈ W e Ts(x)P = Ts(x)W + (ds)x(TxS)

Dizemos que s é transversal a W se s é transversal a W para todo x ∈ S. Notação:

s t W .

Exemplo 1.11. Considere a aplicação s : R→ R2 com s(t) = (t, 0) e seja W o eixo−y
em R2. Note que a aplicação s é transversal a W em s(R) ∩W = {(0, 0)},

Ts(x)R2 = Ts(x)W + (ds)x(TxR)

Proposição 1.5. Seja f : P → N uma aplicação de classe Ck transversal a uma

subvariedade S ⊂ N , de classe Ck. Então

(i) Ou bem f−1(S) = ∅ ou bem f−1(S) é uma subvariedade de classe Ck de P , cuja

codimensão em P é igual à codimensão de S em N ;

(ii) Neste caso, Tp(f
−1(S)) = (df)−1p (Tf(p)S) para todo p ∈ f−1(S)

Demonstração. Ver ([4], p.179)

1.3 Germes de Aplicações Diferenciáveis

Nesta seção, definimos importantes estruturas da Teoria de Singularidades de Aplicações

Diferenciáveis tais como germes de funções diferenciáveis, o anel On e também o seu

ideal maximal M.

12
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Definição 1.18. Seja L um aberto do Kn contendo a origem e

F = {f : L→ Kp| f é de classe C∞}

Dados L1, L2 ⊆ L, f1 : L1 → Kp e f2 : L2 → Kp, em F , definimos:

f1 ∼ f2 ⇔ ∃W ⊂ L1 ∩ L2 tal que f1|W = f2|W

A classe de equivalência de f concernente a essa relação é chamada de germe.

A notação de cada classe de equivalência é dada por [f ] ou f : (Kn, 0)→ Kp, sendo

f : Kn → Kp um representante de classe.

Denotamos por

O(n,p) = F
∼ = {[f ]|f ∈ C∞},

o anel local dos germes de função anaĺıticas f : (Cn, 0) → Cp. Por simplicidade,

quando tratamos de germes de funções (p = 1), escrevemos On. O conjunto Mn =

{f ∈ On|f(0) = 0} é seu ideal maximal e, quando não houver perigo de notação, Mn

será denotado apenas por M.

Definição 1.19. O conjunto Mk é dado pela multiplicação do conjunto M k vezes.

Mk = M . . .M︸ ︷︷ ︸
k−vezes

Definição 1.20. O k−jato de f : U ⊂ Kn → K em a ∈ U é o polinômio de grau

menor ou igual a k em n variáveis dado por

jkf(a) = (df)ax+ 1
2
(d2f)ax

2 + . . .+ 1
k!

(dkf)ax
k

Definição 1.21. O k−jato de f : U ⊂ Kn → Kp, com f = (f1, . . . , fp), em a ∈ U é

dado por

jkf(a) = (jkf1(a), . . . , jkfp(a))

O espaço dos k−jatos é denotado por Jk(n, p), é o conjunto das p−uplas de po-

linômios em n variáveis de grau menor ou igual a k sem o termo constante. Notemos

que é um espaço vetorial de dimensão finita e que

Jk(n, p) = MnO(n,p)/M
k+1
n O(n,p)

Uma das principais ideias na teoria das singularidades é substituir o espaço dos

germes MO(n,p) pelo espaço Jk(n, p) dos k−jatos.
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1.4 Ação de Grupos

Uma relação de equivalência nos possibilita agrupar elementos do conjunto MO(n,p)

em classes. Para tal, exibiremos aqui as noções de ação de grupo e de grupo de

Lie. Quando consideramos o conjunto MO(n,p), estamos trabalhando com os germes

(Kn, 0)→ (Kp, 0).

Definição 1.22. Sejam (G, ∗) um grupo com a operação binária ∗ : G×G −→ G e X

um conjunto não-vazio. A ação de um G em X é uma operação binária α : G×X −→ X

com (g, x) 7→ α(g, x) satisfazendo

a) α(eG, x) = x, para todo x ∈ X sendo eG o elemento neutro de G.

b) α(g1, α(g2, x)) = α(g1 ∗ g2, x), g1, g2 ∈ G, x ∈ X.

Definição 1.23. Sejam (G, ∗) um grupo, X um conjunto não-vazio e α : G ×X −→
X uma ação do grupo G em X. A órbita de um elemento x ∈ X é o conjunto

{α(g, x) : ∀g ∈ G}. Denotamos tal conjunto por G · x .

Proposição 1.6. Sejam (G, ∗) um grupo e X um conjunto não vazio que sofre uma

ação do grupo G. Temos que X pode ser escrito como a união disjuntas das órbitas de

seus elementos.

X =
⋃̇
x∈X

G · x

Proposição 1.7. Sejam V e W K-espaços vetorias de dimensão n e H = GL(V ) ×
GL(W ). A ação natural de H no conjunto HomK(V,W ) é dada pela seguinte aplicação

α : H ×Hom(V,W )→ Hom(V,W )

((A,B), T ) 7→ ATB−1

Demonstração. Note que a aplicação α está bem definida e é, de fato, uma ação, pois,

tomando (Idn, Idn) ∈ H e T ∈ Hom(V,W ), temos,

a) α((Idn, Idn), T )) = (Idn)T (Id−1n ) = T

b) Sejam (A,B), (A1, B1) ∈ H e T ∈ Hom(V,W ), temos que

α((A,B), α((A1, B1), T )) = α((A,B), A1TB
−1
1 ) = (AA1)T (BB1)

−1 =

α((AA1, BB1), T ) = α((A,B) · (A1, B1), T )

Definição 1.24. Uma ação de um grupo G em um conjunto X induz uma relação de

equivalência (∼G) em X:
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x, y ∈ X, x ∼G y ⇔ ∃g ∈ G tal que y = g · x

Não há dificuldade em ver que essa relação é reflexiva, simétrica e transitiva.

Definição 1.25. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável T , de classe C∞,

com uma estrutura de grupo em que a operação m : T × T → T , m(t1, t2) = t1t2 e a

inversão i : T → T , i(g) = g−1, são aplicações de classe C∞.

Exemplo 1.12. O grupo GLn(R) é um exemplo de grupo de Lie. Considere a função

det : Rn2 → R, que é cont́ınua, e que podemos identificar GLn(R) com det−1(R \ {0}),

logo é um subconjunto aberto do espaço das matrizes Mn(R) ' Rn2
. A operação multi-

plicação de matrizes em Mn(R) é dada por uma aplicação polinomial, consequentemente

suave, e a inversão de matrizes em GLn(R) é dada por uma aplicação racional com

denominador não-nulo, portanto é suave.

Uma ação suave de um grupo de Lie em uma variedade suave N é uma ação

φ : T ×N → N

em que φ é uma aplicação suave.

Proposição 1.8. Seja φ uma ação suave de um grupo de Lie T numa variedade suave

N . Para cada p ∈ N , a aplicação que representa a órbita de p, φp : T → N , é suave e

tem um posto constante, então o grupo Tp = (φp)
−1(p) é um subgrupo de Lie de T . Se

Tp = {eT}, então φp é uma imersão suave injetiva e a órbita T · p é uma subvariedade

de N .

Demonstração. Ver ([15], p.74)

Via de regra, não podemos afirmar que as órbitas de uma ação de um grupo de Lie

T em uma variedade diferenciável N são subvariedades, mas sim subvariedades imersas

como vimos na proposição anterior. Entretanto, nos casos que, para algum x ∈ N , G ·x
seja uma subvariedade, temos as seguintes proposição e definição.

Proposição 1.9. Seja φ : T ×N → N uma ação suave de um grupo de Lie T em uma

variedade diferenciável N . Se as órbitas são subvariedades de N , então, para qualquer

x ∈ N , a aplicação φx : T → T · x, dado por φx(t) = t · x, é uma submersão.

Demonstração. Ver ([15], p.74)

Definição 1.26. O Espaço Tangente à órbita G ·x em x é a imagem de dφx : TIdG→
Tx(G · x), ou seja, Tx(G · x) = dφx(TIdG).
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1.5 Alguns grupos de Mather

As próximas definições dizem respeito a equivalências utilizadas para classificações

de germes. Tais relações determinam os grupos de Mather. Introduziremos as definições

dos grupos A, R, L, K e C.

Definição 1.27. Sejam f, g ∈MO(n,p). Dizemos que f, g são A−equivalentes (f ∼A g)

se existirem difeomorfismos h : (Kn, 0)→ (Kn, 0) e k : (Kp, 0)→ (Kp, 0) tais que

Rn

Rn

Rp

Rp

f

h

g

k

Com g = k ◦ f ◦ h−1 e f = k−1 ◦ g ◦ h.

Exemplo 1.13. Considere os germes f, g : (R2, 0) → (R2, 0) dados por f(x, y) =

(x2 + y2, xy) e g(x, y) = (x2, y2). Tomemos h, k ∈ A tais que h−1(x, y) = (x+ y, x− y)

e k(x, y) = (1
4
(x+ 2y), 1

4
(x+ 2y)). Note então que

g = k ◦ f ◦ h−1

Portanto, (f ∼A g).

Definição 1.28. Dizemos que f ∈ MO(n,p) é estável (ou A−estável) se existe uma

vizinhança V de f em C∞(Rn,Rp), com a topologia de Whitney, tal que, para todo

g ∈ V , temos f ∼A g.

Definição 1.29. O grupo dos germes de difeomorfismos h : (Kn, 0)→ (Kn, 0) é deno-

tado por R. O grupo R é chamado grupo de mudança de coordenadas na fonte.

Observação 1.1.

i. O conjunto dos germes de difeomorfismos que não preservam a origem é denotado

por Re.

Definição 1.30. Sejam f, g ∈MO(n,p). Dizemos que f, g são R−equivalentes (f ∼R
g) se existe h ∈ R tal que f ◦ h−1 = g

A ação de R sobre MO(n,p) é dada por composição à direita

ΦR : R×MO(n,p) →MO(n,p)

(h, f) 7→ f ◦ h−1
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Definição 1.31. O espaço tangente à órbita de um germe f ∈ MO(n,p) pela ação de

R é dado por

TRf = M{∂f
x1
, . . . , ∂f

xn
}

Definição 1.32. O grupo dos germes de difeomorfismos l : (Kp, 0) → (Kp, 0) é deno-

tado por L. O grupo L é chamado grupo de mudança de coordenadas na meta (em

(Kp, 0)).

A ação de L sobre MO(n,p) é dada por composição à direita

ΦL : L ×MO(n,p) →MO(n,p)

(l, f) 7→ f ◦ l

Com as últimas definições, podemos agora identificar o grupo A com o produto

R×L.

Definição 1.33. O grupo de contato, que denotamos por K, é o grupo dos germes de

difeomorfismo (Kn ×Kp, 0)→ (Kn ×Kp, 0), que são da forma

H(x, y) = (h(x); Θ(x, y))

onde h ∈ R e Θ(x, 0) = 0, para x próximo da origem.

Definição 1.34. Sejam f, g : (Kn, 0) → Kp. Dizemos que f, g são K−equivalentes

quando existir H = (h,Θ) ∈ K, tal que:

(h(x), g ◦ h(x)) = H(x, f(x)),

isto é, uma forma especial, H leva o gráfico de f sobre o gráfico de g.

O subgrupo de K formados pelos elementos da forma H(idn,Θ) é denotado por C,
sendo idn a aplicação identidade de Kn.

Definição 1.35. Dois germes f, g ∈MO(n,p) são C−equivalentes se existir H ∈ C tal

que

H(x, f(x)) = (x,Θ(x, f(x))) = (x, g(x))

Em [15], podemos ver que K é dado como um produto semi-direto dos grupos R e

C.

Definição 1.36. O espaço tangente à órbita de um germe f ∈ MO(n,p) pela ação de

C é dado por

TCf = f ∗(Mp)O(n,p), sendo Mp = {g ∈ Op|g(0) = 0}
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Lema 1.10. Dois germes f, g ∈ MO(n,p) são ditos K−equivalentes se, e somente se,

existe um germe invert́ıvel h : (Kn, 0)→ (Kn, 0) tal que f ◦ h e g são C−equivalentes.

Demonstração. Ver ([15], p. 149)

Definição 1.37. O espaço tangente à órbita de um germe f ∈ MO(n,p) pela ação de

K é dado por

TKf = TRf + TCf

Definição 1.38. Um germe f ∈ MO(n,p) é dito finitamente determinado quando é

equivalente a um de seus polinômios de Taylor.

Observações 1.3.

i) A definição acima permite que o problema da classificação possa ser reduzido

ao espaço dos k−jatos, que é um espaço de dimensão finita.

Definição 1.39. Um dado germe de aplicação f ∈ MO(n,p) é k − G−determinado

(G = A, R, K ou C) se, para todo g ∈ MO(n,p) tais que os k−jatos jkf(0) e jkg(0)

são iguais, g é G−equivalente a f .

Infelizmente, com as definições e resultados que inclúımos até agora, o espaço O(n,p)

não é uma variedade diferenciável e nem os grupos de Mather apresentados são grupos

de Lie. Contudo, se G é um grupo de Mather e definimos Gk como o subgrupo de G tal

que seus elementos são os germes de G cujo k−jato é a identidade, então são definidos

os grupos de k−jatos dos elementos de G, que são denotados por JkG = G\Gk. Estes

grupos são grupos de Lie.

A ação de G sobre MnO(n,p) induz uma ação de JkG sobre Jk(n, p) com

ω : JkG× Jk(n, p)→ Jk(n, p)

(jkh, jkf) 7→ jk(h · f)

A ideia aqui é estudar a ação de G sobre MnO(n,p) através de ω. Os principais

resultados para tal são o Lema de Mather, a Transversal Completa e os critérios de

determinação finita.

Começamos pelo Lema de Mather que está relacionado às ações dos grupos de Lie

e ao cálculo de órbitas.

Lema 1.11. Seja G um grupo de Lie agindo suavemente em uma variedade n−dimensional

N . Seja P uma subvariedade conexa de N . Então P está contida em uma única órbita

de G se, e somente se,
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1. Preliminares

i) para cada x ∈ X, TxP ⊂ TxG · x;

ii) dim(TxG · x) permanece constante para todo x ∈ X.

Demonstração. Ver ([19], p. 234)

Considere agora o subconjunto Hk(n, p) de Jk(n, p) formado pelas p−uplas de po-

linômios homogênios de grau k em n variáveis.

Teorema 1.12. Seja f ∈ Jk(n, p). Denotamos por G1 o subgrupo de G dos elementos

cujo 1−jato é a identidade, e Hk+1(n, p) para as aplicações polinomiais homogênias de

grau k+1. Suponha que Tf (J
k+1G1)j

k+1f∩Hk+1(n, p)+T = Hk+1(n, p) para algum su-

bespaço T de Hk+1(n, p). Então todo (k+1)−jato com k−jato f é Jk+1G1−equivalente

a um jato da forma f + B, com B ∈ T . O conjunto T é chamado de transversal

completa.

Demonstração. Ver ([20], p. 255)

Estamos interessados na classificação com o grupo G, entretanto o Teorema da

Transversal Completa é válido para um subgrupo G1 de G. Usamos então o Lema de

Mather para excluir os termos desnecessários que não foram eliminados na Transversal

Completa com o grupo G1.

Em cada jkf usamos a Transversal Completa para obter a parametrização dos

(k+ 1)−jatos que têm o k−jato igual a jkf . Usamos o Lema de Mather para produzir

as G−órbitas dentro desta parametrização. Aplicamos os critérios de determinação fi-

nita a cada órbita no (k+1)−jato (cujo k−jato é jkf). Se o germe é (k+1)−finitamente

determinado paramos o processo. Caso contrário, consideramos (k + 2)−jato e segui-

mos o racioćınio.

Os próximos enunciados são bastante utilizados na teoria de singularidades e serão

muito referenciados durante o nosso trabalho.

Lema 1.13. (Lema de Nakayama) Seja R um anel comutativo com unidade 1 e

M um ideal em R com a propriedade que 1 + x é invert́ıvel em R para todo x ∈ M.

Seja C um R−módulo e A,B R−submódulos de C com A finitamente gerado.

Se A ⊂ B + MA então A ⊂ B

Demonstração. Ver ([15], p. 102)

Proposição 1.14. Seja C um R−módulo com base finita e seja T ⊂ C um R−submódulo.

Uma condição necessária e suficiente para que T tenha finita codimensão em C é que

exista um inteiro k ≥ 1 com Mk · C ⊂ T .

Demonstração. Ver ([15], p. 104)
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Caṕıtulo 2

Teoria de Singularidades de

Matrizes

2.1 Variedade Determinantal

Seja M(n,p)(K) o conjunto de todas as matrizes n×p com entradas em K. Denotamos

por ∆t o subconjunto de M(n,p)(K) formados pelas matrizes que têm o posto menor

que t, com 1 ≤ t ≤ min{n, p}. O conjunto ∆t é denominado variedade determinantal

genérica.

Definição 2.1. Sejam L = (lij(x)) uma matriz n × p cujas entradas são funções

anaĺıticas complexas em U ⊂ Cr e, f , a função cujas coordenadas são os menores

t × t da matriz L. Dizemos que X é uma variedade determinantal de codimensão

(n− t+ 1)(p− t+ 1) se X é definida pelas equações f = 0.

Olhemos agora a matriz L como uma aplicação L : Kr →M(n,p)(K), com L(0) = 0.

A variedade determinantal é o conjunto X = L−1(∆t), com 1 ≤ t ≤ min{n, p} e o

conjunto singular de X é dado por L−1(∆t−1). A parte regular de X é denotada por

Xreg = L−1(∆t \∆t−1). Notemos que, se X tem singularidade isolada na origem, então

r < (n− t+ 2)(p− t+ 2).

Proposição 2.1. Se 1 ≤ t ≤ min{n, p} − 1, então

i) O conjunto ∆t+1 é uma subvariedade algébrica irredut́ıvel de M(n,p)(K) de codi-

mensão (n− t)(p− t);

ii) O conjunto singular de ∆t é exatamente ∆t−1 e para A ∈ ∆t \∆t−1, então

TA∆t = {B ∈M(n,p)(K)|B(Ker(A) ⊂ A(Kr)}.
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2. Teoria de Singularidades de Matrizes

Demonstração. Ver ([22], p. 67)

Teorema 2.2. Sejam R um anel Noetheriano em L uma matriz n × p com entradas

em R. O ideal I, gerado pelos menores maximais de R, é perfeito.

No caso em que as entradas de L são indeterminadas sobre um corpo e I é o ideal

gerado pelos menores maximais de L é chamado ideal determinantal.

Observação 2.1. Seja L uma matriz n× p e I um ideal com entradas em Or gerado

pelos menores t × t de I, com t ≤ min{n, p}. Chamamos de operações elementares

entre colunas as seguintes operações:

i) Permutações entre colunas;

ii) A substituição de Cj por uCj + vCi, onde Ci e Cj denotam colunas distintas de

L, 1 ≤ j, i ≤ p, i 6= j, v é unidade em Or e u ∈ Or.

Operações elementares entre linhas são definidas da mesma forma. Então:

a) O ideal determinantal I é invariante sob operações elementares entre linhas e

colunas;

b) Se uma das entradas da matriz L é uma unidade em Or, podemos transformar

L, por um número finito de operações entre linhas e colunas, à seguinte forma:
1 0 · · · 0

0
... L̃

0


e, I é igual ao ideal gerado pelos menores (t− 1)× (t− 1) de L′. Portanto, sem

perda de generalidade, na maior parte do trabalho vamos considerar matrizes

cujas entradas pertencem ao ideal maximal de Or.

2.2 Resultados Básicos

Sejam V e W dois espaços vetorias de dimensão n sobre K, que pode ser R ou C. O

espaço das aplicações lineares V → W é denotado por HomK(V,W ) e existe uma ação

natural do produto H = GL(V )×GL(W ), com a operação produto, neste espaço. Ver

(1.7).

Precisaremos também de uns resultados básicos da Álgebra Linear que nós exibire-

mos aqui por conveniência.
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2. Teoria de Singularidades de Matrizes

Observação 2.2.

i) Podemos decompor o espaço das matrizes quadradas de ordem n, Mn(K), usando o

posto. Se denotamos por ∆ o subconjunto de Mn(K) formado pelas matrizes que têm

determinante igual a zero, então

Mn(K) = GLn(K)
⋃̇

∆

Proposição 2.3. 1) Existe um isomorfismo natural HomK(V,W ) ∼= HomK(W ∗, V ∗).

2) Existe um isomorfismo natural HomK(V,W )∗ ∼= HomK(W,V ). Este isomorfismo

é dado como segue: se θ ∈ HomK(W,V ) então θ : HomK(V,W ) → K por

θ(α) =traço(α ◦ θ). Esta aplicação traço dá uma forma bilinear não-degenerada

HomK(V,W )×HomK(W,V )→ K.

Demonstração. 1) Defina

Φ : HomK(V,W )→ HomK(W ∗, V ∗)

f 7→ f ∗

Como dimK(HomK(V,W )) = dimK(HomK(W ∗, V ∗)), basta mostrar que Φ é in-

jetiva e é um homomorfismo para concluirmos que também é isomorfismo.

Afirmamos que Φ é injetiva. Devemos mostrar que, se f 6= 0, então f ∗ 6= 0.

De fato, se f 6= 0, tome v ∈ V com w = f(v) 6= 0. Complete w até for-

mar uma base β de W . β = {w,w2, ..., wn}, sendo dimKW = n. Agora con-

sidere a base dual de W ∗. β∗ = {w∗, w∗2, ..., w∗m}. Por definição, w∗(w) =

1, w∗(w2) = 0,...,w∗(wm) = 0, portanto w∗(w) 6= 0. Podemos tomar u =

αw∗ + ... + αnw
∗
n ∈ W ∗, com α,...,αn ∈ K, sendo α 6= 0. Façamos agora

f ∗(u)(v) = [f ∗(αw∗+ ...+αnw
∗
n)](v) = αf ∗(w∗)(v) + . . .+αnf

∗(w∗n)(v) = α(w∗ ◦
f)(v) + . . .+αn(w∗n ◦ f)(v) = α(w∗(f(v))) + . . .+αn(w∗n(f(v))) = α(w∗(w)) = α,

ou seja, f ∗ 6= 0 e ker(Φ) = {f ∈ HomK(V,W ); Φ(f) = 0} = {0}. Logo Φ

é injetiva. Resta-nos mostrar que Φ é um homomorfismo. Para tal, considere

λf1 + f2 ∈ Hom(V,W ), com λ ∈ K.

Φ(λf1 + f2) = f ∗(λf1 + f2) = λf ∗(f1) + f ∗(f2) = λΦ(f1) + Φ(f2)

2) Queremos mostrar agora que HomK(V,W )∗ ∼= HomK(W,V ). Para tal, defina

T : HomK(W,V )→ HomK(V,W )∗

T 7→ T(T )(S) := tr(S ◦ T )
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2. Teoria de Singularidades de Matrizes

Como dimK(HomK(W,V )) = dimK(HomK(V,W )∗), basta mostrar que T é inje-

tiva e é um homomorfismo para concluirmos que também é isomorfismo.

Por definição, se T ∈ ker(T) então tr(S ◦ T ) = 0 para todo S ∈ HomK(V,W ),

logo T = 0 e T é injetiva. Resta-nos agora mostrar que T é um homomorfismo.

De fato, considere T1 + T2 ∈ HomK(W,V ) com λ ∈ K, T1 = (bij) e T2 = (cij)

sendo S ◦ T1 = (βij) e S ◦ T2 = (γij). Tome então S = (aij) ∈ HomK(V,W ).

Temos que

T(λT1 + T2)(S) = tr(S ◦ (λT1 + T2)) = (dij)

Perceba que dij =
n∑
k=1

aik(λbkj + ckj) = λ
n∑
k=1

aikbkj +
n∑
k=1

aikckj = λβij + γij. Dáı

T(λT1 + T2)(S) = (dij) = (λβij + γij) = (λβij) + (γij) = λT(T1)(S) + T(T2)(S)

Esta aplicação traço nos dá uma forma bilinear não-degenerada HomK(V,W )×
HomK(W,V )→ K

P : HomK(V,W )×HomK(W,V )→ K

(S, T ) 7→ tr(S ◦ T )

Vamos mostrar que P é uma forma bilinear. De fato, dados S, S1, S2 ∈ HomK(V,W ),

T, T1, T2 ∈ HomK(W,V ) e λ ∈ K, temos:

i’) P(λS, T ) = tr(λS ◦ T ) = tr(S ◦ λT ) = λtr(S ◦ T ) = λP(S, T )

ii’) P(S1, T ) + P(S2, T ) = tr(S1 ◦ T ) + tr(S2 ◦ T ) = P((S1 + S2), T )

Para o desenvolvimento de nosso trabalho, precisaremos das próximas definições e

resultados.

Definição 2.2. Sejam U e T espaços vetoriais de dimensão finita e
∼
H,um subgrupo de

GL(T ). Dizemos que α1, α2 ∈ HomK(U, T ) são (GL(U) ×
∼
H)−equivalentes se, para

algum β ∈ GL(U) e para algum γ ∈
∼
H, temos

α2 = γ ◦ α1 ◦ β

Definição 2.3. Seja α ∈ HomK(U, T ). Denotamos por α∗ o elemento correspondente

de HomK(T ∗, U∗).

Definição 2.4. Se S é um subespaço de U , nós escrevemos S⊥para {φ ∈ U∗ : φ(S) = 0}.

23
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Lema 2.4. 1) As aplicações α1 e α2 são (GL(U)×
∼
H)−equivalentes se, e somente

se, algum γ ∈
∼
H leva a Im(α1) à imagem de Im(α2).

2) Temos que [Im(α)]⊥ = ker(α∗) e [ker(α)]⊥ = Im(α∗).

3) As aplicações α1 e α2 são equivalentes se, e somente se, para algum γ ∈
∼
H a

aplicação γ∗ leva ker(α∗1) a ker(α∗2).

Demonstração. 1) Sejam U, T K−espaços vetoriais e
∼
H ⊆ GL(T ). Considere as trans-

formações lineares equivalentes α1, α2 : U → T . Sabe-se que

α1 ∼ α2 ⇔ ∃β ∈ GL(U) e γ ∈
∼
H tal que α2 = γ ◦ α1 ◦ β

U

U

T

T

α1

β

α2

γ�

Assim, α1 ∼ α2 ⇔ γ−1 ◦ α2 = α1 ◦ β. Como β : U → U é isomorfismo, para todo

u ∈ U , existe u′ ∈ U tal que u = β(u′). Dáı

t ∈ Im(α1)⇔ t = α1(u), u ∈ U ⇔ t = α1(β(u′)), u′ ∈ U

Como α2 = γ ◦ α1 ◦ β, então

γ(α1(β(u′))) = γ(t) = α2(u
′)

Logo, γ(Im(α1)) ⊂ Im(α2). Como γ é um isomorfismo que leva o subespaço r−dimensional

Im(α) ⊂ HomK(V,W ) noutro subespaço r−dimensional, então γ(Im(α1)) = Im(α2).

2) Im(α)⊥ = {φ ∈ T ∗ : φ(s) = 0,∀s ∈ Im(α)} = {φ ∈ T ∗ : φ(α(t)) = 0, ∀t ∈ U} =

{φ ∈ T ∗ : α∗(φ)(t) = 0,∀t ∈ U} = {φ ∈ T ∗ : α∗(φ) = 0} = ker(α∗).

A segunda parte da prova é feita usando a primeira parte da prova e equivalências de

Álgebra Linear:

Im(α)⊥ = ker(α∗)⇔ Im(α∗)⊥ = ker((α∗)∗)⇔ Im(α∗)⊥ = ker(α)⇔
{[Im(α∗)]⊥}⊥ = ker(α)⊥ ⇔ Im(α∗) = ker(α)⊥

3) Sejam α1, α2 : U → T transformações lineares equivalentes, ou seja, existem

β ∈ GL(U) e γ ∈ GL(T ) tais que γ−1 ◦ α2 = α1 ◦ β. Sabe-se que

ker(α∗1) = {ϕ ∈ T ∗ : α∗1(ϕ) = 0} = {ϕ ∈ T ∗ : ϕ ◦ α1 = 0}

Como β : U → U é isomorfismo, para cada u ∈ U , existe u′ ∈ U tal que u = β(u′).

Assim,
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2. Teoria de Singularidades de Matrizes

ϕ ∈ ker(α∗1)
2)

=⇒ ϕ ∈ [Im(α1)]
⊥ = {ϕ ∈ T ∗ : ϕ(Im(α1)) = 0} =⇒

ϕ(α1(β(u′))) = 0,∀u′ ∈ U 1)
=⇒ ϕ(α1(β(u′)))

hip
= ϕ(γ−1(α2(u

′))) = 0⇒
α∗2(φ ◦ γ−1)(u′) = 0,∀u′ ∈ U ⇒ φ ◦ γ−1 ∈ ker(α∗2)⇒ (γ−1)∗(ϕ) ∈ ker(α∗2)

Logo,

(γ−1)∗(ker(α∗1)) ⊂ ker(α∗2)

Do Lema anterior, inferimos que classificar aplicações de posto r em HomK(U, T )

sobre a GL(V )×
∼
H−equivalência é equivalente a classificar subespaços r−dimensionais

de T sobre a
∼
H−equivalência, ou seja, se queremos classificar aplicações lineares equi-

valentes de acordo com a GL(V ) ×
∼
H−equivalência, podemos olhar para a classi-

ficação das imagens dessas aplicações sobre a
∼
H−equivalência, sendo o conjunto da

imagem de cada aplicação subespaços r−dimensionais de T ; ou classificar subespaços

(dimK(T )− r)−dimensionais de T ∗ sobre a
∼
H−equivalência. Isso nos dá um resultado

útil de dualidade que usaremos na classificação dos 1−jatos de matrizes.

Aplicando o Lema 2.4 para V = W = Kn, H = GL(V )×GL(W ) (agindo como um

subgrupo de GL(HomK(V,W ))) e com GL(V ) = GL(W ) = GLn(K) e HomK(V,W ) =

Mn(K) , segue pelo item 1) que, classificar aplicações de posto r em HomK(Kr,Mn(K))

pela (GL(U)×
∼
H)−equivalência é equivalente a classificar subespaços r−dimensionais

de HomK(V,W ) pelaH−equivalência. Pelos itens 2) e 3), classificar aplicações de posto

r é equivalente a classificar subespaços [n2− r]−dimensionais de T ∗ = (HomK(V,W ))∗

sob H−equivalência. No que se segue, considere V = W = Kn, GL(V ) ∼= GLn(K) e

HomK(V,W ) ∼= Mn(K).

Proposição 2.5. Seja (Wi)i∈I uma famı́lia de subespaços k−dimensionais de Mn(K)

equivalentes pela GLn(K) × GLn(K)−equivalência. Então os subespaços da famı́lia

(W⊥
i )i∈I com W⊥

i = {A ∈ Mn(K) : tr(AB) = 0,∀B ∈ Wi} é uma lista de subespaços

[n2 − k]−dimensionais de Mn(K).

Demonstração. Como, para todo i ∈ I, Wi ⊆Mn(K),

dim(Mn(K)) = dim(Wi) + dim(W⊥
i )⇔ n2 = k + dim(W⊥

i )⇔ dim(W⊥
i ) = n2 − k

Ver ([6], p. 192)

O espaço das aplicações lineares singulares ∆ é também um conjunto extremamente

singular em HomK(V,W ). Em geral, quando trabalhamos com a teoria clássica de

singularidades, a dimensão desse espaço é muito pequena em relação ao espaço (se não

for 0). O que segue nos dá uma boa ”dessingularização”
∼
∆j, com j = 1, 2, de ∆.
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Proposição 2.6. (1) Os conjuntos

∼
∆1 = {(A, v) ∈ HomK(V,W )× P(V ) : Av = 0}

∼
∆2 = {(A,ψ) ∈ HomK(V,W )× P(W )∗ : ψ ◦ A = 0}

são suaves de dimensão n2 − 1 e as projeções

π1 :
∼
∆1 ⊂ HomK(V,W )× P(V )→ ∆ ⊂ HomK(V,W )

π2 :
∼
∆2 ⊂ HomK(V,W )× P(W )∗ → ∆ ⊂ HomK(V,W )

são isomorfismos sobre o conjunto de aplicações de coposto igual a 1.

(2) Se trocarmos V e W por W ∗ e V ∗, respectivamente, então usando os isomorfismos

naturais, vemos que
∼
∆1 e

∼
∆2 são permutáveis.

Demonstração. (1) Considere primeiro o conjunto
∼
∆1 e a aplicação projeção π1. Em

∼
∆1, Ker(A) = v. Como v ∈ P(V ), podemos entender v como um representante da

classe de equivalência que determina um ponto no espaço projetivizado, definindo

de maneira única esse ponto em P(V ). Pelo teorema do núcleo e da imagem,

dim(Ker(A)) = 1, logo o seu coposto (complementar do posto) é igual a 1,

assim posto(A) = n − 1. Não é dif́ıcil ver que
∼
∆1

π1' ∆n−1, sendo π−11 tal que

π−11 (A) = (A, v), v ∈ P(V ). Mais ainda,
∼
∆1 é difeomorfo a ∆n−1, pois, por

tratar-se de projeção, π1 é diferenciável e sua inversa π−11 também o é porquanto

as variáveis são os a′ijs.

(2) Pela proposição 2.3, temos que HomK(V,W ) ∼= HomK(W ∗, V ∗). Aqui podemos

fazer as identificações de V e W com W ∗ e V ∗, respectivamente, pois são espaços

de mesma dimensão. Assim, sob essa troca, não é dif́ıcil ver que
∼
∆1 corresponderá

a
∼
∆2 (sob as condições de (1)) e vice-versa.

Uma motivação para o estudo das singularidades de matrizes é o estudos das

n−uplas 1−formas diferenciáveis em Rn, cada qual às quais podemos associar uma

famı́lia de matrizes (aij(x)) com aij : (Rn, 0)→ R,

αi = ai1(x)dx1 + . . .+ ain(x)dxn, para 1 ≤ i ≤ n,

onde aij são germes de funções suaves. Isto motiva as seguintes definições.

Seja H o conjunto dos germes das aplicações suaves Kr, 0 → GL(V ) × GL(W ) e

Mn(Or) o conjuntos dos germes A : (Kr, 0)→ HomK(V,W ). Pensemos em tais germes
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como uma famı́lia de r−parâmetros de matrizes. O conjunto H recebe uma estrutura

de grupo proveniente do grupo de produtos na meta.

Definição 2.5 (G−equivalência). Se A,B : Kr, 0 → HomK(V,W ) são aplicações

suaves de germes, nós dizemos que eles são G = R×H equivalentes se, e somente se,

para (φ, (X, Y )) ∈ R×H nós temos B = X(A◦φ)Y . Se nós damos a G a estrutura de

grupo com o produto semi-direto usual de matrizes, a aplicação A 7→ X−1(A ◦ Φ−1)Y

fornece uma ação de grupo no espaço Mn(Or).

Observações 2.1.

i) Em [17], o matemático James Damon definiu subgrupos especiais de A e K,

chamados de subgrupos geométricos. Em [21] é posśıvel encontrar uma prova

de que G é um dos subgrupos geométricos de K e, como consequência dos resul-

tados de Damon, podemos usar todas as técnicas de Teoria das Singularidades

para investigar essas singularidades.

Relacionando a definição acima com a motivação que apresentamos, temos o se-

guinte:

Proposição 2.7. Dado uma n−upla α = (α1, . . . , αn) de uma 1−formas diferenciais,

nós denotamos o correspondente elemento em Mn(Or) por A(α). Se Φ : (Kn, 0) →
(Kn, 0) é o germe de um difeomorfismo levando α a β = (β1, . . . , βn), então A(α) e

A(β) são G−equivalentes.

Demonstração. Denotanto a diferencial de φ por dφ, a nova n-upla tem como corres-

pondente a matriz A(β) com

A(β) = (A(α) ◦ φ)(dφ), sendo αi(φ(x)) = βi, 1 ≤ i ≤ n

Considerando X = Id e Y a matriz jacobiana de φ (dφ), vemos claramente que A(α)

e A(β) são elementos G−equivalentes de Mn(Or).

Um elemento de Mn(Or) também pode ser considerado como uma aplicação (Kr, 0)→
KN , onde nós fazemos a correspondência de HomK(V,W ) com n×n matrizes, e N = n2.

Lema 2.8. O grupo G = R × H age no espaço das aplicações (Kr, 0) → KN ≡
HomK(V,W ) como subgrupo do grupo de contato correspondente K para germes (Kr, 0)→
KN .

Demonstração. A ação do grupo R em ambos os casos claramente coincide. O grupo

C é o conjunto das aplicações (Kr, 0)→ GL(n2,K). Existe um homomorfismo natural
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θ : GL(V ) × GL(W ) → GL(HomK(V,W )) = GL(V ∗ ⊗ W ), ou, em termos mais

concretos, GLn × GLn → GLn2 , com det(θ(X, Y )) = det(X)ndet(Y )n. Além disso, a

aplicação θ fornece um grupo de homomorfismo H → C e as correspondentes ações.

Segue o resultado.

Por exemplo, considere o caso n = 2, aqui as matrizes (X, Y ) ∈ H agem numa

aplicação (Kr, 0)→ (K4, 0) da mesma maneira que a matriz Z ∈ C, onde

X =

(
α1 α2

α3 α4

)
, Y =

(
β1 β2

β3 β4

)
, Z =


α1β1 α1β3 α2β1 α2β3

α1β2 α1β4 α2β2 α2β4

α3β1 α3β3 α4β1 α4β3

α3β2 α3β4 α4β2 α4β4


Determinar o espaço tangente sob a ação do grupo G é fundamental para resolver

o problema de classificação.

Seja A ∈Mn(Or). A matriz Cij(A) (respectivamente Rlk(A)) é a que tem a i−ésima

coluna (respectivamente l−ésima linha) igual à j−ésima coluna de A (respectivamente

k−ésima linha) com zeros em qualquer outro lugar. Definimos a matriz Aij = Cij(A)+

Rij(A). Escrevemos Axi para a matriz ∂A
∂xi

. O conjunto Mn(Or) é isomorfo ao conjunto

O(r,N) com N = n2 e o grupo G = R×H, um subgrupo do correspondente grupo de

contato K.

Exemplo 2.1. Seja A =

(
2x x

x+ y y

)
, tem-se que

• A11 = C11(A) +R11(A) =

(
2x 0

x+ y 0

)
+

(
2x x

0 0

)
=

(
4x x

x+ y 0

)

• A12 = C12(A) +R12(A) =

(
x 0

y 0

)
+

(
x+ y y

0 0

)
=

(
2x+ y y

y 0

)

• A21 = C21(A) +R21(A) =

(
0 2x

0 x+ y

)
+

(
0 0

2x x

)
=

(
0 2x

2x 2x+ y

)

• A22 = C22(A) +R22(A) =

(
0 x

0 y

)
+

(
0 0

x+ y y

)
=

(
0 x

x+ y 2y

)

Proposição 2.9. 1. OR−espaço tangente à órbita de um elemento de M ∈Mn(Or)
é o Or−módulo gerado por Mxi.

2. O espaço tangente à órbita de M sob a ação do subgrupo H ⊂ G é o Or−módulo

gerado por Cij(M) e Rlk(M), com 1 ≤ i e j ≤ n .
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Demonstração. 1. Sejam A,B ∈ Mn(Or). A R−equivalência é dada da seguinte

maneira

A ∼R B ⇔ ∃ Φ ∈ R tal que A = B ◦ Φ

A H−equivalência é dada como

A ∼H B ⇔ ∃ M1,M2 ∈ H tais que A = M1BM2

Para determinar o espaço tangente, separamos a ação do grupo R e dividimos a ação

do grupo H em duas partes (ação à direita e ação à esquerda).

Considere a ação do grupo R no conjunto Mn(Or) abaixo:

γ : R×Mn(Or)→Mn(Or)
(φ,M) 7→ φ ◦M

A órbita de uma matriz M ∈Mn(Or) determinada por essa ação é o conjunto G ·M =

{φ ◦M ;φ ∈ R}. Fixando M , podemos estabelecer a seguinte aplicação:

γM : R →Mn(Or)
φ 7→ φ ◦M

Como é dada por uma ação,γ′M é sobrejetora, γM é uma submersão. Agora tomamos

um caminho em R dado da seguinte maneira:

α : I → R
t 7→ Idn + tg,

sendo I um intervalo da reta que contém o zero. Note que α(0) = Idn.

Façamos agora a composição da ação γM com o caminho α.

[(γM ◦α)(t)](x) = [(γM(α(t))](x) = [(Idn+tg)◦M ](x) = (x1+tg1(x), . . . xr+tgr(x))◦M

Temos que [γM ◦ α](0) = M , assim

(γM ◦ α)′(0) = (dγM)Idn · g = g1 · ∂M∂x1 + · · ·+ gr · ∂M∂xr
2. O espaço tangente a M em relação à órbita proveniente da ação do grupo R no

espaço das matrizes será o Or−módulo gerado pelas derivadas parciais da matriz M

em relação às coordenadas.

Assim, os vetores no espaço tangente da são obtidos da forma usual, isto é, TRM =

M{Mxi |1 ≤ i ≤ r}. Para determinar os outros vetores que compõem o espaço tangente,

consideremos a ação do grupo H = GL(V )×GL(W ). Para cada matriz M ∈Mn(Or),
consideremos inicialmente somente a ação à direita, isto é,

hM : GL(V )→Mn(Or)
R 7→MR
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Tomemos um caminho γ(t) = Idn + tEij, onde Idn é a matriz identidade n × n e

Ei,j é a matriz n× n com 1 na entrada (i, j) e zero em qualquer outro lugar. Temos,

(hM ◦ γ)(t) = hM(Idn + tEij) = M + tMEij

logo,

(hM ◦ γ)′(t) = MEij

É fácil ver que

M =


m11 . . . m1n

...
...

mn1 . . . mnn

, Eij =


0 . . . 0
... 1

...

0 . . . 0

 ⇒ MEij =


0 m1,j 0
... mij

...

0 mnj 0

 =

Cij,

onde 1 ≤ i, j ≤ n.

Considere agora a ação do grupo H à esquerda como vê-se abaixo

∼
hM : GL(W )→Mn(Or)

R 7→ RM

De maneira análoga, obteremos as matrizes Rlk. Com

EijM =


0 . . . 0

ml1 mlk mln

0 . . . 0

 = Rlk, onde 1 ≤ l, k ≤ n.

Portanto, o G−espaço tangente é dado por

TGM = M{Mxi |1 ≤ i ≤ r}+Or{Rlk, Cij|1 ≤ i, j, l, k ≤ n}

Segue da discussão acima que o G−espaço tangente estendido a um germe A é dado

por

TeGA = Or{Axi , Rlk, Cij}

É posśıvel escrever a expressão do espaço tangente de uma outra forma. Seja M ∈
Mn(Or) e hM a aplicação como definimos anteriormente.Consideremos um caminho

pela identidade γ(t) = (Idn + tL1, Idn + tL2), onde t é pequeno e L1, L2 ∈ Mn(Or).
Note que γ(0) = (Idn, Idn) e γ′(t) = (L1, L2) e (dhM)(L1, L2) = (θ ◦ γ)′(0).

Mas,
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(hM ◦ γ)(t) = hM(Idn + tL1, Idn + tL2) = (Idn + tL1)M(Idn + L2) =

M + tL2M + t2L2ML1 + tML1

então

(hM ◦ γ)′(0) = L2M +ML1

Desta maneira, o espaço tangente também pode ser dado por

TGM = M{Mxi |1 ≤ i ≤ r}+Or{L2M +ML1|L1, L2 ∈Mn(Or)}.

Se consideramos o subconjunto S, formado pelos germes de aplicações suaves A :

(Kr, 0) → Simn(K), onde Simn(K) é o conjunto de matrizes simétricas n × n com

entradas em K, podemos pensar nas mesmas definições do grupo G. Então, o item 1

da Proposição 2.9 ficaria inalterado e o espaço tangente à órbita de A ∈ S sob a ação

do subgrupo H ⊂ G é o Or−módulo gerado por Aij = Cij(A) +Rlk(A).

Denotamos por S, o conjunto dos germes de aplicações suaves A : (Kr, 0) →
Simn(K). Se a Proposição 2.9 fosse aplicada a matrizes simétricas teria seu enun-

ciado como segue:

Proposição 2.10. 1. O R−espaço tangente à órbita de um elemento de A ∈ S é

o Or−módulo gerado por xjAxi, com 1 ≤ i e j ≤ r.

2. O espaço tangente à órbita de A sob a ação do subgrupo H ⊂ G é o Or−módulo

gerado por Aij = Cij(A) +Rlk(A).

Portanto, seguindo a prova de maneira análoga, teŕıamos

TGA = M{Axi |1 ≤ i ≤ r}+Or{Ai,j|1 ≤ i, j ≤ j}

Definição 2.6. Um germe de matriz A é G−estável se TeGA = Mn(Or), isto é,

Or{Axi , Rlk, Cij} = Mn(Or).

Observemos que a ação GL(n,C) × GL(n,C) em Mn(C) tem n órbitas que deter-

minam uma estratificação de Mn(C).

Observações 2.2.

i) Dizemos que um elemento A ∈ S é G−estável quando TeGA = S.

Uma propriedade desejada em Teoria de Singularidades é chamada de Determinação

Finita. De maneira geral, esta é uma forma de entender as condições necessárias e

suficientes de quando o germe é finitamente determinado.
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Definição 2.7. Um germe de matriz L ∈ M(n+1,n)(Or) é k−determinado, ou k −
G−determinado, se para toda matriz N tal que jkL(0) = jkN(0), N é G−equivalente a

L. Se L é k−determinado para algum k, dizemos que L é G−finitamente determinado.

Teorema 2.11. (Critério Infinitesimal da Determinação Finita) Seja L ∈
M(n,p)(Or) um germe de matriz. Seja k um inteiro positivo tal que

Mk+1Mn(Or) ⊆M2( ∂L
∂x1
, . . . , ∂L

∂xr
) + MIm(g)

Então L é k−finitamente determinado.

Demonstração. Ver ([21], p.20)

Caracterizaremos geometricamente os germes finitamente determinados no caso dos

complexo. Para enunciar o Critério Geométrico da Determinação Finita, precisamos in-

troduzir algumas notações. Considere agora L um germe de matriz n×n com entradas

em Or e U, V vizinhanças da origem em Cr e de L(0), respectivamente. Denotamos por

O(U) o feixe de funções anaĺıticas em U e por O(U, V ) o feixe de aplicações de U em V .

Teorema 2.12. (Critério Geométrico) Um elemento L : Cr, 0→Mn(C) é G−finitamente

determinado se, e somente se, L é transversal às órbitas de estratificação de Mn(C)

fora da origem.

Demonstração. Um germe de matriz L é G−estável a condição abaixo é satisfeita:

Or{Lxi , Rlk, Cij} = Mn(C)

Afirmamos que L é G−estável se, e somente se, as aplicações ∂L
∂xi

(0) são transver-

sais a GL(n,C)×GL(n,C)−órbita de L(0).

De fato, suponhamos que L é G−estável, então

Mn(C) ⊂ TeGL

Assim,

Or{ ∂L∂xi (0), Rlk(0), Cij(0)} = Mn(C)

Observemos que a equação acima é uma condição de transversalidade entre a aplicação

L em 0 e a GL(n,C)×GL(n,C)−órbita de L(0).

Reciprocamente, se ∂L
∂xi

(0), i = 1, . . . , r, são transversais àGL(n,C)×GL(n,C)−órbita

de L(0), temos
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TeGL+ MMn(Or) = Mn(Or)

Segue do lema de Nakayama que Mn(Or) = TeGL, o que prova a afirmação acima.

A ideia para a segunda parte da prova é considerar o O(U)-homomorfismo tL :

Mn(U) → Or(U, V ) e o Or(U) submódulo N gerado por Rlk(0) e Cij(0). Assim, é

posśıvel concluir que

NG(L) = Or(U,V )
{tL(Mn(U))+N}

é um feixe coerente. Agora, usando o Teorema dos Zeros de Hilbert (Nullstellensatz)

para feixes coerentes usamos argumentos análogos ao de [18] para obter o resultado.

Como consequência do Critério Geométrico, temos o seguinte resultado:

Corolário 2.13. Seja L ∈M(n,p)(Or) (L(0) = 0) definindo uma singularidade isolada.

Então L é finitamente determinada.

Demonstração. Sejam L : U → M(n,p)(C) um representante de L definido em uma

vizinhança da origem em Cr e {∆i} a estratificação de M(n,p)(C) determinada pela ação

do grupoGLp(C)×GLn(C). Observemos que, como L define uma singularidade isolada,

então L(U)∩∆i = ∅ se ∆i 6= {0}. Logo, L é transversal à órbita da estratificação fora

da origem. Portanto, pelo critério geométrico, L é G−finitamente determinada.

Como mencionado acima, um dos nossos principais interesses nos elementos de

Mn(Or) é com seus discriminantes associados. A seguir, discutiremos algumas estru-

turas adicionais preservadas por esta relação de equivalência.

Definição 2.8. O discriminante de um elemento A ∈Mn(Or) é o conjunto dos germes

D(A), 0 = {x ∈ Kr : det(A(x)) = 0}, 0

Ou seja, x ∈ D(A)⇔ A ∈ ∆.

Proposição 2.14. Se A,B ∈ S são G−equivalência então existe um germe de um

difeomorfismo φ : (Kr, 0)→ (Kr, 0), preservando discriminantes, isto é, levando D(A)

em D(B).

Em termos de matrizes, o resultado da proposição acima traz que, dadas A(x) =

(aij(x)) e B(x) = (bij(x)), com x ∈ Kn, cujas entradas aij’s e bij’s são germes na origem

de funções aij, bij : (Kr, 0) → K, podemos classificar matrizes em Mn(On) de acordo

com uma equivalência que preserva o conjunto ∆. Temos que

A
G∼ B ⇔


{x ∈ Kr : det(A(x)) = 0}
é difeomorfo a

{x ∈ Kr : det(B(x)) = 0}
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A ideia é olhar pro conjunto Mn(On) e decompô-lo em classes de equivalências.

Observações 2.3. Dado n 1-forma diferencial em Kn, se estamos apenas interes-

sados nos locus dos pontos onde eles são dependentes, então é bastante considerar

a famı́lia de matrizes constrúıdas acima até essa noção de equivalência.

Proposição 2.15. Se n ≥ 2 e r ≤ 4, o complemento do conjunto dos germes de

aplicações (Kr, 0)→Mn(Or), cujo discriminante tem uma singularidade isolada, é de

codimensão infinita. Por outro lado, se r ≥ 5 e n ≥ 2, o conjunto das aplicações dos

germes, cujo discriminante tem uma singularidade não isolada, é aberto.

Demonstração. Considere as matrizes singulares ∆ = {A ∈ Mn|det(A) = 0}. Sabe-

se que cod(∆) = 1, pois, considerando a função det : Mn → K, função cont́ınua e

sobrejetora com A 7→ det(A), temos que det−1(0) = ∆ . Se n ≥ 2,
∑

(∆) = {B ∈ Mn|
posto(B) ≤ n − 2}. Esta é de codimensão 4. Se A ∈ Mn, tem-se que x ∈ D(A) se, e

somente se, A(x) ∈ ∆. Se r ≤ 4, então é fácil provar que, para todo A fora do conjunto

das aplicações dos germes (Kr, 0)→Mn de codimensão infinita, A encontra o conjunto

singular em pontos isolados, e o discriminante tem uma singularidade isolada. Por

outro lado, se r ≥ 5, o conjunto das aplicações para o qual o discriminante tem um

ponto singular não isolado é aberto.

Dado um germe de aplicação suave A : Kr, 0 → Mn e já conhecida uma dessingu-

lariazação π :
∼
∆1 →Mn de ∆ (ver 2.6), definimos:

Definição 2.9. O criminante de A, C(A) é definido como o fecho o conjunto

{(x, v) ∈ Kr × PV : A(x)v = 0, e o posto(A) = n− 1}

Definição 2.10. O full criminante de A, FC(A), é definido como o conjunto

{(x, v) ∈ Kr × P(V ) : A(x)v = 0}

Definição 2.11. O dual full criminante de A, FC∗(A), é definido como o conjunto

{(x, v) ∈ Kr × P(W )∗ : ψ ◦ A(x) = 0}

O full criminante representa a famı́lia de conjuntos solução da famı́lia de equações

lineares fornecido por A. Na hipótese de A e π transversais, então FC(A) é suave.

Os full criminantes, os criminantes e seus duais são G−invariantes num sentido

natural.

Definição 2.12. Dado qualquer germe de aplicação A : (Kr, 0)→ HomK(V,W ), existe

um germe correspondente A∗ : (Kr, 0)→ HomK(W ∗, V ∗) obtido usando o isomorfismo

canônico dado acima. Diremos que os germes A e A∗ são duais.

34



Caṕıtulo 3

G-Estabilidade de Matrizes

Um conjunto algébrico pode ser definido como um conjunto em Kn formado por ze-

ros de polinômios com coeficientes em K. Considere Vk ⊂ JkM subconjuntos algébricos,

com Vk+1 ⊂ ζ−1(Vk), sendo ζ : Jk+1M → JkM com A 7→ jkA uma submersão. O con-

junto V dos germes de aplicações f com jkf ∈ Vk, para todo k, é chamado de conjunto

proalgébrico com cod(Vk) ≤ cod(Vk+1). Denotaremos cod(V ) para o limite de cod(Vk),

quando k →∞.

Uma propriedade de germes de aplicações é é dita propriedade geral quando é válida

exceto em um conjunto proalgébrico de codimensão infinita.

Proposição 3.1. Seja V um conjunto proalgébrico. Temos que cod(V ) = ∞ se, e

somente se, para cada z ∈ JkM nós podemos exibir f /∈ V com jkf = z.

Demonstração. Ver ([23], p. 513).

Proposição 3.2. Para todo r e n, o conjunto dos germes A : (Kr, 0) → Mn(K) que

não são de G−codimensão finita formam um conjunto de codimensão infinita em M ,

conjuntos de germes A : (Kr, 0)→ hom(V,W ).

Demonstração. Primeiro, tratamos do caso K = C. É suficiente mostrar que, para

todo germe, A : (Cr, 0) → Mn(C) = Cn2
de aplicações polinomiais de grau m, nós

podemos encontrar uma aplicação polinomial B : (Cr, 0) → Mn(C) de grau m + 1

com jmB = A e B finitamente G−determinado. Seja Hm+1 o espaço das aplicações

polinomiais homogêneas (Cr, 0) → Mn(C) de grau m + 1 e considere a aplicação G :

Cr × Hm+1 → Mn(C) com (x,D) 7→ A(x) + D(x). G é uma submersão quando

restringimos seu domı́nio a (Cr − {0} ×Hm+1). Temos também que G|(Cr−{0}×H(m+1))

é transversal ao conjunto das matrizes singulares ∆. Podemos ver em [15], que o

Lema de Transversalidade de Thom garante que, para quase todo D ∈ Hm+1, temos

G(−, D) : (Cr−{0}×Hm+1)→Mn(C) é transversal a ∆. Tomemos D ∈ Hm+1 tal que
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a transversalidade aconteça e defina B = A + D. Pelo critério geométrico descrito no

Teorema 2.12, temos que B é finitamente G−determinado e assim temos os resultado.

O caso K = R de maneira usual.

3.1 Deformações de Germes Cohen-Macaulay de Co-

dimensão 2

Tem-se que, se A é uma matriz com entradas em Or e t = min{n, p}, o ideal I

gerado pelos menores t× t de A, além de determinantal, é Cohen-Macaulay.

Aqui usaremos esta correspondência para estudar propriedades de variedades que

são Cohen-Macaulay de codimensão 2 através de sua matriza de representação.

A proposição que segue é uma aplicação do Teorema de Hilbert-Burch e descreve

os germes Cohen-Macaulay de codimensão 2 e suas deformações mostrando a corres-

pondência entre o espaço das deformações de primeira ordem da variedade e o espaço

das deformações da matriz de representação, justificando o uso da G−equivalência de

matrizes para o estudo desses germes.

Proposição 3.3. 1) Seja A uma matriz (n + 1) × n com entradas em Or e f =

(f1, . . . , fn+1) seus menores maximais e, por abuso de notação, o ideal destes

menores. Se codim(V (f)) ≥ 2, a seguinte sequência é exata:

0→ Onr → On+1
r → Or

(f)
→ 0

A álgebra quociente Or

(f)
é Cohen-Macaulay e codim(V (f)) = 2

2) Se X ⊂ Cr é Cohen-Macaulay,codim(X) = 2 e X = V (I), então Or

I
tem uma

resolução minimal do tipo

0→ Onr → On+1
r → Or

I
→ 0

Além disso, existe um elemento invert́ıvel u ∈ Or tal que I = u · f , onde f é

novamente o ideal dos menores maximais de A.

3) Qualquer deformação de A é uma deformação de X.

4) Qualquer deformação de X pode ser gerada por uma perturbação da matriz A.

Demonstração. (Ver [21], p.52).
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Considere X uma variedade dos zeros de um ideal determinantal . Suponha agora

que X é uma variedade determinantal de codimensão 2, então podemos usar o teorema

de Hilbert-Burch para obter uma boa descrição de X e de suas deformações em termo

de sua matriz de representação. Isto é, se X é uma variedade Cohen-Macaulay de

codimensão 2, então X pode ser definida pelos menores maximais de uma matriz

(n + 1) × n. Além disso, qualquer deformação de uma matriz (n + 1) × n dá origem

a uma deformação de X e qualquer deformação de X pode ser obtida através de uma

perturbação de uma matriz de representação.

Cohen-Macaulay é uma propriedade algébrica, mas facilita o cálculo quando você

quer procurar relações entre variantes topológicos e invariantes algébricos. Não usamos

essa ideia aqui, mas, quando olhamos para V (f), que é o conjunto de todos os pontos

onde a f se anula, visto que a álgebra quociente Or

(f)
é Cohen-Macaulay, a codimensão

de V (f) é sempre 2.

Temos então a correspondência entre variedades Cohen-Macaulay de codimensão 2

com variedades determinantais definidas por menores maximais de matriz de tamanho

(n+ 1)× n.

A próxima proposição vai nos dar condições de conseguir deformações (variedades)

que nos dê boas informações sobre minha variedade inicial.

Proposição 3.4. Seja A uma matriz (n+ 1)×n com entradas no ideal maximalde Or
e X o germe definido por seus menores maximais. O módulo normal é dado por

NX ∼=
M(n+1,n)(Or)

Im(g)

onde

g : H×M(n+1,n)(Or)→M(n+1,n)(Or)
(R1, R2,M) 7→ R1MR2

Demonstração. (Ver [21], p. 54)

As informações que nos interessam são as direções de deformações que não estão

no espaço tangente. A ideia é calcular o espaço tangente e ver as deformações que não

estão lá.

Proposição 3.5. Com as mesmas notações da proposição anterior

T 1
X =

M(n+1,n)(Or)

J(M)+Im(g)

onde
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J(A) =


∂A11

xj
. . . ∂A1n

xj
...

. . .
...

∂A(n+1)1

xj
. . .

∂A(n+1)n

xj

, ∀ 1 ≤ j ≤ r

Demonstração. (Ver [21], p. 56)

Mostramos assim que podemos expressar os módulos NX e T1 em termos de matri-

zes.

3.2 G-Estabilidade de Matrizes

Considere uma variedade determinantal X, Cohen-Macaulay de codimensão 2, com

singularidade isolada. Nosso interesse é determinar condições para que perturbações

estáveis de X sejam variedades suaves. A condição de estabilidade equivale à transver-

salidade de M com relação aos estratos da estratificação de M(n+1,n)(C) (ver Proposição

2.12). Ou seja, X é suave se, e somente se, a matriz de representação não intercepta o

conjunto ∆ das matrizes singulares. Como a codimensão de ∆ é igual a 2, isto ocorre

se r < 6.

Estudaremos o caso de existência de perturbações estáveis de variedades Cohen-

Macaulay de codimensão 2, com singularidade isolada na origem, do ponto de vista da

G−equivalência.

Proposição 3.6. Considere M ∈ M(n+1,n)(Or). Se r < n(n + 1), então M não é

G−estável.

Demonstração. Como mij = 0 quaisquer que sejam i, j, assim as matrizes constantes só

podem ser obtidas no espaço tangente da parte {∂M
∂xi
}, concernente ao R−espaço tan-

gente. Dessa podemos obter, no máximo, r matrizes constantes linearmente indepen-

dentes. Por hipótese, r < n(n+1), então TGM 6= M(n,n+1)(Or), pois dim(M(n,n+1)(Or)) =

n(n+ 1). Conclúımos assim que M não pode ser G−estável.

Inferimos que, se M é G−estável e r < n(n + 1), então M(0) 6= 0. A próxima

proposição dá conta de caracterizar as variedades Cohen Macaulay de codimensão 2

com singularidade isolada na origem e que são G−estáveis.

Proposição 3.7. Seja M ∈ M(2,3)(Or) e r ≥ 6. Então M é G−estável se, e somente

se, M é G−equivalente a M ′ =

(
x1 x2 x3

x4 x5 x6

)
Demonstração. Se M é G−estável e M(0) = 0, então TGM = M(2,3)(Or). Em parti-

cular, TGM(0) = M(2,3)(C), isto é,

38



3. G-Estabilidade de Matrizes

C{∂M
∂xi
} = M(2,3)(C)

Logo, a menos de mudança de coordenadas, M = M ′.

Reciprocamente, suponhamos inicialmente que M tenha 1−jato da forma M ′, então

M = M ′ + P , onde P = (pij(x)) ∈M2. Assim,

TGM + MM(2,3)(Or) = M(2,3)(Or)

Proposição 3.8. Seja O1 = C{x} e M ∈ M(2,3)(O1). Então M é G−estável se, e

somente se, o posto de M é igual a 2.

Demonstração. Comecemos supondo que M seja G−estável, então

TGM(0) = M(2,3)(C)

A parte {∂M
∂xi

(0)} contribui no máximo com uma matriz constante para o espaço tan-

gente, pois as entradas estão em O1. De tal forma, que a parte {CijM(0), RlkM(0)}
deve ser gerado por cinco matrizes constantes linerarmente independentes. Isso só é

posśıvel se o posto da matriz M é maximal, neste caso, igual a 2.

Reciprocamente, se M tem rank 2, então M(0) é G−equivalente a uma matriz da

forma (
1 0 0

0 1 0

)
,

então, TGM + MM(2,3)(Or) = M(2,3)(Or). Logo, M é G−estável.

Proposição 3.9. Se X é uma variedade de Cohen Macaulay de codimensão 2, com

singularidade isolada na origem, definida pelos menores n × n de matrizes de uma

matriz M ∈ M(n+1,n)(Or), com r < 6 e Ge−codimensão de M finita. Então uma

estabilização de M existe e é única a menos de difeomorfismos.

Demonstração. Temos que, se p ∈ Cr e p 6= 0 então p não é ponto singular de X.

Como supomos a Ge−codimensão finita de M , então dim
M(n+1,n)(Or)

TGeM <∞.

Sendo M : Cr →M(n+1,n)(C) com x 7→M(x), olhemos para as deformações versais,

aplicações descritas abaixo. Para cada u ∈ Ck, temos

Mu : Cr × Ck →M(n+1,n) × Ck

(x, u) 7→ (Mu(x), u)

Para cada u0 ∈ Cr fixo, temos Xu0 variedade determinantal associada a Mu0 .

Sejam X ⊂ Cr × Ck o espaço das deformações versais de M e
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Bif(X) = {u ∈ Ck|Xu ⊂ X não é estável} = {u ∈ Ck|Mu não é G−estável},

o seu conjunto de bifurcação.

Observemos que o conjunto Bif(X) é um conjunto anaĺıtico próprio e, portanto,

seu complementar é um conjunto conexo.

Considere u ∈ Bif(X)c, então Mu é G−estável. Logo TGMu = M(n+1,n)(Or).
Assim, pela proposição 3.6, temos que Mu(0) 6= 0, ou seja, existe uma vizinhança

U que contém o 0 ∈ Cr tal que Xu ⊆ U é suave, donde conclúımos que Mu é uma

suavização de M . O fato de o conjunto Bif(X)c ser conexo garante a unicidade da

suavização, pois conseguimos de forma cont́ınua conectar os parâmetros em Cr através

de um caminho.

Exemplo 3.1. Seja X uma variedade determinada pelo anulamento dos menores ma-

ximais de uma matriz M = (mij)(n+1×n), da forma(
R 0

0 Id

)

onde R = (rij) é uma matriz 2×3 com entradas no ideal maximalde O6 e Id é a matriz

identidade de ordem n = 2. Observemos que X tem singularidade isolada.

3.3 Resultados e Classificação

Objetivamos classificar germes simples de aplicações, finitamente determinados,

A : (Cr, 0) → Mn(C). Nesta seção, apresentaremos a definição de germe simples e

alguns critérios que o identifiquem.

Definição 3.1. Um germe finitamente determinado f ∈MO(n,p) é dito G−simples se

existe uma vizinhança V de jkf (sendo k suficientemente grande) em Jk(n, p) tal que

V encontra um número finito de JkG−órbitas.

Observações 3.1.

i) Se f ∈ MO(n,p) é simples, então seu k−jato jkf(0) é simples para qualquer

k ≥ 1.

Para começar a discutir os resultados sobre classificação, precisamos introduzir um

pouco mais de notação.
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Definição 3.2. Dados dois germes de aplicação Aj : (Kr, 0)→Mnj
(K), com j = 1, 2,

definimos

A1

⊕
A2 : Kr1+r2 , 0→Mn1+n2(K)

(x, y)→

(
A1(x) 0

0 A2(y)

)
Usando esta definição e as operações elementares entre linhas e colunas apresentadas

no fim do Caṕıtulo 1, segue que, se um germe de matriz A : (Kr, 0)→Mn tem posto s

na origem, então A é G- equivalente a um germe da forma Ix
⊕

B, onde B : (Kr, 0)→
Mn−s tem posto zero na origem e Is é a matriz identidade. Consequentemente, a G-

codimensão de A é igual a G-codimensão de B, seus desdobramentos são naturalmente

isomorfos e a simplicidade de uma é equivalente à simplicidade da outra.

Assim, para fins de classificação vamos considerar apenas germes de matrizes A tal

que A(0) = 0, isto é, cujo posto linear é zero. Além disso, para fazer a classificação

vamos usar o Lema de Mather (ver Lema 1.11) e o Teorema da Transversal Completa

(ver Teorema 1.12) .

Seguindo os passos padrões usados em Teoria de Singularidades, o primeiro a se fazer

é determinar condições para r, n para os quais 1-jatos podem conduzir a construção

de germes simples.

Proposição 3.10. Seja G um grupo algébrico agindo num K-espaço afim V e S uma

subvariedade própria de V tal que

{s ∈ S : TsS ⊂ TsG · s}

é subvariedade própria de S. Nestas condições, dados qualquer s ∈ S, qualquer U

vizinhança de s contém infinitas órbitas.

Demonstração. Suponha por absurdo que existam s ∈ S e U , vizinhança de s, de tal

forma que U contenha um número finito de órbitas. Então, a interseção de alguma

órbita com S contém um conjunto aberto, o que é uma contradiçao (pois, neste caso

teŕıamos dimTsG · s = dimG o que contradiz o fato que {s ∈ S : TsS ⊂ TsG · s} é

uma subvariedade própria de V ).

Observações 3.2.

i) Observemos que, se dim(S) > dim(G), o germe não será simples. Lembremos

que, se dim(TsS) ≤ dim(G), temos que

dim(TsG · s) ≤ dim(G) < dim(S)
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logo o conjunto {s ∈ S : TsS ⊂ TsG ·s} será vazio. Segue da proposição anterior

que não teremos germe simples.

Vamos dar uma breve descrição dos 1-jatos e a ação que estamos considerando no

espaço dos 1-jatos. Para isso, é mais conveniente escrever Kr como U . Então, um

1-jato é simplesmente uma aplicação linear α : U → HomK(V,W ), isto é, um elemento

de HomK(U,HomK(V,W )). A equivalência natural é via o grupo GL(U) × GL(V ) ×
GL(W ). Como vimos, se estamos olhando para germes de posto s, precisamos classi-

ficar subespaços de HomK(V,W ) de dimensão s sob a GL(V )×GL(W )-equivalência.

Proposição 3.11. (1) Não existem germes simples se n ≥ 3 e 3 ≤ r ≤ n2 − 3;

(2) Se um germe simples tem 1-jato α ∈ HomK(U,HomK(V,W )) então:

(i) n = 1, 2 ou r = 1;

(ii) para n ≥ 3, o posto de α é 1 ou 2 ou o corank de α é 0, 1, 2.

Demonstração. A ação de J1G se reduz a ação de GL(U) × GL(V ) × GL(W ) em

HomK(V,W ). A dimensão do grupo é r2+2n2, pois dim(GL(U)) = r2, dim(GL(V )) =

dim(GL(W )) = n2, mas considerando a ação de multiplos da identidade de cada uma

das três componentes, podemos ver que as dimensões de qualquer órbita é, no máximo,

r2 + 2n2 − 2, pois os elementos de HomK(V,W ) têm posto no máximo n − 1, assim,

como a ação não muda o posto, na melhor das hipóteses, a órbita de maior dimensão

é r2 + (n2 − 1) + (n2 − 1).

O germe não será simples se r2 + 2n2 − 2 < dim(HomK(U,HomK(V,W )), segundo

o que consta na Observação 3.2, ou seja, quando r2 − rn2 + 2n2 − 1 ≤ 0 (i). Tratando

a equação r2 − rn2 + 2n2 − 1 = 0 como uma equação quadrática na variável r, temos

que

r =
n2±
√
n4−4(2n2−1)

2

A equação acima só apresentará raizes reais se n4− 4(2n2− 1) ≥ 0 (ii). Denotando

n1, n2 como as duas raizes da equação, temos

n1 =
√

4− 2
√

3 e n2 =
√

4 + 2
√

3

Como n ∈ N, n ≥ 3 ou n = 0. Em qualquer uma das hipóteses, não teremos germes

simples em (i).

Substituindo os valores na equação 3.3 e considerando as raizes r1 e r2, temos

r1 = 2−
√

3 e r2 = 2 +
√

3
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Como estamos interessados nos valores de r onde a equação (i) é maior ou igual a

zero, temos que r ≤ 0 ou r ≥ 3. Por também se tratar de um número natural, r ≥ 3.

De (ii), podemos inferir o seguinte

n4 − 4(2n2 − 1) < (n2 − 4)2
n≥3⇒

r ≤ (n2 − 3)

Conclúımos assim a primeira parte da prova.

Para a segunda parte da prova, pensemos em germes de rank s, então considera-

mos subespaços s−dimensionais de HomK(V,W ). Esta Grassmanniana Gr(s, n2) tem

dimensão s(n2 − s). No entanto, ao considerar os efeitos das ações de mútiplos das

identidades em GL2
n, nós vemos que a dimensão de cada órbita é, no máximo 2n2 − 2,

então o germe não será simples, a ńıvel de 1−jato, se sn2 ≥ s2 + 2n2 − 1 (i′). As

contas são semelhantes à primeira parte. Assim, n ≥ 3 e 3 ≤ s ≤ (n2 − 3). Se

n ≥ 3, para que haja germes simples, temos n2 − s < 3 (ii′) ou s < 3 (iii′). Note

que se α ∈ HomK(U,HomK(V,W )), posto(α) = n2 − s. Assim, por (ii′), temos que

posto(α) ≤ 2. Por (iii′), temos que o coposto(α) ≤ 2.

A Proposição 3.11 traz os posśıveis valores de r e n para que tenhamos germes

simples.

Tomemos M ∈ HomK(U,HomK(V,W )), com posto(M) = n − 1 e considere o

conjunto J1G ·M = {S = Φ ·M,para Φ ∈ J1G} = {T ∈ HomK(U,HomK(V,W ));

posto(T ) = posto(M)}(∗∗). Então dim(J1G ·M) = dim((∗∗))

Pelo Lema 2.4, vimos que classificar subespaços em Mn(K) de dimensão 1, 2 é

equivalente à classificação de subespaços de codimesão 1, 2, respectivamente. Abaixo

listamos esses subespaços.

Teorema 3.12. 1) Os subespaços de dimensão 1 são gerados pelas matrizes I∗t ,

1 ≤ t ≤ n, que tem um nas t primeiras entradas diagonais e zeros nas demais;

2) Se n = 2, os subespaços de dimensão 2, chamados de pencils, têm formas nor-

mais: (x, 0, 0, y), (x,−y, y, x)∗, (x, y, 0, x), (x, 0, y, 0), (x, y, 0, 0). Sobre C, o

pencil marcado por ”∗”, não é necessário. Similarmente, temos isso em 3).

3) Se n = 3, os pencils têm formas normais e são representados como seguem:

x(E11+E33)+y(E22+E33), (Ii); x(E11+E22)+y(E12−E21+E33)
∗, (Iii); x(E11+

E33)+y(E12+E33), (IIi); x(E11+E33)+yE33), (IIii); xId+y(E12+E23), (IIIi);

xId+yE12, (IIIii); (esses são os 6 pencils regulares). x(E12+E21)+y(E13+E31);
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x(E11 +E22) + y(E13 +E21); x(E11 +E22) + y(E12 +E31); x(E12 +E21) + yE13;

(os pencils singulares irredut́ıveis); junto com A
⊕

0, onde A é um dos pencils

em 2), considerada aqui como uma matriz 3× 3 de maneira óbvia.

4) Não existe germe simples se n ≥ 4.

Observação 3.1. Os pencils de duas variáveis, descritos em 2) no Teorema 3.12, são

um par de matrizes 2 × 2 (Bx, By), sendo feita uma correspondência de cada matriz

a cada coordenada x, y do pencil, respectivamente. Para cada pencil, obtemos então o

1−jato do tipo xBix + yBiy ∈ HomK(K2,M2(K)). Assim, por exemplo,

(x, 0, 0, y) = x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 0

0 1

)

(x,−y, y, x)∗ = x

(
1 0

0 1

)
+ y

(
0 −1

1 0

)

(x, y, 0, x) = x

(
1 0

0 1

)
+ y

(
0 1

0 0

)

(x, 0, y, 0) = x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 0

1 0

)

(x, y, 0, 0) = x

(
1 0

0 0

)
+ y

(
0 1

0 0

)

As órbitas são geradas pelos primeiros pencils. No caso de K = R, (x, y, 0, x) e

(x, 0, y, 0).

Para n = 3, se o pencil contém uma matriz de posto maximal, reduzimos ela à

matriz identidade e podemos agir na segunda matriz por conjugação.

Em seguida, usa-se a forma normal de Jordan e o fato de que podemos fazer uma

mudança linear nas variáveis (x, y).

Os pencils que não contêm matrizes de posto maximal são chamados pencils singu-

lares. Para estes pencils, escolha uma das matrizes de posto maximal (2 ou 1) e reduza

a segunda matriz à forma normal, usando o fato de que nenhuma combinação pode ter

posto maior que a primeira.
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[13] MIRANDA, Aldicio José, Os tipos estáveis e multiplicidades de germes quase ho-
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