Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Singularidades de Matrizes

Isabele Eleonora do Espirito Santo Silva

JoAao PEssoa — PB
JUNHO DE 2021


http://lattes.cnpq.br/2058690193414909

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés—Graduacao em Matematica
Mestrado em Matematica

Singularidades de Matrizes

por
Isabele Eleonora do Espirito Santo Silva
sob a orientacao da

Prof. Dra. Miriam da Silva Pereira

Joao Pessoa — PB
Junho de 2021


http://lattes.cnpq.br/2058690193414909
http://lattes.cnpq.br/9690718454048775

Cat al ogacdo na publicacéo
Secdo de Catal ogacdo e O assificacéo

S586s Silva, |sabele Eleonora do Espirito Santo.
Si ngul ari dades de natrizes / |sabele El eonora do
Espirito Santo Silva. - Jodo Pessoa, 2021.

52 f.
Orientagdo: Mriamda Silva Pereira.
Di ssertacdo (Mestrado) - UFPB/ CCEN.
1. Matematica. 2. Singul ari dades de matrizes. 3.
G equival éncia. |I. Pereira, Mriamda Silva. Il. Titulo.
UFPB/ BC CDU 5(043)

El abor ado por GRACI LENE BARBOSA FI GUEI REDO - CRB- 15/ 794




UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
CAMPUS | — DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

ATA DE DEFESA DE MESTRADO JUNTO AO PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM
MATEMATICA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA, REALIZADA NO DIA 10 DE
JUNHO DE 2022.

Ao décimo dia de junho de dois mil e vinte e dois, as 08:00 horas, de forma hibrida, por meio da
plataforma virtual Google Meet, através do link: https://meet.google.com/bcm-emio-kza e na Sala
de aula 1 do Departamento de Matematica em conformidade com o paragrafo unico do Art. 80 da
Resolugdo CONSEPE n° 79/2013, que regulamenta a defesa de trabalho final por
videoconferéncia, seguindo os mesmos preceitos da defesa presencial, foi aberta a sessao
publica de Defesa de dissertagao intitulada “Singularidades de Matrizes”, da aluna Isabele
Eleonora do Espirito Santo Silva, que havia cumprido, anteriormente, todos os requisitos para a
obtencdo do grau de Mestra em Matematica, na area de Geometria/Topologia, sob a orientacédo
da Prof.2 Dr2 Miriam da Silva Pereira. A Banca Examinadora, indicada pelo Colegiado do
Programa de Pds-Graduagdo em Matematica, foi composta pelos professores: Dr.2 Miriam da
Silva Pereira (Orientadora), Dr. Nivaldo de Gées Grulha Junior (membro externo/USP) e Dr.2 Thais
Maria Dalbelo (membro externo/UFSCAR). A professora Miriam da Silva Pereira, em virtude da
sua condicdo de orientadora, presidiu os trabalhos e, depois das formalidades de apresentacéo,
convidou a aluna a discorrer sobre o conteudo da dissertagdo. Concluida a explanagao, a
candidata foi arguida pela banca examinadora que, em seguida, sem a preseng¢a da aluna,
finalizando os trabalhos, reuniu-se para deliberar tendo concedido a candidata a mencéo:
Aprovada. E, para constar, foi lavrada a presente ata que sera assinada pelos membros da Banca

Examinadora.

Jodo Pessoa, 10 de junho de 2022.

Documento assinado digitalmente

b NIVALDO DE GOES GRULHA JUNIOR
g il Data: 10/06/2022 11:45:39-0300

vaa|d0 de GéeS GrU|ha Jun|0r Verifique em https://verificador.iti.br



Agradecimentos

Fu reverencio toda a minha ancestralidade. De modo especial, Zuila do Espirito

Santo Reis, minha avé falecida.

Agradeco aos meu pais Xangd e Oxdssi, a energia da Jurema Sagrada e a todos os

meus guias espirituais que me iluminaram e me trouxeram até aqui.

Aos meus pais Eleonora e Bento por todo suporte racional e emocional. Sinto-me

muito amada.

Aos meus irmaos Luiz Victor e Emanuel, que preencheram minha infancia e sao
hoje os meus grandes amigos. A meu Principe, pelo grande companheirismo. A Mani-

nho, pelas injegoes de serotonina através das crises de risos inevitaveis.
A Maria Carolina, por todo amor a mim dedicado.

As minhas tias Beta, Tonha, Neide, Lane, Amélia, Lininha, Dora, Licia, Valda, Bel

por toda a torcida e amor que recebi.
Sou muito gratal!

A Rosinha, por todo carinho, apoio, broncas necessarias e cuidados. Rord, eu amo

voce!
Aos meus padrinhos que tanto oraram por mim.
A Shirly Campelo, a melhor amiga de todos os tempos.
A minha amiga Thay, que me inspira tanta sinceridade e simplicidade.
A Natale, pelos momentos mais divertidos.

A Anny Rafaelly, por ter me ensinado tantas licoes de matematica. Ela foi a pri-

meira amiga de minha infancia e permanece até hoje.

A Izabela Freitas, que me acolheu na vida quando eu mais precisei. Foi lindo! Obri-

gada por sua amizade e incentivo. Amor imenso por voce!
As mais legais da UFPB: Déa e Mary.
As nerds mais especiais de nosso grupo: [ze e Dani.
Ao meu amigo de todos os dias, Francisco

As minhas colegas de trabalho Zezé, Claudia, Lu, Rha e Ieda e por toda a nossa

convivencia.

A Timidez e a Luna pela oportunidade de receber o amor de cada um deles nessa

existéncia.

Ao corpo docente do PPGMat, pelo aprendizado.



A sociedade, por me proporcionar um ensino publico, gratuito e de qualidade.

Fechando essa lista, gostaria de agradecer a minha orientadora, a Professora Dra
Miriam Pereira, por aceitar o meu convite, pelo suporte fundamental para a construcao
desse trabalho e pela preocupacao com questoes de género e raca que tanto nos atravessa
dentro da drea da matematica. Gratidao, professora, orgulho imenso de ter sido sua

orientandal



Resumo

Neste trabalho, estudamos singularidades de familias de matrizes. Apresentamos,
mais especificamente, a classificacao de germes simples de singularidades de matri-
zes quadradas que estao associadas a variedades determinantais. A classificacao é
norteada pela G—equivaléncia, que consiste em mudancas de coordenadas na fonte e
multiplicagao a direita e a esquerda por germes de matrizes que tém posto maximo
na origem. Discutimos alguns conceitos relacionados a teoria de singularidades de
matrizes n X p que generalizam resultados obtidos por J.W. Bruce e F. Tari em [10]
para matrizes quadradas. Finalizamos, apresentando alguns resultados concentrados

em variedades determinantais de codimensao 2, com singularidade isolada na origem.

Palavras-chave: Variedades Determinantais; Singularidades de matrizes; G —equivaléncia.



Abstract

In this work, we study singularities of matrices families. More specifically, it pre-
sents a simple germ classification of matrix singularities associated with determinant
varieties. The classification is guided by the G—equivalence that consists of changes of
orientation in the source and multiplication to the right and to the left by matrix germs
that have maximum rank in the origin. Discusses some concepts related to the theory
of singularities of matrices n x p that generalize results obtained by J.W. Bruce and F.
Tari in [I0] for square matrices. We conclude by presenting some results concentrated

on determinant manifolds of encoding 2, with singularity isolated at the origin.

Keywords: Singularity Theory; Matrix singularities; G—equivalence.
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Introducao

A Teoria das Catastrofes, elaborada pelo célebre matemético francés René Thom
(1923-2002), gerou um impacto muito grande nao s6 na comunidade cientifica. Esse
estudo popularizou-se através dos meios de comunicagao de massa que, utilizando
uma linguagem mais acessivel, alcancou o grande publico, por causa também de suas

aplicagoes nas areas mais diversas da ciéncia.

A palavra catastrofe, neste contexto, estd intimamente ligada a mudancas bruscas
de padroes. Na natureza, tsunamis, terremotos, deslizamentos de terra e tornados sao
exemplos de catastrofes. Mas nao s6 desastres naturais sao abarcados por esse conceito;
a simples quebra de uma onda do mar ou as fases de divisao celular de um embriao
também o sao.

Os conceitos fundamentais na Teoria das Catéstrofes sao a genericidade e a estabi-
lidade estrutural. Os modelos matematicos construidos com base na teoria de Thom
nao tinham como finalidade fazer algum tipo previsao, mas sim destinar-se a enten-
der inteligentemente os fendmenos naturais, de modo que a principal preocupacgao era
encontrar estruturas matematicas que descrevessem as formas de todas as possiveis
superficies de equilibrio (estaveis), que explicassem a sua criacdo bem como as suas
alteracoes.

As familias de aplicagoes diferencidveis dependentes de parametros, manipuladas de
maneira conveniente, mostraram-se adequadas a descricao e classificagao das catastrofes.
O estudo de René Thom partiu da Teoria de Morse, que tratava de formas normais
de fungoes R™ — R na vizinhanga de um ponto singular nao-degenerado. Provou-se
que pequenas perturbacoes da funcao em torno desse ponto forneciam, no méaximo,
singularidades de mesmo tipo.

Hassler Whitney (1907-1989) foi outro importante matematico que estudava sin-
gularidades de aplicagoes diferenciaveis, mas, diferente de Morse, seu foco era em
aplicacoes R? — R2. Whitney apresentou dois tipos de singularidades estruturalmente
estaveis: a dobra e a cuspide.

Thom estendeu os trabalhos de Whitney e de Morse usando ferramentas ma-
tematicas diferentes, ele estudou o comportamento de uma funcao diferenciavel f :
R"™ — R mergulhando-as em familias de aplicagoes F'(z,t) com F(x,0) = f(z) para
todo x € R", sendo z e t variaveis multidimensionais com ¢ fazendo vez de parametro,

técnica que ele chamou de desdobramento da funcao.

Os estudos de René Thom mostraram que, para espacgos de parametros com di-

mensao menor ou igual a 4, é possivel encontrar um desdobramento de f que fornece



todas informacoes importantes de f. A isso ele chamou de desdobramento universal.
Ele listou sete desdobramentos estaveis com no maximo quatro parametros, conhecidos

como As sete catdstrofes elementares.

A formalidade matematica da teoria de Thom foi apresentada nas pesquisas dos
matematicos John Mather (1942-2017) e Bernard Malgrange (1928- ), que usaram
ferramentas nada triviais de Andlise Funcional e de Topologia para provar a teoria.

A Teoria de Singularidades é um ramo de pesquisa que estda dentro das grandes
areas matematicas de Geometria e de Topologia que, no inicio de sua fundamentagao
e primeiros estudos, deu base a Teoria das Catéstrofes e, atualmente, devido a seu
desenvolvimento ao longos dos ultimos anos, a abarca. Se considerarmos a histéria da
matematica, esse é um ramo de pesquisa relativamente novo.

O termo singularidade geralmente é usado, na matematica, para comportamentos
inesperado de determinados objetos. Considerando, por exemplo, uma aplicagao suave
f:U — RP, onde U C K" aberto, dizemos que z € R"™ é um ponto singular se o
posto da matriz jacobiana de f aplicada a x nao é maximal. De maneira mais geral,
considerando variedades diferenciaveis N e P, de dimensoes n e p, respectivamente,
uma aplicagao suave g : N — P tem um ponto singular T € N se existe uma direcao
ao longo da qual a derivada de g é nula em 7.

Podemos pensar a Teoria de Singularidades como uma especialidade que estuda a
geometria e a topologia de variedades definidas por equagoes polinomiais ou analiticas
nao-suaves. O desenvolvimento da teoria envolve técnicas de diferentes areas da ma-
tematica e os resultados obtidos possuem diversas aplicagoes praticas.

Uma abordagem da Teoria de Singularidades que atualmente se mostra muito atra-
tiva a pesquisa cientifica diz respeito ao estudo de familia de matrizes.

Nossa principal referéncia nesse trabalho é o artigo [10] dos matematicos James
William Bruce e Farid Tari. Ali eles classificam singularidades em matrizes quadra-
das. Também em [I§], Bruce especifica o estudo para matrizes simétricas. Uma das
variedades de interesse atualmente sao as chamadas variedades determinantais, isto €,
variedades definidas por equacoes provenientes de menores de matrizes. Temos como
objetivo de nosso trabalho classificar germes simples de singularidades de matrizes
quadadas, associadas a variedades determinantais, usando técnicas da Teoria de Sin-

gularidades aplicada a matrizes.

Uma familia de matrizes quadradas é um germe de uma aplicacao suave A
(R",0) — M,(R). Como motivagao ao estudo das singularidades de matrizes qua-

dradas, consideremos as n—uplas diferenciaveis 1—forma em R",

a; = ap(z)dzy + ...+ ay(z)dz,, para 1 < i < n,



onde a;; sao germes de funcoes suaves. Podemos associar, a cada n—upla, a familia de
matrizes (a;;()), que podemos pensar cada entrada como fungoes a;; : R* — R.

O discriminante das n—uplas é o conjunto de pontos z € R™ tais que det(A(x)) = 0.

Dada uma matriz A como acima e duas outras matrizes X e Y de ordem n, cujas
entradas sao funcoes difenrencidveis em z e que, avaliadas em x = 0, sdo matrizes
invertiveis, podemos considerar a funcao X AY . E f4cil ver que seu determinante zera
nos mesmos pontos que o discriminante de A.

Considere agora um difeomorfismo ¢ : R* — R"™ e defina (Ao ¢)(z) = ((a;;0¢)(x)).
Ao longo do trabalho, apresentamos a G—equivaléncia que tem, como uma de suas
propriedades, a preservagao da funcao discriminante. Com esse conceito em mente,
nao ¢ dificil mostrar que qualquer mudanca suave de coordenadas na fonte de A leva o
discriminante de A ao discriminante de A o ¢.

No capitulo 1, comecamos apresentando algumas ferramentas de singularidades de
matrizes como, por exemplo, as defini¢oes de germes, transversalidade e variedade de-
terminantal.

No capitulo 2, definimos o conceito de variedade determinantal e introduzimos fer-
ramentas mais especificas para o estudo dos germes (K", 0) — M,,(K) como o estudo
do espaco tangente e a G—determinacao finita.

No capitulo 3, discorremos um pouco sobre Germes Cohen-Macaulay de dimensao
2 bem como a G—estabilidade de matrizes.

No capitulo 4, comecamos a olhar efetivamente para os critérios de classificacao de

germes simples A : (C",0) — M, (C) finitamente determinado.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados preliminares necessarios ao desen-

volvimento do nosso trabalho. As principais referéncias sao [0], [3] e [§].

1.1 Grupo Linear Geral e Grupo dos Automorfis-

mos Lineares

Seja M, (K) o espago das matrizes de ordem n com entradas em K (K =R ou C).

Consideremos o seguinte subconjunto de M, (K).

Definig¢ao 1.1. O conjunto GL,(K) é um grupo com a opera¢dao usual de multiplicagdo

de matrizes chamado grupo linear geral.
GL,(K) ={A € M,(K) : A € invertivel }={A € M, (K) : det(A) # 0}

A operagao de produto usual de matrizes é bindria, associativa e tem como elemento

neutro a matriz identidade de ordem n, denotada por Id,

Definicao 1.2. Dado U um K-espago vetorial de dimensao n < oo, definimos o
grupo de automorfismos lineares de U, GL(U), como sendo o grupo de todas as trans-

formacoes lineares T : U — U invertiveis.

Se U é um espaco vetorial cuja dimensao é n, GL(U) é isomorfo a GL,(K), basta

notar que a aplicagao ¢g, definida abaixo, ¢ um isomorfismo:

65 GL(U) = GLo(K)
T [Tlg

sendo 8 = {uq, ..., u, } uma base fixada de U e [T]s a matriz da transformacao linear

de T'e GL(U) na base . Ver ([d], p. 82).
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Considere V' e W espagos vetoriais de dimensao n, definimos em GL(V) x GL(W)
uma operacao de produto tal que, dados (Aj, By), (A2, Bs) € GL(V) x GL(W),
(A1, By) - (Ag, By) = (A1As, B1By) € GL(V) x GL(W). A operagao é binaria, as-
sociativa, admite elemento inverso para cada elemento do conjunto GL(V') x GL(W)
e tem como elemento neutro o par (Id,, Id,), logo, (GL(V) x GL(W), ) é grupo.

Denotamos por Homg (U, V') o conjunto das transformagoes lineares entre os espagos

vetorias U e V sobre K. Tal conjunto tem uma estrutura de espago vetorial sobre K.

Teorema 1.1. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre K com dimensoes m e n,

respectivamente. Entdo o espago Homg (U, V') tem dimensdo m - n.
Demonstracao. Ver ([6], p. 10). O

Definicao 1.3. Um operador linear é uma transformacao linear T : U — U, sendo

U um K—espaco vetorial.

O conjunto dos operadores lineares é um caso particular de Homy (U, V'), onde
U = V. Podemos definir neste espago a operagao de composicao, operagao que é
associativa e traz o operador identidade Id : U — U como elemento neutro da
operagao. Porém nao é verdade que todo elemento de Homg (U, U) tem inverso relativo
a essa operagao e nem que a composicao seja comutativa, como veremos nos exemplos

abaixo.

Exemplo 1.1. Seja T : R? — R? transformacdo linear tal que T(x,y) = (x+y, z+y).
Note que T € Homk(R?* R?) e (—1,1) € Ker(T), isto é, T nao € injetora. Logo T nao

POSSUL INVETSA.

Exemplo 1.2. Sejam T,G € Homg(R* R?) tais que T(z,y) = (2 + y,2z +y) e

G(z,y) = (r+vy,x —y). Facilmente encontramos

ToG:R? — R? e GoT:R? — R?
(z,y) = (Br +y,37 +y) (z,y) = (47 + 2y,0)

Obviamente, (T o G) # (GoT).
Observacoes 1.1.

i) Se U é um K—espago vetorial de dimensao n > 1, podemos mostrar que existe
um isomorfismo entre Homg(U,U) e M,,(K);

ii) Com isso, os teoremas sobre matrizes podem ser inferidos dos teoremas sobre

operadores lineares e vice-versa.
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No que segue, estudamos especificamente algumas transformacoes lineares cujos

contradominios sao o corpo K.

Definicao 1.4. Seja U um K-espago vetorial. Um funcional linear em U € uma trans-

formacgao linear f: U — K.

Proposicao 1.2. Um funcional linear f € Homg (U, K) ndo-nulo € sempre sobrejetor

e serd injetor se, e somente se, dimgU = 1.

Demonstragao. Consequéncia do Teorema do Nicleo e da Imagem. Ver ([0], p.
87). O

O espago dual a U é o espaco Homy(U,K) denotado por U*. Segue do Teorema
que dimgU = dimgU*.

Exemplo 1.3. Seja U o K-espago vetorial P(K) e 5 € K. A fungao

ngU—>K
p— p(B)

¢ um funcional linear.
Exemplo 1.4. Seja U = M,,(K) e considere a fun¢do abaizo chamada funcgdo trago,
1sto €,
tr:U —K
A=(a;j)ij — trA =" a;
i=1
¢ um funcional linear. Nao € dificil de ver que A,B € U, tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

e dado \ € K, tr(AA) = Atr(A).

Teorema 1.3. Seja U um K-espago vetorial com dimg(U) = n < oo e seja f =
{uy,...;un} uma base de U. Entdo eziste uma tunica base B* = {f1,..., fu} de U* tal

que fi(uj) = 0;;, para i,j =1,...,n. Além disto, para cada v € U, temos que

e para cada f € U*, temos que

Demonstracao. Ver ([6], p. 112) O
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O conjunto * é chamada de base dual a 5. Se u € U, entao as coordenadas deste
vetor com relacao a base 8 sao fi(u), ..., fo(u), isto é, u = (fi(u),..., fu(u))s. Além
disso, as coordenadas de f € U* com relagdo a base 8* sdao f(uq), ..., f(u,), isto é,

f=(f(u1),..., f(u,))s« A dualidade vem dessa interacdo entre essas bases.

Exemplo 1.5. Sejam u; = (1,1,1),uy = (1,0,—1) e uz = (0,1,1) em R3. Observe
que B = {uy,us,u3} € uma base de R3.Calculemos a base dual B* = {fi, fo, f3} de
R®.  Teremos entao que f;(u;) = d;; para i,j = 1,2,3. Escrevendo um elemento

(r,y,2) € R® em funcdo da base 3, teremos
(z,y,2) = a1(1,1,1) + a3(1,0, —1) + a3(0,1,1)
isto €, (x,y,2) = (o, an,a3)3. Com isso,

filz,y, 2) = filar, 02,03)5 = a; parai=1,2,3

Calculemos, entao, oy, s e ag em funcao de x,y e z. Temos,

fl(I,y,Z>:£L'+Z—y, fg(:c,y,z)zy—z, fg([L‘,’y,Z) :2y—ZE—Z

1.2 Variedades Diferenciaveis

A definicao de uma wvariedade diferencidvel formaliza a ideia que localmente tal
conjunto se comporta como um subconjunto do espaco euclidiano na perspectiva de
sua estrutura diferenciavel.

Nesta secao, introduziremos alguns conceitos elementares que nos ajudarao a ficar

familiarizados com a nocao de variedades.

Definicao 1.5. Sejam X um conjunto em R", f : X — RP uma aplicagao e a € X.
Dizemos que [ € de classe C*° em a se existir U C R™ aberto, coma e U e I : U — RP,

C* em a, tal que Fixnu = fixnu-

Definicao 1.6. Uma parametriza¢cao n—dimensional de um conjunto X C RP é uma
aplicagao suave (C*) ® : U — RP, onde U C R"™ é um conjunto aberto tal que
SU)=X ed:U — ®(U) € um difeomorfismo.

Definicao 1.7. Dizemos que N C RP € uma variedade diferencidvel n—dimensional
se todo x € N tem uma vizinhanca U, N N, com U, C RP e uma parametrizacao
OV — RP, onde V C R" aberto, (V) =U,NN. A aplicacao ® é chamada carta de

N em x.
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Figura 1.1: Sistemas de coordenadas e diferenciabilidade da aplica(;éio yofoxl

e,

R: Jofo;r
z(U)

Fonte: Lima, ed. 2011, p. 130.

Definicao 1.8. Sejam T e N wvariedades de classe C*° de dimensoes t e n, respectiva-
mente. Uma aplicacao f : T — N € diferencidvel num ponto p € T se existem sistemas
de coordenadas v : U - R em T, y: V = R" em N, comp € U e f(U) CV tais
que yo fox!:xz(U)— y(V) CR™ € diferencidvel no ponto x(p). Em particular, f €
continua no ponto p € T. Ver a figura 1.1.

Definicao 1.9. Seja N C R? uma variedade diferencidvel n—dimensional. Entao, dado
x € N, existem abertos W C N, U C R" e uma aplicagao ® : U — W difeomorfismo.

Sem perda de generalidade, suponhamos que ®(0) = x. Definimos o espago tangente a
N em z como (d®)o(R™).

Denotamos o espaco tangente a N em x como T, N.
Observacoes 1.2.
i) A definicao de T, N independe da parametrizacdo escolhida;

it) T,N € um subespago vetorial n—dimensional de RP.

Exemplo 1.6. O espaco euclidiano R™ € uma variedade diferencidvel quando munido

da estrutura C'*° gerada pela carta id : R™ — R"™ com id : z + .

Exemplo 1.7. No mesmo sentido do exemplo anterior, considere o conjunto de todas
as matrizes n X n de nimeros reais. Os n? elementos de cada uma das matrizes,
ordenados sequndo um preceito qualquer, definem um ponto em R™, de modo que
o conjunto em questdo pode ser identificado com o R™ e herda deste sua estrutura

diferencidvel.

Existem variedades que nao estao contidas num espaco euclidiano. Daremos dois

exemplos a seguir: os espagos projetivos e as variedades Grassmannianas.
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Exemplo 1.8. O espaco projetivo P(V) é o conjunto dos subespagos vetoriais de V
de codimensao 1, sendo V um espago vetorial sobre K. De maneira mais precisa,
P(V) = (V\{0})/ ~, onde, para v,w € (V \ {0}), temos que v ~ w se, e somente
se, existe A\ € K* tal que w = \v. No caso em que V = K" usaremos a notacao
P". Podemos ver o espaco projetivo P* como o conjunto de todas as retas R C R*™!
que passam pela origem. Os elementos R € P podem ser descritos por um sistema de

1) ¢ uma base de R e,

coordenadas homogéneas. Cada vetor nao-nulo v = (y',...,y
para cada real, t # 0, tv ainda € uma base de R. As coordenadas y*, . ..,y" L, definidas

a menos de um fator arbitrdrio t # 0, se chamam as coordenadas homogéneas de R.

Exemplo 1.9. A wvariedade de Grassmann G,.(V) de um K—espaco vetorial V', de
dimensao n, € o conjunto de todos os subespacos vetoriais de dimensao r de V. Em
particular, P" = G1(R"*1). A também chamada Grassmanniana G,.(V) tem dimensdo

igual a r(n —r).

Definicao 1.10. Seja N uma variedade diferencidvel n—dimensional. Uma subvarie-
dade diferencidvel P de N ¢ ela propria uma variedade diferencidvel m— dimensional
com P C N em < n. Neste caso, definimos denotamos a codimensao de P por
cod(P) =n —m.

Com as definigoes que exibimos até agora nesta se¢ao, mostrar que certo conjunto
P ¢é uma subvariedade, na maioria dos casos, apresenta-se como uma atividade nao
muito simples de ser executada, ja que, para isso, teriamos de buscar parametrizacoes
de vizinhancas de cada ponto x € P.

A préxima definicao nos possibilita outros jeito de encontrar subvariedades que sao

diferenciaveis.

Definicao 1.11. Seja s : N — P uma aplicagcao diferencidavel de classe C*° entre
variedades N e P. Um ponto p € P é chamado valor regular de s se, para cada

n € s~ Y(p), a derivada ds,, : T,N — T,P ¢é sobrejetiva.

Teorema 1.4. Considere a aplicagao de classe C* s : N — P entre duas variedades
N e P de dimensoes n e m, respectivamente. Se p € P é um valor reqular, s™*(p) ¢é

vazio ou s~(p) € uma subvariedade de N com dim(s~'(p)) =n —m.
Demonstragao. Ver ([, p. 69) O

A seguir, vamos mostrar as principais defini¢oes que versam sobre o conceito de
estratificacao de Whitney. Tal teoria objetiva decompor uma variedade singular em

subvariedades regulares disjuntas, as quais chamamos de estratos.

10
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Definigao 1.12. Sejam N uma variedade diferencidvel e S C N. Uma estratificagao
localmente finita de S € uma particao de S em subvariedades de N, chamadas estratos,
tais que, para todo ponto de S, existe uma vizinhanca de N que encontra apenas um

numero finito de estratos.

Defini¢ao 1.13. Seja N uma variedade suave, S C N e {S,} uma estratifica¢io de
S. Dizemos que {S,} satisfaz a condi¢ao de fronteira se, para dois estratos S, e Sg,

tais que S, N Sg # (), entdo S, C Ss.
Definicao 1.14. Uma estratificacao {S,} que satisfaz as condigoes de Whitney atende

as sequintes condigoes.

Para todo par (S,,Sg) de estratos tais que Sz C Sa € para todo y € Ss, temos,

a) Para toda sequéncia de pontos x; de S, convergindo para y, tal que o limite

existe na Grassmanniana correspondente, entao T contém T,(Sg).

b) Se além disso, para toda sequéncia y; de pontos de Sg convergindo para y e tal

sequéncia de direcoes
lim; oo T3y = A
existe no espaco projetivo, entao T’ contém A.

Em [16], Whitney mostrou que toda variedade analitica complexa admite uma es-

tratificacao que atende a essas duas condigoes.

1.2.1 Transversalidade

Com o objetivo de generalizar o conceito de valor regular, nds vamos apresentar o
conceito de Transversalidade.

A nocao de objetos que se interceptam transversalmente é um conceito fundamen-
tal para a teoria de singularidades. Nesta secao, apresentaremos sua defini¢ao, alguns
resultados e exemplos.

A nocgao mais primitiva deste conceito diz respeito a soma de dois subespacos ve-

toriais de um espaco vetorial V.

Definicao 1.15. Sejam W e () dois subespagos vetoriais de um espago vetorial V.. Nos

dizemos que W e Q) se interceptam transversalmente quando W + Q = V.

11
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Exemplo 1.10. Considere o espaco vetorial V = R? e os subconjuntos W = {(xy, z5) €
R2z; = 0} e Q = {(y1,12) € R%|yy = 0}. E fdcil ver que W e Q sio subespagos

vetoriais de R? e que W+ @Q = R2. Portanto, W e Q se interceptam transversalmente.

Vamos estender agora a ideia de transversalidade a subvariedades diferenciaveis de

uma variedade diferencidvel.

Definicao 1.16. Dizemos que duas subvariedades N1 e Ny de uma variedade N se
interceptam transversalmente em x € N1N Ny quando os espacgos tangentes T, N1 e T, Ny
se interceptam transversalmente em T,N. N; e Ny se interceptam transversalmente

quando a nocao acima vale para todos os pontos ¥ € N; N N.

Definicao 1.17. Sejam S e P wvariedades diferencidveis e s : S — P uma aplica¢ao
C>. Seja W uma subvariedade de P e x € S. Entao s intersepta W transversalmente

(i) s(x) ¢ W, ou
(ii) s(z) € W e Ty)P = TyyW + (ds),(155)

Dizemos que s € transversal a W se s é transversal a W para todo x € S. Notagao:
sthW.

Exemplo 1.11. Considere a aplicagio s : R — R? com s(t) = (,0) e seja W o eizo—y
em R%. Note que a aplicagdio s € transversal a W em s(R)N'W = {(0,0)},

Ts(x)RQ = Ts(m)W + (dS)I(TIR)

Proposicao 1.5. Seja f : P — N uma aplicacdo de classe C* transversal a uma
subvariedade S C N, de classe C*. Entao

(i) Ou bem f=2(S) =0 ou bem f~(S) é uma subvariedade de classe C* de P, cuja

codimensao em P € igual a codimensao de S em N;
(i) Neste caso, Tp(f~(S)) = (df), (Tt S) para todo p € f~1(S5)

Demonstracao. Ver ([], p.179) O

1.3 Germes de Aplicacoes Diferenciaveis

Nesta secao, definimos importantes estruturas da Teoria de Singularidades de Aplicacoes
Diferenciaveis tais como germes de funcoes diferenciaveis, o anel O,, e também o seu

ideal maximal 9.

12
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Definicao 1.18. Seja L um aberto do K" contendo a origem e
F=A{f:L—KP| f éde classe C>*}
Dados L1, Ly C L, fi: L1 - KP e fy: Ly — KP, em F, definimos:
Ji~ fo& dW C LN Ly tal que f1), = fo,y
A classe de equivaléncia de f concernente a essa relacdo é chamada de germe.

A notagao de cada classe de equivaléncia é dada por [f] ou f : (K", 0) — K?, sendo

f K" — KP? um representante de classe.

Denotamos por

O = Z = {lfIlf € C=},

o anel local dos germes de funcao analiticas f : (C",0) — CP. Por simplicidade,
quando tratamos de germes de fungoes (p = 1), escrevemos O,. O conjunto M, =
{f € O,|f(0) = 0} é seu ideal maximal e, quando nao houver perigo de notagao, M,

sera denotado apenas por 91.
Definicao 1.19. O conjunto M* € dado pela multiplicacio do conjunto M k vezes.

M =9n... M
—

k—vezes

Definicao 1.20. O k—jato de f : U C K* — K em a € U € o polinomio de grau

menor ou iqual a k em n varidveis dado por
jkf(a) = (df)ax + %(d2f)ax2 +.oo+ %(dkf)axk

Definig¢ao 1.21. O k—jato de f : U C K" — K?, com f = (f1,...,fp), ema € U é
dado por

3 fa) = (5" fila), ... 5" fp(a))

O espaco dos k—jatos é denotado por J*(n,p), é o conjunto das p—uplas de po-
linomios em n variaveis de grau menor ou igual a k£ sem o termo constante. Notemos

que é um espago vetorial de dimensao finita e que
J¥(n,p) = imno(n,p)/S):RELHO("JD)

Uma das principais ideias na teoria das singularidades é substituir o espaco dos

germes MO, ) pelo espaco J*(n,p) dos k—jatos.

13
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1.4 Acao de Grupos

Uma relagao de equivaléncia nos possibilita agrupar elementos do conjunto IMO,, ;)
em classes. Para tal, exibiremos aqui as nocoes de ac¢ao de grupo e de grupo de

Lie. Quando consideramos o conjunto MO, ,, estamos trabalhando com os germes
(K", 0) — (K”,0).

Definigao 1.22. Sejam (G, x) um grupo com a operagdo bindria x : G x G — G ¢ X
um conjunto nao-vazio. A a¢ao de um G em X é uma operacao bindria o : Gx X — X

com (g,x) — alg,x) satisfazendo

a) aleq,x) =z, para todo x € X sendo eg o elemento neutro de G.

b) a(gr,a(ge,z)) = algr * g2, x), 91,92 € G, x € X.

Defini¢ao 1.23. Sejam (G, x) um grupo, X um conjunto nao-vazio e o : G X X —»
X uma agao do grupo G em X. A orbita de um elemento x € X € o conjunto

{a(g,x) : Vg € G}. Denotamos tal conjunto por G - x .

Proposicao 1.6. Sejam (G, *) um grupo e X um conjunto nao vazio que sofre uma
acao do grupo G. Temos que X pode ser escrito como a unido disjuntas das orbitas de

seus elementos.

X = UG'QS

zeX

Proposicao 1.7. Sejam V e W K-espagos vetorias de dimensio n e H = GL(V) X
GL(W). A agdo natural de H no conjunto Homg(V, W) € dada pela sequinte aplica¢ao

a:Hx Hom(V,W) — Hom(V,W)
((A,B),T) — ATB™!

Demonstracao. Note que a aplicacao a estd bem definida e é, de fato, uma acao, pois,
tomando (Id,, Id,) € H e T € Hom(V,W), temos,

a) a((Id,, Id,),T)) = (Id,)T(Id;*) =T
b) Sejam (A, B), (A1, B1) € H e T € Hom(V,W), temos que

a((A, B),a((Ay, BY),T)) = a((A, B), ATB;Y) = (AA)T(BB,)™" =
a((AA,, BB,),T) = a((A, B) - (A}, B)), T)

O

Definicao 1.24. Uma ag¢ao de um grupo G em um conjunto X induz uma relagao de

equivaléncia (~¢g) em X:

14
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r,yeX, r~qgys dgeG tal quey=g-x
Nao hé dificuldade em ver que essa relacao é reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicao 1.25. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel T, de classe C*°,
com uma estrutura de grupo em que a operacao m : T x T — T, m(ty,ts) = titz € a

1

inversao i : T — T, i(g) = g~ ", sao aplicagoes de classe C.

Exemplo 1.12. O grupo GL,(R) é um exemplo de grupo de Lie. Considere a fungdo
det : R™ — R, que é continua, e que podemos identificar GL,(R) com det™" (R \ {0}),
logo € um subconjunto aberto do espaco das matrizes M, (R) ~ R™. A opera¢ao multi-
plicagdo de matrizes em M, (R) € dada por uma aplica¢ao polinomial, consequentemente
suave, e a inversao de matrizes em GL,(R) é dada por uma aplicacao racional com

denominador nao-nulo, portanto é suave.
Uma agao suave de um grupo de Lie em uma variedade suave N é uma ac¢ao
¢p:TxN—N
em que ¢ ¢ uma aplicagao suave.

Proposigao 1.8. Seja ¢ uma agao suave de um grupo de Lie T numa variedade suave
N. Para cada p € N, a aplicagao que representa a orbita de p, ¢, : T'— N, € suave e
tem um posto constante, entio o grupo T, = (¢p) " (p) € um subgrupo de Lie de T. Se
T, = {er}, entdo ¢, é uma imersdao suave injetiva e a drbita T - p € uma subvariedade
de N.

Demonstragao. Ver ([15], p.74) O

Via de regra, nao podemos afirmar que as érbitas de uma ac¢ao de um grupo de Lie
T em uma variedade diferenciavel N sao subvariedades, mas sim subvariedades imersas
como vimos na proposi¢ao anterior. Entretanto, nos casos que, para algum z € N, G-x

seja uma subvariedade, temos as seguintes proposicao e definicao.

Proposigao 1.9. Seja ¢ : T'x N — N uma acdo suave de um grupo de Lie T em uma
variedade diferencidvel N. Se as orbitas sao subvariedades de N, entao, para qualquer

x € N, a aplicagio ¢, : T — T - x, dado por ¢,(t) =t-x, € uma submersao.
Demonstracao. Ver ([15], p.74) O

Definicao 1.26. O Espaco Tangente a orbita G -x em x € a imagem de do, : TisG —
T.(G - x), ou seja, T,(G - x) = do.(TraG).
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1.5 Alguns grupos de Mather

As préximas defini¢oes dizem respeito a equivaléncias utilizadas para classificagoes
de germes. Tais relagoes determinam os grupos de Mather. Introduziremos as defini¢oes
dos grupos A, R, L, K eC.

Definicao 1.27. Sejam f,g € MO, ). Dizemos que f, g sao A—equivalentes (f ~4 g)

se existirem difeomorfismos h : (K", 0) — (K™, 0) e k : (KP,0) — (KP,0) tais que

R" —— RP

Comg=kofohlef=klogoh.

Exemplo 1.13. Considere os germes f,g : (R*0) — (R%0) dados por f(x,y) =
(22 +y* zy) e g(z,y) = (22,9%). Tomemos h,k € A tais que h™*(z,y) = (z+y,x —y)
e k(z,y) = (3(z + 2y), 2(z + 2y)). Note entdo que

g=kofoh™!
Portanto, (f ~49).

Definicao 1.28. Dizemos que f € MOy, ) € estdvel (ou A—estdvel) se existe uma
vizinhanga V' de f em C®(R" RP), com a topologia de Whitney, tal que, para todo
geV, temos f ~4g.

Definicao 1.29. O grupo dos germes de difeomorfismos h : (K", 0) — (K", 0) é deno-

tado por R. O grupo R é chamado grupo de mudanca de coordenadas na fonte.

Observacao 1.1.

i. O congunto dos germes de difeomorfismos que nao preservam a origem é denotado

por R..

Definigao 1.30. Sejam f,g € MO, ). Dizemos que f,g sio R—equivalentes (f ~z
g) se existe h € R tal que foh ™' =g

A agao de R sobre MO, ;) é dada por composicao a direita

Pr : R X MO ) — MO )
(h,f)— foh™
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Definicao 1.31. O espago tangente a orbita de um germe f € MO, pela acao de
R € dado por

TRf =%, .. 9}

Definigao 1.32. O grupo dos germes de difeomorfismos | : (KP,0) — (KP,0) é deno-
tado por L. O grupo L é chamado grupo de mudanga de coordenadas na meta (em
(K?,0)).

A acao de L sobre MO, ) é dada por composicao a direita

(I)E L X m@(n,p) — mo(”vp)
(L, f) = fol

Com as ultimas defini¢cées, podemos agora identificar o grupo A com o produto
R x L.

Definicao 1.33. O grupo de contato, que denotamos por K, € o grupo dos germes de
difeomorfismo (K" x KP,0) — (K" x KP,0), que sdo da forma

H(z,y) = (h(x); O(z,y))
onde h € R e O(x,0) =0, para x prézimo da origem.

Defini¢ao 1.34. Sejam f,g : (K", 0) — KP. Dizemos que f,g sao K—equivalentes
quando ezistir H = (h,©) € K, tal que:

(h(x), g0 h(x)) = H(z, f(x)),
isto €, uma forma especial, H leva o grdfico de f sobre o grdfico de g.

O subgrupo de K formados pelos elementos da forma H (id,,, ©) é denotado por C,

sendo id,, a aplicacao identidade de K".

Definigao 1.35. Dois germes f,g € MO, ) sao C—equivalentes se existir H € C tal

que

H(z, f(2)) = (z,0(z, f(2))) = (z,9(x))

Em [I5], podemos ver que K é dado como um produto semi-direto dos grupos R e

C.

Definigao 1.36. O espago tangente a drbita de um germe f € MO, ) pela agao de
C ¢ dado por

TCf = f*(M,)Omp), sendo M, = {g € Oplg(0) = 0}
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Lema 1.10. Dois germes f,g € MO, ;) sao ditos K—equivalentes se, e somente se,

existe um germe invertivel h : (K", 0) — (K", 0) tal que f o h e g sio C—equivalentes.
Demonstracao. Ver ([15], p. 149) O

Definigao 1.37. O espago tangente a orbita de um germe f € MO, ) pela acao de
IC € dado por

TKf=TRf +TCf

Definigao 1.38. Um germe f € MO, € dito finitamente determinado quando é

equivalente a um de seus polinomios de Taylor.
Observacgoes 1.3.

i) A definicdo acima permite que o problema da classifica¢ao possa ser reduzido

ao espaco dos k—jatos, que € um espaco de dimensao finita.

Defini¢ao 1.39. Um dado germe de aplicagao f € MOy, € k — G—determinado
(G =A, R, K ouC) se, para todo g € MOy, p) tais que os k—jatos j* f(0) e j*g(0)

sao iguais, g € G—equivalente a f.

Infelizmente, com as definicoes e resultados que incluimos até agora, o espago O, )
nao é uma variedade diferenciavel e nem os grupos de Mather apresentados sao grupos
de Lie. Contudo, se G é um grupo de Mather e definimos GG} como o subgrupo de G tal
que seus elementos sao os germes de G cujo k—jato ¢ a identidade, entao sao definidos
os grupos de k—jatos dos elementos de G, que sao denotados por J*G = G\G}. Estes
grupos sao grupos de Lie.

A acdo de G sobre M, O, ) induz uma agao de J*G sobre J*(n,p) com

(n,p)

w: J*G x J*(n,p) — J*
3 (h- f)

(3%, 3" f) =

A ideia aqui ¢ estudar a acao de G sobre M, O, através de w. Os principais
resultados para tal sao o Lema de Mather, a Transversal Completa e os critérios de

determinacao finita.
Comecamos pelo Lema de Mather que esta relacionado as a¢oes dos grupos de Lie

e ao calculo de oOrbitas.

Lema 1.11. Seja G um grupo de Lie agindo suavemente em uma variedade n— dimensional
N. Seja P uma subvariedade conexa de N. Entao P estd contida em uma inica orbita

de G se, e somente se,
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i) para cada x € X, T,P C T,G - z;
ii) dim(T,G - x) permanece constante para todo x € X.
Demonstracao. Ver ([19], p. 234) O

Considere agora o subconjunto H*(n,p) de J*(n,p) formado pelas p—uplas de po-

linomios homogénios de grau k em n varidveis.

Teorema 1.12. Seja f € J*(n,p). Denotamos por G1 o subgrupo de G dos elementos
cujo 1—jato é a identidade, e H**'(n, p) para as aplicagdes polinomiais homogénias de
grau k+1. Suponha que Ty(J*1Gy) 5 fAHM (n, p)+T = H*'(n, p) para algum su-
bespaco T de H*1(n,p). Entdo todo (k+1)—jato com k—jato f é J*1G1—equivalente
a um jato da forma f+ B, com B € T. O conjunto T'" é chamado de transversal

completa.

Demonstragao. Ver ([20], p. 255) O

Estamos interessados na classificagdo com o grupo G, entretanto o Teorema da
Transversal Completa ¢é valido para um subgrupo GGy de GG. Usamos entao o Lema de
Mather para excluir os termos desnecessarios que nao foram eliminados na Transversal
Completa com o grupo G.

Em cada j*f usamos a Transversal Completa para obter a parametrizacao dos
(k +1)—jatos que tém o k—jato igual a j*f. Usamos o Lema de Mather para produzir
as G—orbitas dentro desta parametrizacao. Aplicamos os critérios de determinacao fi-
nita a cada érbita no (k+1)—jato (cujo k—jato é j*f). Se o germe é (k+1)—finitamente
determinado paramos o processo. Caso contrario, consideramos (k + 2)—jato e segui-

mos o raciocinio.

Os préximos enunciados sao bastante utilizados na teoria de singularidades e serao

muito referenciados durante o nosso trabalho.

Lema 1.13. (Lema de Nakayama) Seja R um anel comutativo com unidade 1 e
M um ideal em R com a propriedade que 1 + x € invertivel em R para todo x € M.

Seja C' um R—mddulo e A, B R—submddulos de C' com A finitamente gerado.
Se A C B+ 9MA entio AC B
Demonstracao. Ver ([15], p. 102) O

Proposicao 1.14. Seja C' um R—mddulo com base finita e sejaT C C' um R—submaodulo.
Uma condigcao necessaria e suficiente para que T tenha finita codimensao em C é que

exista um inteiro k > 1 com MF - C C T.

Demonstragao. Ver ([15], p. 104) O
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Capitulo 2

Teoria de Singularidades de

Matrizes

2.1 Variedade Determinantal

Seja M, »)(K) o conjunto de todas as matrizes nxp com entradas em K. Denotamos
por A; o subconjunto de M, ;) (K) formados pelas matrizes que tém o posto menor
que t, com 1 <t < min{n,p}. O conjunto A; é denominado variedade determinantal

genérica.

Defini¢ao 2.1. Sejam L = (l;;(x)) uma matriz n X p cujas entradas sio fungoes
analiticas complexas em U C C" e, f, a fun¢ao cujas coordenadas sao os menores
t x t da matriz L. Dizemos que X € uma variedade determinantal de codimensao

(n—t+1)(p—t+1) se X € definida pelas equagioes f = 0.

Olhemos agora a matriz L como uma aplicacdo L : K" — M, ;) (K), com L(0) = 0.
A wariedade determinantal é o conjunto X = L7Y(A;), com 1 <t < min{n,p} e o
conjunto singular de X é dado por L™'(A;_1). A parte regular de X é denotada por
Xreg = L7H(A\ A¢—1). Notemos que, se X tem singularidade isolada na origem, entao

r<(n—t+2)(p-—t+2).

Proposicao 2.1. Se 1 <t <min{n,p} — 1, entao

i) O conjunto Ay € uma subvariedade algébrica irredutivel de M, ) (K) de codi-

mensdo (n —t)(p —t);

it) O conjunto singular de A; € exatamente Ay e para A € A\ Ay_1, entdo

TuA, = {B € M, (K)|B(Ker(A) c A(K")}.
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Demonstragao. Ver ([22], p. 67) O

Teorema 2.2. Sejam R um anel Noetheriano em L uma matriz n X p com entradas

em R. O ideal I, gerado pelos menores maximais de R, é perfeito.

No caso em que as entradas de L sao indeterminadas sobre um corpo e I é o ideal

gerado pelos menores maximais de L é chamado ideal determinantal.

Observacao 2.1. Seja L uma matrizn X p e I um ideal com entradas em O, gerado
pelos menores t x t de I, com t < min{n,p}. Chamamos de operagées elementares

entre colunas as sequintes operagoes:
i) Permutacoes entre colunas;

ii) A substituicao de C; por uCj +vC;, onde C; e C; denotam colunas distintas de
L, 1<75i<p,i#j,v éunidade em O, eu € O,.

Operagoes elementares entre linhas sao definidas da mesma forma. Entao:

a) O ideal determinantal I € invariante sob operagoes elementares entre linhas e

colunas;

b) Se uma das entradas da matriz L é uma unidade em O,, podemos transformar

L, por um numero finito de operacoes entre linhas e colunas, a sequinte forma:

e, I éigual ao ideal gerado pelos menores (t — 1) x (t — 1) de L'. Portanto, sem
perda de generalidade, na maior parte do trabalho vamos considerar matrizes

cujas entradas pertencem ao ideal maximal de O,.

2.2 Resultados Basicos

Sejam V' e W dois espacos vetorias de dimensao n sobre K, que pode ser R ou C. O
espago das aplicagoes lineares V' — W é denotado por Homg(V, W) e existe uma acao
natural do produto H = GL(V) x GL(W), com a operacao produto, neste espago. Ver
D).

Precisaremos também de uns resultados basicos da Algebra Linear que nés exibire-

mos aqui por conveniéncia.
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Observacao 2.2.

i) Podemos decompor o espago das matrizes quadradas de ordem n, M, (K), usando o
posto. Se denotamos por A o subconjunto de M,,(K) formado pelas matrizes que tém

determinante igual a zero, entao

M, (K) = GL,(K) |J A

Proposicao 2.3. 1) Eziste um isomorfismo natural Homg(V, W) = Homg(W*, V*).

2) Existe um isomorfismo natural Homg (V, W)* =2 Homg (W, V). Este isomorfismo
¢ dado como segque: se 0 € Homg(W,V) entio 0 : Homx(V,W) — K por
0(a) =traco(a o ). Esta aplicacio traco dd uma forma bilinear nao-degenerada

Homg(V,W) x Homg(W,V) — K.

Demonstragao. 1) Defina

¢ : Homg(V,W) — Homg(W*, V*)
f=r

Como dimg(Homg(V,W)) = dimg(Homg(W*,V*)), basta mostrar que ® é in-
jetiva e é um homomorfismo para concluirmos que também é isomorfismo.
Afirmamos que ® é injetiva. Devemos mostrar que, se f # 0, entao f* # 0.
De fato, se f # 0, tome v € V com w = f(v) # 0. Complete w até for-
mar uma base 5 de W. § = {w,ws,...,w,}, sendo dimgW = n. Agora con-
sidere a base dual de W*. p* = {w*,w;,...,w}}. Por definicdo, w*(w) =
1, w*(wy) = 0,....w*(wy,) = 0, portanto w*(w) # 0. Podemos tomar u =
aw* + ... + aw; € W* com a,..,a, € K, sendo o # 0. Fagamos agora
[rw)(v) = [f*(aw” + ...+ apwy)](v) = af (W) (v) + ...+ a f*(wy) (v) = a(w* o
N+ +on(wy o f)(v) = alw (f(v) +. ..+ an(wi(f(v)) = a(w'(w)) = a,
ou seja, f* # 0 e ker(®) = {f € Homg(V,W);®(f) = 0} = {0}. Logo ®
¢ injetiva. Resta-nos mostrar que ® é um homomorfismo. Para tal, considere
M1+ fo € Hom(V, W), com X € K.

OAf1+ f2) = [F(A1+ f2) = A (1) + [ (f2) = A®(f1) + ©(f2)
2) Queremos mostrar agora que Homg(V,W)* = Homg (W, V). Para tal, defina

T Homg(W,V) — Homg(V, W)*
T— Z(T)S):=tr(SoT)
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Como dimg(Homg (W, V) = dimg(Homg(V, W)*), basta mostrar que ¥ ¢ inje-
tiva e ¢ um homomorfismo para concluirmos que também é isomorfismo.

Por definigao, se T' € ker(¥) entdo tr(S o T) = 0 para todo S € Homg(V, W),
logo T'= 0 e T ¢é injetiva. Resta-nos agora mostrar que ¥ é um homomorfismo.
De fato, considere T + 15 € Homg(W,V) com X € K, T1 = (b;;) e Ty = (cij)
sendo S o Ty = (Bi) e So Ty = (). Tome entao S = (a;;) € Homg(V,W).

Temos que
‘Z()\Tl + TQ)(S) = tT(S (¢] ()\Tl + TQ)) = (dz])

Perceba que di; = > aip(Abgj + cj) = X Y awbrj + Y awcrj = A\Bij + vi;. Dal
k=1 k=1 k=1

TNy + T3)(S) = (dij) = (ABij +vi5) = (ABiy) + (i) = AT(T1)(S) + T(T2)(5)

Esta aplicagao traco nos dd uma forma bilinear nao-degenerada Homg(V, W) x
Homg(W,V) - K
B : Homg(V, W) x Homg(W,V) — K
(S, T)—tr(SoT)

Vamos mostrar que 8 é uma forma bilinear. De fato, dados S, Sy, So € Homyk (V, W),
T,11,T, € Homg(W,V) e A € K, temos:

1) BAS,T) =tr(ASoT)=tr(SoXT) = Mr(SoT)=XB(S,T)

i) PB(S1,T) +P(S, T) =tr(S10T) +tr(Se o T) =B((S1 + S2),T)

]

Para o desenvolvimento de nosso trabalho, precisaremos das préximas defini¢oes e

resultados.

Definicao 2.2. Sejam U e T espacos vetoriais de dimensao finita e ’;[,um subgrupo de
GL(T). Dizemos que a1, as € Homg(U,T) sao (GL(U) x H)—equivalentes se, para
algum B € GL(U) e para algum v € H, temos

ay=70mof

Defini¢ao 2.3. Seja o € Homg (U, T). Denotamos por o o elemento correspondente
de Homg (T*,U*).

Definigao 2.4. Se S é um subespago de U, nds escrevemos Stpara{¢p € U* : $(S) = 0}.
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Lema 2.4. 1) As aplicagées o e ay sao (GL(U) x H)—equivalentes se, e somente

se, algum v € H leva a Im(ay) a imagem de Im(as).
2) Temos que [Im(a)]*t = ker(a*) e [ker(a)]t = Im(a*).

3) As aplicagoes ay e oy sao equivalentes se, e somente se, para algum v € H a

aplicagao v* leva ker(a3) a ker(ad).
Demonstragao. 1) Sejam U, T K—espagos vetoriais e H C GL(T'). Considere as trans-
formagoes lineares equivalentes aq, an : U — T'. Sabe-se que
a;~ag < 30 € GLU) ey € H tal que ag =yoaj0f

(651
_

U T

1
3 O gl

Va7t

Assim, a; ~ ap & Yy loay = a; 0. Como : U — U é isomorfismo, para todo
u € U, existe v’ € U tal que u = f(u’). Dal
telm(o) et=ou),uecl et=u(p)),u el
Como oy = voay o 3, entao
V(e (B(w))) = 7(t) = ax(v)

Logo, v(Im(a1)) C Im(az). Como «y é um isomorfismo que leva o subespago r—dimensional

Im(a) C Homg(V, W) noutro subespago r—dimensional, entao y(Im(ay)) = Im(az).

2) Im(a)t ={peT*:¢(s) =0,Vs € Im(a)} = {p € T*: ¢(a(t)) =0,Vt € U} =
{peT :a*(o)(t) =0Vt e U} ={p €T : a*(¢p) =0} = ker(a*).
A segunda parte da prova é feita usando a primeira parte da prova e equivaléncias de

Algebra Linear:

Im(a)t = ker(a*) & Im(a*)t = ker((a*)*) & Im(a*)* = ker(a) &
{[Im(a®)]*} = ker(a)t & Im(a*) = ker(a)t

3) Sejam «y, 9 : U — T transformagoes lineares equivalentes, ou seja, existem
BeGLU)e~ye GL(T) tais que v~ ! o ay = a; 0 8. Sabe-se que

ker(af) ={peT*:af(p) =0} ={peT*: poay =0}

Como f : U — U é isomorfismo, para cada u € U, existe v’ € U tal que u = ().

Assim,
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¢ € ker(a?) % 0 € [Im(ay)]t ={p e T*: o(Im(ay)) = O}
plan(B())) = 0,Yu' € U =L p(an(B(u))) 2 (v (an(u'))) =
az(poy () =0,Yu' € U= ¢poy~" € ker(as) = (v 1)*(p) € )

Logo,

(V1) (ker(ai)) C ker(az)
O

Do Lema anterior, inferimos que classificar aplica¢oes de posto 7 em Homg (U, T')
sobre a GL(V') x H—equivaléncia é equivalente a classificar subespagos r—dimensionais
de T sobre a H—equivaléncia, ou seja, se queremos classificar aplicacoes lineares equi-
valentes de acordo com a GL(V) x H—equivaléncia, podemos olhar para a classi-
ficagao das imagens dessas aplicacoes sobre a H—equivaléncia, sendo o conjunto da
imagem de cada aplicacao subespacgos r—dimensionais de T'; ou classificar subespacos
(dimg (T) — r)—dimensionais de T™ sobre a H—equivaléncia. Isso nos d4 um resultado

util de dualidade que usaremos na classificagao dos 1—jatos de matrizes.

Aplicando o Lema .4 para V = W = K", H = GL(V) x GL(W) (agindo como um
subgrupo de GL(Homg(V,W))) e com GL(V) = GL(W) = GL,(K) e Homg(V,W) =
ML, (K) , segue pelo item 1) que, classificar aplicagoes de posto r em Homg (K", M,,(K))
pela (GL(U) x ’;[)—equivaléncia ¢é equivalente a classificar subespagos r—dimensionais
de Homg (V, W) pela H—equivaléncia. Pelos itens 2) e 3), classificar aplicagoes de posto
r é equivalente a classificar subespagos [n? — r]—dimensionais de T* = (Homg(V, W))*
sob H—equivaléncia. No que se segue, considere V=W = K", GL(V) = GL,(K) e
Homg(V,W) = M, (K).

Proposicao 2.5. Seja (W;)icr uma familia de subespagos k—dimensionais de M, (K)
equivalentes pela GL,(K) x GL,(K)—equivaléncia. Entao os subespagos da familia

(WH)ier com W ={A € M,(K) : tr(AB) = 0,YB € W;} é uma lista de subespagos

(2

[n? — k]—dimensionais de M,,(K).
Demonstra¢ao. Como, para todo i € I, W; C M, (K),

dim(M,,(K)) = dim(W;) + dim(Wit) < n? = k + dim(W;it) < dim(Wi) =n? — k
Ver ([6], p. 192) O

O espaco das aplicagoes lineares singulares A é também um conjunto extremamente
singular em Homg(V,W). Em geral, quando trabalhamos com a teoria cldssica de
singularidades, a dimensao desse espago é muito pequena em relagdo ao espago (se nao

for 0). O que segue nos dd uma boa ”dessingularizacao”A;, com j = 1,2, de A.
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Proposigao 2.6. (1) Os conjuntos

Ay = {(A,0) € Homg(V,W) x P(V) : Av = 0}
Ay = {(A, ) € Homg(V,W) x P(W)* : ho A = 0}

)

sao suaves de dimensio n®> — 1 e as projecoes

w12 Ay © Homg(V,W) x P(V) = A € Homg(V, W)
o : Ay C Homg(V, W) x P(W)* — A C Homg(V, W)

sao isomorfismos sobre o conjunto de aplicagoes de coposto igual a 1.

(2) Se trocarmos Ve W por W* e V* respectivamente, entao usando os isomorfismos

naturais, vemos que Ay e Ay sdo permutdveis.

Demonstragao. (1) Considere primeiro o conjunto A; e a aplicagao projegao ;. Em

51, Ker(A) =v. Comov € P(V), podemos entender v como um representante da
classe de equivaléncia que determina um ponto no espaco projetivizado, definindo
de maneira tnica esse ponto em P(V'). Pelo teorema do nicleo e da imagem,
dim(Ker(A)) = 1, logo o seu coposto (complementar do posto) é igual a 1,
assim posto(A) = n — 1. Nao é dificil ver que gl = A, sendo 7! tal que
' (A) = (Av), v € P(V). Mais ainda, &1 ¢ difeomorfo a A,_;, pois, por
tratar-se de projecdo, m ¢ diferencidvel e sua inversa 7, ' também o é porquanto

as varidveis sao os a;s.

Pela proposicao 2.3 temos que Homg (V, W) = Homx(W*,V*). Aqui podemos
fazer as identificacoes de Ve W com W* e V*, respectivamente, pois sao espagos
de mesma dimensao. Assim, sob essa troca, nao ¢é dificil ver que A; corresponderd

a gQ (sob as condigoes de (1)) e vice-versa.
[

Uma motivagao para o estudo das singularidades de matrizes é o estudos das

n—uplas 1—formas diferenciaveis em R", cada qual as quais podemos associar uma

familia de matrizes (a;;(x)) com a;; : (R”,0) — R,

a; = ap(z)dzy + ...+ ay(z)dz,, para 1 < i < n,

onde a;; sao germes de funcoes suaves. Isto motiva as seguintes definigoes.

Seja H o conjunto dos germes das aplicagoes suaves K", 0 — GL(V) x GL(W) e

M, (O,) o conjuntos dos germes A : (K",0) — Homg(V, W). Pensemos em tais germes
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como uma familia de r—parametros de matrizes. O conjunto H recebe uma estrutura

de grupo proveniente do grupo de produtos na meta.

Defini¢ao 2.5 (G—equivaléncia). Se A, B : K",0 — Homg(V,W) sao aplicag¢oes
suaves de germes, nos dizemos que eles sao G = R X H equivalentes se, e somente se,
para (¢, (X,Y)) € R X H nds temos B = X(Ao¢)Y. Se nds damos a G a estrutura de
grupo com o produto semi-direto usual de matrizes, a aplicacio A — X (Ao ®1)Y

fornece uma agao de grupo no espago M, (O,).
Observacoes 2.1.

i) Em [T7], o matemdtico James Damon definiu subgrupos especiais de A e K,
chamados de subgrupos geométricos. Em [21|] € possivel encontrar uma prova
de que G é um dos subgrupos geométricos de IC e, como consequéncia dos resul-
tados de Damon, podemos usar todas as técnicas de Teoria das Singularidades

para investigar essas singularidades.

Relacionando a definicao acima com a motivacao que apresentamos, temos o se-

guinte:

Proposicao 2.7. Dado uma n—upla o = (avy, ..., ap) de uma 1—formas diferenciais,
nos denotamos o correspondente elemento em M, (O,) por A(a). Se @ : (K", 0) —
(K™ 0) € o germe de um difeomorfismo levando o a B = (f51,...,Pn), entio A(a) e
A(B) sao G—equivalentes.

Demonstracao. Denotanto a diferencial de ¢ por d¢, a nova n-upla tem como corres-

pondente a matriz A() com

A(B) = (A(a) 0 ¢)(do), sendo a;(p(x)) =B, 1 <i<n

Considerando X = Id e Y a matriz jacobiana de ¢ (d¢), vemos claramente que A(«)

e A(B) sao elementos G—equivalentes de M, (O,). O

Um elemento de M, (O, ) também pode ser considerado como uma aplicagao (K", 0) —

K, onde nés fazemos a correspondéncia de Homy (V, W) com nxn matrizes, e N = n?.

Lema 2.8. O grupo G = R x H age no espago das aplicagoes (K™,0) — KV =
Homg (V, W) como subgrupo do grupo de contato correspondente IKC para germes (K, 0) —
KN,

Demonstracao. A acao do grupo R em ambos os casos claramente coincide. O grupo

C é o conjunto das aplicacoes (K", 0) — GL(n? K). Existe um homomorfismo natural
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0 : GL(V) x GL(W) — GL(Homg(V,W)) = GL(V* ® W), ou, em termos mais
concretos, GL, x GL, — GL,2, com det(§(X,Y)) = det(X)"det(Y)". Além disso, a
aplicacao 6 fornece um grupo de homomorfismo H — C e as correspondentes agoes.

Segue o resultado. m

Por exemplo, considere o caso n = 2, aqui as matrizes (X,Y) € H agem numa

aplicagao (K",0) — (K%, 0) da mesma maneira que a matriz Z € C, onde

a1y oz apf anfs
X — < Qg )) V — ( B B )) 7 a1ffy oy aafa By
Q3 Oy B3 P azfr azfs B s

agfa asfy aufy aufy

Determinar o espaco tangente sob a acao do grupo G é fundamental para resolver

o problema de classificagao.

Seja A € M,(O,). A matriz C;;(A) (respectivamente Ry, (A)) é a que tem a i—ésima
coluna (respectivamente [—ésima linha) igual a j—ésima coluna de A (respectivamente
k—ésima linha) com zeros em qualquer outro lugar. Definimos a matriz A;; = C;;(A) +
R;;j(A). Escrevemos A,, para a matriz g—z. O conjunto M,,(O,.) é isomorfo ao conjunto

2

O@,ny) com N = n® e o grupo § = R x H, um subgrupo do correspondente grupo de

contato K.

2 «x

Exemplo 2.1. Seja A = ( ), tem-se que

Tty y

20 0 2r x dr x
A =Cn(A)+ Ri(A) = + _
r+y 0O 0 O z+y 0
z 0 r+y vy 2r+vy vy
A12 - 012(14) + ng(A) = —+ —
y 0 0 0 Y 0
0 2z 0 O 0 2x
A21 = 021<A> + RQl(A) = ( ) + < ) = ( )
0 z+4+vy 2¢ T 2r 2x+y

0 x 0 0 0 T
Az = C9(A) + Rap(A) = + -
0 y r+y vy r+y 2y

Proposicao 2.9. 1. O R—espago tangente a orbita de um elemento de M € M, (O,)

¢ 0 O,—madulo gerado por M,..

2. O espaco tangente a orbita de M sob a a¢ao do subgrupo H C G € o O,—mddulo
gerado por Ci;(M) e Ry,(M), com1<iej<n.
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Demonstragao. 1. Sejam A, B € M,(O,). A R—equivaléncia é dada da seguinte

maneira

A~g B JddeRtalque A=Bod

A H—equivaléncia é dada como
A~y B 3 M, My € H tais que A = M;BM,
Para determinar o espago tangente, separamos a acao do grupo R e dividimos a acao
do grupo H em duas partes (agao a direita e agdo a esquerda).
Considere a a¢ao do grupo R no conjunto M, (O, ) abaixo:
v: R x M, (0,) = M,(O,)
(¢, M) — oM

A 6rbita de uma matriz M € M, (O, ) determinada por essa a¢ao é o conjunto G - M =

{¢po M;¢ € R}. Fixando M, podemos estabelecer a seguinte aplicagao:

Yt R — M, (0,)
¢ @poM

Como ¢é dada por uma agao,v}, é sobrejetora, vy ¢ uma submersao. Agora tomamos

um caminho em R dado da seguinte maneira:

a:l =R
t— Id, +tg,

sendo I um intervalo da reta que contém o zero. Note que «(0) = Id,,.

Facamos agora a composi¢ao da acao vy, com o caminho «.

[(varo@)(O)])(x) = [(var(a(t)](x) = [(Tdu+tg)o M](z) = (w1+tgs(a), ... 2+, (x)) o M

Temos que [ya; 0 a(0) = M, assim

(yar 0 @)'(0) = (dyar)1a, -9 = 91 - G 4+ + g - P2

2. O espaco tangente a M em relacao a érbita proveniente da agao do grupo R no
espaco das matrizes serd o O,—modulo gerado pelas derivadas parciais da matriz M
em relacao as coordenadas.

Assim, os vetores no espaco tangente da sao obtidos da forma usual, isto é, TRM =
M{M,,|1 <i<r}. Paradeterminar os outros vetores que compodem o espago tangente,
consideremos a agao do grupo H = GL(V) x GL(W). Para cada matriz M € M,,(O,),

consideremos inicialmente somente a acao a direita, isto é,

har : GL(V) — M, (O,)
R— MR
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Tomemos um caminho v(t) = Id, + tE;;, onde Id, é a matriz identidade n x n e

E;; é amatriz n x n com 1 na entrada (7, 7) e zero em qualquer outro lugar. Temos,

logo,
(har o) (t) = ME;;

E f4cil ver que

mi; ... Mip 0O ... 0 0 may;
M = : : , By = S = ME;; = o
Myl Man 0 0 0 my;

Cija

onde 1 <1,7 <n.

Considere agora a a¢ao do grupo H a esquerda como veé-se abaixo

har - GL(W) — M,,(O,)
R— RM

De maneira analoga, obteremos as matrizes Rj;,. Com

0O ... 0
EijM = mpr ™My My = le, onde 1 < l, k <n.
0O ... 0

Portanto, o G—espaco tangente é dado por

TGM = M{M,, |1 <i<r} +Or{le70ij‘1 <i,4,l,k <n}

]

Segue da discussao acima que o G—espaco tangente estendido a um germe A é dado

por

T.GA = O{A,,, Ry, Ci;}

E possivel escrever a expressao do espaco tangente de uma outra forma. Seja M &€

M, (O,) e hy a aplicacdo como definimos anteriormente.Consideremos um caminho
pela identidade y(t) = (Id,, + tLy,Id, + tLs), onde t é pequeno e Ly, Ly € M, (O,).

Note que ¥(0) = (Idn, Idn) e v'(t) = (L1, L2) e (dhar) (L1, L2) = (6 07)'(0).
Mas,
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M +tLoM + t*LoM Ly + tM Ly

entao
(har o) (0) = LoM + MLy
Desta maneira, o espaco tangente também pode ser dado por
TGM = M{M,,|1 <i<r}+O{LM + MLy|Ly, Ly € M,,(O,)}.

Se consideramos o subconjunto S, formado pelos germes de aplicagoes suaves A :
(K",0) — Sim,(K), onde Sim,(K) é o conjunto de matrizes simétricas n x n com
entradas em K, podemos pensar nas mesmas definices do grupo G. Entao, o item 1
da Proposicao [2.9] ficaria inalterado e o espago tangente a érbita de A € S sob a agao
do subgrupo H C G é o O,—mdédulo gerado por A;; = Cy(A) + Ri(A).

Denotamos por &, o conjunto dos germes de aplicagdes suaves A : (K",0) —
Sim,(K). Se a Proposigao fosse aplicada a matrizes simétricas teria seu enun-

ciado como segue:

Proposicao 2.10. 1. O R—espaco tangente a orbita de um elemento de A € S é

o O,—mddulo gerado por xjA,,, com1<iej<r.

2. O espaco tangente a orbita de A sob a acdo do subgrupo H C G € o O,—mddulo
gerado por A;; = Ci;(A) + Rip(A).

Portanto, sequindo a prova de maneira andloga, teriamos
TGA = M{A,,|1 <i<r}+ O A1 <i,5<j}
Definigao 2.6. Um germe de matriz A é G—estdvel se T.GA = M,,(O,.), isto ¢,
O{A.,, R, Cij} = M, (O,).

Observemos que a acao GL(n,C) x GL(n,C) em M, (C) tem n drbitas que deter-

minam uma estratificagdo de M, (C).

Observacoes 2.2.

i) Dizemos que um elemento A € S é G—estdvel quando T,GA = S.

Uma propriedade desejada em Teoria de Singularidades é chamada de Determinagao
Finita. De maneira geral, esta é uma forma de entender as condigoes necessarias e

suficientes de quando o germe é finitamente determinado.
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2. Teoria de Singularidades de Matrizes

Definicao 2.7. Um germe de matriz L € M,41,)(O0,) € k—determinado, ou k —
G—determinado, se para toda matriz N tal que j*L(0) = j*N(0), N é G—-equivalente a

L. Se L é k—determinado para algum k, dizemos que L é G—finitamente determinado.

Teorema 2.11. (Critério Infinitesimal da Determinacdo Finita) Seja L €

Mnp)(Oy) um germe de matriz. Seja k um inteiro positivo tal que
MM, (O,) C M (EE, ..., §&) + MIm(g)
Entao L € k—finitamente determinado.

Demonstracao. Ver ([21], p.20) O

Caracterizaremos geometricamente os germes finitamente determinados no caso dos
complexo. Para enunciar o Critério Geométrico da Determinacao Finita, precisamos in-
troduzir algumas notagoes. Considere agora L um germe de matriz n X n com entradas
em O, e U,V vizinhangas da origem em C” e de L(0), respectivamente. Denotamos por

O(U) o feixe de fungdes analiticas em U e por O(U, V') o feixe de aplicagoes de U em V.

Teorema 2.12. (Critério Geométrico) Um elemento L : C",0 — M, (C) é G— finitamente
determinado se, e somente se, L € transversal as orbitas de estratifica¢ao de M, (C)

fora da origem.
Demonstracao. Um germe de matriz L é G—estavel a condigao abaixo é satisfeita:
O.{L,,, Rix, Ci; } = M, (C)
O

Afirmamos que L é G—estével se, e somente se, as aplicacdes 2£(0) sdo transver-

sais a GL(n,C) x GL(n,C)—drbita de L(0). B
De fato, suponhamos que L é G—estavel, entao
M, (C) Cc T.GL
Assim,
Op{5::(0), Ri(0), Cy5(0)} = ML, (C)

Observemos que a equacao acima é uma condicao de transversalidade entre a aplicacao

Lem0eaGL(n,C)x GL(n,C)—6rbita de L(0).

Reciprocamente, se %(0),2’ =1,...,r, sdo transversais a GL(n, C)xGL(n,C)—drbita
de L(0), temos
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2. Teoria de Singularidades de Matrizes

TegL + mMn(Or) = Mn(or)

Segue do lema de Nakayama que M,,(O,) = T.GL, o que prova a afirmacao acima.

A ideia para a segunda parte da prova é considerar o O(U)-homomorfismo ¢L :
M, (U) = O,(U,V) e o O,(U) submédulo N gerado por Ry (0) e Cy;(0). Assim, é

possivel concluir que

. O, (U, V)
Ng (L) = [tL(M,(U))+N}

é um feixe coerente. Agora, usando o Teorema dos Zeros de Hilbert (Nullstellensatz)

para feixes coerentes usamos argumentos andlogos ao de [I§] para obter o resultado.

Como consequéncia do Critério Geométrico, temos o seguinte resultado:

Corolério 2.13. Seja L € M, ,,)(O,) (L(0) = 0) definindo uma singularidade isolada.

Entao L € finitamente determinada.

Demonstragao. Sejam L : U — M, ,)(C) um representante de L definido em uma
vizinhanca da origem em C” e {A;} a estratificacao de M, ,)(C) determinada pela agao
do grupo GL,(C)xGL,(C). Observemos que, como L define uma singularidade isolada,
entdao L(U)NA; =0 se A; # {0}. Logo, L é transversal a 6rbita da estratificagao fora

da origem. Portanto, pelo critério geométrico, L é G—finitamente determinada. O

Como mencionado acima, um dos nossos principais interesses nos elementos de
M,,(O,) é com seus discriminantes associados. A seguir, discutiremos algumas estru-

turas adicionais preservadas por esta relacao de equivaléncia.
Definigao 2.8. O discriminante de um elemento A € M., (O,.) € o conjunto dos germes
D(A),0 = {x € K" : det(A(x)) = 0},0
Ou seja, € D(A) & A € A.

Proposicao 2.14. Se A, B € S sao G—equivaléncia entao existe um germe de um
difeomorfismo ¢ : (K",0) — (K", 0), preservando discriminantes, isto €, levando D(A)
em D(B).

Em termos de matrizes, o resultado da proposigao acima traz que, dadas A(x) =
(a;j(x)) e B(x) = (bij(x)), com x € K", cujas entradas a;;’s e b;;’s sdo germes na origem
de fungoes a;j,b;; : (K",0) — K, podemos classificar matrizes em M, (O,,) de acordo

com uma equivaléncia que preserva o conjunto A. Temos que

{z € K" : det(A(x)) = 0}
AL B& {6 difeomorfo a
{z € K" : det(B(x)) =0}
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2. Teoria de Singularidades de Matrizes

A ideia é olhar pro conjunto M, (O,,) e decompo-lo em classes de equivaléncias.

Observacgoes 2.3. Dadon 1-forma diferencial em K", se estamos apenas interes-
sados nos locus dos pontos onde eles sao dependentes, entao é bastante considerar

a familia de matrizes construidas acima até essa nogao de equivaléncia.

Proposicao 2.15. Sen > 2 er < 4, o complemento do conjunto dos germes de
aplicagoes (K", 0) — M, (O,), cujo discriminante tem uma singularidade isolada, € de
codimensao infinita. Por outro lado, ser > 5 en > 2, o conjunto das aplicagoes dos

germes, cujo discriminante tem uma singularidade nao isolada, é aberto.

Demonstragao. Considere as matrizes singulares A = {A € M, |det(A) = 0}. Sabe-
se que cod(A) = 1, pois, considerando a funcao det : M, — K, funcdo continua e
sobrejetora com A s det(A), temos que det=1(0) = A . Sen > 2, S (A) = {B € M,|
posto(B) < n —2}. Esta é de codimensao 4. Se A € M, tem-se que x € D(A) se, e
somente se, A(x) € A. Se r < 4, entao é facil provar que, para todo A fora do conjunto
das aplicagoes dos germes (K", 0) — M,, de codimensao infinita, A encontra o conjunto
singular em pontos isolados, e o discriminante tem uma singularidade isolada. Por
outro lado, se r > 5, o conjunto das aplicagoes para o qual o discriminante tem um

ponto singular nao isolado é aberto. O]

Dado um germe de aplicacao suave A : K", 0 — M, e j4 conhecida uma dessingu-
lariazagao 7 : Ay — M, de A (ver 7 definimos:

Defini¢ao 2.9. O criminante de A, C(A) é definido como o fecho o conjunto
{(z,v) € K" x PV : A(z)v =0, e o posto(A) =n — 1}
Defini¢ao 2.10. O full criminante de A, FC(A), € definido como o conjunto
{(z,v) e K" x P(V) : A(z)v = 0}
Defini¢ao 2.11. O dual full criminante de A, FC*(A), € definido como o conjunto
{(z,v) e K" x P(W)* : ¢ o A(x) = 0}

O full criminante representa a familia de conjuntos solucao da familia de equagoes
lineares fornecido por A. Na hip6tese de A e 7 transversais, entdo F'C(A) é suave.
Os full criminantes, os criminantes e seus duais sao G—invariantes num sentido

natural.

Definig¢ao 2.12. Dado qualquer germe de aplicacao A : (K", 0) — Homg(V, W), existe
um germe correspondente A* : (K", 0) — Homg(W*,V*) obtido usando o isomorfismo

canonico dado acima. Diremos que os germes A e A* sao duais.
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Capitulo 3

G-Estabilidade de Matrizes

Um conjunto algébrico pode ser definido como um conjunto em K" formado por ze-
ros de polindmios com coeficientes em K. Considere V}, C J*M subconjuntos algébricos,
com Vjy1 C (71 (V4), sendo ¢ : J*HM — J*M com A — j*A uma submersao. O con-
junto V' dos germes de aplicacoes f com j*f € Vj, para todo k, é chamado de conjunto
proalgébrico com cod(V}) < cod(Vi41). Denotaremos cod(V') para o limite de cod(V}),
quando k — oo.

Uma propriedade de germes de aplicacoes é é dita propriedade geral quando é valida

exceto em um conjunto proalgébrico de codimensao infinita.

Proposicao 3.1. Seja V' um conjunto proalgébrico. Temos que cod(V) = oo se, e

somente se, para cada z € J*M nds podemos exibir f ¢ V com j*f = 2.
Demonstragao. Ver ([23], p. 513). O

Proposigao 3.2. Para todo r e n, o conjunto dos germes A : (K",0) — M,,(K) que
nao sao de G—codimensao finita formam um conjunto de codimensao infinita em M,

conjuntos de germes A : (K",0) — hom(V, W).

Demonstra¢ao. Primeiro, tratamos do caso K = C. E suficiente mostrar que, para
todo germe, A : (C",0) — M, (C) = C™ de aplicagoes polinomiais de grau m, nds
podemos encontrar uma aplicagdo polinomial B : (C",0) — M,,(C) de grau m + 1
com j™B = A e B finitamente G—determinado. Seja H™*! o espaco das aplicacoes
polinomiais homogéneas (C",0) — M,,(C) de grau m + 1 e considere a aplicagao G :
C" x H™' — M,(C) com (z,D) — A(x) + D(x). G é uma submersiao quando
restringimos seu domfnio a (C" — {0} x H™*!). Temos também que Gcr_(oyx HOmt1))
é transversal ao conjunto das matrizes singulares A. Podemos ver em [I5], que o
Lema de Transversalidade de Thom garante que, para quase todo D € H™"! temos
G(—,D): (C"—{0} x H™) — M, (C) ¢é transversal a A. Tomemos D € H™! tal que
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3. G-Estabilidade de Matrizes

a transversalidade aconteca e defina B = A + D. Pelo critério geométrico descrito no
Teorema temos que B ¢ finitamente G—determinado e assim temos os resultado.

O caso K = R de maneira usual. O

3.1 Deformacoes de Germes Cohen-Macaulay de Co-

dimensao 2

Tem-se que, se A é uma matriz com entradas em O, e t = min{n,p}, o ideal [

gerado pelos menores t X t de A, além de determinantal, é Cohen-Macaulay.

Aqui usaremos esta correspondéncia para estudar propriedades de variedades que
sao Cohen-Macaulay de codimensao 2 através de sua matriza de representagao.

A proposicao que segue é uma aplicacao do Teorema de Hilbert-Burch e descreve
os germes Cohen-Macaulay de codimensao 2 e suas deformagoes mostrando a corres-
pondéncia entre o espaco das deformacoes de primeira ordem da variedade e o espago
das deformacoes da matriz de representacao, justificando o uso da G—equivaléncia de

matrizes para o estudo desses germes.

Proposicao 3.3. 1) Seja A uma matriz (n + 1) X n com entradas em O, e f =
(fi,--., fas1) seus menores mazimais e, por abuso de notagdo, o ideal destes

menores. Se codim(V (f)) > 2, a sequinte sequéncia € exata:

0= O = Ot = G =0

A dlgebra quociente % ¢ Cohen-Macaulay e codim(V (f)) = 2

2) Se X C C" ¢ Cohen-Macaulay,codim(X) = 2 e X = V(I), entdo & tem uma

resolucao minimal do tipo
0— O —Ortl — & 0

Além disso, existe um elemento invertivel u € O, tal que I = u - f, onde f €

novamente o ideal dos menores maximais de A.

3) Qualquer deformagao de A é uma deformacdao de X .
4) Qualquer deformagao de X pode ser gerada por uma perturbagao da matriz A.

Demonstragao. (Ver [21], p.52). O
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3. G-Estabilidade de Matrizes

Considere X uma variedade dos zeros de um ideal determinantal . Suponha agora
que X é uma variedade determinantal de codimensao 2, entao podemos usar o teorema
de Hilbert-Burch para obter uma boa descricao de X e de suas deformacgoes em termo
de sua matriz de representacao. Isto é, se X é uma variedade Cohen-Macaulay de
codimensao 2, entao X pode ser definida pelos menores maximais de uma matriz
(n+ 1) x n. Além disso, qualquer deformagao de uma matriz (n + 1) x n da origem
a uma deformacao de X e qualquer deformagao de X pode ser obtida através de uma
perturbagao de uma matriz de representagao.

Cohen-Macaulay é uma propriedade algébrica, mas facilita o cdlculo quando voce
quer procurar relagoes entre variantes topologicos e invariantes algébricos. Nao usamos
essa ideia aqui, mas, quando olhamos para V(f), que é o conjunto de todos os pontos
onde a f se anula, visto que a dlgebra quociente % é Cohen-Macaulay, a codimensao
de V(f) é sempre 2.

Temos entao a correspondéncia entre variedades Cohen-Macaulay de codimensao 2
com variedades determinantais definidas por menores maximais de matriz de tamanho
(n+1) X n.

A préxima proposigao vai nos dar condigoes de conseguir deformagoes (variedades)

que nos dé boas informacoes sobre minha variedade inicial.

Proposicao 3.4. Seja A uma matriz (n+ 1) x n com entradas no ideal mazimalde O,

e X o germe definido por seus menores maximais. O modulo normal é dado por

NX o~ M(n+1,n) (OT)

Im(g)
onde
g: H X M(nJrl,n)(Or) — M(nJrl,n)(Or)
(Rl, RQ, M) — RlMR2
Demonstracao. (Ver [21], p. 54) O

As informagoes que nos interessam sao as diregoes de deformacoes que nao estao
no espaco tangente. A ideia é calcular o espago tangente e ver as deformagoes que nao

estao la.

Proposicao 3.5. Com as mesmas notacoes da proposi¢cao anterior

1 Mpi1,0)(Or)
Tx = J(M)+Im(g)

onde
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3. G-Estabilidade de Matrizes

041 941,
o . Y
J(A) = : : V1<j<r
aA(n+1)1 8A(n+1)n
—a e T
Demonstragao. (Ver [21], p. 56) O

Mostramos assim que podemos expressar os médulos Nx e T} em termos de matri-

Zes.

3.2 (G-Estabilidade de Matrizes

Considere uma variedade determinantal X, Cohen-Macaulay de codimensao 2, com
singularidade isolada. Nosso interesse ¢ determinar condigoes para que perturbacoes
estaveis de X sejam variedades suaves. A condicao de estabilidade equivale & transver-
salidade de M com relagao aos estratos da estratificacao de M(;,41,,)(C) (ver Proposicao
. Ou seja, X é suave se, e somente se, a matriz de representacao nao intercepta o
conjunto A das matrizes singulares. Como a codimensao de A ¢ igual a 2, isto ocorre

ser < 6.

Estudaremos o caso de existéncia de perturbacoes estaveis de variedades Cohen-
Macaulay de codimensao 2, com singularidade isolada na origem, do ponto de vista da

G—equivaléncia.

Proposicao 3.6. Considere M € M, 410)(0,). Se r < n(n+ 1), entao M ndo é

G —estadvel.

Demonstracao. Como m;; = 0 quaisquer que sejam %, j, assim as matrizes constantes s6
podem ser obtidas no espaco tangente da parte {g—%}, concernente ao R—espaco tan-
gente. Dessa podemos obter, no maximo, r matrizes constantes linearmente indepen-
dentes. Por hipétese, r < n(n+1), entdo TGM # M, 1) (O,), pois dim(M, n+1)(O,)) =

n(n + 1). Concluimos assim que M nao pode ser G—estavel. ]

Inferimos que, se M é G—estavel e r < n(n + 1), entdo M(0) # 0. A préxima
proposicao da conta de caracterizar as variedades Cohen Macaulay de codimensao 2

com singularidade isolada na origem e que sao G—estaveis.

Proposicao 3.7. Seja M € M33(0,) er > 6. Entdo M é G—estdvel se, e somente

p : Ty T2 Iy
se, M é G—equivalente a M’ =
Ty Ts Te

Demonstracdo. Se M é G—estavel e M(0) = 0, entao TGM = M(33)(O,). Em parti-
cular, TGM (0) = M5 3)(C), isto ¢,
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3. G-Estabilidade de Matrizes

C{G} = Mes(C)

Logo, a menos de mudanca de coordenadas, M = M’.

Reciprocamente, suponhamos inicialmente que M tenha 1—jato da forma M’, entao
M = M'+ P, onde P = (p;j(x)) € M?. Assim,

TGM + MM 2.5)(O,) = M2.5,(O,)
0

Proposicao 3.8. Seja Oy = C{z} e M € M3(0:). Entio M é G—estdvel se, e

somente se, o posto de M € igual a 2.
Demonstracao. Comecemos supondo que M seja G—estavel, entao
TGM(0) = M2, (C)

A parte {g—%(O)} contribui no maximo com uma matriz constante para o espaco tan-
gente, pois as entradas estao em ;. De tal forma, que a parte {C;; M (0), Ry M (0)}
deve ser gerado por cinco matrizes constantes linerarmente independentes. Isso sé é

possivel se o posto da matriz M é maximal, neste caso, igual a 2.

Reciprocamente, se M tem rank 2, entao M (0) é G—equivalente a uma matriz da

100
010/

entao, TGM + MM 23)(O,) = M(2,3)(O,). Logo, M é G—estavel.

forma

[]

Proposicao 3.9. Se X ¢é uma variedade de Cohen Macaulay de codimensao 2, com
singularidade isolada na origem, definida pelos menores n X n de matrizes de uma
matriz M € M410)(O;y), com r < 6 e Go—codimensao de M finita. Entdo uma

estabilizacao de M existe e € unica a menos de difeomorfismos.

Demonstracao. Temos que, se p € C" e p # 0 entao p nao é ponto singular de X.

Mn n r
(1 (Or) o

Como supomos a G.—codimensao finita de M, entao dim—"75";
e

Sendo M : C" — M 41,,)(C) com x — M(z), olhemos para as deformacoes versais,

aplicacoes descritas abaixo. Para cada u € C¥, temos

Mu :C" x Ck — M(n+1,n) X Ck
(z,u) = (My(z),u)

Para cada uy € C" fixo, temos X,,, variedade determinantal associada a M,,.

Sejam X C C" x C* o espaco das deformacoes versais de M e
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3. G-Estabilidade de Matrizes

Bif(X) = {u € C¥|X,, C X nao é estavel} = {u € C*|M, nao é G—estdvel},

o seu conjunto de bifurcagao.
Observemos que o conjunto Bif(X) é um conjunto analitico préprio e, portanto,

seu complementar é um conjunto conexo.

Considere u € Bif(X)¢, entao M, é G—estavel. Logo TGM, = M1, (O;).
Assim, pela proposicao temos que M,(0) # 0, ou seja, existe uma vizinhanga
U que contém o 0 € C" tal que X, C U é suave, donde concluimos que M, é uma
suavizagao de M. O fato de o conjunto Bif(X)¢ ser conexo garante a unicidade da
suavizagao, pois conseguimos de forma continua conectar os parametros em C" através

de um caminho. O

Exemplo 3.1. Seja X uma variedade determinada pelo anulamento dos menores ma-

zimais de uma matriz M = (Mi;)(nt1xn), da forma

(05

onde R = (r;;) € uma matriz 2 x 3 com entradas no ideal maximalde Og e Id é a matriz

identidade de ordem n = 2. Observemos que X tem singularidade isolada.

3.3 Resultados e Classificacao

Objetivamos classificar germes simples de aplicacoes, finitamente determinados,
A (C",0) — M,(C). Nesta segao, apresentaremos a definicdo de germe simples e

alguns critérios que o identifiquem.

Definigao 3.1. Um germe finitamente determinado f € MOy, € dito G—simples se
eziste uma vizinhanca V de j*f (sendo k suficientemente grande) em J*(n,p) tal que

V' encontra um nimero finito de J*G—érbitas.
Observacoes 3.1.

i) Se [ € MOy € simples, entio seu k—jato j*f(0) é simples para qualquer
k>1.

Para comecar a discutir os resultados sobre classificagao, precisamos introduzir um

pouco mais de notagao.
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Definigao 3.2. Dados dois germes de aplicagio A; : (K”,0) — M, (K), com j =1, 2,
definimos

AT @D Az : K720 — My, 4, (K)

Ai(z) 0
(#:9) = < 0 As(y) )

Usando esta defini¢ao e as operacoes elementares entre linhas e colunas apresentadas
no fim do Capitulo 1, segue que, se um germe de matriz A : (K", 0) — M, tem posto s
na origem, entao A é G- equivalente a um germe da forma I, @ B, onde B : (K",0) —
M,,_s tem posto zero na origem e [ é a matriz identidade. Consequentemente, a G-
codimensao de A é igual a G-codimensao de B, seus desdobramentos sao naturalmente
isomorfos e a simplicidade de uma é equivalente a simplicidade da outra.

Assim, para fins de classificagao vamos considerar apenas germes de matrizes A tal
que A(0) = 0, isto é, cujo posto linear é zero. Além disso, para fazer a classificacdo
vamos usar o Lema de Mather (ver Lema e o Teorema da Transversal Completa
(ver Teorema :

Seguindo os passos padroes usados em Teoria de Singularidades, o primeiro a se fazer
¢ determinar condigoes para r, n para os quais 1-jatos podem conduzir a construcao

de germes simples.

Proposicao 3.10. Seja G um grupo algébrico agindo num K-espago afim V e S uma

subvariedade propria de V' tal que
{se€ S :T,S CT,G- s}

¢ subvariedade propria de S. Nestas condicoes, dados qualquer s € S, qualquer U

vizinhanga de s contém infinitas orbitas.

Demonstracao. Suponha por absurdo que existam s € S e U, vizinhanca de s, de tal
forma que U contenha um ntumero finito de 6rbitas. Entao, a interse¢ao de alguma
érbita com S contém um conjunto aberto, o que é uma contradigao (pois, neste caso
terfamos dimT,G - s = dimG o que contradiz o fato que {s € S : T,S C T,G - s} é

uma subvariedade prépria de V). O
Observacgoes 3.2.

i) Observemos que, se dim(S) > dim(G), o germe nao serd simples. Lembremos

que, se dim(T,S) < dim(G), temos que

dim(T:G - s) < dim(G) < dim(5S)

41



3. G-Estabilidade de Matrizes

logo o congunto {s € S : TsS C TsG - s} serd vazio. Segque da proposi¢ao anterior

que nao teremos germe simples.

Vamos dar uma breve descricao dos 1-jatos e a agao que estamos considerando no
espaco dos 1-jatos. Para isso, é mais conveniente escrever K" como U. Entao, um
1-jato é simplesmente uma aplicagao linear o : U — Homg(V, W), isto é, um elemento
de Homg (U, Homg(V,W)). A equivaléncia natural ¢ via o grupo GL(U) x GL(V') x
GL(W). Como vimos, se estamos olhando para germes de posto s, precisamos classi-
ficar subespacos de Homg(V, W) de dimensao s sob a GL(V') x GL(W)-equivaléncia.

Proposigao 3.11. (1) Nao existem germes simples sen >3 e 3 <r <n?—3;
(2) Se um germe simples tem 1-jato « € Homg (U, Homg(V,W)) entdo:

(i) n=1,2 our=1;

(ii) paran >3, o posto de a € 1 ou 2 ou o corank de a € 0, 1, 2.

Demonstragio. A agao de J'G se reduz a agao de GL(U) x GL(V) x GL(W) em
Homg (V,W). A dimensao do grupo é r?+2n?, pois dim(GL(U)) = r?, dim(GL(V)) =
dim(GL(W)) = n?, mas considerando a acao de multiplos da identidade de cada uma
das trés componentes, podemos ver que as dimensoes de qualquer o6rbita é, no maximo,
r? + 2n? — 2, pois os elementos de Homx(V, W) tém posto no maximo n — 1, assim,
como a a¢ao nao muda o posto, na melhor das hipéteses, a 6rbita de maior dimensao
éri+(n*—1)+ (n*—1).

O germe nao sera simples se 72 + 2n? — 2 < dim(Homx (U, Homg(V,W)), segundo
o que consta na Observacao ou seja, quando r2 — rn? +2n? — 1 < 0 (4). Tratando

2 —rn? 4+ 2n? — 1 = 0 como uma equacao quadratica na varidvel r, temos

a equacao r
que

n244/nt—4(2n2-1)
2

T =

A equagao acima s6 apresentard raizes reais se n* —4(2n* — 1) > 0 (4i). Denotando

ni,ne como as duas raizes da equacao, temos
ny = 4—2\/3 (§] TLQZ\/4+2\/§

Comon € N, n > 3 oun = 0. Em qualquer uma das hipéteses, nao teremos germes
simples em (7).

Substituindo os valores na equacao [3.3| e considerando as raizes 1 e ro, temos

rn=2-+3 e ry =2++3
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Como estamos interessados nos valores de r onde a equagao (i) é maior ou igual a
zero, temos que 7 < 0 ou r > 3. Por também se tratar de um ntmero natural, » > 3.

De (7i), podemos inferir o seguinte

nd— 4202 —1) < (n? —4)2 'S
r < (n?-3)

Concluimos assim a primeira parte da prova.

Para a segunda parte da prova, pensemos em germes de rank s, entao considera-
mos subespacos s—dimensionais de Homg(V, W). Esta Grassmanniana Gr(s,n?) tem
dimensao s(n? — s). No entanto, ao considerar os efeitos das agoes de miitiplos das
identidades em GL?, nés vemos que a dimensao de cada drbita ¢, no maximo 2n? — 2,
entdo o germe nao sera simples, a nivel de 1—jato, se sn? > s>+ 2n% — 1 (/). As
contas sao semelhantes & primeira parte. Assim, n > 3 e 3 < s < (n? —3). Se
n > 3, para que haja germes simples, temos n? — s < 3 (i7') ou s < 3 (ii7’). Note
que se « € Homg (U, Homg(V,W)), posto(a) = n? — s. Assim, por (ii'), temos que
posto(a) < 2. Por (7id’), temos que o coposto(a) < 2.

]

A Proposicao traz os possiveis valores de r e n para que tenhamos germes
simples.

Tomemos M € Homg(U, Homg(V,W)), com posto(M) = n — 1 e considere o
conjunto J'G - M = {S = ® - M,para ® € J'G} = {T € Homx (U, Homg(V,W));
posto(T) = posto(M)}**). Entao dim(J'G - M) = dim((*x))

Pelo Lema , vimos que classificar subespagos em M, (K) de dimensao 1,2 é
equivalente a classificacao de subespacos de codimesao 1,2, respectivamente. Abaixo

listamos esses subespacos.

Teorema 3.12. 1) Os subespagos de dimensao 1 siao gerados pelas matrizes I},

1 <t <n, que tem um nas t primeiras entradas diagonais e zeros nas demais;

2) Se n = 2, os subespacos de dimensao 2, chamados de pencils, tém formas nor-
mais: (z,0,0,y), (z,—y,y,x)*, (x,y,0,z), (x,0,9,0), (x,y,0,0). Sobre C, o

Ny

pencil marcado por "x”, nao € necessario. Similarmente, temos isso em 3).

3) Se n = 3, os pencils tém formas normais e sao representados como sequem:
2 (Ev+ Es3) +y(Eaa+ Esg), (1;); 2(Ev+ Eag) +y(Eia— Ear+ Ess)*, (1;;); o(En+
Es3)+y(Eva+ Ess), (11;); o(En+ Es3) +yEss), (I1i); xld+y(Era+ Es), (I11;);
xld+yFEs, (I11;); (esses sao os 6 pencils requlares). x(E1a+ Ea)+y(Ei13+ Es1);
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T(Ev1 + Eayg) +y(Eis + Ea); 2(En + Ey) +y(Ere + Esi); o(Ei + Eoy) + ylhs;
(0s pencils singulares irredutiveis); junto com AEO0, onde A é um dos pencils

em 2), considerada aqui como uma matriz 3 X 3 de maneira dbuia.
4) Nao existe germe simples se n > 4.

Observagao 3.1. Os pencils de duas varidveis, descritos em 2) no Teorema 5G0
um par de matrizes 2 X 2 (B, By), sendo feita uma correspondéncia de cada matriz
a cada coordenada x,y do pencil, respectivamente. Para cada pencil, obtemos entao o

1—jato do tipo xB;, + yB;, € Homx(K?*, M,(K)). Assim, por ezemplo,

(2,0,0,) 10 n 00
x7 Y Y =T
Y 0 0 Y 01

( 0,0) 10 n 01
x? Y ) =T
Y 0 0 Y 0 0

As drbitas sao geradas pelos primeiros pencils. No caso de K = R, (z,y,0,z) e
(2,0,9,0).

Para n = 3, se o pencil contém uma matriz de posto mazximal, reduzimos ela a
matriz identidade e podemos agir na sequnda matriz por conjugacao.

Em sequida, usa-se a forma normal de Jordan e o fato de que podemos fazer uma
mudanga linear nas varidveis (x,y).

Os pencils que nao contém matrizes de posto mazximal sao chamados pencils singu-
lares. Para estes pencils, escolha uma das matrizes de posto maximal (2 ou 1) e reduza
a sequnda matriz a forma normal, usando o fato de que nenhuma combinagao pode ter

posto maior que a primeira.
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