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Resumo

Este trabalho consiste no estudo de um dos teoremas mais importantes da Analise
Funcional, o Teorema de Hahn-Banach. Aqui, além de abordarmos o teorema nas
suas versoes classicas encontradas nos livros de Introducao a Anélise Funcional, a
forma analitica e a forma geométrica, também veremos maneiras alternativas de
demonstra-lo, bem como resultados equivalentes. Abordaremos a sua origem apre-
sentando sua versao rudimentar. Além disso, como ilustracao, veremos intimeras
aplicagoes do Teorema de Hahn-Banach em abordagens que sao o alicerce no desen-
volvimento da teoria da Andlise Funcional.

Palavras-chave: Teorema de Hahn-Banach, Anélise Funcional, Eduard Helly






Abstract

This work consists of the study of one of the most important theorems of Func-
tional Analysis, the Hahn-Banach Theorem. Here, in addition to approaching the
theorem in its classic versions found in the Introduction to Functional Analysis bo-
oks, the analytical form and the geometric form, we will also see alternative ways
to prove it, as well as equivalent results. We will approach its origin presenting its
rudimentary version. Furthermore, as an illustration, we will see numerous appli-
cations of the Hahn-Banach Theorem in approaches that are the foundation in the
development of the theory of Functional Analysis.

Keywords: Hahn-Banach Theorem, Functional Analysis, Eduard Helly
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Introducao

A Anaélise Funcional é um ramo abstrato da matemaética que se originou da
analise cléssica, nas primeiras décadas do século 20. Hoje em dia, métodos e re-
sultados de Anadlise Funcional sao importantes em varios campos da matematica e
suas aplicagoes. Como parte do desenvolvimento dessa teoria, o Teorema de Hahn-
Banach surge como um dos seus pilares e, por este motivo, foi chamado de “joia
da Analise Funcional”. Por mais que esteja muito ligado a Anélise Funcional, sua
importancia nao se limita apenas a esta. Entre suas aplicacoes, estao a prova da
existencia das fungoes de Green e Neumann, O Teorema da Integral de Cauchy
para algebras de Banach, a prova da existéncia de medidas finitamente aditivas de-
finidas em todos os subconjuntos de R, dentre outras. Além disso, tém diversas
aplicacoes fora da matematica. Por exemplo, Feinberg e Lavine [7] desenvolveram a
termodinamica usando o teorema de Hahn-Banach.

O Teorema de Hahn-Banach possui este nome em homenagem aos matematicos
Hans Hahn, que era alemao, e Stefan Banach, que era polonés. Embora o destaque
tenha ficado para os dois, o primeiro matematico a desenvolver este resultado se
chama Eduard Helly. Este tltimo mostrou o teorema para alguns subespacos nor-
mados de CN [10], que é o conjunto das sequéncias de niimeros complexos. Alguns
anos depois Hahn [9] cria o conceito de espago de Banach e, usando a técnica de
Helly, estabelece o resultado em um contexto mais geral. Sem ter conhecimento do
trabalho de Hahn e, portanto, usando apenas a técnica usada por Helly, Banach [I]
generalizou ainda mais o resultado, mostrando que era valido para qualquer espaco
vetorial, normado ou nao.

Em 1933, o matemético polonés Mazur [I4] deduziu a forma geométrica do Teo-
rema de Hahn-Banach, ultilizando a forma analitica desenvolvida por Helly, Hahn e
Banach, mas nao mencionou a sua equivaléncia. Em 1941 Dieudonne referiu-se em
[6] a0 Teorema desenvolvido por Mazur como o Teorema de Hahn-Banach, o que nos

leva a pensar que ele aparentemente tinha nocao da relagao entre os dois resultados.
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O Teorema mostrado por Mazur foi chamado de forma geométrica pela primeira vez
por Bourbaki.

Helly, Hahn e Banach sao personagens centrais na Andlise Funcional e aqui, neste
trabalho. E interessante notar que “geneologicamente”, eles possuem importantes e

célebres ancestrais. A simbologia A — B sera utilizada para indicar que A orientou

B.

e Helly

Gauss — Bessel — Scherk — Kummer — Mertens — Helly

e Hahn

Bolzano — Moth — Frischanf — Escherich — Hahn

e Banach

Leibniz — J. Bernoulli — Jacob Bernoulli — Euler — Lagrange — Fourier
— Dirichlet — Lipschitz — Klein — Lindemann — Hilbert — Steinhaus —

Banach.

E interessante, também, ver alguns descendentes de Banach, observe:
Banach — Mazur — Schauder.

Este trabalho estéd dividido em trés capitulos. O capitulo 1 é dedicado a assuntos
preliminares. Nele serao estabelecidos conceitos, fixadas notagoes e apresentados
alguns resultados de fundamental importancia para o desenvolvimento e compre-
ensao da teoria. Tratamos de assuntos como espacgos de Banach, aplicagoes lineares
e espacos de Banach. que serao de suma importancia para a total compreensao do
desenvolvimento deste trabalho.

O capitulo 2 esta dividido em 5 se¢oes. A primeira se¢ao é dedicada a contar
um pouco da histéria de Eduard Helly, que, como foi dito, foi de suma importancia
para o desenvolvimento do teorema cujo nome é o titulo deste trabalho. Nas secoes
seguintes serao trabalhados o desenvolvimento matematico do Teorema de Hahn-
Banach. Na secao 2, mostraremos a demonstracao, tradicionalmente, encontrada
nos livros de Introducao a Analise Funcional, do Teorema de Hahn-Banach na forma
analitica.

A partir da terceira se¢ao, serao mostrada formas alternativas de enunciar o
Teorema de Hahn-Banach. Mais precisamente, mostramos a equivaléncia entre o
Teorema de Hahn-Banach e o Teorema de Mazur, demonstramos a versao da se¢ao

2.2 utilizando um argumento que se baseia no fato de que todo funcional linear é um
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elemento minimal da classe dos funcionais sublineares definidos sobre mesmo espaco
e suas formas geométricas.

O terceiro capitulo apresenta varias aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach no
inicio do desenvolvimento daAnalise Funcional cldssica com o objetivo de ilustrar
a importancia deste teorema neste ramo da matematica, além de enfatizar a sua
posicao como um dos principais pilares da area. Apresentamos aplicagoes do Teo-
rema de Hahn-Banach no ambito dos operadores lineares, anuladores, espagos refle-

Xivos e espacos separaveis.






Capitulo

Preliminares

Neste capitulo, algumas definigoes e resultados preliminares sao apresentadas no
intuito de tornar o texto mais autossuficiente, servindo como base tedrica para os

capitulos subsequentes.

1.1 Espacos de Banach

Definicao 1.1. Seja C' um conjunto nao-vazio. A funcao d : Cx C' — R é chamada

de métrica se possui as sequintes propriedades:
i) d(x,y) > 0, para todo x,y € C;
i) d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € C;
ii1) d(z,y) =0 se, e somente se, x = y;
) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) para todo z, v, z € C.
O par (C,d) é chamado de espago métrico.

Além dos exemplos classicos, como a norma euclidiana em R"™, observe no exem-
plo abaixo que uma métrica pode ser construida com ingredientes relativamente

simples.

Exemplo 1.1. Seja C' um conjunto nao-vazio. A funcdao f : C x C'— R definida

por

0, sex=y
T,Y) =
f(x,y) {Lsex#y

¢ uma métrica em C. Mostremos que f possui as propriedades i),it),iii) e iv).

i) Note que 0 e 1 sdo os unicos valores possiveis para f(z,y). Logo, f(z,y) >0,

para todo x,y € C.
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ii) Se x £y, f(r,y) =1 = f(y,x). Da mesma forma, se v =y, f(r,y) =0 =
f(y,z). Em ambos os casos, f(x,y) = f(y,x).

iii) Pela definicao de f, se x =y, entdo f(x,y) = 0. Por outro lado, note que,
por defini¢ao, se x # y, entao f(z,y) =1 # 0, isto é, se f(x,y) = 0, entdo

x =y. Conclui-se, portanto, que f(x,y) =0 se, e somente se, x = y.

i) Dados x,y e z € C, temos 5 possibilidades: vt =y # z, x #y =z, =2z #y,
r =y =2z oux y ez sa diferentes dois a dois. Em todos os casos, a

desigualdade
fla,y) < fz,2) + f(z,y)

¢ verdadeira.

Definigao 1.2. Sejam (C,d) um espago métrico qualquer e (x,) uma sequéncia de
pontos de C'. Dizemos que a sequéncia (x,) converge para xy € C, se dado € > 0,

existe ng € N tal que n > ng implica que
d(xp, ) < €,

1sto €, se

lim d(z,,x) = 0.
n—oo

Notagao 1.1. Na definicio acima, xo é chamado de limite da sequéncia (z,) e

denotamos
lim z,, = zq,
n—oo
ou, de modo alternativo,
Ty — .

Definigao 1.3 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (x,,), em um espago métrico
(C,d), é dita de Cauchy se, dado € > 0, existe ng € N tal que,

m,n > ng = d(Tp, T,) < €.
Exemplo 1.2. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Seja (C, d). um espago métrico e (x,,) uma sequéncia de pontos de C' que converge
para xg € C. Dai, pela definicao de convergéncia, dado € > 0, existe nyg € N tal que

m, n > ng implica que

d(xy,, o) < % e d(xpy,, o) <

DN ™

Logo, (z,) é de Cauchy. Portanto

d(xp, Tm) < d(zp, x0) + d(T4m, o) = g + d(xpm, o) < g = €.

22



Definicao 1.4. Um espago métrico (C,d) é chamado de completo se toda sequéncia

de Cauchy de pontos de C' converge para um ponto de C.

Note que o espago métrico (C, f) do Exemplo é completo, pois, se (x,) é
uma sequéncia de Cauchy de pontos de C', entao tomando € < 1, existe ng € N
talque m, n > ng implica que f(z,,z,) < 1. Como a imagem de f é o conjunto
{0, 1}, temos que f(x,,x,) = 0, ou seja, a partir de x,,,1, a sequéncia é constante,

logo (z,,) converge para x,,41 € C, isto ¢, (C, f) é completo.

Definigao 1.5. Seja U um espago vetorial F, onde F = R ou C. A fungdo || - || :

U — R é chamada de norma se obedece as sequintes propriedades:
i) |lu|]| > 0 para todo u € U;
ii) ||ul| =0 se, e somente se, u = 0;
iii) ||aul| = |af||u|| para todo o € F e todo v € U;

w) ||u+ | <|ul| + ||v]| para todo u, v € U.

Um espago vetorial U munido de uma norma || - || € chamado de espago vetorial

normado e denotado por (U, | - ||).

Observagao 1.1. Os itens iii) e i), da definigao acima, sao chamados de homo-

geneidade e desigualdade triangular, respectivamente.

Exemplo 1.3. Seja (U, || - ||) um espago vetorial normado. A fun¢io definida por

d(z,y) = ||lx — yl||, € uma métrica.
i) O resultado é uma implicagao direta da definicdo da norma.
ii) Note que

d(u,v) = [lu—v[| = [[(=1)(v = w)|| = |(=D[[(v = w)|| = [[(v — u)|| = d(v,w).
iii) Para todo u,v € U,
d(u,v) = [[u—v[| =0,

portanto
u—v =0,

isto é,



iv) Pela defini¢do da norma,
d(u,v) = |lu =v]| = [lu =2+ z = v|| < [lu = 2| + [|z = v]| = d(u, 2) + d(z, v)

para todo u, v, z € U.

A métrica do exemplo acima é chamada métrica induzida pela norma. Segue deste
mesmo exemplo que, todo espaco vetorial normadd também é um espago métrico

com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.4. O conjunto R munido do mdodulo, que € definido por

x, sex >0
|z| =

—z, sex <0
¢ um espago vetorial normado.
Mostremos que o médulo possui as propriedades i) & iv) da definigao acima.

i) Dado x € R, se > 0, entdo |z| = x > 0, mas, se x < 0, || = —z > 0. Em

ambos os casos, |z| > 0.

ii) Pela definicdo de mdédulo, |0 = 0, o que mostra a ida. Para mostrar a
reciproca, note que, se x # 0, entao x > 0 ou x < 0, em ambos 0s casos

|z| > 0, portanto, se |x| =0, entdo z = 0.
iii) Dados x e a € R, temos quatro casos:

e Sew>0ex>0,entdo |ax| = ar = |al|z|;

Sea<0ex>0,entdo |az| = —ax = |af|z|;

e Sea>0ex<0,entdo |az| = —ar = a(—z) = |o||z|;

Se a < 0ex <0, entdo |az| = ar = (—a)(—z) = |a|z]|.
iv) Dados z, y € R, como z < |z|, y < |y|, —z < |z| e —y < |z, entdo
r+y<lrl+lyle —(@+y) =—v—y<|ef+]yl.
Portanto, |z + y| < |z| + |y|.

Definicao 1.6. Seja (U, || - ||) um espago vetorial normado. Dizemos que U é um

espaco de Banach se U é completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 1.5. (Q,]|-|), onde Q € o conjunto dos nimeros inteiros, e |-| é o mdédulo
do Exemplo [1.4,ndo é um espago de Banach.
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Note que tomando (z,) uma sequéncia, cujos pontos x, é o nimero 1 seguido
das n — 1 casas decimais de v/2 = 1,4142135- - -, ou seja,

ry=129=14; 253 =1,41;---; x4 = 1,414213; - - - .

esta forma, temos uma sequéncia de pontos de nimeros racionais que convergem para
V2 ¢ Q. Como (z,,) converge nos reais, pelo Exemplo (x,) é uma sequéncia de
Cauchy nos reais, e, portanto, é uma sequéncia de Cauchy nos racionais, pois todos
os elementos da sequéncia sao nimeros racionais. Temos, assim, uma sequéncia de
Cauchy em Q que nao converge para nenhum numero racional. Isso mostra que Q

nao é completo.

Exemplo 1.6. Abaixo sao apresentados espacos de Banach candonicos que nao serao

mostrados, mas, se vocé deseja se aprofundar no assunto, ver [11].

i) O espago vetorial normado (R, |-]), onde |-| é o mddulo mostrado no Exemplo

¢ um espaco de Banach.
ii) O espago vetorial normado (C,|-|), onde | -| € definido por
|z +iy| = /22 + 2,
para todo x + 1y € C, é um espaco de Banach.

iii) O espago vetorial normado (R",|| - ||), onde || - || € definido por

loll = \Ja} + a3+ +a2,

2 .2 2

para todo x = (x7, x5, ,x.), € um espaco de Banach.

Exemplo 1.7. Seja p € [1,00). O conjunto

Ep:{x:N%R:Z|mi|p<oo}

=1

S
Izl = (Z |xz-|p)
=1

¢ chamado de o espaco das sequéncias reais p-somdveis. FEste espaco € um espaco
de Banach.

com a norma
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Exemplo 1.8. O conjunto

> = {m:N—>R:sup|xi| <oo}
ieN
com a norma

[]loc = sup ||
‘€N

¢ um espaco de Banach. FEste espaco € chamado de espaco das sequéncias reais

limitadas.

As afirmagoes feitas nos dois ultimos exemplos acima serao verificadas pelas
Proposigoes [1.3], [1.4], [1.5], [1.6] Antes, mostraremos as desigualdades de Holder e

Minkowski, respectivamente.

1.1.1 Espacos #

Agora nos aprofundaremos um pouco nos espagos ¢, espacos esses que se dife-
renciam dos canonicos de dimencao finita e podem ilustrar toda a teoria da Anélise

Funcional.

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam (z,), (yn) € R", p > 1 e q tal

1 1
que — 4+ — = 1. Vale a sequinte desigualdade:
P q

n n % n %
Z |[ziyi| < (Z |$i|p> (Z |yi|q>
=1 =1 =1

Demonstragao. Inicialmente, considere a funcao f : [0,4+00) — R, definida por
f(z) = zr — %x. Como 1
, 1
fla)= (" =1),
p
percebe-se que f é crescente no intervalo [0,1) e decrescente no intervalo (1, 00).

Logo 1 é o ponto de méximo global da f. Portanto,

11 1
f(@—x"—]—)xﬁf(l)—l—z—?—

J

| =

para todo x € [0,00). Logo, para a e b nimeros reais nao-negativos com b # 0,

(G- -5

tem-se

=

Assim,

Q| =



o que implica que

b p b
donde
a%bl_% < a + é
p q
Portanto, temos a desigualdade
b
avbs <242, (1.1)
p q
Agora, considere
1 1
n p n q
@ = <Z |93i|p> e B= <Z |yi|q> :
i=1 i=1
Fazendo q
;P Yi
a=|— e b=1|=1,
o B

na desigualdade (|1.1]) temos, para cada indice 1,

ziys| _ Lzl 1wl
af T par o q pe

Logo,

n

1 — 1 1 1 1 < 1 1
R xlyzg__ xip_i__._. yiq:—+—:1’
aﬁ;‘ | p af ;’ | q p ;' | P q

e, consequentemente,

Z lziyi| < aB = <Z |95z‘|p> (Z |yi|q>
i—1 i—1 i—1

1
q

]

Proposigao 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Sejam © = (Zy)nen, ¥ = (Yn)nen €

/. Entao
1 1 1
(e’ D e o] P S8 P
<Z ’9«"1 + yi‘p> < (Z \xi|p> + (Z |yi’p) .
i=1 i=1 i=1
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Demonstracao. Fixado n € N, usando a desigualdade de Holder, temos
Z |z +yil” = Z | + il lzs + w7
i=1 i=1
<D (ll + i) i+ wil !

=1

=Y lwillz 4yl D il + vl
=1 =1
1
n n q
(Z \xi!”) (Z i + yz!(p”q>

+ (zw) (z s+ )

1 1

n p n q

_ zw (Zw) (zmm)
i=1 =1

1 11 1 1
n D n q n P n p
(Zm +yi|p) - (z |xi+yi|p) - (z|xi|p) . (z |yi|p>
=1 =1 =1 =1

Fazendo n — oo, obtemos o resultado. O

AL

IN

Logo,

Proposicao 1.3. (¢, - ||,) € um espago vetorial normado.

Demonstracao. Mostremos as quatro condicoes da Definicao [1.5]
(1) Nao hé o que mostrar.

(1) Seja x = (xp)nen € P. Se ||z||, = 0, entdo

1
=1

e, consequentemente, |z;| = 0 para todo i € N, ou seja, x = 0.

(173) Sejam = = (T, )nen € P ¢ a € R. Entao

- L 1 - 1
\lax\lw(Z!aW) =<Z\a\p|xirp) = || (lem’) = |o ||z,

i=1 i=1 i=1
(1v) Sejam = = (Tp)nen, Y = (Yn)neny € FP, pela desigualdade de Minkowski,

temos

1 1 1
o] P o] ) 0 )
|z + yll, = (Zlmwlp) < (Z lw¢\p> +<DW> — [|z]lp + l9ll,-
=1 =1 =1
]
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Por motivos de simplificacao de notagao, daqui em diante, quando tratarmos de
um espaco vetorial normado (U, ||-]|), escreveremos apenas ”espago vetorial normado
U”ou simplesmente U, sendo usada apenas a notagao (U, || - ||) quando a norma nao

estiver clara.
Proposicao 1.4. Seja 1 < p < co. Entao (7] - ||,) € completo.

Demonstrag¢ao. Considere (z,) uma sequéncia de Cauchy no espago 7. Denotando

T, = (L, 2%, .- 2F ...) dado € > 0 existe ng € N tal que, se n, m > ng, entao

P

o0
|20 = @mlly = [ D leh, =2l P | <e (1.2)
i=1

Note que, para todo n, m > ny,

o0

i P
E |z, — 7, <€,
i=1

3=

assim
(o)
i 0P p
g |z, — ) |P < €,
i=1

por isso
i

— P p
|z;, — ;|7 < €,

para cada ¢ € N. Logo,
|z’ — ' | < ¢, para cada i € N.

e, sendo assim, para cada ¢ fixado a sequéncia (z,xh, -, x!, ---) é uma sequéncia

? .
n’

de Cauchy no conjunto dos niimeros reais. Como R é completo, existe 2 € R tal

que
lim z;, = 2"
n—oo

Defina x = (2!, 22,--- 2%, ---). Mostremos que

r el eque limuz,=uz.
n—oo

De fato, segue da desigualdade ([1.2]) que para cada k € N,

k 00
Dol — <Y, -l <
=1 i=1

sempre que n, m > ng. Fazendo m — oo obtemos

k
Z |zt — 2'|P < €
i=1
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sempre que n > ng. Fazendo agora k — 0o, obtemos
o
n>n0:>2|x;—m’|p§ep (1.3)
i=1
Portanto x — x,, € /P. Como /P é um espaco vetorial e z,, € /P, concluimos que
r=(r—x,)+x, €.

Além disso, segue de (|1.3) que

n>ng= ||z, — x| <,

isto é,
lim =z, = x.
n—--=o0
[
Proposicao 1.5. (£, - ||s) € um espago vetorial normado.

Demonstracao. Mostremos as quatro condigoes da Definigao [1.5]
(1) Nao hé o que mostrar.

(17) Seja © = (x,)nen € €°°, tal que ||z||o = 0. Neste caso,

sup |z;| =0
iEN

e, portanto, 0 < |z;| < 0 para todo i € N, ou seja, = = 0.

(i17) Sejam x = (T )nen € (> e o € R. Entao

loz]loo = sup |aw;| = sup |af|z:| = |a]sup || = |a]lz]|w.
iEN iEN €N

(1v) Sejam = = (Tp)nen, ¥ = (Yn)neny € €. Da desigualdade triangular do

modulo, bem como das propriedades do supremo, temos

[+ Ylloo = sup(lzi| + [y:]) < sup |zi| +sup [y] = [[z]|oo + [[Y]]oo-
ieN ieN ieN

Proposicao 1.6. ({*, | - [|) € completo.

Demonstragao. Considere (z,) uma sequéncia de Cauchy no espago (. Fazendo

T, = (x, 22 xk ...), dado € > 0 existe nyg € N tal que, se n, m > ng, entao

ny*ny " s bn

|20 — oo = sup ’x; - x:n’ <€
ieN
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Note que, para quaisquer ¢, m,n € N,

|z, — 2, < sup |z;, — a},|.

€N
Logo, se m,n > ny, entao
i i
|'In - ‘rm| <§ (14>
para cada i € N. logo para cada i fixado a sequéncia (z¢,x%,--- 2% ---) é uma

sequéncia de Cauchy no conjunto dos ntmeros reais. Como R é completo, existe
2" € R tal que

lim z¢ = 2°.
n

n—o0
Defina x = (x!, 22, -+ 2% ---). Mostremos que x € {*e que lim z, = z.
Fazendo m — oo em concluimos que .
|z, — @' < e,
sempre que n > ng. Agora, tomando o supremo, teremos
& = oo = suplat, — 2| < € (L5)

ieN

Portanto x — x,, € £>°. Como > é um espaco vetorial e z,, € £*°, inferimos que
r=(x—x,)+x, €LF
Além disso, segue de que, se n > ng, entao
[0 — 2l <,

ou seja,

lim =z, = x.
n—aoo

1.2 Aplicacoes Lineares

Defini¢ao 1.7. Sejam (A,da) e (B,dg) espagos métricos. Uma funcgio f: A — B

¢ continua em xg € A se para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que
x €A edy(r,xg) <0 =dp(f(x), f(xg)) <e.

A funcao f serd chamada de continua se for continua em todos os pontos de A.
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Exemplo 1.9. Sejam U e V espagos vetoriais normados. Uma funcao f:U — V

¢ chamada de lipschitiziana se existe uma constante K > 0 tal que

1f(u) = F)]| < Klu = ]|

para todo u, v € U. O fato de f ser lipschitiziana € condi¢ao suficiente para garantir

a continuidade. De fato, dados ug € U e € > 0, tome § = % Logo, para todo u € U

tal que ||u — upl| < %, temos

€

K

[f(u) = fuo)ll < Kllu—upl| < K - €.

Por outro lado, nem toda funcao continua é lipschitiziana. Dado K > 0, podemos

encontrar x,y € (0, +00) tal que

1
— > K,
Ty
dai
= 2=y > Klx —y|.
Yy

L 1 |y—=
z oyl | wy

1
Portanto, a fungdo continua f : (0,400) — (0,+00), definida por f(x) = — ndo é
x

lipschitiziana.

Definicao 1.8. Sejam U e V espacos vetoriais sobre F = R ou C. Dizemos que
uma funcao T : U — V' € uma transformacao linear, ou aplicacdo linear, se, para

quaisquer u, v € U e a € F, vale
T(u+ av) = T(u) + aT(v).
SeV =T, T é chamado de funcional linear.

Exemplo 1.10. Sejam U e V' espacos vetoriais. A aplicagao T : U — V, definida
por T(u) = 0, para todo uw € U, é uma transformagao linear. Dizemos que T € a

transformacao linear nula, ou que T se anula em U.

Exemplo 1.11. Seja U um espago vetorial normado sobre F = R ou C. Fizado
ue U, sejaW =TFu={tu:t €F}. Defina fo: W = TF, por folau) = a||u|, para
todo a € F. fy € um funcional linear. De fato, note que, dadov = au e w = bu € W
etel,

folau + thu) = fo((a + th)u) = (a +tb) ||u|| = a||u|| + tb||u|| = folau) + t fo(bu),

ou seja, fo(v+tw) = fo(v) + tfo(w).
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Definigao 1.9. Sejam A e B conjuntos, C' um subconjunto de A, e F : A — B
e f:C — B fungées. Dizemos que F' é uma extensao de f ao conjunto A, ou
ainda, que f é uma restri¢cio de F' ao conjunto C se f(x) = F(x) para todo z € C.

Denotamos
F| =f
c
Observacao 1.2. Na definicao acima, quando as funcoes sao transformacoes line-

ares, também chamamos F de extensao linear de f.

Exemplo 1.12. Sejam W um subespaco vetorial real de um espaco vetorial U,
u ¢ W, aeR, e f: W —= R um funcional linear. Entio F: W + Rug — R, onde
W+ Rug = {w+ pug € U;w € W e g € R}, definido por

F(w + Pug) = f(w) + Ba

para todo B € R, € uma extensao linear de f. De fato, Sejam a € R, e wy+ Brug, wo+
Boug € W + Rug. Note que

F(w + Brug + a(wz + Paug)) = F(wi + Prug + aws + aBauo)
= F(w; + aws + (1 + aB2)uo)
= f(wy + awz) + (B1 + afBa)a
= f(wi) + af(ws) + fra + afra
= (f(w1) + i) + a(f(w2) + facr)
= F(wy + frug) + aF(wa + Paug).

Isso prova que F € linear. Além disso, para todo w € W,
Fw)=F(w+0-uy) = f(w)+0-a=f(w),
isto €, F' € uma extensao linear de f ao espaco W + Ruy.

Definicao 1.10. Sejam (U, || - |lv) e (V.|| - |lv) espagos vetoriais normados. Uma
aplicagao linear T : U — V' € dita limitada se existe K > 0 tal que

1T(wW)llv < Kullv
para todo u € U.

Observacao 1.3. Em geral, serao omitidos os subscritos quando for claro qual

norma € de qual espaco vetorial.

Teorema 1.1. Sejam U eV espacos vetoriais normados e T : U — V uma aplicagao

linear. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
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i) T € continua.

ii) T é continua em algum ponto.
iii) T € continua na origem

w) T € limitada.

Demonstragao. (i) = (ii) Nao hé o que provar.
(17) = (i19) Suponhamos que T' seja continua em ug € U. Assim, dado € > 0,

existe 6 > 0 tal que
|T(u) — T(up)|| < € sempre que|lu — upl|| < e.
Seja u € U tal que ||lu]| < . Neste caso,
[(u +u) = wol| = [Jull <0
e, consequentemente,
[T} = 1T (u+u) = T(uo)|| < e

(17i) = (iv) Como T é continua na origem, para ¢ = 1, existe 6 > 0 tal que
|lul| <6 = ||T'(u)]] < 1. Dal, para todo v € U,

I (i)l =
ol

1
1)l < 5ol

o que implica que

para todo v € U.
(iv) = (i) Se T é limitada, entao existe K > 0 tal que ||T(u)|| < K||ul|. Logo,
para todos u, v € U,

[T (u) =T ()| = T (u—v)|| < Ku—uv,
ou seja, T lipschitiziana e, portanto, é continua. O

Proposicao 1.7. Toda transformacao linear definida em um espago de dimensao

finita € continua.

Demonstragcao. Sejam U e V espacos vetoriais normados, onde U tem dimencao
finita, e T : U — V uma aplicacao linear. Como U tem dimengao finita, todas

as normas em U sao equivalentes, deste modo, basta provarmos a proposicao para
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apenas uma norma. Seja {e, ey, -+ ,e,} uma base de Hamel para U. Desta forma,

para cada u € U, existem aq, as, - ,a,, escalares, tais que

n
u = E a;€;.
i=1

Considere a seguinte norma em U:

Juf) = max|a,

Dai, tomando K = Z |T(e;)]|, tem-se

i)

1T ()] < Z [l 7 (es)[| = [Jul Z 1T (ed)ll = Klull-

17" (w)

Z a;T(e;)

<D lallT(e)
i=1

que implica em

]

Notagao 1.2. Sejam U e V' espagos vetoriais normados. Denotaremos por L(U,V)

o espaco das aplicacoes lineares limitadas T : U — V.

Defini¢ao 1.11. Defina a funcao || - || : L(U,V) — R por
IT|| =inf{K € R: ||T(u)| < K|u|, para todo u € U}.

Logo apds a préxima proposicao, iremos mostrar que essa ¢ a norma do espaco

LU,V).
Proposicao 1.8. L(U,V) é um espago vetorial.
Demonstragao. Dados T, S € L(U,V') e a um escalar, temos
(T + aS)(u)ll = T(w) + aS(w)|| < [T + eS| < [Tl + laf[SHlel,

logo
(T + aS) ()l < (ITN + laf[[STDfell-

]

Proposigao 1.9. A fungao || - || : L(U,V) — R da Defini¢do [1.11] é uma norma
sobre o espago L(U,V').
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Demonstragao. Mostremos que (i), (i7), (iit) e (iv) da Definigao valem.

(1) Observe que, se K € R é tal que ||T'(u)|| < K|u|| para todo u € U, entao,

fixado u # 0, concluimos que

|17 ()]
Il

K> > 0.

Portanto
17 = inf {K € R [[T(w)]| < Kjul} = 0.

(i7) Observemos que o conjunto

A={K eR:||T(u)|| < K|ul|, para todo u € U}

é fechado quando T é limitado. De fato, seja kg no fecho deste conjunto. Seja (k)

uma sequéncia em A que converge para k. Fixado u € U, temos
|T(uw)|| < ky||lu|| para todo n € N (1.6)
Fazendo n — oo em , concluimos que
[T ()| < Kollull
a arbitrariedade de u segue entao que
T (uw)|| < kollu|| para todo u € U,

ou seja, kg € A. Isso prova a afirmacgao feita a respeito do conjunto A. Segue daqui

que, em particular, ||T']| € A, ou seja
||| = min A =inf A = 0.

Nessas condigoes é imediato que ||T|| =0« T = 0.
(i73) Sejam T' € L(U,V) e o € R. Entao

laT]} = mf{K € R : [laT(u)[| < K]lull}

K
it {K eR: |7 < —||u||}
uwelU |a|
= inf {Ja]K € R+ [T(w)] < K[}

= lo| mf{K € R: [T () < KlJull} = ||[IT]
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(iv) Sejam T', S € L(U,V). Temos
1T+ S| = mf{K e R: (T + S) ()] < Kllul}

= mf{K e R:[[T(u) + S(u)|| < Klul[}

< mf{K e R: [T(u)]| + [|S(u)l} < Kjull}

< inf (K € B: [T (w)]| < K]ul}

+inf{K e R[Sl < Kljull}

= 170+ [151]-

0

Proposicao 1.10. Sejam U e V espacos vetoriais normados e T : U — V uma

aplicacao linear continua. Entao

17 (w) |
IT|] = sup = sup ||T(u)]|
wernjoy ||l wev
flull=1
T
Demonstracdo. Seja L = sup M Logo
wet\{oy |l
17" (w)]]

T < L para todo u € U \ {0},
u

isto é,
T (w)|| < L||u|| para todo u € U \ {0}.

Como esta desigualdade é trivialmente verificada para u = 0,
|T(uw)|| < L||u|| para todo u € U.
Portanto,
L>inf{K e R: ||T(u)| < K||u|| para todo u € U} = ||T|.

Por outro lado, note que, pela definicdo da norma, || 7'(w)|| < ||T||||u|| e, portanto,

se u € U\ {0}, entao
17 (w) |

i

< |17

o que implica que
T(u
sup —” (Wl < |7

weorfoy  |ull
Para a segunda identidade, note que

sup L sy (4 ) 1= s g

ueU\{0} ||UH uelU\{0} ||u|| ||Zﬁ:1



Definicao 1.12. Seja U um espago vetorial normado. Denotamos por U* o espaco
dos funcionais lineares continuos definidos em U, ou seja, U* = L(U,F). U* é

chamado de espaco dual de U.

Proposicao 1.11. Sejam U um espaco vetorial normado e V. um espago de Banach.
Entao L(U,V) é um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (1,) uma sequéncia de Cauchy em L£(U,V). Mostremos que
(T,,) converge para alguma aplicacao linear em L£(U,V). Como (7;,) é de Cauchy,

dado € > 0, existe ng € N tal que, se m, n > ng, entao
T — Tol| < e
Note que, para cada u € U, (T,,(u)) também é de Cauchy, pois
m, n > no = [ T(u) = To(u)|| = [(Tn = To) ()| < T = Tal[llull < ellull

Logo, como V' é um espago de Banach, (7},(u)) é convergente. Para cada u € U,
defina T': U — V por
T(u) = lim T, (u).

n—oo
Mostremos que T' € L(U,V') e que lim T,, = T'. Primeiramente, note que, dados u,
n—oo
veUeacR,

T(au+wv) = lim T, (cu + v)
n—oo
= lim [oT,(u) + T, (v)]
n—oo
=a lim T,(u) + lim T, (v) = a7 (u) + T'(v)

Isso prova a linearidade de T'. Além disso, sabemos que, se m, n > ng, entao
[T (u) = Tu(u)|| < €flull.
Fazendo m — oo temos que, se n > ng, entao
(T = To) ()| < elfu].
Dai T — T, € LU, V),logo T = (T —T,)+ T, € LU, V) e
n>ng=|T—T,| <e

Consequentemente T, — T em L(U, V).
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A reciproca desse resultado é verdadeira e veremos sua demonstracao mais a

frente como uma consequeéncia do Teorema de Hahn-Banach.

Corolario 1.2. Seja U um espago vetorial normado. FEntao U* é um espago de
Banach.

Demonstracao. O resultado segue da Proposicao e do fato de que R é um
espaco de Banach. O]

1.3 O Lema de Zorn

Nesta secao, falaremos sobre o Lema de Zorn. Este resultado serd de grande
importancia na demonstragao do Teorema [2.1], que é o Teorema de Hahn-Banach

para os espacos vetoriais sobre o corpo dos reais.

Definicao 1.13. Seja C' um conjunto qualquer e R uma relagao de C' em C. Dize-

mos que R é uma relagao de ordem se R obedece as sequintes propriedades:
i) aRa, para todo a € C; (reflexividade)
ii) Se aRb e bRa, entio a = b, para todo a,b € C; (anti-simétria)
iii) Se aRb e bRe, entao aRe, para todo a,b,c € C.  (trasitividade)

O par (C,R) é chamado de conjunto parcialmente ordenado.

Definigao 1.14. Seja (C, R) um conjunto parcialmente ordenado. Se para todo a e
b € C, tenhamos que aRb ou bRa, entao (C,R) é chamado de conjunto totalmente

ordenado.

Exemplo 1.13. O par (R, <), onde < € a desigualdade usual, é um conjunto total-

mente ordenado.

Observagao 1.4. As relagoes de ordem, serao denotadas livremente por < em vez

de R como na Definicao [1.13.

Exemplo 1.14. Sejam U um espaco vetorial e {gx}rean uma familia de funcionais
lineares gy : D(gx) — R, onde, para cada X € A, D(gy) € subespago de U. Considere
a relagao < definida por

9 < gy < D(gx) C D(gy) e gr(u) = gy(u),

para todo u € D(gy), isto €, gx < g, se, e somente se, g, for uma extensio de gj.
A relagao definida € uma relagao de ordem sobre {g\}ren. De fato, mostremos as

trés propriedades:
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(1) A primeira propriedade seque direto do fato de que todo conjunto estd contido
nele mesmo e da reflexividade da ordem usual em R.

(it) Para mostrar a sequnda propriedade, note que, se gy < g € g4 < gx, entdo,
pela definicdo da igualdade de conjuntos e pela anti-simetria da ordem em R, temos
D(g)) = D(gy) e ga(u) = g,(u), para todo u € D(gx) = D(g,). Portanto g = g.

(ii1) Suponha agora que gn < g¢ € g¢ < g,. Logo, D(g») C D(g¢) C D(g,)
e g(u) < ge(u) < g,(u), para todo w € D(gy). Portanto g < g,. Isto prova a

terceira propriedade.

Definigao 1.15. Sejam (C, <) um conjunto parcialmente ordenado e S um subcon-
gunto de C. Um elemento x € C € chamado de cota superior (inferior) de S, se
t <z (x<t), para todot € S.

Definicao 1.16. Seja (C, <) um conjunto parcialmente ordenado. Um elemento
M € C é dito elemento maximal (minimal) de C' se, para todo x € C, com M < z
(M > z), tenhamos M = x.

Lema de Zorn: Se (C, <) é um conjunto parcialmente ordenado no qual todo
subconjunto totalmente ordenado possui uma cota superior, entao (C, <) possui um

elemento mazximal.

Agora, estamos prontos para enunciar um dos mais importantes resultados deste

trabalho. Para mais detalhes veja [21].
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Capitulo

O Teorema de Hanh-Banach

Neste capitulo, serao desenvolvidos as formas classicas do Teorema de Hahn-
Banach, chamadas de formas analitica e forma geométrica, além do Teorema do
Mazur-Orlicz, que é um teorema equivalente ao Teorema de Hahn-Banach. Veremos
também uma maneira alternativa de demonstrar a forma analitica do teorema de
Hahn-Banach, através da nocao de que todo funcional linear é um elemento minimal
da classe dos funcionais sublineares. Antes disso, na se¢ao a seguir, veremos um

pouco da biografia dos matematicos Eduard Helly, Hans Hahn e Stefan Banach.

2.1 Biografias

2.1.1 Eduard Helly

Figura 2.1: Eduard Helly

Eduard Helly nasceu em 1884 em Viena e obteve seu doutorado em 1907 na

Universidade de Viena. Em 1914, Helly comecou a servir no exercito austriaco e
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foi a combate em 1915 contra a Russia, combate este em que Helly foi ferido nos
pulmoes.

Helly passou mais de quatro anos como prisioneiro de guerra em um campo perto
de Tobolsk, na Sibéria, junto com um estudante universitario hingaro, cujo nome
era Tibor Rado (1895 - 1965), Rado estudava engenharia civil. Durante a prisao,
Helly ensinou matematica para Rado, o que o fez mudar de area, e apds escapar
da prisao dedicou-se a pesquisar matemaética e teve sua relevancia na area. Um dos
seus trabalhos mais famosos é a solucao para o problema de Plateu sobre contornos
delimitadores para superficies minimas [§]. A Primeira Guerra Mundial chegou
ao fim, mas o conflito continuou na Riussia, onde as forcas brancas enfrentaram
os exercitos vermelhos. O Japao, os Estados Unidos, a Inglaterra e alguns outros
paises, visando ganhar algum territério, também entraram no conflito.

Nesse tempo, Helly consegue escapar da Sibéria, passando pelo Japao, Oriente
Médio e Egito até chegar em Viena em novembro de 1920. Para ensinar na Austria,
Helly precisou escrever uma trabalho de pds-doutorado, que lhe daria uma habi-
litacao para orientar alunos do doutorado. Assim como uma tese do doutorado,
ela é revisada e defendida por um comité académico. Ele apresentou sua tese com
sucesso, conseguindo sua habilitagao, mas isso ainda nao trazia uma remuneracao.
Por isso Helly se candidatou a uma cadeira de professor titular na Universidade de
Viena, porem ele no obteve exito devido ao preconceito, por ele ser judeu, e a fer-
renha oposicao de Hahn. A Dra. Elise Bloc, esposa de Helly, também matematica,
acreditava que a oposicao de Hahn se dava porque Helly ja possuia 37 anos. Sem
um salario para se sustentar, Helly precisou dividir seu tempo dedicados a pesquisa
e aos seus orientandos com um emprego em um banco. Em 1929, o banco faliu e
Helly foi obrigado procurar outro emprego no departamento atuarial de uma com-
panhia de seguros, onde também trabalhavam os matematicos Eugene Lukacs e Z.
W, Birnbaum.

Em 12 de marco de 1938, a Alemanha se une com a Austria e se inicia a per-
seguicao aos judeus. Em Maio de 1938, os nazistas promulgaram as leis raciais de
Nuremberg, que proibiu Helly de frequentar a universidade provocando sua demissao
da companhia de seguros. Nessa epoca, os judeus escapavam, que era pagando uma
taxa de emigracao. Assim, Helly, ainda em 1938, conseguiu passagem para os Esta-
dos Unidos para ele, sua esposa e seu filho, Walter Sigmund, de apenas oito anos.
Por causa do grande nimero de emigrantes qualificados, Helly nao conseguiu um
cargo universitario, mesmo tendo cartas de recomendacao de grandes nomes como
Einstein, por exemplo. Helly se sustentou dando aulas no ensino médio e em algumas

faculdades.
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Em 1943, Helly finalmente conseguiu um cargo de professor visitante no Illinois
Institute of Tecnology, em Chicago. Em 28 de novembro de 1943 Helly veio a falecer
devido a um ataque cardiaco causado pelo ferimento no pulmao na Primeira Guerra
Mundial. Mesmo apds sua morte, o teorema que é motivo de estudo deste trabalho

nao ganhou seu nome.

2.1.2 Hans Hahn

Figura 2.2: Hans Hahn

Filho de Ludwig Benedikt Hahn e Emma Bliimel, Hans Hahn nasceu em 27
de setembro de 1879 em Vienna, na Austria. Hahn foi um matemético e filésofo
austriaco que fez contribuigoes para a andlise funcional, topologia, teoria dos con-
juntos, calculo de variagoes, analise real e teoria da ordem. Na filosofia, ele estava
entre os principais positivistas légicos do Circulo de Viena.

Em 1898, Hahn tornou-se estudante na Universitat Wien, onde comecou seus
estudos em direito. Em 1899, ele mudou para a matematica e passou algum tempo
nas universidades de Estrasburgo, Munique e Goéttingen. Doutorou-se na Univer-
sidade de Viena, sob orientacao de Gustav Ritter Von Escherich em 1902 com a
tese “Zur Theorie der Zweiten Variagao Einfacher Integrale”. Enquanto morou em
Viena, ele formou uma estreita amizade com trés outros estudantes de matematica,
Paul Ehrenfest, Heinrich Tietze e Herglotz. Eles eram conhecidos como os 'quatro
inseparaveis’.

Em 1905, Hahn foi nomeado docente em Viena. Posteriormente, no periodo
de 1909-1914, lecionou em Czernowitz na Austria - Hungria como professor extra-
ordinario. Czernowitz foi rebatizado como Cernauti quando se tornou parte da
Roménia apds a Primeira Guerra Mundial, e como Chernovtsy depois que se tor-

nou parte da URSS em 1940. Hahn serviu no exército Austro-Hingaro na Primeira
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Guerra Mundial e foi gravemente ferido. Em 1916 mudou-se para Bonn, onde foi
nomeado como professor extraordinario até 1920. Ele retornou a uma cadeira em
Viena, em 1921. Seus trés alunos mais famosos em Viena foram Karl Menger em
1924, Witold Hurewicz em 1926, e Kurt Godel em 1929.

Os primeiros resultados de Hahn foram contribuicoes para o classico Célculo
das Variagoes, os espacos abstratos de Fréchet e muitas outras teorias. No entanto,
para muitos matematicos ele é mais lembrado pelo Teorema de Hahn-Banach. Hahn

faleceu em 24 de julho de 1934, aos 54 anos em Viena na Austria.

2.1.3 Stefan Banach

Figura 2.3: Stefan Banach

Stefan Banach nasceu em 30 de marco de 1892 em Cracdvia, Império Austriaco,
atual Polonia. Filho de Stefan Greczek, Banach nao carrega o sobrenome de seu pai,
apenas recebeu o primeiro nome. Stefan Greczek era um fiscal que nao era casado
com a mae de Banach, que desapareceu de cena depois que Stefan foi batizado,
quando ele tinha apenas quatro dias de idade, e nada mais se sabe sobre ela. O nome
dado como mae de Stefan em sua certidao de nascimento é Katarzyna Banach. Ela
é considerada por alguns como serva da mae de Stefan, enquanto outros afirmam
que ela era uma lavadeira que cuidou de Stefan quando ele era muito jovem. Mais
tarde, Banach tentou descobrir quem era sua mae, mas seu pai se recusou a dizer
qualquer coisa, exceto que ele havia jurado manter segredo sobre sua identidade.

Banach frequentou a escola primaria em Cracévia, deixando a escola em 1902
para iniciar o ensino secundério no Gindsio Henryk Sienkiewicz n® 4 em Cracdvia.
Por uma feliz coincidéncia, um dos alunos da classe de Banach era Witold Wilkosz,

que se tornou professor de matematica. A escola nao parece ter sido particularmente
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boa e em 1906 Wilkosz partiu para se mudar para um ginasio melhor. Banach,
no entanto, permaneceu no Henryk Sienkiewicz Gymnasium n® 4, embora tenha
mantido contato com Wilkosz.

Banach deixou Cracévia e foi para Lemberg, agora Lviv na Ucrania, onde se
matriculou na Faculdade de Engenharia da Universidade Técnica de Lemberg. E
quase certo que Banach, sem nenhum apoio financeiro, teve que se sustentar com
aulas particulares. Isso deve ter ocupado muito do seu tempo e, quando se formou em
1914, levou mais tempo para concluir o curso do que o normal. Ele havia retornado
a Cracovia com frequéncia durante o periodo de seus estudos em Lemberg de 1910
a 1914. Nao esta totalmente claro quais eram os planos de Banach em 1914, mas a
eclosao da Primeira Guerra Mundial em agosto, logo apds sua formatura, viu Banach
deixar Lemberg.

Lemberg estava, na época em que Banach estudou la, sob controle austriaco,
como tinha sido desde a divisao da Polonia em 1772. Na juventude de Banach, a
Polonia, em certo sentido, nao existia e a Russia controlava grande parte do pafis.
Varsovia tinha apenas uma universidade de lingua russa e estava situada na chamada
"Terra do Vistula”. Com a eclosao da Primeira Guerra Mundial, as tropas russas
ocuparam a cidade de Lemberg. Banach nao estava fisicamente apto para o servico
militar, tendo problemas de visao no olho esquerdo. Durante a guerra trabalhou
na construcao de estradas, mas também passou algum tempo em Cracdvia, onde
ganhou dinheiro ensinando nas escolas locais.

Um evento casual ocorreu na primavera de 1916 que teria um grande impacto
na vida de Banach. Steinhaus, que estava prestando servico militar, estava prestes
a assumir um cargo na Universidade Jan Kazimierz em Lemberg. No entanto, ele
estava morando em Cracovia na primavera de 1916, esperando para assumir o cargo.
Steinhaus contou a Banach sobre um problema no qual estava trabalhando sem
sucesso. Depois de alguns dias, Banach teve a ideia principal para o contra exemplo
necessario e Steinhaus e Banach escreveram um artigo conjunto, que apresentaram
a Zaremba para publicacdo. A guerra atrasou a publicacao, mas o artigo, o primeiro
de Banach, apareceu no Boletim da Academia de Cracévia em 1918. A partir
do momento em que produziu esses primeiros resultados com Steinhaus, Banach
comecou a produzir trabalhos matematicos importantes em ritmo acelerado. Foi
também através de Steinhaus que Banach conheceu sua futura esposa Lucja Braus.
Eles se casaram no resort de montanha de Zakopane em 1920.

Banach recebeu uma oferta de assistente de Lomnicki na Universidade Técnica
de Lwéw (no que hoje é Lviv na Ucrania) em 1920. Ele lecionou matematica 14

e apresentou a tese de doutorado sob a supervisao de Lomnicki. Obviamente, esse
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nao era o caminho padrao para o doutorado, pois Banach nao tinha qualificacoes
universitarias em matematica. No entanto, uma excecao foi feita para permitir que
ele submetesse “On Operations on Abstract Sets and their Application to Integral
Equations”.

Em 1924, Banach foi promovido a professor titular e passou o ano letivo de 1924-
25 em Paris. Os anos entre as guerras foram extremamente ocupados para Banach.
Além de continuar a produzir uma série de artigos importantes, ele escreveu textos
de aritmética, geometria e dlgebra para o ensino médio. Ele também estava muito
envolvido com a publicacao de matematica. Em 1929, junto com Steinhaus, ele
comecou uma nova revista Studia Mathematica e Banach e Steinhaus se tornaram
os primeiros editores.

Outro empreendimento editorial importante, iniciado em 1931, foi uma nova
série de Monografias Matematicas. Estes foram criados sob a direcao de Banach e
Steinhaus de Lwow e Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz e Sierpinski de Varsdvia.
O primeiro volume da série Théorie des Opérations linéaires foi escrito por Banach
e apareceu em 1932. Era uma versao francesa de um volume que ele publicou
originalmente em polonés em 1931 e rapidamente se tornou um cléssico. Em 1936,
Banach fez um discurso em plenario no Congresso Internacional de Matematicos em
Oslo. Neste discurso, ele descreveu o trabalho de toda a escola de Lwow, e também
falou dos planos que eles tinham para desenvolver suas ideias.

Outra influéncia importante sobre Banach foi o fato de que Kuratowski foi nome-
ado para a Universidade Técnica de Lwéw em 1927 e trabalhou 14 até 1934. Banach
colaborou com Kuratowski e eles escreveram alguns trabalhos conjuntos durante
este periodo.

Em 1939, pouco antes do inicio da Segunda Guerra Mundial, Banach foi eleito
presidente da Sociedade Matematica Polonesa. No inicio da guerra, as tropas
soviéticas ocuparam Lwéw. Banach tinha boas relagoes com os matematicos soviéticos
antes do inicio da guerra, visitando Moscou varias vezes, e foi bem tratado pela
nova administracao soviética. Ele foi autorizado a continuar a ocupar sua cadeira
na universidade e tornou-se o reitor da Faculdade de Ciéncias da universidade, agora
renomeada Universidade Ivan Franko. A vida nesta fase pouco mudou para Banach,
que continuou sua pesquisa, a redacao de livros didaticos, palestras e sessoes nos
cafés. Sobolev e Aleksandrov visitaram Banach em Lwoéw em 1940, enquanto Ba-
nach participou de conferéncias na Uniao Soviética. Ele estava em Kiev quando a
Alemanha invadiu a Uniao Soviética e voltou imediatamente para sua familia em
Lwéw.

A ocupagao nazista de Lwéw em junho de 1941 fez com que Banach vivesse em
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condicoes muito dificeis. Ele foi preso sob suspeita de trafico de moeda alema, mas
liberado apds algumas semanas. Ele sobreviveu a um periodo em que académicos po-
loneses foram assassinados, seu orientador de doutorado Lomnicki morreu na tragica
noite de 3 de julho de 1941, quando ocorreram muitos massacres. No final de 1941,
Banach trabalhava alimentando piolhos em um instituto alemao que lidava com
doencas infecciosas. Alimentar piolhos seria sua vida durante o restante da ocupagao
nazista de Lwow até julho de 1944. Banach planejava ir para Cracédvia depois da
guerra para assumir a cadeira de matematica na Universidade Jaguelonica, mas

morreu em Lwéw em 1945 de cancer de pulmao.

2.2 O Teorema de Hanh-Banach

Definigao 2.1. Seja U um espago vetorial normado sobre R. Uma func¢aop : U — R
¢ chamada funcional sublinear se ela possui as sequintes propriedades:

i) plu+v) < p(u) + p(v), para todo u,v € U;

ii) plau) = ap(u), para todo u € U e a € R.
Definicao 2.2. Seja U um espago vetorial normado sobre R. Uma fun¢ao p : U —
[0,400) € chamada seminorma se ela possui as sequintes propriedades:

i) plu+v) < p(u) + p(v), para todo u,v € U;

i) plou) = |a|p(u), para todouw € U e o € F.

No lema a seguir, serd demonstrado a extensao de um funcional linear em uma
dimensao, mostrado por Helly, em 1912, apenas para C|[a,b], o espago das fungdes

continuas definidas no intervalo [a,b]. Gragas a ele, a tecnica foi desenvolvida e se

tornou crucial para o sucesso dos trabalhos de Hahn e Banach.

Lema 2.1. Sejam W um subespago vetorial de um espaco vetorial real U, ug ¢ W,
p um funcional sublinear definido em U e f : W — R um funcional linear tal que
f(u) < p(u), para todo u € W. Entao existe um funcional linear F definido em
W + Ruyg, que estende f, tal que F(u) < p(u), para todo uw € W + Ruy.

Demonstragao. Note que, como f(u) < p(u), para todo u € W, quaisquer que sejam

u,v € W temos

flu) = f(v) = f(u—v) <plu+uy—up —v)
< p(u+ up) + p(—up —v)

W
\]



o que implica que

—p(—uo — v) = f(v) < p(ug +u) — f(u)

e, desta forma,

sup [=p(=uo —v) = f(v)] < inf [p(uo +u) — f(u)]

Portanto existe a € R tal que

—p(=up —v) — f(v) < a < plug +u) — f(u), (2.1)

para todo u € W.
Seja F': W + Ruy — R definida por

F(u+ Bug) = f(u) + pa,

para todo 8 € R. Pelo Exemplo F' é uma extensao linear de f. Mostremos
que F(z) < p(z) para todo z € W 4+ Rug. Se 8 = 0, ndo ha o que provar. Se 5 > 0,
substituindo u por u/f no membro direito da desigualdade ([2.1]), obtemos

a < p(ug + u/B) — f(u/B). (22)

Dai, como p é sublinear e f é linear, somando f(u/f3) e, em seguida, multiplicando
por 8 ambos os membros da desigualdade (2.2]) obtemos

F(u+ pug) = f(u) + pa < p(u+ Buyg).

Se, por outro lado, 5 < 0, substituindo v por v/ no membro esquerdo da desigual-

dade ([2.1)), temos
—p(—uo —v/B) — f(v/B) < . (2.3)
Somando f(v/f) e, em seguida, multiplicando por 5 ambos os membros da inequagao
obtemos
F(v+ Bug) = f(v) + Ba < p(v + PBuy).
O

O Teorema de Hahn-Banach na sua forma analitica foi dividido em dois casos.
No primeiro, consideramos funcionais lineares definidos sobre espagos vetoriais reais

e, no segundo, funcionais definidos sobre espacgos vetoriais complexos.

Teorema 2.1 (Teorema de Hahn-Banach forma analitica (Real)). Sejam W um
subespaco vetorial de um espaco vetorial real U, p um funcional sublinear definido
em U e f: W — R um funcional linear tal que f(w) < p(w), para todo w € W.
Entao existe um funcional linear F : U — R, que estende f, tal que F(u) < p(u),
para todo u € U.
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Demonstracao. Sejam f e p como no enunciado e F o conjunto de todas as extensoes
g : D(9) — R de f para um subespaco vetorial D(g), onde W C D(g) C U, tais
que g(u) < p(u), para todo u € D(g). Note que F # &, pois f € F. Considere a

relacao < no conjunto F definida por
g <h< D(g) € D(h)eg(u) = h(u),

para todo u € D(g). Pelo Exemplo [1.14] < denota uma relagao de ordem. Mostre-
mos que (F, <) satisfaz as hipdteses do Lema de Zorn. Seja S C F um subconjunto

totalmente ordenado. Considere a fungao

G:UD(g)—>R,

geS
tal que G(u) = g(u), para todo g € S e todo u € D(g). Note que G estd bem
definida, pois, se u € D(g) e D(h), como S é totalmente ordenada, podemos supor,
sem perda de generalidade, que g < h, logo G(u) = g(u) = h(u). Mostremos que
ges D(g)
e a € R, existem hy e hy € S, onde hy < hy, tais que uy € D(hy) C D(hy) e
us € D(hg). Portanto ui + uz e auz € D(h2) C U,cs5D(g), o que mostra que

Uyes D(g) ¢ subespago vetorial de U e que G ¢ linear. Dados u; e uz € |J

Uyes D(g) € subespaco vetorial. Para mostrar que G ¢ linear, note que
G(uy + aus) = ho(uy 4+ aug) = ha(uy) + ahs(uz) = G(uy) + aG(us).

Fica provado, entao, que G é uma cota superior de S e, desta forma, F satizfaz as
hipéteses do Lema de Zorn. Segue-se, pois, que (F, <) possui um elemento maximal.
Seja F': D(F) — R um elemento maximal de F. Para completar a demonstragao,
mostremos que D(F) = U. Suponha, por absurdo, que U \ D(F) # @ e seja
ug € U\ D(F), pelo Lema [2.1] existe uma fungao F, : D(F)+Rug — R que estende
F' e, por conseguinte, f. Logo,Fy, € F e F' < F,, contrariando a maximalidade de
F. O

Lema 2.2. Seja U um espago vetorial complexo.

i) Se h : U — R € um funcional linear real entao f : U — C, definido por

f(u) = h(u) —ih(iu) € um funcional linear complezo.

ii) Se f : U — C € um funcional linear complexo entao existe h : U — R,

funcional linear real, tal que f(u) = h(u) — th(iu).

Demonstra¢ao. Como h é um funcional linear real, para mostrarmos (i), basta mos-

trarmos que f(iu) = if(u). Assim,

fliu) = h(iu) —ih(—u) = h(iu) +ih(u) = i[h(u) — ih(iu)] = i f(u).
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Para mostrarmos (i7), note primeiramente que, se g : U — C é um funcional linear

complexo e u € U, entao
g(iu) = Reg(iu) + i Im g(iu) = ig(u) = i Re g(u) — Im g(u),

logo segue a igualdade
—Im g(u) = Re g(iu). (2.4)

Dado um funcionar linear complexo f : U — C, defina h = Re f. Pela igualdade

temos
Im f(u) = —Re f(iu) = —h(iu).

Portanto,
f(u) = h(u) — ih(iu).
O]

Teorema 2.2 (Teorema de Hahn-Banach forma analitica (Complexo)). Sejam W
um subespaco vetorial de um espago vetorial complexo U, p uma seminorma em U
e f: W — C um funcional linear tal que |f(u)| < p(u), para todo w € W. Entao

existe um funcional linear F': U — C definido em U que estende f.
Demonstragdo. Enxergando U como um um espago vetorial real, pelo Lema [2.2]
|Re f(u) —iRe f(iu)| < p(u),

para todo u € W. Como Re f(u) < |f(u)|, temos que Re f(u) < p(u) em W. Pelo
Teorema [2.1] existe um funcional linear real H : U — R com H < p que estende
Re f. Seja F(u) = H(u) —iH (iu), que pelo Lema , ¢ um funcional linear. Note

que
F(u) = H(u) —iH (iu) = Re f(u) — i Re f(iu) = Re f(u) +iIm f(u) = f(u).

Logo F' é uma extensao de f. Para mostrar que |F| < p, suponha F(u) = re??. Dai,

note que |F(u)| = r = F(e "u). Logo
|F(u)| = F(e™u) = H(e u) < ple”u) = |e™|p(u) = p(u).
[

Teorema 2.3. Seja U um espaco vetorial real e p : U — R um funcional sublinear.

Para cada w € U, existe um funcional linear F': U — R tal que:

20



it) —p(—u) < F(u) < p(u), para todo v € U;
iii) Se p € uma seminorma, entdio |F| < p.

Demonstracao. Sejam w € U e W = Rw. Defina f: W — R como

[ (tw) = tp(w),

para todo t € R. Claramente f é linear. Mostremos que f(u) < p(u), para todo
u € W. Note que, se t > 0, entao f(tw) = tp(w) = p(tw). Se, por outro lado, t < 0,
como 0 = p(w —w) < p(w) + p(—w), temos —p(—w) < p(w). Logo

f(tw) = tp(w) < —tp(—w) = p(tw).

Dali, pelo Teorema [2.1], existe um funcional linear F' : U — R, que estende f, com
F < p. Observe que F(w) = f(w) = p(w), o que prova (i). Para provar (ii), notemos
que —F(u) = F(—u) < p(—u), o que implica que —p(—u) < F(u) = —F(—u).

Agora, supondo que p é seminorma, como p(u) = p(—u), temos de (ii), que

—p(u) < Fu) < plu),
o que prova (7ii). O

Teorema 2.4 (Teorema da preservacao da norma de Hahn-Banach). Sejam U um
espaco vetorial normado sobre F = R ou C, W um subespaco de U e f : W — F
um funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear continuo F': U — F

que estende f e satisfaz

L= 11

Demonstracao. Defina p : U — F, como p(u) = ||f|| - ||u]|, para todo u € U.
Claramente, p é uma seminorma e | f(w)| < p(w), para todo w € W. Pelo Teorema
[2.2] existe um funcional linear F': U — F, extensao de f tal que

[F ()| < p(u) = [IFI] - lull,

para todo u € U. Portanto, se u # 0, entao

| F'(w)]
< [IfII-
[l
Logo,
|F'(u)|
[Fl| = sup ——=<|f].
ueU\{0} [[ul

O que prova a continuidade de F' e a primeira desigualdade. Vamos mostrar agora
o outro lado da desigualdade. Como W C U,

ol



flw F(w F(u
e sy ML PR
wew\oy Wl wenpoy [[wll ™~ wevnioy lull

]

Corolario 2.5. Seja U um espacgo vetorial normado sobre F =R ou C. Para cada

ug € U ndao-nulo, existe um funcional linear continuo f : U — F tal que ||f|| =1 e

S (uo) = [Juoll.

Demonstracao. Para ug = 0, o resultado é 6bvio. Fixado uy # 0, seja W = Fuy.
Defina fo(aug) = al|ug|| para todo a € F. Pelo Exemplo fo é¢ um funcional

linear e além disso,

folawo)]
[lauoll ’
para todo a € R. Dai
ol = sup Ny

weW\{0} Hw||

Pelo Teorema [2.4] existe f € U*, que estende fo, tal que || fo|| = || f]|. Portanto

LAF=Nfoll = 1 e f(u) = folu) = [lull.
0

Note também que segue diretamente do Coroldrio que todos funcionais
lineares continuos se anulam em um certo ug se, e somente se, u = 0. De fato,
suponha que ug # 0. Pelo corolario acima, existe um funcional linear continuo f tal

que f(ug) = ||uo||. Como f se anula em uyg, segue que ||ug|| = 0, donde ug = 0.

Corolario 2.6. Seja U um espaco vetorial normado sobre F =R ou C. Para todo
ue U,

|f ()]

|lul| = sup ———.
reuagor ISl

Demonstracao. Para cada u € U fixado e para todo f € U*\ {0}, temos

[F)l < A el

dai
|f(u)]

11

<l
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logo
|f (u)]

sup  ———— < ||u]|.
rev\ioy ISl

E, pelo Coroldrio [2.5] existe um funcional linear g € U* tal que g(u) = |ul| e

lgll = 1. Dai

o)l _ ol _

9]l 1

Portanto,
11l = lfull -
O]

Definicao 2.3. Sejam U um espago vetorial normado sobre F = R ou C e W

subespaco de U. A funcao
d = inf ||u—
(0, W) = inf [lu — ]
é chamada de distancia do elemento u ao subespaco W.

Corolario 2.7. Sejam U um espaco vetorial normado sobre F = R ou C, W su-
bespaco de U e uy € U tal que uy ¢ W. FEziste wm funcional linear continuo

f:U—=TF, com | f|| =1 que se anula em W e f(ug) = d(ug, W).

Demonstragao. Inicialmente, note que d = d(ug, W) > 0. De fato, se d < 0, pela
propriedade o infimo, existiria wy € W tal que ||[ug — wyp|| < 0, 0o que contradiz a
definicao da norma. Por outro lado, se d = 0, para cada n € N | seria possivel obter
um w, € W tal que

1
[uo = wnll <~
n

isto é, teriamos uma sequéncia de elementos de W convergindo para ug, ou seja,
up € W, o que também é uma contradicao.
Defina f: W 4 Fuy — F por

f(w + aup) = ad.

E f4cil ver que f é linear, se anula em W e f(ug) = d. Note que para todo a € F e
we W,

lald = la| mf {luo —w|| < af [luo —w]| = [lauy — aw]|
e, consequentemente, para todoa € Fe w € W,

|f(w + aup)| = |ald < |laug + w|| . (2.5)
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Portanto, f é continua e

1A <1

Por outro lado, fixando € > 0, tome wy € W, de forma que ||jug — wo|| < d + €. Dai

f(ug — wo) - d

l|luo — wo| d+e

o que implica que ||f]] > 1 e, portanto, ||f|| = 1. Agora usando o Teorema

para estender f, esta provado o resultado. O

Exemplo 2.1. No Coroldrio se tivessemos u € W, teriamos que f(ug) = 0,
para todo funcional linear continuo f que se anula em W. Note que, se ug € W,
entdo existe uma sequéncia (w,) de elementos de W que converge para ug. Se f €
um funcional linear continuo que se anula em W, como f(w,) = 0 para todo n € N,

temos

n—-+o0o

0= lim f(w,) = f (nggloown) — ().

Corolario 2.8. Sejam U um espaco vetorial normado sobre F = R ou C, W su-
bespaco de U e uy € U tal que ug &€ W. Entio existe um funcional linear continuo

g que se anula em W, g(ug) =1 e

1
loll = 5.
Demonstracao. Basta tomar g = é f, onde f é o funcional do Corolario . O]

Teorema 2.9. Sejam U um espago vetorial normado sobre F = R ou C, W um
subespaco fechado proprio de U e f um funcional linear continuo definido em W.

Entao existe um funcional linear continuo F' que estende f em U tal que || F|| > || f]|.

Demonstracdo. Sejam uy € W um vetor unitério, d = d(ug, W) e um escalar b >
|f]l. Defina g : W + Fug — F, por g(w + aug) = f(w) + ab, para todo w € W e

todo a € F. B f4cil ver que g ¢ linear. Note que, para todo a € F e w € W, temos
lald = la| mf {luo —w]| < af [luo —w]| = [lauy — aw]|

Como W é subespaco vetorial, podemos reescrever da seguinte forma: Para todo
acFeweW,

la|ld < ||aug + w]| . (2.6)

Mostremos agora que g ¢ continua. Sejam (w,) e (a,) sequencias de W e F,

respectivamente, tais que w,, + a,ug — 0. Segue da desigualdade (2.6)) que
lan|d < ||apuo + wy]| -
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Como d > 0 e ||la,ug + wy|| — 0, entdo a, — 0, e como
[wnll = llanuoll < [lwn + anuoll,
entao w, — 0. Logo
g(wy, + anug) = f(wy,) + ab — 0= g(0)

O que prova que g é continua. Como g(ug) = b > ||f]|, temos ||g|]| > ||f]|. Pelo

Teorema 2.4 existe um funcional linear continuo F' que estende g tal que

I = llgll > LA1]-
O

A proposicao a seguir é a reciproca da Proposicao[1.11]e para sua demonstracao

é indispensavel o uso do Teorema de Hahn-Banach.

Proposicao 2.1. Sejam U eV espagos vetoriais normados. Se L(U, V') é um espago

de Banach, entao V' também é.

Demonstragao. Inicialmente, Mostremos que se f : U — R é um funcional linear
continuo e v € V é um elemento qualquer, entao a aplicagao T : U — V definida

por

¢ linear e continua.
Para mostrar que T € linear, tome uq, us € U e a € R, dai
T(auy + ug) = f(auy + ug)v
= [af () + ()
= af(u)v+ f(ug)v
= aT(u) + T'(uy).

Note também que, para todo u € U,

1T ()|l = sup |T(u)| = sup [[f(w)v]| < sup [f(uw)]-[jv] = (Sup If(U)!> o]l

[[ul| =1 fJull=1 [[ull=1

isto é,
[T ()| < FI (full-

O que prova a continuidade de T'.
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Agora, considere (v,,) uma sequéncia de Cauchy de pontosde Ve f: U — R um

funcional linear continuo tal que ||f|| = 1. Para cada n € N defina T,, : U — V por

Note que
1Tl < LFHlonll = ffonll,

logo a sequéncia (7},) é de Cauchy. Como L(U, V) é um espago de Banach, existe
T € L(U,V) tal que T,, — T e, em particular, para cada u € U, T,,(u) — T'(u).

Tomando ug € U, de forma que f(ug) = 1, temos
v = Tnl(ug) — T(ug) €V

O que prova que V é um espaco de Banach. O

2.3 Teorema de Mazur-Orlicz

Agora serd apresentado o Teorema de Mazur-Orlicz [13], que é equivalente ao
Teorema de Hahn-Banach. A demonstracao aqui apresentada serd uma versao sim-
plificada mostrada por Ptak’s [19]. Por motivos de simplificagdo, o teorema serd

mostrado para espacos vetoriais reais.

Teorema 2.10 (Teorema Mazur-Orlicz). Sejam U um espago vetorial, p : U — R
um funcional sublinear e T um conjunto qualquer. Sejam também q : T — U e

r: T — R duas funcoes quaisquer. Entao existe um funcional linear F' : U — R

tal que F < p er < F oq se, e somente se, para toda n-upla (ai,as, - ,a,) de
nimeros reais nao-negativos e todo (ty,ta, -+ ,t,) € T,

Zair(ti) <p (Z aiq(ti)> :

i=1 i=1
Demonstracao. (=). Dados (a1, az, -+ ,a,) € R" com a; > 0 e (t1,t9,- -+ ,t,) € T",

como r < F o gq, temos a;7(t;) < a;F(q(t;)). Como F é linear e F' < p, temos

n

Y air(t) < Z@iF(Q(ti>) =F (Z aiQ(ti)) <p <Z aiQ(ti)) :

=1 =1 =1

<). Vamos construir F tal que F < per < Fogq. Paratodon € N e todou € U,
q p q

considere o conjunto

L,(u) = {p (u + iam(tﬁ) — iair(ti) ca; >0et; € T} )
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Mostremos, primeiramente, que {L,(u);n € N} é limitada inferiormente. Fixando

u, para todo a; > 0 e todo t; € T,
n n
Z ar(t;) <p Z aiQ<ti>>
i=1 i
=P U+ZaiQ<ti) —U)

<plu+ Z aiQ<ti)> +p (—u)

—p(—u) <p <u + Z m(h)) - Z a;r(t;).

Portanto, L, (u) ¢ limitada inferiormente. Por essa razao a fungao

L(u) = inf L, (u),

neN

estd bem definida.

Mostraremos agora que L é sublinear. Dados (a1, as, -+ ,a,) € (b1, ba, -+, by),
onde a; e b; sdo nimeros reais ndo-negativos e (ty,to, - ,t,) € T™, (81,82, ,8,) €
T", facamos (cq, o, Cpim), onde ¢ = ay, -+ Cy = Ap, Coa1 = b1, Cpom = b,
e (21,22, , Znem), onde 21 = t1, -2y = lpyZnt1 = S1,°°° 5 Znem = Sm. Sejam

u,v € U e n,m € N. Entao
n+m n+m
Liu+v)<plu+v+ Z ciq(ti)> - Z zir(t;)
i=1 i=1

n ntm n n+m
<plutv+ ZQ’Q(Q) + Z Cz‘Q(ti)> =D _ar(t) — Z zir(t:)
i=1

i=n+1 i=1 i=n+1

Splutuv+ ZaiQ<ti) + Zbiq(ti)> - Z@ﬂ’(ti) - Zbﬂ’(ti)
<plu-+ Z aiq(ti)) - Z a;r(t;) +p (U + Z biq(ti)) - Z bir(t;).

=1 =1

Da arbitrariedade das seqéncias (ay,as, -+ ,a,), (by,bo, -+ ,bpy), (t1,ta,--- ,t,) €

(81,82, ,8p) concluimos que

L(u+wv) < L(u) + L(v).
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J& para mostrar que L é positiva homogénea, tome a > 0 e u € U. Dai

L(au) = mf { (au + Z aq(t ) - Zaﬂ’(ti)}
= ilellfw{ (au + Zaaiq(ti)> — Zaaﬂ’(ti)}
:airelg{p (au+2alq ) Zar(ti)}

i=1

= aL(u).

Agora, note que, dado v € U, como

L(u) <p (u + Z aiQ(ti)> - Z a;r(ti),

tomando n = 1 e a; = 0, teremos L(u) < p(u). Pelo Teorema [2.3] existe um
funcional linear F' < L < p. Pela defini¢ao de L, para todo t € T,

L(=q(t)) < p(=q(t) + q(t)) = r(t) = —r(t).

Por, ultimo, Como F' < L, entdao F(—q(t)) < L(—q(t)) < —r(t), ou seja, Foq >
T N

Proposicao 2.2. O Teorema de Hahn-Banach e o Teorema de Mazur-Orlicz sao

equivalentes.

Demonstrag¢ao. Na demonstragao do Teorema de Mazur-Orlicz, vimos que ele é con-
sequencia do Teorema de Hanh-Banach, mas observe que a reciproca também é ver-
dadeira. Supondo que o Teorema de Mazur-Orlicz seja valido, tome 1" o subespaco
W e r o funcional f do Teorema de Hanh-Banach. Tome também ¢ como a funcao
identidade I : W — U, n=1, a; =1 e t; = u. Sabendo que a composi¢ao de uma
funcao com a funcao identidade é a prépria funcao, teremos a seguinte consequéncia

do Teorema do Mazur-Orlicz:

Sejam U um espaco vetorial, w um subespaco de U, p : U — R um funcional
sublinear, e f: W — R um funcional linear. Entao existe um funcional linear
F:U—Rtal que F <pef<F se esomente, para todow € W, f(w) < p(w).

Note que, se f(w) < F(w) para todo w € W,

f(mw) < F(-w) = f(w) = F(w),

o que implica que f(w) = F(w) para todo w € W. Portanto, temos a equivaléncia.
]
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2.4 Funcionais Lineares Minimais

Nesta secao serda mostrada uma maneira alternativa de provar o Teorema de
Hahn-Banach (Teorema [15]. Aqui, em vez de usar a tecnica de Helly, usado
na demonstra¢do do Teorema [2.1] usaremos o fato de que todo funcional linear
¢ um elemento minimal da classe dos funcionais sublineares. Denotaremos a classe
dos funcionais sublineares definidos em um espaco vetorial U, por U#. U# nao é
um espaco vetorial, mas é fechado sob as operacoes de adicao e multiplicacao por
nimeros maiores ou iguais a zero. Ordenamos U# da seguite maneira: Dados p e
qeU?,

p < g p(u) < q(u),
para todo u € U.
O Teorema de Hahn-Banach, aqui, sera provado estabelecendo-se primeiramente

duas coisas:
1. Os elementos minimais de U# sdo funcionais lineares (Teorema [2.13)).

2. Dado qualquer funcional sublinear p, existe um funcional linear f, tal que
f <p (Teorema [2.14)).

O teorema a seguir estabelece critérios elementares para a linearidade de um

funcional sublinear.

Teorema 2.11. Sejam u um espaco vetorial real e p : U — R um funcional subli-

near. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
i) Para todo u € U, p(u) + p(—u) < 0.
ii) Para todo u € U, p(u) + p(—u) = 0.
iii) p € um funcional linear.
Demonstracao. (i) = (ii)

Como p(u) + p(—u) < 0, temos 0 = p(0) = plu — w) < p(u) + p(—u) < 0, 0 que
implica que p(u) + p(—u) = 0.

(id) = (iid)

Se p(u)+p(—u) = 0, entdo —p(u) = p(—u), logo p(au) = ap(u), para todo a € R.

Agora, note que para todo u, v € U,
p(u) =pu+v—v) <p(u+v) +p(—v) = plu+v) —pv),
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portanto p(u) + p(v) < p(u + v). Como a deigualdade oposta também é conhecida,
inferimos que p(u) + p(v) = p(u + v) e p é linear.

portanto p é linear.

E imediato. [

Teorema 2.12. Sejam U um espacgo vetorial real. Se p : U — R € um funcional

sublinear entio q : U — R, definido por
q(u) = inf{p(u+tv) —tp(v) : t >0 ev e U}
¢ um funcional sublinear e q < p.
Demonstracao. Dado p como a hipotese, para todo u, v € U e t > 0, note que
p(tv) = p(tv +u —u) < p(tv +u) + p(—u) = —p(—u) < p(tv + u) — p(tv),

portanto, para cada u € U podemos definir

q(u) = inf{p(u+tv) —tp(v) : t >0ev € U}.
Observe que, tomando ¢t = 0, é facil ver que ¢ < p. Mostremos agora que q é

sublinear. Vamos comecar mostrando que ¢ é positiva homogeénea. Para a = 0,

plau+ to) — tp(v) = p(tv) — tp(v) = 0,
para todo v € U e todo t > 0, o que implica que ¢(0u) = ¢(0) = 0. Por outro lado,
para a > 0,

q(au) = inf{p(au + tv) —tp(v) : t > 0ev € U}
:inf{a {p(u—i—év)—sp(v)} t>0eve U}

:ainf{p(u%—fv)—fp(v) t>0eve U}
a a

=ainf{p(u+tv) —tp(v) : t >0ev e U}

= aq(u).

Mostremos que ¢ possui a propriedade da subaditividade. Sejam uy, us, v € U e

t1, t2 nao-negativos. Entao
q(uy + ug) = inf{p((u1 + uz) +tv) —tp(v) : t >0ev e U}
= p((u1 + ug) + (t1 + t2)v) — (t1 + t2)p(v)
< p(ug + t1v + ug + tav) — t1p(v) — tap(v)
< [p(ur + t10) = tip(v)] + [p(usz + t2v) — tap(v)].

Portanto g(uy + ua) < q(u1) + q(u2). O
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Teorema 2.13. Sejam U um espago vetorial real e p um funcional sublinear definido

em U. p é elemento minimal de U¥ se, e somente se, p € linear.

Demonstracdo. Suponha, primeiramente, que p : U — R seja um funcional linear,

qeU# tal que ¢ < pewu € U. Como g é sublinear,
0=gq(u—u) <q(u)+q(—u) = —q(—u) < q(u).

E como g(—u) < p(—u) = —p(u), temos que p(u) < —q(—u) < q(u), ou seja, p < .
Portanto p = ¢, o que prova que p é um elemento minimal de U¥.

Reciprocamente, suponha que p seja um elemento minimal de U# e defina ¢ :
U — R, onde, para todo u € U,

q(u) = inf{p(u +tv) —tp(v) : t >0ev € U}.
Pelo Teorema q < p e como p é um elemento minimal de U, temos que
q =p. Tome t =1, u = —v. Dali, pela definicao de g,
p(=v) = ¢(=v) < p(v —v) = p(v) = =p(v) = p(v) + p(-v) < 0.
Portanto, pelo Teorema [2.11], p é linear. O

Teorema 2.14. Seja U um espacgo vetorial sobre R. Se p € um funcional sublinear

definido em U entao existe um funcional linear f em U tal que f < p.

Demonstracio. Seja p € U# e considere Q = {q € U# : ¢ < p}. Note que Q # @,
pois p € (). Seja P um conjunto totalmente ordenado de () e fixado u € U considere

{a(u) : q € P}.
Afirmacao: {q(u): ¢ € P} ¢ limitado inferiormente.

Suponha, por absurdo, que a afirmacao seja falsa. Para cada n € N, existe
pn € P tal que p,(u) < —n. Uma vez que P é totalmente ordenado, podemos
definir, para cada n € N, ¢, = min(py, p2, - -+ ,pn) € P. Claramente, a sequéncia de

funcionais sublineares (g, ) é decrescente e, para todo n € N, ¢, (u) < —n. Note que
0= Qn(o) = Qn(u - U) < QH(U) + Qn(_u) < -—n-+ Qn<_u)a

logo n < ¢,,(—u) < ¢1(—u), para todo n € N, o que é um absurdo pois N nao possui

cota superior. Estd provada a afirmacao.

Pela afirmagdo, py definida por po(v) = inf{q(v) : ¢ € P} para todo v € U, esta
bem definida. Dali, para todo g € P, py < g < p, ou seja, basta provarmos que pg é

um funcional sublinear para mostrarmos que py € () e que é cota inferior de P.

61



Mostremos que pg € positivo homogénio. Para todo ¢ > 0, temos

po(tv) = inf{q(tv) : ¢ € P}
= inf{tq(v) : ¢ € P}
= tinf{q(v) : ¢ € P}
= tpo(v).

Para mostrar a subaditividade, tome ¢; e g € P. Como P é totalmente ordenado,

podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢; < ¢, logo, para todo v, w € U,

po(v+w) <q(v+w) <qv) +qaw) <a(v) + g(w)

e da mesma forma mostramos que pg(v + w) < g2(v) + ¢1(w). Portanto
Po(v +w) < q1(v) + 2(w) < inf gy (v) + @2(w)] = po(v) + ga2(w) < po(v) + po(w).

Segue do Lema de Zorn que existe f < p elemento minimal de ). Note que f
também é elemento minimal de U#. Assim, pelo Teorema f ¢ linear e esta

provado o teorema. O

Teorema 2.15 (Teorema de Hahn-Banach forma analitica (Real)). Sejam W um
subespaco vetorial de um espaco vetorial real U, p um funcional sublinear definido
em U e f: W — R um funcional linear tal que f(w) < p(w), para todo w € W.
Entao eziste um funcional linear F : U — R, que estende f, tal que F(u) < p(u),
para todo u € U.

Demonstragao. Inicialmente, observe que para todo w € W, f(—w) < p(—w), e,
dado u € U, somando & ambos os membros dessa desigualdade —p(—u) — f(—w),

temos
—p(—u) < —p(—u) +p(-w) — f(-w) (2.7)
e, como p(—w) = p(u —w — u) < p(u —w) + p(—u), temos
—p(=u) +p(-w) < pu —w). (2.8)
Usando e obtemos
—p(—u) <plu—w) + f(w). (2.9)
Considere a funcao ¢ : U — R, onde, para todo u € U,

a(u) = it {p(u —w) + f(w) : w € W}
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Segue de (2.9)) que g estd bem definida. Note que ¢ < f em W pois, tomando w = u
na defini¢ao de ¢, q(u) < p(u —u) + f(w) = f(u) e, além disso, tomando w = 0
na defini¢do de ¢, resulta em ¢(u) < p(u —0) + f(0) = p(u), portanto ¢ < p em
U. Mostremos que ¢ é sublinear. Para cada w € W, f(—w) < p(—w), ou seja,
p(0—w)+ f(w) = f(w)+p(—w) >0, logo ¢(0) > 0. Por outro lado, tomando w = 0
em p(0 — w) + f(w), temos que ¢(0) < p(0 —0) + f(0) < 0. e consequentemente
q(0) = 0. Para a > 0,

q(au) = inf{p(au —w) + f(w) : w € W}

:inf{a <u——>+af< > wEW}
=inf{alp(u=T)+£ ()] wew}
:ainf{ (u——)—l—f( ):wEW}
= ainf{p(u —w) + f(w) : w € W}
= aq(u)

Entao q ¢ positiva homogénea.

Mostremos agora a subaditividade. Dados ui, us € U e € > 0, existem wy,

wy € W, tais que

plur — wn) + f(w) < q(w) +

pluz = ws) + f(ws) < qluz) +

Dai

uy —wi) + fw )—§+p(u2—w2)+f(w2)—

p( g
p(ur — wy) + plug — wz) + f(wr) + flwa) — €

p(

q(

q(u1) + q(ug) >

v

Ul + Ug — (w1 + U)Q)) + f(U)l + UJQ) — €

v

Uy +U2) €.

Como € > 0 foi escolhido arbitrariamente, concluimos que q(u; +us) < q(uy)+q(us),
e esta provado que g é um funcional sublinear. Pelo Teorema [2.14| existe um
funcional linear F', definido em U, tal que F < ¢ < p e, em particular, ' < ¢ < f
em W. Como pelo Teorema , f é elemento minimal de W#, F = f em W.

Como queriamos demonstrar. O

63



2.5 Formas Geométricas

Nesta secao sera mostrado uma interpretacao essencialmente geométrica do Te-

orema de Hahn Banach, desenvolvida pelo matematico polonés, Stanistaw Mazur.

Definicao 2.4. Um conjunto qualquer C' € chamado de convexo se, para todo a,b €
C e todo t € [0,1], temos
(I1-t)a+tbeC.

Note que, para o t variando no intervalo [0, 1], (1 —%)a+tb descreve um segmento
de reta com extremidades em a e b. Por isso a definicao acima também pode ser
lida da seguinte forma: Um conjunto C' é convexo se, dados dois elementos de C, a

reta que liga esses dois elementos esta completamente contido em C.
Exemplo 2.2. Seja U um espaco vetorial normado. A bola aberta
B(ug) ={u € U; ||ju —up|| < r}

de centro em ugy e raio r € um conjunto convero. Dados u, v € B.(ug) et € [0,1],

como ||lu —ugl| <7 e l||lv—u| <r, temos

(1 —t)u+tv —upl| = [[(1 — t)u + tv — ug + tug — tuo||
= |[(1 = t)u — (1 — t)ug + tv — tug||
= (L =t)(u —uo) + (v — o)
< [ =) (w = uo) || + [[£(v — uo) |

= (L= )[[(w = uo)[| + ¢l (v — o)l
<(l-Or+tr=r

Portanto, o segmento de reta de extremidades u e v pertencem a a bola B, (up).

Proposicao 2.3. Sejam f : U um funcional linear nao-nulo definido num espago
vetorial real U, e N(f) o nicleo de f, isto é, N(f) = f~%(0). Entao N(f) é um
subespago vetorial de U e, dado u, € U\ N(f),

U = N(f) + Ruy.

Demonstragao. Como f(0) = 0,Jogo 0 € N(f) e, portanto N(f) # @. Dados uy,
us € N(f) e a € R, temos

flur +aug) = f(ur) + flauz) = f(ur) + af(uz) = 04+ a0 =0,
isto é, u; + aus € N(f). O que prova que N(f) é um subespago vetorial.
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E evidente que N (f)+Ruy C U, Mostremos o outro lado da inclusao. Sejau € U.
Note que

(0N
n = f(UO) ()EN(f),

pois

fn) = f (u - Jf&)) u) — flu) - ;((,IZ))f(Uo) — f(u) — flu) = 0.

Portanto
f(u)
f(uo)

u=n-+ up € N(f) + Rup.

]

A proprosicao acima nos mostra que o nucleo de um funcional linear, definido
num espaco vetorial U, é um subespaco de U com codimensao igual a 1, isto é, o
nicleo de f tem uma dimensao a menos que U. Para melhor vizualizagao, tome
U = R?. Temos entao um espago vetorial com dimensao igual a 2. Como N(f) é um
subespago com uma dimensao a menos, N(f) é uma reta sobre o plano que passa

pela origem, como mostra a imagem a seguir.

U=R?

Figura 2.4: O niicleo de um funcional linear definido no R?

Definicao 2.5. Sejam U um espaco vetorial, f : U — R um funcional linear nao-

nulo e « € R. O conjunto da forma
H=f"a)={ueU: f(u)=a}
¢ chamado hiperplano afim,
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Proposicao 2.4. Sejam f : U um funcional linear nao-nulo definido num espaco
vetorial real U, o € R, N(f) o nicleo de f e H = {u € U : f(u) = a} um
hiperplano. Entao, para todo ug € H,

H:N(f)+U0,

onde N(f)+wuy={n+up;n € N(f)}.

Demonstragao. Sejau € H. Como u = (u—ug)+ug, para mostrar que u € N(f)+uo,

basta mostrar que u — up € N(f). Note que

flu—up) = f(u) — f(up) =a—a=0.

Isso mostra que H C N(f) 4 up. Agora note que, para todo n + ug € N(f) + uo,
temos
f(n+uo) = f(n) + flug) =0+ a = c.

Logo N(f)+ ug C H e estd provada a igualdade. ]
Concluimos, portanto, da definicao e da proposicao acima, que um hiperplano
é o resultado do deslocamento de N(f) da origem. Esse deslocamento acontece ao

adicionarmos ug a todos os elementos de N(f). Para melhor vizualizacao, veja, na

imagem a seguir, um exemplo de um hiperplano tomando, mais uma vez, U = R2.

U=R?

H=f"(0)

Figura 2.5: Um hiperplano H no R?

Teorema 2.16. Sejam U um espago vetorial normado, f : U — R um funcional
linear nao nulo e o € R. O hiperplano H = f~1(«) é fechado se, e somente se, f é

continua.
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Demonstragao. Supondo que H é fechado e como f é nao-nulo, U \ H é aberto e
diferente de vazio. Escolha ug € U\ H tal que f(ug) < «, e temos que existe € > 0
tal que Be(ug) C U\ H. Afirmo que f(u) < a, para todo u € B(up). Suponha, por
absurdo que essa afirmagao ¢ falsa, ou seja, que existe u; € B.(ug) tal que f(u1) > a.

Desta forma, como a bola é convexa,

f(ul) e
f(ur) — f(uo)

(= t)uy +tug) = (1 — 1) f(ur) + tf(uo)
B B fluy) — « " flu) —« u
- (1 A B ) + (—) F (o)

Tomando t = temos que

e

(u1) — f(uo) f(ur) — f(uo)
o= fluo)]f(ur) + [f (ur) — o] f (uo)
f(ur) — f(uo)
_ af(ur) — f(uo) f(ur) + f(ur) f(uo) — af(uo)
fur) = f(uo)
_ af(wm) — of (u)
fur) = f(uo)

— - flur) — f(uo)

fur) = f(uo)

O que é um absurdo pois B(ug) C U \ H. Note que
Be(up) = {uo +ev € U;v € B1(0)}.

Portanto,
flup+ev) < a

para todo v € B;(0), logo f(ug) + €f(v) < «, donde

flo) < 2=

€
para todo v € B;(0). Pela simetria da bola, temos

o — f(uo)

€

[f(0)] <
para todo v € B;(0). Portanto

o — [ (uo)
[/l = sup [f(v)] < ——"——.
vEB1(0) €
Suponha agora que f é continua e mostremos que H ¢é fechado. Para isso, basta
notar que {a} é um conjunto fechado. Como f é continua, entdao f~'({a}) = H ¢

um conjunto fechado. O
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Definicao 2.6. Sejam U um espaco vetorial e A, B C U, subconjuntos. Dizemos
que o hiperplano H = f~(«a) separa A e B no sentido amplo, se f(u) < «, para
todouw € A e f(u) > «, para todo u € B.

Figura 2.6: O hiperplano H separa A e B no sentido amplo.

Definicao 2.7. Sejam U um espaco vetorial e A, B C U, subconjuntos. Dizemos
que o hiperplano H = f~'(a) separa A e B no sentido estrito, se existe ¢ > 0, tal
que f(u) < a —¢€, para todo u € A e f(u) > o+ €, para todo u € B.

Figura 2.7: O hiperplano H separa A e B no sentido estrito.
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Lema 2.3 (Funcional de Minkowski). Sejam U um espago vetorial normado e C' C

U, um subconjunto aberto e convero que contém a origem. Defina pc : U — R por

pc(u):inf{a>0:g€(§’}.

Entao pe € um funcional sublinear com as sequintes propriedades:

i) Eziste K >0 tal que 0 < po(u) < K||ul.
ii) O conjunto C = {u € U : pc(u) < 1}.

Demonstracao. (i): Como C' é aberto, existe um ¢ > 0 tal que a bola fechada

BJ0] ¢ C. Dai, note que, para todo u € U, eﬁ € BJ0] C C e desta forma
u

pc(eHuT”) < 1, assim

1
0 < po(u) < —llu

(1): Mostremos primeiro que C' C {u € U : pc(u) < 1}. Seja u € C. Como C é
aberto, existe ¢ > 0 tal que (14 ¢)u € C. Dai

po((1+e€)u) <1,

o que implica que
1

1 +€
Mostremos agora que {u € U : pc(u) < 1} C C. Sejau € {u € U : pc(u) < 1},

< 1.

pc(u)

u
logo pc(u) < 1. Pela defini¢ao de p¢, existe 0 < a < 1 tal que — € C. Como C é
a
convexo e contém a origem,

u:ag+(1—a)O€C.
a

Desta forma, estd mostrada a igualdade.
Por fim, mostremos que p¢ é sublinear. Para mostrar que p¢ € positivo-homogénio,
sejam b >0eu € U. Se b =0, entao

pg(bu):inf{a>0:%u60}
: 0
:mf{a>0:—€C}
a
=0=0"pc(u).
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Se b > 0, temos

b
pc(bu):inf{a>0:gu€C}
:inf{a>0:g€C’}

b

) U
_1nf{ba>0.560}

) U
—bmf{a>0.a€C}

= bpc(u)

Para verificar a subaditividade, sejam u, v € U e € > 0. Pela definicao de p¢, temos

= eC
po(u) + €’ pe(v) + € '
Como C' é convexo, para todo t € [0, 1],
u v
t—————+ (1 —t)——— e C.
po(u) + € ( )pc(v)—i—e
Tomando t = po(u) + € , obtemos
pe(u) + po(v) + 2
u+v c

S
po(u) + po(v) + 2
Logo, por (ii),

< U+ v > <1
pc

po(u) + pe(v) + 2¢€

e como P é positivo homogeénia, temos

po(u+v) < pe(u) + pe(v) + 2.

Como € é arbitrario, temos
po(u+v) < po(u) + pe(v).

[
Lema 2.4. Sejam U um espaco vetorial normado, C' um subconjunto aberto, con-

vero, nao-vazio e proprio de U e ug € U\ C. Entao eziste um funcional linear

continuo f definido em U tal que f(u) < f(ug) para todo u € C.

Demonstracao. Seja D = z+C, onde z é tal que —z € C. Logo, D é convexo, 0 € D

evg = z+uy & D. Considere Pp, o funcional de Minkowski de D, e W = Ruy.
Defina fy : W — R por

fo(twy) = t,

70



onde t € R. Por (i7) do Lema , como vy € D, pp(v,) > 1, e dai, se t > 0, temos
pp(tve) = tpp(ve) >t = fo(tuo)
eset <0, como pp(v) > 0, para todo v € U, temos
pp(tvg) > 0>t = fo(tvy),

portanto fo(w) < pp(w), para todo w € W. Segue do Teorema que existe um
funcional linear f : U — R, que estende fo, tal que f < pp. Note que, por (i) do
Lema (2.3} existe K > 0, tal que, para todo v € U,

—f(v) = f(=v) <pp(—v) < K| —v|| = K]jv|

f(w) < pp(v) < Klluf],

ou seja, [ é continua. Como pp(v) < 1 para todo v € D, temos
f(v) <1 = f(w), (2.10)

para todo v € D. Por fim, observe que podemos reescrever da seguinte forma:

flz+u) < fz+w),
para todo u € C', o que implica que pela linearidade de f, obtemos

fu) < f(uo),

para todo u € C. |

Figura 2.8: O hiperplano H separa o conjunto convexo A e o ponto P.
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O Lema nos da uma prévia da forma geométrica do Teorema de Hahn-
Banach separando um ponto ug € U de C. Note que, como C' e {up} sdo conjun-
tos convexos e C' é aberto, recaimos na primeia forma geométrica do Teorema de
Hahn-Banach que sera demonstrado no teorema a seguir. Observe também que na
separacao dos conjuntos no sentido amplo, o hiperplano pode ter pontos em comum
com um dos conjuntos, basta um deles nao ser aberto. Portanto, se um dos con-
juntos é formado por apenas um ponto que esta na fronteira do conjunto aberto, o

conjunto unitario estara completamente contido no hiperplano.

Teorema 2.17 (Primeira forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach). Sejam
U um espaco vetorial normado e A, B C U subconjuntos converos nao-vazios e
disjuntos, onde A € aberto. Entao existe um hiperplano fechado H = f~'(a) que

separa A e B no sentido amplo.

Demonstracao. Seja
C=A-B={u—v:ueAeve B}
Note que C' é convexo, pois se u; — vy, uy — v € C' entao
t(ur —v1) + (L —t)(ug — vg) = tug + (1 — t)ug — [tvg + (1 — t)vo) € C.

Como A é aberto temos que para todo v € B, a translacao A — v também é aberto

e como a uniao arbitraria de abertos é aberto temos que
c=JA-v
veEB

é aberto. Além disso, 0 ¢ C pois A e B sao disjuntos. Tomando ug = 0, pelo Lema
2.4] existe f : U — R tal que f(u—v) < 0 para todo u—v € C, ouseja, f(u) < f(v)
para todo u € A e todo v € B. Segue que existem a,b € R tais que

a =sup f(u) < inf f(v)="0.

u€A veEB

Por fim, escolhendo « € [a, b], concluimos que

flu) << f(v)

para todo v € A e todo v € B, ou seja, o hiperplano H = f~!(a) separa A e B no

sentido amplo. O

Teorema 2.18 (Segunda forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach). Sejam
U um espago vetorial normado e A, B C U subconjuntos convexros nao-vazios e
disjuntos, onde A € fechado e B € compacto. Entao existe um hiperplano fechado

H = f~'(a) que separa A e B no sentido estrito.
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Demonstracao. Inicialmente, note que para todo € > 0, os conjuntos

A=A+ B(0) = | J(u+ B(0))

u€A

B.= B+ B.(0) = | J(v+ B.(0))

veB

sao convexos, abertos e nao-vazios.
Afirmacao: A, e B, sao disjuntos para todo e suficientemente pequeno.

Suponha, por absurdo, que a afirmacao seja falsa, entao existe uma sequéncia
(€,), tal que €, — 0, e A., N B., # @ para todo n € N. Desta forma, para cada
n € N existe z, € A, N B,,, onde

Zn:un+an:1}n+bna
com a, € A, b, € B e uy,, v, € B, (0). Logo

|an — bnl| = |lan — 20 + 20 — by
< lan = zoll + |20 — bal|

< Yl + ffoall < 26

Como B ¢é compacto, (b,) possui uma subsequéncia (b,,) que converge para um

certo b € B. Dal note que
Hank o b” = ”a’nk o bnk + bnk - bH < Ha’nk - bnk” + ank o bH?

ou seja, a,, — b e como A é fechado, b € A o que implica que b € AN B, o que,

por hipdtese, é um absurdo e esta provada a afirmacao.

Seja € > 0, tal que A, e B. sejam disjuntos. Pelo Teorema [2.18| existe um

hiperplano H = f~!(a) que separa A, e B, no sentido amplo, portanto
flutez) <a< f(v+ez)

para todo u € A, todo v € B e todo z € B1(0). Dali,

f@)+ellfl <a< fly) +elfll

Portanto f separa A e B no sentido estrito. O
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Exemplo 2.3. Considere os conjuntos

Az{(a:,y)E]R;xZOeyzl}
T

1
B:{(x,y)GR;xZ eyz——}.
x

Note que A e B sao fechados, contudo nenhum dos conjuntos é compacto. Observe
que a unica reta (hiperplano) que separa A e B no sentido amplo € a reta x = 0.
Como a reta € assintota vertical de % e de —%, entdo ndao podemos separar A e B
no sentido estrito.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 2.9: Conjuntos A e B do Exemplo
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Capitulo 3

Algumas Aplicacoes do Teorema de
Hahn-Banach

Com o objetivo de ilustrar a importancia do Teorema de Hahn Banach no desen-
volvimento da Anélise Funcional, neste capitulo, apresentamos algumas aplicacoes

valentes so ponto de vista tedrico.

3.1 Operadores Adjuntos

Definicao 3.1. Sejam U e V' espacos vetoriais normados e A : U — V uma

aplicacao linear limitada nao-nula. A aplicagao A* : V* — U*, definida por
A(f)=foA
para todo f € V*, € chamada operador adjunto.

Teorema 3.1. O operador ¢ uma aplicacao linear limitada e

A" = 1Al

Demonstracao. Sejam f, g € V* e a € R. Para todo u € U

A(af +g)(u) = (af + g)(A(u))
= af(A(u)) + g(A(u))
= aA™(f)(u) + A(g)(u)

O que prova a linearidade de A*. Agora, observe que para todo u € U e f € V*,

temos

AT @) = L A@)E < TANTAC)T < L IHTATTul,
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logo
1A AN < AT,

isto é, A* é limitada e

LA o ey A0l _
. <A = A= s < 1A

Pelo Corolario [2.5 dado um uy € U tal que |lug|| =1 e A(uo) # 0, existe fo € V*
tal que [| foll = 1 e f(A(uo)) = [[A(uo)|. Dai

[A™] = 1A (fo) | = [A™(fo) (uo)| = [fo(A(uo))| = [[A(uo)]]

para todo ug € U com ||ug|| = 1. Portanto, concluimos que

[A*]] = sup [[A(u)]],

uelU
flul=1

0 que prova que
1A% = [IAl.

Como desejado. O

3.2 Anulador

Definicao 3.2. Seja U um espago vetorial normado. Para cada subespaco vetorial

W de U defina
W+ ={feU": f(w) =0 para todo w € W}
e para cada F, subespaco vetorial de U*, defina
Fr={uecU: f(u) =0 para todo f € F}.
W+ e F+ sio chamados de anuladores de W e F, respectivamente.

Proposicao 3.1. Sejam U um espaco vetorial, W um subespaco vetorial de U e F

um subespaco vetorial de U*. Entdo W+ e F* sdo fechados.

Demonstracao. Mostremos o resultado para W+. Seja f € W, logo existe uma
sequéncia (f,) de pontos de W+, tal que f, — f. Note que para cada w € W,
fn(w) = 0 para todo n € N, o que implica que para cada w € W

fw) = lim f,(w) =0,
ou seja, f € W+ provando a afirmacdo. A demonstracio para F* ¢ andloga. n
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Proposicao 3.2. Sejam U um espago vetorial, W um subespago vetorial de U e F

um subespacgo vetorial de U*. Entao

Demonstragdo. Seja u € W. Pela definicaio de W+, f(u) = 0, para todo f € W+.
Tomando F' = W+, segue da definicio de F*, que u € F+ = (W4)*, ou seja,

W C (W), Como, pela proposicao anterior, (W+4)+ ¢é fechado, temos que
W cC(Wht =mwhH

Agora, suponha, por absurdo, que a reciproca nao seja verdadeira, isto é, que
(WHE\W # @ e seja ug € (WHLE\W. Como W é fechado e {ug} é com-
pacto, segue da segunda forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach que existe

fo € U* que separa W e {ug} tal que

fo(’w) < a< fo(UO), (31)

para todo w € W e algum o € R. Da primeira desigualdade, segue que fy se anula
em W e, portanto, fo € W=. Dai, como ug € (W*)*, fo(ug) = 0. Logo, por (3.1,

0= fo(w) < a< fo(UQ) = O,

o que é um absurdo. Portanto (W) =W,

Para mostrarmos que (F-)* D F, tome f € F. Pela defini¢do de F*, f(u) = 0,
para todo u € F*. Tomando W = F*, temos, pela definicao de W+, que f €
Wt = (FH1, ou seja, F C (F)t. Como, pela proposicio anterior, (F4)+ é
fechado, temos

F

N

9 = (7

3.3 Espacos Reflexivos

Definicao 3.3. Sejam U e V espacos vetoriais normados. Se uma aplicagao T :

U — V ¢ linear, limitada, bijetiva e, para todo u € U,
1T ()]l = llull,
entao T' é chamada de isomorfismo isométrico e U e V' sao ditos isométricamente

isomorfos.
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Definicao 3.4. Seja U um espaco vetorial normado. O espago
U*=U""={f:U"—=R: f élinear e continua}

¢ chamado de espago bidual de U.

Proposicao 3.3. Seja U um espaco vetorial normado e defina

J:U— U™

u— Ju

onde Ju : U* — R € definida por Ju(f) = f(u). Entao J é uma aplicagao linear

limitada e, além disso, J define uma isometria entre U e Ju.

Demonstra¢io. E fcil ver que Ju é linear. Mostremos que J é linear. Sejam u,
veUeacR. Paracada f € U*

J(au+0)(f) = flau+v) = af(u) + f(v) = aJu(f) + Ju(f),

Portanto J(au + v) = aJu + Jv o que prova sua linearidade. Agora, note que para
todo u € U e todo f € U*

[ Tu(HI = 1f @) < (L f[Hlell = Nulll[ 1], (3.2)
provando que Ju é limitada. Segue, portanto de (3.2])
[ Jul] < flull,

ou seja, J ¢é limitado. Para mostrar que J ¢ uma isometria, note que, pelo Corolario
(Corolério do Teorema de Hahn-Banach), para cada u € U existe um funcional
linear fy € U* tal que || fol| =1 e fo(u) = ||ul|, dai

[ Jull = sup [Ju(f)] = [Ju(fo)l = [fo(u)| = [|u],

feu*
I[fll=1
Portanto
[ Jul] = [[ull
para todo ue U. Como queriamos mostrar. O

Observe que se u # v,
[Ju— Jol| = |[[J(u = v)|| = |lu— o] >0,
o que implica que Ju # Juv, ou seja, J é injetiva.
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Definicao 3.5. Dizemos que um espaco de Banach U é reflexivo, se o operador J

da Proposicao (3.3 ¢ sobrejetiva.

Teorema 3.2. Seja U um espago vetorial reflexivo. Se W é um subespaco vetorial

fechado de U, entao W € reflexivo.
Demonstracao. Seja f* € W**. Defina
I:U"—=Ww*
fe flw.

Pelo teorema de Hahn-Banach I é sobrejetiva. Agora, note que para todo f € U*

temos

(Al

1wl
[f[w (w)]

= Ssup —
weW\{0} |w]|

|/ (w)]

weW\{0} ]|

< sup T yp

ueU\{0} [l

logo

Tl s MOL

revvgoy £l
Portanto I é continua e desta forma g* = f*o I € U*. Como U é reflexivo, existe

ug € U tal que Jug = g*.

Afirmacao: ug € W.

Suponha, por absurdo, que uy € W. Como W é fechado, pelo teorema de Hahn-
Banach, existe fo € U* tal que W C N(f) e fo(up) = 1. Dai

0= f*"(folw) = (f" o I)(fo) = g"(fo) = Juo(fo) = fo(uo) =1,
o que é um absurdo.

Portanto W é reflexivo e esta provado o teorema. O

Mostraremos, agora, que, na Proposigao se U é reflexivo, entdo em (F+)+ D
F', valendo, como consequéncia, a igualdade. Essa proposi¢ao também é uma con-

sequéncia do teorema de Hahn-Banach.
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Teorema 3.3. Sejam U um espaco vetorial, W um subespaco vetorial de U e F' um

subespaco vetorial de U*. Se U € reflexivo, entao
(FH* =F.

Demonstracdo. Mostremos que (F-)* C F. Suponha, por absurdo, que (F+)* ¢ F,
logo (FH)Y\ F # @. Seja fo € (FY)*\ F. Como F é fechado e {fy} é compacto,
segue da segunda forma geométrica do teorema de Hahn-Banach que existe f* € U**

que separa F e {fo} no sentido estrito, isto ¢,

f(f) <a < f(fo) (3.3)

para todo f € F' e algum o € R. Da primeira desigualdade, segue que f* se anula

em F'. Como U é reflexivo, existe u € U tal que
Ju = f*.

Logo
Ju(f) = f*(f) = flu) =0
para todo f € F, isto é, u € F+. Como (fy € F*)*, fo(u) = 0. Segue, portanto, de
(13.3]) que
0= f(u) = f(f) <a< f(fo) = folu) =0,

que é um absurdo. Portanto (F+)* C F e, pela Proposigao , segue-se o resul-
tado. O

Teorema 3.4. Seja U um espaco de Banach. Entdo U € um espaco reflexivo se, e

somente se, U* também é.

Demonstracao. Considere J : U — U™ e J* : U* — U™, definidas, respectiva-

mente, por

JOHU) =1 ().
(=) Supondo que U é reflexivo, queremos mostrar que para cada f** € U**,

existe um f € U*, tal que J*(f) = f**. Dessa forma, seja f** € U™* e defina

f=f"oJeU.
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Como U é reflexivo, dado f* € U** existe u € U tal que f* = J(u). Dai,

Portanto U* é reflexivo.

(<) Supondo, agora, que U* é reflexivo, mostremos que U é reflexivo. Inici-
almente, mostremos que a imagem de J é fechada. Seja f* € U™ e (J(u,)) uma
sequéncia de pontos de J(U) tal que J(u,) — f*. Em particular, J(u,) é de
Cauchy e, portanto, dado € > 0, existe ng € N tal que

1 () = J (un) || < €. (3.4)
Sempre que n, m > ng. Como
1 () = T (un) | = 1| (e = wn )| = [t — i,
observamos que
|t — wn|| < €
sempre que n, m > ng, ou seja, (u,) C U é de Cauchy. Como U é um espaco de

Banach, existe u € U tal que u,, — u. Fazendo m — oo em (3.4)), temos
[ = | = [[J (w) = J(un)|| < e

para n > ng. Pela unicidade do limite, f* = J(u) € J(U) e J(U) é fechado.
Mostremos, agora, que .J é sobrejetiva. Suponha, por absurdo, que exista f; €
U\ J(U). Pela segunda forma geométrica do teorema de Hahn-Banach, existe
o e U™ que separa {f} e J(U), isto é,

o (f) <a< f37(f5) (3.5)
para todo f* € J(U) e algum o € R. Deste modo f;*(f*) se anula em J(U). Note
também que, como U* é reflexivo, existe fo € U* tal que J*(fy) = fi*. Dal, para
todo u € U,

Jou) = J(u)(fo) = J*(fo)(J(u)) = fg"(J(u)) =0
e por (33),

0=f"(f") << f5"(f5) = f57(0) =0

para todo f* € J(U), o que é um absurdo. Portanto U** = J(U) e U é reflexivo. [
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3.4 Espacos Separaveis

Definicao 3.6. Sejam C um espaco métrico e S um subconjunto de C'. S é dito

denso em C' se

S=C.

Exemplo 3.1. O conjunto Q dos niumeros racionais é denso em R. Mostremos que,
para todo a,b € R tal que a < b, existe um nimero racional no intervalo (a,b). Seja

no € N, tal que

1
b—a>—. 3.6
0> (3.6)
Se b € Q, entdo, por|3.4,
1
a<b——,
no

1
isto é, b— — € (a,b). Se por outro lado, b ¢ Q, observe que

o
m m+1
R= U {n_’ n }
mEZ 0 0
e defina
m
mozmin{mEZ;b< —}
o
m E—
Logo < b.
No
-1
Mostremos que a < . Suponha, por absurdo, que a > , dat
o o
m mg — 1 1
L S St N
o o o

o que contradiz (3.6)). Portanto

mo—l

a < < b.

o
Definicao 3.7. Seja um U espaco vetorial normado. Dizemos que U € separdvel,

se existir um subconjunto enumerdvel de U que é denso em U.
Exemplo 3.2. Para todo 1 < p < oo, (P é separdvel.
Seja
Qn = {<q17QQ7"' 7Qn>070707'“) 1q; € Q}

Como (@,, esta claramente em correspondéncia biunivoca com Q", observamos que

(@, € enumeravel e, portanto,

QOZUQn

neN
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também é.
Mostremos que @y é denso em (P. Seja x = (x1,29, -+ ,Tp, --) € P. Entao

dado € > 0 existe ng € N tal que

pois 2 i |zilP é o resto de uma série convergente. Segue do fato de que Q ¢é

denso em R que existe ¢ = (¢1,¢2, " , @ny,0,0,0,---) € Qo tal que

no P
¢Z1 |z, — qilP < 5

o que implica que

[o¢]
lz = qll = o — il
=1
o0

no
= Z |zi — qil” + Z |z; [P
i=1

1=ng+1

<—4+—=e
;g T =€

Portanto Qg é denso em (P e (P é separavel.

Exemplo 3.3. (> nao é separdvel.

Considere o subconjunto nao-enumeréavel {0, 1} C ¢, que é o conjunto das
sequéncia de coordenadas zeros e uns. Note que se z, y € {0, 1}, com z # y, entdo
|z —y|| = 1. Seja B a colecio de bolas de centro em {0, 1} C 7 e raio 3 Observe

que as bolas de B nio se interceptam. De fato, dados z,y € {0, 1}, mostremos que,
se By ()N By (y) # 9, entao B%(x) =B (y). Seja a € B%(x) N B, (y), logo

1 1
lz =yl =llz —a =y -a)ll=llz —al +]ly—al| <5 +5=1.

Dai x = y e, por consequéncia, B% (x) = B%(y). Em vista disso, B estd em cor-
respondéncia biunfvoca com {0,1}. Logo B ¢ nio enumerdvel. Portanto se um
conjunto ) é denso em P toda bola de B possui um elemento de @), e ai () é nao

enumeravel e, portanto, /7 nao pode ser separavel.

Teorema 3.5. Seja U um espacgo vetorial normado. Se U* € separdvel, entao U

também é.
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Demonstragao. Seja {f1, fa, <+, fn, -+ } um subconjunto enumerdvel e denso em
U*. Como
[full = sup | fu(u)],

uelU
[[ull=1
para cada n € N, podemos escolher wu,, € U, onde ||u,|| =1 tal que
) > 1220

Obtemos, entao, a sequéncia (u,). Seja W o fecho do conjunto

{iaiui o € R} .
=0

Afirmacgao: W ¢é separdvel.

Para cada n € N, considere o conjunto

n
Qn = {ZQZuz 1qi € Q} .
i=0
Note que @, é isomorfo & Q" que é enumeravel. Logo (),, é enumeravel e, portanto,
q q g

Q=J@n

neN

também é. Dai é facil ver que

W = {iaiui Ty € R} zé.
i=0

Portanto W é separavel e estd provada a afirmacao.

Mostremos, agora, que W = U. Suponha, por absurdo, que existe ug € U \ W,
entao, pela segunda forma geométrica do Teorema de Hanh-Banach, existe f, € U™,
com || fol]| = 1, que se anula em W e fo(uy) # 0. Como u,, € W, fo(u,) = 0, para
todo n € N. Dali,

< [ fn(un)]

= [fn(tn) = fo(un)]
< [[fn = follllual

= lfn = foll
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o que implica que

L= 1foll < 1o — Full + 1full < Wfo = full 2116 — Joll = 31LF — foll
isto é,
Vo foll = X
n o] = 3

O que contradiz o fato de {fi, fo, -+, fu, - } ser denso. ]
Corolario 3.6. Seja U um espaco reflexivo e separdvel. Entao U* € separdvel.

Demonstrac¢ao. Sejam {uy, us, -+ , Uy, -+ } um subconjunto enumeravel e denso em
Ue f* € U™ Como U é reflexivo, existe v € U tal que J(u) = f* e como

{uy,ug, -+ ,up,---} édenso em U, dado € > 0 existe n € N, onde ||u,, —u|| < e. Dal

| (un) = N = [ (un) = J(u)]
= [[J(un = )]

= |Ju, —ul| <e.

Portanto {J(u1), J(u2), -, J(un), -} é denso em U**, ou seja, U** é separdvel.
Pelo Teorema que U* é separavel. O
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