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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é fazer uma descricao explicita dos
pontos fechados nos esquemas de Hilbert de Curvas Hilb®™P3 com (a,b) €
{(1,4),(2,4)}2_,. Para isso, fazemos uma breve revisao tedrica sobre médulos,
modulos graduados e conceitos afins, para demonstrarmos o Teorema de
Hilbert-Serre, obtendo como corolério a existéncia do polinomio de Hilbert.
A seguir, damos umas pinceladas na teoria de esquemas, passando logo para
o conceito de representacdo de Gotzmann (e nimero de Gotzmann), que
utilizamos para indicar como visualizar os esquemas de Hilbert, como fe-
chados em certas grassmannianas (cf. Proposigao . Na parte final do
texto, incluimos alguns resultados envolvendo grau de variedades e cédlculo
de polinomio de Hilbert para certas unioes esquemaéticas, que utilizamos para
atingir nosso objetivo principal.

Palavras-chave: Esquemas. Teorema de Hilbert-Serre. Espagos Projetivos.



Abstract

The main objective of this work is to make an explicit description of
the closed points in the Hilbert schemes of Hilb™™P? Curves with (a,b) €
{(1,4),(2,4)}2_,. For this, we make a brief theoretical review about modules,
graduated modules and related concepts, to demonstrate the Hilbert-Serre
Theorem, obtaining as a corollary the existence of the Hilbert polynomial.
Next, we touch on schema theory, moving on to the concept of Gotzmann
representation (and Gotzmann number), which we use to indicate how to vi-
sualize Hilbert schemata, as closed in certain grassmannians (cf. Proposition
. In the final part of the text, we include some results involving degree
of varieties and the Hilbert polynomial calculus for certain schematic unions,
which we use to achieve our main objective.

Keywords: Schemes. Hilbert-Serre Theorem. Projetive Spaces.
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Introducao

Podemos dizer que a palavra “esquema” foi utilizada pela primeira
vez em Paris, em 1954/1955 num Semindrio organizado por H. Cartan e C.
Chevalley. Resultado desses seminarios dos quais o matematico Alexander
Grothendieck (1928-2014) participava, Grothendieck publicou entre 1960 e
1967 a obra Eléments de géométrie algébrique (EGA) [7], considerada hoje a
pedra fundamental da geometria algébrica moderna.

Entre os esquemas, que cativaram o interesse da comunidade matematica,
podemos citar o Fsquema de Hilbert, que foi introduzido pela primeira vez por
Alexander Grothendieck durante uma série de palestras dadas no Séminaire
Bourbaki entre 1957 e 1962 (as quais foram coletadas sob o nome de Fonde-
ments de la Géométrie Algébrique, conhecido como FGA).

Os esquemas de Hilbert recebem o nome de David Hilbert (1862 - 1943),
pois uma das ferramentas fundamentais para defini-los, como veremos, é o
polinomio de Hilbert, introduzido pelo préprio Hilbert com técnicas proveni-
entes tanto da dlgebra comutativa (estudo da médulos graduados) e andlise
complexa (o estudo dos zeros e pdlos de uma fungao).

Apos essa revolucao, muitos matematicos voltaram sua atencao para o
esquema de Hilbert. R. Hartshorne em 1966 provou que HilbP™P™ é conexo
(veja [12]). No que se refere aos esquemas de Hilbert de pontos (isto é, p(t) =
d polinomio constante) no espago projetivo P, J. Forgaty em 1968 (em [4])
provou que Hilb?P? é irredutivel, liso e possui dimensao 2d, e conjecturou que
Hilb¥P" é uma variedade reduzida e irredutivel para todo n > 3. Entretanto,
foi provado em 2009 que Hilb*P* é uma variedade redutivel (cf. [2]).

No caso de esquemas de Hilbert de curvas, ou seja, p(t) = dt +1 — g
existem poucos resultados (ainda no caso de curvas no espago projetivo P?)
por exemplo sobre a quantidade de componentes irredutiveis desses esquemas.
De fato, apenas em 1985 foi dada uma descrigao das componentes irredutiveis
do esquema Hilb**'P? ([16]). Uma revisao interessante no caso curvas de
grau d > 3 em P3| encontra-se no texto [13].

O objetivo deste trabalho é dar uma descricao dos pontos fechados no
esquema de Hilbert de Curvas Hilb®**P3 com (a,b) € {(1,1), (2,4)}2,.



O trabalho foi dividido em trés capitulos. No Capitulo 1, nosso foco é
a demonstracao do Teorema de Hilbert-Serre, o que nos permite estabelecer

S
a existéncia do polinomio de Hilbert para os médulos graduados do tipo 7

sendo S = Clxg, 1, T2, x3] e I um ideal homogéneo em S, via a fungao de
Hilbert h;.

No Capitulo 2, fazemos uma breve revisao dos conceitos necessarios para
apresentar a nocao de esquema e subesquema fechado. Logo, a seguir nosso
foco nesse capitulo é dar um esbogo, da construcao do esquema de Hil-
bert HilbP®P" como um subesquema fechado da Grassmanniana G(Ny —
p(mo), Sme) sendo Ny = dim S,,, € my o nimero de Gotzmann associado ao
polinémio p(t).

No tltimo capitulo, damos uma descricao dos pontos fechados no esquema
de Hilbert de Curvas Hilb™*’P3 com (a,b) € {(1,4),(2,4)}2_,. Salientamos
que alguns desses casos, se faz necessario fazer uma implementagao compu-
tacional, para utilizar a teoria exposta no Capitulo 2 (que 14 denominamos
de equagoes para o esquema de Hilbert).



Capitulo 1

Teorema de Hilbert-Serre

O teorema de Hilbert-Serre é um resultado fundamental na teoria dos
anéis comutativos e na geometria algébrica. Ele estabelece uma relagao en-
tre o ideal homogéneo de um anel polinomial e o comportamento assintotico
de sua funcao de Hilbert correspondente. Para entender esse teorema, é ne-
cessario primeiro compreender os conceitos de médulos graduados e ideais
homogéneos. Neste capitulo, discutiremos esses conceitos béasicos e apresen-
taremos o teorema de Hilbert-Serre em sua forma mais simples, utilizando a
referéncia [I] como guia.

1.1 Mobdulos Graduados e conceitos afins

Vamos comegcar esta parte revisando a defini¢ao de A-médulo e A-médulo
finitamente gerado. Segundo [I5], temos a definigdo a seguir:

Definicao 1.1. Seja A um anel comutativo com unidade. Um grupo abeliano
aditivo (M, +) dotado da multiplicagao escalar:

AxM — M
(a,m) +—— am

que satisfaz as seguintes condigoes para quaisquer aqy,as € A e my,mg € M
1. 1-m;=my
2. (ajaz)my = aj(agmy)
3. (a1 + az)my = aymy + agmy

4. ai (m1 + TI’LQ) = aymy + a;mse



é chamado de A-mddulo.

Moédulo finitamente gerado é um importante conceito para nossa pes-
quisa, sendo recorrente os pontos onde o utilizamos. Assim o abordaremos a
continuagao.

Definicao 1.2. Seja M um A-médulo. M é dito finitamente gerado (f.g.) se,
e somente se, existem mq,...,m, € M tais que para todo m € M, existem
ai,...,ap € A de modo que m = aymq + ...+ apmy.

A seguir vamos introduzir um dos elementos que fazem parte da definigcao
da série de Poincaré associada a um A-modulo graduado.

Funcgao aditiva
Seja A um anel comutativo com unidade. Uma funcao
A:{M | M éum A-médulo f.g.} — 7Z

é chamada de uma funcao aditiva se, para toda sequencia exata de A-
médulod!] dada por

0o M %ML M 0
se verifica a igualdade A(M) = A(M') + A(M").
Observagao 1.1. Seja M um A-médulo finitamente gerado. Ao considerar
a sequencia exata de A-mddulos finitamente gerados

0— {0y % ML Mo
Se A for uma funcao aditiva, entao

AM) =A{0}) + A(M) = A({0}) = 0.

Exemplo 1.1. Seja M um A-mddulo. Se A é um corpo, entao tem-se que

M ¢é espago vetorial sobre A de dimensao
finita.

Neste caso, A(M) = dim(M) (sendo dim(M) a dimensao do conjunto M
como espago vetorial sobre A) é uma funcao aditiva. De fato, sejam f e g
transformacoes lineares que geram a sequencia exata de A-espagos vetoriais

M é A-modulo f.g. <—

0=V L v-Lvrso.

Verifica-se que:

LOu seja, f e g sdo homomorfismos de A-mdédulos, tais que g é injetiva, f sobrejetiva
e Im(g) = ker(f).



1. ker(f) = Im(g);
2. g é injetora (visto que ker(g) = {0});
3. f é sobrejetora (uma vez que Im(f) = V).

Logo, ao aplicarmos o Teorema do Ndcleo—]magerrﬂ a transformacao linear

f, segue que

dim(V) = dim(V") + dim(V").

Vale salientar que a série de Poincaré e a funcao de Hilbert que estu-
daremos em breve sao definidas para modulos graduados. Assim, a seguir
vamos revisar os conceitos de anel graduado e modulo graduado, com énfase
nos anéis de polindémios (ou mais precisamente, nos anéis de coordenadas
homogéneos associados a conjuntos algébricos projetivos e/ou subesquemas
fechados determinados por ideias homogéneos em Clzg, x1, 2, 23]).

Anéis graduados

Definigao 1.3. Seja A um anel comutativo com unidade. Este anel A é um
anel graduado se existe uma familia {A,,}, com 0 < n € Z, tal que:

1. A, é subgrupo de (A4,+), Vn;

2. Sea € Aea#0, entao existem tunicos a;,,...,a;
nulo tais que a = a;, + -+ + a;,;

, com a;; € Aij nao

Neste caso usamos a notagao A := P A,.
n>0

n>0
utilizados as seguintes conceitos neste contexto:

A notagdo A = @A, que representa soma diretaﬂ Além disso, sao
I. a € A é dito homogéneo se a € A, para algum n;
II. a € A— {0} é dito homogéneo de grau n se a € Ap;

III. Sea € Afornaonuloea = a;+...4aq; coma; € A,,, parai € {1,...,1}.
Entao a; é chamada parte ou componente homogénea de a de grau n;.

2Se f: V — V" é uma transformacao linear. Entdo dimV = dimker(f) + Im(f)

3Isto significa que, se @ € A é ndo nulo e se escreve na forma a = a; + --- + a, =
by + -+ by coma; # 0 e b; #0, entdo n = m e a; = b; para todo i, ou seja, a forma
de expressar os elementos de A em termos de suas componentes homogéneas (ou seja,
elementos de A;) é unica. Assim, verifica-se que A; N A; = {0}, Vi#j.

6



Observagoes 1.1. Seja A = @ A,, um anel graduado, entao:
n>0

(i) Ap é um subanef]de A;

.. . . i , ” ~ ,
(ii)) Como a inclusdo Ag — A é um homomorfismo de anéis, entdao A é
uma Ag-algebraf]

(iii) A, é um Ap-mddulo.

Exemplo 1.2. Seja A um anel comutativo com unidade. Considere Ay = A
e A, = {0}, Vn > 1. Observe que isto torna o anel A um anel graduado:

L. (A, +) < (A, +), Vi;
2. Se a € A for nao nulo, entao a = a com a € Ay = A,
3. Ai- Ay C A [

Portanto, {A;} define uma graduacao em A. Assim, A = @ A,.

n>0

O exemplo a seguir mostra que existem restrigoes para a forma em que
podemos construir anéis graduados utilizando o anel A e cépias do anel trivial

{0}.
Exemplo 1.3. Seja A um anel comutativo com unidade. Considere

Neste exemplo, A; - Ay = A€ Ajy = Ay = {0}. Portanto, {A;} nao define
uma graduacao em A.

A seguir apresentamos a assim denominada graduacao usual no anel dos
polinémios K[z, ..., x,] sendo K um corpo.

1Se (A, +,-) é um anel e B um subconjunto nao vazio de A, entdo B é chamado um
subanel de A, se (B,+,-) é um anel.

5Sejam A e B anéis comutativos com unidade. Dizemos que B é uma A-algebra se
existe f : A — B homomorfismo de anéis.

6Para mostrar que A; - A; C A;1; considere os seguintes casos: ij # 0 e ij = 0.

Caso 1: Se ij # 0, entdo A; = A; = {0}. Logo 4; - A; = {0} C A;4, = {0}.

Caso2: Sej =0, entdo A; = Ay = A. Logo A;-A = {0} C A;. Se j # 0, necessariamente
1 =0, e o resultado segue de forma analoga.



Exemplo 1.4. A gradua¢io usualem A = Klzy, ..., x,], sendo K um corpo.
Para cada d € Z nao negativo considere

Ag=[{aay ol iy+ . i, =d, 0 <i; € Z}].
Assim, por exemplo, Ag =K e
Ay =[x, ] ={ar1 + ...+ apzn | a; € K1 < i < n}.
Particularmente, para o anel de polinomios em uma variavel A = R[z], temos:
Ay =R, A, = [z], Ay = [2?],..., Ag = [29], ...

E, no caso do anel de polinomios em duas varidaveis B = R|z, y], temos:

By =R,B; =[z,y],...,Bq = [xd,xdfly, . ,a:ydil,yd], o

No caso de um anel graduado A, a proposicao a seguir, apresenta um
critério para A ser Noetheriano em termos da sua graduagao. Esse resultado
sera utilizado para demonstrar o Lema/|l.1

Proposicao 1.1. Seja A = @@ A,, um anel graduado. Entao sdo equivalentes
n>0

1. A é um anel Noetheriano;
2. Ay é Noetheriano e A é finitamente gerado como Ag-algebra[’

Demonstracao. Deixamos este resultado para que o leitor consulte. Veja a
Proposigao 10.7, p. 106 em [I] ]

Lema 1.1. Seja A = @ A, um anel graduado. Se A é uma Aj-dlgebra
n>0
finitamente gerada, entao A admite uma quantidade finita de geradores ho-

mogéneos como Ag-dlgebra.

Demonstracao. Lembremos que A é uma Agp-algebra f.g. se existe uma quan-
tidade finita de elementos fi,..., fr em A tais que

AO[mlv"'axk] — A dado por p(xla"'a'rk) Hp(fla)fk)

"Sejam A e B anéis comutativos com unidade. Diz-se que A é uma B-élgebra finita-
mente gerada se existem ag,...,q; € A tais que

B[Xi,...,X;] — A dado por p(Xi,..., X)) — p(ag,qe,...,qq)
[ ——

anel dos polinémios

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetivo.



¢ um homomorfismo sobrejetivo de anéis, ou seja, todo elemento em A pode
ser representado como uma expressao polinomial com coeficiente em Ag nas

“variaveis” f1, ..., fr. Temos assim, uma aplicacao da forma
n n
i1 ik ik i1
§ : E : N A ; E : E : QiyyinJ1 -+ g
=0 i1t +ig=l =0 14 Fip=l

onde os a;, . ;, € Ap. Escreva agora
fi=fio+fu+...+ fin

Jfo= fao+ for + ...+ fon,

T = fro+ fer + oo+ finy

Assim temos que o elemento a € A escreve-se na forma

azzalﬁl...f}i’“ :ZGI (Zfli) (me) .
i=0

I =0

Assim, o elemento a € A pode ser representado por uma expressao polinomial
nas “varidveis”{f;;} com coeficientes em Ay. Sendo cada f;; um elemento ho-
mogéneo de A, segue que { fi; }1<i<k1<j<n, ¢ um conjunto finito de geradores
homogéneos de A como Ag-algebra. m

Moédulos Graduados

A seguir serd apresentada a estrutura de Mddulo Graduado.

Definigao 1.4. Seja A = @ A,, um anel graduado e M um A-médulo. Diz-
n>0
se que M é um A-mddulo graduado se existe uma familia { M, },>0 com n € Z

tal que:
1. M, é um subgrupo de (M, +) para todo n € Z nao negativo;
2. M =@M,

n>0
3. A;M; C M,, para todo %, ] € Z nao negativos.

Neste caso, de forma andloga ao caso dos anéis graduados tem-se que



I. Os elementos de M,, sao chamados homogéneos. Se m € M, e m # 0,
entao m ¢ dito homogéneo de grau n.

II. M; N M; = {0} para todo i # j.

III. Se m € M ¢ nao nulo, entao existem tnicos my, ..., m, homogéneos
nao nulos, tais que m = my + ...+ my (m; é chamada parte ou compo-
nente homogénea de m de grau r;, se m; € M,,, neste caso escrevemos
grau(m;) = 1;).

A seguir apresentamos alguns modulos graduados para ilustrar essa es-
trutura.

Exemplo 1.5. Sejam A = @ A, um anel graduado e I C A um ideal
n>0

homogéne Neste caso, I = @1I,, sendo I,, = I N A,, é um A-médulo
n>0
graduado.

Exemplo 1.6. Se A = P A, é um anel graduado e I C A é um ideal

n>0
A
homogéneo, entao T é um A-médulo graduado. Observe inicialmente que
(?, +) é um grupo abeliano com a soma @ + b := a + b. Além disso,
A

A —
-:AXT—>T dada por (A, @) — Aa

A A
torna 7 um A-médulo. De fato, T é um A-médulo graduado.

A A
Para finalizar, note que 7= TLG?O (T)n sendo

AN A —eA| €A
r) ~ o, \“tT'tEy

Observagao 1.2. Se M = @ M,, é um A = @ A,-médulo graduado, entao
n>0 n>0
M,, é um Ap-modulo para todo n.

Lema 1.2. Considere o anel graduado A = @ A,. Se M = @M, é um
n>0 n>0
A-médulo graduado finitamente gerado, entao M admite uma quantidade

finita de geradores homogéneas como A-médulo.

8Um ideal I do anel graduado A = @ A,, é dito homogéneo, se para todo a € I tal
n>0
que a = ag + -+ + ag com a; € A; tem-se que a; € I para todo i € {1,...,d}.

10



Demonstracao. Sendo M um A-médulo finitamente gerado, existem g1, ..., g. €
M geradores de M como A-mddulo. Escreva agora:

g1 =g+ -+ g1k,

Je = Geo + -+« + Gek.
Sendo g;;’s as componentes homogeneas de g; parai =1,...,eej=0,...,k;.

Afirmagdo 1. Verifica-se que ({g;;}) = M sendo ({g;;}) = {D_ai;gij|ai; € A}
1,J

Por simplicidade, vamos considerar M’ = ({g;;}). Observe que
e M’ C M. Segue da definicao de M.

e M C M'. Note que
meM = ay,...,a. € A, tais que m = a;g1 + - + @ege

— m = al(zglj) +eeet ae(zgej)
= m € M = ({gi})-

[l
Lema 1.3. Considere o anel graduado A = @ A,. Se M = @M, é um

n>0 n>0
A-modulo graduado finitamente gerado e A é uma Ap-dlgebra finitamente

gerada, entao M, é um Ayp-mddulo finitamente gerado para todo n.

Demonstracao. A partir do Lema [1.2] escolha gy, ...,g9s € M geradores ho-
mogeéneos de M como A-médulo. Assuma que, g; € M,,, ou seja, gr(g;) = r;
para cada i. Considere m € M, sendo M um A-m odulo f.g. existem
ag,...,as € A tais que

m= 191 + ...+ ags. (1.1)

Lembre que A é uma Ag-algebra finitamente gerado. Assim, o Lema [1.1| nos
permite escolher fi,..., fr € A homogéneos tais que A = Ag[f1,. .., fxl-

Ao considerar o somando «;¢g; em temos que a; € A pode ser escrito
como uma representa¢ao polinomial em Ay[fi, ..., fi]. De fato,

_ . £k i1 S il = § . £l i,
Qi = Z azl""’zk Li--Jkyi al‘gz - allv"'vlk 1 Jki g'b
SN——" S~ ——

0

11+...+ig GAO 11+ i cA AY:

sendo { f{’“z e ,zll - g;} um conjunto finito de elementos homogéneos de M.
Assim, ao variarmos o indice 7, vamos obter elementos homogenéos em M,
que geram M com Ap-mddulo. Agora, ao escolher dentre esses geradores os
de grau n, segue que M,, é um Ayg-modulo finitamente gerado. O

11



1.2 Teorema de Hilbert-Serre

Vamos comegar esta segao apresentando a nocao de Série de Poincaré
associada a um A-modulo graduado.
Seja A = P A,, um anel graduado que é finitamente gerado como Ay-

n>0
algebra e M um A-mddulo graduado finitamente gerado. Considere

A {M | Méum Ap-médulo f.g.} — Z

funcao aditiva.

A série de Poincaré Py(M,t) € Z|[[t]] associada ao A-médulo M é dada
por:

Py(M, 1) = i A(M,)t".

A seguir, apresentamos alguns exemplos de séries de Poincaré em anéis
de polinomios.

Exemplo 1.7. Seja A = k[z] o anel de polindmios na varidvel x com coefi-

cientes no corpo k. Considere a graduagao usual em A, ou seja, A = @ A;
n>0

sendo Ay = k e Ag = [29] para todo d > 1. Note que todo A; é espaco
k-vetorial unidimensional’l
Considere a funcao aditiva A(M) = dimy (M) se M é um k-médulo fini-
tamente gerado (ou seja, um espago vetorial sobre k de dimensao finita).
Assim,

P(kla],t) = dim(A,)t".

Agora, sendo A,, unidimensional para todo n, segue que

- 1
— n __ 2 o
Palklz],t) =) t"=1+t+£2+. . = T
n=0
Exemplo 1.8. Considerar a graduagao usual no anel A = k[z1, ..., x| sendo
k corpo. Assim, A = @ Ay com

d>0

9Basta notar que A, = k para todo n. Logo dimy(A,) = 1 para todo n.

12



—1
Visto que dim(A4y) = (d +; ) Segue que,

(n+l-1\,,
PA(A,t):Z< . )t
Assim temos que
— n!( l—l

Observe que a derivarmos a funcao

em relagao a t sucessivamente

[ — 1-vezes, obtemos

R

1—¢t -

Por outro lado,
D = k(b —1)--- (k= (1 — 2))tF1H

Assim,

1 > 1 \0-D (-1)
N = (—) :(1 t+ 12 )
— Z; — 4+

1 , (1)
— - (L+eree)

1—t (-

Agora, observe que

(1+t+t2_|_...>(ll) = ) @Y

= i k(k—1)---(k—(l— 2))tk71+1

[+1)! [ +2)!
= (l—l)!+l!t+(;)t2+(;)

3.

o0

(l+n—-1)"!
— Z—t
s n!

Para concluirmos, note que:

P4 = _11)! 3 (n +7i!— Dl

n=0

13



Portanto, Py(A,t) = a0

Exemplo 1.9. Considere A = k[zy,x9] = @ A, sendo k corpo com a gra-
n>0
duacao usual e
A,
(22, m929) N A,

k‘[l’l, ZL‘Q] _

(2, 2122)

M = @Mn sendo M, =
>0

Observe que M acima é um A-moédulo graduado.
Ay

(23, x1m9) N A,

Para saber a dimensao do espaco vetorial M,, = , note que

My = {0} e M, = [71,73) pois (23, z129) N A} = {0}.

A seguir mostraremos que M, = [z3] para todo n > 2. De fato, ao conside-

rarmos xj'xy € A, com n > 2, temos duas possibilidades: i; = 0 ou i; > 0.

Logo,

i s .T’L; seilzo .
Ty = € |x5] com n =iy > 2.

0 se 11 >0
Portanto dim(My) = 1,dim(M;) = 2 e dim(M,,) = 1 para todo n > 2.
Assim o polinomio de Poincaré é dado por
1 P Ht+1
11—t 1-t

PA(M7t) =t+

Lema 1.4. Sejam A = @ A,, um anel Noetheriano graduado e M = @ M,
n>0 n>0
um A-médulo graduado finitamente gerado. Considere a funcao aditiva

A {M'" | M" é um Ap-médulo f.g.} — 7Z

Para cada f € A homogéneo, considere o homomorfismo de A-moddulos
@ M — M definido por m — f - m. Sejam

K :=ker(ps) = Annpy(f) e N = coker(ypy) := () = 33

Entao:

1. K e N sao A-mddulos finitamente gerados graduados;

A
2. K e N sao f—A—médulos finitamente gerados graduados.

14



3. (1 —tYPy(M,t) = Px(N,t) — t9Py(K,t) se f € Agcom d > 1.

Demonstracdo. Assuma que f € Ay. Assim o homomorfismo

p: M — M
m +— f-m

induz, para cada n > 0, um homomorfismo de Ay-médulos M, — M, 4
definido por m — f - m.

1. K e N sao A-md6dulos graduados.

e Graduagao para K = ker(py) :

K = @Kn, sendo K,, = ker(yps) N M,

n>0

e Graduagao para N = coker(py) :

M,
N = @Nn, sendoN,, = ——*—
o M, N fM

uma vez que Im(ps) = fM e logo,

M

Afirmacdo 1. Com as notagoes acima. Verifica-se que

M, se 0 <n <d,
N*—M” = M
"M, N fM " sen>d.
an—d N

Visto que M = € M,, implica em
n>0

Im(py) = fM = @D fM, e fM, C M,

n>0

Logo M; N fM = @ M;N fM, (lembre que fM, C M, 4). Assim,

n>0
(i) Se i < d segue que M; N fM = {0}.
(ii) Se i =d+ u, entdo M; N fM = fM,.

15



Assim, concluimos a prova da Afirmacao 1.

Para mostrar que K e N sao A-moédulos finitamente gerados sera ne-
cessario usar os seguintes dois fatos.

Fato 1: Se A é um anel Noetheriano e M é um A-médulo. Verifica-se
que:

M é um A-médulo finitamente gerado <= M é Noetheriano.

Fato 2: Se temos a sequencia exata de A-moédulos
0—-M —-M-— M —0.
Entao
M é Noetheriano <= M’ é M" sao Noetherianos.

Para mostrar que K é um A-modulo finitamente gerado, basta observar
que K é um submoédulo de M. Como M é um A-médulo finitamente
gerado e A é Noetheriano, segue do Fato 1 que M é um A-médulo
Noetheriano, logo todo submédulo de M é finitamente gerado.

Para mostrar que N é um A-mdédulo finitamente gerado, observe que

temos N = . Considere a sequencia exata

Im(ey)
0 — Im(¢y) = M - N —=0.

Sendo M um A-mddulo Noetheriano, o Fato 2 permite concluir que
Im(ps) e N sdo Noetherianos. Usando novamente o Fato 1 seque que
N é um A-moédulo finitamente gerado.

. Considere que « € K ea € B= A/fA. Defina a-a = ac. Observe que
a operacao esta bem-definida:

@=a <= a—ad = fupara algumu € A
Como K = ker(py) temos que
aa — d'a = fua = @plua) = upp(a) =0

Para f € Nea € B = A/fA, Definaa-f = af. Também vamos
verificar que esta operacao esta bem-definida. Lembremos que:

G=a <> a—d € fA, paratodo a,d € B.
Analogamente,

B=p <= p—p € fM, para todo 3,3’ € N.

16



Resultando em

af—d'f' = (a—d")B+af+d (B—F")—aB = (a — ) f+d’ (B - B) € fM,
S—— ——
€fA efM
ou seja, esse termo estd em Im(yy), o que implica em aff — a/ff’ = 0.

Para mostrar que eles sao B-modulos graduados, sendo B = fAA. Ob-
serve que a graduacao de B é dada por

B:@Bn

n>0
sendo
o A, A,, sen < d
"TANTA " sen>d
f fAn—d
Temos K = @ K, sendo K,, = M, Nker(yps). Sabemos que K ¢é um
n>0
B-médulo. Observe qud"|
B, K; C Ky,
Temos N = coker(ys) = @ N,, sendo
n>0
M, M,, sen < d
N”:M me: My, sen >d
" an—d -

Sabemos que N é um B-médulo. Além disso[!]

B;-N; C Niyj.

Resta mostra que K e N sao A/ fA-médulos finitamente gerados.

10De fato, se a € B; (a € A;) em € K; (m € Mj Nker(¢f)) que implica em

am = am € M;;; Nker(py) = Kiy ;.

"Uma vez que @ € B;,m € N; = a-m=amcomam € A;M; C M;;.



K é um B-médulo f.g.. Considere {m4,...,m;} que geram K como
A-médulo, entao, para todo k € K, existem ay,...,a; € A tais que

def __ _
k=ami+...+amy = aimy + ...+ amy

com @; € B. Logo {m;}!_; gera K como B-mdédulo.

N é um B-médulo f.g.. Seja {my,...,m,} conjunto de geradores de N
como A-modulo. Assim, para todo m € N, existem by, ...,b. € A tais
que:

= by + ... + b7 L oy 4.+ b,

e T+ ...+ b

Portanto, {my,...,m,} geram N como B-mdédulo.

. Temos M um A-médulo graduado finitamente gerado, A uma Ap-
algebra finitamente gerada e f pertencente a Ay com d > 1. Considere
o homomorfismo de A-moédulos
o: M — M
m +— fm

Assim temos K = ker(¢) e N = coker(p) sao A-mddulos graduados
finitamente gerados. Para cada n > 0, temos a sequéncia exata

0—-K,— M, > M, g— Nprqg—0

sendo K, = ker(¢) N My, Nyya = ]\f]’(jd Além disso, o Lema 1.3 nos

garante que K,, M,, M, .4 sao Ao—méaulos finitamente gerados para
todo n. Junto com a Proposigao 2.11 em [I], podemos concluir que:

MNK) — AMM,) + M Myga) — A(Npta) =0, V.
Equivalentemente,
AN Myva) = A M) = MMnta) — AE), Vn.
O que implica em

MMyt — N(M,) " = A(Npyyg)t" T — NI, ? (1.2)
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Lembrando que Py(M,t) = > °_ A(M,,)t" e basta usar a relagao [1.2| para
concluir o que desejamos. A seguir vamos considerar os termos onde n+d >

0:
— (Z /\(Kn)t”) 4
n>—d

Note que n + d > 0 se e somente se n € {—d,1 —d,...,0,1,...}. Vamos
definir M; = {0} = K; se i < 0. Portanto, teremos que

Pr(M,t) — Py(M, 1)t = Py(N, t) — Pr(K, t)t.
Isto implica em
(1 —tHYPA(M,t) = Pr(N,t) — t*P\(K, )
Como queriamos demonstrar na parte 3. [

Teorema 1.1 (Hilbert-Serre). Seja A um anel graduado Noetheriano, gerado
como Ap-algebra por m elementos homogéneos de graus dy, . . ., d,,. Considere
M um A-médulo graduado finitamente gerado e A : {Ag—médulos f.g.} — Z
uma funcao aditiva. Entao

f()
[T, (1 —td)

com f(t) € Z[t] e 1/(1 — ) = 1 4 ¢4 4 124 4 .

Pr(M,t) =

Demonstracao. Faremos indu¢ao em m (a quantidade de geradores de A
como Ay-dlgebra).

Observe que se fi, ..., fn, forem geradores (homogéneos) de A como Agy-
algebra entao A = Ag[f1,. .., fm]-

Se m = 0, entao A = Ag. Neste caso, M é um Ap-médulo finitamente
gerado e podemos escolher geradores ¢p,...,9; € M homogéneos de grau
ri, 0 =1,...,t. Assim,

M = Aogr + ...+ Aogs

o que implica em M,, = 0 para todo n maior que g = max{ry,...,r}. Logo,

—_

Pr(M,t) = MM )" € Z][t].

=

S
Il
o



Agora assuma que s > 0 e o resultado é valido para s — 1. Sejam fy,..., fs €
A homogéneos de grau d; (i = 1,...,s) geradores de A como Ag-algebra.
Considere o mapa de multiplicagao

M 25 M dado por m — fs-m

Segue do Lema [I.4] que:

N

—~— K
—
(1 —t%)PA(M,t) = Py Tt t% Py (ker(¢s), )

sendo K e N dois fsiA—mo'dulos graduados finitamente gerados e

A _Ao[flv“'afs—lafs] —

= > Aolfys o fa
i ™ oFis - Fucl
Segue da hipdtese de inducao que
t h(t
Py = I p = MO

120 (1—t) 121 (1—td)

com ¢(t), h(t) € Z[t]. O que implica em

o)~ the)  f()
[ (1 —t%) T (1 —tde)

Pr(M,t) =

Do teorema acima, decorre o seguinte corolario.

Corolario 1.1. Seja A um anel graduado Noetheriano que é finitamente
gerado por s elementos de grau 1 como Ag-algebra. Seja M um A-modulo
finitamente gerado. Assuma que

ft) 9(t)

I G

com 0 < s < keg(l)#0. Entao existe um polinomio h(t) € Q[t] de grau
s — 1 tal que
A(M,) = h(n) para todo n >0

ou seja, n suficientemente grande.
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Demonstracao. Temos

g9(t)
(L—t)

Pa(M,t) =) MM, )" =
n=0
Tendo em consideracio qud
1 “\[(s—1+n
= tn
()

eque s—1>1ses>2.
Escreva g(t) = Y ", a;t" € Z[t]. Assim, tem-se que

" g(t) s—14+n "
> MM, :(1—15)5:2( o )g(t)t.

n>0 n>0
Equivalentemente,
+1
D OAM ) = g(t) + (8 f 1)9(75)25 + (j N 1)g(t)t2 +...
n>0

Como ¢(t) = ap + a1t + ... + a,,t"™, comparando essas séries termo a termo,
obtém-se

Considere

2Se s = 1 a defini¢do () =1Vu >0,u € Z.



De (1.3]) e (1.4)) segue que A(M,) = h(n) V¥V n > m = gr(g(t)) (uma vez
que a; =0V j > m).
Para finalizar esta demonstracao observe que
s—1+t—1i t—i+1)(t—i+2)--(t—its—1)
s—1 (s —1)!
ts—l ; t
Lopt)
(s=1)!  (s—1)!

De onde concluimos que
(ao+ a1+ +am) > i (t)
t* hi(t do hy(t) = ==———=.
(5—1) n(t) sendo I (t) = =
Observe que se hq(t) nao for nulo possui grau menor que s — 1. Por outro

lado, ¢g(1) = ag + a1 + - - - + a,, # 0. Portanto, h(t) é um polinémio de grau
s—1. O

i—0 iDi

h(t) =

O polinémio h(t) € Q[t] obtido no corolario (acima) é denominado Po-
linomio de Hilbert associado ao médulo graduado M com relagao a funcgao
aditiva .

Observagao 1.3. No que segue do texto vamos focar nos S = Clzy, ..., z,

moddulos graduados — sendo I um ideal homogéneo de S (cf. Exemplo |1.6)).

Nessa categoria de S-mdédulos, a seguir vamos definir a funcao de Hilbert
associada ao ideal homogéneo [.

1.3 Funcao de Hilbert e polindomio de Hilbert

Considere o anel graduado S = Clz, ..., x,] com a graduagao usual, ou
seja, S = @Sy sendo
d>0

Sqe={0}U{F € S| F # 0 homogéneo de grau d}.

Observacoes 1.2. Com as notagoes acima.

n+d) )

(i) Sq ¢ um espaco vetorial sobre C de dimensao ("}

(ii) Se I é um ideal homogéneom se S, entao I; = INSy é subespaco vetorial
de S. Além disso, no caso d = 0, tem-se que

j C, sel=035,

07 {0}, sel#S.

3Lembre que um ideal I C S = Cl[zo,...,r,] é homogéneo, se e somente se, para todo
feltalque f=fo+ -+ fm com f; €.S; tem-se que f; € I, Vie {1,...,m}.
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Exemplo 1.10. Sejam S = Clz, ..., z,| e f € Sy ndo nulo. Se [ = (f) C S,
entao

{0} se d </,
f : Sd_g se d Z L.
Assim, dim I; = 0 para d < { e dim I; = dim Sy_, para todo d > /.

]d:[ﬂSd:{

A seguir usaremos a notagao Ny para indicar o conjunto dos inteiros nao
negativos e dim indica a dimensao como espaco vetorial complexo.

Definigao 1.5. Se [ for um ideal homogéneodo anel S = C|xy, ..., z,], entao
a funcao h; : Ny — Ny dada por

h](d) = dim Sd — dim Id
¢ denominada a func¢ao de Hilbert associada ao ideal homogéneo 1.

Observagao 1.4. Sendo h; uma fungao aditiva o Coroldrio [I.1] nos garante
existéncia do polinomio de Hilbert associado ao ideal I, que denotaremos por

Dr-

A seguir, apresentamos alguns exemplos que sao importantes no desen-
volvimento do Capitulo 3.

Exemplo 1.11. Considere S = Clzg, 21, 22] e I = (xg —x1) C S. Verifica-se
que h;(d) = d + 1 para todo d. Portanto, p;(t) =t + 1.

Afirmagdo 1: [y ={0} e I; = S; 1, Vd > 1.
Temos I = {(zog —x1) - f €S| feS=Clog,z1,20)} e ly=1IN5; =
{0}u{fel]|f+#0,f éhomogéneo de grau d}.

d = 0. Neste caso, temos Sy = C e [y = I N C = {0}. Observe que, se g € I,
entdao g = (xo—x1)f para algum f € S. Se f # 0 entao as partes homogéneas
de g terao grau maior ou igual que 1@ Portanto, Iy = {0}.

d > 1. Neste caso, temos
g€ ly<— g=(xog—x1)hcom h € Sy_;.
Observe que

p:841—1; dadapor h+—— (xg—x1)h

YEscreva f = fo+ fi+ ...+ fm com f; € S;,0 < i < m. Logo

g=(xo—x1)f = (xo—21)fo+...+ (o —21)fm -
~——— —_———

€l1NSy Elmy1=INSmi1
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é isomorfismo C-linear. Portanto, I; = S3_1Vd > 1.
Afirmagdo 2: h;(d) = d + 1 para todo d.

2+d
Lembre que dim Sy = ( _g ) Logo,
(d+1)(d+2)

hi(d) = dim Sy — dim I; = 5

e Como [y = {0}, segue que dim I, = 0. Logo, h;(0) =1=0+ 1.

did+1
e Sendo I; = S;_1 se d > 1, segue que dim [; = dim Sy, = (;‘)
Logo,
d+ 1) (d+2 dld+1
hI(d)=< + >2( +2) (;_ >:d+17 se d>1.

Exemplo 1.12. Considere R = C[xg, 1, 23] com a graduagao usual e f € Ry
nao nulo. Seja J = (fxy, fzo). Verifica-se que hy(0) = 1, hy(1) = 3 ¢
h;(d) = 2d + 2 para todo d > 2. Portanto, p,;(t) = 2t + 2.

2+d
Lembremos que dim Ry = ( er ) Assim,

d+1)(d +2)

h/J(d) = dim Rd — dim Jd = ( 9 — dim Jd.

Neste caso, podemos dividir a determinagao de h;(d) nas seguintes partes:

d €{0,1,2}. Como J; = {0} para i € {0, 1,2}, entao dim J; = 0. Logo,

1 se d =0,
hy(d) =dim R; — dim J; =dim R; = ¢ 3 sed=1,
6=2-2+2 sed=2.

d = 3. Como J3 = [fxy, fxs], segue que dim J3 = 2. Logo h;(3) = dim R —
dimJs=10—-2=8=2-3+2.

d > 4. Considere ¢ : Ry_3 X Ry_3 — I; definida por
(A,B)— A fo1+ B - fuxs.
Observe que 1 é uma aplicagao C-linear sobrejetora. Assim,

dim J; = 2dim Ry_5 — dim(N ().
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Agora,

(A,B) e N(v) <= Afry=—Bfury,
<~ Afl?l = —Bl’g,
<— B=C-21eA=—-C-29comC € Ry_4.

Assim, N(v) = Ry_4 (basta considerar Ry 4 LN N(v) dada por C'
(—C - 29,C - x71)). Portanto,

dimJ; =2dim Ry 3 —dim R, 4 Vd> 4.
De onde concluimos que:
hy(d) = dim Ry — 2dim Ry_s + dim Ry_s Vd > 4.
Apés alguns célculos, obtemos hy(d) =2d+2 Vd > 4.

Exemplo 1.13. Considere S = Clxg, x1, %2, 23]. Se L1, Ly € S; sao L.I e
I = (L, Ly) C S, entdo verifica-se que h;(d) = d + 1 para todo d. Portanto,

3+d
Lembremos que dim(Sy) = ( _g ) Logo,

d
hi(d) = dim Sy — dim I, = (33 ) ~ dim 1.

Neste caso, podemos dividir a determinagao de h;(d) nas seguintes partes:

d=0. Como [, = {0}, entao dim [y = 0. Logo h;(0) = dim Sy — dim [, =
1=0+1.

d=1. Como I = [L,Ly] = C? implica em dimI; = 2. Logo h;(1) =
dimS; —dim/l; =4—-2=2=1+1.

d > 2. Considere 9 : Sq_1 X Sq_1 — 14 definida por
(A,B)— A- L+ B - Ls.
Observe que v é uma aplicacao C-linear sobrejetora. Assim,
dim I; = 2dim Sy — dim(N ().
Agora,

(A,B) GN(w)@ALl :—BLQ@B:CLl eA:—CL2 COHlCGSd_Q.
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Assim, N(¢) = S;_o (basta considerar Sy_o LN N(v) dada por C' +— (—C -
Ly, C - Ly)). Portanto,

dim/l; =2dim S;_1 —dimSy;_o Vd > 2.
De onde concluimos que:
hi(d) = dim Sq — 2dim Sy_1 + dim Sy Vd > 2
Apés alguns célculos, obtemos h;(d) =d+1Vd > 2.

Exemplo 1.14. Considere S = Clxg, 21,29, 23]. Seja [ = (L, f) com L €
Si, f € Sy — LS;. Verificarse que h;(d) = 2d + 1 para todo d. Portanto,

d
Lembremos que dim(Sy) = (3;— ) Logo,

hi(d) = dim Sy — dim I, = (3 ; d) — dim .

Neste caso, podemos dividir a determinagao de h;(d) nas seguintes partes:

d=0. Como [, = {0}, entao dim [y = 0. Logo h;(0) = dim Sy — dim [ =
1=2-0+1

d=1. Como [, = [L] = C implica em dim /; = 1. Logo h;(1) = dim S; —
diml;=4—-1=3=2-1+1.

d=2. Como Iy = L-S; & [f] = [Lxo, Lz1, Lxo, Lxs, f] que implica em
dim I, = 5. Logo hy(2) = dim Sy —dim /I, =10 —-5=2-2+ 1.

d > 3. Considere 9 : Sq_1 X Sq_p — I; definida por
(A,B)— A-L+ B- f.
Observe que 1 é uma aplicacao C-linear sobrejetora. Assim,
dim I; = dim Sy_1 + dim Sy_5 — dim(N(¢))).
Agora,

(A,B)e NW) <« AL=—-Bf<B=C-LeA=—-C"fcomC € S4_3.

Assim, N(¢) = S;_3 (basta considerar Sy_3 LN N(v) dada por C' +— (—=C -
f,C - L)). Portanto,

dim Id = dim Sd—l + dim Sd_g — dim Sd_g Vd Z 3.
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De onde concluimos que:
h[(d) = dim Sd — dim Sdfl — dim Sd72 + dim Sd,;g Vd Z 3
Apés alguns calculos, obtemos h;(d) =2d+1Vd > 3.

Exemplo 1.15. Considere S = Clzg, x1, 22, z3]. Seja I = (xg,z1h1, x1hg)
com hy, hy € Clxy, 29, x3] homogéneos de grau e L.I.. Verifica-se que h;(0) =
1 e hi(d) = d+ 2 para todo d > 1. Portanto, p;(t) =t + 2.

C[LUQ, Ty, T2, xg] o (C[xl, T2, 11;3]
<$0,5€1h1,$1h2> <~’U1h1,513'1h2>
tanto, ao considerarmos a graduacao usual em R = Clxy, 29, 23] e o ideal
homogéneo J = (x1hy, z1hs) em R, tem-se que

sao isomorfos. Por-

Observe que os anéis

uma vez que tal isomorfismo preserva a graduagao.

2+d
Lembremos que dim Ry = ( ;— ) Logo, segue de 1) que

d+1)(d +2)

h[(d) = dim Rd — dim Jd = ( 9 — dim Jd.

Neste caso, podemos dividir a determinagao de h;(d) nas seguintes partes:
d = 0. Como Jy = {0}, entao dim Jy = 0. Logo h;(0) = dim Ry — dim J, = 1.

d=1. Como J; = {0}, entdao dim J; = 0. Logo h;(0) = dim R; — dim J; =
3=1+42.

d=2. Como Jy = [x1hy,x1hs] que implica em dim Jo = 2. Logo h;(2) =
dimRy —dimJy,=6—-—2=4=2+2.

d > 3. Considere 9 : Rg_9 X Rq_o — I definida por
(A,B) —> A-x1hy + B - z1ho.
Observe que 1 é uma aplicacao C-linear sobrejetora. Assim,
dim J; = 2dim Ry_o — dim (N (¢)).
Agora,
(A,B) € N(v) <= Ax1hy = —Bxhs,

<= Ahy = —Bhsy,
<— B=C-hieA=—-C-hycomC € Ry_s.
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Assim, N(v) = Ry_3 (basta considerar Ry_3 4 N(v) dada por C'
(—C - hy, C - hy). Portanto,

dim Jd = 2dim Rd_2 — dim Rd_3 Vd 2 3.
De onde concluimos que:
h](d) = dim Rd — 2dim Rd,Q -+ dim Rd,3 Vd Z 3.

Ap6s alguns calculos, obtemos hy(d) =d+2 Vd > 3.

1.4 1Ideais homogéneos & polinémio de Hil-
bert

Vamos comecar observando o comportamento da funcao de Hilbert, e
consequentemente dos polinomios de Hilbert, de dois ideias homogéneos I e
J em S = Clxyg,...,z,| tais que I C J. Note que a inclusao I C J, nos
garante que

h;(rd) hi(d)

Portanto, h;(d) < hr(d), Vd. Logo, a Proposigao nos permite concluir
que

Uma nocao importante em nossa pesquisa é o de saturado de um ideal,
que vamos introduzir a seguir.

Definigao 1.6. Sejam m = (o, ..., X,) 0 ideal irrelevante do anel graduado
S = Clzog,...,x,] (com a graduagao usual). Se I é um ideal homogéneo
do anel graduado S, entao definimos a satura¢io de I em relagdo a m (ou
simplesmente, a satura¢do de I'), que denotaremos por (I : m*), da seguinte
forma:

(I:m™):=({f €S| fm"CI para algum inteiro k& > 0}).
O ideal I é denominado saturado se [ = (I : m™)

Por simplicidade, no que segue do texto usaremos a notacao I** em lugar
de (I : m™) para indicar o saturado do ideal I.

Lema 1.5. Sejam [ e J ideais homogéneos em S = Clxy, ..., z,]. Se existe
um inteiro positivo Ny tal que Iy = J; V d > Ny, entao % = Js@t,
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Demonstracao. Sendo I*% e J** ideais homogéneos, tem-se que
f=fot+rfit..+f€l* (ouJ") < fi € I*" (ou J**) Vi, 0<i<e.

Assim, para mostrar a inclusao I** C J** basta considerar elementos ho-
mogeneos de I°®. Considere f € I°*® e assuma que f é homogéneo de grau
e. Lembre que

I* = ({f € S| 3k > 0 inteiro tal que fa¥ € I Vi}).
Considere k inteiro positivo tal que
fr¥ el vie{o,..,n}.
Temos duas possibilidades

(i) grau(fzf) =e+k > Ny.
Neste caso, fz¥ € I, = Joyp, Vi. Com isso, temos que fa¥ € J Vio
que implica em f € J5%,

(i) grau(fzF) =e+k < Ny.
Escolha u > 0 tal que e + k +u = Ny e observe que fazFf € I Vi,
que implica em f;z¥™ € I Vi. Neste caso, foit" € Iy, = Jn,,
logo f € J*%. Portanto, I**® C J*** De forma andloga prova-se que
Jsat C ]sat‘

]

Proposigao 1.2. Sejam I C J ideais homogéneos saturados em C[xg, . . . , ;]
tais que pr(t) = ps(t). Entao I = J

Demonstracao. Lembremos que da funcao de Hilbert temos

hi(d) = dim Sy — dim I, Vd >0

hy(d) = dim Sy — dim J; Vd > 0.

Além disso, hy(d) = p;(d)Vd > 0e hy(d) = p;(d)Vd > 0. Escolha Ny > 0
tal que hy(d) = pr(d) e hy(d) = ps(d) ¥ d > Ny. Logo hy(d) = hy(d) ¥V d >
Ny, e isso implica que dim I; = dim J; Vd > Ny. Visto que I C J, segue que
I, C J; Yd > 0. Portanto, Iy = J; Vd > Ny.

Segue do Lema [I.5, que I°% = J*%. Entretanto, sendo I e J ideais
homogéneos saturados, tem-se que [** = [ e J*¢ = J. Portanto [ = J. [
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Capitulo 2

Esquema de Hilbert

No Capitulo 1 a cada ideal homogéneo I do anel S = Clxy, ..., x,] (com
a graduacao usual) associamos seu polinomio de Hilbert p;(t) € Q[t]. Neste
capitulo, fixaremos um polindémio admissive]E] p(t) € Q[t] e mostraremos que
o conjunto

{I C S| I é um ideal homogéneo saturado tal que p;(t) = p(t)}

esta em correspondéncia com os pontos fechados de um esquema, denomi-
nado Esquema de Hilbert e que denotaremos por HilbP™P". Vale salientar
que para construir o esquema de Hilbert sera utilizado ntimero de Gotz-
mann e sua conexao com regularidade. Para podermos entender o que vem
a ser um esquema, e posteriormente o que é um subesquema fechados de

¢ := Proj(Clxo,...,x,]), vamos comecar apresentando o espago topolégico
Proj(S) associado a um anel graduado S qualquer.

2.1 Proj(S) como espacgo topoldgico

Considere S = @S, um anel graduado e S, = @ Sy o ideal irrelevante.
d>0 d>0
O espectro primo homogéneo de S é dado por

Proj(S) = {P € Spec(S) | P é homogéneo e Sy ¢ P}.
Exemplos 2.1. Considere a graduagao usual em S = Clxy, ..., 7,

1 Visto que 0 e S; = (zy) s@o os unicos ideais primos homogéneos do
anel S = C[xzg]. Segue que Proj(Clzq]) = {(0)}.

sto é, existe um ideal homogéneo I em S tal que pr(t) = p(t). Ou equivalentemente,
como veremos mais adiante neste capitulo, existe um subesquema fechado de Pg cujo
polinémio de Hilbert é p(t).
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2 Se P € Spec(Clzg, x1]) verifica-se que

{0} # P é homogéneo <= P = { gfzox;‘a:m) com [3:a] € P,

Portanto, Proj(Clzg, z1]) = {(0)} U {(Bxo — az;) | [a: 8] € P'}.

Proposicao 2.1. Para cada ideal homogéneo I do anel graduado S = @Sy,

d>0
considere V(I) = {P € Proj(S)|I C P}. Entao a familia {V(I)} define
uma topologia em Proj(S), denominada topologia de Zariski na qual os
subconjuntos fechados sdo da forma V(I).

Demonstragao. Veja Lema 2.4, p. 76 em [11]. ]

2.2 Conexao entre o espaco projetivo classico
P" e PE == Proj(Clx, ..., z,))

e {0}

O conjunto quociente P* := ————— sendo ~ a relacao de equivaléncia

dada por
u~ v [u] = [v] <C"

sera denominado espaco projetivo classico.
No que segue do texto, por simplicidade usaremos a notacao P¢ :=

Proj(9), se S = Clxyg,...,z,) com a graduagao usual. Neste caso, S; =
(%o, ..., x,). Logo
Pg = {P € Spec(S) | P é homogéneo e (o, ..., T,) € P}

Proposicao 2.2. Com as notagoes acima, considere y € P¢. Verifica-se que:

(i) v} =VE)

(ii) y é um ponto fechado em P% (isto é, {y}

= {y} ) se e somente se,
EI'aEIP’”talquey—{FE(C[xo,..., o) | F(a) =0}

Demonstracdo. (i) Temos que y € P2, sabemos que {y} = (1 V(I) sendo I o
ideal homogéneo de S = Clxy, ..., ] tal que y € V(I). Note que:

yeV({I)<=ICy
:>V(y) VI)

Viy) SV =y}
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Por outro lado, y € V(y). Assim, V(y) é um fechado contendo {y}. Logo,

{y} C V(y). Portanto, {y} = V(y) Vy € PL.

(ii) [=>] Temos y € P¢ fechado. Queremos mostrar que existe um unico

a € P" tal que y = {F € S|F(a) = 0}, para isto iniciaremos com as seguintes

afirmagoes:

Afirmagdo 1: Z(y) C P™ ¢é ndo vaziof]

Afirmagdo 2: Se a € Z(y) entao I(a) =y. Sendo I(a) = {F € S|F(a) = 0}.
De fato, se a € Z(y) entao I(Z(y)) C I(a). Além disso, o Teorema dos

zeros de Hilbert (cf. Teorema nos garante que y C I(a). A seguir,

mostraremos que y = I(a). Assuma que a = [ag : a1 : ... : a,] € P". Logo
a; # 0 para algum i. Suponha sem perda de generalidade que ag # 0. Logo,
a=1[1:by:..:b,) comb; = a;/ag. Neste caso temos,

I(a) = {F € Clzg, ..., z,)|F(a) = 0}
= (ap®1 — a1, AgTy — Az, ..., ApTp — AnTo)

= <5171 — biwg, w3 — bao, ..., Ty — bn$0>-

Note que se I’ € y for homogéneo de grau d, entao podemos escreve-lo da
seguinte forma:

F = P1<IL’1 — bll’o) + ...+ Pn(In — b,ﬂfo) + Oél’g

com Py, ..., P, € S;_1ea € C. Suponhaquey C I(a) e F acima nao pertence
ao ideal I(a). Neste caso, a # 0. Logo, xd € I(a). Assim, sendo I(a) primo,
segue que xg € I(a) e I(a) = (x1 — bixo, T2 — baXo, ..., Ty, — byTo, Tg) = Sy
Aplicando a funcio Z, obtemos ¢ = Z(S,) = Z(I(a)) = {a} = {a} o que é
um absurdo. Portanto, y = I(a). Assim, concluimos a prova da Afirmagao
2.

Agora, note que se existirem a e b em P" tais que I(a) = I(b) =y, temos
que Z(I(a)) = Z(1(b)) que implica em

{a} = {0} = {a} = {b} = a=0.

(ii) [«<=] De (i) segue que {y} = V(y). Assim, precisamos mostrar que
V(I(a)) ={I(a)}. Entretanto, y = I(a) é um ideal maximal de P¢ e {I(a)} C
V(I(a)). Por outro lado, se P € V(I(a)) temos que I(a) C P. Logo por
conta de I(a) ser maximal, concluimos que I(a) = P. Com isso, temos

V(I(a)) = {I(a)}. B

2Como y € PZ, segue que y é um ideal primo (logo radical) tal que y # S e y # S,.
Logo, o Exercicio 2.2 em [I1] nos garante que Z(y) # 0.
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A partir da proposi¢ao que acabamos de mostrar surge o seguinte co-
rolario:

Corolario 2.1. Os pontos do espaco projetivo classico P" correspondem-se
com os pontos fechados de P¢.

Demonstragao. Basta observar que a fungao
¢ : P" — P¢ dada por a+—— I(a) = {F € S| F(a) =0}

¢ injetora e sua imagem ¢ formada pelos pontos fechados de P¢. O

2.3 Proj(S) como esquema

Lembremos que X C P" é um fechado se e somente se existe I C S =
Clxo, ..., T, ideal homogéneo tal que

X =2(I) = {a € P"|F(a) =0V F € I}.
Por exemplo,
T = {[CLO Lap CLQ] S IP’2|a0 = O}
é um fechado de P? visto que T = Z(I) com I = (zy) C S = Clzg, 71, T2).

Entretanto, também se verifica que T = Z({x3)) = Z({x3, zox1)) entre
muitas outras escolhas. Em geral temos que YT = Z(J) para todo ideal .J tal

que VJ=1= (x0).
Agora ao calcularmos V' (I) para I = (z() temos que
V(I)={PeP¢|IC P}
={P ePi|x € P}
= {{zo)} U {{mg, amy — Ba1)|[ov : B] € P'}.

De forma andloga verifica-se que V(I) = V(J) para todo ideal homogéneo
J C S =Clzo, ..., ,] tal que v/J = I = (x0). Assim,

V :{I € S|I éhomogéneo } — {fechados em P¢} dada porl — V()

também nao consegue distinguir ideais distintos que determinam o mesmo
fechado em Pg.

33



Os esquemas, e em especial os subesquemas, fechados de P¢ de certa
forma nos permitem captar e/ou diferenciar ideais que possuem o mesmo
radicaf e que definem subesquemas distintos de PZ.

Para podermos definir o conceito de esquema, precisamos introduzir os
conceitos de pré-feixe e de feixe.

Definicao 2.1. Seja X um espaco topoldgico, um pré-feize F sobre X associa
a cada aberto U em X um conjunto F(U), e a cada par de abertos U e V
em X tais que U C V um mapa de restricao

resyy @ F(V) — F(U)
Satisfazendo as seguintes propriedades:
(PF1) resyy = Idrw) para todo aberto U C X.
(PF2) resyy o resw,y = resw,y para todos os abertos U CV C W de X.

A seguir, faremos algumas observagoes importantes sobre um pré-feixe F
sobre X.

1. Os elementos de F(U) sao chamados de se¢oes de F sobre U e os
elementos de F(X) sao chamados de segdes globais.

2. A imagem de s € F(V) pelo mapa de restrigdo resyy serd denotada
por s|y isto é,

resyy @ F(V) — F(U) é dada por s +— s|p.

3. Outra maneira de definir um pré-feixe é como um funtor contravariante
F : { abertos de X} — {conjuntos}

da categoria dos abertos de X na categoria dos conjuntos, onde cada
inclusao U C V define um morfismo U — V.

4. Podemos trocar a categoria dos conjuntos pela categoria dos grupos
abelianos, anéis, dlgebras, etc. Nestes casos, teremos definido um pré-
feixe de grupos abelianos, ..., etc.

3Seja I um ideal do anel comutativo com unidade A. O radical do ideal I, que serd
denotado por VI, é definido por:

VI ={ac A|a™ ¢ I para algum inteiro m > 0}.

O ideal T é dito radical se I = /1.
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Em seguida, definiremos o conceito de feixe:

Definicao 2.2. Seja X um espacgo topoldgico e F um pré-feixe sobre X. F
é um feixe sobre X se satisfaz a seguinte condigao:

Para todo U C X e para toda cobertura aberta {U,},cq de U, se f, €
F(U,) e a € Asao tais que

fa\U,mUb = fb|UaﬁUb Va,be A

Ent&o existe um unico elemento f € F(U) tal que f|y, = f, paratodoa € A.

A modo de exemplo definiremos a seguir o feixe de secoes I' associado a
uma funcao continua.

Exemplo 2.1. Seja 7 : X — Y uma funcao continua entre espacos to-
polégicos, definimos o feixe de se¢oes I', associado a m, sobre Y por

TU)={s:U— 7 *U)|ros=Idy}.
Os morfismos de restrigao sao definidos pelas restrigoes naturais.

A seguir definiremos o feixe das fungoes regulares sobre Spec(A).

Feixe das funcoes regulares sobre Spec(A)

Seja A um anel comutativo com unidade. Lembremos que p € Spec(A)
entao A, denota a localizagao do anel A no sistema multiplicativamente fe-
chado S = A\p. Assim,

Ap:{%m,beA e bgép}.
A cada aberto U de X = Spec(A) associamos
O(U)=<s:U— I_l A, |Vx e U, s satisfaz (i) e (ii) a seguir » ,
peSpec(A)
(i) s(x) € Ag;
(ii) 3V C U contendox e a,b € Ataisquebg xes(y)=5€ A, VyeV.

Sejam U C V abertos de X. Considere as seguintes funcoes de restrigao:

rvy : Ox (V) — O,(U) definida por s +— s|y.
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Proposicao 2.3. Com as notagoes acima. Verifica-se que:
1. Ox(U) é um anel comutativo com unidade para cada aberto U de X.

2. ryy estd bem definida e ¢ um homomorfismo de anéis VU C V' aberto

de X.
3. Ox é um feixe sobre X.

Demonstragao. 1. Considere as fungoes s e t em Ox(U). Note que s +t e
s -t pertencem ao conjunto Ox(U). De fato, como s(x),¢(x) € Ay para todo
x € U, segue que

(s+t)(x) =s(x)+t(x) € Ax e (s-t)(x) =s(x)t(x) € Ax Vxe U

Por outro lado, considerando x € U sabemos que existe V' C U aberto
contendo x e a,b € A tais que b ¢ x e s(y) = 3 € Ay Vy € V e que existe
W C U aberto contendox e c,d € Ataisqued ¢ xet(y) =S € A, Vy e W.
Observe que VNW C U é um aberto contendo x tal que para todoy € VNW
vale que

a ¢ ad-+be a c
(S—i-t)(y)—Z—I—C—Z—TEAye(s~t)(y)_g~E_weAy,

Portanto, s +t e s -t pertencem a Ox (U).
Perceba agora que Ox(U) é um anel comutativo com unidade. Este
resultado segue do fato que A, com unidade % para todo x € Spec(A)

2. A restrigao de fungoes esta bem definida. Além disso, se s € Ox (V)
satisfaz as condigoes (i) e (ii) para todo x € V, segue que s |p€ Ox(U)
também satisfaz as condigoes (i) e (ii) para todo x € U, visto que U C V.

e
(§

3. Deixamos a cargo do leitor verificar que Ox é um pré-feixe sobre X.

A seguir vamos verificar que Ox é um feixe sobre X. Para isto, sejam
U C X, {Uy}aer uma cobertura aberta de U e s, € Ox(U,) uma familia de
secoes tal que
para todo «, 8 € 1.

Sa\UOmUB - 85|UQMUB

Defina s(x) = s,(x) se x € U,. A seguir, considere x € U. Assim, x € U,
para algum « € I e ao considerarmos s, € Ox(U,), tem-se que existem
V C U, contendo x e a,b € A tais que b € x e s,(y) =a/be A, Vy € V.
Assim, s(y) = a/b € Ay, Vy € V, de onde concluimos que s € Ox(U). Além
disso, segue-se da defini¢cao de s que sy, = s, para todo a € I. Deixamos a
unicidade a cargo do leitor.

[]
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Em seguida, iremos definir espagos anelados e localmente anelados.

Definicao 2.3. Seja X um espago topolégico e F um feixe sobre X, dizemos
que F é um feixe de anéis sobre X se:

1. F(U) é um anel para todo U C X aberto.
2. Os mapas de restricao:

Tv.u .F(V) — .F(U)
s sy

com U C V abertos de X sao homomorfismos de anéis.

Definigao 2.4. O par (X, F) é denominado espaco anelado se F for um feixe
de anéis sobre X.

Para definir o conceito de espaco localmente anelado precisamos introdu-
zir o conceito de "stalks” ou fibra de F sobre xz € X.

Definicao 2.5. Seja F um pré-feixe sobre o espago topologico X e x € X
definimos a fibra (ou stalk) de F sobre z, que denotaremos por F, da seguinte
forma:

F.={(Us)|reUCX,se F(U)}
onde (U, s) ~ (V,t) <= 3W C U NV aberto contendo z tal que s|y = t|w.

Observacgoes 2.1. Com as notagoes acima, temos:

1. ~ define uma relagao de equivaléncia no conjunto

Fx ={U,s) |z ecUCX,se F(U)}.

2. A classe de equivaléncia associada a (U, s) sera denotada por s,.

3. Se F for um pré-feixe de grupos (anéis,..., etc.) entdo F, serd um grupo
(anel,..., etc.)

4. Temos o seguinte mapa natural de F(U) para F,
FU)— F, s—>s,

Note que a funcao acima definida serd um homomorfismo de grupos
(de anéis,..., etc.) se F for um pré- feixe de grupos (de anéis,..., etc.).
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5. Se F for um feixe, entao temos que
s=0€ F(U)<—=s,=0 VxeUl.

De fato, se s, = 0Vx € U entao existe U, C U aberto contendo x tal
que s|y, = 0, ou seja, temos uma cobertura de U onde s coincide com
a sec¢ao nula, como F é um feixe concluimos que s =0 € F(U).

Por exemplo, se Oy for o feixe das fungoes regulares sobre X = Spec(A),
verifica-se que:

Proposicao 2.4. Seja Ox o feixe de fungoes regulares sobre X = Spec(A).
Entao os anéis

1. Oxx e A sao isomorfos para todo x € X.
2. Ox(Xy) e Ay saoisomorfos paratodo f € A, sendo Xy ={x € X | f ¢ x}

Demonstracao. Lembremos que o feixe Ox sobre X = Spec(A) é definido da
seguinte forma: A cada aberto U de X, associamos

O(U)=<s:U— |_| A, |Vx e U, s satisfaz (i) e (ii) a seguir » ,
pESpec(A)

(i) s(x) € As;
(ii) 3V C U contendox e a,b € Ataisquebgxes(y)=5€ A, VyeV.
Com funcoes de restrigao:
rvy : Ox(V) — Ox(U) definida por s — s|y.

se U C V forem abertos de X.

1. Para cada elemento o« € A considere X, = {y € X = Spec(A)|a ¢ y}.
Para cada x € X, defina

a
fx Ay — OX,X por E — [(Xba 8%)]

sendo sa € Ox(Xp) dada por s%(y) = ¢ para cada y € Xj. A seguir observe

que fy estd bem definida. De fato, se ¥,5 € Ay sao tais que § = §, entao
existe a ¢ x tal que a(ad — bc) = 0. Agora considere W = X, N Xy N X,

note que W é um subconjunto aberto em X, N X, que contém x. Além disso,

=S

alo

(v) € Ay VyEW:fX<%>:fX(§>,

V2)
Sl
—~
<
S—
I
(ol s
I
ul o
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Em seguida, observe que f; é um homomorfismo de anéis (deixamos a cargo
do leitor).

Observe também que f, é injetiva. Basta mostrar que N (fy) = {%}
Note que

ZEN() = £ (3) = [(Xnsp)l = 0 € Ox,s

sendo 0 = [X,0] com 0(y) = % De onde concluimos que sa(y) = § = %
para todo y € X,,. Por tltimo, perceba que f, é sobrejetiva. De fato, observe
que todo elemento s, € Ox . admite um representante da forma [V, s« | (pela
condigao (ii)). Agora, como [V,sa] = [X},se] = f; (%), segue que fy é
sobrejetiva. Portanto fica provado que fy é um isomorfismo de anéis.

2. Considere f € Ae ¢ : Ay — Ox(Xy) definida por

a a
u:FHsu com Su(X):F
Observe que ¢ estd bem definida. Deixamos a cargo do leitor a verificar que
¢ €é um isomorfismo de anéis.

€ A, sex € Xy.

[]

A seguir iremos trazer a definicao de espaco localmente anelado.

Definicao 2.6. Seja X um espaco topoldgico e F um feixe sobre X. O
par (X, F) é denominado espago localmente anelado se (X, F) for um espago
anelado tal que F, ( a fibra de F sobre x) for um anel local V2 € X.

A seguir vamos introduzir o conceito de isomorfismo entre espacos local-
mente anelados. Com esse objetivo em mente precisamos das defini¢oes de
morfismo entre feixes e de imagem direta de um feixe.

Definicao 2.7. Sejam F e G feixes sobre X. Um morfismo entre feixes
¢ : F — G é uma colegao de fungoes ¢y : F(U) — G(U) com U variando nos
abertos de X, tais que para toda inclusao U C V verifica-se que o diagrama

image.png

comuta.
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Observagao 2.1. Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes sobre X. ¢ induz
um morfismo entre as fibras (ou seja, uma fungao). De fato, defina

Fe = G,
(U s)] = [(U,pu(s)]

para todo x € X.

A seguir vamos introduzir a definicao de morfismo injetivo, sobrejetivo e
isomorfismo.

Definigao 2.8. Seja ¢ : F — G um morfismo entre feixes.
1. ¢ é sobrejetivo se ¢, : F, — G, € sobrejetivo para todo = € X.
2. ¢ é injetivo se p, : F, — G, é injetivo para todo = € X.
3. © € bijetivo se ¢, : F, — G, € bijetivo para todo = € X.
De fato, verifica-se que
Proposicao 2.5. Seja ¢ : F — G um morfismo entre feixes. Entao
(i) ¢ é injetivo se e somente se @y é injetivo para todo aberto U C X.
(ii) ¢ é bijetivo se e somente se @y é bijetivo para todo aberto U C X.

Definicao 2.9. Dizemos que um morfismo ¢ : F — G é um isomorfismo se
existe um morfismo ¢ : G — F tal que

pu o Yy = idgw) e Yu o pu = idFw)
para todo aberto U C X.
Proposicao 2.6. Seja ¢ : F — G um morfismo. Entao

(i) ¢ é um isomorfismo se e somente se ¢y : F(U) — G(U) é isomorfismo
para todo U C X

(ii) ¢ é um isomorfismo se e somente se ¢, : F, — G, é isomorfismo para
todo U C X

Em seguida, traremos a definicao de feixe imagem direta
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Definicao 2.10. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Considere f: X — Y
uma fungao continua e F um feixe sobre X. O feixe imagem direta de F via
f é um feixe sobre Y denotado por f.F e definido da seguinte forma:

[FU)=F(f1U)

para todo U aberto de Y. E as fungoes restricao r{ig LF V) = £ FWU)
se U C V sao abertos de Y sao dadas por:

o pawy  FUTHV)) = F(FHU)

Por exemplo, se F for um pré- feixe sobre X e U um aberto de X, a
inclusao 7 : U — X determina a imagem direta 7, X que é um pré-feixe sobre
U. i,X é usualmente denotado por F|y e denominado restricao de F a U.

Definicao 2.11. Sejam F um pré-feixe sobre o espaco topolégico X e um
aberto U C X. O pré-feixe F|y sobre U, denominado restri¢cao de F sobre
U, é dado por Fl|y(V) = F(V) para qualquer aberto V' de U, os morfismos
de restrigao sao os mesmos que os de F. Note que, se F for um feixe, entao
Fly também o seré.

A seguir, definiremos morfismos entre espacos localmente anelados.

Definicao 2.12. Sejam X e Y espacos topolédgicos e Ox, Oy feixes sobre
X e Y, respectivamente. Se (X,0x) e (Y,Oy) forem espagos anelados,
entdo um morfismo entre espagos anelados de (X, Ox) em (Y, Oy) é um par
(f, f*) onde f: X — Y é uma funcdo continua e f# : Oy — f.Ox é um
morfismo de feixes sobre Y. Se (X, Ox) e (Y, Oy) forem espagos localmente
anelados e (f, f#) um morfismo de (X, Ox) em (Y, Oy). O par (f, f#) é um
morfismo entre espacos localmente anelados se ff 1 Oy fz) — [+Ox, for um
homomorfismo local.

A seguir, iremos trazer as definigoes de Esquema e de Esquema afim.

Definigao 2.13. Um espago localmente anelado (X, Ox) é chamado de Es-
quema afim se (X, Ox) for isomorfo ( como espago localmente anelado) a
(Spec(A), Ospec(a)) para algum anel comutativo A.

Definigao 2.14. Um espago localmente anelado (X, Ox) é chamado de Es-
quema se para todo ponto x € X existe um aberto de X contendo x tal que
(U,Ox|v) é um esquema afim.

Segue desta definicao que todo esquema afim é um esquema.
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2.3.1 O feixe das fungoes regulares Op,,;(s) sobre Proj(S)

Considere S = @S, um anel graduado qualquer. Deﬁnaﬂ
d>0
Sh:={f eS| féhomogeéneo }.
Para cada ideal primo homogéneo x € Proj(S), considere
T :={f¢x|fe€S; paraalgum d > 0} = (S —x) N S".

Observe que T' é um sistema multiplicativamente fechado de S. Denotaremos
por Sy o subanel da localizagao TS definido por:

Stey = {; € T7'S|s é homogéneo e grau(s) = grau(t)} .

Seja U C Proj(S) um subconjunto aberto, definimos

Oprojis)(U) = ¢ 5: U — |_| S |Vz € U, s satisfaz (i) e (ii) a seguir

pEProj(S)
(i) s(x) S S(x)

(ii) IV C U contendo x, Ja,b € S homogéneos do mesmo grau tais que
bgxes(y)=5e€S,yvyeV.
Teorema 2.1. Seja S = @S5, um anel graduado com ideal irrelevante S, .
d>0
Entao

(a) Opproj(s) define um feixe de anéis sobre Proj(5).
b) Para todo x € Proj(S) o stalk Op,.is)x € isomorfo ao anel local S
7 (S), ()

(¢) Os conjuntos abertos Do (f) = Proj(S)—=V(f), com f € S, homogéneo
e V(f) = {P € Proj(S)| f € P}, formam uma cobertura aberta de
Proj(S). Além disso,

<D+(f)a OProj(S)|D+(f)) = (Sp@C(S(f)), OSpec(S(f))-

Como espacos localmente anelados, sendo

Sy = {% € Sy |s é homogeéneo e grau(s) = grau(f")} .

(d) (Proj(S), Oprojcs)) € um esquema.
Demonstragao. Veja Proposition 2.5, p. 76 em [11]. H

4Lembre que f € S é dito homogéneo, se f € Sy para algum d > 0. Além disso, se
f € Sy for nao nulo, entdo grau(f) = d.
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2.3.2 Subesquemas fechados de P

Considere a graduagao usual em S = Clxy, ..., 2,,| € I um ideal homogéneo

em S. Entao % também é um anel graduado. De fato, % = @% Assim,
d

d>0

o teorema anterior nos garante que (ij (%) , O (§)> ¢ um esquema.
I

Proj

Observe que o homomorfismo de anéis 7 : S — 7 dado por a — @ induz

um morfismo

Proj (;) — V(I) C Proj(95)
P+—aY(P)={ac S|ac P}.

Definigao 2.15. Diremos que o esquema (X, Oy) ou simplesmente X é um
subesquema fechado de P se existir I C Clxy, ..., z,,] ideal homogéneo tal que

X =V(I) C Proj(Clzg, ...,z,)) e Ox = O

Proj(§)'

Observacao 2.2. Existem ideais distintos que determinam o mesmo fechado
em P¢. Portanto teremos diferentes feixes de fungoes regulares.

A seguir traremos uma forma de distinguir ideais que irao determinar
feixes isomorfos.

Teorema 2.2. Considere [; e I, ideais homogéneos de S tais que V(1) =
V(I3). Os ideais I; e Iy definem o mesmo subesquema fechado em Proj(S)
se, e somente, se [; e [y possuem o mesmo saturadoE]

Demonstragao. Veja Coroldrio 5.16 p. 119 e Ex. 5.10 p.125 em [11] O

Proposigao 2.7. Seja I C S = Clzg, ..., x,] (com a graduagao usual) um
ideal homogéneo e I** seu saturado. Entao os polindmios de Hilbert p;(t) e
prset(t) s@o iguais.

Demonstragao. Veja pagina 350 em [18§] O

2.3.3 Hil’P" como conjunto

Considere a graduagao usual em S = Clxy, ..., 7,

’Lembre que o saturado de um ideal homogéneo I C S = Clxo,...,z,] é dado por
Is% .= ({f € S| fx;* € I para algum inteiro k > 0, Vi € {0,...,n}}).
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Observacao 2.3. Lembre que, todo subesquema fechado de P é determi-
nado por um ideal homogéneo do anel graduado S. Assim, nao faremos
distingao ao nos referir ao polinomio de Hilbert associado a um ideal ho-
mogéneo saturado I, ou ao polindmio de Hilbert associado ao subesquema
fechado V(I) = Proj (%) de Pp.

O esquema de Hilbert Hilb*P" como um espago de parametros

Dada uma colecao de objetos C podemos dizer que um conjunto algébrico
projetivo X é um espaco de parametros para C se existe uma bijecao entre
C e X. Pode-se substituir conjunto algébrico projetivo por esquema.

Assim, podemos dizer que o esquema de Hilbert, HilbPP", é um espaco
de parametros cujos pontos fechados (ou geométricos) correspondem-se com
os subesquemas fechados de P = Proj(.S) cujo polinémio de Hilbert é igual
a p(t).

De fato, tendo em consideracao a Observagao [2.3|e a Proposicao |2.7|temos
a seguinte correspondéncia:

{Pontos fechados de H ilbp(t)IP”}

{I C S| I é um ideal homogéneo saturado tal que p;(t) = p(t)}.

2.4 Construcao do Esquema de Hilbert via
regularidade de Gotzmann

Como jé comentamos, os pontos fechados do esquema HilbPP" vao pa-
rametrizar os subesquemas fechados de P¢ com polinémio de Hilbert p(t).

A existéncia e construcao de tal esquema esta fortemente atrelado ao con-
ceito de regularidadd®l De fato, iremos nos valer do teorema de regularidade
de Gotzmann, para termos uma forma mais direta de abordar e calcular a
regularidade de um ideal homogéneo saturado.

A seguir, apresentamos o teorema da regularidade de Gotzmann. Vale
salientar que a representagdo do polinomio do Hilbert (do lado direito no
enunciado desse teorema) é denominada representacao de Gotzmann do po-
linémio p;(t). Na préoxima subsecgao serd abordada essa representagao.

5Que ndo vamos introduzir neste texto, uma vez que sua definiciio envolve os conceitos
de feixe coherente (cf. p. 111 em [I1]) e de cohomologia de feixes (cf. p. 206 em [11]). O
conceito de regularidade foi introduzido por David Mumford em [14]
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Teorema 2.3. Seja p;(t) o polinomio de Hilbert associado ao ideal ho-

mogeéneo I C Clxg,...,x,]. Assuma que para todo m > 0
m+ aq m—1+as m—(s—1)+ a,
m) = + +...+
o = (") (ML) e (MRS
sendo ay,...,a, € Z tais que a; > ... > as > 0. Entao o saturado de I, %%,
¢é s-regular.

Demonstracao. Veja Teorema B.33, p. 362 em [I§].

2.4.1 Representacao de Gotzmann

Considere p(t) € Q[t]. Uma representacio de Gotzmann de p(t) é uma
representacao binomial tal que, para todo inteiro m > 0

p(m) = (m;al) + (m;l_ﬁaz) oo+ <m;7j(_5(_$1_)$as)

sendo aq, ..., as € Z sao tais que a; > ... > as > 0.

Exemplos 2.2. 1. Se p(t) = 3 ent@o escolha a; = as = a3 = 0 e note

que: p(m):3=(2)+(21)+(2:3> Ym > 3

2. Se p(t) =t + 1 entdo escolha a; = 1 e note que:

m—+1

p(m)=m+1=( m

) Ym > 1

Proposigao 2.8. Seja I C Clzy, ..., z,] um ideal homogéneo e p;(t) € Q|[t]
seu polinomio de Hilbert. Entao p;(t) possui uma unica representacao de
Gotzmann.

Demonstragao. Veja Corolario B. 31, p. 361 em [19] ]

A quantidade de termos que aparecem na representacao de Gotzmann
associada ao polinémio de Hilbert p;(¢) é denominada nimero de Gotzmann

de I.

Exemplos 2.3. Sejam I C C[x, ..., x,] um ideal homogéneo e p;(t) € Qlt]
seu polinomio de Hilbert.
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1. Sabemos que o polinémio de Hilbert de P, isto é, (I = {0} C S =

Clxo, ..., z,]) é dado por

t+n
t) = .
p(t) ( N )
Queremos escrever

m+n m+ a m— 1+ ay m—(s—1)+as
p(m) = = + +.. .+
n m m—1 m—(s—1)
com a; > as > ... > ag > 0 inteiros. Basta observar que
m-—+n _ m-—+n
n N m

desta forma, escolha a; = n. Como s = 1, segue que o numero de
Gotzmann de p(t) é 1.

. Considere I tal que py(t) =t + 2. Observe que
+1 -1
pl(m):m—i-Q:(m >+<m )
m m—1

(k+1) _ (k+1)! i

Visto que,

k k!

m+1 m—1
=m+1 e , =1.
m m—1

Logo, s =2, a; =1 e as =0 e o nimero de Gotzmann associado é 2.

segue que

. Considere I tal que pr(t) = 2t + 2. Observe que

pi(m) = 2m +2 = (mrzl) + (mwz 1) + (Z:Z)

Visto que,
E+1\  (kB+1)!
( k )‘T_k“’

segue que

m+1 m m— 2
=m+1, =m e , = 1.
m m—1 m— 2

Logo, s =3, a; = ay =1 e a3 = 0 e o nimero de Gotzmann associado
é 3.
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2.4.2 Equacoes para o Esquema de Hilbert

Seja I um ideal homogéneo saturado em S = Clzy, . .., x,] que define um
subesquema fechado de P com polinomio de Hilbert p(t).
Teorema 2.4. Existe um inteiro positivo mg (que s6 depende dos coeficientes
S,
de p(t)) tal que se d > my, entao I, é gerado por I,,, e dim [—d = p(d). Além
d

disso, um subespago vetorial V' de S; de dimensao dim S; — p(d) gera um
ideal com polinomio de Hilbert p(t) se e somente se

[ Sap) _
dim (51V> =p(d+1).

Demonstragao. Confira p. 206 no texto [10]. O
Observacgoes 2.2. Sobre o Teorema [2.4]

e O inteiro mgy no Teorema ¢ denominado de Castelnuovo-Mumford
regularidade do ideal saturado I C Clzy, ..., z,].

e Os comentarios no texto “The Geometry of schemes” de Eisenbud-Harris
(p. 263-264 em [9]) foram muito uteis para entender o Teorema e
principalmente sua implicacao na visualizacao de HilbPP™ como um
fechado numa grassmanniana|

Teorema 2.5. O nimero de Gotzmann de um polinémio admissivel p(t) é o
melhor limite superior para a regularidade de Castelnuovo-Mumford de um
subesquema fechado tendo p(t) como polinémio de Hilbert.

Demonstragao. Confira [5]. O

No que segue, seja mg o nimero de Gotzmann de um polinomio admissivel
p(t) e g(m) := dim S, — p(m) para todo inteiro positivo m.

Observe que o Teorema nos permite utilizar o niimero de Gotzmann
no Teorema [2.4, Assim, obtemos a correspondéncia:

H — H
I — I,

"Seja V um espaco vetorial sobre k de dimensdo finita n. Para cada d inteiro, 0 < d < n,
definimos Ga(V) = {W | W é um subespago de V' de dimenséao d}.

O conjunto G4(V) serd denominado grassmaniana dos subespagos de dimensao d de V.
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sendo

H ={I CS|Iéhomogéneo saturado com p;(t) = p(t)},

H={V < Sy | dimV = q(mo) e dimSV =q(mg+1)}.

Sendo a inversa dada por V +—— (V).

Agora observe que:
VeH = dimV = q(mo) =V € Gymp) (Smy) -
Portanto, H C G g(mo) (Smo )-
Proposicao 2.9. H define um fechado em G y(mo) (Smo)

Demonstracao. De fato, considere V € H. A seguir vamos fixar a base
ordenada {mgm,xgno_lxl, .z} de Sp,,. Observe que podemos escolher
uma base {f1,..., fr} de V sendo k = q(my) de modo que suas coordenadas
na base de S, fixada (representadas nas linhas da matriz a seguir), sejam

da seguinte formaff]

1 0 ... 0 a1 k+1 -+ A1 N
01 0 a2 k+1 .- A2 N
00 ... 1 Ak k+1 Ak, Ny

sendo Ny = dim Smm se V € Z/{1727_“7k.
Essa representagao corresponde a um ponto num aberto de Gy (.S,,, ) sendo
k= q(my).

8Se V = [g1, ..., 9] € G1-(S4) e fixarmos uma base « de Sy, entdo considere Ny = dim Sy

ailr ... Q1N

any ... Q2N
V] =

arl ... QrNy

onde as entradas de cada linha correspondem-se com os coeficientes de g; na base a. Os
abertos bédsicos de G, (S4) sdo dados por

uil...ir = {V € Gr(Sd) : det([v]ilmir) 7& 0}

sendo [V];,. 4. com 1 < iy < iy <...<i, < Ng=dimS; o menor r x r da matriz [V]
determinado pelas colunas nas posigoes i1, .. ., .
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Note que { fizo, ..., fi%n, ... [xT0, ..., fxTn} é um conjunto de geradores de
S1V. Assim, ao considerar {uy,...,upg} base de Spp41 (Mo = dim Spyp41)
e colocarmos as coordenadas dos vetores z;f; (na base {u1, ..., up;}), como
linhas de uma matriz, chegamos na seguinte representacao matricial

I, % --- x Bp| 4linhas com os coeficientes de fixo, ..., fir3

x Iy --- x By| 4 linhas com os coeficientes de foxo, ..., foxs
M = _ _

x % --- Iy Bp| 4 linhas com os coeficientes de frxo, ..., frrs

sendo I, a matriz identidade de ordem 4 x 4 e B; 1 = 1, ..., k sao matrizes
com coeficientes. N
Assim, dim S;V = posto(M). Como V € H, segue que

dim 1V = q(my + 1) = posto(M) = q(mo + 1).

Isto é, todos os menores da matriz M de ordem maior que q(mg + 1), sdo
nulos. O que define um fechado no aberto em questao. De fato temos que:

{Pontos fechados de H ilbp(t)IP’”}
{I C S| I é um ideal homogéneo saturado tal que pr(t) = p(t)}

{V C Sy | dimV = g(mg) e dim S;V = g(mg + 1)} = Gy(mo)(Smy)

O que nos permite visualizar HilblP®P" como um fechado da Grassmanniana

GQ(mo)(Smo)' ]
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Capitulo 3

Pontos fechados em certos
esquemas de Hilbert de curvas

Neste capitulo iremos descrever os pontos fechados dos esquemas de Hil-
bert Hilb?®P3, sendo p(t) = dt+1— g onde g é o género aritmético da curva
e d seu grau, nos seguintes casos (d, g) € {(1,0), (1,-1),(2,0), (2, —1)}.

No que segue do texto vamos considerar S = C[xzg, 1, T2, x3]. Lembre-se
que
{x € Hilb"P? | & é fechado}

esta em bijecao com
H, = {I C S| I é homogéneo saturado e p;(t) = p(t)}

sendo p;(t) o polinomio de Hilbert associado ao ideal I (ou equivalentemente,
ao subesquema fechado definido por I).

A seguir vamos introduzir alguns resultados que iremos utilizar para obter
a descricao de Hy, ).

3.1 Resultados preliminares
Seja C' C P{ um subesquema fechado.

e O grau de C sera denotado por gr(C) e sua dimenao por dim C []

e Denotaremos por I C S o ideal homogéneo saturado que define C.

'Se I C Clwxg,z1,22,73] for um ideal homogéneo saturado que define o subesquema
fechado C' C P2, entédo gr(C) := fm e dim C :=m se, pr(t) = apt™ + -+ ait + ao.
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e Denotaremos por C,.q C ]P’% o subesquema fechado definido pelo radical
de I C-

e C' é um ponto se e somente I = (L, Lo, L3) sendo Ly, Ly e L3 € Sy
linearmente independentes.

e (' éuma reta se e somente I = (Ly, Lo) sendo Ly e Ly € S linearmente
independentes.

e (' éuma conica se e somente se [ = (L, f) com L € Sy e f € So—LS;.
O plano H definido pelo ideal Iy = (L) serd denominado plano suporte
da conica C.

e C é uma conica reduzida se e somente se Io = (L, f) com L € Sy e
f € Sy — LSy sendo I um ideal radical.

e C éuma curva se pr.(t) = dt+dy € Z[t]. Ou equivalentemente, C' é um
subesquema fechado de P} de dimenséo 1 e grau d (isto é d = gr(C)).

A proposicao a seguir serd muito 1til no decorrer do texto.

Proposigao 3.1. Seja X C P uma curva de grau d tal que Iy é radical.
Assuma que
X=XjU...UX, U U...UY,,

sendo Xji,..., X, as componentes irredutiveis de dimensao 1 e Yy,...,Y},
componentes irredutiveis de dimensao 0. Entao

gr(X) =gr(Xy) +... +gr(Xy).
Em particular, k£ < d.
Demonstragao. Confira na pagina 52 do livro de Hartshorne ([11]). O

Lema 3.1. Seja C' um subesquema fechado de P de dimensao 1 e grau d.
Seja ¥ uma componente irredutivel de dimensao 1 de Coq. Verifica-se que:

1. Se o grau de ¥ é 1, entao ¥ é uma reta em PZ.
2. Se o grau de X é 2, entao X é uma conica.
Demonstracdo. Seja Y uma componente irredutivel de dimensao 1 de Cleq.

1. gr(X) = 1. Seja H um plano em P3. Como dim ¥ = 1 podemos escolher
pontos distinto p e ¢ em >. Note que:
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(i) Tendo em consideragao que dimH = 2 e dim¥ = 1, segue do
Teorema [A.2que HNY # 0 (uma vez que 2+ 1 —3 > 0). Além
disso, toda componente irredutivel I' de H MY tem dimensao > 0.
Portanto, dimT" € {0, 1}.

(ii) Escolha o plano H contendo os pontos p e q. Temos duas pos-
sibilidades: dim(H N'Y) = 0 ou dim(H N X) = 1. Suponha que
dim(H NY) =0, ou seja, H N é formado por um conjunto finito
de pontos.

Observe que o Teorema de Bézout em P" nos garante que:
gr(HNY)=gr(H) -gr(X)=1-1=1

Agora, tendo a consideracao que #(HNY) < gr(HNX) =1
chegamos num absurdo, visto que p,q € H N X.
Portanto, dim(H NY) = 1.

(iii) Para cada plano H contendo p e ¢, temos que dim(H NX) = 1.
Neste caso, existe I' C H N'Y componente irredutivel de dimensao
1 contendo p e ¢q. Agora I' C ¥ (ambos sao fechados irredutiveis
da mesma dimensao), logo I' = ¥. Consequentemente, ¥ C H.

(iv) Observe que existem infinitos planos passando por p e ¢, repetindo
a argumentacao em (iii) acima, com Hy (Hy # H e p,q € HN H;)
segue que ¥ C Hp. Assim, ¥ C H N Hy, conforme ilustrado na
figura a seguir

meu3. jpg

onde ¥ C HN H; =1 é uma reta em P3. Além disso, ¥ e [
ambos tem dimensao 1 e sao fechados irredutiveis, o que implica
em X = [.

2. gr(X) = 2. Considere py, ps, pa € 3 pontos distintos.
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meu4. jpg

Seja H um plano em P? contendo py, pa, ps.

meub. jpg

Note que, se dim(X N H) = 0, ou seja, ¥ N H consiste de um conjunto
finito de pontos.

meu6. jpg

Entao o teorema de Bézout em P" nos garante que
gr(HNY)=gr(H)gr(¥)=1-2=2

Visto que #(X N H) < gr (XN H) = 2 implica que X N H consiste em,
no maximo, dois pontos distintos. Portanto, dim» N H = 1.

Assim, existe I' C X N H componente irredutivel de dimensao 1 con-
tendo py, ps € ps.
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meu8. jpg

Como I' C ¥ e ambas sao irredutiveis, fechados e da mesma dimensao.
Segue que I' = X. Portanto, ¥ C H, visto que I' C H.

Lembre que grau gr (X) = 2. Assim, ¥ é uma curva plana (contida em
H) de grau 2 irredutivel, ou seja, uma conica.

meu9. jpg

Neste caso, se Iy = (L) com L € Sy, segue que
Is = Iy + (f) = (L, f) com f € Sy — LS; e f irredutivel.

3.1.1 Uniao Esquematica

Sejam X e Y subesquemas fechados de P§. A unido esquematica de X
e Y serd denotada por X LI'Y, e é o subesquema fechado definido pelo ideal

IxNlIy.

Lema 3.2. Sejam [ uma reta em P2 e p um ponto que nio pertence a reta [.
Considere C' = [Up a uniao esquematica da reta [ e o ponto p. Verifica-se que
existe {h, hi, he, h3} base de S; tal que I = (h, hihg, hihs) e pr.(t) =t + 2.

Demonstragao. Considere a uniao esquemética [ LI {p} com p & [. Observe
que:
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figl.jpg

Figura 3.1: Representacao de ponto fora da reta

e Existe um tnico plano H contendo [ e p. Assim, existe Iy = (h) tal que
h € Il ehe Ip. LOgO Il = <h, h1> € [p = <h, hg,hg) com {h,hl,hg,hg}
——

sao L.I.

base de Sy (visto que p & [).
e Lembremos que a unido esquemética [ LI {p} é definida pelo ideal:
Lisgpy = (hy ha) 0 (b, by, hs).
Afirmacao 3.1. Ijygy = (h, hihg, hihs).

Observe que (h, hiha, hihs) C Ly = (b, hi) N (h, he, hs). Logo, vamos

concentrar nossa atencao na outra inclusao.

Considere f € Iy, neste caso,
fel=(hh) < f=Ah+ Bhy,para algum A, B € S

e podemos assumir que h nao comparece em B. Assim, vamos escrever
B = ahy + Bhy + vhs com «, B, € C[hy, hs, h3]. Por outro lado,

f S I{p} = <h, ha, h3> = f = Ch+ Dhy+ Ehs, para algum C,D,EeS.
Assim, Ah + Bhy = Ch + Dhs + Ehs. Ou equivalentemente,

Ah —I— Oéh% —I— /Bhlhg —I— ’yhlhg = Ch —I— Dhg + Eh3
De onde concluimos que

ahi € Iy = a € Iy = ahy € (h,hihg, hihs).
Como f = Ah + ah? + Bhihy + vhihs, segue que

f € (h, hiha, hihg).

Portanto I,y = (h, hihe, hihs).
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A seguir considere uma MCPF ¢ : P? — P3 tal que ¢(C) = D com
I = (h, hihy, hihs) e Ip = (xo, 2122, 7173).

Como MCD induzem isomorfismos entre os anéis de coordenadas homogeéneos
(que preservam graduagao)

S
IC ]D

segue que C' e D possuem a mesma funcao de Hilbert. Portanto,

p1c(t) = p1p(t).
Assim, o Exemplo nos garante que py.(t) =t + 1. O

Lema 3.3. Seja C' um subesquema fechado de P3. Verifica-se que:

C' é a uniao esquematica da uma conica D (com plano suporte H) e um
ponto p ¢ D se, e somente se, existem h, hy, hy, hg em Sy e f € Sy — hS] tais
que Iy = (h) e Ip = (h, f), de modo que

7 <h, hlf, h2f> com Ip = <h, hl, h2>,Se pE H,
7\ (hha, hho, hhs, f) com I, = (hy, ho, hs),se p ¢ H,

(S pjc(t> =2t +2.

Demonstragdo. Se D é uma conica em P3 com plano suporte H, entao exis-
tem h € Sy e f € Sy — hS) tais que Iy = (h) e Ip = (h, f).

A menos de uma MCP podemos assumir que o plano suporte da conica
é definido por (x3). Logo Ip = (z3, f) com f € Sy — x35.

Observe que temos duas possibilidades para a posicao relativa entre p e
H: pe Houp¢ H. A seguir vamos estudar esses casos.

(i) p € H. Neste caso podemos escolher hy,hy € S; tais que I, =
(x3, hy, he) com {x3, hi, ho} L.I. e podemos assumir que x3 ndo compa-
rece em h;, 1 =1, 2.

20 . P3 — P3 MCP & 3T € Aut(C*) tal que p([v]) = [T(v)]. Além disso, ¢ induz
Ve : S — S definida por

VoF(xg, 21,72, 23) = F(o M (zg,...,2,)).

Satisfazendo:
(a) I cldal § o T = (1) éideal de S.

(b) I primo (maximal/saturado) < I primo (maximal/saturado)
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A seguir vamos mostrar que: Ip NI, = (z3, hi f, haf).

Observe que (x3, hyf, haf) C Ip N1, (visto que Ip = (x3, f) e I, =
(x3,h1, hs)). Logo, s6 nos resta mostrar a outra inclusao.

Considere g € Ip N I,. Assim,
g = Axs + Bf = axz + Bhy + vhe (3.1)

com A, B,a, ey €S =Clzg, 1,22, 3]
De fato, podemos assumir que x3 nao comparece em B, [ e 7.

Isto implica, ao substituirmos x3 = 0, em (3.1)), que
Bf = ﬁhl + ’)/hg € <h1, h2> .
e
ldeal primo

Pelo absurdo, suponha que f € (hq, hs). Logo

f=nhi+vhy = f(p) = p(p)hi(p) + v(p)ha(p) = f(p) =0,
o que é um absurdo (pois p ¢ D)E| Assim,
B e <h1, h2> = B = blhl + bghg.

Agora, substituindo a expressao acima em g = Axz + Bf, chegamos
em

g = Axz +bifhi +bafhs) = g € (w3, fhy, fha).
Portanto, I = IpN1, = (x3, hif, haf). A seguir vamos calcular py,(t).
Note que podemos escolher uma MCP tal que I, = (3, 22, 21).

Logo, Ic = (x3,zof,x1 f) e temos o isomorfismo entre anéis graduadosﬁ
S - (C[.Clﬁo, Xy, Z’Q]
Ie — (zaf, 21 f)

com f € Clxg,x1, 225 tal que f(1,0,0,0) # 0. Se consideraremos R =
Clzg, x1, 72], segue do Exemplo que py.(t) =2t + 2.

3Como Ip = (x3,f) e Iy = (x3), segue que: p€ D<= pc H e f(p)=0.
4De fato, o isomorfismo é induzido pelo homomorfismo sobrejetivo ¢ : S —

Clzo,z1,22]
- (w2 f,@1f)
definido por p(zg, z1, z2, x3) — p(x0, x1, T2, 0), cujo nicleo é o ideal Ic = (x3, xof, 21 f).
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(ii) Assuma que p & H,

cap_6. jpg

Note que podemos escolher uma MPC tal que
ID = <l‘3,f>, Ip = <I0,I1,ZL’2>.

A seguir vamos mostrar que Ip NI, = (z3x0, T321, T3, f).

Observe que f € Clzg,x1, 22, logo (xszo, v371, 2320, f) C Ic N I,
A seguir, vamos concentrar nossa atencao na outra inclusao, ou seja,
Ip NI, C (x370, 7371, T3T2, f).

Considere g € Ic N I,. Assim,
g=Axs+ Bf = axg+ fr1+yr2 = Axs € (xg,21,22)

= Ac <l‘0,l’1,1‘2>

= A= agTo + 11 + A9To.
Ao substituirmos, A = agrg + a1x1 + asxs em g = Axsz + Bf, obtemos

g = px3To + 1321 + axx3%2 + Bf = g € (w320, X371, 322, f).

Assim, temos Ic = (xoxs, 123, T223, f). A seguir mostraremos que
pr. = 2t + 2. Considere J = (xgx3, 1123, Tox3).

Note qu I = {f) ¢ T = %, entdo temos os isomorfismos (que
preservam graduagio)

®Considere J = (zox3, 7123, T2w3). Note que (p,q) — p + ¢q define um isomorfismo
entre os anéis

S -
C[Io,l‘l,xg] X C[‘Ig} e T = j = {p+ q|p S C[I(),l‘l,lﬂg],q S (C[Ig]}
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Logo, dim (%) = dim (W) + 1. Entretanto,
d d

im C[I0,$1,$2]) _
d (—(f> ) 2d + 1.

Portanto, segue da relagao acima que py.(t) = 2t + 2.

]

Lema 3.4. Seja ' um subesquema fechado de IF’%. Considere [; e Iy retas
distintas em PJ. Verifica-se que:
C' é a uniao esquematica de [y e [ se e somente se existem h, hy, ho, hg € S;
tais que
Ic = (hhg, hhg, hiho, hihs) com I, = (h,hy), I}, = (ho, h3) €
{h, h1, ha, hg} base de S;. Neste caso,

Linl="0ep.(t)=2t+2.
ou

[C = <h,h1h2> com [ll = <h, h1>, [lg = <h, h2> (§ {h, hl, hg} L.I.
Neste caso, [y Ny # 0 e pr.(t) = 2t + 1.

Demonstragao. (1) Assuma que C' é uma unido esquemética de duas retas
disjuntas [y e ly. Neste caso, I}, = (h, hy) e I}, = (ho, h3) sendo {h, hy, ha, h3}
base de Sy. A seguir, escolha uma MC'P tal que I}, = (xg,x1) e I}, = (2, x3).

Afirmacgao: [, N I, = (xoxs, ToT3, T1T2, T1X3).
Observe que, (xgxe,Toxs, T122, r123) C I, N I,. Agora provaremos a

outra inclusao:
Considere g € I}, N [},. Assim:

g = axg+ Br; = 99 + 13,
Ao substituirmos xo = x3 = 0 na expressao acima, temos:

a(xg, 21,0,0) x0 + S(z0,21,0,0) 21 =0 < &wo—l—g-xl =0

-~ -~

@ B

~ Z)ZZEO = —Efl

= I | a e To | 5

= &:xl-goeg:—xo-gp
com ¢ € C[zg, x1]. Note ainda que

a=xA+z3B+a com a=xp,
B =x3A1 +x3B1+ 5 com [ =—xpp.
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Assim:

g = azp+ fr
= (v3A+ 23B + 119)x0 + (22A1 + 23B1 — 2o0) - 11
= IQZL’QA + ZE()IgB —f- ToT1p —|— $1[E2A1 + IL‘lfligBl — J]()IlgO
= XoX2A + xor3B + r12193A1 + 21238
Portanto, g € (zox2, ToT3, T1T9, T1T3).
A seguir usamos o pacote online Macaulay| para calcular o polinomio de

Hilbert do ideal

<$0902, Tol3, L1T2, $1IE3>-

Conforme ilustra a figura abaixo:

macaulayl. jpg

Nas notagoes do Macaulay 2P, = 2(t+1) (desde que P; indica o polinémio
de Hilbert de P!, a reta projetiva).

(2) Assuma que C' é a uniao esquemética de duas retas concorrentes [ e [s.
Assim, existem h, hq, hy em S; L.1. tais que I, = (h, hy) e I, = (h, hs). Logo,
podemos escolher uma MCP tal que I;, = (zg, 1) e I}, = (xg, xa).
Afirmacao: I, NI, = (xo, x122).

Pela construcao, I;, N1}, O (xq, x122). Agora provaremos a outra inclusao:
Considere g € I;, N I;,. Assim:

g = Axqg+ Bry = Cxy+ Do
com B, D € Clzy, xg, x3).
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Ao substituirmos ry = 0 na expressao acima, temos: Bx; = Dz, entao
B=x3F e D =ux1E com E € Clxy, x9, x3].
Assim, substituindo B e D em g segue que:

g = AI’O -+ .Tll'QE € <.Z'0, l’1$2>.

Portanto, Ic = (xg, x122). Segue do exemplo que:

p[c(t) = Qt —|— 1
O

3.2 Descricao do Espaco H,;) com p(t) =t +1

Lembremos que [ C P ¢ uma reta se e somente se o ideal homogéneo
saturado que define [, I; = (Ly, L) sendo Ly e Ly € Sy linearmente indepen-
dentes.

Proposigao 3.2. Seja C' C P% é um subesquema fechado.
C é uma reta <= py,(t) =t + 1.

Demonstragio. => Se C é uma reta em P, entao I = (L, Ly) com
Ly, Ly € Sy linearmente independentes. Assim, o Exemplo nos garante
que pr.(t) =t + 1.
<= Neste caso, dimC = dim Cieqg = 1 € gr(C) = gr(Creq) = 1.

Assim, a Proposicao [3.1] e o Lema [3.1] nos garantem que

Ored:ZU{Ch}UU{Qk}

sendo ¥ uma reta (a nica componente irredutivel de dimensao 1 de Cieq) €
¢1,..-,qr pontos isolados (fora de ¥).

o Caso 1: Ceq ¢ irredutivel. Neste caso, Cieq = 2. Logo, Cieq € uma reta
em P3

Para concluirmos, observe que estamos na seguinte situagao: temos os
ideais saturados I = I e v/I tais que I C /I com p;(t) = pyi(t) =
t+1. Assim, segue da Proposicao[[.2] que C' = Cleq. Portanto, C' é uma
reta em IP3.
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e Caso 2: Ceq € redutivel. Sendo Cleq uma curva, considere p 7 (t) =
t-++a com a inteiro fixo. Além disso, D = ¥ U {¢; } é a unido esquemética
da reta ¥ e o ponto g1, logo py,(t) =t +2 (cf. Lema[3.2). Observe que

DgCred — \/[Cg[D

LY p( @) =d+2<py(d) =d+a, Vg0
— 2<a.

Visto que Io C v/I¢, utilizando (1.6) novamente, temos que
pm(d) :d—l—aSpIC(t) =d+1,Vd>0=a<1.

O que é um absurdo. De onde concluimos que, Creq nao é redutivel. O

3.3 Descrigao do Espaco H,; com p(t) =+ 2

Nesta segdo vamos estudar os subsesquemas fechados de P{ cujo po-
linémio de Hilbert é t + 2. Observe que t +2 = (¢t + 1) + 1 é a adicdo do
polinémio de Hilbert de uma reta (conforme a Proposi¢ao e um ponto.
Assim temos a seguinte representacao (se o ponto estiver fora da reta):

Ar.png

Entretanto, como veremos o ponto p genericamente fora da reta [, pode-se
aproximar da reta [ de tal forma que ele vira o que é denominado de ponto
mergulhado na reta [, que ilustramos na proxima figura.

Bs.png
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Proposigao 3.3. Se C' C P2 é um subesquema fechado tal que p;.(t) = t+2.
Entao

(i) Ciea é a unido esquemadtica de uma reta [ e um ponto p & [ ou
(ii) Cieq ¢ uma reta em P3.

Demonstragdo. Se C' C P{ é um subesquema fechado tal que py, () =t + 2,
entdo dimC' = dim Creq = 1 € gr(C) = gr(Crea) = 1.
Assim, a Proposigao [3.1 e o Lema [3.1 nos garantem que

Ored:EU{ql}U...U{qk}

sendo ¥ uma reta (a unica componente irredutivel de dimensao 1 de Cieq) €
¢1,..-,qx pontos isolados (fora de ¥).

o Caso 1: Ceq é irredutivel. Neste caso, Creq = X. Logo, Cleq € uma reta
em P3

o Caso 2: (g ¢ redutivel. Sendo C,q uma curva, considere p \/E(t) =
t-++a com a inteiro fixo. Além disso, D = ¥ U {¢; } é a unido esquemética
da reta 3 e o ponto ¢; € X, logo py, (t) =t +2 (cf. Lema. Observe
que

DgC’red — \/]CQID

(L) pip(d) =d+2<p-(d)=d+a, V>0
et QSCL

Visto que I C v/I¢, utilizando (1.6) novamente, temos que
pyre(d)=d+a<pr(t)=d+2, Vd>0=a<2
Portanto, p, 7-(t) =t + 2.
Para concluirmos, observe que estamos na seguinte situagao: temos os

ideais saturados I = I¢, Ip e VI tais que I C VI C Ip com pr(t) = p ;(t) =
pp(t) =t + 2. Portanto, segue da Proposigao que C' = Cheq = D. ]

Lema 3.5. Se C C P} é um subesquema fechado tal que pr. (t) = t+2 € Creq
é uma reta. Entao existem h, hy, hy em Sy L.I. tais que Ic = (h, h3, hihs).
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Demonstracao. Seja I = Io. Como Clq € uma reta, existem h, h; em Sy L.I.
tais que /I = (h, hi). Entdo a menos de uma MCP, vamos assumir que

I Q \/7: <[L’0,ZL‘1>

Por outro lado, visto que p;(t) = t+2, segue que seu nimero de Gotzmann
é 2 (cf. Exemplo. Logo I é 2-regular (cf. Teorema e podemos aplicar
o Teorema (com mgy = 2), que implica em:

I é gerado em grau 2 e dim I, = dim Sy — pr(2) = 10 — 4 = 6.

Como Iy < (zg, 1) € dim Iy = 6, entao existem ¢y, ..., g¢ homogéneos de
grau 2 em (zg, x1)s tais que I = (qi, ..., g). De fato,

[2 € G6(<$0,$1>2) = {V S <x0,$1>2 ’ dlmV = 6}

Considere os abertos bésicos Uy, ...,U; de Gg({xo, z1)2) sendo

Uj = {I € Go((wo, 71)2)| det(;) # 0}
com 1 < j < 7, sendo [; a matriz 6 x 6 determinada pelas colunas nas
posigoes {1,2,...,7} — {j}. A seguir fixe a base ordenada
{ 5178 ,xo-l"l,xol"z;moﬂ?&33%7371332,331553}
—~— ~~
V1 g

de <.I’0,£L’1>2.
Observe que se J € Gg({xg,1)2) e J = [q1,- .., qs] temos que

J € U; & A base {¢;}°_, de J pode ser escolhida da seguinte forma:

q1 = vy + a1vy,

Q6 = Vig T AgV;
de modo que {1,...,7} = {iy, ..., 76,j} com iy < ... < ig.
Agora, J determina o ideal I = {(qq,...,qs). Além disso, I ird definir um
subesquema fechado tal que p;(t) =t + 2 Seﬂ

dim (%) =p(3)=3+2=5 & dim(S;) — dim(S;J) =5
1

——

(5)=20

6Lembre que t 4 2 é 2-regular. Assim, podemos escolher mg = 2 no Teorema
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Considere a matriz M (J) de ordem 24 x 20, cujas as linhas sao deter-
minadas pelos coeficientes das 24 cubicas ¢z, =1,...,6 e 7 =0,...,3 na
base ordenada

{ad 22wy, 22wy, 2203, ..., 23, 2223, w013, 23}
de S3. Assim,
J € U; determina um ideal I tal que p;(t) =t + 2 <= posto M(J) = 15.

Observe que temos os 7 abertos bésicos Ui,. .. Us em Gg((zg,x1)2), onde
precisamos estudar o posto de M(J) se J € U;. De fato, esses célculos de
posto foram realizados usando o pacote de computagao SINGULAR ([6]).

A seguir, nos remetemos a narrar o que foi calculado em trés desses 21

abertos (a saber, U o, Ui 3 e Us4), desde que nos outros os resultados sao
equivalentes aos determinados em um ou outro desses abertos.

e U;. Neste aberto escolhemos coordenadas
ai,...,0¢

de modo que
¢ = Tox1 + a1,
g2 = ToTs + axx},
g3 = ToTz + azxy,
Qs = x% + a4x%,
g5 = T1T2 + a5xd,
g6 = T1T3 + AT

Verificamos que posto(M (1)) = 15 se e somente se
araz3 +ag =0, ajas +a5 =0 e af+a4:().
Ao restringirmos a esse fechado, obtemos o ideal saturado

h = ayzo + 21,
I = (h,xohq,x0he) sendo] hy = hxs + asxo,
hg = I3 + asxy.

Que corresponde a uniao esquematica da reta definida por (zg, 1) =
(h,x0) e o ponto p fora dessa reta determinado por I, = (h, hy, hs).

e Us. Neste aberto verificamos que posto(M(J)) = 16 se J € U,. Ou seja,
nesse aberto, nao existem subespagos de Gg({(zo,x1)2), que venham
definir um ideal com polinomio de Hilbert ¢ + 2.
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e 3. Neste aberto escolhemos coordenadas
ai,...,0¢

de modo que
¢ = T¢ + ar12029,
G2 = Tox1 + A2ToT2,
43 = Tox3 + a3ToTa,
qa = % + asxoxa,
G5 = 122 + a5ToTe,
Qs = T1T3 + AgToT2.

Verificamos que posto(M (1)) = 15 se e somente se
asas + ag = 0, —alag +a4,=0 e ajas+ay =0.
Ao restringirmos a esse fechado, obtemos o ideal saturado

h= asTo + 21,
I = <h, C(]()hl, J]()]'L2> sendo hl = g+ a122,
hg = I3 + asTa.

Que corresponde a unido esquematica da reta definida por (zg, 1) =
(h,x0) e o ponto p fora dessa reta determinado por I, = (h, hy, hg) se
a; # 0. Caso, contrario, obtemos o ideal

<h> $(2)7 $0h2>
cujo radical é (zg, x1).

e Nos abertos Uy, Ug e U; obtivemos resultados analogos ao dos relatado
no aberto Us.

e No aberto Us, obtivemos resultados analogos ao dos relatado no aberto
U.
O

Teorema 3.1. Seja C' um subesquema fechado de P3. Verifica-se que:

<h, hlhg, h1h3> com Vl, hl, hQ, h3] = Sl
pjc(t)=t+2<:)>foz ou
<h, h%, h1h2> com {h, hl, hg} C Sl L.I

Demonstragio. = Se C'é um subesquema fechado de P? tal que que py,, (t) =
t+ 2 e Io é radical, entao a Proposigao [3.3| e o Lema nos garantem que
Ic = (h, hihy, hihs). Do contrério, Cyeq é uma reta (cf. Proposicao .
Assim, o resultado segue do Lema [3.5

<= Veja o Exemplo [1.15 ]
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3.4 Descricao do Espago H,; com p(t) = 2t +1

Lembremos que C' C P2 ¢ uma conica se e somente se Ic = (L, f) com
LGSlefeSg—LSl.
Sabemos que pr.(t) = 2t + 1 (veja o Exemplo no capitulo 1).

Lema 3.6. Seja [ um ideal homogéneo saturado em S = C|xg, 21, x9, 3] tal
que pr(t) =2t+1e VI C (L1, Ly) com Ly, Ly € Sy linearmente independen-
tes. Entao existe h € I homogéneo de grau 1.

Demonstragio. Observe que o ideal (L, Ly) define uma reta ¢ em P%. Além
disso, a menos de uma MCP, podemos assumir que I, = (g, ;). Observe
que

2 2 2 2 «

o {17, x0x1,T0x2, Toks, TT, T1Ta, T1T3, T3, ToXs, 5} ¢ base de Ss.
2 2

o (Iy)s =[x, xox1, ToT2, ToT3, TT, T1T2, T1T3).

e Como p;(t) = 2t + 1 admite a representacao de Gotzmann

()14

segue do Teorema [2.3| que I é 2-regular.

e Sendo I 2-regular ao aplicar o Teorema (com mg = 2), concluimos
que:

I é gerado em grau 2 e dim I, = dim Sy — p;(2) =10 — 5 = 5.

Como I C /I C I,. Assim, existe qi1, g2, 3, ¢4 € g5 homogéneos de grau
2 em I, tais que I = (q1, ¢2, 3, 4, ¢5). De fato,

Iy € G5((1e)2) = {V < (Lp)2 | dim(V) = 5}.

A seguir, vamos fixar a base ordenada

2 2
{ 2§ , xox1, ToT2, ToT3, TT, T1X2, X123 } (3.2)
~~ ~
U1 vr

de (Ig)g.
Neste caso, se V = [q1,...,q5] € G5((Iy)2), entdo ¢; = 2]7.:1 a;;v; com
i=1,...,5.
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Considere

an a2 ... Ga17

21 Q22 ... Q27
V] =

asy Qs ... Q357

onde as entradas de cada linha correspondem-se com os coeficientes de ¢; na
base de (I;)s que foi fixada em ondei=1,...,5

Por outro lado, sendo Iy = [q1, ¢2, 3, q4, 5] um ponto nessa grassmani-
nana, [ pertence a algum dos abertos basicos (de G5((1y)2))

Uiy is = {V € G5((Le)2) | det([V];, i5) # 0}

sendo [V];y 4 com 1 <y < iy < ... <i5 <7 =dim(ly)2 o menor 5 x 5 da
matriz [V] determinado pelas colunas nas posicoes i1, . .., 5.

Observe que V' = [q1, g2, q3, @4, g5] < (I¢)2 determinaoideal I = (q1,...,qs).
Além disso, I ird definir um subesquema fechado tal que py(t) =2t + 1 seﬁ

1
——

6)_
(5)=20
A seguir, por simplicidade usaremos a notacgao

Usj = {1 € G5((1e)2)| det(li;) # 0}

com 1 <7< j <7, sendo [;; a matriz 5 X 5 determinada pelas colunas nas
posicoes i1 < ip < i3 < iy < i5 tais que {i,7} ={1,2, ..., 7}—{i1,i2,i3,i4,2’5}ﬂ
De fato, se I = [q1,. .., ¢5] temos que

I €U;; < A base {g;};_, de I pode ser escolhida da seguinte forma:

"Por exemplos no aberto U = Uj2345 todo ponto V € U possui uma base tal que [V] se
representa da seguinte forma:

1 0 00 0 a1 b Q= x% 4+ a1x122 + bix123,
01 0 0 0 ag by (o = ToT1 + asx1X2 + box1x3,
[V]=10 0 1 0 0 az b3 com g3 = ToT2 + azr1Te + bxrix3,
00 0 1 0 a4 b4 4 = T3 “+ aqxr102 + b4171563,
00 0 01 as b5 q5 = ZL’% + asx1x2 + b5.’£11’3.

8Lembre que 2t 4+ 1 é 2-regular. Assim, podemos escolher mg = 2 no Teorema
9Ao todo obtemos 21 listas ordenadas de indices, que usaremos para descrever os aber-
tos bésicos de G5((I¢)2).
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¢ = Vi, + a1v; + byv;
: (3.3)

g5 = Uiy + asv; + bsv;

A seguir, para cada ponto I € U; j com 1 <4, j < 7. Fixaremos uma base

de I como em (3.3).

E vamos considerar a matriz M (I) de ordem 20 x 20, cujas as linhas sao
determinadas pelos coeficientes das 20 cubicas ¢;z;,i =1,...,5e57=0,...,3
na base ordenada

3 .2 2 2 3,2 2 .3
{$0, TyT1, ToLo, Lod3, - - -, T3, Lol'3, TaXg, :Ug}

de Sg.
Neste ponto vamos lembrar que um ideal I C S = C[xg, 1, 22, x3] define
um subesquema fechado de P3 tal que p;(t) = 2t + 1 se e somente se

1. I, € G5(S3). Em nosso caso, mais especificamente G5((Iy)2).

2. dim( 5 )=2-3+1=7<= posto(M(I)) = 13.
LS,

Observe que temos os 21 abertos basicos U o,....U; j,....Us 7 em G5((1y)2),
onde precisamos estudar o posto de M (1) se I € U; ;. De fato, esses calculos
de posto foram realizados usando o pacote de computagao SINGULAR ([6]).

A seguir, nos remetemos a narrar o que foi calculado em trés desses 21
abertos (a saber, U o, Ui 3 e Us4), desde que nos outros os resultados sao
equivalentes aos determinados em um ou outro desses abertos.

e U5 neste aberto verificamos que posto(M([)) = 14 se I € U, 5. Ou
seja, nesse aberto, nao existem subespagos de Gs((I;)2), que venham
definir um ideal com polinomio de Hilbert 2¢ + 1.

e U 3 neste aberto escolhemos coordenadas
al,...,a5,bl,...,b5

de modo que
¢ = ToT1 + a1255 + bixots,
@2 = Toxz + axxf + baxoxa,
g3 = T3 + azrd + byroms,
qs = T1T2 + G4I(2) + by,
g5 = 1123 + asxf + bsxoTs.
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Verificamos que posto(M (1)) = 13 se e somente se

( baby+b5 =0
a2b4+a5:0
b3:O
b1:O
(14:0
bi+a3:0
al—b4:O

\

Ao pensarmos essas equacoes acima, como expressoes polinomiais em
Cla, ..., as5,b1,...,bs], elas definem um fechado Y no afim C* =/ 5
de dimensao 3 =10-7.

Ao restringirmos a esse fechado, obtemos o ideal saturado

I =<(h,f) sendo h=byxg+x1, f =xo(x3+ asxo+ baxs).

Assim, existe h = byxg + x1 € I de grau 1H

e Us 4. Neste aberto também usamos as coordenadas a4, ..., as, b1, ..., 05
e determinamos um fechado Y (afim) definido por 7 equagoes (de forma
semelhante ao caso anterior), s6 que ao nos restringirmos a esse fechado,
obtemos o ideal saturado

I ={(h,f) sendo h =bsxg+ 1, f = xo(x0 + a172 + b1x3).

Assim, existe h = bsxg + 1 € I de grau 1. O interessante, neste caso
¢ que ao escolhermos a; = b; = 0, obtemos uma conica reduzida.

]

Lema 3.7. Seja C' um subesquema fechado de P% tal que py.(t) =2t +1 e
gr(Cheq) = 1. Verifica-se entao que existem hy, hy € /I N Sy, linearmente
independentes, tais que Ic = (hy, h3). Consequentemente C.q ¢ uma reta.

Demonstracao. Sendo C,..q um subsesquema fechado de dimensao 1 e grau 1
de P, segue do Lema que toda componente irredutivel de dimensao 1 de
Cheq 6 uma reta em PL. Agora a Proposigao nos garante que C...q possui
uma tnica componente irredutivel de dimensao 1 (visto que gr(Cieq) = 1).
Assim,

Cred:EU{ql}U...U{ql}

00bserve que I define uma conica reduzida que é a unido esquematica de duas retas
(distintas) concorrentes, para todo valor de aq e b;.
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sendo ¥ uma reta (a tnica componente de dimensao 1) e q,...,q; pontos
isolados (fora de X).
Observe que ¥ C (4. Logo

Ig,.,, = VIC Iy sendo I = I,

Assim, I C v/T C Is,. Portanto, segue do Lema que existe h € I1,h # 0.
Logo,
(hy CICVICIs.

Assuma que Iy = (h,hy) com h,h;y € S; sdao L.I.. A seguir, considere
{h, hq, ho, hs} base de S;. Observe que:

° {hg, hhl, hhg, hhg, h%, hlhg, hlhg, h%, hzhg, hg} ¢é base de SQ.

<h>2 = [h2, hhl,th, hhg] g [2.
(Is)2 = [h?, hhy, hha, hhs, b, hihg, hihs).

Se f € Iy, = (h, hy) for homogéneo de grau 2, entao

f=hM+mN M,NES,.

e Como p(t) = 2t + 1 admite a representacao de Gotzmann

()1 (1)

segue do Teorema 2.3 que I é 2-regular.

Sendo [ 2-regular ao aplicar o Teorema (com mgy = 2), concluimos
que:

I é gerado em grau 2 e dim I, = dim Sy — p;(2) =10 — 5 = 5.

Logo Iy = [h? hhy, hhy, hhg, f] com f € [h3, hihg, hihs] (visto que f €
Is). Assim, f = hiL com L = ahy + Bhy + vhs, o, 3,7 € C.

Portanto,
I = <h2, hhl, hhg, hhg, h1L>

Temos duas possibilidades: {hy, L} é L.I. ou L.D..
(i) {h1, L} é L.I. Neste caso, temos que 3 # 0 ou v # 0, logo
I = (h% hhy, hhy, hhs, hiL) = VI = (h,hyL) com hy, L L.I.

Assim, C,¢q é uma conica redutivel, logo gr(C,..q) = 2. Absurdo!
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(ii) {h1, L} é L.D. Neste caso, temos que = v = 0, que implica em
L = ahy com a # 0 que, por sua vez, resulta em

I = (h? hhy, hhy, hhy, h2) = VT = (h,hy) com h,h; L.I.

Portanto, (.4 é uma reta.

I = (h? hhy, hha, hhs, hi L) = VI = (h, L) se hy,L sdo L.L
0

Proposigao 3.4. Se C C P2 for uma curva tal que py,(t) = 2t + 1. Entéao
Crea = C' é uma conica ou Creq é um reta em P2,

Demonstracao. Por simplicidade, considere [ = I.

Lembremos que dim C' = 1 = dim Cieq (visto que V(I) = V(V/T)).

Por outro lado, I C v/I. Assim, o Lema nos garante que gr (Creq) <
2 = gr(C).

Assim, temos dois casos a serem analisados: gr(Creq) = 1 ou gr(Chreq) = 2.
Caso 1: Assuma que gr(Cieq) = 1.

Neste caso, o Lema nos garante que Cloq é um reta em IP)%.
Caso 2: Assuma que gr(Creq) = 2.

Seja ¥ uma componente irredutivel de Cioq de dimensao 1. Segue do
Lema 3.1 que gr(¥) < gr(Crea) = 2.

e Se gr(X) = 2 entao,

Crea =2U{q1} U...U{q}

sendo ¥ uma conica (a unica componente de dimensao 1) e g,...,q
pontos isolados (fora de X).

Seja D = ¥ ¢ a uniao esquematica da conica X e do ponto ¢;. Segue
do Lema que pr,(t) = 2t + 2. Agora, D C Cleq, logo Ic.,, C Ip.
Assim,

ICVI=1I¢., Clp=pr,(d)=2d+2<p(d)=2d+1VYd>>0,
o que é um absurdo. Portanto, Cieq = X, que implica em p /(1) = 2t41.

Assim, estamos na seguinte situagao: temos os ideais saturados [ e VI
tais que I C /T com p;(t) = pyi(t) = 2t + 1. Segue da Proposicao
que C' = Cleq.
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e Se gr(X) = 1 entao o Lema nos garante que ¥ é uma reta em P3..
Agora como gr(Creq) = 2 e toda componente de dimensao 1 e grau 1 é
uma reta, a Proposicao |3.1] nos garante que

Credzzuzlu{ql}u"'u{(ﬁ}

sendo ¥ e Xy retas em PY, e qy,...,q; pontos isolados (fora de ¥ U %).

Temos duas possibilidades para a posicao relativa das retas ¥ e ¥;.

meulO. jpg

No que segue, vamos analisar os casos (i) e (ii), respectivamente:

(i) Coea =X UL U{q@1}U...U{q} com XN = 0.

meull. jpg

Seja D = ¥, UX;. Note que D C Cleq 0 que implica em

Vi=Io,, cIp B p (d) <pyd) ¥d>0  (34)

Agora, tendo em consideragao que Cieq é uma curva de grau 2,
entao p 7(t) = 2t +a sendo a uma constante. Além disso, o Lema
nos garante que py,(t) = 2t + 2. Assim, concluimos a partir

de (3) que
2d+2<2d+a Vd>0,
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Isto implica em a > 2. Entretanto I C v/I, logo |} implica em
pyi(d) =2d+a <p;(d) =2d+1=a <1

Isto é um absurdo.
(i) Crea =2 US U{qi}U...U{q} com XN #0.

meul2. jpg

De forma andloga, temos D = ¥»; U Yy C Cieq que implica em
VI = Ic C Ip. Como também que p 7(t) = 2t + a sendo a uma
constante. Agora, o Lema nos garante que pp, (t) = 2t + 1.
Agora, a partir de obtemos que

pp(d) <p(d), Vd>0=2d+1<2d+aVd>0=a>1.
Lembremos que, I C /I, implica em
pyi(d) =2d+a <p;(d)=2d+1=a <1

Portanto, p, ;(t) = 2t + 1.

Assim, estamos novamente na seguinte situacao: temos os ideais
saturados I e v/ tais que I C VT com pr(t) = p ;(t) = 2t + 1.
Portanto, segue da Proposicao [1.2f que C' = Cleq.

Observe que os ideais I = VICI p sao ambos saturados e satis-
fazem p;(t) = pp(t) = 2t + 1. Logo, C' = Creqg = XU X

]

Corolario 3.1. Se C' C P for uma curva tal que Creq = C' e py.(t) = 2t + 1.
Entao C' é uma conica. De fato, C' é irredutivel ou uniao de um par de retas
concorrentes em P..

Teorema 3.2. Seja C' um subesquema fechado de P3. Verifica-se que

C é uma conica <= py,(t) =2t + L.
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meul7. jpg meul6. jpg

(a) Creq irredutivel (b) Chreq redutivel

Figura 3.2: (a) C,eq é irredutivel e no caso (b) C,eq € redutivel.

Demonstragio. = Se C' é uma conica em P, entao o Exemplo implica
em que py,(t) =2t + 1.

<= Se C um subesquema fechado de P tal que py.(t) = 2t+1. A Proposigao
implica em que C' é uma conica, se C' = C,oq. Caso contrério, C,.ed é
uma reta e neste caso o Lema nos garante C' é uma conica. O]

3.5 Descricao do Espago H,,;) com p(t) = 2t +2

Seja D um subesquema fechado de P¢ tal que py, () = 2t + 2. Observe
que podemos escrever py, (t) = 2t + 2, das seguintes formas:

e pr(t) =2t+2 = (2t + 1)+ 1. Neste caso, podemos pensar que D
¢ igual a uniao esquematica de uma conica C e um ponto. Conforme
ilustra a figura a seguir (sendo H o plano suporte da conica C):

cap_1.jpg cap_2.jpg

(a) pg H (b)ge H,qggC

Figura 3.3: Representacgoes das curvas

e pr,(t) =2t+2=(t+1)+ (t+1). Neste caso, podemos pensar D é
igual a uniao esquematica de duas retas disjuntas ¢, e £5. Veja imagem
a seguir:
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cap_3.jpg

Figura 3.4: Retas reversas

A seguir vamos caracterizar os subesquemas fechados reduzidoﬂ cujo
polinomio de Hilbert é 2t + 2.

Proposigao 3.5. Seja C' um subesquema fechado de P? tal que py,(t) =
2t + 2. Verifica-se que:

C é a uniao esquematica de uma conica reduzida D e um ponto

pé¢ D.
ou

C é a uniao esquematica de duas retas disjuntas.

C=Cheg =

Demonstragao. = Se C' = C,.q segue que gr(Cheq) = 2.

Segue da proposicao|3.1|que C,..4 possui uma tnica componente irredutivel
de dimensao 1 e grau 2 ou exatamente duas componentes de dimensao 1 e
grau 1. Agora, observe que:

(i) Se Cyeq possui uma tnica componente irredutivel de dimensao 1 e grau
2, entao o lema [3.1| nos garante que:

Crea =DU{q1} U---U{q}

sendo D uma conica em P? e ¢, ..., ¢, pontos fora de D.

Note que, se Cieq for irredutivel, teriamos que C, .y = D, logo Cieq
¢ uma conica e p -(t) = 2t + 1, mas isso ¢ um absurdo, visto que
C = (}eq. Portanto, C,.q admite pelo menos uma componente de
dimensao zero. Assuma que {¢}UD C Cieq. Entretanto, Ipgg, e
VI sdo ideais homogéneos saturados que tem o mesmo polindmio de

Hilbert. Assim, a Proposicao implica em {q} UD = C,ey = C.

Neste caso, C' é a uniao esquemaética de uma conica D e um ponto
q&D.

1'Um subesquema fechado C de ]P’g’: é dito |reduzido, se Ic = /I, ou seja, C' = Cyeq.
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(ii) Se Cieq possui duas componentes de dimensao 1 e grau 1, entao o lema
[3.1] nos garante que:

Ored211Ul2U{QI}U'“U{Qk}

sendo l; e I, retas distintas em P2, e ¢y, ..., ¢ pontos fora de I; U 5.

Neste caso temos duas possibilidades para as retas l; e [y, elas po-
dem ser concorrentes, definindo uma conica ou disjuntas, de modo que

Pr o, (1) =2t + 2 (cf. Lema.

Como C' = Cleq, que implica em P, 7 (t) = 2t + 2, necessariamente

oo LUlaU{q} selyNly#0,
red T L U sely Ny =10.

Na primeira opc¢ao concluimos que C,.4 é a uniao esquemaética da conica
[y Uly e o ponto ¢, ja na segunda opcao, segue que Creq = [1 Uly é a
uniao esquematica de duas retas disjuntas.

<= (1) Se C ¢ a uniao esquemdtica uma conica D em P3 e um ponto p ¢ D,
entao Ic = Ip N I,. Entao basta mostrar que esse ideal é radical para
concluirmos que C' = Cl.q4.

Assuma que H é o plano suporte da conica D.

conicaD.png

Assim, Ip = (h, f) sendo Iy = (h) com f € Sy — hS;. Temos duas
possibilidades: p € H oup ¢ H.
—— —

(a) (b)

conicaDP.png conicaDnP.png

(a) (b)
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(a) Neste caso, o Lemanos garante que podemos escolher h, hy, hy € Sy
tais que I, = (h,hy,hs), Ip = (h, f) com f € Sy — hS; s@o ideais
radicais tais que

I = (h, fhy, fhe).

Para concluir, observe que o ideal acima é radical.

(b) Neste caso, o Lema[3.3)nos garante que podemos escolher {h, hy, ho, h3}
base de S; tais que I, = (hi, ho, h3), Ip = (h, f) com f € Sy —hS; s@o
ideais radicais tais que

Ic = (hh1,hh2,hh3,f>-
Para concluir, basta observar que o ideal acima é radical.

(2) Se C ¢é a unido esquematica de duas retas disjuntas, logo pr(t) = 2t + 2
(cf. Lema[3.4)). Assim, como se trata de duas retas disjuntas (logo distintas),
a Proposigao [3.4 nos garante que C' = Ci.cq. ]

Corolario 3.2. Seja I C Clzg, x1,x2, z3] um ideal homogéneo saturado tal
que I = /1. Entao

( I = <hh1, hhg, hhg, f> com [h, hl, hg, hg] = Sl
€5, —hs,
(P (1) = 2t + 1)
p](t) =2+ 2 <— I = <h, hlf, h2f> com {h, hl, hg} C Sl L.I.
[ €Sy — hy,
(Pnp) () = 2t + 1)
L I = <hh2, hhg, hlhg, h1h3> COo1m [h, hl, hg, hg] = Sl

Demonstragdao. Segue da Proposigao [3.5] e dos Lemas [3.3] ¢ [3.4] O

Observagoes 3.1. No caso em que C' é um subesquema fechado de P, cujo
polinémio de Hilbert é 2t 4+ 2 e C' # (.4, temos as seguintes possibilidades:

02.jpg
Q1.jpg
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Q3.jpg

Q4.jpg

Acreditamos que com as técnicas expostas em nosso trabalho, poderiamos
descrever os ideais homogéneos saturados que determinam tais configuragoes.
Entretanto, nao é uma tarefa facil. Por exemplo, no artigo [17] os autores dao
uma descricao de uma das componentes do esquema de Hilbert Hilb**3 e
comentam que a descricao das outras componentes faz parte de uma pesquisa

a futuro.
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Apeéendice A

Alguns conceitos de geometria
algébrica

A.1 P": O Espaco Projetivo Classico

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo k. Defina a seguinte relagao em
V — {0y} (sendo Oy o vetor nulo de V)

U~ v <= u=\v, para algum \ # 0 € k.

Observe que ~ define uma relagao de equivaléncia em V' — {0y}

Definicao A.1. O conjunto quociente sera denotado por P(V') e denominado
projetivizacao de V. Assim,

_V—{ov}

~

P(V):

PV) — G(V)={W|W <V, dmW =1}
v o [y

sendo T a classe de equivaléncia de v e [v] o subespago unidimensional de
V' gerado por v, é uma bijecao. Assim, podemos pensar os pontos de P(V')
como sendo retas em V' passando pela origem.

A seguir nosso foco sera V = C"*! como espaco vetorial complexo.

O n-espacgo projetivo complexo

Usaremos a notagao P" em lugar de P(C"™!) para indicar n-espago proje-
tivo sobre C. De fato, usaremos também a denominagcao de n-espaco projetivo
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cldssico. Além disso, para cada vetor v = (vg, ..., v,) € C"™ niao-nulo, usa-

remos a notagao [vg : ... : v,| para indicar a classe de equivaléncia associada
ao vetor v. As coordenadas vy, ..., v, do vetor v sdo denominadas coordena-
das homogéneas do ponto [vg : ... : v,] € P

A seguir vamos a apresentar a reta projetiva P!, o plano projetivo P? e o
espaco projetivo P3.

Exemplo A.1. Tendo em consideragiao que P" := P(C"*!), segue que:

PO.
P1.

P2.

P3.

Como PY = P(C) tem-se P° = {[1]}. E um conjunto unitario.
Como P! = P(C?) tem-se
P! = {[ag : 1] | ap € C}U{[1: 0]}.

Assim, P! admite uma partigao dada por uma cépia de C ( a reta com-
plexa afim) e um ponto (chamado ponto no infinito). P! é denominada
reta projetiva.

Como P? ¢ obtido por C? tem-se
P? = {[ag : a1 : 1] | ag,a1 € C}U{[ag : a; : 0] | [ao : a1] € P'}.

Assim, P? admite uma partigao dada por uma cépia de C? ( o plano
complexo afim) e uma reta projetiva (chamada reta no infinito). P? é
denominado plano projetiva.

Como P? é obtido por C* tem-se
PP ={[ap:a;:ay:1]|a; € C}U{[ap:ay:as:0]|[ap:as:ay) € P}

Assim, P3 admite uma particio dada por uma cépia de C3 ( o espago
complexo afim) e um plano projetivo (chamado plano no infinito). P3
¢ denominado espaco projetivo.

Zeros em P" de um ideal homogéneo

Considere a graduado usual em S = Clzg,...,z,]. Assim, S = @5y

sendo

d>0

Sqe={0}U{F € S| F # 0 homogéneo de grau d}.

Um ideal I C S = Clzy, ..., x,] é homogéneo, se e somente se, I possui
um conjunto de geradores homogéneos.
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Exercicio A.1. Sejam f, g polinémios nao nulos em S = Clxy, ..., z,| com
a seguinte decomposicao em partes homogeéneas f = fo+ -+ fge g =
go+--++gesendo d < e. Se () denota a parte homogénea em grau k, entao
mostre que:

(a) (f +9)x = fx+ gr para todo k € {0, ..., e}.

() (f-9k = forgretfi-ge—1+- -+ fe—1-91+ fx-go paratodo k € {0, ..., d+e}.

Proposicao A.1. Seja I um ideal do anel S = C[x, ..., x,]. Verifica-se que
Vgel, g#0tem-se queg; € Vie{0,1,..,d}

I' ¢ homogeneo <= com d = grau(g) e g; € S; tal que g = go + -+ - + ga-

Demonstracao. Se h € S vamos denotar por (h),, € S,, a parte homogénea
em grau m de h.
Sendo I C S ideal homogéneo, escolha polinomios homogeéneos F1, ..., Fy
em S tais que I = (I}, ..., F}).

Seja g € I nao nulo de grau d tal que

g=¢go+g1+---+9gs com g; €S,

Como g € [ existem py,...,pr € S tais que g = p1 | + - - - + ppFy. Assim,

T

i =1(9)i = i Fy + -+ piFr); Ee AT (p1F1)i + -+ (prFr)s- (A1)

Agora vamos focar na determinacao de (p1F1);, ..., (pxFx); para cada i > 0.
Para isso, assuma que grau(F;) = d; para cada j € {1,...,k}. Segue mais
uma vez do Exercicio que

)iy ose i >dy k)i e se i > dy,
(plFl)l_{ O Sei<d17"'7(pk'Fk)z_ 0 Sei<dk

Portanto, (p1F1)i, ..., (prFk); pertencem ao ideal (Fy,..., Fy) = I. Segue
de que g; € I para cada ¢ € {0, ..., d}.
Como S ¢ um anel noetheriano podemos escolher hyq, ..., hy geradores
do ideal I. Assuma que a decomposicao desses geradores do ideal I em partes
homogéneas seja dada por

hy = (hi)o+ (ha)r + -+ (h1)ay,

h:k = (hk)o + (hk)l + o+ (hk>dk'

Afirmagéo: Seja J = <(h1)07 (hl)la ceey (hl)d17 ceey (hk>0, (hk)la ceey (hk)dk> Entao
I=J.
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De fato, sendo hq, ..., hy geradores do ideal I, segue da hipdtese que as
partes homogéneas de cada h; pertencem ao ideal I. Portanto, J C I.
A outra inclusao fica para o leitor. O]

Definigao A.2. Seja I C S = Clzy, ..., x,] um ideal homogéneo. O zeros
de I que serao denotados por Z(I), sao dados por

Z(I) ={[v] €eP" | F(v) =0,i=1,...,k}
sendo [, ..., Fj, um conjunto de geradores homogéneos do ideal I.

Exercicio A.2. Mostre que Z(I) independe da escolha de geradores ho-
mogeéneos para o ideal homogéneo I C S = Clzy, ..., x,].

Exemplo A.2. Considere o ideal I = (zg,2?) C C[zg,z1,72]. O conjunto
dos seus zeros Z(I) C P? ¢ dado por

Z(I) ={[ap : a1 : as) €P? | ap =0,a7 =0} = {[(0:0:1)]}.

Teorema dos zeros de Hilbert e outros resultados

Se K um corpo algebricamente fechado e K™ o conjunto das n-uplas de
nimeros em K.

Definicao A.3. A variedade afim V(I) definida por um ideal I consiste no
conjunto de todas as n-uplas x = (z1,...,z,) € K" tais que f(x) = 0 para
todo f € I.

Teorema A.l. (Zeros de Hilbert) Seja K um corpo algebricamente fe-
chado (como o dos ntimeros complexos), considera-se o anel de polinémios
KXy, Xy, ..., X,] e seja I um ideal neste anel. Se p(z) é um polinémio em
k[X1, X, ..., X,] que se anula na variedade V' (I), i.e. p(z) = 0 para todo x
em V (1), entao existe um nimero natural r tal que p(z)" estd em 1.

Demonstragao. Confira Teorema 9, p. 384 em [3]. O
Um teorema que utilizaremos bastante no capitulo 3 é o seguinte:

Teorema A.2. Sejam Y e Z variedades em P” de dimensao r, s respectiva-
mente. Entao toda componente irredutivel de YNZ tem dimensao > r+s—n.
Mais ainda, se r +m —n > 0, entao Y N Z é nao-vazio.

Demonstragao. Confira o Teorema 7.2 na p. 48 em [11]. O
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Os teoremas acima nos habilitarao a resolver os problemas geométricos
associando-os a seus ideais, portanto sao cruciais para a compreensao dos
conteudos que pretendemos estudar.

Uma outra referéncia que trata da existéncia do polinomio de Hilbert, e
que acrescenta um resultado muito importante para nossa pesquisa é que o
grau do polinémio de Hilbert coincide com a dimensao de Z(I).

Observacao A.1. Tendo em consideracao que a dimensao do subesquema
fechado V(I) C P} := Proj(Clzg, x1, x2, 23]) determinado por um ideal ho-
mogéneo I do anel Clxg, 1, z3, 3] foi definido pelo grau do seu polinomio de
Hilbert p;(t), entao segue da Proposigao (a seguir) que

grau(p;(t)) = dim Z(I) = dim V' (I).

Proposicao A.2. Seja I um ideal homogéneo em C|xy, ..., z,| com fungao
de Hilbert associada h;. Entao existe um polinomio p; € QJt] tal que para
todo d suficientemente grande verifica-se que:

hi(d) = pr(d).
Além disso, grau(p;) = dim Z(I) = dim V(1) ]
Demonstragao. Confira Proposi¢ao 13.2, p. 165 do livro do Harris ([8]). O
Utilizaremos a Proposicao para mostrar o seguinte lema.

Lema A.1l. Sejam [ e J ideais homogéneos em S = Clzg,z1,...,x,] tais
que I C J. Entao

(1) grau (p, (1)) < grau (ps(t))-

(2) Se vale a igualdade em (1), entdo o grau do subesquema fechado defi-
nido por I é maior ou igual que o grau do subesquema fechado definido
por J.

Demonstragao. (1) Como I C J, segue que V(J) C V(I). Assim, dim V' (J) <
dim V(). Entretanto, segue da Proposi¢ao que grau(p;(t)) = dim V(1)
e grau(py(t)) = dim V' (J). Portanto, grau (p,(t)) < grau (p;(t)).

1Se I ¢ um ideal homogéneo do anel S = C[x, ..., ] (com a graduacio usual), entao
ZI)y={peP"| flp)=0Vfel}teV(I) ={pe Proj(S)| I C p} sendo Proj(S)
formado pelos ideais primos homogéneos do anel S que nao contém S} = (zg, ..., Zp,).
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(2) Sejam Y e Z os subesquemas fechados de P¢ definidos por I e J, res-

pectivamente. Se vale a igualdade gr (ps(t)) = gr(ps(t)) = m, segue que
dimY = dim Z = m e seus polinomios de Hilbert sao da forma:

_ X _Bom
pi(t) = —t" +tmg e py(t) = —t" +tmg (A.2)

sendo @ = gr(Y) e B = gr(Z). Agora, como I C J, segue de (1.6) que
ps(d) <pr(d) ¥d> 0. Assim,

Oga—iﬁdmthmg Vd>0=0<a— 0.
m!

Portanto, gr(Z) < gr(Y).

85



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

[11]

M. F. Atiyah & I. G. Macdonald, Introduction to Commutative Algebra,
Addison-Wesley, Reading, MA, 1969.

D. Cartwright, D. Erman, M. Velasco and B. Viray, Hilbert schemes of
8 points , Algebra Number Theory 3(7): 763-795 (2009).

D. Cox, J. Little and D. O’Shea, Ideals, Varieties and Algorithns, New
York:Springer-Verlag, 3a Ed. (2006).

J. Fogarty, Algebraic families on an Algebraic Surface, Amer. Jour. of
Math. 13, No 2 (1968), 511-521.

G. Gotzmann, Fine Bedingung fur die Flachheit und das Hilbertpolynom
eines graduierten Ringes, Math. Z. 158 (1978), no. 1, 61-70.

G.M. Greuel, G. Pfister, H. Schonemann, Singular-a computer algebra
system for polynomial computations, in: Symbolic computation and au-
tomated reasoning, AK Peters/CRC Press, 2001, 227-233.

A. Grothendieck, Eléments de géométrie algébrique : 1. Le langage des
schémas, Publications mathématiques de I'ILH.E.S., tome 4, p. 5-228
(1960).

J. Harris, Algebraic Geometry: A first course, Graduate Texts in Math.
133, Springer, New York, 1995.

J. Harris & D. Einsenbud, The Geometry of Schemes, Graduate Texts
in Math. 197, Springer, New York, 1999.

J. Harris & D. Einsenbud, 3264 and all that: A second course in algebraic
geometry, Cambridge University Press, United Kingdon, 2016.

R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Graduate Texts in Math. 52, Sprin-
ger, New York, 1977.

86



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

R. Hartshorne, Conneczfedness of the Hilbert scheme, Publications
mathématiques de 'T.H.E.S., tome 29 (1966), p. 5-48

A. Lee, The Hilbert Schemes of Curves in P2, Harvard Mathematics
Department Senior Thesis, 2000.

D. Mumford, Lectures on Curves on an Algebraic Surface, Annals of
Mathematics Studies, vol. 59, Princeton University Press, 1966.

J. Nathan, Basic algebra I, Courier Corporation, 2012.

R. Piene and M. Schlessinger, On the Hilbert Scheme Compactification
of the Space of Twisted Cubics, American Journal of Mathematics Vol.
107, No. 4 (Aug., 1985), pp. 761-774

J. Rojas, A. Silva and F. Xavier, Schematic union of (n—3) and (n—2)
dimensional quadrics in ™, Bulletin des Sciences Mathématiques, v. 174,
(2022) p. 103091.

W. V. Vasconcelos, Computacional Methods in Commutative Algebra
and Algebraic Geometry, Springer-Verlag Berlin Heidel-berg, 1998.

W. V. Vasconcelos, Algorithms and Computation in Mathematics, vol.
2, Springer-Verlag, Berlin, 1998.

87



	Introdução
	Teorema de Hilbert-Serre
	Módulos Graduados e conceitos afins
	Teorema de Hilbert-Serre
	Função de Hilbert e polinômio de Hilbert
	Ideais homogêneos & polinômio de Hilbert

	Esquema de Hilbert
	Proj(S) como espaço topológico
	Conexão entre o espaço projetivo clássico Pn e PnC:=Proj(C[x0,...,xn])
	Proj(S) como esquema
	O feixe das funções regulares O Proj(S) sobre Proj(S)
	Subesquemas fechados de PCn
	Hilbp(t)Pn como conjunto

	Construção do Esquema de Hilbert via regularidade de Gotzmann
	Representação de Gotzmann
	Equações para o Esquema de Hilbert


	Pontos fechados em certos esquemas de Hilbert de curvas
	Resultados preliminares
	União Esquemática

	Descrição do Espaço Hp(t) com p(t)= t+1
	Descrição do Espaço Hp(t) com  p(t)= t+2
	Descrição do Espaço Hp(t) com  p(t)= 2t+1
	Descrição do Espaço Hp(t) com  p(t)= 2t+2

	Alguns conceitos de geometria algébrica
	Pn: O Espaço Projetivo Clássico

	Referências Bibliográficas

