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Resumo

A presente dissertacao versa sobre comparagoes entre duas abordagens para energia e o
momento do campo gravitacional, a saber, o pseudotensor de Landau-Lifshitz e o tensor
de energia-momento do teleparalelismo. O problema da determinacao da energia gravi-
tacional vem desde do surgimento da relatividade geral (RG), em 1915. Trata-se de um
problema de grande importancia para a Fisica, uma vez que os conceitos de energia e mo-
mento sao fundamentais tanto para as teorias classicas quanto para a mecanica quantica.
A compreensao de como o campo gravitacional se comporta é fundamental para resolver
um dos maiores problemas da fisica moderna, a construgao de uma teoria quantica da gra-
vitacao; certamente, a resolucao do problema da energia do campo gravitacional ajudara
nessa compreensao. Devido as inimeras abordagens para solugao desse problema, nao foi
possivel fazer uma descricdo detalhada de cada uma. Assim, decidimos trabalhar com
apenas o pseudotensor de Landau-Lifshitz e o tensor do teleparalelismo. O pseudotensor
de Landau-Lifshitz é definido no contexto da RG e é frequentemente usado em livros tex-
tos quando se deseja dar uma descrigao qualitativa da energia do campo gravitacional. J&
o tensor do Teleparalelismo que usamos foi desenvolvido no contexto de uma teoria que
fornece as mesmas equagoes de campo da RG porém possui uma nog¢ao de paralelismo
distante; essa teoria é conhecida como Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral
(TEGR). Nesta dissertagao, apresentamos resultados que mostram que o tensor do tele-
paralelismo apresenta propriedades mais adequadas para descrever o campo gravitacional
que o pseudotensor de Landau-Lifshitz. Discutimos, por exemplo, o resultado que ja é
bem conhecido na literatura de que a versao teleparalela reproduz a equacao de estado
de um campo sem massa, enquanto que o pseudotensor de Landau-Lifshitz nem sempre é
capaz de tal feito. Como resultado original, fomos capazes de mostrar que para um campo
fraco e com um escolha adequada do “gauge” o pseudotensor de Landau-Lifshitz difere
do teleparalelo por um termo de quarta ordem. Também fizemos comparagoes exatas no

espago-tempo de ondas planas, conhecido genericamente por pp-waves.

Palavras-Chave: Espago-tempo, curvatura, Teleparalelismo, gravidade, pseudotensor,

energia do campo gravitacional.






Abstract

The present dissertation deals with comparisons between two approaches for energy and
momentum of the gravitational field, namely, the Landau-Lifshitz pseudotensor and the
energy-momentum tensor of teleparallelism. The problem of determining gravitational
energy dates back to the emergence of general relativity in 1915. It is a problem of great
importance for Physics, since the concepts of energy and momentum are fundamental both
for classical theories and quantum mechanics. Understanding how the gravitational field
behaves is fundamental to solving one of the biggest problems in modern physics, the con-
struction of a quantum theory of gravitation; certainly, the resolution of the gravitational
field energy problem will help in this understanding. Due to the numerous approaches
to solve this problem, it was not possible to make a detailed description of each one.
Thus, we decided to work with only the Landau-Lifshitz pseudotensor and the telepar-
allelism tensor. The Landau-Lifshitz pseudotensor is defined in the context of general
relativity and is often used in textbooks when one wants to give a qualitative description
of the gravitational field energy. The teleparallelism tensor we used was developed in the
context of a theory that provides the same field equations as GR but has a notion of dis-
tant parallelism; this theory is known as Teleparallelism Equivalent to General Relativity
(TEGR). In this dissertation, we present results that show that the teleparallelism tensor
presents more adequate properties to describe the gravitational field than the Landau-
Lifshitz pseudotensor. We discuss, for example, the result that is already well known in
the literature that the teleparallel version reproduces the equation of state of a massless
field, while the Landau-Lifshitz pseudotensor is not always capable of such a feat. As an
original result, we were able to show that for a weak field and with a suitable “gauge”
choice the Landau-Lifshitz pseudotensor differs from the teleparallel one by a fourth order
term. We also made exact comparisons in the spacetime of plane waves, known generically

as pp-waves.

Key-words: Space-time, curvature, Teleparallelism, gravity, pseudotensor, energy-momentum.
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1 Introducao

A relatividade especial é uma teoria formulada por Albert Einstein em 1905 que
revolucionou nossa compreensao do espaco, do tempo e do comportamento dos objetos
em altas velocidades. Essa teoria é baseada em dois postulados fundamentais. O primeiro
postulado é o Principio da Relatividade, que diz que as leis da fisica sao as mesmas
para todos os referenciais inerciais. O segundo postulado diz respeito a Constancia da
Velocidade da Luz, que diz que a velocidade da luz no vacuo é a mesma para todos
os observadores inerciais, este postulado afirma que a velocidade da luz é sempre medida
como ¢ = 299.792.458 m/s. Entretanto, esse postulado nada diz sobre a covariancia das
leis da Fisica quando expressas em referenciais nao-inerciais. Portanto, em principio, ela é
uma teoria limitada aos referenciais inerciais e nao inclui o campo gravitacional. A teoria
que inclui o campo gravitacional e generaliza a relatividade para qualquer referencial,
acelerado ou nao, é conhecida como teoria da relatividade geral. Nela Einstein introduziu
o chamado principio da relatividade geral, cuja formulagao matematica corresponde ao
que se costuma chamar de principio da covariancia geral, que pode ser entendido como

significando que as equagoes da Fisica devem ter uma forma tensorial [1,2].

Em 1915 Albert Einstein formulou a RG [3], que é uma teoria da gravidade que
revolucionou nossa compreensao da natureza fundamental do espaco-tempo e do com-
portamento de objetos massivos. Ela fornece uma estrutura geométrica para descrever
os efeitos da gravidade como a curvatura do espaco-tempo causada por massa e energia.
Apesar de bem sucedida em explicar e prever varios fendomenos da natureza, ela nao ofe-
rece uma descricao clara e satisfatéria da energia do campo gravitacional. Ao contrario
de outras teorias, como a eletromagnética, por exemplo, que tém densidades de energia
bem definidas associadas a elas, a energia associada a gravidade nao é facil de definir e

medir de maneira local ou covariante [2].

O pseudotensor de Landau-Lifshitz [4], também conhecido como pseudotensor de
energia-momento de Landau-Lifshitz, é uma constru¢ao matematica usada na RG para
lidar com a energia e o momento associados ao campo gravitacional, além de reproduzir
o 4-momento do formalismo ADM no limite assintético [5]. Uma das principais criticas
ao pseudotensor de Landau-Lifshitz é sua falta de covariancia e dependéncia coordenada.
Devido a sua dependéncia de coordenadas, nao é um candidato adequado para uma descri-
¢ao covariante e independente de coordenadas de energia e momento na RG. O problema
de determinar a energia gravitacional tem sido uma area ativa de pesquisa e debate no
campo da RG [3,4,6-20]. Varias propostas e abordagens foram apresentadas, incluindo o
uso de definigdes de energia-momento quase locais (veja, por exemplo, as Refs. [12,13])

e energia gravitacional associada a ondas gravitacionais [21]. No entanto, uma solugao



universalmente aceita e satisfatoria para o problema ainda nao foi alcancada.

No verao de 1928 Einstein comecou a trabalhar com uma teoria alternativa da
gravitagao conhecida como teleparalelismo [22]. O teleparalelismo, também conhecido
como gravidade teleparalela, ¢ uma formulacao alternativa da gravidade que surgiu como
uma extensao da RG para incluir o eletromagnetismo na geometria, isto é, geometrizar o
campo eletromagnético. Todavia, esse projeto foi abandonado e, hoje, o teleparalelismo é

usado por outros motivos, em especial a descricdo da energia do campo gravitacional.

Na estrutura do teleparalelismo, o tensor energia-momento do campo gravitacional
desempenha um papel crucial na descri¢ao da distribuicao de matéria e energia no espago-
tempo. Ele permite reescrever as equagoes de Einstein em uma forma na qual é possivel
identificar a energia do campo gravitacional e coloca-la no lado direito das equagoes, em

igual destaque a energia da matéria.

Nesta dissertacao, apresentamos uma comparacao entre o pseudotensor de Landau-
Lifshitz e o tensor do teleparalelismo. Primeiro, apresentamos esses dois objetos e s
depois iniciamos a compara¢ao. Na comparagao, usamos duas abordagens distintas. Na
primeira, coletamos informagoes presentes na literatura e realizamos uma comparacao
qualitativa. Depois, realizamos calculos inéditos para obter resultados novos. Mostramos
que, no caso de ondas planas com polarizagdo 4+ e em um referencial em queda livre, os
dois objetos diferem por um termo negativo. Também foi possivel mostrar que, para uma
escolha adequada de coordenadas, os dois objetos coincidem até terceira ordem em uma
aproximacao de campo fraco. Usando a decomposigao de Eckart [23,24], mostramos que

eles preveem densidades, pressoes, e fluxo de calor distintos.

Ao longo desta dissertacao, usamos o formalismo tensorial, o formalismo de tétrada
e a decomposicao de Eckart, para estudar as densidade de energia e pressoes associadas a
energia do espago-tempo [23,24]. No Capitulo 2 apresentamos de forma resumida e obje-
tiva a teoria da relatividade especial. No capitulo 3 apresentamos a teoria da relatividade
geral, onde apontamos seus principios fundamentais, uma nocao de curvatura, a defini¢ao
de geodésica, as equagoes de campo e as leis de consevacdao do 4-momento. No Capitulo
4 apresentamos a ideia do teleparalelismo, desde o surgimento até as aplicacoes; ao fi-
nal, apresentamos a decomposicao da densidade tensorial de energia-momento em termos
da densidade de energia, das pressoes, e do fluxo de calor. No capitulo 5 faremos uma
comparacao entre o pseudotensor de Landau-Lifshitz e o tensor teleparalelo. Para isso,
usaremos o espago-tempo de ondas planas linearmente polarizadas e o espago-tempo de
Minkowski. No ultimo caso, a comparacao ¢ feita em um referencial acelerado. No capitulo

6 esbocamos um resumo dos resultados e perspectivas futuras.



2 Relatividade Especial

2.1 O que é a Relatividade Especial?

A relatividade especial é uma teoria cientifica desenvolvida por Albert Einstein em
1905 que mudou fundamentalmente nossa compreensao do espaco e do tempo. Este capi-
tulo visa fornecer uma visao abrangente dessa teoria, incluindo seus principais postulados,

consequéncias e implica¢Oes para nossa compreensao da fisica e do universo.

2.2 Motivacao

A relatividade especial foi desenvolvida por Albert Einstein em 1905 como uma
resposta a dificuldade da fisica newtoniana em explicar o comportamento da luz sem
recorrer & hipétese do Eter Luminifero' [1]. Essa teoria introduziu uma nova estrutura
para a compreensao da natureza do universo, que desafiou a nossa visao sobre o espaco e
o tempo. Desde entdo, a relatividade especial se tornou um dos pilares da fisica moderna

e continua a moldar nossa compreensao do universo hoje.

2.3 Postulados

A Relatividade Restrita é baseada em dois postulados fundamentais, que sao:

o O Principio da Relatividade: As leis da fisica sdo as mesmas para todos os observa-

dores inerciais [1];

Esse postulado é uma generalizagdo do principio da relatividade de Galileu, que
afirma que as leis da mecéanica sao as mesmas para todos os observadores em movimento
uniforme em relacao uns aos outros na auséncia de forgas externas. O que o principio da
relatividade restrita faz é incluir todas as leis da fisica, especialmente as que descrevem o

eletromagnetismo.

« A constancia da velocidade da luz: a velocidade da luz no vicuo é a mesma para

todos os observadores inerciais [1].

L O Eter era um meio fisico que foi postulado como sendo um meio que permeava todo o espaco e sobre

o qual as ondas eletromagnéticas se propagavam. Entretanto, o experimento de Michelson-Morley,
realizado em 1881 néo foi capaz de detectar o movimento da Terra em relacao ao Eter, colocando esse
meio como algo dificil de ser detectado.



Uma consequéncia desse postulado é que o intervalo de tempo e o comprimento
sao relativos ao movimento do observador e que nao existe um referencial “absoluto” no

universo.

Esses dois postulados sdo a base da relatividade especial e tém consequéncias como

a dilatacao do tempo, a contracao do comprimento e a equivaléncia entre massa e energia.

2.3.1 Consequéncias

A relatividade especial tem varias consequéncias importantes que mudam fun-
damentalmente nossa compreensao do espaco e do tempo. Uma das mais famosas é a
dilatagao do tempo [25], que prevé que o tempo passa mais devagar para objetos que se
movem em alta velocidade em relagao a um observador. Este efeito foi corroborado por
uma variedade de experimentos, incluindo medig¢oes do tempo de vida de particulas que

se movem em altas velocidades.

Outra consequéncia da relatividade especial é a contragdo do comprimento [26],
que prevé que os objetos que se movem em altas velocidades “parecerao” mais curtos na

dire¢do de seu movimento. Este efeito também foi corroborado experimentalmente.

A teoria também prevé a equivaléncia de massa e energia [27], conforme descrito
pela famosa equacao de Einstein £ = mc?. Esta equacio mostra que massa pode ser
convertida em energia e vice-versa. Essa equivaléncia foi verificada experimentalmente e
levou a uma melhor compreensao da energia nuclear e ao desenvolvimento de tecnologias

importantes.

Temos também a relatividade da simultaneidade [1], que diz que dois eventos
que sao simultaneos em um referencial podem nao ser simultdneos em outro referencial.
Este efeito é conhecido como a relatividade da simultaneidade e é uma consequéncia da

constancia da velocidade da luz.

Podemos ainda citar o efeito de causalidade [1], que nos diz que a ordem de causa
e efeito é preservada em todos os referenciais e nenhum processo fisico pode se propagar

mais rapido que a velocidade da luz.

2.4 Implicacoes para a Fisica Moderna

A relatividade especial teve um impacto profundo na fisica moderna. Isso levou
ao desenvolvimento de novas teorias, como a mecanica quantica relativistica e a teoria da

relatividade geral.

A teoria também mudou fundamentalmente nossa compreensiao do universo. Mos-

trou que o espago e o tempo nao sao entidades separadas, mas sim entrelacadas em um



tecido quadridimensional conhecido como espago-tempo [1]. Isso levou a novas ideias sobre

a natureza da gravidade e a estrutura do préprio universo.

2.5 O Espaco-Tempo de Minkowski

A métrica de Minkowski é um objeto matematico que descreve a geometria do
espago-tempo quadridimensional na teoria da relatividade especial [1]. Ela foi introduzida
em 1907 por Hermann Minkowski como uma forma de descrever a geometria do espaco-

tempo na relatividade especial.

A métrica de Minkowski é definida como uma matriz 4x4 que, em coordenadas
cartesianas, possui uma diagonal de (—1,1,1, 1) e todos os outros elementos iguais a zero,

escrita da seguinte maneira [2],

—1

|17y =

o O = O
o = O O
= o O O

onde pu,v =0,1,2,3 e a distancia infinitesimal entre dois eventos, denominada “elemento

de linha”, é dada por
ds® = n,,dztdz”. (2.1)

Essa métrica descreve o intervalo de espaco-tempo entre dois eventos, que ¢ uma quanti-

dade invariante nas transformagcoes de Lorentz.

O intervalo de espaco-tempo entre dois eventos é definido como a diferenca entre
o quadrado da distdncia no tempo e o quadrado da distancia no espaco. A métrica de
Minkowski nos permite calcular esse intervalo, que é um conceito fundamental na relati-
vidade restrita. O espago-tempo de Minkowski é o espago da mecénica relativistica, assim

como o espaco euclidiano é o espaco da mecanica newtoniana.

2.6 A Transformacao de Lorentz

Agora queremos encontrar as transformagdes que conectam as coordenadas de
dois referenciais inerciais que diferem apenas pelo movimento relativo constante e sao
consistentes com o Principio da Relatividade de Einstein [2]. Digamos que A* sejam os

elementos da matriz que conecta os dois referenciais inerciais, ou seja
dat — da'™ = Abda”. (2.2)
Temos

ds® = N drtds” — ds”? = Nudz™dx" (2.3)



porque a forma do tensor métrico nao pode mudar e, portanto, encontramos a seguinte

condicao de que a transformacao A deve satisfazer
Nuv = A Ao (2.4)

Como hé varias maneiras de obter a expressao da transformacao A¥, vamos nos

deter ao seguinte método:

t —t =ict, (2.5)
onde i é a unidade imagindria, i.e. 12 = —1, e t é o tempo. O elemento de linha agora 1é-se
ds? = dt* + dx* + dy® + d2?, (2.6)

que é o elemento de linha em um espago 4-dimensional Euclidiano R* [2]. As transforma-
¢oOes que deixam o elemento de linha invariante sao as rotagoes e as translagoes. Agora em
R* temos seis rotacoes “elementares” porque também existem as rotacoes nos planos tz,
ty e tz. A generalizacdo das transformacoes galileanas deveriam entdo partir das rotacoes

nos planos tz, ty e tz.

Vamos considerar uma rotagdo no plano tz. A matriz de rotacao é

cos(@) sen(f) 0 0
—sen(0) cos(f) 0 0
R- (0 , 2.7
0 0 01
onde 0 é o angulo de rotagao. Temos
dt dt’ cos(0)dt + sen(0)dx
dx dx’ —sen(0)dt + cos(0)
J — aw |~ p . (2.8)
Y Y Y
dz dz' dz

Considerando um evento que nao estad mudando as coordenadas do espaco no referencial

(t,2,v, ), temos dx = 0 e, portanto,

dz’ sen(0)dt

— = ———2— = —tan(0). 2.9

i cosyar ~ lenl?) (2:9)
Se reintroduzirmos as varidveis t e £, teremos
dz’ ,

= —ic tan(0). (2.10)

dz’
di’

(ct', 2’ y,2"), e portanto

Note que = —v, onde —v é a velocidade do referencial (ct, x, y, z) relativo ao referencial

tan(0) = —ia, (2.11)



onde nos definimos v = . Desde que

) 1 1
cos = = ,
1+ tan2(9) V1—a?
Q0

sen(f) =tan(0) cos(0) = ik

a equagao (2.8) torna-se

cdt cdt! ~yedt — yadx
dx . de’ | | —vyacdt + ydw
dy dy’ - dy

dz dz' dz

onde definimos o fator de Lorentz

A expressao para A¥ é, portanto,

v —vya 0 0

yo v 0 0
1AaL ]| = :

0 0 10

0 0 01

(2.12)

: (2.13)

(2.14)

(2.15)

onde o subindice x indica que a velocidade relativa dos dois referenciais esta ao longo do

eixo x [2]. Teremos expressoes similares se o movimento relativo entre dois referenciais

forem ao longo dos eixos y ou z

v 0 —ya 0 v 0
0O 1 0 O 0 1
A1 = Al =
— 0 ~ O 0 O
0O 0 0 1 —ya 0

(2.16)

o = O O

g

As transformacoes inversas podem ser facilmente obtidas com a substituicao v—-

v. Como exemplo, vamos tomar a transformagao inversa de (2.15), que sera

v o 0 0

= |
v 0 0 10|

0 0 01

7 Y . ~ 1V
e ¢ de facil verificagao que A* AJ? , =00

(2.17)

As transformagoes que conectam dois referenciais inerciais que diferem apenas

pelo movimento relativo constante sao chamadas de boosts, que sao um caso particular



das transformacgoes de Lorentz. Elas sdo a generalizacao relativistica das transformacoes
galileanas. As transformacoes de Lorentz com as rotagoes espaciais formam um grupo,
que é chamado de grupo de Lorentz. Se somarmos as transla¢oes ao grupo de Lorentz,
teremos o grupo de Poincaré, que é a contraparte na relatividade especial do grupo de
Galileu na mecénica newtoniana [2]. Se substituirmos explicitamente a velocidade da luz

¢, o fator de Lorentz ficara

(2.18)

Para ¢ — 0o, temos v — 1, e as transformagoes reduzem-se as de Galileu.



3 Relatividade Geral

A teoria da relatividade especial discutida no capitulo anterior é baseada no Prin-
cipio da Relatividade de Einstein e requer um espaco-tempo plano e referenciais inerciais.
O objetivo deste capitulo é discutir a extensao de tal referencial teérico para incluir o

campo gravitacional e referenciais nao inerciais.

A partir de consideragoes simples, fica claro que a gravidade newtoniana precisa
de uma revisao profunda. Na Lei da Gravitagdo Universal de Newton, existe a distancia
entre os dois corpos, mas as distancias dependem do referencial. Além disso, vimos que
na relatividade especial podemos transformar massa em energia e vice-versa. Assim, de-
vemos esperar que particulas sem massa também sintam e gerem campos gravitacionais, e
precisamos de uma estrutura para inclui-los [2]. Por fim, se a gravidade acopla a energia,
ela deve acoplar a propria energia gravitacional. Devemos, portanto, esperar que a teoria
seja nao linear, o que nao ¢é o caso da gravidade newtoniana, onde o campo gravitacional
de um sistema de multiplos corpos é simplesmente a soma dos campos gravitacionais dos

corpos individuais.

3.1 O Principio da Covariancia Geral

O principio da covariancia geral é um conceito fundamental na RG que desempenha
um papel crucial na formulagao da teoria. Origina-se do desejo de criar uma teoria da
gravidade que seja consistente com os principios da relatividade especial e mantenha sua
validade sob transformagdes arbitrarias de coordenadas [1]. Nesta se¢do, nos aprofundamos
no principio da covariancia geral e suas implicagoes para a formulacao das equagoes de

campo de Einstein.

Antes é essencial entender os principios basicos. A relatividade especial introduziu
o conceito de espago-tempo, onde as leis fisicas sdo expressas de forma covariante, o que
significa que elas permanecem inalteradas sob as transformagoes de Lorentz 2.6. Essas
transformacoes misturam coordenadas de espaco e tempo e incluem rotacoes, impulsos

(“boosts”) e translagoes.

Na RG, o principio da covariancia geral estende a nocao de covaridncia da rela-
tividade especial para incluir interagoes gravitacionais. A teoria da relatividade geral é

baseada no Principio Geral da Relatividade:

Principio Geral da Relatividade. As leis da fisica sdo as mesmas em todos os

referenciais [2].

Uma formulagao alternativa da ideia de que as leis da fisica sdo independentes da



escolha do referencial é o Principio da Covariancia Geral.

Principio da Covariancia Geral. A forma das leis da fisica é invariante sob

transformagoes arbitrarias de coordenadas diferenciaveis [2].

Portanto, matematicamente, o principio da covariancia geral pode ser expresso exi-
gindo que as equagoes que descrevem a dindmica da matéria e a curvatura do espago-tempo
sejam expressas na forma tensorial. Tensores sao objetos matematicos que se transformam
covariantemente sob transformagoes de coordenadas, garantindo que as equag¢oes mante-
nham sua forma. Este principio tem profundas implicacoes para a formulagao das equacoes
de campo de Einstein. Ele garante que as equagodes que descrevem a curvatura do espago-
tempo e o movimento da matéria sejam covariantes sob transformagcoes de coordenadas
arbitrarias [28]. Consequentemente, a teoria nao estd vinculada a nenhuma escolha parti-
cular de coordenadas, e as previsoes fisicas permanecem invariaveis, independentemente

do sistema de coordenadas empregado.

Porém, vale mencionar que tal principio é considerado controverso devido as intime-
ras criticas que recebeu desde sua formulagao. Muitos o consideram vazio, pois é possivel
formular qualquer teoria em uma forma tensorial. Para uma discussao detalhada sobre
esse problema, veja, por exemplo, a referéncia [28]. De qualquer forma, ele foi fundamental

para que Einstein pudesse formular sua teoria da gravitacao.

3.2 O Principio da Equivaléncia de Einstein

O Principio de Equivaléncia de Einstein é a pedra angular da RG, encapsulando a
ideia fundamental de que os efeitos da gravidade sao localmente indistinguiveis daqueles
causados pela aceleracao. Ele serve como um principio orientador para a formulagao da

teoria e fornece informagoes sobre a natureza da gravidade e do espago-tempo.

H& varias versdes do principio da equivaléncia e sua classificagao varia de autor
para autor. Muitas, inclusive, se contradizem. Todas as versoes estao de acordo com a

ideia de que no limite newtoniano as massas gravitacional e inercial sao iguais.

A versao de Einstein diz basicamente o seguinte. Considere um referencial no qual
um ponto material isolado se move uniformemente em linha reta ( em geral, chamamos
esse referencial de inercial). Um observador uniformemente acelerado em relagio a esse
referencial pode admitir que estd em repouso sem contradizer nenhuma lei da Fisica,
contanto que ele admita estd na presenga de um campo gravitacional homogéneo. ( Uma
versao mais precisa, fornecida pelo préprio Einstein, pode ser encontrada na pagina 206

da referéncia [29].)

H&, também, as versoes que fazem uso do conceito de regides infinitesimais para

apresentar o principio da equivaléncia. Elas afirmam que é possivel cancelar um campo



gravitacional arbitrario em uma regiao infinitesimal do espago-tempo. Essas versoes fo-
ram bastante criticadas por Einstein e Synge, que certa forma consideraram um resultado
trivial. Nas palavras de Synge (pagina ix de [30]) “Does it mean that the signature of the
spacetime metris is +2 (or -2 if you prefer the other convention)? If so, it is important,
but hardly a Principle...” De qualquer forma, essas versoes ainda sao muito usadas e, fre-
quentemente, confundidas com a versao de Einstein, sendo que Einstein nunca enunciou
o principio da equivaléncia em regides infinitesimais. Para maiores detalhes sobre essa e
outras controvérsias, veja a referéncia [29]. A classificagdo das varias versoes do principio
em “forma fraca”, “forma forte”, “principio de Einstein” etc também sao confusas e va-
riadas. Por isso, nao as apresentaremos aqui. O leitor interessado em uma tentativa de
por ordem nessas classificacoes, pode encontrar as varias versoes desse principio em uma

classificagdo bastante precisa em [31].

Varias formas do principio da equivaléncia tém sido testadas experimentalmente e
os resultados dos experimentos estdo em concordancia com essas formas [32]. Em especial,
até agora, nao foi detectada nenhuma diferenca entre a massa inercial e a massa gravitaci-

onal. Assim, podemos concluir que o principio da equivaléncia tem suporte experimental.

3.3 Curvatura

A curvatura é um conceito fundamental no campo da geometria diferencial e de-
sempenha um papel central na RG. Nessa teoria, ela descreve a curvatura do proprio

espago-tempo devido a presenca de massa e energia.

Em superficies bidimensionais, como uma folha de papel ou a superficie de uma
esfera, a curvatura é intuitivamente entendida como a quantidade pela qual a superficie
se desvia de ser plana. Essa propriedade pode ser quantificada em termos de raio de
curvatura ou usando ferramentas matematicas como curvatura gaussiana ou curvatura
média. Essas medidas capturam a quantidade de dobra ou protuberancia da superficie

em cada ponto.

Na RG, o espago-tempo é uma estrutura geométrica quadridimensional que com-
bina espaco e tempo em uma entidade unificada, que pode ser representada por uma
métrica. A curvatura do espago-tempo é descrita pelo tensor de Riemann, que é diferente

de zero sempre que ha um conteido de matéria ou energia [1].

A relagao da geometria com a distribuicao de massa e energia é dada pelas equagoes
de campo de Einstein. Essas equagoes estabelecem uma conexao entre a curvatura do
espago-tempo (expressa pelo tensor de Einstein) e a distribuicdo de matéria e energia

(expressa pelo tensor energia-momento).

Em resumo, compreender a curvatura é crucial para compreender o comportamento



das particulas, os efeitos da gravidade e a dinamica do universo conforme descrito pela
RG.

3.4 Geodésica

Uma geodésica é o caminho mais curto entre dois pontos em um espago, como uma
variedade ou espago-tempo [33]. As geodésicas desempenham um papel central tanto na
geometria diferencial quanto na RG, onde representam os caminhos seguidos por particulas
ou raios de luz em resposta a curvatura do espaco-tempo. No campo da geometria diferen-
cial, as geodésicas sao definidas como curvas que minimizam ou maximizam localmente
o comprimento entre dois pontos [34]. Elas sdo intrinsecas a geometria e representam a

trajetoria natural de particulas livres ou raios de luz.

As equagOes de uma geodésica podem ser escritas da seguinte forma. Considere
uma curva parametrizada z*(\), onde x* representa as coordenadas dos pontos ao longo
da curva e X\ é um parametro afim que rotula os pontos ao longo da curva. A equacgao

geodésica pode ser escrita como [35]:

RIS i dz¥ dx°

2 Tt AN

0, (3.1)

onde fffa representa os simbolos de Christoffel do segundo tipo, que sao determinados

pelo tensor métrico através da relagdo [33]:

o 1
Fl;a = §gu)\(gv/\,a + Gorv — gua)\)- (32)

Na equacao (3.1), os simbolos de Christoffel estao descrevendo como os vetores de base
das coordenadas mudam a medida que sao transportados ao longo da curva.

A equagao geodésica também pode ser expressa em termos do vetor tangente a

dxt

curva, T = <,

COImMo.

ar*
W + F';/LO.TVTU == 0 (33)

Essa equacao indica que a derivada covariante! do vetor tangente ao longo da geodésica
é zero, refletindo o fato de que as geodésicas, pelo menos na geometria riemanniana,
sao simultaneamente a menor distancia entre dois pontos e a trajetéria mais “reta” da
geometria. Isso significa que o vetor tangente permanece inalterado a medida que se move

ao longo da geodésica [35].

1 Esta derivada é definida como sendo a deriva que se transforma de forma covariante diante de uma

transformacao de coordenadas, isto é, ela mantém a forma.



Resolver a equacao geodésica permite determinar o caminho seguido por uma
particula ou raio de luz em um espaco curvo. A equacao geodésica é uma ferramenta

essencial na RG para entender o movimento das particulas sob a influéncia da gravidade.

Em resumo, geodésicas sao os caminhos mais curtos entre dois pontos em um es-
paco curvo. Na geometria diferencial, as geodésicas representam curvas intrinsecas, e na
RG descrevem os caminhos seguidos por particulas ou raios de luz em resposta a curva-
tura do espago-tempo. Portanto, compreender a geodésica é crucial para compreender o

movimento das particulas livres.

3.5 Equacoes de Campo

As equacgoes de campo da RG sao um conjunto de equagdes que descrevem o
comportamento da gravidade e a curvatura do espaco-tempo. Elas fornecem uma estrutura

matematica para entender a relagao entre a matéria e a geometria do espago-tempo.

As equagoes de campo podem ser escritas em termos do tensor de Einstein (G,)
e do tensor de energia-momento (7},,) [1]. O tensor de Einstein é uma expressao mate-
matica que codifica a curvatura do espago-tempo, enquanto o tensor de energia-momento

representa a distribuicdo de matéria e energia no espaco-tempo.
As equagdes de campo sao dadas por [2]:

8w
GMV - FGTWM (34)

onde G é a constante gravitacional, ¢ é a velocidade da luz. O tensor de Einstein G, ¢é
uma combinagao do tensor de Ricci (R/w) e do escalar de Ricci (R), que sao obtidos a
partir do tensor de Riemann, R 5, . Em termos dos simbolos de Christoffel, o tensor de
Riemann tem a forma

° - ° 0 ° o o¢ ° o c¢ °
RHBV — agl—‘yu - ayl—‘ﬁu + FV,UfFﬂ(ZS - F,B},L Vd" (35)

O tensor de Ricci é definido pela contragao

R =R, = 9°° Rapon. (3.6)

pov

Uma contracao final define o escalar de Ricci por

R=g"R,, (3.7)

O tensor de energia-momento 7}, contém informagoes sobre a densidade de energia
e pressao do campo de matéria, e sua forma especifica depende da natureza da matéria e

dos campos presentes no sistema em consideragao [1].



As equagdes de campo também podem ser expressas na forma [2]:

o 1 . 8T
ij - igle = gGT}W? (38)
onde g, ¢ o tensor métrico, que descreve a geometria do espago-tempo. O tensor métrico

define a distancia e os angulos entre pontos préximos no espago-tempo.

As equagoes de campo da RG sdo nao lineares e acopladas, o que significa que a
distribuicao de matéria e energia afeta a curvatura do espago-tempo, enquanto a curvatura
do espago-tempo influencia 0 movimento da matéria e da energia [2]. A resolugdo das
equacgoes de campo permite determinar o tensor métrico e, consequentemente, a geometria

do espago-tempo para uma dada distribuicao de matéria e energia.

As equagoes de campo foram testadas e verificadas por meio de inimeros experi-
mentos e observacoes, como a deflexdao da luz em torno de objetos massivos, a precessao
do perié¢lio de Merctrio e as ondas gravitacionais detectadas por observatoérios de ondas
gravitacionais. Por isso, as equagoes de Einstein sao tidas como as equacoes mais bem

sucedidas na descri¢ao do campo gravitacional.

3.6 Leis de Conservacao para 4-momento e Momento Angular

Nesta secao, apresentamos uma das varias propostas para 4-momento e momento
angular no contexto da RG. Ela nao sera utilizada mais adiante, porém consideramos im-
portante que o leitor tenha contato com o problema da determinacao da energia gravitaci-
onal no contexto dessa teoria, antes de passarmos para o teleparalelismo. A apresentacao

serd baseada no capitulo 20 da referéncia [35].

3.6.1 Integrais de Fluxo Gaussiano para 4-momento e Momento Angular

Para apresentarmos uma definicdo para o 4-momento de um determinado espaco-
tempo, vamos usar as equagoes de Einstein em sua forma linearizada. Assim, nos limita-

remos ao caso de campos gravitacionais fracos.

A aproximacao de campo fraco pode ser feita da seguinte forma. Primeiro, admite-
se que a métrica g, possa ser aproximada por g,, ~ 7., + h,,, onde |h,,| < 1. Depois,
calcula-se G, até a primeira ordem em h,,. Por conveniéncia, o tensor de Einstein ¢
reescrito em termos de um novo conjunto de fungoes {BW} cuja defini¢ao é BW = hyw —

(1/2)nuh, onde h = n**h,,. Assim, as equacoes (3.4) podem ser aproximadas por
26" = HYP = 167TH, (3.9)
onde a virgula representa a derivada parcial e H***8 é dado por

HIYE = _ (B g o8 _ vyl _ by, (3.10)



Como se verifica a partir desta expressao, ele tem as mesmas simetrias que o tensor

de Riemann
H,ucwﬁ — Huﬁua — H[#a][l’ﬁ]7

HHevBl — 0, (3.11)

Da antissimetria de H#***? em v e /3, seguem as leis de conservacdo da fonte da

teoria linearizada,
1
™ = ——H"P = .
sV 167T ,aﬂu
A mesma antissimetria que produz essas equacoes de movimento também produz uma

integral de fluxo para o 4-momento total da fonte:
1
_ 073, _ a08 ;3
PM_/Tde_lﬁ,ﬁ/Hﬁlﬁ d$

1 a0j 33 1 a0j 32

onde foi usado H 7‘;"600 = 0 na primeira igualdade da segunda linha. J& na segunda igual-

dade, foi utilizado o teorema de Gauss. A 2-superficie fechada de integracdo S deve en-

volver completamente a fonte e deve estar em uma 3-superficie de tempo constante z°.

A energia pode ser obtida a partir da componente P°. Escrevendo essa componente

em termos da métrica g;;, onde os indices latinos assumem os valores 1,2, 3, chega-se a

1
P’ = Tor /S(gjk,k — Gr,j)d*S;. (3.13)

E interessante notar que essa expressao coincide exatamente com a energia ADM [5], que

é obtida a partir do formalismo hamiltoniano.

Usando a defini¢ao usual de momento angular, no contexto de uma teoria relati-

vistica, e procedendo de maneira similar ao que foi feito em (3.12), chega-se a

JH :/(x“TVO — 2"TH)dP
1

o (@ H — 2 HU o Y — )RS (3.14)
mwJSs ’ ’

As expressoes que obtivemos para P* e para J*” sao validas apenas para campos
gravitacionais fracos. Entretanto, elas podem ser aplicadas em espagos-tempos que tenham
regioes com campo intenso, contanto que as utilizemos apenas nas regioes distantes, onde
o campo € fraco. A situagdo mais comum, para a qual esse tipo de aproximagcao ¢é valida,
é a regiao assintotica de um espaco-tempo de uma fonte isolada. Como essa fonte esta
localizada em uma regiao finita do espago, mesmo que seu campo gravitacional seja forte
nas proximidades, é possivel se afastar o suficiente para que a aproximacao de campo
fraco seja valida. Assim, as expressdes obtidas acima podem ser usadas para calcular o

4-momento e o momento angular desses espacgos-tempos.



E importante destacar, aqui, que as expressoes obtidas acima para P* e J* s6
devem ser usadas em um sistema de coordenadas assintoticamente retangular, onde a
métrica g,, toma a forma da métrica de Minkowski, 7,,,. Em um sistema de coordenadas
inercial local, isto ¢, um sistema de coordenadas tal que g, = 7, € Gu,o = 0 em um

certo evento, os integrandos de P* e J*” sao nulos, pois

Guv,a :hw/,a =0= H:lgjaﬁ = O;
g/,u/ :n,U«V = I{P'lloz[3 — 0

Isso nao significa, entretanto que P* e J* sejam nulos nesse sistema de coordenadas. Na
verdade, o resultado das integrais, isto ¢, os valores do 4-momento e do momento angular
serao independentes do sistema de coordenadas retangulares utilizados. Eles sao tensores

na regiao assintoticamente plana, local onde g, tende a 7,,.

O uso de coordenadas curvilineas ou a auséncia da condigao de contorno g,,, — 7,
pode, facilmente, levar a resultados sem sentido, e até divergentes. Tanto o formalismo

apresentado aqui, quanto o formalismo ADM apresentado em [5] sofrem dessa limitagao.

3.6.2 Integrais de volume para 4-momento e Momento Angular

O procedimento para obter as integrais de volume no caso linearizado é bastante

simples. Aqui, apresentamos para o caso geral, sem linearizacao.

Suponha, agora, que H***# continua tendo a mesma forma de antes, porém escrita
em termos de h,, = g, — - Nesse caso, ainda ¢ possivel colocar as equagoes de Einstein,

sem aproximagao, na seguinte forma
H' = 167 T!Y, (3.15)

onde T!{ é um objeto que é dado pelo tensor de energia-momento da matéria mais uma
parte nao tensorial. Esta forma das equacoes de Einstein permite uma conversao das

integrais de fluxo Gaussiano em integrais de volume, assim como na teoria linearizada:

pr ?{ HIO 23, = / HY% By
167T
1
— [ Hidr — / T d. (3.16)
Similarmente,
g = [@ Ty = 2T d, (3.17)

Nessas integrais de volume, como em toda a discussao anterior, as coordenadas devem se

tornar assintoticamente lorentziana (g,, — 7,.) longe da fonte.



A forma de T} pode ser calculada ao lembrar que H ”j;fg”ﬁ tem a mesma forma do
tensor linearizado de Einstein (3.9). Assim, o T pode ser obtido a partir da soma de

TH com
16mt = HAYP — 267, (3.18)

onde t*¥ ¢ identificado como sendo o pseudotensor de energia-momento do campo gravi-
tacional. A partir dessas identificacoes, podemos reescrever as equacoes de Einstein na

forma
HAS = 167t + 2G™ = 16w (t" + T™),

de modo que

T, =T + 1, (3.19)

A equagao de campo de Einstein (3.15) implica, porque H f;‘g’ﬂ ¢ antissimétrico em

ve [, que

TH,, = (T"™ + "), = 0. (3.20)

Todas as quantidades H#5, 1! e t" dependem para sua definigdo e existéncia
da escolha de coordenadas; eles nao tém existéncia independente de coordenadas, nao

sendo, portanto, componentes de um tensor ou de qualquer outro objeto geométrico.

Esta claro no procedimento acima que ha uma infinidade de formas de definir
H#"v8 ¢ obter uma definicdo para o 4-momento e para o momento angular. Em particular,
se definirmos uma nova quantidade H”*“? que coincide com H"*# original na regido
assintética de campo fraco, entdo o novo 4-momento e o novo momento angular coincidirao
com os obtidos a partir de H***#. Uma escolha convenientemente foi dada por Landau e

Lifshitz [4], que definiram o objeto
HI"P = ghvg® — g™, (3.21)

onde g = (—g)% g"”. Landau e Lifshitz mostraram que as equagoes de Einstein podem

ser escritas na forma
Higns = 16m(—g)(T" + t1), (3.22)
onde as componentes do pseudotensor de Landau-Lifshitz sao dadas por

(6 1 « [e% 1 « v
(—g)ter [0 — g0 + Z g™ gr.07 gt

ML 16m 2
a A av vp L
— (9" 808 + 97 9082 8'0) + 9r.9" 0% 0
1
+ *(29%\9’8“ - gaﬁg/\u)(QnggaT - ng'gV‘l')g:/):rgﬁf]‘ (323)
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Neste caso, teremos

TH o = (—g)(T™ + 14%) (3.24)
(§]
T ey =0, (3.25)
pr = / e dr, (3.26)
= (@ T g~ 2T ) (3.27)

3.6.3 Argumentos Contra a Localizacao da Energia Gravitacional

Nesta secao, vamos apresentar os argumentos elaborados por Misner, Kip Thorne
e John Wheeler contra a ideia de tentar localizar a energia do campo gravitacional, pelo

menos no contexto da RG.

Quando queremos saber qual é a energia e o momento do campo eletromagnético
em um dado elemento de volume, temos apenas uma férmula para calcular; nao ha am-
biguidade. Além disso, essa energia-momento “tem peso”, pois ela curva o espago, serve
como fonte no lado direito das equacgoes de Einstein, e produz um desvio geodésico entre
duas linhas de universo que passam na regiao. Ela é observavel. Nenhuma dessa proprie-
dades esta presente nos pseudotensores: ha uma infinidade de pseudotensores que podem
ser definidos; “a energia-momento local do campo gravitacional” ndo tem peso, ela nao
curva o espaco e nem serve com fonte no lado direito das equagoes de Einstein; também

nao produz desvio geodésico. Conclusao, ela nao é observavel.

Outro argumento apresentando pelos autores é que sempre podemos encontrar, em
qualquer localidade, um referencial no qual todos os simbolos de Christoffel desaparecem.
Eles terminam o argumento com a afirmacao “No ["’s no “gravitational field” and no local

9999

gravitational field means no “local gravitational energy-momentum”.

Duas questoes interessantes, mas que nao serao discutidas aqui, sao as seguintes:
“até que ponto esses argumentos nao sao dependentes da visao tradicional da RG?” Sera
que em uma nova teoria esses argumentos seriam validos, ainda que essa teoria tivesse as

mesmas equagoes de campo da RG?

3.6.4 Leis de Conservacdo para o 4-momento Total e Momento Angular

Ha varios sistemas fisicos que possuem corpos com campos gravitacionais intensos,
mas que também possuem regioes enormes entre eles nas quais o campo gravitacional é

fraco. Como exemplos, temos o Sistema Solar, as galaxias, e os aglomerados de galaxias.



Nesses sistemas, é razoavel admitir que nessas regides de campo fraco, que chamaremos
de “entre corpos”, o espago-tempo é aproximadamente plano e podemos desprezar as

contribui¢oes do pseudotensor. Assim, podemos escrever o 4-momento do sistema na forma

_ 3 p0 73
szstema - / effd T+ " T d
entre corpos
- Z Pr 4 / THOPy (3.28)
« entre corpos

onde separamos a integral em dois tipos: somatério das integrais nas regioes “assintéticas”
(longe o suficiente) que envolve cada corpo, denotados por o e uma integral sobre a regiao

quase vazia que existe entre os corpos do sistema.

O P*¥ corresponde ao 4-momento do corpo o medido por um observador que esta
“préximo” do corpo a e longe dos outros corpos. J4 a integral de T#° na regido entre os
corpos computa as contribuicbes de qualquer gas, particulas, ou campo magnéticos que
possam estar presentes nessa regiao. Fazendo o mesmo como o momento angular, teremos

istema = Z T+ (2T — 2" TH)d%x. (3.29)

entre corpos

Envolva este sistema assintoticamente plano por uma superficie bidimensional S que esta
em repouso em algum referencial assintético de Lorentz. Entao o 4-momento e o momento

angular dentro de S mudam a uma taxa dada por

dt dt/ et 54 /effo
/T’“d?’x— § 19,423, (3.30)

e similarmente

uv
d‘ét :—fg(ﬂTgf — 2T, S, (3.31)

Por conveniéncia, considere T} como sendo dado pelo pseudotensor de Landau-

Lifshitz. Assim, na regiao assintoticamente plana, teremos
Ty = (=) (T + thp) =~ (T" + 1),

onde t7'; é dado pelas equagoes (3.23). Apenas as partes de t}’, que tem uma dependéncia
do tipo 1/7? ou 1/r3 para r grande pode contribuir para as integrais de fluxo (3.30), (3.31).
Para solugoes estaticas, t; vai com 1/r%. Portanto, as tinicas contribui¢des vém de partes
dindmicas da métrica, que, nessas grandes distancias, sdo inteiramente na forma de ondas
gravitacionais. Além disso, a média t}"; ao longo de varios comprimentos de onda antes
de avaliar as integrais de fluxo (3.30), (3.31) ndo pode afetar os valores das integrais.

Portanto, pode-se fazer livremente nessas integrais a substituicao

Th, =T + T

?



onde TEW)H representa o valor médio de ¢4’ . Portanto, podemos escrever

dP* . .
Tdt 7{9<TM + T @25, (3.32)
dJ" vi | (GW)vj vipni o p(GW)njy) g2
- = fg[m“(T I PEWIGy _ gy (T 4 P EWIRi) g2 G, (3.33)

As equagoes (3.32) e (3.33) dizem que a taxa de perda do 4-momento e momento
angular do sistema, ¢ precisamente igual a taxa na qual a matéria, os campos e as ondas

gravitacionais carregam 4-momento e momento angular para fora da regiao envolvida por

S.

3.7 Outros pseudotensores

Apenas para fornecer ao leitor uma nogao da quantidade de propostas para descre-
ver a energia do campo gravitacional, apresentamos nesta secao os pseudotensores mais

conhecidos na literatura.

A definigao de energia-momento de Einstein, pode ser escrita na forma [14]

B = 1(;@;?;, (3.34)
onde
O, = 5%‘1’,”55 ’ (3.35)
e

prese — [_g(glfﬁgaﬁ _ gaﬁgup]‘ (336)

A componente E{ ¢ interpretada como sendo a densidade de energia, E° sdao as compo-
nentes da densidade de momento e E§ sao as componentes da densidade de corrente de

energia.

A defini¢ao de energia-momento de Bergmann-Thomson, pode ser escrita como [14]

1
BY = ——=fve 3.37
160« 7 (3.37)
onde
—Bra _ Buyva
Ehve = gfr XY (3.38)
com
ro av g vo
Xro = X0 = ZHgrebe, (3.39)

V=



onde BY é a densidade de energia, Bg sao as componentes da densidade de momento e

Bl sdo as componentes da densidade de corrente de energia.
A definigdo do complexo de energia-momento (outro nome para “pseudotensor”)

de Mpgller, em RG, pode ser escrita como [14]

1
Y — (3.40)

[T S

onde o superpotencial anti-simétrico \j* é

A = =glgupy — G819 97 (3.41)

A componente M ¢ a densidade de energia e M sdo as componentes da densidade de

momento.

A definicdo do complexo de energia-momento de Papapetou, pode ser escrita como

[14]
sy — L s (3.42)
16m 28
com
NIo? = /=g(g" 0 = g" 0" + g — g"on), (3.43)

onde ¥ ¢é a densidade de energia, 22 sdo as componentes da densidade de momento e 3

sao as componentes da densidade de corrente de energia.
A defini¢ao do complexo de energia-momento de Tolman, pode ser escrita como [14]
1
T = 3", 3.44
v 871 (70N ( )

onde T) e TY sdo componentes de energia e momento e

1
S = V=g(=g"V5, + 50le" V) (3.45)
com
V=10 + §gvrau + igurav‘ (3.46)

Embora ja tenhamos fornecido uma expressao para o pseudotensor de Landau-
Lifshitz, vamos reescrevé-lo aqui em termos dos simbolos de Christoffel. Em termos desses
simbolos, (3.23), teremos [2]

K.

+ g (0,15, + T3 Lo, = T, Po — Tols,)

t% :k[(zrp)\r,coro - FZUFK[) - ngrgaxg#ngy)\ - g,uugn)\)

ApT Ko pot KA
vk Ap (P oo S V7 E VS
+ g9 (FKGF)\p + FAp KO Fpo KA Fnkrpa)

+ gt (T T, — TSI ), (3.47)



onde k = ¢*/(167@), e I %, sdo os simbolos de Christoffel.
Em termos de ¢, as equagoes de Einstein podem ser escritas na forma
(—g)(TH +th') = 0,77, (3.48)
onde
T = k0,[(—9) (9" 9" — 9"°9"")], (3.49)

TH ¢ o tensor de energia-momento da matéria, e g o determinante da métrica.

A densidade de energia-momento do espago-tempo neste caso pode ser denotada

por

01 = 9,7 (3.50)

Esses foram s6 alguns dos principais pseudotensores, mas o leitor pode estar certo
de que ha muitos outros. Vale lembrar que essa ambiguidade na descricao da densidade
de energia do campo gravitacional ¢ um dos argumentos contra a localizacao da energia
gravitacional. Na proxima se¢ao, apresentaremos a proposta do teleparalelismo para tentar

solucionar esse problema.



4 Teleparalelismo

4.1 O que é Teleparalelismo?

Teleparalelismo é a ideia de que o transporte paralelo de um vetor nao depende
da trajetoria. Imagine um vetor, queremos movimentar ele de um ponto A até um ponto
B. Podemos transportar este vetor por diferentes caminhos, basta escolher a trajetoria.
Porém, se este transporte paralelo for sempre independente da trajetoria, para quaisquer

que sejam os pontos ( ou curvas), entao, dizemos que ha teleparalelismo.

Em qualquer espaco-tempo com teleparalelismo, existe um conjunto de campos
vetoriais que formam uma base onde os coeficientes de conexao sao nulos. Chamamos
esse referencial de referencial teleparalelo e o denotamos por e,, onde os indices latinos
do inicio do alfabeto vao de (0) a (3), enquanto os do meio do alfabeto vao de 1 a 3 e
representam indices de espago tangente somente quando escrito na forma (7), (j), etc. O
coframe é denotado por ¥, e sua relagdo com o frame é dada pela condi¢ao ¥%(ep) = J.

O referencial e o coframe sao simplesmente chamados de tétrada, e suas componentes nas

a
7

ea = €40, e 9 = efdz”, onde os indices gregos vao de 0 a 3. Aqui, também usaremos a

bases de coordenadas 0, e dx" sdo e e ef, respectivamente; matematicamente, temos

seguinte notagao: dado um campo vetorial v, expandimos esse vetor na base J,, na forma

v =v"0,. Além disso, a atuagao de v em uma funcao f é denotada por v[f] = v*0,f.

4.2 Teleparalelismo na RG

Seja M uma variedade diferencidvel, F'(M) o conjunto das fungoes suaves em M,
e V(M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C* em M. Chamamos de conexao afim

a aplicagao V : V(M)xV (M) — V(M) que satisfaz as seguintes propriedades’:

Vtvpguw = Vw4 gV, (4.1)
Vy(u+w) = Vyu+ V,w, (4.2)
Vo (fu) = v[flu+ fVou, (4.3)

onde v,u,w € V(M) e f,g € F(M).

Um caso particular de conexao é a conexao de Levi-Civita. Ela é determinada

univocamente pela métrica e corresponde exatamente a conexao usada na teoria da RG.

Formulada por Einstein em 1915, a RG s6 apresenta teleparalelismo quando a

curvatura da conexao de Levi-Civita, V, é nula:

1 Para maiores detalhes sobre conexdes afins, veja, por exemplo, a referéncia [36].



ng’(v, u)w = VoV — V,Vyw — ﬁ[w]w =0, (4.4)

onde [v,u] é o bracket de Lie, que é definido como [v, u|f = v[u[f]] — ulv][f]].

Uma consequéncia desta condicao na RG é que temos um referencial rigido, ou

seja,
V,eq =0, (4.5)
e este referencial rigido ¢ o referencial inercial global

e = (0y, 05, 0,,0,). (4.6)

Nota-se que, na RG o teleparalelismo tem um “problema”, s6 vai existir telepara-
lelismo se a curvatura de Levi-Civita for nula. Isto leva a uma métrica trivial, a métrica
de Minkowski.

Contudo, é possivel ampliar a nocao de teleparalelismo para uma geometria com
outras conexoes que possuam torcao e nao-metricidade. Essa extensao foi estabelecida
por Eisenhart em 1927 [37]. Ela diz que a condigao necessaria e suficiente para que haja

teleparalelismo ¢ a nulidade do tensor de curvatura.

4.3 Histéria do Teleparalelismo

No verao de 1928 Einstein comegou a trabalhar com teleparalelismo. Apesar de o
paralelismo distante ja ser do conhecimento de Cartan, Weitzenbock e Eisenhart, quem
primeiro formulou uma teoria fisica foi Albert Einstein. O objetivo de Einstein era unificar
o campo eletromagnético com o campo gravitacional, através dos graus de liberdade do
campo de tétrada. A ideia era combinar uma conexao sem curvatura com uma métrica

nao trivial.

Como consequéncia, a teoria passa a ter duas conexdes :

o Levi-Civita, V, com curvatura e sem torcao;

o Weitzenbock, V, sem curvatura e com torcao.

Ou seja, vai existir um referencial “rigido” , tal que, Ve, = 0. Porém, ao contrario do

espaco-tempo de Minkowski, nao esta claro qual é o referencial que satisfaz essa condicao.

Ainda em 1928, Einsten fez algumas comparagdes com as principais geometrias
que estavam em destaque na época. A geometria de Weyl e a geometria riemanniana

[37]. A geometria de Weyl nao permite comparar comprimentos em pontos distintos da



variedade e nem orientagoes, ou seja, quando Weyl formulou esta geometria ele queria que
fosse a geometria mais local possivel. Por outro lado, a geometria riemanniana permite a
comparag¢ao de comprimentos de pontos distantes, mas nao de dire¢oes. Ja a teoria que
Einstein estava formulando, que é baseada na geometria de Weitzenbock, permitia nao sé

a comparacao de comprimentos, mas como também de diregoes.

Apos algumas tentativas, Einstein chegou a um invariante para construir sua acao:

1 1
T ZT@bCTad, + ET””CTW —T°T,, (4.7)

onde T, = T}, e T§, é a torcdo de Weitzenbock, dada por T4, = d,el — €.

Contudo, Einstein se frustrou com esta acao. Em carta enviada a Einstein, no dia

23 de maio de 1929, Lanczos chama a atencao de Einstein para a relagao
R=-T+2v,T" (4.8)

As equacgoes de campo eram as mesmas da RG. Portanto, ndo era possivel obter as equa-

¢oes da eletrodinamica.

Outras tentativas foram feitas, mas sem sucesso. Entao, Einstein desiste de tentar

unificar a gravitacao e o eletromagnetismo através do paralelismo distante.

Todo este percurso durou do verao de 1928 até a primavera de 1931. Durante este
periodo, Einstein interagiu com varios pesquisadores. Como exemplo, podemos destacar

Herman Miintz, Roland Weitzenbock, Cornelius Lanczos, Elie Cartan e Walther Mayer.

Em 1938 Einstein explicou de forma mais detalhada o motivo de sua desisténcia
de trabalhar com o teleparalelismo [22]. Primeiramente, a impossibilidade de encontrar
uma representacao tipo tensorial para o campo eletromagnético. Outro motivo, é que a

teoria tem uma liberdade excessiva na construcao das equacoes de campo.

4.3.1 Renascimento do Interesse pelo Teleparalelismo
43.1.1 C. Mgller

O interesse pelo teleparalelismo surge novamente em 1961 com o trabalho de C.
Moller [38]. Mgller percebeu que podia utilizar o teleparalelismo para resolver o problema
da localizacao da energia do campo gravitacional, ou pelo menos, da formulacao de uma
densidade tensorial e eventualmente uma energia para o espago-tempo e alegou ter en-
contrado uma solugao satisfatéria [38]. Todavia, a ideia de ter encontrado uma solugao
satisfatéria nao era tao simples assim, pois havia uma enorme ambiguidade na defini¢ao

dessa densidade.



4.3.1.2 Teoria de gauge do grupo das translacdes

Outra motivagao apareceu, em 1976, quando Y. M. Cho obteve a lagrangiana do

Teleparalelismo a partir da teoria de gauge da translagao com uma lagrangiana do tipo

Yang-Mills [39]:

1 1

1
V _g<7TabcTabc + iTabcTacb - TabbTacc)- (49)

Lr, = 1

K2

No mesmo ano, Cho mostrou que a teoria de Einstein-Cartan é obtida de forma
univoca a partir da teoria de gauge do grupo de Poincaré, se a lagrangiana tiver apenas
as contribuigoes mais simples dos campos de forga [40]. Vale resaltar que, a teoria de

Einstein-Cartan nao é teleparalelismo, apenas por curiosidade.

Em 1977, K. Hayashi nao se limita a uma teoria em particular e mostra que a

teoria de gauge do grupo das translagoes é uma teoria gravitacional baseada no espago
de Weitzenbock [41].

4.3.2 Formulacao Hamiltoniana do TEGR
4.3.2.1 Inicio da formulacdo Hamiltoniana

Até onde sabemos, a formulacao hamiltoniana teve inicio no fim da década de 80.
O artigo mais antigo sobre esse tema que temos conhecimento é “Positive energy via the
teleparallel hamiltonian”, de J. M. Nester (1989) [16]. Porém, ndo é muito aprofundado

no formalismo, 14 o Nester foca mais no problema da positividade da energia.

O formalismo hamiltoniano propriamente dito, mais amadurecido, foi desenvolvido
por J. W. Maluf e colaboradores [42-46].

Tanto Maluf quanto Nester identificaram um 4-momento para o espago-tempo,
porém suas versoes sao diferentes. Além disso, durante o processo da formulagao hamil-
toniana, Maluf identificou um objeto com comportamento de momento angular, o Nester

nao fez isso.

As principais diferencas entre os 4-momentos de Maluf e Mgller sdo:

o O de Mgller nao é capaz de reproduzir a energia do buraco negro quando a tétrada

estd adaptada as coordenadas de Kruskal, a expressao do Maluf é [47].
J4 as principais diferencas entre os 4-momentos de Maluf e Nester sdao as seguintes:

o Embora Nester tenha motivado sua versao a partir do formalismo hamiltoniano, ele

nao usa o indice de espago tangente para chegar a sua defini¢cdo. No teleparalelismo,



o campo gravitacional é identificado com a tétrada, e nao com a métrica. Portanto,

o momento canodnico conjugado deve conter um indice de espago tangente, isto é

[1* e nao dois indices de espago-tempo, I1#".

Devido a essas vantagens, daqui pra frente usaremos a versao do Maluf.

4.3.2.2 Equivaléncia com o formalismo ADM

Em 2002, Maluf demonstrou que a energia do 4-momento obtido a partir do for-
malismo Hamiltoniano do TEGR reproduz a do formalismo ADM [45]. J& em 2022, foi

demonstrado que a versao do TEGR generaliza a do formalismo ADM [20].

4.4 Equacoes de Campo

4.4.1 Escalar de Torcao e Lagrangiana

Antes de apresentarmos as equagoes de campo, vejamos alguns dos elementos da

geometria de Weitzenbock.

A conexao de Weitzenbock é definida como sendo uma conexao, tal que, existe

uma base teleparalela que é ortonormal.

« Conexao de Weitzenbock (1921)

A A
Viea =0& 17, = e 0,e;.

o Torcao de Weitzenbock na base teleparalela

a a a
Ty, = Ou€, — Oye),.

Note que, no frame teleparalelo, ela coincide com o objeto de nao holonomia.

o Escalar de torcao

1
T=-T%T,.+ iT“bchaC —T°T,.

1
4

A partir deste escalar de tor¢ao, definimos a lagrangiana da teoria.

o Densidade lagrangiana do TEGR

(4.10)

(4.11)

(4.12)



L= kel — Lag, (4.13)
onde Ly é a densidade lagrangiana dos campos de matéria, k = ¢*/(167G), e e =|| €. ||.

Uma pequena observacao para realizacgdo dos calculos. Para uma tétrada na qual

e(0) aponta para o futuro e a triade, e(;) ¢ de mao direita, teremos e = \/—g.

Tomadas as variagoes da acao do teleparalelismo com relacao as tétradas, obtemos
exatamente as equagoes de Einstein. Porém, as equagoes sao escritas em uma forma
semelhante aquelas dos pseudotensores, com o suposto contetido de energia-momento do

campo gravitacional do lado direito.

o Equagoes de Campo

Do (eXHY) = i(t“a +TH),  (Equagoes de Einstein) (4.14)
onde
abc 1 abc bac cab 1 abrc abre
)y :Z(T + 717 =T )+§(77 T¢ —n™T¢) (4.15)

é chamado de superpotencial e
the = f(450H T — ™) (4.16)

¢ identificado como o tensor energia-momento do campo gravitacional.

4.5 Energia no Teleparalelismo

O momento candnico conjugado a e,, ¢ definido da seguinte forma
0L

e =
déay

= —4keX*" (4.17)

Note que, o momento candnico conjugado é definido naturalmente com um indice de
espaco tangente. Portanto, neste sentido, a definicao do Maluf é mais natural do que a do
Nester.

A partir do formalismo Hamiltoniano, Maluf define o 4-momento do espago-tempo
pPr=— / Bro" — Pt = — f dS, 11 (4.18)
1% s
(sem singularidade)
Um questionamento que pode surgir seria se a singularidade, caso exista, contribui.

Formiga e Gongalves [47] mostraram em 2021 que no caso dos espagos-tempos de Kruskal

e Novikov a singularidade nao contribui para o 4-momento.

Caso haja um espaco-tempo onde a singularidade contribua para a energia, pode-

mos proceder da seguinte forma:



o Podemos excluir as singularidades integrando apenas na regiao livre de singularida-

des. Assim, a integral de superficie serd uma integral sobre varios contornos.

» Caso faga sentido falar em um limite assintético, podemos levar as integrais sobre os
contornos internos para o lado direito das equagoes de Einstein e calcular a energia

total usando o contorno externo, como ¢ feito no formalismo ADM.

O teleparalelismo nos permite identificar uma densidade de energia, atribuir uma

densidade de enegia para o espaco-tempo e para um campo gravitacional.

Combinando as equacoes de campo com o momento conjugado, obtemos
—OI* = et + eT", (4.19)

onde, no lado esquerdo da equagao temos o que interpretamos como sendo a densidade de
energia do espaco-tempo, e do lado direito temos o que interpretamos como a densidade

de energia do campo gravitacional e a densidade de energia da matéria, respectivamente.

Veremos agora o que isso nos diz sobre o principio da equivaléncia. Aqui esta-
mos diante de uma controvérsia porque a equacao (4.19) parece sugerir a localizagao da
energia do campo gravitacional, ou seja, ela parece dizer que temos uma densidade, que
localizamos a energia do campo gravitacional. Porém, uma afirmacao encontrada no li-
vro do Misner, Thorne e Wheeler vemos que, “E sempre possivel encontrar, em qualquer
localidade, um referencial no qual o campo gravitacional local ( todos os simbolos de
Christoffel; todos os Gamma) desaparece. Sem Gamma significa que ndo ha campo gravi-
tacional, e ausencia de campo gravitacional local significa auséncia de energia-momento

gravitacional local” [35].

Como mencionado anteriormente, hé controvérsias com as versoes do principio da
equivaléncia em regioes infinitesimais. Quando falamos sobre essas versoes, apresentamos
as criticas feitas por Einstein e Synge, que podem ser sintetizadas na ideia de que essas
versoes sao triviais, nao representado, portanto, um principio fundamental. Porém, ha
outra critica que destaca a natureza vaga da ideia de localidade. Um dos autores que
primeiro demonstrou a dificuldade do conceito de localidade foi Ohanian [48]. Nesse ar-
tigo, Ohanian mostra que se definirmos localidade como sendo uma regiao arbitrariamente
pequena, entao é possivel detectar o campo gravitacional localmente. Outros autores, en-
tretanto, fazem o contrario, definem localidade com sendo a regiao que permite a validade
do principio da equivaléncia [49], o que exclui os exemplos dados por Ohanian; em outras
palavras, para esses autores, os experimentos que sao realizados em regioes arbitraria-
mente pequenas que sao capazes de detectar o campo gravitacional nao sao experimentos
locais. Uma aparente solugdo para esse conflito é oferecida por Casola et al. [31]. A solugao
sugerida por esses autores € restringir o principio da equivaléncia nao sé a regioes sufici-

entemente pequenas mas como também a fenémenos suficientemente elementares. (Para



exemplos de fendomenos que nao sdo suficientemente elementares, veja, por exemplo, a
segao II. D de [31].)

Seria interessante saber qual é a relacio de toda essa controvérsia com t**. Pode-
mos especular o seguinte. O tensor et*® é sensivel ao referencial teleparalelo e referenci-
ais sdo sistemas fisicos. Portanto, se usarmos sistemas nao elementares como referencial
teleparalelo talvez possamos determinar a energia do campo gravitacional em regioes ar-
bitrariamente pequenas, ou mesmo em um ponto da variedade, independentemente dessa

defini¢ao ser local ou nao.

Uma conclusao que podemos tirar disso ¢ que, ainda que nao seja possivel localizar
a energia do campo gravitacional, algo que dependeréd de uma defini¢cao mais precisa do que
se quer dizer com ‘localizar’, é possivel que o valor de et*®, ponto a ponto da variedade do
espago-tempo, tenha um significado fisico e represente o valor da densidade de energia do
campo gravitacional. Para uma discussao mais detalhada sobre o referencial teleparalelo,

veja a referéncia [50].

4.6 Generalizacoes da teoria Teleparalela

Em 1979, K. Hayashi estudou detalhadamente a lagrangiana com trés parametros

que generalizam o escalar de torcao T
Lg = a1 (t™ tym) + as(v'v,) + az(ata,) + ao, (4.20)

onde aq, as e az sao parametros livres, enquanto ag é um termo cosmolégico. Ele chama

essa abordagem de ‘New general relativity’ [51].

Outra generalizagdo, muito mais abrangente, é a Metric-affine Gravity (MAG),

que é uma teoria que tem o teleparalelismo como caso particular [52].
Existe também a teorias f(7), onde f é uma fungao do escalar de torgao.
Existem também as teorias f(T, B), onde B é o termo de superficie:
B=R+T=2V,T"

As teorias f(R) e f(T) sdo casos particulares das f(T, B) [53].

Existe ainda uma teoria que nao trabalha com torcao, as teorias f(Q), onde @
estd associado a nao metricidade. No lugar da torcao é usada a nao metricidade, e essa é
uma teoria com conexao simétrica [54].

4.7 Aplicacdes do Teleparalelismo

Aqui vamos citar apenas alguma aplica¢coes mais conhecidas do teleparalelismo.



« Aplicagoes na energia gravitacional (TEGR) [11]: definir a energia total de um
espago-tempo, definir a energia gravitacional, fornecer uma energia quasi-local, pos-

sibilidade de localizar a energia do campo gravitacional;

o Em termos cosmoldgicos (Teorias modificadas): Explicar a atual expansao acelerada
do universo sem a necessidade de pressao negativa [55-57], resolver o problema do

horizonte de particula sem precisar de um campo inflacionario [58];

« Ja foi analisado na termodinamica de buracos negros, analisar a entropia do buraco

negro [59].

4.8 Decomposicao de Eckart

A decomposicao do tensor energia-momento é uma técnica matematica usada na
RG para analisar e entender a distribuicao de energia, momento e tensao de um certo
campo de matéria ou radiacao. O tensor energia-momento descreve a distribuicao de
massa, energia e momento no espago-tempo, e sua decomposicao permite a separacao de

suas contribuig¢oes em diferentes componentes.

E interessante decompor os tensores de energia-momento para analisar suas propri-
edades a partir de quantidades conhecidas como calor e pressao. Como, em geral, 8* e t*¥,
onde 0" representa o objeto que interpretamos como sendo o tensor de energia-momento
do espago-tempo, nao sdo necessariamente simétricos, aplicamos esta decomposicao a

parte simétrica.

A decomposicao desses tensores em relacao a e pode ser escrita como [23, 24]

o) — peé‘o)e’(jo) + pht” + iq(“el(lg) — P (4.21)
e

t) = pyefoyefoy + gl + iqé“e?tg) -5 (4.22)
onde

v 1 v J—
P =000y P = 30"y T = g + e,
" = — chh0“Pegys, PM = —hihS0C) 4 pht. (4.23)
(Estamos usando os parénteses para indicar a simetrizacao dos indices.) As definigdes de
Pgs Dgs g € P, sdao andlogas.

umim u mos interpretar r ivamen m nsi-
Ass os que podemos interpretar p, p, ¢* e P" respectivamente como dens

dade de energia, pressao isotrépica, fluxo de calor e tensor de tensao viscosa.



A decomposicao do tensor energia-momento é uma ferramenta util no estudo de
campos gravitacionais porque fornece uma maneira de entender as diferentes contribuigoes
para a distribuicao geral de energia, momento e tensao. Ele permite que os pesquisadores
analisem o campo gravitacional em termos de suas varias quantidades fisicas e obtenham

insights sobre a natureza do sistema em consideracao.



5 Problemas da Energia Gravitacional

Dedicamos este capitulo aos resultados de nossas pesquisas. Primeiro, apresenta-

mos o espago-tempo com o qual trabalhamos e depois os calculos e os resultados obtidos.

5.1 Ondas Gravitacionais Planas Linearmente Polarizadas

No contexto da RG, as ondas gravitacionais sao ondulagoes no tecido do espago-
tempo causadas pela aceleracao de objetos massivos. Elas se propagam na velocidade da
luz e carregam energia para longe da fonte. As ondas gravitacionais podem ter diferen-
tes polarizagoes, semelhantes a como as ondas eletromagnéticas podem ser polarizadas.
No caso da polarizagao linear, a direcdo de oscilacdo permanece fixa. Por simplicidade,

trabalharemos com esse caso.

Para entender as ondas gravitacionais planas linearmente polarizadas, vamos con-
siderar um cenario simplificado. Imagine uma onda gravitacional se propagando na direcao
z. Podemos escolher um sistema de coordenadas tal que os eixos z e y sejam perpendicu-
lares a direcdo de propagacao. Nesse cendrio, uma onda gravitacional plana linearmente
polarizada faria com que o espaco-tempo se estendesse e se espremesse em uma dire¢ao
no plano zy. O padrao de alongamento e compressao se repete a medida que a onda se

propaga.

A métrica do espaco-tempo que trabalhamos foi
ds* = —c*dt* + f(u)*dz® + g(u)*dy® + d2?, (5.1)

onde u =t — z/c.

No vacuo, as solugoes dessa métrica sao chamadas de ondas gravitacionais planas
linearmente polarizadas (com polarizagdo +) [1]. Elas representam ondas gravitacionais
de ‘frente plana’, pelo menos longe das fontes, que se propagam na dire¢do do eixo z.

Também podem ser usadas na presenca de um T+, isto é, sem ser vacuo.

No vacuo, as ondas gravitacionais podem se propagar indefinidamente sem dissi-
pacao ou dispersao significativa. Elas viajam na velocidade da luz e podem ser detectadas
e medidas por observatérios de ondas gravitacionais, como LIGO, Virgo e outros detecto-
res futuros. A deteccdo e andlise de ondas gravitacionais no vacuo fornecem informagoes
cruciais sobre fendmenos astrofisicos, como fusoes de buracos negros, colisdes de estrelas

de néutrons e outros eventos césmicos energéticos.

Vamos, agora, calcular o 0} e o t}" para esta métrica. Vimos em (3.50) que o



tensor de energia-momento #; é dado por
wyo vo
07, = 0,77,
onde

T = kOl (=9)(9" 9" = 9" 9")];

onde g é o determinante da métrica.

Temos que, para essa métrica, o determinante toma a seguinte forma

-1 0 0 0
0 flu)? 0 0 2 2
=det(g,,) = = —f(u)*g(u)”, 5.2
9= det(gn) =| | s o | =T 5:2)
0 0 1
onde a métrica é dada por
g = =008 + fu) 210" + g(u) 26585 + 049Y. (5.3)

Com este resultado, podemos realizar o calculo do 7 comecando pelos termos
presentes no parénteses, ou seja, efetuando os calculos de ¢g"”gP? e g'g"?, que sao de-

monstrados no apéndice A.1.

Portanto, 7#*? toma a forma

T =k0,[(=9) (9" 9" — 9" g"")]
=k (f (u)*g(u)*)(g" 9" — g"" "))
Realizando os calculos, chegamos a
T =k, —g(u)?0 070707 — f (u)*06050505 — f(w)?g(u)*d6 050505

()01 070007 + 01070505 + g(u)*0y' 070505 — f(u)*050;0007 + 0505787
+ f(u)?05050505 — f(u)*g(u)*05 350605 — g(w)*05050707 + f (u)*05 050503
+ ()05 070607 + f(u)*04055605 + f(u)*g(u)*06056605 + g(u)*8y 66755
— 01050705 — g(u)?0' 050705 + f(u)*0h 050567 — 65070507 — f ()85 850505
+ [ (u)?g(w) 05070507 — g(u)*05070507 — f ()05 056507 ]. (5-4)

Apés a realizacao das derivadas, presentes no apéndice A.1, ficamos por fim com

T =2k[( (w).f'(w)g(u)* + g(u)g'(u) f (u)*)06 0505 — g(u

)
— f(w)f'(w)d50507 — f(u) f'(u)d50505 — [f (u) f'(u)g(w)?
+g(u)g'(u) f (u)*]05 0505 + g(u)g ()35 0Y 7 + f (w). f' () 0563
+ [ (u) f (w)g(u)* + g(u)g' (w).f (u)*)05 6505 — [f (w) ' (u)g(u)*
+g(u)g' () f(w)*]05 0505 + g(u)g (u)d5 0707 + f(u) f ()5 d503].

g (u)é16703



Portanto, tendo o valor de 7#*?, podemos calcular 07" explicitamente,

gL — g, (5.5)

Segue-se entao, apds os passos mostrados no apéndice A.1 que, juntando todos os

resultados obtidos ficaremos com

y 2k 5 y
0, = — gF(56L+5§)(50 + 83).

Por fim, abrindo o termo F', dado por (A.3), temos a forma explicita da densidade de

energia-momento do espago-tempo para este nosso caso e sera denotada por:

Or = - if[f’(w%(u)z + f(u) f"(w)g(u)® + g (u)g' (w) f (u) f'(u)

+9'(w) f(u)* + g(u)g" () f (w)*)(5 + 05)(d5 + 05). (5.6)
E interessante notar que o pseudotensor de energia-momento do espaco-tempo é simétrico.

Também ¢é interessante decompor o tensor de tensao-energia para analisar suas

propriedades a partir de quantidades conhecidas como, por exemplo, calor e pressao.

A densidade de energia é dada pela expressao

P = 0uw)€(0)€(0)- (5.7)

Agora, usando o resultado (5.6), a densidade de energia para pp-waves sera

prr = Or1(uw)€(0)€(0) (5.8)
onde o 011, ¢ dado por
OLLu) = — QC];[J”’(U)QQ(U)2 + f(u) f" (w)g(u)® + 4g(u)g'(u) f (u) f' (u)
+¢'(w)? f(u)* + g(u)g" (uw) f (w)*)(5, — 6,) () — 63), (5.9)
e portanto, a densidade ficara
pLL = — QC];[J”(U)QQ(U)2 + () f" (w)g(u)® + 4g(u)g' () f (u) f' (u)
+ ' (u)? f(w)? + g(u)g" (u) f (u)?], (5.10)

como demonstrado em A.2.

Agora, a decomposicao da pressao isotrépica. A pressao isotropica é dada por



1
p= ge(uy)h’”. (5.11)
E com isso, sua decomposi¢ao ficara

1
PLL =§9LL(W)hW
isto é,

;C]z[f'(u)zg(u)Q + [ ()" (w)g(u)® + dg(u)g' (w) f (u) f'(u)

+g' () (u)* + g(u)g" () f ()], (5.12)

PrLL = —

onde os céalculos podem ser encontrados no apéndice A.2. Esse resultado coincide com %

da densidade de energia

1

PrL = 3PLL: (5.13)

Perceba que, neste caso particular, a abordagem de Landau-Lifshitz fornece uma equagcao
de estado do tipo radiacao eletromagnética, o que é consistente com o problema que

estamos trabalhando.

Temos que, o fluxo de calor é dado por
" = —Ce(aﬁ)hge(o)ﬁ. (5.14)
Logo, sua decomposicao sera
qfy = — by Wieqs

isto é, com o resultado calculado em (A.11) o fluxo de calor serd dado como

qrr —2Ck[f’(U)29(U)2 + () f"(w)g(u)® +dg(u)g' (w) f (u) f'(u)

+g'(u)* f(w)* + g(u)g" (u) f (u)?]df. (5.15)

Por fim, uma ultima decomposicao, a decomposicao do pseudotensor de tensao

viscoso, que é dado por

P = —0 @D RERY + ph. (5.16)

Usando a abordagem de Landau-Lifshitz, podemos escrever

P = — 050 h Yy + proht



Como calculado em (A.12) vemos que

1P @) + £ ()g(u)? + dg(u)g’(u) F () ' (u)

+g' () f(w)?® + g(uw)g” (w) f(w)?](f (u) 720107 + g(u) 20585 — 20505).  (5.17)

uy
Prp=—

Assumimos que podemos interpretar p, p, g* e P* respectivamente como densi-

dade de energia, pressao isotropica, fluxo de calor e “tensor” de tensao viscosa.

O pseudotensor de Landau-Lifshitz é dado por

t‘fi :k[(ZPZAFZU - FZUFKp - Fﬁprgg)<gu5guA - gﬂygﬁ)\)
+ 9" (DL L5, + TN IE, = T, 00, — DI,

ApT Ko po
+ gVHgAp(FI;UFKP + Fﬁprgo - Fgol—‘z}\ - Fg)\rga)
+ gﬁ)\gpa(rlfipria - FZ/\FZO')' (518>
Os simbolos de Christoffel sao dados por
SO 1 Ao
P =359 (Gpow + Gvou — Guvo) (5.19)
onde
I = —5252 + f(u)Qé/iéi + g(u)26553 + 5253. (5.20)

Com essas expressoes expostas, podemos calcular nosso pseudotensor. O leitor

pode acompanhar e conferir os calculos no Apéndice B. Como resultado, obtemos

% PP g SO,
&y g T gy 00T 00D G20

e
U =

Note que o pseudotensor de Landau-Lifshitz também ¢é simétrico. Também pode-
mos ver dessa expressao que ele tem trago nulo. Esta ultima propriedade leva naturalmente

a uma equagao de estado do tipo radiacdo, como demonstrado em [20].

5.1.1 Comparacdo entre o pseudotensor de Landau-Lifshitz e o tensor tele-

paralelo

O tensor teleparalelo que iremos comparar tem a forma [21]

o [ )
$7G [ (w)g(u)

(0 + 05) (05 + 35), (5.22)



que também pode ser reescrito na forma

o _ ¢ J(W)g'(u)
871G f(u)g(u)

Essas quantidades foram calculadas com o seguinte referencial teleparalelo

(08 + 05) (g + 0%). (5.23)

el =80+ f(u) 'Lt + g(u) 1 O2Sh + 630%. (5.24)

Esse referencial estd adaptado a um conjunto de particulas em queda livre, assim como o
sistema de coordenadas. Para ser mais preciso, o sistema de coordenadas ( t, X, y, z) esté

adaptado a esse referenciall.

Esta claro que a componente 00 do tensor teleparalelo pode ser escrita simples-

mente como

o ¢ Pg) Ak fu)g(w)
"SRG fwgtn) — @ Fug(w) (>:29)
onde k = 16?;(;.
Da equagao (5.21), vemos que
o _ 2k ff(w)?  gw?  f(u)g(u)
= "a g g T gt ! (5:20)
Apds uma manipulacao simples, vemos que
o _ 2k f'(w)?  g'w)?®  f(wgw)  fwg(w)
== 2 U gt T gt T gt
2k f'(w)  g(uw)s S (w)g'(u)
& i) ) T Fgtw)
ou simplesmente
o 2 ) W, k) (5.27)

flu) —glw)” & flu)g(u)

Notando que o ltimo termo é igual a equagao (5.25), podemos reescrever essa expressao

c2

na forma

00_%

LL —

flu) | g
ORI

Dessa expressao, podemos concluir que, no sistema de coordenadas e no referencial tele-

[

]2+ (5.28)

c2

paralelo que estamos adotando, a diferenca entre o pseudotensor de Landau-Lifshitz e o
tensor do teleparalelismo é um termo negativo. ( Note que para f(u)g(u) constante, eles

coincidem de forma exata.)

1 Na visdo mais moderna, um referencial é um sistema fisico, que é representado pelo campo de tétradas;

ja as coordenadas sdo apenas numeros que servem para rotular os eventos do espaco-tempo. Para
maiores detalhes, veja a segdo 6.3 da referéncia [28].



5.1.2 Caso Particular

Suponha, agora, que estamos em uma regiao do espaco vazio onde o campo gravi-

tacional é fraco. Nesse caso, é razoavel admitir que [1]

1 1
f ~1 — §€h11, g = 1 + §€h11. (529)

onde € <« 1.

As derivadas desses termos serao, respectivamente,

1 1
fl~— §eh’11, g ~ §€h/11- (5.30)

Substituindo (5.29) e (5.30) em (5.25), teremos,

4k (_%Eh/n)(%‘fh/n) "y ik

2 (1= Lehy)(1+ Tehir) ~ (1 — 1e2hy)

k 1 _ k 1
zgghﬁ(l - Zegh%) LS C—ZEQhﬁ(l + ZGQh%I)

k k
%EGQhﬁ + O(e*) ~ gezhﬁ, (5.31)

00 ~

onde utilizamos a expansao binomial.

Fagamos agora o mesmo com o pseudotensor de Landau-Lifshitz. A partir das
equagoes (5.28), (5.29) e (5.30), teremos

R e T LT
(1 —=5ehyy) (14 5€hn)
__ i’j[—;ehglu — Sehn) ™ Sy (1 Sehn) P £
=— if[—;eh’nu + ;ehn) + ;eh’ll(l — ;ehn)]Q + %0
=— 2612{;[—;6}1’11 — ith’th + ;Ehln — LllEQh’th]z + 1%
= — if[—;e?hfnhnﬁ + %0
=t + 0(e"), (5.32)

onde, mais uma vez, utilizamos a expansao binomial.
Por fim,
19 =12 4 O(e*) = . (5.33)

Vemos, portanto, que para campos gravitacionais fracos e em um sistema de coordenadas
tal que a métrica tome a forma de Minkowski quando a perturbacio é nula, t%9 e t%

coincidem até terceira ordem.



5.1.3 Onda Eletromagnética Pura

Vamos agora analisar mais um caso particular, o caso da onda eletromagnética
pura, que corresponde a f(u) = g(u) (veja, por exemplo, a se¢ao 35.11 de [35]). Partindo
da equagao (5.27), temos que

00 _ %
LL =

Fi(w) gy, Ak f(u)g'(v)
flu) —glw)” & flu)g(u)

agora, aplicando a condicao f(u) = g(u), vemos que a expressao serd dada por

2k f'(u) f’(U)]z AR () f ()

[ J?

2

== 2w " ! T @ i
ok P, 4k ),
=~ 2 ~ @l
sk Pyt ),
2wy~ @

e, portanto, o resultado para uma onda eletromagnética pura fica dado por

00 __ _%[JWQO
e fu)

2. (5.34)

Assim como o do teleparalelismo, equagdo (5.22), o pseudotensor de Landau-
Lifshitz também é negativo. Porém, ele difere do teleparalelo por um fator de 3. (Note
que a aproximacao de campo fraco feita na secdo anterior nao se aplica aqui, pois la
admitimos que estavamos no vazio. Nesta se¢ao estamos considerando que ha um campo

eletromagnético. )

5.2 Métrica de Minkowski nas Coordenadas proprias de um Obser-

vador

Nesta secao, fazemos a comparacao entre a proposta de Landau-Lifshitz e a do

teleparalelismo em um referencial acelerado no espago-tempo de Minkowski.

A métrica de Minkowski escrita nas coordenadas préprias de um observador cuja
aceleracao é A'(z°), onde 2° é o comprimento de arco da linha de universo, e cuja trfade

usada pelo observador nao rotaciona, pode ser dada na forma

ds® = —F?(da®)* 4 da*da", (5.35)

onde

F(a") =1+ (5.36)



Note que Alz! = Alz! 4+ A%2? + A323.

Temos que o determinate desta métrica sera dada por

—F(z*)*> 0 0 0
0 1 00
= det||g, || = = —F(z")?, 5.37
g=detlgnll =| o o= —FE) (5.37)
0 0 01
onde a métrica é dada por
g = —F725508 + 0167 . (5.38)

Com estas informagoes, iremos calcular (3.49). Por conveniéncia, fagamos as contas

por partes. Comecando por g g~?

g g =(—F 264505 + 816Y) (— F 2640 + 8767)
—FASl8Y 8085 — F261675057 — F251'6" 6067 + 61675767 (5.39)

77 A

Analogamente para a segunda parte, temos

g g’ = FA65666505 — F*266‘68<5;’5;’ — F2616065 08 + 016L6% 69 (5.40)

(2 2y It
Agora, juntando os resultados de (5.37), (5.39), (5.40) e substituindo em (3.49), ficaremos

co1m

T =k0,[(—9)(g"" 9" — 9" g"7)]
— k0, [—(—F2)(F 64840565 — F 264050087 — F 26678405 + 6166767

R R
— FASH880507 + F280850767 + F201506465 — 01606Y67)]
— kD, [F*(—F 264840087 — F~260'6Y 5567 + 81616057
+ F255608767 + F261806587 — 6187667)]
— k), 54850087 — 81816087 + 261618767
+ SUSRSY ST + S15LSY5G — F261605%67)]

=k0, (0407 (866 — 6567 + 0165 (8084 — 6768) + F2617 (6767 — 616%)]
=k0,[06.67 (9607 — 05 07) — 105 (8607 — 6507) + F25}'87 (8767 — 6767
=k,[(36.07 — 0105 ) (3607 — 650F) + F251'67 (5707 — 6767)].

Como na primeira parte temos apenas produtos de deltas, s6 precisamos nos preocupar

com os termos que dependem de F. Realizando a derivada, chegamos a

vo aFQ ag v v



onde a derivada é dada por

OF? OF 2F | . L

e a linha sobre o A representa derivada com relacao a 2°.

Portanto,

vo 2F Y gl oSV v
T = ko (e ASY 4 A'S))6185 (6757 - 616,

Como as contragoes com o 52 serao zero, entao

vo 2]{: (e v v
T == P07 (A0 — A'83)
2k
T

Fo67(AIsY — A'6Y).

Por fim, podemos agora calcular o pseudotensor 077, dado pela equagao (3.50)

o =0,

2]€ o | SV I¥v2
=5 01570,[F(AT5) — A'6))
2k o1 At 1<l j v isv 13 v i v
=309 (o A"6) + A'6L) (A8 — A'6Y) + F(A” 5367 — A"5557)
2k | SV i SV
:?4555;[,4153(14]5@. — A'6Y)]
2k l l j v iV
=T A5 (A5 — A'SY)
2k IS AT SV i SV
—STASL (5 — A'S). (5.41)

De acordo com o resultado obtido, sendo este diferente de zero, significa que o
pseudotensor de Landau-Lifshitz (3.47) também nao o é, pois estamos trabalhando com
o espago-tempo de Minkowski. Portanto, podemos concluir com essa informagao que o
pseudotensor de Landau-Lifshitz prevé a existéncia de um campo gravitacional mesmo na
auséncia de curvatura. Sugerindo entao a validade do principio da equivaléncia, no sentido
original de Einstein, em que o observador pode alegar que esta em repouso na presenca

de um tipo de campo gravitacional especial.

Contudo, veremos que, ao usarmos a decomposicao de Eckart 4.8 este ‘campo
gravitacional’ ndo tem densidade de energia, mas tem pressao, o que é algo que nao é
esperado e aparenta ser contraditorio. Este problema nao esta presente no teleparalelismo,
quando usamos um referencial adaptado as coordenadas que estamos usando aqui. Como
demonstrado em [50], o tensor energia-momento do teleparalelismo é nulo, o que esté
de acordo com uma visao muito comum na literatura, devido a Synge, de que o campo

gravitacional é nulo quando a curvatura da conexao de Levi-Civita é nula.



Como visto anteriormente, a densidade de energia é dada pela expressao (5.7), e

portanto a expressao fica

PLL :HLL(MV)BIZO)GZIO)

=07 eoueon = 0rp = 0. (5.42)

A expressao da pressao isotrépica é cada por (5.11), portanto

1 B 1
pLL :geLL(,uu)hu = ge(LuL)huV == 59212
:5"; ATGE(AToF — A6
C
2k ik ok ik ok
=i (AT AT5kSE — AT AlsEST)
—sli (ATAIGE — ATA'S))
C
:32]“4 (3ATAT — AT A7)
C
4k i Al
:364A A (5.43)

Os resultados (5.42) e (5.43) sao compativeis com o caso particular obtido em [20].

O fluxo de calor é dado pela expressao (5.14), e portanto

qrp = — c“Phlie)s
= — c§Opt = . (5.44)

O “tensor” de tensao viscoso é dado pela expressao (5.16), com isso temos

P = — 0D hlihl; + pht”

=— chAﬂ'ag(Aﬂ'af — AlsT)sksp ooy + ;lcleiAié;‘éj

= DA, — AL + o AT

__ if(AjAjaf A ATSES) St ;C’z A AiGH

=_ QCfAJ'AJ‘(sfagaf + ifA"’Alégél” + ?iflA"Aiég‘&;

= chAﬂ'Ajafaf + chfA’fAlag(sl” + ?iAiAiaféy

=— i{fAiAiéch; + ;CleiAiayag + i{fA’“AlcS;jél”

= ;CIZAZ‘A%;%&; + iffAiAjaga;. (5.45)

Em resumo, embora o pseudotensor de Landau-Lifshitz possa parecer ser uma

expressao da equivaléncia entre o campo gravitacional e a inércia, ele nao parece fornecer



um resultado muito consistente quando o referencial esta acelerado. Por outro lado, o do
teleparalelismo fornece o resultado que seria esperado na visao do Synge: se a curvatura

da conexao de Levi-Civita é nula, entdo nao ha campo gravitacional.



6

6.1

Resumo e Perspectivas

Sobre as comparacoes

Ao comparar o pseudotensor de Landau-Lifshitz ¢, com o do teleparalelismo t*”,

vimos na literatura que:

6.2

tr;, depende do sistema de coordenadas, enquanto que t* depende da tétrada que

¢é escolhida como teleparalela.

trr, nao ¢ nulo em um referencial acelerado em Minkowski, ja t** é. Nesse sentido,
o do teleparalelismo esta de acordo com o visao de Synge (a interagdo gravitacional

é produzida pela curvatura de Levi-Civita, nao pela inércia).

t1 ndo necessariamente tem trago nulo [20], ja o do teleparalelismo sim. Enfatizamos
que ¢é natural que um campo sem massa, como é o caso do campo gravitacional,
deva ser representado por um tensor sem trago. Refizemos a demonstragao de [20], e
confirmamos que, de fato, a decomposicao de t7;, em densidade de energia e pressao
em um referencial aceleragao é inconsistente, pois fornece uma densidade nula com

uma pressao diferente de zero.

Perspectivas

Realizar novas comparagoes em outros espagos-tempos.

Realizar a comparacao na aproximagcao de campo fraco, para o caso geral.






A Densidade de energia-momento

A densidade de energia-momento do espago-tempo é descrita pelas equacoes de
campo de Einstein. Essas equacgoes relacionam a curvatura do espaco-tempo com a distri-
buicao de energia e momento dentro dele. Neste apéndice iremos calcula-lo no formalismo
de Landau-Lifshitz.

A.1 Caélculo de 677

Visto no final do capitulo 3, o pseudotensor de densidade tem a seguinte forma
0 = Dy,

onde
T = k0,[(—9)(¢" 9" — 9""g"7)).

Comecamos entao calculando 777, para isso iremos fazer separadamente os pro-

dutos g"” g7 e g"?g¥?, temos entao

9" 9" =[=0400 + f(u) 2010y + g(u)*0505 + 05 05][—0605 + f(u) *0707 + g(u)*0505 + 0505
=05000506 — f (u) 206060107 — g(u) 06050505 — 66050505 — f (u) >80 605
+ [ (u) 101070767 + f (u) g (u) 201070505 + f(u)*010y 0505 — g(u)~*05 05607
+ f(u) g (u) 05050767 + g(u) 05050507 + g(u)~*05 650505 — 05850607
+ f(u) 285656087 + g(u) 205656505 + 85656563 (A.1)

Fazendo um célculo similar para ¢"”¢g”?, obtemos

9" g" =05000505 — f(u) 286650707 — g(u) 206600505 — 55060505 — f (u) 261676555
+ f(u) 10V 0707 + fu)"2g(u) 7201070505 + f(u) 261670585 — g(u) 205655705
+ f(u)2g(u) 205050707 + g(u) 05056505 + g(u) >0 358505 — 8550755
() 264086187 + glu) 264686567 + SL6L8Y 5T, (A.2)

Com esses valores dados, temos que, a expressao ficard (5.4). Agora, calcularemos

as derivadas presentes na expressao.

Tendo em vista que u é dado por

u=1t-——,
c



ficamos entao com

0 2% 9 1 1
I = i St
tomando agora a derivada de g(u)? com relagao a x”, temos entao
0 709 20 1 1
W] OO0 )y )2 — a0
Similarmente para f(u)?,
Ol f (u)? | 1
SO o - o).
E, portanto, para f(u)?g(u)?, teremos que,
Of (u)*g(w)?] _O[f(w)?g(u)’] Ou
OxP B ou OxP
9, 0 2 1 1
I ye o 2 gy ap L
=2 /() ()9 ) + g(u)g' () S ()00~ ~57)

Agora, iremos derivar g(u)g’ (u) e f(u)f'(u) com respeito a x?. Pontanto,

Aoyl _ AoCIg O _ 1wy 1 gluyg () (-0 — a2
Similarmente,
OLf () f'(u)

= () + P () (08— 62,

C

0x°
Calculando a derivada de f(u)f’(u)g(u)? + g(u)g'(u) f(u)?, ficamos entdao com

OLf (u) f'(u)g(u)? + g(w)g'(u) f(w)?] _Of (u) f'(u)g(u)® + g(u)g'(u )f(U)Q](}(So_}(;s)
ox° ou c 7

=[f'(w)g(w)* + f(w) f"(w)g(u)* + 2g(u)g' (u) f(u) f'(w)
+¢'(w)*f () + g(u)g”(u) f(u )
1 _,53)

+ fw) f'(w)g(u)g' (W) (24

A titulo de simplificacdo, iremos fazer a seguinte substituicao

F(f,f' . f".9.9".9"u) = F =[f'(u)*g(u)* + f(u) f"(u)g(u)* + 29(w)g' (u) f (u) ' (u)

+ g () f(u)? + g(u)g" (u) f(u)* + fu)f'(w)g(u)g' (w)].
(A.3)

Portanto,

Of (u) f'(u)g(w)? + g(u)g'(u) f (w)?] _ Filao — gy, (A.4)

o0x° c?



Seguindo agora com os calculos, assim como visto anteriormente, podemos eliminar

os termos com (&7, 49), pois, sabemos que irdo se anular com (§2,62).

o) o

Assim, o valor de 6 serd dado por

g, <2 O (g0 g0 O D0 05 DI )

ox3 020 ox3
O] g, OLFF ] e, AT ()g)? + g () ()]
0x 272 ox3 272 0x9 373
n If () f"(w)g(u)? + g(u)g'(u) f (u)?] Sisy Olf (w) f'(u)g(uw)? + g(u)g' (u) f (u)’] 5167]
oz? 073 970 3001
isto é,
2k F 1 1 1

o =221 Z sy — L)+ g ()Y + (' () + g(u)g” )3V — (' (u)
P )30 () () )50 — 8% — ooy — 45y

2k 14 14 14 14
=— gF((S{;(SO + 0h 05 + 050y + 059%)

2k
= — 5 Flo0 (05 + 65) + 05 (dg + d5)).

c2

Portanto,

y 2k 5 5
o = — gF(&; + 05) (05 + 0%). (A.5)

A.2 DecomposicGes

A densidade de energia é dada por

prL = OLL(uw) G?O)G(Vo)a (A.6)

e, portanto, a densidade ficara



pLL:_iI;[f,( )2g(u)® + f(u) f"(u)g(w)® + dg(u)g'(u) f () f'(u)

+ g/ (w) £ (w)? + g(w)g" (u) ()] (82 — 62) (60 — 62)eli ety
:_iﬁﬂ> g(u)? + f(u) £ (w)g(u)?® + Ag(u)g' (w) £ (w) f'(u)
g/ (w) £ (u)? + glu)g” (u) f(u)?) (80ely) — ety (00ely) — 2ely)

(
|
(
|
= = 2P @) 4+ £(u) ()9 (w)? + gl () F(w) ()

|

(

|

(

|

=~ 2P @) + F(u) " (0)g(w)? + Ag(u)e () F () ()

+g' (W)’ f(u)* + g(u)g” (u) f(w)*](1 — 0)(1 - 0)

)
+9'(u)*f (u)* + g(u)g" (u) f (w)*] (o) — €{0)) (€(o) — €(o))
)9

= = U 9w + F () (g +Ag(w)g () () ()
0/ () + ) () ()], (A7)

onde, foi usado que o valor de e* é dado por
el = 8008 + f(u) 1oL 4+ g(u)1e28h 4 530Y, (A.8)
e, portanto,
= ey =000 = 1,
= €(y =005 =0-1=0.
A pressao isotropica é dada por

1
prLr :g‘gLL(,uz/)h

[15%

0 que nos leva a

pra =3l= U PP + £ (gl +4g(u)g' ()£ ()
+ /() (0 + glug” () f(u))(0h = 82)(0% = ] ()25
+ g(u) 20505 + 83)
5T g0+ £ gl + Ag()g () ) 1)+ 9/ (0 F )
+ ()9 () (u)?)(050% — 9505 — 200 + G2 (F () 5457 -+ ) 2045 + 045)
= — WP + () ()P + 4y () ) ()

+g' (W) f(uw)® + g(u)g" (w) f(u)?], (A.9)
onde h* é dado por

R = f(u) 720187 + g(u) 2658y + 645%. (A.10)



O fluxo de calor é dado por

drr = — Ce(LaLﬁ)hge(o)B

isto é,

qir == =3 [ (@g(w)’ + f(u) ["(w)g(u)’ + dg(w)g' () f () ['(w)
+ ' (w) f(u)* + g(w)g" (w) f ()] (85 — 63)(d5 — 65)](6.1")[—e

=—[/'(w)’g(w)” + f () f"(w)g(w)” + 4g(u)g'(u )f(U)f'(U)
' (W) f(w)® + g(u)g" (w) f ()] (5505 — 8584) (—=0p e(q) + d5e

== — /@9 + f(u) " (w)g(u)* + dg(u)g (U)f(U)f’(U)
+g' (W) f(u)* + g(w)g” (u) f()*]d5(— o) + €00

== —['(@’g(w)” + f(w) ["(w)g(u)” +4g(u)g'(u) f (u) f' ()
+g'(u)*f (u)* + g(u)g" (u) f (w)*]05(—1 + 0)d]

=—[/"(w)’g(w)” + f () f"(w)g(w)” + g(u)g'(w) f (u) f'(u)
+9'(u)*f(u)* + g(u)g” (u) f (u)*|050}

=~/ (w)g(u)* + f(u) f"(w)g(w)* + 4g(w)g' (u) f (u) '(u)
+g'(u)* f(w)* + g(u)g" (w) f (u)?]65.

O “tensor” de tensao viscoso é dado por

P = — 05D WY + proh

(0)]

)5

(A.11)



== [=Z W g(w)’ + f(w) f"(w)g(w)* + 4g(w)g () f (u) f'(u)

+ ' (w) f(u)* + g(w)g" (w) f (u)*] (55 — 05)(85 — 85))(6401") (550%)

+ [—Qf[f’(lb)Qg(u)2 + f(u) f"(w)g(u)® + dg(u)g' (w) f (u) f'(u)

+ g/ (u)*f (u)* + g(u)g" () f ()] (f (u) 2610y + g(u) 20505 + 955)
= "(@g(w)* + f(u) f"(w)g(w)* + 4g(w)g'(u) f (u) ' (u)

' () f(1)* + g(w)g" (w) f ()] (85 8%, — 856,) (860 — 5505)31'0%

— 35l (W)?g(w)” + f() [ (w)g(w)’ + dg(u)g'(w) f(w) f'(w)

+ g/ (u)*f (u)* + g(u)g” () f ()] (f (u) 2010y + g(u)~*05d5 + d55)
=5 [/'(W)’g(w)® + [ () [ (w)g(w)* +dg(u)g'(w) f (u) [ (u)

+ ' () f () + g(u)g" (u) f (u)*]) 656307 5
— 35l (W)g(w)” + f() [ (u)g(w)’ + dg(u)g'(w) f (w) f' ()
+g/ (W) f(u)* + g(u)g” (u) f(w)*](f (w) 0107 + g(u) 0505 + 0505
=5 [/'(W)’g(w)” + f () f"(w)g(w)* +4g(u)g'(w) f (u) f'(u)

+g/(u)*f (u)* + g(u)g" (u) f (u)*]05 05

2k

(
= 3l (W) g(w)* + f() [ (u)g(w)’ + dg(u)g () f (u) f'(w)
(

+g/ (W) f(u)* + g(u)g” (u) f ()] (f (w) *0Y0Y + g(u) 20505 + 0505

]
:_i];[f’( )2g(u)® + f(u) f"(u)g(w)® + dg(u)g’ (u) f () f'(u)
]

+9' (W) f(u)* + g(u)g” () f(w)’](f () 2010Y + g(u) 20505 — 20505).

(A.12)



B pseudotensor de Landau-Lifshitz

B.1 Calculo de t};

O pseudotensor de Landau-Lifshitz é dado por

tllti :k[(2F£AFZo - Fgarip - Fﬁpria)(guﬁgy)\ - g'uygﬁ)\)
+ 9" g (LS, + T, I, = T, — T T,

ApT Ko PO KA
+ gVHgAP(I‘/;O_FKp + Fl;prga - Fgarz)\ - ng\FZU)
+ 9" (T4, 15, — Thal,), (B.1)

onde k = ¢*/(167G), e F;\w sao os simbolos de Christoffel.

O simbolo de Cristoffel ajustado para o nosso interesse tem a forma
o 1 oY
iy = 59 (Grvx + Grym = Grry)-

Para encontrarmos a expressao do simbolo de Cristoffel devemos primeiro calcular

as derivadas da métrica presentes na equagao. Assim, temos

Gy ) = a/\.gfvy :a/\(_égég + f(u)Q(Sllié"%/ + g(u)zéid?/ + 5;3531)

2 / /
== [f(u) f'(w)d:0, + g(w)g (u)3783] (8% — 63);
e, similarmente obtemos

[f (u) ' (u)038, + g(u)g' (u)o303](6,; — 03);

[f (u) f'(u)8,05 + g(u)g' (u)8503] (85 — &5).

9rvy,e = aﬁg)\’y =

Ol N

rry = a’ygn)\ =

Assim, o simbolo de Cristoffel acaba tomando a forma

20 = g7 (7 () (u)3L0% + glu0)g' () 262) (5% — &)
(0 )83 + g(u)g ()0362) (80 — 5
— (P ()68} + g(u)g’ ()0263) (39 — &)



isto é,

po i[ 5057 + f(u) 26267 + g(u) 26457 + 6257]
# [(f () f(u)8,0) + g(u)g' (u)d203) (03 — &%)
+ (f(u) f'(u)0505 + g(u)g'(u)d362)(5,) — ;)
— (f(u) f' ()30 + g(u)g' (u)6203)(85 — &3)]
= [(~0803) () ()28} — 9 ()3253)(5) — &2)
+ () 720000 (f (w) f'(u)6,:05 + g(u)g (u)6202) (85 — 63)
(P 25057 () ()3L6" + g()g ()22 (50— 52)
+ (g(u)720505) (f (u) f'(u) 3,65 + g(u)g' (u)d262) (63 — 03)
+ (g)28800) (F(u) ()15 + () (1)3362) (8 — &2)
+ (8503) (= f () f'(u)0,05 — g(u)g (u)d70%) (5 — 5?;)]

Portanto,

7 = [ () ()32} + g)g' (w)3203)5%
- (F) £ (u)3L8L + g(u)g (w)3202)%
v '(;” 370105 — 63) + L1 sty 60 — a7)

f(u) f(u)
g'(u) 052 3 9' (W) oo o _ 3

Agora que sabemos a forma de I'?,, sabemos também a forma dos préximos sim-

bolos apenas mudando os indices. O termo seguinte sera dado entao por

£7, = (£ ()£ ()33} + g(w)g' (w)202)5F

(P £ )l + glu)g!(u)a252)05
w8 seana0 - 50+ L aranisn - a7)

f(u) fu)
9' (W) oo 3 9' (W) oo 0_ 3
(g(u)5 50 ((5 57) + o) 0505(0, = 3,))].

Como 050) = §30% = 6361 = 0562 = 6900 = 6962 = 6300 = 6562 = 0, ficamos

entao com

S i C) 7 R N 7 (O SR N v CO A C) P N
U= T G 0+ g = = s + I =) (B2)



Agora, o calculo do primeiro produto presente no pseudotensor sera dado por

207,07, = Cl [(f (u) f"(u)d,0% + g(w)g' (w)053)56 + [f (u) f'(u)3503 + g(u)g' (u)d,03]05

f’()p1o 3 f/()plo 3 g/(u)pQ 0 3
+(f(>55(5 —dy) + f()éé(é 5”))+(g(u)625 (6 93)
g (u) ps2/50 <3 fllu)  g'(u) T
+ g(u) 525)\<5n (Sn))][ ()+ ( )](5;) 5/))7

onde, sabemos que 076) = 0705 = 050) = 6505 = 0, e jé eliminamos para facilitar os
calculos, ficando por fim com

20,17, = 517 () £/ (u)838} + g ()28 + o) (L 4 LW ygo

IORETORNE
— )+ S ()310} + gt (236805 — 833 + 83 - 855
1 P g

ol OB )(f () f'(w)d,05 + g(u)g'(u)d:05)(1 = 0+ 0 —1)].

o
Portanto, o primeiro termo é nulo

20,17 = 0. (B.3)

Calculemos, agora, o segundo produto do pseudotensor I $p- Os simbolos sao
dados por

I, =i[(f (u) f'(u)8L0 + g(u)g (w)6262)(84 + &%)

o ((;L)) (875182 — 6%) + 8762(52 — 62))
9'(W)  po 3 ps2(50 3
g(u)(aa(a 63) + 56252 — 6%))];

f’(u) oglis0 3 osl(s0 53
i fw) (0703(9, = 3,) + 070, (0 — 03))
g/(u) o 2 3 o250 53

g(u) (050 (5 5p) + 525,)(5)\ "))



Tomando o produto desses simbolos, teremos entao

1,05, =50 () ()318% + (w)g/ ()5202) (8% + ) 2 V575360 — 62)

KO~ Ap f u)
+ (f(u) f' (w)di0L + g(u)g' (w)d262) (56 + (55’)*?; ;3) 5362(5° — 6%)
f'(&)) B10L(83 — 62)(f(u) f ()30} + 9 1)g/ (u)3362) (3 + &%)

pAC)

+ 561 (50 — 6L (5)5051(50 —53) + (f(w) f'(u)5hs

f(u)
+ g(u)g' (u)830;) (05 + 5)

R - 8

9'(W) cpa o 519 (u ) 2/ <0 3
+ 6562(8,, — 0 0505(0y — 0
gl 55008 = B e 008 = 8
Considerando as propriedades do delta, temos que os produtos serao

(8 + 85)(30 — 82) = 0600 — 0085 + 8580 — 963 =1~ 0+ 0 — 1 = 0;
= (67 +03)(60 — 62) = 0.

Portanto,
0,8, =5 P02 - 568 - )+ 1L P00 - ek - o
e T - a8 - o).

O célculo para o terceiro produto I'; I'{, serd efetuado de maneira andloga. Agora

que conhecemos os simbolos de Christoffel fica facil notar que

oy LS g W)
an_ C[ (u> + g(u)]((sn 5/{)7

o _lf’(u) g'(u) 0 <3
Ao T [ (u) + g(u)]((x 5>\)

Cc

O produto entao sera dado por

p°a_lf/(u) g (1), 0 3\(50 3
Fﬁpr)\a - 02[f<u) + (U)] (5 -0 )(5)\ 5)\>

_ 1 ffw)?  g@)? | f (g (W) 0 a0 s
- 02[f u)2 + g( ) +2 <u>g(u) ](65 5/@)(5>\ 5)\)

Por fim, juntando os trés resultados obtidos para os trés primeiros produtos, temos

que, o primeiro parénteses do pseudotensor sera dado por:

VAR VAN V8 VN U U S 6 CO A V15O OV 3

2 fp gy
L f'(w)? | g'(u)? f'(wyg'(u) 0 $3\/50 _ <3
~ e g+ gt 10 R



Agora, iremos calcular o parénteses com a subtracao dos produtos da métrica

(g"g"* — g* g"*) , onde j4 vimos que a métrica ¢ dada por (5.3). Primeiro, vamos calcular

isto separadamente, entao, temos que o primeiro produto sera

9" " =06060505 — f(u) 7206050707 — g(u) 0050505 — 04050503 — f (u) 616705 0;
+ f(w) THOYOTEY 07 + f () Pg(u) 20y 07050, + f (u) 720y 07 8505 — g(u) 0505670y
+ f () 2g(u) 205050707 + g(u) 05056505 + g(u) 205050565 — 0505670,
+ f(u) 265 658Y 07 + g(u) 204850585 + 0450465

Consequentemente, o segundo produto tem o mesmo resultado mudando apenas

os indices, ficando portanto

g g =BSR0) — F() 250 — glu) OOy} — SLAL050Y — Flu)ReLaYENO)
)OS, + )P g() S8 050) + () 010056} — g(u) 2040858
) () 2508 + glu) L5050} + g(u) 20L65050) — 040658
+ f(u) 204056507 + g(u) 204650565 4 65656563

Com isto, temos que a subtracao, levando em conta os termos iguais, ficara deter-

midada por:

(9""g" = g g"™) = = f(u) 26650707 — g(u) 204050567 — 6050505 — f (u) 7264 6767 67

+ ()2 g(u) 2O 67050 + f (u) 0678503 — g(u) 2850505,

+ f () 2g(u) 7205050707 + g(u) *05 850505 — 0505050y + f (u) 20505070y
+ g(u) 05050505 + f (u) 05070507 + g(u) 206050705 + 06050503

+ f(u) 720105078y — f(w) g (u) 01056705 — f(u) 720105073

+ g(u) 720505056y — f(u) g () 205676507 — g(u) 7205050503

+ 05050505 — f (u) 205070507 — g(u) 20505053

Aplicando este resultado no primeiro parénteses do pseudotensor e tendo em vista

que apenas os termos com &5, 85, 83, 93 nio anulardo, ficamos com o resultado da primeira



linha do pseudotensor (B.1), dado por
(PTG, = T T5, =T, I5,) (00" = 9" g™) =
2 f'(w)? g )?®  f(Wg(W) 00 0m3  s3:0 , 353 A
=— = + + 0,05 — 0,05 — 0205 + 0..0%) — 0505040
U g T Flaygu) 50 T O O B0 = 0000030,
— 8505000y + 06050505 + f(u) 201050705 — f(u) 201656783
+ g(u) 72058550507 — g(u) 05050583 + 0505055,
2 S0P W) S
A fw)? o ogw)? o f(u)g(u)
+ 050 + 060y + 050y + 00 — f(u) o0y — g(u) ~*853]
2 W g0 P

+ + 0505 4 004 + 054 + 96 0g |-
U fp gt T gty 10508 00O 0]

J1f (u) 20107 + g(u) "0k 03

Agora, faremos os célculos para a segunda linha do pseudotensor (B.1). Comegando

. . > v ° Yol 7’ ~
pelo seu primeiro produto I'; )I'{ ), onde seus simbolos sdo

£ =1 ) (0)325 + gl ()5202) (55 + )

f,<u> SYSL(50 — 53 SYSL (60 — 63
+f(u)(1n(a 0’)+1U(H fi))

9'(W) o0 3 Y5289 — §3))]:
+ g(u> (5255(50 - 50.) + 5260—(55 - 5/{))]1

(W) o 0 <3 oslis0 _ 3
i f(u) (0705(9, = 3,) + 070, (0% — 03))
+ (<)> (0503(80 — 6%) + 635233 — 82))].

O produto entao sera

I, rs, %[(f(u)f’(u)é;é;)(ég +an L@ [6703(00 — 63) + 676,(0% — 63)]

: flu)

o)y 3202005 + )% 6303000 — 67) -+ 0582063 - )
5181008 — BT (310} + 9w (R + )
T 0oL a0 - ) T BT30S — ) + 67303 - )

+ L a2 — 810 (0330} + 9(w)g ()55 + 39
+ L 50 - o) T 610D — 67) -+ 5383008 - ).



isto é,

nUoTo 1 v v
LTS, = L (W)?[0,05(d, — 6,) + 6,0, (6% — 03)](dp + 05)

c2

+ 9/ (w)*[0205(0y — 8,) + 020,(9% — 6)](0g + 05)

f/(u)2 51/61 50_53 51/51 50 _53 60 53
+ U [1)\(;) p)+1p()\ A)](n+ /4)

(85030 — 07) + 050,(0% — 310, + 6,)].

Calcularemos, agora, o segundo produto I'J I'7 ,, onde seus termos sao

%, = (£ ) ()38} + g(u) (0)3352) (55 + %)

o )
) Gusta — %) 1 st (80— 63))

fu)

9(u) oo 0 _ <3 v8§2059 — 531
* g(u) (0205,(0, = 0,) + 050, (% — 03)));
fr, = L S gy

Logo, o produto sera

o o L) g w)

J(F()f'(w)d30, + g(u)g' (u)d355) (35 + 05)

e =zl gt
+f/(u)<51/51(50_53)_|_6V(51(60_53))
f(u) 1¥A\Mp P 1¥p\¥ X A
+ T Gy02003 - ) + % — I~ 5.

O terceiro produto ficara igual ao primeiro, basta apenas trocar os indices Kk —

p, A — Kk e p— A\ Portanto, ficamos com

ol/ D0' 1 ! v v
Ty Tin =5 (w)[50,(8% — 83) + 0,00(0 — 6))(5G + 05)
+ 9/ (u)?[0,6%(0% — 63) + 0,05(0,) — 62)](J5 + 0)
f/ U 2 , .
T 91510 — 08) + atak(al - a2 + 07
g'(u)? vs2/50 3 ve2050  £3\1/ 50 3
+ [525n<5/\ 5)\) + 62 6)\(5/{ 6/{)](5p + 5,0)]

g(u)?

v

Por fim, o quarto produto f’m\f;’a ¢ idéntico ao segundo, trocando apenas A —



K,p — A e Kk — p. Ficamos entao com

f07, = ﬁf§+ fﬁuﬂwfwww&+mwdww%bwa+%>

4 f'(u (u) (51/51 (50 5?\) + (51'}(5/1\(52 - 62))

g’u ” y
(W) (5552(89 — 63) + 502(8° — 82))](8° — 62,

Agora, vamos calcular g"*g* e aplicd-lo no parénteses da segunda linha de (B.1),

para isso vamos usar o valor de (A.1). Portanto,

g g =04060°08 — f (u) 7205050707 — glu)~*0f 650505 — 36050505 — f (u) =067 3506
+ f(u)THOP 076707 + f () g (w) 7?01 070508 + f (u) 0V 670508 — g(u) ~*8505050F
+ [ (u)"g(u) 7205050707 + g(u) T 0565050 + g(u) *05050505 — 05056,0
+ f(u) 72045650760 + g(u) 264 850565 4 64550565,

Vamos agora resolver a segunda linha separadamente e juntar os resultados. A

segunda linha é dada como

g (TS, + D5, I, = T, 10, = T,

AP ko pot KA

Aplicando o valor de g"*¢* em cada produto presente no parénteses ficaremos

com

9" gL, =0;

1k ApTw To :1 f/(u) g/(u) _fl(u) 1gvZ v

g9 F)\prno CQ[f(U) + g(u>“ f(u) 50<50+53)

T e o LW W) G

g(U) 50 (50 + 53) f(U) 63 (50 + 63) g(U) 63 (60 + 63)]
Y (O B (P s,
= cg[f(u) + (u)] (65 +05)(dg + 65);

PP = T 4 89 - LAt 8 - sy
10 st — gL s+ o)L
Sy S

f(u)2 53 (50 + 53) g(u)g 53 (50 + 63)
= L T s s + o)

¢ fu)? o g(u)?



Por fim, juntando os resultados, obtemos

g g (I, IS, + %, Ie, —T1 17, — TV, I7) =

Ap— ko POt KA

1 ) g ) WG W) iy L s
cz[f(u)Q + 9(u)? +2 F(u)g(u) ](08 + 65) (65 + d5)
1S w? g s s

+02[f(u)2 + g(u)g](é() _'_53)(50 +53)

2 WG W) gy or s
2 flu)gw) (06 + 05)(dp + 5),

isto é, o valor da segunda linha do pseudotensor sera

oo o e e s 2 f'(u)g'(u)
wn (P 15 4 Ty Do T Py — Ty = = 220930 gy s (65 + 68).
g g ( Ko >\p+ Ap— Ko POt KA KA pa) 2 f(u)g(u) ( 0 + 3)( 0 + 3)

Dando uma olhada nos produtos presentes na terceira linha vemos que os produtos

sao iguais aos da segunda linha, mudando apenas o indice v por u. Portanto, temos

o o o o o o o o 2 f’(u)g/(u)
VEGM(TE TS + T T —THE T, —THT9 )= -2 L5 4 §%) (08 + 04).
g9 ( Ko )\p+ Ap+ Ko po KA KA pa) 2 f(U)g(U) ( 0 + 3)( 0 + 3)

Ja a quarta linha é dada por

gﬁ/\gpa (ngFKO' - Fl/:)\ FZO’) :

Vamos resolvé-la em partes, comegando pelo produto de I'} 'Y ;, onde suas com-

ponentes sao

f/(u>#10_3 mEL(59 — 3
+ T atsi0y - 6 + stanet - o)
9'(u) o 0_ &3 BE2(50 — 63
+ 0 OS20) = 87) + 850300 — 1)

B ) ()8100 + g(u)g (w)0262) (5 + )

Cc

n ; é;‘)) (0v61(8% — 62) + 60163 — 63))
A (0563(82 — 63) + 0y 02(6% — 63)))].

(u)

Q

O produto desses termos é entao



ey, Z;[(f(U)f’(U)éiéé + g(u)g' (w)5252) (f () f'(u)830) + g(u)g' (u)d362) (5 + 64 ) (5 + %)
(0 (000} + o) (0)3252) 1) 0185080 — ) + Y03 — SR + %)
T 55350 — ) + 655253 — 62)) (0% + o)

+ (f(w) ' (w)6183 + g(w)g (u)6202) T2

g(u)
T 151000 — 63) -+ B18L(80 — B)(F0 (B0 -+ 9(w0 (WA + )
0101000 — 05) -+ 0183000 — GE))(O18M8E — 0F) + 31aL(a} — a3
' (W)g' (W), cua 0_ 3 pslos0 _ s3\\(svs2/50 _ §3 vs2(50 _ 53
L0 NG00 - 6 + Y82 — B0 — 62) + 3582003 - &)
- T GER8) — 59 + 813302 — () (0)538% + ) () BIENE + 5
4 (VT 2060 — 63 + 8200 — 67)) (518380 — 82 + AL (8} — o)

u

()

O segundo produto F‘;/\FZU ¢ idéntico ao primeiro, mudando apenas os indices

()
o)/ (w)
1 a2 (50— 5%) 4 628200 — 82)) (G020 — 82) + B50R(8Y — ).

R

p — A. Com isso, fazendo uso mais uma vez de (A.1), temos que g"**¢?° ficard determinado

por

9" 977 =05050605 — f(u) 205050707 — g(u) 265050563 — 0530505 — f () ~>67 670605
+ f (W) THOTENOT07 + f (u) g (u) 207070507 + f (w) 7L 505 — g(u) 205030067
+ f () () 205650707 + g(u) 105050505 + g(u) 85050505 — 05055005
+ f(w) 7205050007 + g(u) 05630505 + 65030505

Aplicando esse resultado no primeiro termo, teremos que

J2 £ () 20107 + f () [f (w) f(u)]*(5 + 05) (J5 + 05)

f'(u) f'(u)
f(u) f(u)

1 g ) 25885 1 glu) g (w)g (]P0 + B + %)

- oL sy — et + w0ty

2 —2cucy )2 f/(u)zuy u—29l<u)2uu
[7g(u)"20565 + f(u) [f(u)] 6107 + g(u) g(u)] 8505,

resultando em

i, = (P 1 s + ),



Aplicando agora no segundo termo

g g T, =0 )T (0) (0 + 68) (5% + %)

+ (u)e ()7 ) ()25 + G8) (5% + %)
7)) (9! (u)) (7 (o) )5 -+ )55 + 55)
+ (S + 05 (6 + 6%)

resultando em

1
2

F) o, f g )

KX _poTl T —
979" b = G0 2 )

It

V168 + 05)(d + %)

Portanto, a quarta linha fica determinada como

u)

g (BB, — ) 1 Wy (@

m e 12) (08 + 04) (08 + %)
N L (R (O PR,
(e 22 Ty )55+ )
2ot U (o 4 04)(05 + ).

& flu)g(u)

Por fim, juntando os resultados de todas as linhas, encontramos que, o resultado
do pseudotensor sera

o _7[ (:]:(uy ( ) L L)

f’(U)g (u) B (6 4 oY) — g (W) cu ooy s o
_ f(wg ’(U) N
Flu)g(u) (06 + 95)(05 + 05)]

E, portanto, o pseudotensor para pp-waves é

tuu _ _QC];(]N(U>2

o+ L G e ). B
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