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Resumo

O conceito de energia ¢ um dos mais importantes da Fisica, pois possibilita interpretar
e descrever varios fenomenos fisicos. No entanto, uma boa definicdo do tensor energia-
momento do campo gravitacional é um grande problema, sendo mesmo uma impossibilidade,
que a Relatividade Geral apresenta. Para tentar compreender este problema, este trabalho
utilizou a formulagao Hamiltoniana da Relatividade Geral, o chamado formalismo ADM,
que fornece resultados bem definidos para a energia e o momento para espagos-tempos
assintoticamente planos. Nesta pesquisa, foram analisados os espacos-tempos de ondas
planas, Schwarzschild e o modelo FLRW; para ambos os casos, foram obtidos tanto a
energia quanto o momento. Ao fazer uma anélise, verificou-se que o formalismo ADM
para caso de Schwarzschild e do modelo cosmoldgico fornece resultados compativeis com
aqueles encontrados na literatura; além disso, é mostrado que para espagos-tempos de
ondas planas, inconsisténcias surgem a partir do formalismo ADM, quando comparado

com os resultados fornecidos pelo Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral.

Palavras-chave: Energia gravitacional; Formalismo ADM; Teleparalelismo.



Abstract

The concept of energy is one of the most important in Physics, as it allows us to interpret
and describe various physical phenomena. However, a good definition of the energy-
momentum tensor of the gravitational field is a big problem, if not an impossibility,
that General Relativity presents.To try to understand this problem, this work used the
Hamiltonian formulation of General Relativity, the so-called ADM formalism, which
provides well-defined results for energy and momentum for asymptotically flat spacetimes.
In this research, the plane wave spacetimes, Schwarzschild spacetimes and the FLRW model
were analyzed; for both cases, both energy and momentum were obtained. On analysis,
it was found that the ADM formalism for the Schwarzschild case and the cosmological
model provides compatible results with those found in the literature; furthermore, it is
shown that for plane wave spacetimes, inconsistencies arise from the ADM formalism,

when compared with results provided by Teleparallelism Equivalent to General Relativity.

Keywords: Gravitational energy; ADM formalism; Teleparallelism.
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1 Introducao

Uma das formas mais basicas e fundamentais de se analisar um sistema ou fenémeno
fisico e entender seu comportamento é por meio da segunda lei de Newton. Além disso,
existem outras formas de se fazer isso que é através das formulagoes lagrangiana e
hamiltoniana; sendo que esta tltima possibilita uma analise através da energia do sistema.
No entanto, independente de qual lei ou formulacao que esteja sendo adotada na andalise de
problemas fisicos, os conceitos de energia e momento sao de extrema importancia na Fisica,
desde o estudo das particulas elementares até eventos do cotidiano. Assim, dados a energia
e o momento de um processo fisico, é possivel compreender sua natureza e descrever sua

evolucao.

Nesse contexto dos conceitos de energia e momento, para todas as quatro interagoes
fundamentais, é esperado que seus respectivos campos carreguem energia e momento, e
que seja possivel quantificar essa quantidade de energia-momento. Todavia, dessas quatro
interagoes, o campo gravitacional possui uma descricao problematica para a quantidade

de energia-momento, dado que tanto a energia quanto o momento nao sado bem definidos.

Como sabemos, a Teoria da Relatividade Geral (TRG) é a teoria pela qual a
gravitagao é estudada e trata-se de uma das mais bem sucedidas na Fisica. Todavia, definir
e localizar a energia do campo gravitacional é um grande problema em aberto que a TRG
apresenta, devido a dificuldade, ou até mesmo a impossibilidade, de se definir um objeto
pelo qual as informagoes sobre energia e momento desse campo sao obtidas [1], o chamado
tensor de energia-momento do campo gravitacional. Acredita-se que esse problema acerca

da energia do campo gravitacional esteja relacionado ao Principio da Equivaléncia.

Entretanto, existe uma teoria alternativa da gravitagdo, o Teleparalelismo Equiva-
lente a Relatividade Geral (TERG), que permite a constru¢ao com uma boa definigdo do
tensor de energia-momento do campo gravitacional [2]. Porém, o problema de localizar
a energia do campo gravitacional ainda persiste, dado que, como mostrado no trabalho

de [3], na TERG existem problemas relacionados a ambiguidade da tetrada paralela.

Outro caminho na tentativa de resolver o problema da energia do campo gravitaci-
onal é por meio de uma formulacao hamiltoniana da TRG, proposta por Arnowitt et. al, o
formalismo ADM [4]. Nessa formulagdo, a energia e o momento sao bem definidos, mas

para casos em que o espaco-tempo é assintoticamente plano.

O estudo de ambas as abordagens ¢ fundamental para entendermos se sao ou
nao compativeis, haja vista que tanto a formulacdo ADM quanto a TERG tém suas
devidas importancias na construcao de um 4-momento para o campo gravitacional. Neste

trabalho, nossa proposta foi estudar as propriedades das hipersuperficies de simultaneidade
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t constante. Em sintese, o objetivo principal foi caracterizar as hipersuperficies que fornecem
resultados consistentes e tentar identificar suas propriedades, na expectativa de encontrar
relagbes com a energia do campo gravitacional. Para isso, levantamentos bibliograficos
foram realizados, com objetivo de compreender como caracterizar tais hipersuperficies
e entdo buscar os possiveis casos em que forneceram esses resultados. Além disso, um
4-momento para o campo gravitacional foi obtido para determinados tipos de espagos-
tempos por meio da abordagem ADM, cujos resultados foram comparados com aqueles

fornecidos pela TERG, a fim de analisar os casos consistentes.

O presente trabalho organiza-se da seguinte forma: no capitulo 2 é apresentada
um interlidio matematico, necessario para o estudo da TRG, da formulacdo ADM e da
TERG; nos capitulos 3, 4 e 5 ¢é feita uma breve discussao acerca dos conceito fundamentais
da TRG, do formalismo ADM e da abordagem da TERG; no capitulo 6, sdo fornecidos os
resultados obtidos nesta pesquisa; por fim, no capitulo 7 é mostrado um panorama das

analises realizadas a partir dos resultados.

A notagao usada adiante dar-se-4 da seguinte forma: letras gregas (u,v,p, ...)
denotam as componentes do espago-tempo e variam de 0 a 3; letras latinas do meio do
alfabeto (i, j, k, ..) serdo usadas para denotar as componentes espaciais e variam de 1 a 3;
letras latinas iniciais (a, b, c...), que variam de (0) a (3), referem-se aos indices lorentzianos,
isto ¢, indices do grupo SO(1,3)!. O objeto e, representa o frame, e 9%, o coframe. Suas
componentes sao, respectivamente, e, e * . O leitor devera estar atento ao fato de que
g representa a 4-geometria e g;; representa a 3-geometria. Por fim, vale salientar que
todas grandezas tratadas a seguir estao expressas no Sistema Internacional de Unidades, o
SI.

L O uso de parénteses () é para diferenciar indices do espaco-tempo de indices SO(1, 3).
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2 Preliminares Matematicas

No tratamento de problemas fisicos por meio da mecanica newtoniana, necessitamos
da linguagem dos vetores, geralmente entendidos como objetos que possuem magnitude,
direcdo e sentido, cuja representagdo geométrica pode ser obtida por uma seta (ou “flecha’”)
a partir de uma origem. Nessa abordagem classica, problemas sao analisados em uma

estrutura espacial que se estende até o R? e o tempo t é apenas um parametro.

Com o advento da Teoria da Relatividade Especial, proposta por Albert Einstein
(1905), viu-se a necessidade de abandonar a ideia de espago e de tempo como estruturas
distintas, sendo entdo necessario tratar o tempo como uma dimensao, formando o que
conhecemos por espago-tempo, concebido por Hermann Minkowski. Posteriormente, em
1915, Einstein chega a versao final da Relatividade Geral, a qual tem como principio
fundamental a covaridncia das leis fisicas, que afirma que as leis da fisica devem independer

de sistemas de coordenadas.

Nesse contexto, surge naturalmente a necessidade de se estender as nogoes de curvas
e superficies ao que se conhece por variedade diferenciavel. Além disso, surge também
a necessidade do uso do formalismo tensorial para garantir a covariancia das leis fisicas.
Sendo assim, neste capitulo é feita uma breve discussao sobre variedades diferenciaveis,

vetores, covetores e tensores, com base nas referéncias [5, 6].

2.1 Variedades diferenciaveis

Em sintese, variedades consistem em generalizar nossa concepc¢ao sobre curvas e
superficies a estruturas de dimensoes arbitrarias. Em razao disso, elas servem para estender
as aplicagoes do Calculo Diferencial, com o qual ja estamos muito bem familiarizados no

R3, a espacos mais gerais.

De forma intuitiva, uma variedade é uma estrutura tal que localmente se parece
com um “pedaco” do R". Como exemplo, considere uma superficie esférica S?. Ao ser
comparada com o plano euclidiano R?, vé-se que ambos diferem globalmente; porém, ao
analisarmos localmente um pequeno pedaco de S?, nota-se que a superficie esférica se
parece com o plano euclidiano R?, e diz-se que S? é homeomorfica a R?. Outro exemplo é
o espaco-tempo da TRG, que é homeomorfo ao espaco-tempo de Minkowski. Nesse sentido,
de forma mais geral, uma variedade é dita ser um espaco topoldgico que localmente é

homeomorfo a R™ [6]'.

L Veja a secdo 2.4 desta referéncia sobre homeomorfismo.
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Por defini¢ao, um conjunto de pontos M de dimensao n é uma variedade diferen-

ciavel® se:

(1) M é um espago topologico;
(2) M ¢é fornecida com uma familia dos pares (U,, ¢4 );

(3) U; é uma familia de abertos que cobrem M, ou seja, U; U, = M. ¢, é um homeo-

morfismo de U, em um aberto U, do R™;

(4) dados U, e Ug tal que U, N U = @, a aplicacdo thag = pq 0 05" de p3(Us NUp) a
©a(Uq NUg) € inifitamente diferenciavel.

Acerca do que foi discutido acima, o par (U,, ¢,) é chamado de carta (ou sistema
de coordenadas), onde U, é a vizinhanga coordenada e ¢, é a fungdo coordenada, que se
comporta como um homeomorfismo representado por m fungoes {z!, ..., x}. Por sua vez,
a familia {(U,, ¢.)} é chamado de atlas, sendo responsavel por cobrir toda a variedade.
Além disso, sejam {(Ua, a)} € {(Us, 95)}, se {(Ua,pa)} N{(Us, pp)} forma um atlas,
entdo ambos sao ditos ser compativeis e tal compatibilidade é uma relacao de equivaléncia,

que é chamada de estrutura diferenciavel.

As condigoes (2) e (3) garantem o fato de M ser localmente como R™. Se U, e
Up se sobrepoem, temos que dois sistemas de coordenadas sao associados a um ponto p
de U, N Ug. Sobre a condigao (4), desta é garantido que a passagem de um sistema de

coordenadas para outro é suave.

Dadas as defini¢bes aqui apresentadas, podemos agora estabelecer aplicagoes defi-
nidas sobre a variedade, bem como objetos geométricos, tais como vetores, covetores e

tensores.

2.2 Espaco vetorial e vetores

No contexto das variedades, a ideia de vetor como sendo uma flecha, atribuido a
partir de uma origem até um ponto p, nao é valida. Em razao disso, é necessaria a nogao
de vetor tangente. Nesse sentido, sobre uma variedade, vetores sao definidos como sendo

um vetor tangente a uma curva de M.

Primeiramente, vamos fornecer as defini¢oes de curvas e funcoes. Uma curva é uma
aplicacao ¢ : (a,b) — M, com (a,b) sendo o intervalo aberto a < 0 < b. J4 uma funcao, é

uma aplicacao suave f: M — R™. Com isso, ao restringir f a curva c e tomar a derivada

2 O motivo de estarmos chamando agora de variedade diferenciavel é devido ao fato de que podemos

usar o Célculo Diferencial do R™.
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direcional de f o ¢, podemos definir um vetor tangente, como segue

d(foe)|  df(e®)) Of dat(e®))|  ,0f
At o At Ozr At — U G (2.1)

t=0 8:)3%‘
Da equacao anterior, vemos que a taxa de variagao acima pode ser obtida por meio da

aplicacao de v = v*9, sobre f, tal que

Aod| o (05) .
P tzo—v (055“) = v[f], vt = T (2.2)

onde v é o que definimos agora como vetor tangente de M em p = ¢(0) ao longo da diregao

dada pela curva. Note que v se comporta como uma derivada direcional.

Por defini¢do, o conjunto formado por todos os vetores definidos em um ponto p de
M forma o que chamamos de espago tangente de M, que denotamos por T, M e podemos
usar toda a teoria de espagos vetoriais. Se considerarmos a base coordenada e, entao
se um vetor v de T,M ¢é escrito como v = ve,, onde v* sao as componentes de v com

respeito e,,.

Uma necessidade que surge naturalmente é saber como as componentes desse vetor
se transformam. Assim, sejam z* e T* dois sistemas de coordenadas. A ambos os sistemas,
denotemos suas bases coordenadas por 0, e 0, respectivamente. Logo, temos as seguintes

expressoes para v € T,M,

v = v“i =t 0 (2.3)

V" —
Ozt oxH’

que nos fornece a seguinte relacao entre as componentes de v* e v#

, 0z
=0 )
ox”

Ol (2.4)

Entretanto, devemos ter em mente que a base de 7T,,M nao precisa ser necessa-
riamente e,. Podemos ter o caso de uma base como sendo escrita em termos de uma
combinacao linear e; = e e, onde e, pertence ao grupo linear geral GL(m,R). Bases
desse tipo sao chamadas de bases nao coordenadas, como exemplo a base de tetradas do
TERG (capitulo 5).

2.3 Espaco dual e covetores

Dado um espaco vetorial T}, M, existe um espago dual a T,,M. A esse espago dar-se o
nome de espaco cotangente ou espago dual em p, o qual denota-se por Ty M. Aos elementos
de Ty M, os chamamos de vetor dual, vetor cotangente ou 1-forma, e os definimos como uma
aplicacao linear, de valor real, de vetores. Em outras palavras, um elemento w: T,M — R.

Disso, fica claro que uma 1-forma é um funcional linear que leva vetores a valores reais®.

3 Para distinguir vetores de covetores, seguiremos a notacio adotada por [1,6] e usaremos letras gregas

para esse ultimo.
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Um exemplo de 1-forma é a diferencial de uma funcao f, que pertence ao espago
das fungoes de M. Como vimos, aplicacao de um vetor v sobre f é v[f] = v*0f/0x* € R.

Por sua vez, a atuagao de df € T; M sobre v € T, M ¢ definida por

(df,v)y =v[f] = v“a—f eR. (2.5)

oz

Uma vez que temos uma base {e,}, chamamos de base dual de {e,} a base {w"},
tal que
wh(e,) = oX. (2.6)

Em contrapartida, se v é qualquer vetor de 7),M, entao a acao de w" sobre v,
wh(v) = o (2.7)
produz a p-ésima componente de v.

Suponha que estamos em um sistema de coordenadas z*, cuja base de T, M sao as
bases coordenadas J,. A base coordenada de T;M ¢ dada por {dx*}, que por sua vez é a

base dual de {9, }. Assim, temos

0 ox+
Z S 2.
(ao o = o = 23)

Seja uma 1-forma w dada por w = w,dz*, onde w), sdo as componentes de w com

respeito a dz*. Podemos definir a seguinte aplicacao (,) : Ty M x T,M — R por

(w,v) = <wudx“,v”aiy> = w,v” <dx”7 aiy> = w, vl = w, ot (2.9)

Perceba que essa aplicagao consiste na contragao das componentes de w e v.

Assim como no caso de vetores, aqui surge também a necessidade de se conhecer
como as componentes de uma 1-forma se transformam. Desse modo, sejam z* e x* dois
sistemas de coordenadas, e denotemos as suas bases duais de ambos por {dx*} e {dz"},

respectivamente. Assim, temos
w = wyda” = w,dz". (2.10)
Dado que dz¥ = (0x”/0z")dx*, teremos

By = Wym—. (2.11)

2.4 Tensores

Com as defini¢oes apresentadas nas duas ultimas se¢oes, surge uma extensao natural

de vetores e 1-formas, os tensores. Consideremos um ponto p de M. Um tensor do tipo
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(m,n) é definido como sendo uma aplicagao multilinear que tem como argumentos m

1-formas e n vetores nos reais, tal que
T:T;MXT;M X - x T)M x T,MxT,Mx - xT,M—R, (2.12)

ou ainda,

T(o, A\, ..., w,u,v,...,W). (2.13)
Como exemplo, considere
R(0, )\, v) = R(o,w", \w"”,v%e,) = o, A\ 0P R(W!,w”, e,) = RM o, A 07, (2.14)

onde R(w",w",e,) = R*", sdo as componentes do tensor R, um tensor do tipo (2,1).

Sejam dois sistemas de coordenadas x* e x*. Seguindo a abordagem para vetores e

1-formas, as componentes do tensor R se relacionam segundo a seguinte lei de transformagao

_ ozt dxv 07
R = —— R 2.15
P Qxe 0xP Oxr 7 ( )
De modo mais geral, temos
orH Oxkm Qrvt orvn
Tt ’ i L qeem, (2.16)

Vievn ax% 8:E%L @j? axg
com T %my 5 sendo as componentes do tensor T', equacdes (2.12) e (2.13).

Finalmente, se um vetor é atribuido suavemente a cada ponto p € M, entao este é
chamado de campo vetorial sobre M. De maneira analoga, se um tensor T' é atribuido
de forma suave a cada ponto p € M, entao o chamamos de campo tensorial. Para mais

detalhes, veja a secao 5.2.5 de [6].

2.5 Imersoes e mergulhos

Por fim, vejamos as definicbes de imersao, mergulho e subvariedade, conceitos
necessarios para formulacdo ADM, apresentada no capitulo 4. De acordo com Nakahara
(2018) [6], sejam M e N duas variedades diferencidveis, com dim M < dim N. A aplica¢io
diferenciavel f : M — N é uma imersdo se df, : T,M — Ty N ¢é injetiva® para todo
ponto p de M. Por outro lado, f é chamada de mergulho se essa for injetiva e uma imersao.

A imagem de f(M) é dita ser uma subvariedade de N.

4 Para uma defini¢io de uma aplicagdo injetiva, veja a Defini¢do (2.1) de Nakahara (2018).
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3 Relatividade Geral

Neste capitulo, é feita uma breve discussao sobre os fundamentos da Teoria da
Relatividade Geral. Primeiramente, sdo apresentados os postulados da TRG e é feita
uma breve discussao sobre o problema da energia do campo gravitacional. Depois, os
conceitos de derivada covariante, transporte paralelo e geodésicas sdo introduzidos. Além
disso, as equagoes de campo sao derivadas por meio da acao de Einstein-Hilbert. Por
fim, os espagos-tempos de ondas planas, de Schwarzschild e do modelo FLRW, que foram

estudados nessa pesquisa, sao apresentados.

3.1 Os postulados da TRG

Apods o desenvolvimento da Teoria da Relatividade Restrita, que explica toda a
dindmica para objetos que se movem a grandes velocidades proximas a da luz, Albert
Einstein obteve uma generalizacao da teoria precedente, a Teoria da Relatividade Geral,
ao chegar as equagoes de campo. A TRG se manifesta como uma teoria geométrica da
gravitagao e explica como o tecido do espacgo-tempo se comporta na presenca de objetos
massivos. Com a construcao de tal teoria, uma das mais bem sucedidas da Fisica, foi
possivel explicar fen6menos como o avango do periélio de Mercturio, além de prever a
existéncia de buracos negros e de ondas gravitacionais. A tarefa fundamental dessa teoria

é resolver a seguinte equacao de segunda ordem e nao linear:

81G
G, =~rT, K=—F (3.1)

pv A

onde G, é o tensor de Einstein, 7, € o tensor de energia-momento da matéria e x ¢

v
uma constante de acoplamento obtida a partir do Principio da Correspondéncial, ¢ é
a velocidade da luz no vécuo e G é a constante da gravitacdo universal. E importante
destacar que a Eq. (3.1) é obtida a partir da variacdo da agao de Einstein-Hilbert, cuja

derivagao ¢ mostrada na secao 3.5.

Para a construcao da TRG, Einstein se baseou nos seguintes principios [6, 8]:

« Principio Geral da Relatividade: A leis da Fisica sao as mesmas em todos os

referenciais.

e Principio da Equivaléncia: Existe um sistema de coordenadas no qual o efeito de

um campo gravitacional desaparece localmente.

1" Para mais detalhes de como obté-la, veja a se¢io 12.10 de [7], ou a segao 17.4 de [1].
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Veja que tanto o Principio Geral da Relatividade quanto o Principio da Equivaléncia? sao
principios, e s6 podem ser testados por experimentos, uma vez que nao ha como prova-los
por argumentos tedricos. Desse modo, se as experiéncias confirmam a validade de ambos,
entao esses podem ser usados como base para formulagao de teorias, como a TRG em

nosso caso, que sejam consistentes com tais requerimentos.

O Principio Geral da Relatividade esta diretamente ligado com o conceito de
transformagcao covariante geral, que consiste em uma transformacao de coordenadas entre
dois referenciais arbitrarios, como por exemplo, S e S. E como sabemos, tal covarincia é
garantida se as equagbes em questao forem escritas em termos de tensores (se¢ao 2.4, que,

por sua vez, independem do sistema de coordenadas).

Em relagao ao Principio da Equivaléncia, com o termo “localmente” queremos dizer
“em uma regiao do espaco pequena o suficiente e em um tempo suficientemente pequeno”.
Em outras palavras, diz-se que a métrica g é um campo tensorial que é localmente
plano, dado que em qualquer ponto P ha uma vizinhanca na qual existe um sistema de

coordenadas em uma base tal que as componentes g, tém as seguintes propriedades:

(a) Guv = Nuv;

by L)

p
dar |,

Veja que a condigao (a) nos diz que o espago-tempo se reduz ao espago-tempo de Minkowski.
Ja a condicdo (b) mostra que o campo gravitacional é estaciondrio e independente das

coordenadas espaciais.

O leitor pode notar que ao nos referirmos a referenciais, foi usado S no lugar de z*,
que se refere a sistemas de coordenadas (as cartas (U,, ¢4 ), no contexto das variedades).
A fim de evitar confusoes, é necessario enfatizar a distin¢ao entre sistemas de referéncia e
sistemas de coordenadas. Em [12], segdo 6.3, é possivel ter uma clara discussao sobre tal
distin¢gdo. A nocao de sistemas de coordenadas é entendida como sendo uma atribuicao
suave® e invertivel de quatro niimeros a eventos nas vizinhancas do espaco-tempo, enquanto
que um sistema de referéncia trata-se de um sistema fisico idealizado, utilizado para atribuir

esses quatros nimeros.

3.2 A métrica

Normalmente, estamos familiarizados com a no¢ao de produto interno entre vetores

dada por i - U = u;v;, onde u; e v; sdo as componentes dos vetores no R™. No contexto

Para mais detalhes sobre o Principio da Equivaléncia, o leitor pode consultar as referéncias [9-11].

3 Suave no sentido de ser bem comportado.
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das variedades, o produto interno é definido em cada ponto p do espaco tangente T),M,
com M neste caso agora representando o espago-tempo. Sendo assim, sejam dois vetores
u,v € T,M. Seja também uma aplicacio g : T,M x T,M — R. E dito que a métrica
riemanniana g sobre M é um campo tensorial do tipo (0,2) sobre M que satisfaz em cada

ponto p € M as seguintes condicoes:

(1) gp(u,v) = g,(v.u), (simétrica)

(2) gp(u,u) >0, onde a igualdade é valida apenas quando u = 0. (positiva-definida)

Por outro lado, um campo tensorial g do tipo (0,2) é uma métrica pseudo-
riemanniana se satisfaz a condigdo (1) e, além disso, se g,(u,v) = 0 para qualquer

u € T,M, entao v = 0. Tenha em mente que g, = g |p.

Visto que a matriz ||g,,|| de g é simétrica, entdo seus autovalores sao reais*. Em
geral, existem ¢ autovalores positivos e 7 autovalores negativos. Se 7 = 1, entdao a métrica

é dita lorentziana, conhecida como métrica de Minkowski n = diag(—1,1,...,1).

Assim, se M é uma variedade que admite uma métrica g, entdo o par (M, g) é
dito ser uma variedade lorentziana se g é uma métrica lorentziana, que é o nosso caso
de interesse. Com isso, no cenario do espaco-tempo da TRG, surgem tipos especificos de

vetores. Sendo o espago-tempo (M, g) uma variedade lorentziana e u € T,M, temos que

(1) g(u,u) >0, (vetor do tipo espaco)
(2) g(u,u) =0, (vetor do tipo luz)
(3) g(u,u) <O0. ( vetor do tipo tempo)

Com isso, a norma de um vetor fica dada por g, u*u”, podendo assumir valores positivos,

negativos ou nulos.

Facamos agora a ligacdo entre g como sendo uma aplicagao e a nogao de métrica
como quadrado de uma distancia infinitesimal, denotada por ds?. Tal ligacdo é obtida ao
aplicarmos g sobre um vetor de deslocamento infinitesimal. Seja entdo o vetor tangente de

deslocamento infinitesimal dado por

§ = Azl'e, = Axt0,, (3.2)

4 Para mais detalhes, veja a secio 2.29 de [13].
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que representa o intervalo entre dois eventos infinitesimalmente préximos. Desse modo,

segue que
ds* = g(&¢) (3:3)
= g(Az"0,,Az"0,)
= AzlAz"g(0,,0,)
= g, Az"Ar”
ou ainda,
ds* = g, datdz”, (3.4)

onde g, = g(0,,0,) sdo as componentes da métrica e ds?, o elemento de linha, apesar de

ser chamado comumente de “métrica’.

Com a métrica, podemos estabelecer o isomorfismo entre T),M e T M, tal que

B v _ v

vt = g"w,, Wy = GV, (3.5)
onde ||g"|| é a matriz inversa de ||g,. ||, pela condi¢do g"*ga, = 0%. Além disso, existem
as operacoes de levantamento, abaixamento e contragao de indices das componentes de

tensores, que sao, respectivamente, dadas por

™" = g#agVﬁTaﬁa T/,Ll/ = g,uaguﬁTaﬁa T,u“ - g“VTW. (36)

Por fim, vale destacar que a métrica tem um papel fundamental na TRG por ser
o objeto geométrico que nos permite ter a no¢ao de medir distancias e angulos. Além
disso, ela esta relacionada com outros objetos geométricos que possibilitam uma descrigao

completa da TRG, objetos esses que veremos a seguir.

3.3 Conexao afim e derivada covariante

Como sabemos, em espago-tempos planos, o operador d,, em coordenadas cartesianas
leva um campo tensorial do tipo (m,n) a um campo tensorial (m,n + 1), que atua
linearmente e obedece a regra de Leibniz [14]. A ideia entéo é generalizar o operador 0,
a situacoes mais gerais, que a corresponde ao caso do espaco-tempo curvo. Todavia, a
aplicagao deste operador depende diretamente do sistema de coordenadas, o que o torna
um candidato nao adequado para um operador derivativo. De fato, seja v € T,M as

componentes de um vetor e x# — r* uma transformacao de coordenadas. Temos entao que

(3.7)

Ov# R o+ ozx® 0 <83§“ vﬁ>
oxv O Oxv Oz \ 0zP

0z® 0z* P Ox> O*zH

07" 928 0o | D7 0o 9P
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Com isso, veja que o segundo termo é nao linear e, portanto, a relacdo entre os dois
sistemas de coordenadas nao ¢ linear. Logo, vemos que d,v* nao pode ser um vetor, pois
nao se transforma como tal. O mesmo valeria se este operador fosse aplicado sobre um

tensor.

Sendo assim, devemos entao definir um operador V, chamado de conexao afim.
Por defini¢ao, V é uma aplicagdo que leva um campo tensorial do tipo (m,n) a um campo

tensorial do tipo (m,n + 1), e satisfaz as seguintes condigoes:

(1) Vy(u+w) = V,u+ Vyw;
(2) V(UHU)(UJ) = V,u + Vyu;
(3) V(f,,)u = vau;

(4) Vo(fu) = v[flu+ [Vyu.

Nesse caso, f pertence ao espaco das funcgoes de M e o conjunto u,v,w pertence aos
campos vetoriais sobre M. Tenha em mente que a operacao V,u indica a derivada de
um vetor u na direcao do vetor v. Para tal operador, podemos obter o que se chama por

coeficientes da conexao, que sao definidos por

_ A _
Voen =V e, =el”, ey = 0y (3.8)

onde e, ¢ a base coordenada.
Uma vez que V,, onde v = v"0, se comporta como um operador derivativo,

podemos definir a derivada covariante de f pela derivada direcional ordinaria:
Vo f =v[f] = v"0.(f). (3.9)
Além disso, pela condigao (4), temos

Vo(fu) = (Vyf)u+ fV,u (3.10)
= v[flu+ [V,

e, por essa razao, requer-se que seja verdadeiro para qualquer produtor de tensores, isto é,
VoI @F)=(V,T)® F+T® (V,F). (3.11)
Vejamos agora a acao da derivada covariante sobre um vetor w = w*e,,. Tenha em

mente que V, =V, e que v = v'e,. Assim,

Vow = vV, (w’,) (3.12)

= vk(e,[w”]e” +w"V,e,)

o A
= v“( - —i—w”l“’\wj> ex.

oxH
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Desse modo, temos
V,w” = 0w + FAWw”. (3.13)

Por fim, vejamos agora a acao da derivada covariante sobre uma 1-forma w = w,da*,
onde dz* ¢é a base dual de 0,. Entao, teremos

Vow = 1"V, (w,dz") (3.14)
= o(e,fw,|dz” + w, V,da")

oxH
onde na ultima passagem foi usado o fato de que V,dz” = —F”W\dx)‘. Com isso, temos
Vuw, = 0w, — F’\Ww)\. (3.15)

3.3.1 Transporte paralelo e geodésicas

Vamos agora introduzir o conceito de transporte paralelo de um vetor. Dada uma

curva ¢(t) em uma variedade M, com o vetor tangente u = .

um ponto ¢(0) sobre a curva, tal que v[c(0)]. Considere agora um ponto infinitesimalmente

Considere um vetor v em

préximo a ¢(0), digamos c(¢) tal que o vetor v é agora v[c(e)]. O que devemos fazer agora ¢
transportar v[c(e)] ao longo da curva até o ponto ¢(0), que nos fornece o vetor transpotortado
paralelamente v)[c(€)]. Assim, facamos a diferenga entre o vetor transportado paralelamente
de c(€) a ¢(0) e o vetor em ¢(0), para obtermos dv = vj|[c(€)] — v[c(0)]. Com isso, surge a

definicao de derivada covariante®:

szhm@vzhm<Mkk”_deg. (3.16)

e—0 € e—0 €

Se V,v = 0, entao é dito que o vetor v é transportado paralelamente ao longo da curva

¢(t) na dire¢ao de u. Em termos das componentes, tal condi¢do nos permite escrever

do# da”
© A 1
& +1I7)\ T v 0, (3.17)
onde
a 1 af
re,, = 5g (@Lgl,ﬁ + 009, — 85gw,> , (3.18)

sao os simbolos de Christoffel de segunda espécie, resultado vélido se, e somente se, a

métrica e a conexao forem compativeis e a conexao for simétrica.

Se o vetor v(t) é transportado paralelamente ao longo da curva, tal que

V0 =0, (3.19)

® Veja a se¢do 8.5 da referéncia [1].
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essa curva é chamada de geodésica. Posto isso, a equagao (3.17) toma a forma

d?z# dz¥ dz?
ar Pl =0 (3:20)

A equagao (3.20) é a equagao da geodésica e pode ser resolvida, ao menos em principio,

quando as condi¢Oes iniciais sdo especificadas.

3.4 Curvatura

Tendo em mente que ja apresentamos o conceito de métrica, nosso objetivo agora
é tornar a descri¢ao do espago-tempo (M, g) completa, por meio do que se conhece por
curvatura e torcao. Entretanto, antes de apresentarmos tais conceitos, é conveniente
introduzirmos o que conhece por colchete de Lie. Sejam v e w dois campos vetoriais que

nio comutam. E possivel mostrar que
v, w] = (V*o,w” — u"9,v") 0,. (3.22)

Em termos das bases, se o colchete de Lie for nulo, é dito que a base é holonémica, que é
o caso das bases coordenadas. Por outro lado, se o colchete de Lie for diferente de zero, é

dito que a base é nao holondémica.

Assim, com a defini¢do do colchete de Lie, podemos agora apresentar o que sao os
objetos geométricos conhecidos por curvatura e torcao. O tensor de curvatura de Riemann

e o tensor de tor¢ao sao definidos, respectivamente, por

R(u,v)w = V,V,w — V,V,w — V[, jw (3.23)

T(u,v) =V,V, -V, V, — [u,v], (3.24)
que satisfazem R(u,v)w = —R(v,u)w e T (u,v) = =T (v,u).
Dado que R e T sao campos tensoriais, suas operagoes sobre vetores sao obtidas

uma vez que eles atuam sobre as bases dos campos vetoriais conhecidos. Em termos da

base coordenada 9, e de sua base dual dz*, temos
R = (dz", R(0,,0,)0,) (3.25)

vpo
= (de",V,V,0, — V,V,9,)
= (d2", V,(I",,00) = Vo (I'*,,0a) )

6 Por definicdo,

[xm,x;}z(?yyx*, (3.21)

onde C’\W
(2008) [15)].

é chamada de constante de estrutura. Para mais detalhes, veja a se¢ao 3.5 de Bassalo
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Pela regra de Leibniz, note que
V,I%.,0a) = (0,I'“,,)00 +1°,,V,0, (3.26)
= (0,I'",,)00 + 1%, 1" . 0s.
De maneira analoga,
0a) = (0,1°,,)00 +T°,V,0, (3.27)
_ a a B
- (aﬂr pll)aa +P qu Uaaﬁ'
Ao inserirmos os resultados anteriores em (3.25), teremos
RMVPJ - <d.’£“7 (apraau>aa + Faaurﬁpaaﬁ - (aUFaPV)aa - Fapvrﬁaaaﬁ> (328)
Agora, atuando dz* sobre d, e tendo em mente que dz#(9,) = 0¥, segue que
Ruypcr = (aﬂraau)ég + Faa’urﬁpaég - (GO'F(XpV)(SZ - Fapyrﬂaa(sg' (329)
Portanto, obteremos

RF, ., = 01", — 0, 1"  +1°, "  —1° " . (3.30)

pv- oo

Além disso, temos que
™, = (dz*,T(0,,0,)) (3.31)
= (dz",V,0, — V,0,)
= (da#,1%,,0, —T%,,0,).
Tendo em mente que dz*(9,) = 0¥, obteremos

TH =TW _—T" (3.32)

po po op

Um fato sobre o resultado anterior é que existe um caso de conexao afim que a torcao
¢ nula e, portanto, os coeficientes da conexao sao simétricos, tal que I'* | =T . Este
é o caso da conexao de Levi-Civita. Para mais detalhes, veja a secao 7.4 de Nakahara
(2018) [6].

3.4.1 Tensor de Ricci e o escalar de curvatura

Das componentes do tensor de curvatura de Riemann R*, , podemos definir o

tensor de Ricci. Assim, temos

R, =R, =0,*, —d1°, +1° I T 17 . (3.33)

Por fim, o escalar de curvatura ¢ dado por

R=R' = g¢"R,, (3.34)
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3.5 Equacoes de campo

De acordo com principio variacional de Hilbert”, a acdo ¢ dada por

S:/V\/—_ng%, (3.35)

com g sendo o determinante da métrica e L a lagrangiana do campo. Com isso, o objetivo
¢ obter a lagrangiana do seu respectivo campo. Uma das candidatas naturais para as
varidveis da lagrangiana da acao do campo gravitacional sao g,, e 0,g,,. De maneira

analoga, a parte da matéria tera suas proprias variaveis da lagrangiana.

Como pode ser visto na segao 21.2 de Misner et al. [1], Hilbert propos que

c3

L p—
g 167TGR

(3.36)

onde R é o escalar de curvatura (3.34). Com isso, a agao de Hilbert se escreve como

C

3
16WG/V\/_—ng4x, (3.37)

que se trata da acao do campo gravitacional S,. J& a agao correspondente a matéria ¢é

Sy =

dada por

S, = 1/ =G L d'z (3.38)
cCJV

Assim, podemos definir a agao do espaco-tempo como sendo dada em termos da

soma da acao devida ao campo gravitacional S, e da acao devida a matéria. Isto €,
S =5+ Sn. (3.39)

Desse modo, temos

3 1
¢ /\/_—ng495+*/ V=9 L d'z. (3.40)
G Jv clv

S=16

Podemos obter as equagoes de campo tomando variacdes na métrica, tal que
Gy = G + 09,4, 0g,, =0 (3.41)
de modo que nas fronteiras de integracao teremos
0=0S=05,+0S, =0—= G =KT,, (3.42)

onde x é uma constante de acoplamento que sera determinada mais adiante. Perceba que

o resultado anterior consiste em tomar variagdes na agao (3.40).

Primeiramente, temos que g,,g*" = 0%. Ao tomarmos variagoes, segue que

0(guag™) = 0(0) = 0, (3.43)

T Veja a segdo 21.1 da referéncia [1].
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que implica

90 (69™) = =9 (89,10)- (3.44)

Com isso,
09 = ~9upYuo(09”7), (3.45)

ou ainda,
69" = =9"" 9" (09, )- (3.46)

Além disso, temos uma outra identidade til:

69 = 99""09,, = —99,,09" (3.47)

Devemos agora calcular o efeito das variagdes da métrica sobre o tensor de Ricci (3.33).

De acordo com a identidade de Palatini, temos

0R,, = V,(0I7,,) = V,(oT" ). (3.48)

Desse modo, usando os resultados acima, o integrando da agao de Hilbert ao ser

variada, sera

5( V _gg/WR;u) = (5guy)Rw/ vV —9g + V _gguy(dR;w) + gij;w (349)

99
N
v 4 14 1 14
= (09")Ruw—9+ v—99" (0R.) + g" Ruuﬁ(—ggmg“ )
1
- (R;w - 29#1/) V _gégﬂl’ + v _ggl“’(éij)_
No segundo termo, convém usarmos a identidade de Palatini. Assim, temos
V _ggl“’<5le> Y _ggﬁw {VP<5PP;W> o Vlf(éFp,up)} (350)
= V=9{V,[¢"(1".)] = V. [¢(T*,,)] }
= vV —ng { [glw((srpuu)} - [gup<51“'/w/)] }

Logo, teremos

S(v=09" ) = (R = 500 ) V=300 + V=59, {0 677,,)] = [9261",,)]}

(3.51)
Portanto, a variacao da acdo de Hilbert toma a forma
3 1
= T = — = v _ pry 4
29 167G /v (Rﬂ” 5 AR ) V—g(0g")d"x (3.52)
CB Y , A
b [ VET [ 0] - [ er)] e

Note que o integrando do segundo termo do membro direito é uma divergéncia:

V99, {[#017,,)] — [0 61)] ) = o (V5 [0617,,)] — o1, ) (3.59)
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Ao substituirmos esse resultado na integral, podemos usar o Teorema de Gauss. Assim,
a integral reduzir-se-a4 a uma integral de superficie. Como é requerido pelo principio da
minima acao, as variagoes sao nulas nas fronteiras da regiao de integracao e, portanto,

essa integral superficie serd nula. Consequentemente,

58y = 160; . /V <RW _ ;gWR> V=9(5g")d"z. (3.54)
Por fim, consideremos variagoes sobre a acao da matéria. Temos entao que
55, = = / d'26 [\/~gL.] (3.55)
— /d4 [ ™ 59" /=g + L 5\/_]

1., [6L, 1 »
E/d X [59}“, — 2ng,uu] V_g<5g )

De acordo com a equagao (21.33a) de [1],
6L

T = 259W + LG (3.56)
Logo,
= o [ T =g g )% (3.57)
Portanto, ao combinarmos a variagao da acao de Hilbert com a variacao da matéria,
teremos

c3 1 87G
(55 == (5SH + 539 = m /V (R/u/ - iguuR - 047;1/) Vv _g((sg,uu)dllx (358)

Impondo que S = 0, obteremos as equacoes de Einstein:

1 87G
Rp,z/ - §guuR = 77:1,11 (359)

3.6 Sobre o problema da energia do campo gravitacional

Como sabemos, o espaco-tempo é uma variedade. Quando uma variedade representa
o caso de espagos-tempos curvo, entao localmente ela é homeomorfa ao espago-tempo
de Minkowski (M*). Decorre do Principio da Equivaléncia que existe um sistema de
coordenadas que cancela localmente os efeitos do campo gravitacional. Posto isso e a
ideia de que o espaco-tempo curvo é localmente homeomorfo ao M*, essa pequena regido
na qual o campo gravitacional desaparece coincide, obviamente, com o espago-tempo de
Minkowski.

Visando simplificar esta discussao, imagine que um observador estd em um espago-
tempo no qual ha acao do campo gravitacional sobre todo o tecido deste espago. Natural-

mente, os efeitos gravitacionais estao distribuidos por todo este espaco-tempo. Todavia, ao
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analisar tal espaco-tempo em regido muito pequena, os efeitos gravitacionais em questao
desaparecem e o espaco-tempo se torna plano, o que significa dizer, em outras palavras,
que nao ha campo gravitacional. Portanto, se ndo ha campo gravitacional local, significa

que nao ha energia gravitacional local.

A forma pela qual se descreve a energia e o momento de um determinado campo é
por meio do que se chama de tensor de energia-momento. Como argumentado por Misner et
al. [1], no contexto do Eletromagnetismo temos um tensor de energia-momento do campo
eletromagnético bem definido e que s6 apresenta uma expressao para a quantidade de
energia e momento do campo eletromagnético. Além disso, ao olharmos para as equacoes
de campo (3.1), o tensor 7:W serve como fonte e, portanto, curva o espacgo-tempo. Todavia,
o tensor de energia-momento do campo gravitacional local nao possui tais caracteristicas.
Isto é, ele nao contribui como fonte nas equagoes de campo e ndo possui uma unica
expressao para esta quantidade de energia e momento. O maximo que se conseguiu foi
a construcao de pseudo-tensores, como por exemplo o pseudo-tensor de Landau-Lifshtz

(veja a segao 7.5 de [8]), que dependem diretamente do sistema de coordenadas adotado.

Disso, nota-se que o Principio da Equivaléncia é aparentemente incompativel com
a construgao de tal tensor, uma vez que vai existir um referencial no qual este anular-se-a.
Assim, como localmente o espago-tempo se reduz ao caso de Minkowski, essa densidade

tensorial seria, em principio, nula.
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4 A Formulacao ADM

4.1 A decomposicdo (3 + 1) do espaco-tempo

Para se desenvolver uma formulacao hamiltoniana da TRG, um pré-requisito neces-
sario é a decomposigao (34 1), que consiste em folhear o espago-tempo em hipersuperficies
na dire¢ao do tempo. Nesse caso, é dito que a hipersuperficie tem dimensao (m — 1) e esté
imersa em um espaco-tempo de dimensao m. Tal decomposi¢ao é possivel ao se assumir
que o espaco-tempo (M, g) é globalmente hiperbélico, o que significa dizer que este admite

hipersuperficies tipo-espaco, chamadas de hipersuperficies de simultaneidade!.

Com o intuito de possibilitar uma visao geométrica desta folheacao, suponha a
existéncia de duas hipersuperficies que se encontram infinitesimalmente préximas. Isto é, a
primeira, denotada por X, estd em um tempo ¢ constante; enquanto a segunda, > 4;, esté
a um tempo posterior ¢t + dt também constante. Neste intervalo, ou ainda no sanduiche
formado por as duas hipersuperficies, é possivel encontrar toda informacao necessaria, por
exemplo, para o problema de valor inicial da TRG, como pode ser visto na secao 21.1
de [1]. Se a 4-geometria do espaco-tempo é dotada de uma métrica g, a folheacdo dada

em termos das X's possui uma 3-geometria ¢;; induzida por g, .

No entanto, isso ainda nao é suficiente para uma formula¢ao hamiltoniana. Como
foi observado por Arnowitt et al. [4], é necessdria que a métrica seja separada em partes
que carregam a informacao sobre a dindmica e partes que caracterizam o sistema de
coordenadas. Na tentativa de alcancar esse objetivo, Arnowitt et al. introduziram: a funcgao
lapso N e as fungoes (ou vetor) de deslocamento N*. Em termos dessas funcdes, a métrica

da 4-geometria é dada na forma [1]
ds® = q;;(dz’ + N'dt)(da’ + N7dt) — N*de?, (4.1)

onde as fungoes de lapso e de deslocamento sao definidas por
1

v — 900 ’

Um importante conceito a se considerar nesse contexto de hipersuperficies é o de

N = N = g,; N2 (4.2)

curvatura extrinseca. Tal quantidade é obtida ao se fazer um transporte paralelo do vetor

normal n# a hipersuperficie ¥, de um ponto A até um ponto B. Essa curvatura extrinseca,

também chamada de segunda forma fundamental, permite calcular o quanto que este vetor
tem sua dire¢gdo modificada e pode ser escrita na forma [1]

Ky = 2?\[ L0,

c Ot

Para uma excelente discuss@o acerca deste tema, o leitor pode consultar a se¢do 10.2 de [16].

(al-Nj + O;N; — — 2FWNl> : (4.3)

1
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onde

Ly = (aquz’ + 0iqy; — alQij) (4.4)

DN | —

sao os simbolos de Christoffel.

Note que, da Eq. (4.2), para métricas diagonais, a curvatura extrinseca (4.3) se

reduz a L
Qz]
= 4.
W 9eN Ot (4.5)

Uma outra quantidade fundamental para este trabalho é o momento canonicamente

conjugado a qi;, que pode ser expresso em termos de (4.3) como segue
7 = —/g(KY - ¢"K) (4.6)

em que K = ¢V K;; é o trago da curvatura extrinseca e ¢ é o determinante da métrica da

3-geometria.

4.2 Energia e momento ADM

Para esta dada formulagao hamiltoniana da TRG, pode-se agora introduzir os

conceitos de energia e momento associados a ¥. A energia ADM ¢ dada por [1,4]

4
0 _ . C . ‘ 8(]@- 8q]~j
Pr=E= 167G AL, stZ<8xﬂ' a 8:&)’ (4.7)

enquanto que o 3-momento é dado por

Pl = lim f ;7 (4.8)

7TG r—00

onde S é uma superficie bidimensional da hipersuperficie de simultaneidade >, » é uma
coordenada radial que estd relacionada com a distancia até a fonte. As Eqs. (4.7) e (4.8)
definem o 4-momento P* = (E, cP") via este formalismo, o qual s6 é bem definido para
espacos-tempos os quais no limite assintético a métrica se reduz a métrica de Minkowski e

para coordenadas retangulares.
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5 Teleparalelismo Equivalente a Relatividade

Geral

Apoés Einstein apresentar sua versao final da Relatividade Geral, surgiram tentativas
de unificacao das leis da fisica. A primeira delas foi proposta por Hermann Weyl em
1918 [17], na tentativa de unificar gravitacdo e eletromagnetismo. Anos mais tarde, outra
tentativa na mesma direcao foi feita por Einstein [18]. Nessa tentativa, ele se baseou no
conceito de teleparalelismo, também chamado de paralelismo distante ou absoluto. Sua
ideia era a introducao do campo das tetradas, um campo de bases ortonormais nos espagos
tangentes em cada ponto do espaco-tempo. No entanto, esses dois casos de tentativa de
unificacdo nao foram bem sucedidos. Contudo, tanto a tentativa de Weyl quanto a de
Einstein trouxeram consigo conceitos importantes que continuam relevantes até os dias

atuais. Ap0s isso, outras tentativas de unificacdo foram feitas.

Como ja enfatizado anteriormente, a Relatividade Geral nao possibilita a cons-
trucao de tensor de energia-momento para o campo gravitacional. Moller foi o primeiro
a estabelecer este objeto tensorial, baseado nas ideias de Einstein, ideias essas baseadas
em teorias teleparalelas. Ele conseguiu em encontrar um tensor de energia-momento que
era invariante sob transformagoes de coordenadas gerais, muito embora nao o fosse sob
transformacoes locais de Lorentz'. Maluf e outros autores também trabalharam nessa

mesma vertente [2,20]

Em resumo, podemos dizer que existem diversas teorias que podem ser chamadas
de teorias teleparalelas, como enfatizado por [21]. Isso estd ligado ao fato de que o conceito
de teleparalelismo depende do conceito de conexao afim, que por sua vez depende da
escolha da geometria. Com isso, para que se tenha paralelismo, é necessario que a conexao
afim em questao tenha curvatura nula. Como resultado, qualquer teoria baseada numa
variedade n-dimensional dotada de uma conexao V que tenha curvatura nula pode ser
chamada teleparalela. Desprezando o caso trivial (o espago-tempo de Minkowski), podemos
separar estas teorias em trés grandes classes: teorias com tor¢ao e sem nao-metricidade
(sdo as mais comuns); teorias com nao-metricidade e sem tor¢ao; teorias com torgao e

nao-metricidade.

Acreditamos que a melhor teoria teleparalela para lidar com o problema da descri¢ao
da energia gravitacional seja a TERG. Esta teoria é dotada de duas conexoes afins, a
de Levi-Civita e a de Weitzenbock. Essa tultima é responsavel pelo teleparalelismo, é

também uma conexdo métrica® e tem torcdao. A seguir, veremos uma breve discussao sobre

Para mais detalhes, veja o capitulo 4 da referéncia [19].

2 Para o conceito de conexao métrica, o leitor pode consultar a se¢do 7.2.6 da referéncia [6].
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a abordagem da TERG e a construcao de um 4-momento.

5.1 A abordagem do TERG

O TERG é uma teoria alternativa da Gravitacao que possibilita reformular a TRG
padrao. Essa teoria teleparalela usa o formalismo das tetradas. Essas tetradas formam
uma base ortonormal sobre a variedade diferencidvel do espago-tempo, e sdo definidas
por [19]

— 12 a __ _a "
eq = €,"0, e v = e, da*, (5.1)
as quais chamamos, respectivamente, de frame e coframe.
A partir da condigao de dualidade ¥%(e;) = df, vemos que as componentes do frame
e do coframe satisfazem a seguintes relacgoes

e’ e =19y, e’ e, = 0. (5.2)

Na TERG, a densidade lagrangiana ¢ dada por [2]

1
L= —xeX%T,. — Eﬁm (5.3)

onde e = det (e“u) ¢ o determinante do campo das tetradas e, x = A/(167G) e L, é
a densidade lagrangiana da matéria. Tomando variagoes da densidade lagrangiana com
relagdo a tetrada, é possivel verificar que essa teoria fornece as mesmas equagoes de campo

de Einstein (3.1). Tais equagoes de campo sao escritas na forma [2]

(&
8a yapoy — 7 pa tHe , 5.4
(exer) o (T + ) (5.4)
onde

po — X(mwaca _ ewT), (5.5)

1
Zz\ul/ = Z <T>\MV + QT[NMV]) + ‘g)‘[VTM]’ (56)
Ta'uy = aueay — a,jeau, (57)

sdo o tensor de energia e momento do campo gravitacional, o superpotencial e a tor¢ao de

Weitzenbock, respectivamente.

5.2 O 4-momento na abordagem da TERG

Seguindo a abordagem da TERG, podemos interpretar t** como sendo o tensor de

energia-momento do campo gravitacional. Desse modo, podemos introduzir o tensor de
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energia-momento do espaco-tempo, que é dado em termos das contribui¢coes da matéria e
do campo gravitacional, isto é,
THE = the 4 THe, (5.8)

Por sua vez, o 4-momento do espago-tempo é dado por

P =P+ Py, (5.9)

onde P} e Pj sdo os 4-momentos do campo gravitacional e da matéria, respectivamente.

Estes sao definidos por
pP* ——/ d3 er?e, Py ——/ d3et, po ——/ d3 e, (5.10)

cujas integrais estdo sobre uma regiao V', que corresponde a uma hipersuperficie t =

constante.

Considerando o caso em que er%

¢ nao singular na regiao V', podemos usar o
Teorema de Stokes e a identidade X% = 0, para tornar integral do 4-momento do

espago-tempo na integral de superficie seguinte [21]:
Pa:4kfd&eym (5.11)
S

onde S ¢é a fronteira da regiao V.

Caso o espago-tempo seja assintoticamente plano, entdo o 4-momento total nesse
caso é dado por
Pa

tota 50

1::4k1hnl% dS;ex0, (5.12)
r— Se

onde a integral é calculada sobre a fronteira externa S.. Se nao houver nenhuma singu-
laridade, entao S, = S e P2,,, € simplesmente lim,_,,, P®. Vale destacar que a equagao

anterior ¢ uma generalizagao do formalismo ADM? isto ¢, as equagdes (4.7) e (4.8).

3 Para mais informagdes sobre tal generalizagdo, o leitor pode consultar a referéncia [22].
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6 A Energia e o Momento do Campo Gravi-

tacional

A seguir, serdo considerados casos especificos para métricas do espago-tempo com
objetivo de calcular a Curvatura Extrinseca e entao caracteriza-las. Além disso, a energia
e 3-momento do campo gravitacional sdo calculados. Com objetivo de comparar com os
resultados consistentes fornecidos pela TERG, as métricas de espacos-tempos de ondas
planas e do modelo FLWR, além da métrica de Minkowski nas coordenadas proprias
de um observador, sao estudadas. Para o caso assintoticamente plano, a geometria de

Schwarzschild é considerada.

6.1 Espacos-tempos de ondas planas

Como se sabe, as ondas gravitacionais sdo previsdes obtidas a partir da solugao das
Equagoes de Einstein (3.1). No entanto, s6 foram observadas pela primeira vez em 2015
pelo LIGO [23], uma engenhosa tecnologia que possibilitou suas detecgoes. Tais ondas
possuem uma interessante caracteristica acerca dos seus modos de polarizagao, que podem

se manifestar como polarizacoes do tipo “plus” + e do tipo “cross” x.

Considere o seguinte espago-tempo [7]
ds? = —dt? + f(u)dx + g*(u)dy + dz?, (6.1)

onde u = t—z/c. No véacuo, as solugoes dessa métrica sao chamadas de ondas gravitacionais
planas linearmente polarizadas. Para ser mais preciso, elas correspondem a ondas gravita-
cionais com polarizacdo + que se propagam na dire¢ao do eixo z, as quais representam

ondas de frente plana, no sentido de que estao longe da fonte.

A métrica (6.1) pode ser escrita em termos das componentes do tensor, como segue:

G = =00, + f*(u)0,8, + g* ()30, + 6,9,

(6.2)

onde 9;; ¢ a delta de Kronecker. Como se trata de uma métrica diagonal, a inversao das

componentes é trivial, de modo que se tem

9" = =005 + fH(u)d16y + g (u) 050y + 0k (6:3)
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6.1.1 Curvatura extrinseca

Inserindo a parte da 3-geometria da Eq. (6.2) em (4.5) e usando a regra da cadeia',

¢é possivel chegar ao resultado seguinte:
1
Ky = = (F)f (w516} + g(u)g (u)5?57) . (6.4)

onde ’ indica a derivada total de f com respeito a u. Assim, do resultado anterior e usando
o fato de que K = ¢V K,;, segue que
1, o - S i
K =~ (280 + g~>(u)d0] + 6304) (f(u) f'(w)o}d5 + g(w)g (w)753) . (6.5)

Aplicando a propriedade distributiva e considerando a propriedade da d;;, obtém-se o trago

__r.g
K = C<f+g>. (6.6)

da curvatura extrinseca:

6.1.2 Energia e momento ADM para pp-waves

Para o célculo da energia ADM (4.7), o procedimento é calcular cada termo entre
os parénteses separadamente. Desse modo, é facil ver que o primeiro termo é nulo enquanto

que o segundo é

901~ 2 ()1 () + gl () 7 (6.7
de modo que \
B = o dSi[f(w)f () + gw)g (w)] 6" (6.8)

Vale destacar que o r tendendo ao infinito foi omitido por nao se tratar de uma métrica
assintoticamente plana. Para calcular a integral anterior, considere uma caixa de volume
V na qual a onda se propaga. Sendo assim, a integral sera avaliada sobre as faces da caixa.

Logo,

E =g | [[ dady (F(@) () + gwyg ()., ~ [[ dedy () @) + glu)g ().

(6.9)
onde z- e z. indicam as faces da caixa. Portanto,
3
E= &CTGMA@/ ((F@)f' () + g(u)g (w)),. = (f@)f'(u) + g(w)g'(w),.| . (6.10)

Por fim, para o calculo do momento ADM, o primeiro calculo a ser realizado é do

momento canonicamente conjugado. Introduzindo as Eqgs. (6.4) e (6.6) na Eq. (4.6), tem-se

. 1 ! . / . / ci o
0 == 180514 Wy gty o] (6.11)
L Seja f(u), entdo
Of(u) df ou

ot dudt’
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Assim, inserindo o resultado anterior em (4.8) e seguindo a mesma abordagem adotada no

calculo da energia, obtém-se portanto que

2
i C

Pl —
&G

AxAy{[f(wg(w)].. = [f(w)g(w)]._}d. (6.12)

Note que as Egs. (6.10) e (6.12) fornecem resultados bem definidos. No entanto, em
um trabalho desenvolvido por [21], é mostrado que para esse espago-tempo, o 4-momento

do campo gravitacional fornecido pela TERG é dado por

P = - ooty | (%2 () - (2] o] 6548, (6.13)

evidenciando uma inconsisténcia no que diz respeito ao resultado aqui obtido para a
energia. Apesar do momento coincidir com o do teleparalelismo, a energia nao coincide.
Além disso, é facil verificar que outra inconsisténcia surge quando se calcula a norma do
4-momento ADM; verifica-se que no formalismo ADM, g, P*P" # 0, em contradicao com

o fato de ondas gravitacionais se propagam na velocidade da luz.

De qualquer forma, nao era de se esperar um resultado consistente, pois o espago-
tempo em questao nao é assintoticamente plano, isto é, a energia do formalismo ADM
nao pode ser aplicada aqui. O calculo foi feito apenas para mostrar a limitacdo desse

formalismo e a possibilidade de se obter resultados consistentes com outro formalismo.

6.2 Espaco-tempo do modelo FLRW

A métrica do modelo FLRW, que descreve a expansao do Universo, é uma solugao
das equagbes de Einstein. Tal métrica, como pode ser encontrada na se¢ao 11.1 de [8], é

escrita por
2 2 1,2 a*(t) 2 2 2
ds® = —c“dt® + ﬁ(dx + dy® + dz%) (6.14)
(1+52)
onde 7 = (22 +y? + 2%)Y/2, a(t) é o fator de escala do universo e k = 0, %1 é a constante
de curvatura. Se k = 0, tem-se o caso de um universo com secao espacial plana, o que em
geral nao significa que o espaco-tempo é plano como o de Minkowski; o espaco-tempo s6
é plano se, além da constante de curvatura ser nula, o fator de escala for independente
do tempo. Se k = 1, o universo ¢é esférico. Se k = —1, o universo é hiperbélico. Definindo
F(r) = (1+kr?/2)7', a métrica (6.14) pode ser escrita em termos das componentes da
seguinte forma
_ 5050, 2 2,3 sl 5l
Gy = —0,0, +a”(t)F=(r)d,,0 (6.15)

uovo

g = —=ohog + 6, 0. (6.16)

_
a?(t)F2(r)
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6.2.1 Curvatura extrinseca

Para este caso, a curvatura extrinseca sera?

1 /
Kyj =~ a(t)d' () F*(r)d (6.17)
e o trago sera
3d(t)
o _salt) 1
calt)’ (618)

em que se nota uma proporcionalidade com o fator de Hubble (H = a'/a). Além disso,
observa-se que a curvatura extrinseca depende, também, da constante de curvatura e no

caso em que k = —1 singularidades surgem quando r = 2.

6.2.2 Energia e momento ADM do modelo cosmoldgico

Para o calculo da energia, segue que

9qij _ 203 (.51 2 3 Oqij _ 203 (.51 2 3
v —ka*F (xéz- +yo; + 252-) ) Sl —3ka“F (xéi +yo; + 251-) . (6.19)
Desse modo, obtém-se
kc'a® 1 2 3\ 13
E="= Tlg&]{ dS; (20} +yo} + 20%) . (6.20)

Veja que dS; (26! + yo2 + 26%) = 7+ dS. A integracio nesse caso seré feita em coordenadas
esféricas. Sendo assim, como dS = r?senfdfd¢, com 0 < 0 < 7 e 0 < ¢ < 27, a energia
sera dada por

k 4 2 3
E="0 " (6.21)

2G r—o fer2 3

Note que, se £ = 0, ' = 0, mostrando que a energia total para o caso de um universo plano

¢ nula. Para k = £1, a ' — 0 no limite assintético. Todavia, no caso em que a constante
de curvatura ¢é negativa, hd uma situacdo em que a energia diverge, em r = 2, e com isso
pode-se estabelecer uma relacao da energia com a hipersuperficie de simultaneidade: se
em algum ponto do espaco-tempo a curvatura extrinseca apresenta alguma singularidade,
a energia do campo gravitacional ira divergir, isto ¢, nao serd bem definida nesse mesmo

ponto.

Finalmente, para a obtencao do 3-momento, é possivel verificar que
7 = —2a' F§", (6.22)

onde foram usadas as Eqgs. (6.17),(6.18) e (4.6). Assim,

Pi=S% tim f dS; F. (6.23)

47TG r—00

Neste momento e nas segoes futuras, o procedimento adotado serd o mesmo que o da segao 6.1.

2
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Novamente, a integragdo acima serd feita em coordenadas esféricas. Dado que o elemento

de area da superficie bidimensional é dS, onde
# = send cos ¢i + senfsendj + cos (]512, (6.24)

é possivel verificar que o resultado da integral sera nulo. Portanto, P* = 0.

Dos resultados obtidos para a energia e o 3-momento, podemos observar que
o formalismo ADM fornece resultados consistentes, apesar do espago-tempo nao ser
assintoticamente plano. Isso pode ser constatado com os resultados obtidos por Sousa et

al. [24], no qual é usado o formalismo da TERG.
De acordo com [25], a energia obtida por Sousa et al., equagao (58), é dada por

kct ar®

F=——-——-.
2G X kr2\ 2
()

Para analisarmos a equacao anterior, devemos tomar o limite assintotico. Assim, para

(6.25)

k =0, a energia ' = 0. Por sua vez, quando k = *+1, a energia £ — 0. Porém, note que
na situacao de curvatura negativa, em r = 2, a energia diverge. Portanto, perceba que
apesar da equagao anterior ser diferente do resultado que obtivemos para a energia (6.21),

o nosso resultado é compétivel com o fornecido por [24,25].

J4 no caso do 3-momento, vimos que P’ = 0. Esse resultado é independente do
fator de curvatura, o que esta em compatibilidade com o resultado obtido por Sousa et al.,
na equagao (63).

6.3 Espaco-tempo de Schwarzschild

A métrica da geometria de Schwarzschild nas coordenadas isotrépicas® é dada por

MG (MG MG
ds2 = — |1 -2 49 Ad2+ (142 da® +dy? +dz?],  (6.26)
rc? rc? rc?
onde r = (22 4 y? + 2%)'/2 é a nova coordenada radial e isotrépica. Nesse caso, o tensor
métrico é )
B MG MG 00 MG 4
G = — [1 -2 3 + 2(7“02> ]6#51, + [1 + 27“02] 0,0, (6.27)

Como se trata de uma métrica diagonal, pode-se usar a Eq. (4.5). Além disso, uma
vez que o tensor métrico nao apresenta uma dependéncia temporal, sua derivada parcial
com respeito a t serd nula. Logo,

K, =K' =0. (6.28)

i 7

3 Veja a Eq. 40.1 de [1].
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Que implica em um 3-momento P? nulo. O fato de P’ = 0 esta de acordo com teorema de
Birkhoff, o qual afirma que solugoes esfericamente simétricas das equagoes de Einstein no
vacuo devem ser estdticas e assintoticamente planas*. Em outras palavras, se o espaco-

tempo é estatico, entdo nao ha fluxo de energia.

Resta apenas calcular a energia. Assim, tem-se

g M , y MG .
00y _ o MG s 0 _ MG s (6.29)

L = x ) —
ol c? ’ oxt c?

Desse modo, inserindo os resultados anteriores em (4.7), obtém-se

E =

Mé |
 lim f dS,zirs. (6.30)
S

4 r—o0

Veja que z'dS; = T - dsS = rf - (tdS). Tendo em mente que integragao sera feita em

coordenadas esféricas, a energia serda portanto
E = Mdc, (6.31)

cujo resultado corresponde a célebre equacao de Einstein [26] que estabelece a equivaléncia
entre massa e energia. Nesse caso, se M a ¢ massa de um buraco negro, estatico, a
energia deste é equivalente a Mc?. Dessa forma, o 4-momento ADM fica como P, =

(Mc?,0,0,0), que um resultado bem conhecido na literatura.

6.4 A métrica de Minkowski nas coordenadas préprias de um ob-

servador

A métrica de Minkowski escrita nas coordenadas proprias de um observador pode

ser escrita na forma

ds? = | — F2 + Qiggjxm(éﬂéjm — 0, 0;) | (da®)? + Z%xj [ijk]dz*d2® + da*da®, (6.32)
onde ALy
Flz) =1+ cf (6.33)
e
+1 se 17k for uma permutacao par de 123,
[ijk] = { —1 se 17k for uma permutacdo impar de 123, (6.34)
0 se alguns dos indices forem iguais.

é o simbolo de Levi-Civita.

4 Para mais detalhes sobre este teorema, o leitor pode consultar se¢do a 32.2 de [1].
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Nessas coordenadas préprias, o observador tem uma aceleracio A'(z%), onde 2° ¢
o parametro comprimento de arco da linha de universo. A triade usada pelo observador

rotaciona com velocidade angular €; = Q;(zY).

Em termos das componentes da métrica, tem-se

QN xix™

guu = | — F2 + 2 (5il5jm )

im gl

)1 6900 + 291;3 [ijK)600, 4 67,5 (6.35)

Note que para a 3-geometria, ¢;; = d;;. Assim, a curvatura extrinseca (4.3) sera®

Kij = 53 (E)N +8N> (6.36)

As fungoes de deslocamento (4.2),nesse caso, sao
N = —2’[ijk]. (6.37)
c
Desse modo, introduzindo (6.37) em (6.36), segue que

K, - H@(Z [qu]>+aj<%nxn[mni]>]

[Qp pqj|0ix? + Q [mni]ajx”]

[\

L
2Nc
1 n

INe Q,0{[pqj] + Qnd} [mni]

]b( ppig] + [mjz']) (6.38)

Fazendo a mudanga de indice p — m, obtém-se

K, - 21%<Qm[mz‘j]+9m[mm>
- 21Nc<£2m[mz'j]—ﬂm[mz'j]>
_ 0 (6.39)

Logo, K;; = K © =0, o que resulta em P* = (. Além disso, como a energia ADM depende
das derivadas parciais da 3-geometria, é facil ver que energia também sera nula. Em razao
disso, pode-se considerar este espago-tempo como sendo aquele no qual nao ha efeitos
gravitacionais. Este resultado é consistente com o do TEGR, e também com a visao de
que nao ha campo gravitacional no espago-tempo de Minkowski, mesmo em um referencial

acelerado.

> Como ¢;; = 6;4, os simbolos de Christoffel e derivada temporal da 3-geometria sio identicamente nulos.
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7 Conclusao

O objetivo deste trabalho foi analisar o problema da energia do campo gravitacional.
Para isso, foi usado o formalismo hamiltoniano da TRG, conhecido como formalismo ADM.
Com isso, a fim de se estudar tal problema, foram calculados a curvatura extrinseca,
a energia e 3-momento ADM, a fim de se analisar os resultados que sao fisicamente

consistentes.

Foi possivel verificar que para métricas nao assintoticamente planas, a energia ADM
forneceu resultados consistentes para alguns casos e inconsistentes para outros. Como

exemplo de um resultado inconsistente, podemos citar o caso das ondas gravitacionais.

Apesar de sua limitacao a coordenadas retangulares e a métricas assintoticamente
planas, foi possivel observar que o formalismo ADM fornece resultados compativeis com
aqueles obtidos via TERG, para o caso do modelo cosmoldgico. No trabalho desenvolvido
por Sousa et al., estes ndao estavam limitados ao espaco-tempo ser necessariamente plano
no limite assintético. Além disso, pdde-se notar uma relagao entre a hipersuperficie de

simultaneidade e a energia do campo gravitacional.

Viu-se que para o caso de Schwarzschild o resultado obtido para a energia foi
compativel com um resultado ja conhecido. Além disso, o fato do 3-momento ser nulo estd

de acordo com o fato de ser um espago-tempo estatico.

Com isso, é possivel constatar que o formalismo ADM é de fato limitado aos casos
de espagos-tempos assintoticamente planos, uma vez que somente para esses tal formulagao
garante resultados consistentes. Haja vista isso, fica claro a limitacao desse formalismo
para resolver ou ao menos contornar o problema da energia do campo gravitacional, sendo

necessario buscar teorias alternativas, como a TERG, por exemplo.
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