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“And in my dream I have seen
Long and winding road

That leads me through the haze to a rusty gate
There I find my peace

I’m at ease
I have been searching for my fate”

Voice of Thunder, Stratovarius.



Resumo
O conceito de energia é um dos mais importantes da Física, pois possibilita interpretar
e descrever vários fenômenos físicos. No entanto, uma boa definição do tensor energia-
momento do campo gravitacional é um grande problema, senão mesmo uma impossibilidade,
que a Relatividade Geral apresenta. Para tentar compreender este problema, este trabalho
utilizou a formulação Hamiltoniana da Relatividade Geral, o chamado formalismo ADM,
que fornece resultados bem definidos para a energia e o momento para espaços-tempos
assintoticamente planos. Nesta pesquisa, foram analisados os espaços-tempos de ondas
planas, Schwarzschild e o modelo FLRW; para ambos os casos, foram obtidos tanto a
energia quanto o momento. Ao fazer uma análise, verificou-se que o formalismo ADM
para caso de Schwarzschild e do modelo cosmológico fornece resultados compatíveis com
aqueles encontrados na literatura; além disso, é mostrado que para espaços-tempos de
ondas planas, inconsistências surgem a partir do formalismo ADM, quando comparado
com os resultados fornecidos pelo Teleparalelismo Equivalente à Relatividade Geral.

Palavras-chave: Energia gravitacional; Formalismo ADM; Teleparalelismo.



Abstract
The concept of energy is one of the most important in Physics, as it allows us to interpret
and describe various physical phenomena. However, a good definition of the energy-
momentum tensor of the gravitational field is a big problem, if not an impossibility,
that General Relativity presents.To try to understand this problem, this work used the
Hamiltonian formulation of General Relativity, the so-called ADM formalism, which
provides well-defined results for energy and momentum for asymptotically flat spacetimes.
In this research, the plane wave spacetimes, Schwarzschild spacetimes and the FLRW model
were analyzed; for both cases, both energy and momentum were obtained. On analysis,
it was found that the ADM formalism for the Schwarzschild case and the cosmological
model provides compatible results with those found in the literature; furthermore, it is
shown that for plane wave spacetimes, inconsistencies arise from the ADM formalism,
when compared with results provided by Teleparallelism Equivalent to General Relativity.

Keywords: Gravitational energy; ADM formalism; Teleparallelism.
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1 Introdução

Uma das formas mais básicas e fundamentais de se analisar um sistema ou fenômeno
físico e entender seu comportamento é por meio da segunda lei de Newton. Além disso,
existem outras formas de se fazer isso que é através das formulações lagrangiana e
hamiltoniana; sendo que esta última possibilita uma análise através da energia do sistema.
No entanto, independente de qual lei ou formulação que esteja sendo adotada na análise de
problemas físicos, os conceitos de energia e momento são de extrema importância na Física,
desde o estudo das partículas elementares até eventos do cotidiano. Assim, dados a energia
e o momento de um processo físico, é possível compreender sua natureza e descrever sua
evolução.

Nesse contexto dos conceitos de energia e momento, para todas as quatro interações
fundamentais, é esperado que seus respectivos campos carreguem energia e momento, e
que seja possível quantificar essa quantidade de energia-momento. Todavia, dessas quatro
interações, o campo gravitacional possui uma descrição problemática para a quantidade
de energia-momento, dado que tanto a energia quanto o momento não são bem definidos.

Como sabemos, a Teoria da Relatividade Geral (TRG) é a teoria pela qual a
gravitação é estudada e trata-se de uma das mais bem sucedidas na Física. Todavia, definir
e localizar a energia do campo gravitacional é um grande problema em aberto que a TRG
apresenta, devido à dificuldade, ou até mesmo à impossibilidade, de se definir um objeto
pelo qual as informações sobre energia e momento desse campo são obtidas [1], o chamado
tensor de energia-momento do campo gravitacional. Acredita-se que esse problema acerca
da energia do campo gravitacional esteja relacionado ao Princípio da Equivalência.

Entretanto, existe uma teoria alternativa da gravitação, o Teleparalelismo Equiva-
lente à Relatividade Geral (TERG), que permite a construção com uma boa definição do
tensor de energia-momento do campo gravitacional [2]. Porém, o problema de localizar
a energia do campo gravitacional ainda persiste, dado que, como mostrado no trabalho
de [3], na TERG existem problemas relacionados à ambiguidade da tetrada paralela.

Outro caminho na tentativa de resolver o problema da energia do campo gravitaci-
onal é por meio de uma formulação hamiltoniana da TRG, proposta por Arnowitt et. al, o
formalismo ADM [4]. Nessa formulação, a energia e o momento são bem definidos, mas
para casos em que o espaço-tempo é assintoticamente plano.

O estudo de ambas as abordagens é fundamental para entendermos se são ou
não compatíveis, haja vista que tanto a formulação ADM quanto a TERG têm suas
devidas importâncias na construção de um 4-momento para o campo gravitacional. Neste
trabalho, nossa proposta foi estudar as propriedades das hipersuperfícies de simultaneidade
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t constante. Em síntese, o objetivo principal foi caracterizar as hipersuperfícies que fornecem
resultados consistentes e tentar identificar suas propriedades, na expectativa de encontrar
relações com a energia do campo gravitacional. Para isso, levantamentos bibliográficos
foram realizados, com objetivo de compreender como caracterizar tais hipersuperfícies
e então buscar os possíveis casos em que forneceram esses resultados. Além disso, um
4-momento para o campo gravitacional foi obtido para determinados tipos de espaços-
tempos por meio da abordagem ADM, cujos resultados foram comparados com aqueles
fornecidos pela TERG, a fim de analisar os casos consistentes.

O presente trabalho organiza-se da seguinte forma: no capítulo 2 é apresentada
um interlúdio matemático, necessário para o estudo da TRG, da formulação ADM e da
TERG; nos capítulos 3, 4 e 5 é feita uma breve discussão acerca dos conceito fundamentais
da TRG, do formalismo ADM e da abordagem da TERG; no capítulo 6, são fornecidos os
resultados obtidos nesta pesquisa; por fim, no capítulo 7 é mostrado um panorama das
análises realizadas a partir dos resultados.

A notação usada adiante dar-se-á da seguinte forma: letras gregas (µ, ν, ρ, ...)
denotam as componentes do espaço-tempo e variam de 0 a 3; letras latinas do meio do
alfabeto (i, j, k, ..) serão usadas para denotar as componentes espaciais e variam de 1 a 3;
letras latinas iniciais (a, b, c...), que variam de (0) a (3), referem-se aos índices lorentzianos,
isto é, índices do grupo SO(1, 3)1. O objeto ea representa o frame, e ϑa, o coframe. Suas
componentes são, respectivamente, e µ

a e ea
µ. O leitor deverá estar atento ao fato de que

gµν representa a 4-geometria e qij representa a 3-geometria. Por fim, vale salientar que
todas grandezas tratadas a seguir estão expressas no Sistema Internacional de Unidades, o
SI.

1 O uso de parênteses () é para diferenciar índices do espaço-tempo de índices SO(1, 3).
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2 Preliminares Matemáticas

No tratamento de problemas físicos por meio da mecânica newtoniana, necessitamos
da linguagem dos vetores, geralmente entendidos como objetos que possuem magnitude,
direção e sentido, cuja representação geométrica pode ser obtida por uma seta (ou “flecha”)
a partir de uma origem. Nessa abordagem clássica, problemas são analisados em uma
estrutura espacial que se estende até o R3 e o tempo t é apenas um parâmetro.

Com o advento da Teoria da Relatividade Especial, proposta por Albert Einstein
(1905), viu-se a necessidade de abandonar a ideia de espaço e de tempo como estruturas
distintas, sendo então necessário tratar o tempo como uma dimensão, formando o que
conhecemos por espaço-tempo, concebido por Hermann Minkowski. Posteriormente, em
1915, Einstein chega à versão final da Relatividade Geral, a qual tem como princípio
fundamental a covariância das leis físicas, que afirma que as leis da física devem independer
de sistemas de coordenadas.

Nesse contexto, surge naturalmente a necessidade de se estender as noções de curvas
e superfícies ao que se conhece por variedade diferenciável. Além disso, surge também
a necessidade do uso do formalismo tensorial para garantir a covariância das leis físicas.
Sendo assim, neste capítulo é feita uma breve discussão sobre variedades diferenciáveis,
vetores, covetores e tensores, com base nas referências [5, 6].

2.1 Variedades diferenciáveis
Em síntese, variedades consistem em generalizar nossa concepção sobre curvas e

superfícies a estruturas de dimensões arbitrárias. Em razão disso, elas servem para estender
as aplicações do Cálculo Diferencial, com o qual já estamos muito bem familiarizados no
R3, a espaços mais gerais.

De forma intuitiva, uma variedade é uma estrutura tal que localmente se parece
com um “pedaço” do Rn. Como exemplo, considere uma superfície esférica S2. Ao ser
comparada com o plano euclidiano R2, vê-se que ambos diferem globalmente; porém, ao
analisarmos localmente um pequeno pedaço de S2, nota-se que a superfície esférica se
parece com o plano euclidiano R2, e diz-se que S2 é homeomórfica a R2. Outro exemplo é
o espaço-tempo da TRG, que é homeomorfo ao espaço-tempo de Minkowski. Nesse sentido,
de forma mais geral, uma variedade é dita ser um espaço topológico que localmente é
homeomorfo a Rn [6]1.
1 Veja a seção 2.4 desta referência sobre homeomorfismo.
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Por definição, um conjunto de pontos M de dimensão n é uma variedade diferen-
ciável2 se:

(1) M é um espaço topológico;

(2) M é fornecida com uma família dos pares (Uα, φα);

(3) Ui é uma família de abertos que cobrem M , ou seja, ⋃i Uα = M . φα é um homeo-
morfismo de Uα em um aberto Ūα do Rn;

(4) dados Uα e Uβ tal que Uα ∩ Uβ = ∅, a aplicação ψαβ = φα ◦ φ−1
β de φβ(Uα ∩ Uβ) a

φα(Uα ∩ Uβ) é inifitamente diferenciável.

Acerca do que foi discutido acima, o par (Uα, φα) é chamado de carta (ou sistema
de coordenadas), onde Uα é a vizinhança coordenada e φα é a função coordenada, que se
comporta como um homeomorfismo representado por m funções {x1, . . . , xα}. Por sua vez,
a família {(Uα, φα)} é chamado de atlas, sendo responsável por cobrir toda a variedade.
Além disso, sejam {(Uα, φα)} e {(Uβ, φβ)}, se {(Uα, φα)} ∩ {(Uβ, φβ)} forma um atlas,
então ambos são ditos ser compatíveis e tal compatibilidade é uma relação de equivalência,
que é chamada de estrutura diferenciável.

As condições (2) e (3) garantem o fato de M ser localmente como Rn. Se Uα e
Uβ se sobrepõem, temos que dois sistemas de coordenadas são associados a um ponto p
de Uα ∩ Uβ. Sobre a condição (4), desta é garantido que a passagem de um sistema de
coordenadas para outro é suave.

Dadas as definições aqui apresentadas, podemos agora estabelecer aplicações defi-
nidas sobre a variedade, bem como objetos geométricos, tais como vetores, covetores e
tensores.

2.2 Espaço vetorial e vetores
No contexto das variedades, a ideia de vetor como sendo uma flecha, atribuído a

partir de uma origem até um ponto p, não é válida. Em razão disso, é necessária a noção
de vetor tangente. Nesse sentido, sobre uma variedade, vetores são definidos como sendo
um vetor tangente a uma curva de M .

Primeiramente, vamos fornecer as definições de curvas e funções. Uma curva é uma
aplicação c : (a, b) → M , com (a, b) sendo o intervalo aberto a < 0 < b. Já uma função, é
uma aplicação suave f : M → Rn. Com isso, ao restringir f à curva c e tomar a derivada
2 O motivo de estarmos chamando agora de variedade diferenciável é devido ao fato de que podemos

usar o Cálculo Diferencial do Rn.
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direcional de f ◦ c, podemos definir um vetor tangente, como segue

d(f ◦ c)
dt

∣∣∣∣
t=0

= df(c(t))
dt = ∂f

∂xµ

dxµ(c(t))
dt

∣∣∣∣
t=0

= vµ ∂f

∂xµ
. (2.1)

Da equação anterior, vemos que a taxa de variação acima pode ser obtida por meio da
aplicação de v = vµ∂µ sobre f , tal que

d(f ◦ c)
dt

∣∣∣∣
t=0

= vµ

(
∂f

∂xµ

)
≡ v[f ], vµ = dxµ

dt , (2.2)

onde v é o que definimos agora como vetor tangente de M em p = c(0) ao longo da direção
dada pela curva. Note que v se comporta como uma derivada direcional.

Por definição, o conjunto formado por todos os vetores definidos em um ponto p de
M forma o que chamamos de espaço tangente de M , que denotamos por TpM e podemos
usar toda a teoria de espaços vetoriais. Se considerarmos a base coordenada eµ, então
se um vetor v de TpM é escrito como v = vµeµ, onde vµ são as componentes de v com
respeito eµ.

Uma necessidade que surge naturalmente é saber como as componentes desse vetor
se transformam. Assim, sejam xµ e x̄µ dois sistemas de coordenadas. A ambos os sistemas,
denotemos suas bases coordenadas por ∂µ e ∂̄µ, respectivamente. Logo, temos as seguintes
expressões para v ∈ TpM ,

v = vµ ∂

∂xµ
= v̄µ ∂

∂x̄µ
, (2.3)

que nos fornece a seguinte relação entre as componentes de vµ e v̄µ

v̄µ = vν ∂x̄
µ

∂xν
. (2.4)

Entretanto, devemos ter em mente que a base de TpM não precisa ser necessa-
riamente eµ. Podemos ter o caso de uma base como sendo escrita em termos de uma
combinação linear eâ = e µ

a eµ, onde e µ
a pertence ao grupo linear geral GL(m,R). Bases

desse tipo são chamadas de bases não coordenadas, como exemplo a base de tetradas do
TERG (capítulo 5).

2.3 Espaço dual e covetores
Dado um espaço vetorial TpM , existe um espaço dual a TpM . A esse espaço dar-se o

nome de espaço cotangente ou espaço dual em p, o qual denota-se por T ∗
pM . Aos elementos

de T ∗
pM , os chamamos de vetor dual, vetor cotangente ou 1-forma, e os definimos como uma

aplicação linear, de valor real, de vetores. Em outras palavras, um elemento ω: TpM → R.
Disso, fica claro que uma 1-forma é um funcional linear que leva vetores a valores reais3.
3 Para distinguir vetores de covetores, seguiremos a notação adotada por [1, 6] e usaremos letras gregas

para esse último.



Capítulo 2. Preliminares Matemáticas 16

Um exemplo de 1-forma é a diferencial de uma função f , que pertence ao espaço
das funções de M . Como vimos, aplicação de um vetor v sobre f é v[f ] = vµ∂f/∂xµ ∈ R.
Por sua vez, a atuação de df ∈ T ∗

pM sobre v ∈ TpM é definida por

⟨df, v⟩ ≡ v[f ] = vµ ∂f

∂xµ
∈ R. (2.5)

Uma vez que temos uma base {eµ}, chamamos de base dual de {eµ} a base {ωµ},
tal que

ωµ(eν) = δµ
ν . (2.6)

Em contrapartida, se v é qualquer vetor de TpM , então a ação de ωµ sobre v,

ωµ(v) = vµ (2.7)

produz a µ-ésima componente de v.

Suponha que estamos em um sistema de coordenadas xµ, cuja base de TpM são as
bases coordenadas ∂µ. A base coordenada de T ∗

pM é dada por {dxµ}, que por sua vez é a
base dual de {∂µ}. Assim, temos〈

dxµ,
∂

∂xν

〉
= ∂xµ

∂xν
= δµ

ν . (2.8)

Seja uma 1-forma ω dada por ω = ωµdxµ, onde ωµ são as componentes de ω com
respeito a dxµ. Podemos definir a seguinte aplicação ⟨, ⟩ : T ∗

pM × TpM → R por

⟨ω, v⟩ =
〈
ωµdxµ, vν ∂

∂xν

〉
= ωµv

ν

〈
dxµ,

∂

∂xν

〉
= ωµv

νδµ
ν = ωµv

µ. (2.9)

Perceba que essa aplicação consiste na contração das componentes de ω e v.

Assim como no caso de vetores, aqui surge também a necessidade de se conhecer
como as componentes de uma 1-forma se transformam. Desse modo, sejam xµ e x̄µ dois
sistemas de coordenadas, e denotemos as suas bases duais de ambos por {dxµ} e {dx̄ν},
respectivamente. Assim, temos

ω = ωµdxµ = ω̄µdx̄µ. (2.10)

Dado que dx̄ν = (∂x̄ν/∂xµ)dxµ, teremos

ω̄µ = ων
∂xν

∂x̄ν
. (2.11)

2.4 Tensores
Com as definições apresentadas nas duas últimas seções, surge uma extensão natural

de vetores e 1-formas, os tensores. Consideremos um ponto p de M . Um tensor do tipo
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(m,n) é definido como sendo uma aplicação multilinear que tem como argumentos m
1-formas e n vetores nos reais, tal que

T : T ∗
pM × T ∗

pM × · · · × T ∗
pM × TpM × TpM × · · · × TpM → R, (2.12)

ou ainda,
T (σ, λ, . . . , ω, u, v, . . . , w). (2.13)

Como exemplo, considere

R(σ, λ, v) = R(σµω
µ, λνω

ν , vρeρ) = σµλνv
ρR(ωµ, ων , eρ) = Rµν

ρσµλνv
ρ, (2.14)

onde R(ωµ, ων , eρ) = Rµν
ρ são as componentes do tensor R, um tensor do tipo (2, 1).

Sejam dois sistemas de coordenadas xµ e x̄µ. Seguindo a abordagem para vetores e
1-formas, as componentes do tensor R se relacionam segundo a seguinte lei de transformação

R̄µν
ρ = ∂x̄µ

∂xα

∂x̄ν

∂xβ

∂xγ

∂x̄ρ
Rαβ

γ . (2.15)

De modo mais geral, temos

T µ1...µm
ν1...νn

= ∂x̄µ1

∂xα
1
. . .

∂x̄µm

∂xα
m

∂xν1

∂x̄β
1
. . .

∂x̄νn

∂xβ
n

Tα1...αm
β1...βn

. (2.16)

com Tα1...αm
β1...βn

sendo as componentes do tensor T , equações (2.12) e (2.13).

Finalmente, se um vetor é atribuído suavemente a cada ponto p ∈ M , então este é
chamado de campo vetorial sobre M . De maneira análoga, se um tensor T é atribuído
de forma suave a cada ponto p ∈ M , então o chamamos de campo tensorial. Para mais
detalhes, veja a seção 5.2.5 de [6].

2.5 Imersões e mergulhos
Por fim, vejamos as definições de imersão, mergulho e subvariedade, conceitos

necessários para formulação ADM, apresentada no capítulo 4. De acordo com Nakahara
(2018) [6], sejam M e N duas variedades diferenciáveis, com dimM ≤ dimN . A aplicação
diferenciável f : M → N é uma imersão se dfp : TpM → Tf(p)N é injetiva4 para todo
ponto p de M . Por outro lado, f é chamada de mergulho se essa for injetiva e uma imersão.
A imagem de f(M) é dita ser uma subvariedade de N .

4 Para uma definição de uma aplicação injetiva, veja a Definição (2.1) de Nakahara (2018).
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3 Relatividade Geral

Neste capítulo, é feita uma breve discussão sobre os fundamentos da Teoria da
Relatividade Geral. Primeiramente, são apresentados os postulados da TRG e é feita
uma breve discussão sobre o problema da energia do campo gravitacional. Depois, os
conceitos de derivada covariante, transporte paralelo e geodésicas são introduzidos. Além
disso, as equações de campo são derivadas por meio da ação de Einstein-Hilbert. Por
fim, os espaços-tempos de ondas planas, de Schwarzschild e do modelo FLRW, que foram
estudados nessa pesquisa, são apresentados.

3.1 Os postulados da TRG
Após o desenvolvimento da Teoria da Relatividade Restrita, que explica toda a

dinâmica para objetos que se movem a grandes velocidades próximas à da luz, Albert
Einstein obteve uma generalização da teoria precedente, a Teoria da Relatividade Geral,
ao chegar às equações de campo. A TRG se manifesta como uma teoria geométrica da
gravitação e explica como o tecido do espaço-tempo se comporta na presença de objetos
massivos. Com a construção de tal teoria, uma das mais bem sucedidas da Física, foi
possível explicar fenômenos como o avanço do periélio de Mercúrio, além de prever a
existência de buracos negros e de ondas gravitacionais. A tarefa fundamental dessa teoria
é resolver a seguinte equação de segunda ordem e não linear:

Gµν = κTµν , κ = 8πG
c4 (3.1)

onde Gµν é o tensor de Einstein, Tµν é o tensor de energia-momento da matéria e κ é
uma constante de acoplamento obtida a partir do Princípio da Correspondência1, c é
a velocidade da luz no vácuo e G é a constante da gravitação universal. É importante
destacar que a Eq. (3.1) é obtida a partir da variação da ação de Einstein-Hilbert, cuja
derivação é mostrada na seção 3.5.

Para a construção da TRG, Einstein se baseou nos seguintes princípios [6, 8]:

• Princípio Geral da Relatividade: A leis da Física são as mesmas em todos os
referenciais.

• Princípio da Equivalência: Existe um sistema de coordenadas no qual o efeito de
um campo gravitacional desaparece localmente.

1 Para mais detalhes de como obtê-la, veja a seção 12.10 de [7], ou a seção 17.4 de [1].
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Veja que tanto o Princípio Geral da Relatividade quanto o Princípio da Equivalência2 são
princípios, e só podem ser testados por experimentos, uma vez que não há como prová-los
por argumentos teóricos. Desse modo, se as experiências confirmam a validade de ambos,
então esses podem ser usados como base para formulação de teorias, como a TRG em
nosso caso, que sejam consistentes com tais requerimentos.

O Princípio Geral da Relatividade está diretamente ligado com o conceito de
transformação covariante geral, que consiste em uma transformação de coordenadas entre
dois referenciais arbitrários, como por exemplo, S e S̄. E como sabemos, tal covariância é
garantida se as equações em questão forem escritas em termos de tensores (seção 2.4, que,
por sua vez, independem do sistema de coordenadas).

Em relação ao Princípio da Equivalência, com o termo “localmente” queremos dizer
“em uma região do espaço pequena o suficiente e em um tempo suficientemente pequeno”.
Em outras palavras, diz-se que a métrica g é um campo tensorial que é localmente
plano, dado que em qualquer ponto P há uma vizinhança na qual existe um sistema de
coordenadas em uma base tal que as componentes gµν têm as seguintes propriedades:

(a) gµν = ηµν ;

(b) ∂ gµν

∂ xρ

∣∣∣∣∣
P

= 0.

Veja que a condição (a) nos diz que o espaço-tempo se reduz ao espaço-tempo de Minkowski.
Já a condição (b) mostra que o campo gravitacional é estacionário e independente das
coordenadas espaciais.

O leitor pode notar que ao nos referirmos a referenciais, foi usado S no lugar de xµ,
que se refere a sistemas de coordenadas (as cartas (Uα, φα), no contexto das variedades).
A fim de evitar confusões, é necessário enfatizar a distinção entre sistemas de referência e
sistemas de coordenadas. Em [12], seção 6.3, é possível ter uma clara discussão sobre tal
distinção. A noção de sistemas de coordenadas é entendida como sendo uma atribuição
suave3 e invertível de quatro números a eventos nas vizinhanças do espaço-tempo, enquanto
que um sistema de referência trata-se de um sistema físico idealizado, utilizado para atribuir
esses quatros números.

3.2 A métrica
Normalmente, estamos familiarizados com a noção de produto interno entre vetores

dada por u⃗ · v⃗ = uivi, onde ui e vi são as componentes dos vetores no Rn. No contexto
2 Para mais detalhes sobre o Princípio da Equivalência, o leitor pode consultar as referências [9–11].
3 Suave no sentido de ser bem comportado.
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das variedades, o produto interno é definido em cada ponto p do espaço tangente TpM ,
com M neste caso agora representando o espaço-tempo. Sendo assim, sejam dois vetores
u, v ∈ TpM . Seja também uma aplicação g : TpM × TpM → R. É dito que a métrica
riemanniana g sobre M é um campo tensorial do tipo (0, 2) sobre M que satisfaz em cada
ponto p ∈ M as seguintes condições:

(1) gp(u, v) = gp(v.u), (simétrica)

(2) gp(u, u) ≥ 0, onde a igualdade é válida apenas quando u = 0. (positiva-definida)

Por outro lado, um campo tensorial g do tipo (0, 2) é uma métrica pseudo-
riemanniana se satisfaz a condição (1) e, além disso, se gp(u, v) = 0 para qualquer
u ∈ TpM , então v = 0. Tenha em mente que gp ≡ g |p.

Visto que a matriz ||gµν || de g é simétrica, então seus autovalores são reais4. Em
geral, existem i autovalores positivos e j autovalores negativos. Se j = 1, então a métrica
é dita lorentziana, conhecida como métrica de Minkowski η = diag(−1, 1, . . . , 1).

Assim, se M é uma variedade que admite uma métrica g, então o par (M, g) é
dito ser uma variedade lorentziana se g é uma métrica lorentziana, que é o nosso caso
de interesse. Com isso, no cenário do espaço-tempo da TRG, surgem tipos específicos de
vetores. Sendo o espaço-tempo (M, g) uma variedade lorentziana e u ∈ TpM , temos que

(1) g(u, u) > 0, (vetor do tipo espaço)

(2) g(u, u) = 0, (vetor do tipo luz)

(3) g(u, u) < 0. ( vetor do tipo tempo)

Com isso, a norma de um vetor fica dada por gµνu
µuν , podendo assumir valores positivos,

negativos ou nulos.

Façamos agora a ligação entre g como sendo uma aplicação e a noção de métrica
como quadrado de uma distância infinitesimal, denotada por ds2. Tal ligação é obtida ao
aplicarmos g sobre um vetor de deslocamento infinitesimal. Seja então o vetor tangente de
deslocamento infinitesimal dado por

ξ ≡ ∆xµeµ = ∆xµ∂µ, (3.2)
4 Para mais detalhes, veja a seção 2.29 de [13].
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que representa o intervalo entre dois eventos infinitesimalmente próximos. Desse modo,
segue que

ds2 = g(ξ, ξ) (3.3)
= g(∆xµ∂µ,∆xν∂ν)
= ∆xµ∆xν g(∂µ, ∂ν)
= gµν ∆xµ∆xν

ou ainda,
ds2 = gµν dxµdxν , (3.4)

onde gµν ≡ g(∂µ, ∂ν) são as componentes da métrica e ds2, o elemento de linha, apesar de
ser chamado comumente de “métrica”.

Com a métrica, podemos estabelecer o isomorfismo entre TpM e T ∗
pM , tal que

vµ = gµνων , ωµ = gµνv
ν , (3.5)

onde ||gµν || é a matriz inversa de ||gµν ||, pela condição gµαgαν = δµ
ν . Além disso, existem

as operações de levantamento, abaixamento e contração de índices das componentes de
tensores, que são, respectivamente, dadas por

T µν = gµαgνβTαβ, Tµν = gµαgνβT
αβ, T µ

µ = gµνTµν . (3.6)

Por fim, vale destacar que a métrica tem um papel fundamental na TRG por ser
o objeto geométrico que nos permite ter a noção de medir distâncias e ângulos. Além
disso, ela está relacionada com outros objetos geométricos que possibilitam uma descrição
completa da TRG, objetos esses que veremos a seguir.

3.3 Conexão afim e derivada covariante
Como sabemos, em espaço-tempos planos, o operador ∂µ em coordenadas cartesianas

leva um campo tensorial do tipo (m,n) a um campo tensorial (m,n + 1), que atua
linearmente e obedece à regra de Leibniz [14]. A ideia então é generalizar o operador ∂µ

a situações mais gerais, que a corresponde ao caso do espaço-tempo curvo. Todavia, a
aplicação deste operador depende diretamente do sistema de coordenadas, o que o torna
um candidato não adequado para um operador derivativo. De fato, seja vµ ∈ TpM as
componentes de um vetor e xµ → x̄µ uma transformação de coordenadas. Temos então que

∂vµ

∂xν
→ ∂v̄µ

∂x̄ν
= ∂xα

∂xν

∂

∂xα

(
∂x̄µ

∂xβ
vβ

)
(3.7)

= ∂xα

∂x̄ν

∂x̄µ

∂xβ

∂vβ

∂xα
+ ∂xα

∂x̄ν

∂2x̄µ

∂xα ∂xβ
vβ.



Capítulo 3. Relatividade Geral 22

Com isso, veja que o segundo termo é não linear e, portanto, a relação entre os dois
sistemas de coordenadas não é linear. Logo, vemos que ∂νv

µ não pode ser um vetor, pois
não se transforma como tal. O mesmo valeria se este operador fosse aplicado sobre um
tensor.

Sendo assim, devemos então definir um operador ∇, chamado de conexão afim.
Por definição, ∇ é uma aplicação que leva um campo tensorial do tipo (m,n) a um campo
tensorial do tipo (m,n+ 1), e satisfaz as seguintes condições:

(1) ∇v(u+ w) = ∇vu+ ∇vw;

(2) ∇(v+w)(u) = ∇vu+ ∇wu;

(3) ∇(fv)u = f∇vu;

(4) ∇v(fu) = v[f ]u+ f∇vu.

Nesse caso, f pertence ao espaço das funções de M e o conjunto u, v, w pertence aos
campos vetoriais sobre M . Tenha em mente que a operação ∇vu indica a derivada de
um vetor u na direção do vetor v. Para tal operador, podemos obter o que se chama por
coeficientes da conexão, que são definidos por

∇νeµ ≡ ∇eνeµ = eλΓλ
νµ, eu ≡ ∂µ (3.8)

onde eµ é a base coordenada.

Uma vez que ∇v, onde v = vµ∂µ se comporta como um operador derivativo,
podemos definir a derivada covariante de f pela derivada direcional ordinária:

∇vf = v[f ] = vµ∂µ(f). (3.9)

Além disso, pela condição (4), temos

∇v(fu) = (∇vf)u+ f∇vu (3.10)
= v[f ]u+ f∇vu,

e, por essa razão, requer-se que seja verdadeiro para qualquer produtor de tensores, isto é,

∇v(T ⊗ F ) = (∇vT ) ⊗ F + T ⊗ (∇vF ). (3.11)

Vejamos agora a ação da derivada covariante sobre um vetor w = wµeµ. Tenha em
mente que ∇µ ≡ ∇eµ e que v = vµeµ. Assim,

∇vw = vµ∇µ(wνeν) (3.12)
= vµ(eµ[wν ]eν + wν∇µeν)

= vµ

(
∂wλ

∂xµ
+ wνΓλ

µν

)
eλ.
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Desse modo, temos
∇µw

ν = ∂µw
λ + Γλ

µνw
ν . (3.13)

Por fim, vejamos agora a ação da derivada covariante sobre uma 1-forma ω = ωµdxµ,
onde dxµ é a base dual de ∂µ. Então, teremos

∇v ω = vµ∇µ(ωνdxν) (3.14)
= vµ(eµ[ων ]dxν + ων∇µdxν)

= vµ

(
∂ων

∂xµ
− Γλ

µνωλ

)
dxλ,

onde na última passagem foi usado o fato de que ∇µdxν = −Γν
µλdxλ. Com isso, temos

∇µων = ∂µων − Γλ
µνωλ. (3.15)

3.3.1 Transporte paralelo e geodésicas

Vamos agora introduzir o conceito de transporte paralelo de um vetor. Dada uma
curva c(t) em uma variedade M , com o vetor tangente u ≡ d

dt
. Considere um vetor v em

um ponto c(0) sobre a curva, tal que v[c(0)]. Considere agora um ponto infinitesimalmente
próximo a c(0), digamos c(ϵ) tal que o vetor v é agora v[c(ϵ)]. O que devemos fazer agora é
transportar v[c(ϵ)] ao longo da curva até o ponto c(0), que nos fornece o vetor transpotortado
paralelamente v||[c(ϵ)]. Assim, façamos a diferença entre o vetor transportado paralelamente
de c(ϵ) a c(0) e o vetor em c(0), para obtermos δv = v||[c(ϵ)] − v[c(0)]. Com isso, surge a
definição de derivada covariante5:

∇uv ≡ lim
ϵ→0

δv

ϵ
= lim

ϵ→0

(
v||[c(ϵ)] − v[c(0)]

ϵ

)
. (3.16)

Se ∇uv = 0, então é dito que o vetor v é transportado paralelamente ao longo da curva
c(t) na direção de u. Em termos das componentes, tal condição nos permite escrever

dvµ

dt + Γµ
νλ

dxν

dt v
λ = 0, (3.17)

onde
Γα

µν = 1
2g

αβ
(
∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν

)
, (3.18)

são os símbolos de Christoffel de segunda espécie, resultado válido se, e somente se, a
métrica e a conexão forem compatíveis e a conexão for simétrica.

Se o vetor v(t) é transportado paralelamente ao longo da curva, tal que

∇vv = 0, (3.19)
5 Veja a seção 8.5 da referência [1].
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essa curva é chamada de geodésica. Posto isso, a equação (3.17) toma a forma

d2xµ

dt2 + Γµ
νλ

dxν

dt
dxλ

dt = 0, (3.20)

A equação (3.20) é a equação da geodésica e pode ser resolvida, ao menos em princípio,
quando as condições iniciais são especificadas.

3.4 Curvatura
Tendo em mente que já apresentamos o conceito de métrica, nosso objetivo agora

é tornar a descrição do espaço-tempo (M, g) completa, por meio do que se conhece por
curvatura e torção. Entretanto, antes de apresentarmos tais conceitos, é conveniente
introduzirmos o que conhece por colchete de Lie6. Sejam v e w dois campos vetoriais que
não comutam. É possível mostrar que

[v, w] = (vµ∂µw
ν − uµ∂µv

ν) ∂ν . (3.22)

Em termos das bases, se o colchete de Lie for nulo, é dito que a base é holonômica, que é
o caso das bases coordenadas. Por outro lado, se o colchete de Lie for diferente de zero, é
dito que a base é não holonômica.

Assim, com a definição do colchete de Lie, podemos agora apresentar o que são os
objetos geométricos conhecidos por curvatura e torção. O tensor de curvatura de Riemann
e o tensor de torção são definidos, respectivamente, por

R(u, v)w = ∇u∇vw − ∇v∇uw − ∇[u,v]w (3.23)

e
T (u, v) = ∇u∇v − ∇v∇u − [u, v], (3.24)

que satisfazem R(u, v)w = −R(v, u)w e T (u, v) = −T (v, u).

Dado que R e T são campos tensoriais, suas operações sobre vetores são obtidas
uma vez que eles atuam sobre as bases dos campos vetoriais conhecidos. Em termos da
base coordenada ∂µ e de sua base dual dxµ, temos

Rµ
νρσ = ⟨dxµ, R(∂ρ, ∂σ)∂ν⟩ (3.25)

= ⟨dxµ,∇ρ∇σ∂ν − ∇σ∇ρ∂ν⟩

=
〈
dxµ,∇ρ(Γα

σν∂α) − ∇σ(Γα
ρν∂α)

〉
.

6 Por definição,
[Xµ, Xν ] = Cλ

µν Xλ, (3.21)

onde Cλ
µν é chamada de constante de estrutura. Para mais detalhes, veja a seção 3.5 de Bassalo

(2008) [15].
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Pela regra de Leibniz, note que

∇ρ(Γα
σν∂α) = (∂ρΓα

σν)∂α + Γα
σν∇ρ∂α (3.26)

= (∂ρΓα
σν)∂α + Γα

σνΓβ
ρα∂β.

De maneira análoga,

∇σ(Γα
ρν∂α) = (∂σΓα

ρν)∂α + Γα
ρν∇σ∂α (3.27)

= (∂σΓα
ρν)∂α + Γα

ρνΓβ
σα∂β.

Ao inserirmos os resultados anteriores em (3.25), teremos

Rµ
νρσ =

〈
dxµ, (∂ρΓα

σν)∂α + Γα
σνΓβ

ρα∂β − (∂σΓα
ρν)∂α − Γα

ρνΓβ
σα∂β

〉
(3.28)

Agora, atuando dxµ sobre ∂ν e tendo em mente que dxµ(∂ν) = δµ
ν , segue que

Rµ
νρσ = (∂ρΓα

σν)δµ
α + Γα

σνΓβ
ραδ

µ
β − (∂σΓα

ρν)δµ
α − Γα

ρνΓβ
σαδ

µ
β . (3.29)

Portanto, obteremos

Rµ
νρσ = ∂ρΓµ

σν − ∂σΓµ
ρν + Γα

σνΓµ
ρα − Γα

ρνΓµ
σα. (3.30)

Além disso, temos que

T µ
ρσ = ⟨dxµ, T (∂ρ, ∂σ)⟩ (3.31)

= ⟨dxµ,∇ρ∂σ − ∇σ∂ρ⟩

=
〈
dxµ,Γλ

ρσ∂λ − Γλ
σρ∂λ

〉
.

Tendo em mente que dxµ(∂ν) = δµ
ν , obteremos

T µ
ρσ = Γµ

ρσ − Γµ
σρ. (3.32)

Um fato sobre o resultado anterior é que existe um caso de conexão afim que a torção
é nula e, portanto, os coeficientes da conexão são simétricos, tal que Γµ

ρσ = Γµ
σρ. Este

é o caso da conexão de Levi-Civita. Para mais detalhes, veja a seção 7.4 de Nakahara
(2018) [6].

3.4.1 Tensor de Ricci e o escalar de curvatura

Das componentes do tensor de curvatura de Riemann Rµ
νρσ, podemos definir o

tensor de Ricci. Assim, temos

Rµν = Rρ
µρν = ∂ρΓρ

νµ − ∂νΓρ
ρµ + Γα

νµΓρ
ρα − Γα

ρµΓρ
να. (3.33)

Por fim, o escalar de curvatura é dado por

R = Rµ
µ = gµνRµν (3.34)
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3.5 Equações de campo
De acordo com princípio variacional de Hilbert7, a ação é dada por

S =
∫

V

√
−g L d4x, (3.35)

com g sendo o determinante da métrica e L a lagrangiana do campo. Com isso, o objetivo
é obter a lagrangiana do seu respectivo campo. Uma das candidatas naturais para as
variáveis da lagrangiana da ação do campo gravitacional são gµν e ∂ρgµν . De maneira
análoga, a parte da matéria terá suas próprias variáveis da lagrangiana.

Como pode ser visto na seção 21.2 de Misner et al. [1], Hilbert propôs que

Lg = c3

16πGR (3.36)

onde R é o escalar de curvatura (3.34). Com isso, a ação de Hilbert se escreve como

SH = c3

16πG

∫
V

√
−g R d4x, (3.37)

que se trata da ação do campo gravitacional Sg. Já a ação correspondente à matéria é
dada por

Sm = 1
c

∫
V

√
−g Lm d4x (3.38)

Assim, podemos definir a ação do espaço-tempo como sendo dada em termos da
soma da ação devida ao campo gravitacional Sg e da ação devida à matéria. Isto é,

S = Sg + Sm. (3.39)

Desse modo, temos

S = c3

16πG

∫
V

√
−g R d4x+ 1

c

∫
V

√
−g Lm d4x. (3.40)

Podemos obter as equações de campo tomando variações na métrica, tal que

gµν → gµν + δgµν , δgµν = 0 (3.41)

de modo que nas fronteiras de integração teremos

0 = δS = δSg + δSm = 0 → Gµν = κTµν , (3.42)

onde κ é uma constante de acoplamento que será determinada mais adiante. Perceba que
o resultado anterior consiste em tomar variações na ação (3.40).

Primeiramente, temos que gµαg
αν = δµ

ν . Ao tomarmos variações, segue que

δ(gµαg
αν) = δ(δµ

ν ) = 0, (3.43)
7 Veja a seção 21.1 da referência [1].
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que implica
gµα(δgαν) = −gαν(δgµα). (3.44)

Com isso,
δgµν = −gµρgνσ(δgρσ), (3.45)

ou ainda,
δgµν = −gµρgνσ(δgρσ). (3.46)

Além disso, temos uma outra identidade útil:

δg = ggµνδgµν = −ggµνδg
µν (3.47)

Devemos agora calcular o efeito das variações da métrica sobre o tensor de Ricci (3.33).
De acordo com a identidade de Palatini, temos

δRµν = ∇ρ(δΓρ
µν) − ∇ν(δΓρ

µρ). (3.48)

Desse modo, usando os resultados acima, o integrando da ação de Hilbert ao ser
variada, será

δ(
√

−ggµνRµν) = (δgµν)Rµν

√
−g +

√
−ggµν(δRµν) + gµνRµν

δg

2√
−g

(3.49)

= (δgµν)Rµν

√
−g +

√
−ggµν(δRµν) + gµνRµν

1
2√

−g
(−ggµνδg

µν)

=
(
Rµν − 1

2gµν

)√
−gδgµν +

√
−ggµν(δRµν).

No segundo termo, convém usarmos a identidade de Palatini. Assim, temos
√

−ggµν(δRµν) =
√

−ggµν
[
∇ρ(δΓρ

µν) − ∇ν(δΓρ
µρ)
]

(3.50)

=
√

−g
{
∇ρ

[
gµν(δΓρ

µν)
]

− ∇ν

[
gµν(δΓρ

µρ)
]}

=
√

−g∇ρ

{[
gµν(δΓρ

µν)
]

−
[
gµρ(δΓν

µν)
]}

Logo, teremos

δ(
√

−ggµνRµν) =
(
Rµν − 1

2gµν

)√
−gδgµν +

√
−g∇ρ

{[
gµν(δΓρ

µν)
]

−
[
gµρ(δΓν

µν)
]}
(3.51)

Portanto, a variação da ação de Hilbert toma a forma

δSH = c3

16πG

∫
V

(
Rµν − 1

2gµνRR
µν
)√

−g(δgµν)d4x (3.52)

+ c3

16πG

∫
V

√
−g∇ρ

{[
gµν(δΓρ

µν)
]

−
[
gµρ(δΓν

µν)
]}

d4x

Note que o integrando do segundo termo do membro direito é uma divergência:

√
−g∇ρ

{[
gµν(δΓρ

µν)
]

−
[
gµρ(δΓν

µν)
]}

= ∂

∂xρ

{√
−g

[
gµν(δΓρ

µν)
]

−
[
gµρ(δΓν

µν)
]}

(3.53)
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Ao substituirmos esse resultado na integral, podemos usar o Teorema de Gauss. Assim,
a integral reduzir-se-á a uma integral de superfície. Como é requerido pelo princípio da
mínima ação, as variações são nulas nas fronteiras da região de integração e, portanto,
essa integral superfície será nula. Consequentemente,

δSH = c3

16πG

∫
V

(
Rµν − 1

2gµνR
)√

−g(δgµν)d4x. (3.54)

Por fim, consideremos variações sobre a ação da matéria. Temos então que

δSm = 1
c

∫
d4xδ

[√
−gLm

]
(3.55)

= 1
c

∫
d4x

[
δLm

δgµν

δgµν√
−g + Lmδ

√
−g
]

= 1
c

∫
d4x

[
δLm

δgµν
− 1

2Lmgµν

]
√

−g(δgµν).

De acordo com a equação (21.33a) de [1],

Tµν = −2δLm

δgµν
+ Lmgµν . (3.56)

Logo,
δSm = − 1

2c

∫
Tµν

√
−g(δgµν)d4x (3.57)

Portanto, ao combinarmos a variação da ação de Hilbert com a variação da matéria,
teremos

δS = δSH + δSg = c3

16πG

∫
V

(
Rµν − 1

2gµνR − 8πG
c4 Tµν

)√
−g(δgµν)d4x (3.58)

Impondo que δS = 0, obteremos as equações de Einstein:

Rµν − 1
2gµνR = 8πG

c4 Tµν (3.59)

3.6 Sobre o problema da energia do campo gravitacional
Como sabemos, o espaço-tempo é uma variedade. Quando uma variedade representa

o caso de espaços-tempos curvo, então localmente ela é homeomorfa ao espaço-tempo
de Minkowski (M4). Decorre do Princípio da Equivalência que existe um sistema de
coordenadas que cancela localmente os efeitos do campo gravitacional. Posto isso e a
ideia de que o espaço-tempo curvo é localmente homeomorfo ao M4, essa pequena região
na qual o campo gravitacional desaparece coincide, obviamente, com o espaço-tempo de
Minkowski.

Visando simplificar esta discussão, imagine que um observador está em um espaço-
tempo no qual há ação do campo gravitacional sobre todo o tecido deste espaço. Natural-
mente, os efeitos gravitacionais estão distribuídos por todo este espaço-tempo. Todavia, ao
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analisar tal espaço-tempo em região muito pequena, os efeitos gravitacionais em questão
desaparecem e o espaço-tempo se torna plano, o que significa dizer, em outras palavras,
que não há campo gravitacional. Portanto, se não há campo gravitacional local, significa
que não há energia gravitacional local.

A forma pela qual se descreve a energia e o momento de um determinado campo é
por meio do que se chama de tensor de energia-momento. Como argumentado por Misner et
al. [1], no contexto do Eletromagnetismo temos um tensor de energia-momento do campo
eletromagnético bem definido e que só apresenta uma expressão para a quantidade de
energia e momento do campo eletromagnético. Além disso, ao olharmos para as equações
de campo (3.1), o tensor Tµν serve como fonte e, portanto, curva o espaço-tempo. Todavia,
o tensor de energia-momento do campo gravitacional local não possui tais características.
Isto é, ele não contribui como fonte nas equações de campo e não possui uma única
expressão para esta quantidade de energia e momento. O máximo que se conseguiu foi
a construção de pseudo-tensores, como por exemplo o pseudo-tensor de Landau-Lifshtz
(veja a seção 7.5 de [8]), que dependem diretamente do sistema de coordenadas adotado.

Disso, nota-se que o Princípio da Equivalência é aparentemente incompatível com
a construção de tal tensor, uma vez que vai existir um referencial no qual este anular-se-á.
Assim, como localmente o espaço-tempo se reduz ao caso de Minkowski, essa densidade
tensorial seria, em princípio, nula.
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4 A Formulação ADM

4.1 A decomposição (3 + 1) do espaço-tempo
Para se desenvolver uma formulação hamiltoniana da TRG, um pré-requisito neces-

sário é a decomposição (3 + 1), que consiste em folhear o espaço-tempo em hipersuperfícies
na direção do tempo. Nesse caso, é dito que a hipersuperfície tem dimensão (m− 1) e está
imersa em um espaço-tempo de dimensão m. Tal decomposição é possível ao se assumir
que o espaço-tempo (M, g) é globalmente hiperbólico, o que significa dizer que este admite
hipersuperfícies tipo-espaço, chamadas de hipersuperfícies de simultaneidade1.

Com o intuito de possibilitar uma visão geométrica desta folheação, suponha a
existência de duas hipersuperfícies que se encontram infinitesimalmente próximas. Isto é, a
primeira, denotada por Σt, está em um tempo t constante; enquanto a segunda, Σt+dt, está
a um tempo posterior t+ dt também constante. Neste intervalo, ou ainda no sanduíche
formado por as duas hipersuperfícies, é possível encontrar toda informação necessária, por
exemplo, para o problema de valor inicial da TRG, como pode ser visto na seção 21.1
de [1]. Se a 4-geometria do espaço-tempo é dotada de uma métrica gµν , a folheação dada
em termos das Σ′s possui uma 3-geometria qij induzida por gµν .

No entanto, isso ainda não é suficiente para uma formulação hamiltoniana. Como
foi observado por Arnowitt et al. [4], é necessária que a métrica seja separada em partes
que carregam a informação sobre a dinâmica e partes que caracterizam o sistema de
coordenadas. Na tentativa de alcançar esse objetivo, Arnowitt et al. introduziram: a função
lapso N e as funções (ou vetor) de deslocamento N i. Em termos dessas funções, a métrica
da 4-geometria é dada na forma [1]

ds2 = qij (dxi +N idt)(dxj +N jdt) −N2dt2, (4.1)

onde as funções de lapso e de deslocamento são definidas por

N ≡ 1√
−g00

; N i ≡ g0iN
2. (4.2)

Um importante conceito a se considerar nesse contexto de hipersuperfícies é o de
curvatura extrínseca. Tal quantidade é obtida ao se fazer um transporte paralelo do vetor
normal nµ à hipersuperfície Σ, de um ponto A até um ponto B. Essa curvatura extrínseca,
também chamada de segunda forma fundamental, permite calcular o quanto que este vetor
tem sua direção modificada e pode ser escrita na forma [1]

Kij = 1
2N

(
∂iNj + ∂jNi − 1

c

∂qij

∂t
− 2ΓlijN

l

)
, (4.3)

1 Para uma excelente discussão acerca deste tema, o leitor pode consultar a seção 10.2 de [16].
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onde
Γlij = 1

2
(
∂jqli + ∂iqlj − ∂lqij

)
(4.4)

são os símbolos de Christoffel.

Note que, da Eq. (4.2), para métricas diagonais, a curvatura extrínseca (4.3) se
reduz a

Kij = − 1
2cN

∂qij

∂t
. (4.5)

Uma outra quantidade fundamental para este trabalho é o momento canonicamente
conjugado a qij, que pode ser expresso em termos de (4.3) como segue

πij = −√
q(Kij − qijK) (4.6)

em que K = qijKij é o traço da curvatura extrínseca e q é o determinante da métrica da
3-geometria.

4.2 Energia e momento ADM
Para esta dada formulação hamiltoniana da TRG, pode-se agora introduzir os

conceitos de energia e momento associados a Σ. A energia ADM é dada por [1, 4]

P 0 ≡ E = c4

16πG lim
r→∞

∮
S

dSi

(
∂qij

∂xj
− ∂qjj

∂xi

)
, (4.7)

enquanto que o 3-momento é dado por

P i = − c3

8πG lim
r→∞

∮
S

dSjπ
ij, (4.8)

onde S é uma superfície bidimensional da hipersuperfície de simultaneidade Σt, r é uma
coordenada radial que está relacionada com a distância até a fonte. As Eqs. (4.7) e (4.8)
definem o 4-momento Pµ = (E, cP i) via este formalismo, o qual só é bem definido para
espaços-tempos os quais no limite assintótico a métrica se reduz à métrica de Minkowski e
para coordenadas retangulares.
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5 Teleparalelismo Equivalente à Relatividade
Geral

Após Einstein apresentar sua versão final da Relatividade Geral, surgiram tentativas
de unificação das leis da física. A primeira delas foi proposta por Hermann Weyl em
1918 [17], na tentativa de unificar gravitação e eletromagnetismo. Anos mais tarde, outra
tentativa na mesma direção foi feita por Einstein [18]. Nessa tentativa, ele se baseou no
conceito de teleparalelismo, também chamado de paralelismo distante ou absoluto. Sua
ideia era a introdução do campo das tetradas, um campo de bases ortonormais nos espaços
tangentes em cada ponto do espaço-tempo. No entanto, esses dois casos de tentativa de
unificação não foram bem sucedidos. Contudo, tanto a tentativa de Weyl quanto a de
Einstein trouxeram consigo conceitos importantes que continuam relevantes até os dias
atuais. Após isso, outras tentativas de unificação foram feitas.

Como já enfatizado anteriormente, a Relatividade Geral não possibilita a cons-
trução de tensor de energia-momento para o campo gravitacional. Moller foi o primeiro
a estabelecer este objeto tensorial, baseado nas ideias de Einstein, ideias essas baseadas
em teorias teleparalelas. Ele conseguiu em encontrar um tensor de energia-momento que
era invariante sob transformações de coordenadas gerais, muito embora não o fosse sob
transformações locais de Lorentz1. Maluf e outros autores também trabalharam nessa
mesma vertente [2, 20]

Em resumo, podemos dizer que existem diversas teorias que podem ser chamadas
de teorias teleparalelas, como enfatizado por [21]. Isso está ligado ao fato de que o conceito
de teleparalelismo depende do conceito de conexão afim, que por sua vez depende da
escolha da geometria. Com isso, para que se tenha paralelismo, é necessário que a conexão
afim em questão tenha curvatura nula. Como resultado, qualquer teoria baseada numa
variedade n-dimensional dotada de uma conexão ∇ que tenha curvatura nula pode ser
chamada teleparalela. Desprezando o caso trivial (o espaço-tempo de Minkowski), podemos
separar estas teorias em três grandes classes: teorias com torção e sem não-metricidade
(são as mais comuns); teorias com não-metricidade e sem torção; teorias com torção e
não-metricidade.

Acreditamos que a melhor teoria teleparalela para lidar com o problema da descrição
da energia gravitacional seja a TERG. Esta teoria é dotada de duas conexões afins, a
de Levi-Civita e a de Weitzenböck. Essa última é responsável pelo teleparalelismo, é
também uma conexão métrica2 e tem torção. A seguir, veremos uma breve discussão sobre
1 Para mais detalhes, veja o capítulo 4 da referência [19].
2 Para o conceito de conexão métrica, o leitor pode consultar a seção 7.2.6 da referência [6].
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a abordagem da TERG e a construção de um 4-momento.

5.1 A abordagem do TERG
O TERG é uma teoria alternativa da Gravitação que possibilita reformular a TRG

padrão. Essa teoria teleparalela usa o formalismo das tetradas. Essas tetradas formam
uma base ortonormal sobre a variedade diferenciável do espaço-tempo, e são definidas
por [19]

ea = e µ
a ∂µ e ϑa = ea

µ dx
µ, (5.1)

as quais chamamos, respectivamente, de frame e coframe.

A partir da condição de dualidade ϑa(eb) = δa
b , vemos que as componentes do frame

e do coframe satisfazem a seguintes relações

ea
µe

ν
a = δν

µ, ea
µe

µ
b = δa

b . (5.2)

Na TERG, a densidade lagrangiana é dada por [2]

L = −χeΣabcTabc − 1
c
Lm (5.3)

onde e = det
(
ea

µ

)
é o determinante do campo das tetradas ea

µ, χ = c3/(16πG) e Lm é
a densidade lagrangiana da matéria. Tomando variações da densidade lagrangiana com
relação à tetrada, é possível verificar que essa teoria fornece as mesmas equações de campo
de Einstein (3.1). Tais equações de campo são escritas na forma [2]

∂α(eΣa µ α) = e

4χ

(
T µa + tµa

)
, (5.4)

onde
tµa = χ

(
4ΣbcµT a

bc − eaµT

)
, (5.5)

Σλµν ≡ 1
4

(
T λµν + 2T [µ|λ|ν]

)
+ gλ[νT µ], (5.6)

T a
µν = ∂µe

a
ν − ∂νe

a
µ, (5.7)

são o tensor de energia e momento do campo gravitacional, o superpotencial e a torção de
Weitzenböck, respectivamente.

5.2 O 4-momento na abordagem da TERG
Seguindo a abordagem da TERG, podemos interpretar tµa como sendo o tensor de

energia-momento do campo gravitacional. Desse modo, podemos introduzir o tensor de
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energia-momento do espaço-tempo, que é dado em termos das contribuições da matéria e
do campo gravitacional, isto é,

τµa ≡ tµa + T µa. (5.8)

Por sua vez, o 4-momento do espaço-tempo é dado por

P a = P a
g + P a

m (5.9)

onde P a
g e P a

m são os 4-momentos do campo gravitacional e da matéria, respectivamente.
Estes são definidos por

P a =
∫

V
d3 eτ 0a, P a

g =
∫

V
d3 et0a, P a

m =
∫

V
d3 eT 0a, (5.10)

cujas integrais estão sobre uma região V , que corresponde a uma hipersuperfície t =
constante.

Considerando o caso em que eτ 0a é não singular na região V , podemos usar o
Teorema de Stokes e a identidade Σa00 = 0, para tornar integral do 4-momento do
espaço-tempo na integral de superfície seguinte [21]:

P a = 4k
∮

S
dSi eΣa0i (5.11)

onde S é a fronteira da região V .

Caso o espaço-tempo seja assintoticamente plano, então o 4-momento total nesse
caso é dado por

P a
total = 4k lim

r→∞

∮
Se

dSieΣa0i, (5.12)

onde a integral é calculada sobre a fronteira externa Se. Se não houver nenhuma singu-
laridade, então Se = S e P a

total é simplesmente limr→∞ P a. Vale destacar que a equação
anterior é uma generalização do formalismo ADM3, isto é, as equações (4.7) e (4.8).

3 Para mais informações sobre tal generalização, o leitor pode consultar a referência [22].



35

6 A Energia e o Momento do Campo Gravi-
tacional

A seguir, serão considerados casos específicos para métricas do espaço-tempo com
objetivo de calcular a Curvatura Extrínseca e então caracterizá-las. Além disso, a energia
e 3-momento do campo gravitacional são calculados. Com objetivo de comparar com os
resultados consistentes fornecidos pela TERG, as métricas de espaços-tempos de ondas
planas e do modelo FLWR, além da métrica de Minkowski nas coordenadas próprias
de um observador, são estudadas. Para o caso assintoticamente plano, a geometria de
Schwarzschild é considerada.

6.1 Espaços-tempos de ondas planas
Como se sabe, as ondas gravitacionais são previsões obtidas a partir da solução das

Equações de Einstein (3.1). No entanto, só foram observadas pela primeira vez em 2015
pelo LIGO [23], uma engenhosa tecnologia que possibilitou suas detecções. Tais ondas
possuem uma interessante característica acerca dos seus modos de polarização, que podem
se manifestar como polarizações do tipo “plus” + e do tipo “cross” ×.

Considere o seguinte espaço-tempo [7]

ds2 = −c2dt2 + f 2(u)dx+ g2(u)dy + dz2, (6.1)

onde u ≡ t−z/c. No vácuo, as soluções dessa métrica são chamadas de ondas gravitacionais
planas linearmente polarizadas. Para ser mais preciso, elas correspondem a ondas gravita-
cionais com polarização + que se propagam na direção do eixo z, as quais representam
ondas de frente plana, no sentido de que estão longe da fonte.

A métrica (6.1) pode ser escrita em termos das componentes do tensor, como segue:

gµν = −δ0
µδ

0
ν + f 2(u)δ1

µδ
1
ν + g2(u)δ2

µδ
2
ν + δ3

µδ
3
ν , (6.2)

onde δij é a delta de Kronecker. Como se trata de uma métrica diagonal, a inversão das
componentes é trivial, de modo que se tem

gµν = −δµ
0 δ

ν
0 + f−2(u)δµ

1 δ
ν
1 + g−2(u)δµ

2 δ
ν
2 + δµ

3 δ
ν
3 . (6.3)
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6.1.1 Curvatura extrínseca

Inserindo a parte da 3-geometria da Eq. (6.2) em (4.5) e usando a regra da cadeia1,
é possível chegar ao resultado seguinte:

Kij = −1
c

(
f(u)f ′(u)δ1

i δ
1
j + g(u)g′(u)δ2

i δ
2
j

)
, (6.4)

onde ′ indica a derivada total de f com respeito a u. Assim, do resultado anterior e usando
o fato de que K = qijKij, segue que

K = −1
c

(
f−2(u)δi

1δ
j
1 + g−2(u)δi

2δ
j
2 + δi

3δ
j
3

) (
f(u)f ′(u)δ1

i δ
1
j + g(u)g′(u)δ2

i δ
2
j

)
. (6.5)

Aplicando a propriedade distributiva e considerando a propriedade da δij , obtém-se o traço
da curvatura extrínseca:

K = −1
c

(
f ′

f
+ g′

g

)
. (6.6)

6.1.2 Energia e momento ADM para pp-waves

Para o cálculo da energia ADM (4.7), o procedimento é calcular cada termo entre
os parênteses separadamente. Desse modo, é fácil ver que o primeiro termo é nulo enquanto
que o segundo é

∂qjj

∂xi
= −2

c
(f(u)f ′(u) + g(u)g′(u)) δ3

i (6.7)

de modo que
E = c3

8πG

∮
S

dSi [f(u)f ′(u) + g(u)g′(u)] δ3
i . (6.8)

Vale destacar que o r tendendo ao infinito foi omitido por não se tratar de uma métrica
assintoticamente plana. Para calcular a integral anterior, considere uma caixa de volume
V na qual a onda se propaga. Sendo assim, a integral será avaliada sobre as faces da caixa.
Logo,

E = c3

8πG

[∫∫
dxdy (f(u)f ′(u) + g(u)g′(u))z>

−
∫∫

dxdy (f(u)f ′(u) + g(u)g′(u))z<

]
(6.9)

onde z> e z< indicam as faces da caixa. Portanto,

E = c3

8πG∆x∆y
[
(f(u)f ′(u) + g(u)g′(u))z>

− (f(u)f ′(u) + g(u)g′(u))z<

]
. (6.10)

Por fim, para o cálculo do momento ADM, o primeiro cálculo a ser realizado é do
momento canonicamente conjugado. Introduzindo as Eqs. (6.4) e (6.6) na Eq. (4.6), tem-se

πij = −1
c

[
g′(u)
f(u) δ

i
1δ

j
1 + f ′(u)

g(u) δ
i
2δ

j
2 + (f(u)g(u))′ δi

3δ
j
3

]
. (6.11)

1 Seja f(u), então
∂f(u)

∂t
= df

du

∂u

∂t
.
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Assim, inserindo o resultado anterior em (4.8) e seguindo a mesma abordagem adotada no
cálculo da energia, obtém-se portanto que

P i = c2

8πG∆x∆y
{
[f(u)g(u)]′z>

− [f(u)g(u)]′z<

}
δi

3. (6.12)

Note que as Eqs. (6.10) e (6.12) fornecem resultados bem definidos. No entanto, em
um trabalho desenvolvido por [21], é mostrado que para esse espaço-tempo, o 4-momento
do campo gravitacional fornecido pela TERG é dado por

Pa = − c4

8πG∆x∆y
[(
∂fg

∂z

)
(z>) −

(
∂fg

∂z

)
(z<)

]
(δa

0 + δa
3), (6.13)

evidenciando uma inconsistência no que diz respeito ao resultado aqui obtido para a
energia. Apesar do momento coincidir com o do teleparalelismo, a energia não coincide.
Além disso, é fácil verificar que outra inconsistência surge quando se calcula a norma do
4-momento ADM; verifica-se que no formalismo ADM, gµνPµPν ≠ 0, em contradição com
o fato de ondas gravitacionais se propagam na velocidade da luz.

De qualquer forma, não era de se esperar um resultado consistente, pois o espaço-
tempo em questão não é assintoticamente plano, isto é, a energia do formalismo ADM
não pode ser aplicada aqui. O cálculo foi feito apenas para mostrar a limitação desse
formalismo e a possibilidade de se obter resultados consistentes com outro formalismo.

6.2 Espaço-tempo do modelo FLRW
A métrica do modelo FLRW, que descreve a expansão do Universo, é uma solução

das equações de Einstein. Tal métrica, como pode ser encontrada na seção 11.1 de [8], é
escrita por

ds2 = −c2dt2 + a2(t)(
1 + kr2

4

)2 (dx2 + dy2 + dz2) (6.14)

onde r = (x2 + y2 + z2)1/2, a(t) é o fator de escala do universo e k = 0,±1 é a constante
de curvatura. Se k = 0, tem-se o caso de um universo com seção espacial plana, o que em
geral não significa que o espaço-tempo é plano como o de Minkowski; o espaço-tempo só
é plano se, além da constante de curvatura ser nula, o fator de escala for independente
do tempo. Se k = 1, o universo é esférico. Se k = −1, o universo é hiperbólico. Definindo
F (r) ≡ (1 + kr2/2)−1, a métrica (6.14) pode ser escrita em termos das componentes da
seguinte forma

gµν = −δ0
µδ

0
ν + a2(t)F 2(r)δl

µδ
l
ν , (6.15)

e
gµν = −δµ

0 δ
ν
0 + 1

a2(t)F 2(r)δ
ν
l δ

µ
l . (6.16)
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6.2.1 Curvatura extrínseca

Para este caso, a curvatura extrínseca será2

Kij = −1
c
a(t)a′(t)F 2(r)δij (6.17)

e o traço será
K = −3

c

a′(t)
a(t) , (6.18)

em que se nota uma proporcionalidade com o fator de Hubble (H = a′/a). Além disso,
observa-se que a curvatura extrínseca depende, também, da constante de curvatura e no
caso em que k = −1 singularidades surgem quando r = 2.

6.2.2 Energia e momento ADM do modelo cosmológico

Para o cálculo da energia, segue que

∂qij

∂xj
= −ka2F 3

(
xδ1

i + yδ2
i + zδ3

i

)
,

∂qij

∂xj
= −3ka2F 3

(
xδ1

i + yδ2
i + zδ3

i

)
. (6.19)

Desse modo, obtém-se

E = kc4a2

8πG lim
r→∞

∮
S

dSi

(
xδ1

i + yδ2
i + zδ3

i

)
F 3. (6.20)

Veja que dSi (xδ1
i + yδ2

i + zδ3
i ) = r⃗ · dS⃗. A integração nesse caso será feita em coordenadas

esféricas. Sendo assim, como dS = r2senθdθdϕ, com 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ ϕ < 2π, a energia
será dada por

E = kc4a2

2G lim
r→∞

r3(
1 + kr2

4

)3 . (6.21)

Note que, se k = 0, E = 0, mostrando que a energia total para o caso de um universo plano
é nula. Para k = ±1, a E → 0 no limite assintótico. Todavia, no caso em que a constante
de curvatura é negativa, há uma situação em que a energia diverge, em r = 2, e com isso
pode-se estabelecer uma relação da energia com a hipersuperfície de simultaneidade: se
em algum ponto do espaço-tempo a curvatura extrínseca apresenta alguma singularidade,
a energia do campo gravitacional irá divergir, isto é, não será bem definida nesse mesmo
ponto.

Finalmente, para a obtenção do 3-momento, é possível verificar que

πij = −2a′Fδij, (6.22)

onde foram usadas as Eqs. (6.17),(6.18) e (4.6). Assim,

P i = c3a′

4πG lim
r→∞

∮
S

dSjF. (6.23)
2 Neste momento e nas seções futuras, o procedimento adotado será o mesmo que o da seção 6.1.
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Novamente, a integração acima será feita em coordenadas esféricas. Dado que o elemento
de área da superfície bidimensional é r̂dS, onde

r̂ = senθ cos ϕ̂i + senθsenϕ̂j + cosϕk̂, (6.24)

é possível verificar que o resultado da integral será nulo. Portanto, P i = 0.

Dos resultados obtidos para a energia e o 3-momento, podemos observar que
o formalismo ADM fornece resultados consistentes, apesar do espaço-tempo não ser
assintoticamente plano. Isso pode ser constatado com os resultados obtidos por Sousa et
al. [24], no qual é usado o formalismo da TERG.

De acordo com [25], a energia obtida por Sousa et al., equação (58), é dada por

E = kc4

2G
ar3(

1 + kr2

4

)2 . (6.25)

Para analisarmos a equação anterior, devemos tomar o limite assintótico. Assim, para
k = 0, a energia E = 0. Por sua vez, quando k = ±1, a energia E → 0. Porém, note que
na situação de curvatura negativa, em r = 2, a energia diverge. Portanto, perceba que
apesar da equação anterior ser diferente do resultado que obtivemos para a energia (6.21),
o nosso resultado é compátivel com o fornecido por [24,25].

Já no caso do 3-momento, vimos que P i = 0. Esse resultado é independente do
fator de curvatura, o que está em compatibilidade com o resultado obtido por Sousa et al.,
na equação (63).

6.3 Espaço-tempo de Schwarzschild
A métrica da geometria de Schwarzschild nas coordenadas isotrópicas3 é dada por

ds2 = −
[
1 − 2MG

rc2 + 2
(
MG

rc2

)2]
c2dt2 +

(
1 + 2MG

rc2

) [
dx2 + dy2 + dz2

]
, (6.26)

onde r = (x2 + y2 + z2)1/2 é a nova coordenada radial e isotrópica. Nesse caso, o tensor
métrico é

gµν = −
[
1 − 2MG

rc2 + 2
(
MG

rc2

)2]
δ0

µδ
0
ν +

[
1 + 2MG

rc2

]
δl

µδ
l
ν . (6.27)

Como se trata de uma métrica diagonal, pode-se usar a Eq. (4.5). Além disso, uma
vez que o tensor métrico não apresenta uma dependência temporal, sua derivada parcial
com respeito a t será nula. Logo,

Kij = Ki
i = 0. (6.28)

3 Veja a Eq. 40.1 de [1].
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Que implica em um 3-momento P i nulo. O fato de P i = 0 está de acordo com teorema de
Birkhoff, o qual afirma que soluções esfericamente simétricas das equações de Einstein no
vácuo devem ser estáticas e assintoticamente planas4. Em outras palavras, se o espaço-
tempo é estático, então não há fluxo de energia.

Resta apenas calcular a energia. Assim, tem-se

∂qij

∂xj
= −2MG

c2 r−3xi,
∂qjj

∂xi
= −6MG

c2 xi. (6.29)

Desse modo, inserindo os resultados anteriores em (4.7), obtém-se

E = Mc2

4π lim
r→∞

∮
S

dSix
ir−3. (6.30)

Veja que xidSi = r⃗ · dS⃗ = rr̂ · (r̂dS). Tendo em mente que integração será feita em
coordenadas esféricas, a energia será portanto

E = Mc2, (6.31)

cujo resultado corresponde à célebre equação de Einstein [26] que estabelece a equivalência
entre massa e energia. Nesse caso, se M a é massa de um buraco negro, estático, a
energia deste é equivalente a Mc2. Dessa forma, o 4-momento ADM fica como Pµ

ADM =
(Mc2, 0, 0, 0), que um resultado bem conhecido na literatura.

6.4 A métrica de Minkowski nas coordenadas próprias de um ob-
servador
A métrica de Minkowski escrita nas coordenadas próprias de um observador pode

ser escrita na forma

ds2 =
[

− F 2 + ΩiΩlx
jxm

c2 (δilδjm − δimδjl)
]
(dx0)2 + 2Ωi

c
xj[ijk]dxkdx0 + dxkdxk, (6.32)

onde
F (xl) = 1 + Alxl

c2 (6.33)

e

[ijk] =


+1 se ijk for uma permutação par de 123,

−1 se ijk for uma permutação ímpar de 123,

0 se alguns dos índices forem iguais.

(6.34)

é o símbolo de Levi-Civita.
4 Para mais detalhes sobre este teorema, o leitor pode consultar seção a 32.2 de [1].
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Nessas coordenadas próprias, o observador tem uma aceleração Al(x0), onde x0 é
o parâmetro comprimento de arco da linha de universo. A tríade usada pelo observador
rotaciona com velocidade angular Ωi = Ωi(x0).

Em termos das componentes da métrica, tem-se

gµν =
[

− F 2 + ΩiΩlx
jxm

c2 (δilδjm − δimδjl)
]
δ0

µδ
0
ν + 2Ωi

c
xj[ijk]δ0

µδ
k
ν + δi

µδ
j
ν . (6.35)

Note que para a 3-geometria, qij = δij. Assim, a curvatura extrínseca (4.3) será5

Kij = 1
2N

(
∂iNj + ∂jNi

)
. (6.36)

As funções de deslocamento (4.2),nesse caso, são

Nk = Ωi

c
xj[ijk]. (6.37)

Desse modo, introduzindo (6.37) em (6.36), segue que

Kij = 1
2N

[
∂i

(
Ωp

c
xq[pqj]

)
+ ∂j

(
Ωm

c
xn[mni]

)]

= 1
2Nc

[
Ωp[pqj]∂ix

q + Ωm[mni]∂jx
n

]

= 1
2Nc

(
Ωpδ

q
i [pqj] + Ωmδ

n
j [mni]

)

= 1
2Nc

(
Ωp[pij] + Ωm[mji]

)
(6.38)

Fazendo a mudança de índice p −→ m, obtém-se

Kij = 1
2Nc

(
Ωm[mij] + Ωm[mji]

)

= 1
2Nc

(
Ωm[mij] − Ωm[mij]

)
= 0. (6.39)

Logo, Kij = Ki
i = 0, o que resulta em P i = 0. Além disso, como a energia ADM depende

das derivadas parciais da 3-geometria, é fácil ver que energia também será nula. Em razão
disso, pode-se considerar este espaço-tempo como sendo aquele no qual não há efeitos
gravitacionais. Este resultado é consistente com o do TEGR, e também com a visão de
que não há campo gravitacional no espaço-tempo de Minkowski, mesmo em um referencial
acelerado.

5 Como qij = δij , os símbolos de Christoffel e derivada temporal da 3-geometria são identicamente nulos.
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7 Conclusão

O objetivo deste trabalho foi analisar o problema da energia do campo gravitacional.
Para isso, foi usado o formalismo hamiltoniano da TRG, conhecido como formalismo ADM.
Com isso, a fim de se estudar tal problema, foram calculados a curvatura extrínseca,
a energia e 3-momento ADM, a fim de se analisar os resultados que são fisicamente
consistentes.

Foi possível verificar que para métricas não assintoticamente planas, a energia ADM
forneceu resultados consistentes para alguns casos e inconsistentes para outros. Como
exemplo de um resultado inconsistente, podemos citar o caso das ondas gravitacionais.

Apesar de sua limitação a coordenadas retangulares e a métricas assintoticamente
planas, foi possível observar que o formalismo ADM fornece resultados compatíveis com
aqueles obtidos via TERG, para o caso do modelo cosmológico. No trabalho desenvolvido
por Sousa et al., estes não estavam limitados ao espaço-tempo ser necessariamente plano
no limite assintótico. Além disso, pôde-se notar uma relação entre a hipersuperfície de
simultaneidade e a energia do campo gravitacional.

Viu-se que para o caso de Schwarzschild o resultado obtido para a energia foi
compatível com um resultado já conhecido. Além disso, o fato do 3-momento ser nulo está
de acordo com o fato de ser um espaço-tempo estático.

Com isso, é possível constatar que o formalismo ADM é de fato limitado aos casos
de espaços-tempos assintoticamente planos, uma vez que somente para esses tal formulação
garante resultados consistentes. Haja vista isso, fica claro a limitação desse formalismo
para resolver ou ao menos contornar o problema da energia do campo gravitacional, sendo
necessário buscar teorias alternativas, como a TERG, por exemplo.
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