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Resumo

Na intencao de estudarmos o efeito Casimir para o campo fermionico, tratamos inialmente
de entender a equacao de Dirac: sua motivacdo, aspectos matematicos e fisicos. Efetuamos
a resolucdo desta equacao através das coordenadas cartesianas, de modo a obter suas
solugoes gerais normalizadas, ou seja, as solugoes livres. Por conseguinte, consideramos a
densidade lagrangiana e obtivemos, dai, o respectivo tensor energia-momento do campo
de Dirac. Uma vez conhecida estas solu¢oes, promovemos o campo a operador com a
chamada segunda quantizacao. Feito isso, tornou-se possivel a investigacao de algumas
quantidades fundamentais acerca da natureza, provenientes das flutuagdes no vacuo
quantico do campo. Nesse sentido, nossa primeira abordagem consistiu na analise do
campo espinorial submetido a condi¢ao de contorno de sacola, cujos resultados manifestam
o nosso fenémeno de interesse, o efeito Casimir. Em nossa segunda abordagem, submetemos
o campo a condicao de anti-helice e nos certificamos da influéncia que a topologia possui
nas flutuagoes do vacuo quantico fermidnico, ao vislubrar novamente o efeito Casimir,
dessa vez conhecido na literatura como efeito Casimir topolégico. Por fim, vale enfatizar
que todo o estudo contido neste trabalho se deu em um espago-tempo plano, constituido
por (3 + 1) dimensbes. Para ser mais especifico, o cenario matematico considerado é o

espago-tempo de Minkowski.

Palavras-chave: Efeito Casimir. Campo de Dirac. Vacuo Quéntico.



Abstract

In order to study the Casimir effect for the fermionic field, it was first necessary to
understand the Dirac equation: its motivation, mathematical and physical aspects. We
solve such an equation in Cartesian coordinates, and obtain its normalized general solutions,
that is, the free solutions. Furthermore, we consider the Lagrangian density referring to
those free solutions and obtain the corresponding energy-momentum tensor of the Dirac
field. Once these solutions are known, we promote the field to an operator with the
so-called second quantization. Once this was done, it became possible to investigate some
fundamental quantities about nature, arising from fluctuations in the quantum vacuum of
the field. In this sense, our first approach consisted of analyzing the spin field subjected to
the bag boundary condition, the results of which manifest our interest phenomenon, the
Casimir effect. In our second approach, we subject the field to the anti-helix condition and
make sure of the influence that topology has on the fluctuations of the fermionic quantum
vacuum, by once again seeing the Casimir effect manifestation, this time known as the
topological Casimir effect. Finally, it is worth emphasizing that the entire study contained
in this work took place in a flat space-time, in (3 4+ 1) dimensions. To be more specific,

the mathematical scenario considered is the Minkowski spacetime.

Keywords: Casimir Effect. Dirac Field. Quantum Vacuum.
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1 Introducao

Nas consideracoes mais comuns, o conceito de vacuo se resume em um espago
completamente vazio. J& na Mecéanica e no Eletromagnétismo classicos, por exemplo, essa
interpretacao evolui: assim como um meio material é o substrato para a propagacao das
ondas mecanicas, o vacuo, agora, inclui a propagacao de ondas eletromagnéticas. Nao
obstante, o vacuo permanece sendo um meio que nao responde a estimulos externos. Por
outro lado, no contexto quantico, o vacuo é definido como um estado quantico de mais baixa
energia, estado este que flutua constantemente devido a criacdo e aniquilagdo de particulas
virtuaid'] Essas particulas estdo em uma escala de espaco e tempo muito diminuta, de
modo que o principio da incerteza de Heisenberg tem sua validade fortemente considerada.
Durante suas existéncias, tais particulas podem interagir entre si e com agentes externos,

sejam eles campos ou objetos macroscépicos.

Portanto, o vacuo descrito no contexto quantico é capaz de se desestabilizar,
decaindo em pares de particulas reais carregadas. Constituindo, dessa forma, uma estrutura
ativa e complexa responsavel pela existéncia do efeito Casimir. Assim conhecido porque, em
1948, H.B.G Casimir previu a existéncia de uma forca atrativa entre duas placas metalicas
neutras quando inseridas no vacuo de um campo quantico. A distancia entre as placas era
considerada diminuta quando comparada com suas dimensoes. A previsao de Casimir, no
entanto, s pode ser experimentalmente verificada dez anos depois por Sparnaay [8], cujo
experimento, embora de baixa precisao, forneceu resultados que estavam de acordo com a
previsao de Casimir. Mais tarde, em 1997, Lamoreaux [9] foi o responsavel por elaborar
um experimento de alta precisao, confirmando o fenémeno, uma das manifestagoes mais
diretas da existéncia de flutuagoes quanticas do vacuo. A partir dai, o interesse por este
efeito foi crescendo cada vez mais dentro do contexto da Teoria Quantica de Campos
(TQC).

As bases da TQC foram estabelecidas por Dirac. A partir da quantizacao dos campos
bosoénicos (ou escalares), somos levados naturalmente a fazer o mesmo com qualquer outro
campo classico, bastando levar em consideracao as propriedades bem definidas das suas
respectivas particulas. Nesse sentido, o contetido deste trabalho é voltado unicamente
ao tratamento dos campos fermidnicos no contexto do efeito Casimir, embora a maneira
mais simples de se obter as quantidades responsaveis pela caracterizacao do fendmeno seja
através de campos escalares. Além disso, os campos fermionicos sdo assim conhecidos por
representarem particulas de spin % e, portanto, estaremos o tempo todo lidando com um

objeto matematico fundamental, dito espinor.

L O leitor deve perceber que acabamos de caracterizar trés cenarios distintos, cujo conceito de vacuo é

proprio em cada um deles.
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Diversos detalhes inerentes ao tratamento desse tipo de objeto serao expostos,
levando em conta o objetivo final que é a contemplagao do efeito Casimir. Tanto na sua
configuracdo padrao, que consiste em inserir objetos macroscopicos no vacuo do campo,
quanto sob a influéncia de alteracoes topologicas. Em ambos os casos, tem-se resultados
para o campo de Dirac massivo e ndo-massivo em um espago-tempo plano com assinatura
(+1,—1,—1,—1), tendo sido adotado o sistema de unidades naturais, no qual a velocidade

da luz c e a constante de Planck h sao iguais a unidade: ¢ = h = 1.
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2 A equacao de Dirac

Historicamente, em 1928, Dirac buscava uma equacao de onda relativistica que

possuisse a forma da equacao de Schrodinger:
ih— = Hy, (2.1)

por ela fornecer uma densidade de probabilidade positiva definida. De fato, haviam dividas
acerca da equacao de Klein-Gordon (KG), pois esta nao resulta em uma tal densidade
[T1]. Na época, a interpretagdo da densidade de carga nao era conhecida e teria pouco

* e~ (dotados de spin 0) ainda eram desconhecidos.

sentido fisico, dado que os mésons 7
Assim sendo, na tentativa de contornar a entao falta de sentido atribuida a equacao de
KG, Dirac, observando que o lado esquerdo da equagao é linear no tempo, buscou um
hamiltoniano que também fosse linear nas coordenadas espaciaidﬂ Para tanto, desejamos
que a equagao possua a seguinte formaE]:

81# [hc < 0

pm 191 T %252

) .
5.2 T 53 3> + 5m02]w = Hi. (2.2)

Naturalmente, essa equacao deve retornar grandezas fisicas ja conhecidas, como, por

exemplo, a relacao de dispersao relativistica para a particula livre,
E? = p* + mPch (2.3)

Deve, ainda, fornecer uma equagao de continuidade para a densidade de probabilidade e

ser covariante mediante transformacao de Lorentz.

2.1 Consequéncias da Linearizacao de Dirac

De acordo com a equagao ([2.2)), somos capazes de associar os operadores energia e

momento aos seus respectivos auto-valores, isto é,

L0 0
E— @h& pi — —zha - (2.4)

de modo que seja possivel reescrevé-la de maneira mais conveniente:
3

E=c¢> app;+ pmc® = ca-p + fmc?, i=1,2,3. (2.5)
=1

Devido a estrutura do espago-tempo que considera tempo e espaco de modo equivalente ou, em outras
palavras, ambos sdo tratados como coordenadas.
Inicialmente, ignoramos a natureza dos coeficientes «; e 3. Descubriremos no decorrer da construgao.
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Se multiplicarmos a equagao (2.5) por ela mesma e usarmos a conveng¢ao da soma de

Einstein para inibir o somatéridf]

2
E? = (ca -p+ ﬁmc2>

- (caipi + 6m02> (cajpj + 5m62>

= [C2Oé¢04jpipj + 527"204] + aipiﬁmc3 + 6mc3oszj,

e se, além disso, observarmos o carater tensorial da expressao, podemos escrever:
E? = lc2a2p2 + ﬁ2m204] + mc (aiﬁ + ﬁai>pi. (2.6)

Portanto, recuperar a relacao de dispersao relativistica, , implicard, primeiramente, na
anulacao dos termos cruzados. Isso s6 € possivel se « e 3 forem quantidades anticomutativas,
naturalmente representadas através de matrizes n X n denominadas, a partir de agora,
matrizes de Dirac. Por conseguinte, ao compararmos as equagoes e , seremos

conduzidos as seguintes relagoes:
Q04 + Q0 = 252]1 i, k= 1, 2, 3

onde d;;, é o delta de Kronecker, 1 e 0 sdo as matrizes unitaria e nula, respectivamente.
Outra caracteristica necessaria dessas matrizes é a hermiticidade, isto permite que sejamos
coerentes com a mecanica quantica, afinal, o hamiltoniano esta associado a um observavel

e este, por sua vez, refere-se a operadores hermitianos. Dito isto, teremos:
aiT = Oy, BT = B? (28)

onde o simbolo { representa o complexo conjugado transposto.

Vamos agora determinar a minima dimensao n das matrizes de Dirac. Primeiro,

notamos que de acordo com as relagoes (2.7)), o trago tr sera
troy = trB%oy; = —trfa;f = —troy = tray; = 0. (2.9)
Afinal, utilizando as duas tltimas relagoes em ([2.7]), obtemos

;8 + Pa; =0 = o = =By = o, = —fa;f3 = —o; = foyB.

4 A partir de agora, ao longo de todo o texto, sempre serd admitida esta convencdo. O leitor interessado
em mais detalhes poderd consultar, por exemplo, o livro [IT].
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Observando a primeira linha da equacio (2.7)), vemos que a? = 1. Isto ¢, os autovalores de
a; sao £1. Portanto, para concordar com a equagao (2.9), a dimensao n das matrizes deve
ser par. Supondo n = 2, haverao, no maximo, trés matrizes anticomutativas linearmente

independentes. Por exemplo, as matrizes de Pauli [I1],

0 1 0 —i 1 0 2.10)
o1 = , 09 = , 03= , .
oo 7\ o o -1

mais a matriz identidade, formam uma base hermitiana 2 x 2. No entanto, a matriz [ nao
podera ser considerada em duas dimensoes. Assim sendo, tomamos n = 4 dimensoes. Dali,

as relagoes (2.7)) serao satisfeitas bastando escolher, para isso,

1 0 0 g;
= .oy = . i=1,2,3 2.11
S AR b e

Como o fez Dirac [19]. Com isso, poderemos escrever explicitamente a equagao na forma
desejada, isto é, de acordo com a equagao ((2.2)):

%@f [hf (O"“a(z ) + Bme Lp (2.12)

onde o hamiltoniano é dado pelo termo entre colchetes:

mc?l —thco - V)

2.13
—ihco -V —mc?l ( )

f[z—ihca'V+ﬁmc2:(

e as matrizes sao

a=(o,a,03), o= (01,09,03).

Ora, mas toda essa estrutura matematica exige que a fungdo de onda v (x) na equagao
(2.12)) seja um objeto mateméatico denominado espinor, escrito como se fosse um simples

vetor coluna:

(2.14)

Agora, iremos encontrar a equacao da continuidade composta por grandezas de
extrema importancia que serao discutidas logo em seguida. Para isto, nosso primeiro passo
serd multiplicar & esquerda da equacdo (2.12) por w1, isto é, pelo complexo conjugado

transposto do espinor:

8¢ he W R 81&

@hzﬂ — - +mc 201 Bep. (2.15)

Por conseguinte, consideramos a equagao | - Conjugadaﬂ e a multiplicamos pela direita

por :
ot 3oyt

A = ——
ot i f= OxF

Nessa etepa, é util relembrar a hermiticidade das matrizes que explicitamos na equagao ([2.8)).

UG + mcyt . (2.16)

5
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A subtracao da equagao (2.16) na equacao anterior, isto é, (2.15]) nos conduzird a seguinte

expressao:

OW')) _ hed(ylaw)

ih =~ 77/ 2.17
BY i oxh (2.17)
que pode ser reescrita na forma conhecida abaixo [I1]:
0
affe) +divj =0, (2.18)
onde definimos as densidades de probabilidade e de corrente, respectivamente:
o=y, jF =cptary. (2.19)

Ha algo de muito satisfatério aqui: a densidade de probabilidade definida acima esta de
acordo com o esperado, uma vez que ela é positiva definida! Como desejou Dirac, sua
equagao solucionou o problema da densidade de probabilidade que poderia ser negativa de
acordo com a equagao de KG. No entanto, como veremos nas seguintes se¢oes, as solugoes

de energias negativas mantém-se existentes.

2.2 Forma Covariante da Equacao

Nesta secao, apresentaremos a forma covariante da equacao de Dirac e, além disso,
convencionaremos o uso das unidades naturais a fim de facilitar as manipulagoes algébricas
que se darao ao longo de todo o texto. Feito isso, utilizaremos as equacoes e
para escrevermos a 4-corrente. Por fim, é 1til apresentarmos algumas propriedades das

matrizes .

Primeiramente, reescrevemos a equacao de Dirac (2.12) da seguinte forma:

i0p) + ich <ajaj¢> — pmc*p = 0. (2.20)
De modo que, ao multiplicarmos ambos os lados por 3/c e considerarmos as relagoes (2.7)),
teremos: o o0
mc
~ ; 7 =y =0. 2.21
Zﬁﬁ(ct) +0 (a] 8xj> h y=0 (2.21)

A partir de agora, faremos A = ¢ = 1 e trataremos os indices gregos distintamente dos
indices latinos: o primeiro indicara o conjunto de coordenadas do espaco-tempo, enquanto

o ultimo sera responsavel unicamente pela parte espacial. Dai, tem-se que
r=at = (2% 2", 2% 2*) = (t,27) (2.22)
e, consequentemente, a equagao (2.21)) pode ser escrita na forma

(iv*0, —m)y =0, (2.23)
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ou simplesmente
(id —m)p =0,  J=~"0,. (2.24)

Sendo definidas as famosas matrizes ~:

V=8 =8 (2.25)
cujas propriedades iremos exibir no final do capitulo.

Embora tenhamos apresentado essas duas maneiras de escrevermos a equagao de
Dirac, neste texto usaremos a forma dada por . Uma vez que ela é conveniente ao
nosso proposito. B importante ressaltar que a equacio adjunta, ou seja, que envolve o 1,
exigird a definicdo de um v para que seja coerente com a forma covariante recém exibida.

Vejamos, entao, como proceder.

Primeiramente, se explicitarmos as partes temporal e espacial da equagao ([2.23),

ao tomarmos a equacao conjugada, somos conduzidos a
1 (i007°T + 90,471 +m) = 0,

onde a derivada, nesse caso, atua no espinor a esquerda. No entanto, ¥/T = —+7 e, dessa
forma[f]
Y1 (i007° — i07y" +m) = 0. (2.26)

Devido o sinal negativo no segundo termo entre parénteses, essa expressao nao pode ser
reescrita de maneira que ela seja a conjugacao da equagao ([2.23)). Para revertermos a
situacao, multiplica-se por 7° de modo que a relacdo de anticomutacio dessas matrizes

nos permita escrever o seguinte:
(i7" + 0y +m) =0, =9, (2.27)
Consequentemente, a equagao de Dirac conjugada em sua forma covariante serd dada por
— <
Yo" +m) = 0. (2.28)

(—
Aqui, a notacao J, ¢ usada apenas para assegurar que a atuacao da derivada parcial J,
serd a esquerda do 1. Nao é necessario carrega-la por todo o tratamento, desde que se

tenha em mente a atuacgao correta.

Assim, as expressoes (2.23)) e ([2.28]) constituem a forma covariante da equagao de
Dirac, cujas solugoes 1 e 1) serao analisadas a partir da proxima secdo mediante o estudo
da particula livre. Mas, antes disso, vamos reescrever a equagao ([2.18]) para construirmos

a 4—correntdﬂ Sabendo que 0; = div, entao,

Veremos isso no fim da se¢do, ao tratarmos unicamente da algebra das matrizes ~.

7 Embora seja uma densidade de corrente no espaco-tempo, é usual chamarmos apenas de "4-corrente’.
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pode ser reescrita na estrutura de 4-vetor, resultando na conservagao da 4-corrente
i* = (0. J°):
oyt = 0. (2.29)

2.3 Particula Livre de Dirac e Confinamento no Eixo Oz

Iremos, agora, examinar as solugoes da equacao de Dirac para o caso de uma

particula livre. O espinor ¢ (x) deve, obviamente, obedecer a equagao de Dirac (2.23):
iy 0, —map = 0, (2.30)

cuja solucao pode ser escrita, em geral, como uma onda livre:

Y(z) = Nue #*™ = N <90> e~ hu" (2.31)
X

Onde N é uma constante de normalizagdo e u é nada mais que um espinor constante da

solugao. A substituicao dessa solugao na equacao nos conduzira a
(Yk, —m)u = 0. (2.32)
O caso nao trivial pressupoe u # 0 e, portanto, devemos ter
Yk, =m = A kuk, =m’. (2.33)
que, tendo levado em conta as relagoes das matrizes v, resultara em
Kkt = m?. (2.34)

Notemos o seguinte detalhe: esse resultado expresso pela equacao (2.34) nos permite
identificar o 4-vetor k, com o 4-momento, pois se trata de uma relacao estabelecida por

este tdltimo, p*, cuja contracao fornece a equacao da energia relativistica
E? =p® +m”. (2.35)
Verifiquemos isto rapidamente a seguir.
Seja p* = (F,p) o 4-momento ja conhecido, entao,
P'pu = m?, (2.36)

mas como estamos utilizando unidades naturais o vinculo entre p* e k* se da através da
expressao [1]
=k, (2.37)

entao fica evidente a identificacao.
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Retornemos agora a equagao (2.32)) expressando o espinor u na forma matricial
explicitada conforme solugao (2.31]). Ao separarmos a parte temporal u = 0 da parte

espacial nos termos entre parénteses, teremos

(RN NI

e, consequentemente,
E — In.
(B=m) o'y, 7l =o. (2.39)
—olp;  —(E+m)) \x

A resolugao do sistema estabelecido pela equacao acima nos permitird escrever y em

termos de ¢; tem-se o resultado abaixo:

Ujpj
=———"_0. 2.40
X= = (2.40)

Com isso, podemos reescrever a solugao ([2.31)) na formaﬂ

. efiijjgp
1 = Ne iwt (_Ujkje_iijjgp ’ (2.41)
m+w

uma vez que sera mais conveniente para nossas futuras manipulagoes.

A esta altura, é importante notar a existéncia das solu¢des com modos de vibragoes
positivos e negativos, que ja podem ser presumidas mediante breve atenc¢ao na equacao
(2.35): Ao efetuarmos a raiz quadrada em ambos os lados, as energias positiva e negativa

sao responsaveis, respectivamente, pelas solugoes

—ikjxd Ujpj —ik;ad
—iw e e — —) iw m+w e X
W) = N it ks i | Y = NOgit | mew” : (2.42)
— T gmihirl e ity

Onde adicionamos o indice (+) na solugao (2.41)) apenas para distinguir daquela que

poderd ser obtida de forma totalmente andloga e que possui o indice (—), caracterizando o
sinal da energia, conforme ((2.42]).

Apenas na intengao de familiarizar o leitor com alguns aspectos algébricos do

formalismo que permeia toda nossa discussao, vejamos como encontrar as auto-frequéncias

w do sistema fisico em anédlise. Partiremos das equagoes (2.38) e ﬂ,

Ep=0-px+myp

m+ e

8 Para essa passagem, ¢ importante lembrar que E = Aw, mas h = 1, devido a utilizacio das unidades

naturais estabelecida na se¢do anterior.

9 Aqui, fizemos a substituicio E = ¢.



Capitulo 2. A equagdo de Dirac 19

A substituicdo de y na equacao do lado esquerdo nos permitira escrever, apds algumas

manipulacdes e a utilizagdo da forma explicita do operador 3-momento, p = —iV,

(& —m?)p = (6 )6 - pp) = (- V)& V).
Notando que

(6-V)(6-V)p=(0:Vi)(0;V;p) = 0:0;Vi(V;),
tem-se

(6-V)(6-V)p=1V%p
e, consequentemente,
(g2 —=m*)p+ Vi =0

Cujas solugoes, para o caso em que desejamos confinar o campo no eixo Oz, podem ser
superpostas na seguinte forma geral:

Onde u e v sdo bi-espinores, isto é, espinores contendo duas componentes. Assim, ao

explicitarmos os termos tal como

P 0% Dy
0?2 * Oy? * 822)’

Vi = (
onde, por pura conveniéncia, escrevemos

P 2 Py 2 e 2
92 = e o —kyo,  Fa =k

e, portanto,
(w? = m®)p = (k3 + Kk, + k)¢
exigira que as auto-frequéncias sejam dadas por
w2—m2:k§+k§+kz.
A fim de simplificar a expressdo, somos tentados a definir k% = k2 + kg Feito isso, teremos
w®=m’+ kT + k2. (2.44)

onde o simbolo L denotara as dire¢oes ortogonais aquela em que se da o confinamento,
isto ¢, o eixo Ozm. Esta equagao ¢ idéntica a (2.35]), com as devidas identificagdes ja
comentadas. De modo que o detalhamento efetuado anteriormente seria dispenséavel se nao

fosse motivado pelo objetivo de familiarizar o leitor, como haviamos dito.

10O leitor pode se deparar com textos onde o autor prefere usar a notacéo k), significando que sao
direcoes paralelas as superficies.
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2.4 O campo de Dirac

Na intencao de facilitar nossas manipulagoes, reescrevemos as solugoes de frequéncias

positiva e negativa, dadas na equagao (2.42), da seguinte maneira:
(o) = e G, @) = G, (2.45)
Tais solugoes obedecem as relagoes abaixo [1]:
(50 (@), 050 @) = Sppbaar, (W52(@), 050 (2)) = 0. (2.46)

J € o vetor de onda generalizado e a = 1,2 é o indice do spin. Ademais, o produto escalar

de duas solugoes da equagao de Dirac possui a seguinte forma:

(00) = | drot. (2.47)
Operador campo é [1]:
Y(x) = G (@) + 05 (@) dh | (2.48)
J a=12 L i
D) =3 3 (95 @bh, + 05 (@)dsal.
J a=12 L i

Onde by, b,

o Sdo operadores de aniquilacdo e criacao de particulas e d;q, df,’a Sa0

operadores de aniquilacao e criacdo de antiparticulas, respectivamente. Suas rela¢oes sao

representadas pelos anticomutadores abaixo:
{thCU bT]’,o/} = {dJ,cw dTJ”O/} = 5JJ’5ao/7 (249)
{bras byt = {bY 0 b o} = {dsady o} = {dh . db o} = 0.
Definimos, ainda, o estado de vacuo |0) de modo que:

b1al0) = djal0) = 0. (2.50)

2.5 Tensor Energia-momento

Veremos, agora, como escrever o tensor energia-momento do campo de Dirac. Para
tanto, faz-se necessario explicitar algumas etapas do desenvolvimento algébrico. Dessa
forma, estaremos evitando possiveis confusoes aqueles que nao estao familiarizados com o
algebrismo contido ao longo de todo o texto. Primeiro, como é padrao, da-se a lagrangiana

do campo:
£ = §(ir"0, — m)o, (2.51)
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que também pode ser escrita na forma

£ = 4 [170,0) ~ 0] - miv. (252

Para obtermos o tensor energia-momento, 7', utilizamos a lagrangiana na forma dada
pela equagao (2.52)), cujos passos de obtencao sao relativamente simples e, por isso, o

faremos abaixo:

Z.@EV#((()MM = ;[M“(aw) + QZ'Y#(aMD) + ; l(au¢>7“¢ - (%w)v%}

= ;[&7“(‘%@) - (@L&)’Y“@D] + ; %“(@ﬂﬁ) + (‘%&)’Y“@D]

_ ;'[wwam - <8w>w¢] + 20,0,

O dltimo termo do lado direito é nulo e a verificacdo desse fato é facilmente notada
ao somarmos a equacao de Dirac (2.23) sua respectiva equacao conjugada (2.28). A
substituicao desse resultado na equagao (2.51)) nos conduzird a (2.52)), como queriamos

mostrar. Dai, mediante a utilizagao da expressao geral para o tensor 1',,, a saber,

oL - 0L
T = Db + Op——— — L, 2.53
teremos .
Ty = 5| 07(00) = 00| (2:54)

E importante notar que, se o cdlculo de T . for efetuado a partir da equacao (2.51)),

podemos, ja de antemao, escrever

oL
T#V = W@ﬂ/} - T]W,C, s (255)

pois, em , o segundo termo do lado direito serd nulo de modo que o resultado ([2.54))
é reobtido. Evidentemente, nao importa qual expressao sera utilizada, a fisica nao depende
disso. Ou seja, poderiamos simplesmente escolher a mais conveniente e seguir adiante,
mas, como haviamos dito, a motivacao aqui é justamente alertar o leitor das variagoes

existentes na literatura.

2.6 Propriedades das matrizes vy

Como ja vimos na equacao (2.7), as matrizes hermitianas a e § definem as tao

conhecidas matrizes gamas:
V=5 4 =B, (2.56)



Capitulo 2. A equagdo de Dirac 22

onde 7 = 1,2,3. A partir de entao, pudemos expressa-las na forma compactada por ~*,
como podemos observar na equagao (2.23), com p = 0, ..., 3. Essas matrizes, por sua vez,

satisfazem as relagoes de anticomutacad']

{797} =2¢"1 (2.57)
e a condicao de hermiticidade
P = A0k, (2.58)

As demais propriedades sdo consequéncias dessas acima e independem da representagao

escolhida para as matrizes .

Podemos, ainda, definir uma outra matriz:
7’ =1y, (2.59)
obedecendo as propriedades abaixo.

{21 =0, (=1 T=7" (2.60)

Nao devemos nos enganar quanto aos indices gregos, pois esses ainda continuam repre-
sentando apenas os valores 0, 1,2, 3. Além disso, podemos escrever as matrizes gama com

indice covariante:
Yo = G’ - (2.61)

A seguir, vejamos algumas manipulacdes de nosso interesse que resultam da equagao
(12.58)):

PT=7% ==, =" (2.62)
Para finalizar esta secao, demonstraremos as duas ultimas relagoes exibidas acima:

,ij — (5aj)T — OéjTﬁT — &jﬁ — —ﬂaj — _,yj,
7177 =007 = 407 = 0

Essas e outras propriedades envolvendo as matrizes gama poderao ser encontradas no

apéndice A da referéncia [I].

1O leitor deve ter em mente que o lado esquerdo da equacéo abaixo representa uma matriz 4 x 4, de
modo que o lado direito também deve cumprir essa caracteristica. Por este motivo, o lado direito da
equacao possui uma matriz unitaria de mesma ordem e esse fato podera ser omitido em diversas partes
do texto.
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3 O efeito Casimir

Neste capitulo, serd considerada a presenca de duas placas neutras e perfeitamente
condutoras, que estao localizadas no vacuo quantico do campo fermionico. Vamos considerar,
ainda, que as placas estejam paralelas e separadas por uma distancia a, muito menor que
as dimensoes das placas, de modo que o vacuo quantico sentira e respondera a condicao

de contorno imposta ao campo.

3.1 Condicao de sacola do MIT

E comum iniciar a andlise dos campos submetendo-os & condi¢do de contorno de
Dirichlet. No entanto, a equagao de Dirac é incompativel com tal condi¢ao, como podemos
notar em um estudo do efeito Aharonov-Bohm para um elétron relativistico [24] no qual
encontram-se solucoes da equacao de Dirac que sao incompativeis com a condicao de
contorno de Dirichlet por exibirem apenas a solugao em que o campo desaparece. Nesse
primeiro caso, a condi¢ao de impenetrabilidade na superficie de um cilindro nao é possivel
para um elétron que obedece a equacao de Dirac. Em uma segunda anéalise, o problema

de uma particula de spin 1 confinada em uma caixa unidimensional [25] ¢ levado em

2
consideracao, na intengao de conhecer os autovalores de energia mediante condigao de
Dirichlet. Mais uma vez, o tinico resultado jaz na nulidade do campo@. Uma maneira de
superar esta dificuldade consiste em impor que o fluxo de particulas seja zero nos contornos,
como foi feito no conhecido modelo de sacola do MIT, ou simplesmente condi¢ao de sacola

28).

A condi¢ao de sacola do MIT, inspirada no confinamento de quarks, possui a
seguinte expressadf
(iy -n+1)i(x) [s= 0, (3.1)

onde n é o vetor unitario normal as superficies .S, localizadas em z = 0 e z = a, de acordo
com a imagem [I] Sendo
n — (07071)7 Z_O7 <32)
(0,0,-1), zZ = a.
Para estarmos de acordo com a inexisténcia de fluxo fermionico, isto é, com o confinamento
das particulas de Dirac, basta perceber que a 3-corrente fluindo através da superficie é

nula. Esta verificacdo se dé, primeiramente, ao multiplicarmos & equerda da (3.1 por ¥,

12° Outros exemplos podem ser encontrados em [26][27].
130 leitor que desejar mais detalhes no que se refere a construcio dessa expressio poderd contemplar o
desenvolvimento em [6].
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K

Figura 1 — Placas paralelas com area S = L? separadas por uma distancia a.

de modo qud™]
J-nls=iy|s. (3.3)
Em seguida, ao tomarmos o complexo conjugado da equagao (3.1)), ndo esquecendo da

algebra das matrizes v, tem-se

(—iy - +9) [s=0, (3.4)
e multiplicando a direita por v, resultara em
jonls=—ip(x)(@) |s . (3.5)

Ao compararmos (3.3) com (3.5)), seremos levados a concluir que, de fato, nao existe

particulas fluindo através das superficies do nosso confinamento. Em outras palavras,
j-nls=0. (3.6)
E facil ver que poderfamos reduzir a condicio (3.1) & seguinte [I0]:
(m+w)o-np+o-Ve| |s=0.

Para isso, bastaria utilizar a solugdo (2.41)) e aplicar em ({3.1)), como sugere o autor na
referéncia [10]. No entanto, iremos preferir usar a forma nao reduzida, como ficara claro

logo mais.

3.2 Energia de Casimir I

A componente zero-zero do tensor energia-momento do campo espinorial, dado

pela equagao (2.54)), é [10]

Too = 2 | 70(00%) — (Oub) 00| (3.7

14 Basta lembrar da definicio para 4-corrente que a identificaciio com a parte espacial serd imediata.




Capitulo 3. O efeito Casimir 25

A substitui¢ao do operador campo, exibido na equagao (2.48), nos permite reescrever T

da seguinte maneira:
Too=—> wy XJa xfﬁ)b oba + XBS;)XETT()BdJ,adT]@

Utilizando as relagoes (2.49) e (2.50)), a densidade de energia do vacuo, fornecida pelo

produto interno da componente Too com o estado de vacuo, serd dada por [10]:

(0/T00]0) = = > w i\ (3.8)
Ja

Agora, estamos aptos para exibir a energia total do vacuo espinorial, bastando apenas

tomar a integral da equacao acima com relagao ao volume espacial, isto ¢,
E= / dr(0|Too()|0) = ZwJ/ G N (). (3.9)

Como estamos considerando espinores normalizados, entdo x'y = 1, restando apenas a
integral nas coordenadas espaciais cujo resultado ¢ o volume em consideracao. Dai, somos

levados a
E:—VZMJI—QVZWJ, (310)
J

que é a energia total do vacuo discretizada [10].

3.3 (Caso nao-massivo

Aplicando a condicdo de contorno de sacola na forma nao reduzida, dada pela

equacao (3.1), ao campo em (2.41), ou seja,

(Z'Y "M 1)w(t7x7y7z> |S: 0

= (iv-n+1)e ™ (_iofajw) : (3.11)

(m+w)
onde, afim de facilitarmos a manipulagao, fizemos p(r) = N e %7’ Dali, explicitando a

matriz constituida pela soma das matrizes entre parénteses, a equacao acima tomara a

1 o3 @
(_ . 3 1 > (_ io’jaj(p) = 0. (312)
10 (m+tw)

Isso, por sua vez, resulta em um sistema de equacoes, a saber,

seguinte forma:

Lo + Ty =0

i070jp
(m4w) 0

(3.13)

—io3p — 1
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Como as duas equacgoes fornecidas pelo sistema sao equivalentes, basta levar em considera-
¢ao a primeira delas, isto é,

J
1o+ o —27 =0 (3.14)

Inserindo, portanto, a solu¢ao geral do espinor ¢(r), que ja foi apresentada (2.43),
80(557347 Z) _ ei(kzzr-&-k’yy) (ueikzzz + Ue—ikzz), (315)

na equacao (|3.14)) e calculando primeiramente na placa em z = a, teremos, apés algumas
manipulacoes algébricas, a seguinte expressao:

3

ei(kszrkyy)(ueikza _i_vefikza) + (mo—-i_ w) [(Ulikx +UQiky)ei(kszrkyy)(ueikza _i_vefikza)_'_
+0%ik, el ke thuy) (yeikza _ ve_ikza)] =0, (3.16)

cuja simplificagdo toma a forma dada por

(m+w) +ik, +ic” (o' k, + a2ky)] ue*= 4 [(m +w) — ik, +io® (o k, + JZky)] ve = = ),
(3.17)

Agora, multiplicando toda a equagao por
[(m +w) + ik, —io® (o' k, + a2k:y)] (3.18)

e levando em consideracao a algebra das matrizes de Dirac, é possivel escrever as expressoes

abaixo:

(m+w)(m+w) + 2i(m +w)k, — kI — k) — k2 = 2(m +w)(m +ik.), (i)

(m+w)(m+w)+k§—203kz(01kx+02ky)—ki—k§ = 2[m(w—l—m)qtkg—l{:za?’(alkw—l—a%y) , (29)

onde (i) e (ii) sao resultados das manipulagoes ao multiplicarmos o primeiro e o segundo
termo em (3.17)) pela expressao em (3.18]), respectivamente. Com esses resultados, portanto,

somos conduzidos a

Mueikza + [m(w +m) + k?_ koo (0 ks + Jzky)]ve*ikza = 0. (3.19)
(m — ik.) (m — ik;)(w +m)

Podemos, ainda, escrever u em termos de v, bastando, para isso, usar a condicao em z = 0.

Resultara em [4]
21 3(,1 2
y— [m(w +m) + kz. k.o°(c'k, + o ky)]v7 (3.20)
(m —ik,)(w+m)

de modo que a equagao ([3.19) se resumira a

(m + Zkz) ueikz(z . —ik,a

k) = 0. (3.21)
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Nao é dificil, a partir da expressao acima, encontrarmos a seguinte equacao transcendental
[14]:
ma
. in(k,a) + cos(k.a) = 0. (3.22)
.a

Em outras palavras, para que a condicdo de sacola aplicada ao espinor seja satisfeita, é

necessario o cumprimento da equacao (3.22]).

Agora, para calcularmos a energia total do vacuo em (3 + 1) dimensdes levando em
consideracao a discretizagao no eixo z, limitado ao intervalo [0, a], retomamos a equagao
(3.9) com o cuidado de que as coordenadas x e y jazem no continuo, ou melhor, na extensao

das placas, de modo que nossa equagiao poderd ser escrita da seguinte maneira [10]:

:—25/ o / dky N W, = 25/ dkdkyzwn (3.23)
oo 4T

0027r =0

Reescrevendo em coordenadas polares, fica

o kydky &
o) = —25/0 L2 S (3.24)

Note que S é a area da superficie das placas. Ademais, a energia do vacuo considerando a
discretizacao, como podemos perceber, é uma quantidade infinita. Para contornarmos essa

inconveniéncia, reescrevemos F¢(g) fazendo com que a soma dependa de um parametro s,

tal que, para s = —1/2, nossa soma original seja recuperada [22]:
< dk, [~ dk, &
Eow) = —25/ Dy §~ s, 3.25
co —o0 2T Joo 2m nzown ( )
Sabendo que
_ 2s—1 —w T2
w23 = / drt
segue
25 o0 e 2 o0 2.2
Eow == | dhudhy > | [ drrete ),
€0 =" amp Jo e [Ns) 0
Tratando do caso nao massivo, a relacao de dispersao ¢ simplesmente
w? = k2 +kl+ k2,
onde, de acordo com a equagao (3.22) para m = 0,
s 1
kz”:E n—i—i , n=20,1,23.... (3.26)

Assim,

2 )
B = / dkzdk, Z [F(s) [ ety
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19 9 19 9 s s T
[ e, [ et = 5\ 5 =5
—00 —00 T T T
e, portanto,

QS 27 28 1 2 2 25 21 2 .2
E — / —k; T —_ / d 25 3 7knz7' )
c(0) 27T (9.\2 F Z < ) 271' (9.-\2 F Z T

Ora, mas

Apoés passos intermedidrios e fazendo s = —1/2 como haviamos dito, restard
257 T(=3/2) (7)° & 1\’
Ecioy=— - i
O = ez \a) 2=\ 2

Agora, faremos uso da fungao zeta de Hurwitz [22] na inten¢do de manipular a soma da

equagao anterior:

3.27
nZ:O (n+a)® ( )
Podemos reescrevé-la da seguinte forma:
> 2I°(1 — > (2 (2
((s,a) => (n+a) = A=) ) sin(ms/2) Z cos( wan) + cos(ms/2) Z sin lmm)
o (2m)1- = = nls
No nosso caso, s = —3 e a = 1/2. Procedendo de forma andloga ao caso anterior, nos
restara
o0 21—‘ 4 o0 o0 :
€(=3,1/2) => (n+1/2)7° = (4) sin(—3m/2) > cos( +cos
) (2m)* =1 n:l
> 5 2I(4) & cos(mn)  2T(4) & (=)™
-3,1/2) = 1/2)7% = =
B = L = G T T ey
Dai,
2I°(4) 7t
~3,1/2) = — .
Consequentemente,
Ecwy  2r T(=3/2)(=\°[20(4)( 7n*\]  7n° (3.28)
S @2rn2r(-1/2)\a) |(27m)4 720)|  2880a3 '

Esta é a energia de Casimir (ou densidade de energia de Casimir) para o campo
fermionico para o caso nao massivo, considerando z € [0, a. E importante notar que o
procedimento adotado na obtencao desse resultado automaticamente removeu o infinito,
fornecendo diretamente a quantidade finita. No entanto, poderiamos ter adotado um outro
processo, no qual a subtracao de energias seria necessaria para remové-lo e, s6 entao,

obtermos a esperada finitude. Isto é, teriamos que renormalizar os resultados infinitos
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concernentes ao intervalo em questao e a todo o espago de Minkowski. Neste caso, a energia

do vacuo em todo o espago de Minkowski, a saber,

208 % k., dk
E=— /0 & L/ dlewn, (3.29)

™

seria necessaria [10] e procedimento poderia ser mais complicado. Vamos finalizar esta

secao exibindo a pressao de Casimir logo abaixo, como resultado da equacao (3.28).

T2

G0 (3.30)

Pooy = —

3.4 (Caso massivo

Nesta se¢ao, iremos calcular a energia de Casimir massiva utilizando a férmula de
soma de Abel-Plana [I§],

£ ot e f—it)
Zl 1— sin(2an ) - +/ dz f / dt t+am o2t 4 1 s (331)
n= 2

n

na intecao de diversificar os métodos de regularizacao apresentados até entao. Primeiro,

consideramos a equacgao ([3.22) reescrita em termos do parametro, «,, = k,a:

am sin(ay,) + cos(ay,) = 0. (3.32)

Qp
E importante notar que o indice n indica discretizacdo em k,. Agora, desenvolvendo o
denominador do lado esquerdo da equagao (3.31)), e utilizando a expressao acimaﬁ teremos
[4:

sin(2a,) ma

1— (3.33)

2a, m2a? + a2
As auto-frequéncias, contendo o termo de massa, agora poderao ser escritas da seguinte

maneira: )

W=+ R pm?, (3.34)
a

Neste momento, é conveniente identificarmos a fungao f(z):

m2a? + 22

£(2) = w(z) [1 + m“] , (3.35)

de modo que

f(2)

(1 + m2a2+z2>

15 Basta isolar o cos(ay,) e substituir na expressdo desenvolvida. Em seguida, serd necessario lembrar que
sin?(au,) + cos?(ay,) = 1.

w(z) = \/kiaQ + 22+ a?m? = (3.36)
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Como j& sabemos, a energia total do vicuo serd dada poy™| [4]

27T2/ dk/ dk, Z\/k2+k:2 SR g2, (3.37)

Por E se tratar de uma quantidade infinita, faz-se necessario regulariza-la. E é para esse
procedimento que usaremos a formula ([3.31)). Nosso primeiro passo é reescrever o somatério
da expressao acima considerando ([3.35)) e (3.33)), a fim de exibir o lado esquerdo da férmula
de Abel-Plana. Feito isso, tem-se o seguinte resultado:

B 2a7r3/ dka / dk [ WZ:]I 1)) +/ / d t+am 2t( iﬂ] (3.38)

tam

Ou seja, a energia total do vacuo fermidnico regularizada. Note que no interior do colchetes
existem trés termos. Devido a renormalizacao, dois deles desaparecem, a saber, o primeiro
referente a uma tnica placa e o segundo, referente a auséncia de placas. Com isso, nos

restara a energia de Casimir entre as duas placas:

2a7r3/ dka / dk [ / dt t+am62t(+ it)] (3.39)

O caculo de f(z = it) e f(z = —it) na equagao (3.35)), sendo efetuada a substituigao

t = au, nos permite escrever F na forma abaixo:

il*a [ o0 o0 u—m m
Eom =5 [ ke [ dky| [~ 1
cm = o o Y [ 0 u(u + m)e2et + (u — m) ( * am? — au2>

<\/k:2 +m?2+ ( \/k:2 +m? + (—z’u)Qﬂ : (3.40)

Neste ponto, devemos usar a seguinte identidade:

+ivs? — k2, s>k
(£is)? + k2 = (3.41)

VEk2—s2, s<k.

Essa expressao possibilita dividirmos a integral em u em outros dois intervalos. No

Ecm

primeiro deles, [0,1/k% + m?], a integral serd zero, restando apenas o termo referente &
[\/k3 + m2, 00). Consequentemente, apds um processo relativamente longo de manipulagoes

algébricas, seremos capazes de exibir a energia de Casimir na seguinte forma [4]:

_I2 alu—m) — =
Eoo = —5 [ dk / dufu? — K2 — (utm) 3.42
¢m) 3 k2 +m? v (u +m)ee +u —m (342)

Dando continuidade, faremos uso da identidade [18]:

L miL(552) oo ptstl
/dk /\/,CQ—JFC2 2 _k’ —C )S; f(z)zr(]l;%fg,))/c de(z® — ) 2z f(z) (3.43)

16 Agora estamos tomando S = L? apenas para caracterizar as dimensdes das placas. No entanto,
poderiamos continuar escrevendo S, como foi feito no tratamento da se¢do anterior.
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juntamente com a identificagao

= ———In
xr+m

a(x —m) —m/(x +m) 1d r—m _,
14+ ——e ). 3.44
(x +m)e?e +x —m 2dx * ‘ (3:44)

Tomando s = 0 e p = 2 na equagao (3.43)), podemos reescrever (3.42)) da seguinte maneira:

L? [ d T —m
Een :7/ 2 _ 232 % (1 T 20| y
cm =33 [ dx(z® —m*) o n(1+ x—l—me (3.45)

A integracao por partes da expressao acima, levando em conta a substituicao ax = y + am,

nos conduz a forma final da energia de Casimir fermionica massiva:
2

L Y aram
_7T2a3/0 dyy + am) y(y+2am)ln<1+e 2ot >>. (3.46)

Y+ 2ma

Ecmm) =

Onde os limites de integracao derivam da equacao (3.45), cuja substituicao de variaveis

indicada anteriormente fornece y € [0, 00).

Infelizmente, os resultados dessa tltima equagdo nao podem ser obtidos de maneira
analitica. No entanto, somos capazes de obter resultados exatos através de metodos
numéricos para os limites assintéticos correspondentes aos casos de curtas distancias entre
as placas e/ou massas pequenas, e de longas distdncias e/ou massas grandes, ou seja,

tomando am << 1 e am >> 1, respectivamente.

No limite em que am << 1, expandimos o integrando em poténcias de am via série

de Taylor, até primeira ordem. O resultado sera

re ¥ (x +1)

2 )
In(1 )y — 12
xIn(1 4+ e ) =

—2zIn(1 + e )| am. (3.47)

Por outro lado, quando am >> 1, utilizamos a representacao em série para o logaritmo,

expandida até primeira ordem:

In(1+u) = i (_1>nu"+1 ~ oy — uj’ u=—2e~2+am) (3.48)
= n+l 2 Y+ 2ma

Percebe-se que o termo de primeira ordem na equagao (3.48|) vai a zero quando am >> 1,
pois u depende inversamente de am. De modo que nos restara apenas o termo dado por u.

Ao substituirmos isso no integrando da equagao (3.46|) e manipularmos os termos, teremos

) —2(y+am) | ~ ,—2(ma+y),,3/2 am
m 2 Inl1+——e Y o~ —. 3.49
(y +am)\/y(y + am)n< + e ) e v S (3.49)

Y+ 2ma

Agora, vamos resolver a integral em ([3.46|) substituindo os integrandos referentes a cada
caso de interesse. Iniciando pelo caso em que se da a expressao (3.47)), de onde teremos a

seguinte expressao:

L2 |
Eeom = — {2880 am/ ze et ), +2am3<(3>}. (3.50)

m2a3 1+ 6—27” 16
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No desenvolvimento da integral que nos restou acima, basta perceber que %ln(l +e7%) =

2e— 2w
T 1qe 2=

aquele que contém ((3), o que nos livra de um problema, pois a fungao zata calculada

e efetuar a integracao por partes. Feito isso, surgird um termo negativo idéntico

nesse ponto geraria dificuldades. A expressao resultante, dividida pela area das placas,

pode ser finalmente escrita:

Ec(m) T2 (1 B 120am>

(3.51)

- T2

L2 2880a3

Ou seja, a densidade de energia de Casimir para um campo fermionico com massa m
confinado entre duas placas metdlicas neutras e paralelas de drea L?, com espacamento
entre elas dado por a. Claramente, a equacao acima retoma o caso nao massivo obtido
em (3.27) e, além disso, adiciona um termo de corregao. Segue, ainda, que a pressao de

Casimir fermionica serda dada por

8EC(m)/L2 - 77'['2 — 80am
da 960a4

Powmy = (3.52)

Em se tratando do caso referente a equagao (3.49)), temos

L2 o —2(ma+z),.3/2 | @M
Ec(m):—ﬂa?)/o e 20mat g2 [T dg, (3.53)

Dai, ao levarmos em consideracao a forma geral!”|

o n_—ax® g(nT—H)

com n = %, a =2, b=1, obtém-se a expressao abaixo.

EC(m) B 3m1/2€—2ma
L2 3973/2045/2

(3.55)

170 leitor deve atentar para o abuso de notagao caracterizado pelo uso do a na identidade (3.54). Uma
vez que este parametro ja possui significado para nds, a saber, o espacamento entre as placas, basta
lembrar que na identiade néao se trata do mesmo a.
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4 O Efeito Casimir Topologico

No capitulo anterior, tratamos da resposta do campo espinorial em relacao as placas,
ou seja, o surgimento do fenémeno devido a interagao com corpos macroscopicos. Neste
capitulo, o efeito Casimir deriva da propria topologia do espaco-tempo, que influencia as
flutuacgoes quanticas do vacuo. A andlise desenvolvida se dard mediante uma topologia
de hélice, de modo que o vacuo quantico fermionico sentira e respondera a perturbacao

gerada por este tipo de estrutura topologica, dita nao-trivial.

4.1 Forma Geral da Energia

Iremos utilizar, agora, a solucdo 1*) dada em (2.41]) na forma

¢ = Ne ™ ( (4.1)

ei(kzx—i-kyy—‘rk:zz)go )

_ioV ei(kx;r—&-kyy—‘rkzz)go
w+m

O objetivo serd submeter o espinor ¥ a condi¢do de contorno de hélice que, na verdade,

para o caso fermidnico, trata-se de uma condi¢ao anti-hélice:
(b, +a,y,2) = =yt z,y + h, 2), (4.2)

onde a e h sdo responsaveis por caracterizarem os parametros da hélice, ou seja, o raio e o
passo, respectivamente. Observe que essa condi¢ao esta sendo aplicada em duas diregoes
distintas, a saber, x e y. Além disso, ao deslocar-se 2a e 2h, a solu¢ao serd exatamente a

mesma em ambos 0s eixos:

W(t,x + 2a,y,2) = Y(t, z,y + 2h, 2). (4.3)

Ao submetermos a solugao (4.1)) & condicao (4.2), encontramos a seguinte expressao:
cos (kya — kyh) +isin (kya — kyh) = —1.

Notamos que o lado direito da equacao é um nimero real e, portanto, serd satisfeita pela

parte real no lado esquerdo, de modo que seremos conduzidos a
1
kxa—kyh:2ﬂ<n+2>, n=0,+1,+£2, ... (4.4)

Assim, ao resolvermos para k, ou k, e substituirmos na expressao geral das auto-frequéncias
w?
2 _ 12 2 2 2
w®=ky +k, +k; +m?, (4.5)
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conheceremos os modos discretizados, isto é,

2 2
2m 1 kra 2m 1 kyh
2 2, 12 x 2 2, 1.2 y 2
wr =ki+k = =ki+k — . (4.6

n =R x+[ h<n+2>+h1+m T y+la<n+2>+a]+m (4.6)
No estado de vacuo, cada um desses modos contribuem com uma energia de <.

Agora, ap6s promovermos o campo a operador e calcularmos a componente Tp
do tensor energia-momento, seremos capazes de obter a expressao para a energia, cuja

expressao em (D + 1) dimensoes possui a seguinte forma geral [20]:

ED: 1 / dD_lk +o00

~5a W;wn. (4.7)

No entanto, nosso estudo se restringe ao caso (3+1)-dimensional e, dessa forma, podemos

1 d’k X 2m 1 k,h)?
- 2 2 - Z v 2
E 5 /(2 )2_5 \lk;z+ky—|—[ <n+2>—|— 1 +m=. (4.8)

oo

escrever

Note que a equacao acima possui duas varidveis continuas e uma discreta. O somatorio
se da na diregao discretizada, x. Todos os resultados também sao obtidos para a dire¢ao
referente ao passo h, por isso dispensaremos repeticoes e exibiremos apenas os resultados

com relagao a diregao do parametro a.

4.2 Manipulagoes na Expressao Geral

Na intengao de reescrevermos a equagao (4.8)), serd efetuado uma substituicao de
variavel mediante manipulacao dos termos no interior da raiz. Vejamos a seguir alguns

detalhes do procedimento adotado.

Primeiro, ao abrirmos o produto notével e agruparmos os termos,

2 1\ k]’
K2+ K+ [W<n+>+y] +m? =
a 2 a

=k + k§<1 + Zj) + <27T(na+1/2)>2 + 2<27T(n+1/2>> (@Z) +m®  (4.9)

a

torna-se conveniente definirmos o pardmetro d? = h? + a2, juntamente com uma forma

b a<u _ 27T<”+1/2)h> (4.10)

explicita para o k,[23],

ad
Ao substituirmos (4.10]) em (4.9)), levando em consideragao a forma do pardmetro d definido

acima, seremos conduzidos a

k§+u2+<2ﬁ(n+1/2)>2< < )—l—m2, (4.11)

a a? + h?
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que também pode ser escrita na forma

k2 +u? + (W) +m?, (4.12)

Finalmente, somos capazes de reescrever a equagao na forma seguinte:

Mediante uso da identidade abaixo [2()]

[ fd = 27; | a2y (4.14)
r(25)

onde == 2+h2

1
2

cuja redugao em (3 + 1) dimensdes é dada por
/OO d*u = 27 /OO uf(u)du, (4.15)
—o0 0

torna-se possivel reescrever a equagao (4.13)), como podemos ver abaixo:

B 1 o [, (2r(n+1/2)\> "7
E__WT%:/O u[u —|—<m> +m] du. (4.16)

Faremos uso, agora, da seguinte identidade:

w25

o, (4.17)

onde sera usado s = —% para corresponder a0 Nosso caso, uma vez conhecido w via equagao

: seja
w= \lu2 + <27TEZ/—; 2)>, (4.18)

entao,
2
27 (n l)
I‘(—%) ; TT ‘e e e ) .
Substituindo essa tltima expressao na equacao (4.16]) e notando que
o0 2.2 2
T du = —, > 0, 4.20
/0 ue u = T ( )
restara .
E= : / dT —ar?, (4.21)
2a\/_27r 5
Onde foi definido
2
o = ( m(n+ )> +m?, (4.22)
a/y

Finalmente, resolvendo a equagao (4.21)) e manipulando devidamente, obtém-se o resultado

abaixo:
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4.3 Energia de Casimir 11

4.3.1 Caso nao-massivo

Para o caso ndo-massivo, m = 0, a equagao (4.23) se resume a

_ T s [(2mlt ) It i e
—4a7r3/2\/__OO ay/y w3242 4 )
Notando que
4+ 1 7 > _l;
n+1|: (n+3) "= (4.25)
2 ~rg), n<—

a soma serd reescrita da seguinte maneira:

o0

>

n=—oo

n+13=§:<n+ ) + Z ( ;)3 (4.26)

2 n=0 n=-—1

Manipulando a segunda soma do lado direito e utilizando a substituicio —n =n’ + 1, as

duas somas possuirdo o mesmo intervalo, de modo que a equacao (4.24]) serda dada por

4r (-3 ) 1
E= _3/2a4 2 Z ( ) = —3/2a272<< - 3, 2), (4.27)

onde utilizamos a fun¢do zeta de Hurwitz,

oo
=S oy (4.28)
— (n+a)?
com a = 5 e s = —3 para reescrever o somatério. Assim, de acordo com as seguintes
relagoes:

((s,) = (2 = 1)C(s), r(z)as»—wszr( : )<0«—s» (129)

seremos levados a

427 - 1))
72(a? + h2)?

ou, finalmente, a energia de Casimir nao-massiva, E¢ gy, regularizada para (3+1) dimensoes:

7¢(4)

(4.30)

E = . 4.31

€(0) 212(a2 + h?)? ( )
Consequentemente, a forca de Casimir na direcao x sera:
OF 14a((4

- ac(4) (4.32)

feo = =90 = "P@+ wp
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4.3.2 Caso massivo

No caso massivo, a equagao (4.23)) aparenta ser mais dificil de lidar, devido o termo
de massa. No entanto, teremos nosso trabalho facilitado gragas ao uso direto da férmula
de Chowla-Selberg [20]:

27)2b2— T(s — 3) 25T t2rsp e

n:ioo [C;/(n—i-C)Q +b1 S N R T S

> n2\ 371 2b
X 7;_1 cos(2mnc) (a’) Ky, <27rm/ a’) :

Na expressao acima, K1_, é a funcao de Bessel modificada.
2

(4.33)

Para atingirmos nosso objetivo, isto ¢, encontrar a energia de Casimir massiva,
comparamos o somatorio da equacao (4.23)) com a férmula (4.33)). Feito isso, efetua-se as

seguintes identificagoes:

1
025’ 52 ay J b=m", §=—3- (434)

Consequentemente, somos levados a seguinte expressao:

= [(2nnt )\ R L) mtenyT | 2 imlay

n;ooK vl ) +m] T 23 2 (-3 (4:35)
xices(nw)(%) Ky(nmay/7)

_47r%m4 I'(-2) 8rzm? X Cos(nyr)n*QKQ(nm a2 + h?). (4.36)

T IED T TEDas A
No procedimento de regularizacao em um espago-tempo plano com topologia trivial, a
energia do vacuo renormalizada vai a zero. Em outras palavras, na expressao para a energia
do vacuo renormalizada, o primeiro termo entre chaves da equacao deve ser omitido.
Dai, ao substituirmos na expressao da energia , lembrando da nossa defini¢do para o

parametro v, o resultado finalmente pode ser escrito como segue:

2 o
Ec(m):8<w$+7m> 3 cos(umn Ko/ +9). (4.37)

Ou seja, a energia de Casimir para o caso massivo em (3 + 1) dimensdes, responsavel pela
forca de Casimir F(y):
_ 2mal(ma)® + (mh)?

Fom == 2 3 ];COSW)%‘lemm a2 + h?). (4.38)
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5 Consideracoes finais

Como foi possivel observar ao longo de todo o estudo exibido nesta monografia, as
flutuacoes quanticas no vacuo do campo fermiénico, a medida em que sofrem perturbacoes,
suscitam um fendmeno conhecido como efeito Casimir. Tais perturbagoes, por sua vez, nao
se limitam as interac¢oes entre campos e corpos macroscopicos, de modo que até mesmo
certos tipos de alteragoes topoldgicas no espago-tempo de Minkowski podem ser causas

tnicas do efeito.

Primeiramente, analisamos a resposta do campo massivo e nao-massivo ao inse-
rirmos nele duas placas condutoras paralelas e eletricamente neutras, sob a perspectiva
de um espago-tempo plano em (341) dimensdes. Devido a atracdo das placas, pudemos
contemplar o carater puramente quantico-relativistico do fenémeno. Em geral, as Teorias
Quanticas de Campos sdo constituidas por aparentes divergéncias, como foi possivel obser-
var na obtencao das energias. Assim, para tratar o problema, adotamos procedimentos
padrées que se dao em duas importantes etapas, a saber, a regularizacao da energia total

(ou de ponto zero) proveniente do vacuo e sua renormalizagdo, tomada posteriormente.

Na primeira etapa, ou seja, na regularizacao, as quantidades divergentes na teoria
sao modificadas convenientemente. Obtém-se, dai, uma teoria regularizada que possibilita
a renormalizacao. Diversas sao as maneiras de realizar a regularizacao, dentre elas podemos
mencionar o método de corte (Cut-Off), regularizacao dimensional e via soma de Abel-
Plana. O procedimento de renormalizacao consiste em subtrair o infinito através de um
processo de regularizacao, de modo que, por fim, o pardmetro de regularizacao ¢ tende a
Zero:

Eren = (151—% Ereg(é) - E((S)

A equagao acima envolve duas energias infinitas I/ e F,.4. A primeira, E, coincide com a
contribui¢ao de Minkowski no espago-tempo plano. J& a segunda, F,.,, trata-se da energia
regularizada do problema, obtida de acordo com possiveis condi¢oes de contorno. Normal-
mente, no espago-tempo plano, a parte divergente de F,., coincide com a contribuicao de
Minkowski. Consequentemente, a quantidade resultante FE,., sera finita e dita quantidade
fisica, por se tratar daquilo que realmente medimos nos experimentos. Vale ressaltar, ainda,
que alguns procedimentos de regularizacao ja fornecem diretamente a quantidade finita de

interesse, como foi o caso do método da fun¢ao Zeta que também fizemos uso.

Na abordagem seguinte, analisamos o efeito Casimir proveniente de uma topolo-
gia nao-trivial (ou nado-euclidiana), mais especificamente, usamos a topologia da hélice.
Observamos como o campo fermidnico reage a esse tipo de modificacao e obtivemos, dai,

os resultados exatos da energia e forga de Casimir para os casos massivo e nao-massivo,
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também em (341) dimensoes. Foi possivel notar que a for¢a gerada aqui é muito parecida
com a forca em uma mola regida pela lei de Hooke na mecanica classica. No entanto,

trata-se aqui de uma quantidade proveniente de aspectos puramente quanticos.

Por fim, vale mencionar que atualmente estamos na fase de conclusao da implemen-
tacdo de correcoes de temperatuas referente ao estudo exibido no capitulo 4, sobre o efeito
Casimir topolégico. Resultados satisfatorios ja foram obtidos e, nesse processo, foi possivel
notar claramente a escassez da literatura com relagdo ao tratamento do campo espinorial.
A exibicao de varios detalhes na obtencao das quantidades fisicas fazem deste trabalho,

portanto, uma oOtima fonte de estudos quando estamos diantes de campos espinoriais.
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