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Resumo

Este trabalho estuda de maneira abrangente os conceitos, defini¢bes, propriedades
e resultados fundamentais da Teoria da Medida e Integragao no R". Iniciamos com as
defini¢oes basicas de retangulos e cubos. Depois introduzimos a definicdo de medida
exterior, conjunto mensuravel, medida de Lebesgue e da sigma-algebra de Borel. Em se-
guida, adentramos nas definigoes essenciais de fungao mensuravel e integral de Lebesgue,
detalhando suas propriedades fundamentais.

Além disso, este trabalho destaca resultados de grande relevancia nesta area, in-
cluindo o Teorema da aproximacao por funcoes simples, os trés Principios de Littlewood,
o Lema de Fatou, o Teorema da convergéncia monodtona e o Teorema da convergéncia
dominada. Abordamos também os Teoremas de Fubini e Tonelli, que sao cruciais para
estender a teoria de integracao a multiplas dimensoes.

Por fim, investigamos a relagao entre diferenciabilidade e integrabilidade dentro deste
contexto, e apresentamos o importante Teorema da diferenciacao de Lebesgue. Encer-
ramos o trabalho com uma versdo do Teorema fundamental do calculo aplicada a esta
situacao.

Palavras chave: Teoria da Medida. Funcao mensuravel. Integral de Lebesgue.
Teorema de Fubini.



Abstract

In this work, we study some fundamental concepts, definitions, properties and re-
sults of Integration and Measure theory in R™. We begin with the basic definitions of
rectangles and cubes. Then, we introduce the concepts of exterior measure, measurable
sets, Lebesgue measure, and the Borel sigma-algebra. After, we focus on measurable
functions and the Lebesgue integral, detailing some of their fundamental properties.

In the second part, we study some important results in the theory of integration, such
as the theorem of approximation by simple functions, the three Littlewood Principles,
Fatou’s Lemma, the Monotone convergence theorem, and the Dominated convergence
theorem. We also prove the known theorems of Fubini and Tonelli, which are crucial for
extending the integration theory to multiple dimensions.

Finally, we investigate the relationship between integration and differentiation in this
new context of measurable functions and present the important Lebesgue differentiation
theorem. We conclude presenting a version of the Fundamental theorem of calculus
applied to measurable functions.

Keywords: Measure Theory. Measurable functions. Lebesgue Integral. Fubini’s
Theorem.
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Introducao

Através do Caélculo Diferencial e Integral podemos realizar integracoes e derivagoes
de fungoes, o que nos permite calcular dreas e volumes de uma grande variedades de
conjuntos. Por muito tempo, esta teoria foi suficiente para o estudo matematico de
vérios problemas. Entretanto, com o avanco da matematica e a necessidade de resolver
problemas cada vez mais complexos, percebeu-se que as ideias do calculo ja nao eram
suficientes para resolver uma grande variedade de problemas e era necessario o desen-
volvimento de novas ferramentas matematicas. Com isto em mente, por volta de 1902,
o matematico Henri Léon Lebesgue introduziu, em sua tese de doutorado, um método
inovador de integragao. Este estudo apresentou uma abordagem revolucionaria que en-
globava um espectro mais amplo de fungoes e ndo somente aquelas tratadas pelo Calculo
Diferencial e Integral cldssico. A nova teoria buscava fazer mudangas na estrutura ma-
tematica, permitindo uma transformacao e generalizacao das noc¢oes fundamentais como
o de funcoes, diferenciabilidade e integrabilidade.

Em outras palavras, essa teoria introduziu um novo método de calcular “volume” de
conjuntos, explorando os subconjuntos nao apenas de retas e planos, mas também de
espacos mais abstratos. Além disso, a generalizacdo do conceito de “medida” proposto
por Lebesgue permitiu atribuir uma medida a muitos conjuntos que nao conseguimos
medir com o calculo elementar, fornecendo um novo nivel de precisao e rigor a andlise
matematica.

Nao ha duvidas que o céalculo diferencial e integral tradicional trouxe ferramentas es-
senciais para a compreensao de problemas matematicos, mas foi a genialidade de Henri
Léon Lebesgue que desencadeou uma revolugao na forma como enxergamos e manipula-
mos fungoes, conjuntos e medidas, ampliando os horizontes da matematica moderna.

Tendo em vista a importancia da Teoria da Medida e Integragao para a matematica
produzida atualmente, a motivacao para a realizacao desta monografia surgiu partindo
desse fato e da participagao do autor deste trabalho no Curso de Verao da UFPB,
ocorrido entre 03 de janeiro e 11 de marco de 2022. Durante aquele curso, observou-
se que varios estudantes enfrentam dificuldades para compreender as nogoes intuitivas
da teoria, uma vez que o material de referéncia principal, o livro “The Elements of
Integration and Lebesgue Measure” de Robert Gardner Bartle (referéncia [2]), comega
abordando definicoes e propriedades de conjuntos abstratos. Essa abordagem torna a
compreensao dos conceitos mais desafiadora para os alunos, o que pode prejudicar uma
boa parte do desenvolvimento do curso, onde em nivel de mestrado essa estrutura de
ementa é frequentemente adotada.

No periodo de 01 de setembro de 2021 a 31 de agosto de 2022, o autor se envolveu
em um estudo de Teoria da Medida e Integragao por meio de um Projeto de Iniciacao
Cientifica. Nesse estudo, utilizou o livro “Real Analysis - Measure Theory, Integration,
e Hilbert Spaces” escrito por Elias M. Stein e Rami Shakarchi (referéncia [I]). Esse livro
aborda inicialmente os resultados para subconjuntos do espacgo euclidiano R™ e depois
expande para subconjuntos de natureza mais geral. Essa sequéncia de aprendizagem
permitiu uma melhor assimilacao das nocoes intuitivas e conhecimentos fundamentais



da teoria, especialmente no contexto de conjuntos abstratos.

Com base nessa experiéncia, o autor deste trabalho decidiu realizar um estudo focado
no livro de Stein e Shakarchi, com o objetivo de auxiliar os alunos que buscam estabelecer
uma base prévia de conhecimentos. Essa abordagem propoe a compreensao dos aspectos
intuitivos da teoria, trabalhando com subconjuntos do R"”, e assim obtendo uma melhor
compreensao dos conceitos mais abstratos a posteriori. Para realizar o estudo dessa
importante teoria, seguimos fielmente a referéncia [1, atribuindo alguns detalhes quando
necessario.

Para deixar o trabalho ainda mais autocontido, o leitor pode consultar o Apéndice [4]
para relembrar alguns resultados basicos que serao utilizados durante o desenvolvimento
do trabalho.

No capitulo 1 deste trabalho, apresentamos as defini¢oes de retangulos, cubos e de
medida exterior e suas propriedades, no caso do R™, o que nos permitird entender as
defini¢oes de conjunto mensuravel e de medida de Lebesgue. Apés isso, introduzimos a o-
algebra de Borel. Com todas as definicoes em mente, definimos as funcées mensuraveis
e apresentamos alguns resultados importantes como o Teorema da aproximacao por
funcoes simples e os trés principios de Littlewood.

No capitulo 2 definiremos a Integral de Lebesgue e enunciaremos suas proprieda-
des. Nessa parte também iremos definir o importante espaco L'(R") de funcdes in-
tegraveis, apresentar o Teorema da convergéncia limitada, Lema de Fatou, Teorema da
convergéncia monodtona, Teorema da convergéncia dominada e os Teoremas de Fubini e
Tonelli e algumas de suas aplicagoes.

Por fim, no capitulo 3, veremos o Teorema fundamental do calculo nessa perspectiva
da Teoria da Medida e Integragao. Para isso, precisaremos do Teorema da diferenciagao
de Lebesgue que, para sua demonstragao, necessitamos um bom entendimento da fungao
maximal de Hardy-Littlewood e de uma das versoes do Teorema do recobrimento de
Vitali.
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1 Medida

Este capitulo é destinado a definicao de medida de Lebesgue no R™. Antes daremos
alguns resultados preliminares.

1.1 Retangulos e cubos
Para dar uma base a nossa intuicao, veremos agora a definicao de retangulos e cubos.

Definigcao 1.1. Um retangulo fechado R no R™ é o produto de n intervalos unidimensi-
onais fechados e limitados, isto €,

R = [a1,b1] X [a2,b2] X -+ X [an, by),
com a; < bj nimeros reais, j = 1,2,...,n.
Definicao 1.2. O volume de um retangulo R é dado por |R| = (b1 —ay) -+ (by — ap).

No que segue, diremos que a unidao de retangulos é quase disjunta quando os
interiores dos retangulos sao disjuntos.

Agora, introduziremos os seguintes lemas, cujas demonstragoes serao omitidas, mas
uma prova para esses resultados é apresentada na pagina 5 na referéncia [I].

Lema 1.1. Se um retangulo € formado pela unido quase disjuntas de outros retangulos,
isto €, R = Ui};l Ry, entdo

N
(Rl =D |Rxl.
k=1

Lema 1.2. Sejam R, Ry, ..., Ry retangulos e R C Uévzl Ry, entao

N
[R| <) |Ryl.
k=1

Vejamos agora que é possivel representar subconjuntos abertos do R como uniao de
cubos. Por simplicidade, comegamos com o caso de R.

Teorema 1.1. Todo subconjunto aberto A C R pode ser escrito de modo unico como
uma unido enumerdvel de intervalos abertos disjuntos.

Prova: Para cada x € A, seja I, o maior intervalo aberto contendo z e contido em A.
Mais precisamente, uma vez que A é aberto, x estd contido em algum intervalo pequeno
e, portanto, se

a; =inf{a<z:(a,x) C A} e by =sup{b>x:(x,b) C A}

devemos ter a, < x < b, (podendo-se ter a, e b, infinitos). Seja I, = (ay, b;), entdo por
construgao temos x € I, assim como I, C A. Portanto

A= UL,,

€A

11



Agora, suponha que dois intervalos I, e I, se intersectam. Entao, sua unido (que também
é um intervalo aberto) esta contida em A e contém x. Visto que I, é maximo, devemos
ter (I, UI,) C I, e da mesma forma (I, UI,) C I,. Entao, temos que I, = I,. Portanto
quaisquer dois intervalos distintos na colegdo I = {I,},ca serdo disjuntos. A prova
estard completa, uma vez que tenhamos mostrado que existem enumeraveis intervalos
distintos na colecao I. Isso, no entanto, é facil de ver, uma vez que cada intervalo aberto
I, contém um ndmero racional. Como intervalos diferentes sao disjuntos, eles devem
conter racionais distintos e, portanto, I é enumerdvel, pois os niimeros racionais formam
um conjunto enumeravel. Isto conclui a prova.

O

Teorema 1.2. Todo subconjunto aberto A C R™, n > 1, pode ser escrito como uma
unido enumerdvel de cubos fechados quase disjuntos.

Prova: Devemos construir uma colecao enumeravel Q de cubos fechados cujos inte-
riores sejam disjuntos, e de forma que A = Ugeco@Q.

Como um primeiro passo, considere a malha em R"™ dada por um feixe de paralelas
separadas entre si de uma distancia constante “D”. Em seguida, marque um outro feixe
de paralelas ortogonal & direc&o anterior, também separadas a uma distancia “D”. Aqui
consideramos a malha de linhas paralelas aos eixos e distancia D = 1 entre uma linha
e outra. Aceitamos ou rejeitamos cubos na malha inicial como parte de Q de acordo
com a seguinte regra: se () estiver inteiramente contido em A, entdo aceitamos; se )
intersecta A e A®, entdo o aceitamos provisoriamente; e se Q estd inteiramente contido
em AC, entdo o rejeitamos.

Como uma segunda etapa, dividimos os cubos provisoriamente aceitos em cubos com
comprimento lateral % Em seguida, repetimos nosso procedimento, aceitando os cubos
menores se estiverem completamente contidos em A, aceitando-os provisoriamente se eles
intersectarem tanto A quanto AC, e rejeitando-os se estiverem contidos em AC (para
melhor entendimento ver a Figura [1).

Repetindo esse processo indutivamente chegamos a conclusao do resultado.

12
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Figura 1: Malha da prova do Teorema Figura adaptada de [IJ.

1.2 Conjunto de Cantor

Antes de dar continuidade no assunto, definiremos um importante conjunto para
nossa teoria, o conjunto de Cantor, o qual sera fonte de exemplos posteriormente.

Comegamos introduzindo o intervalo fechado Cy = [0, 1] e denotamos C; o conjunto
obtido a partir da exclusao do tergo médio do intervalo aberto de [0, 1], ou seja,

b

Em seguida, repetimos este procedimento para cada subintervalo de Ci, ou seja, ex-
clufmos o tergo médio do intervalo aberto de [0, 1] e [2,1]. Assim na segunda etapa,

obtemos: ) 5 1 5 o .
or=[o.g|v[33]u 3] v 5]

e assim por diante. Este procedimento produz uma sequéncia Ci, k = 0,1,2,... de
conjuntos compactos com

CoDC1DC2D---DCr,DChy1 D+

O conjunto Cantor C' é definido como a intersecao de todos os Cy’s, ou seja,

o0
czﬂ@
k=0

Note que o conjunto C' é nao vazio, uma vez que todos os pontos finais dos intervalos
em C} pertencem a C.

13
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Figura 2: Representacao dos conjuntos Cy’s. Figura retirada de [I]

O conjunto de Cantor possui muitas propriedades topoldgicas e analiticas interessan-
tes. Por exemplo, o conjunto de Cantor tem interior vazio, é nao enumeravel, todo ponto
do conjunto de Cantor é de acumulacao de C'. Além disso, C é totalmente desconexo:
dado qualquer z,y € C, existe z ¢ C que fica entre = e y. Como nao faz parte do foco
do trabalho, a prova dessas propriedades ficard como exercicio para o leitor.

Como futuramente pretende-se falar em medida, podemos pensar em qual é o “tama-
nho” do conjunto de Cantor. E possivel analisar isto de duas maneiras. A primeira é em
termos de cardinalidade, dessa forma, o conjunto de Cantor é consideravelmente grande,
pois é nao enumeravel. E possivel mostrar que C pode ser mapeado no intervalo [0, 1],
logo o conjunto de Cantor tem a cardinalidade do continuo. Por outro lado, se pensado
do ponto de vista de comprimento (distancia) C' é pequeno, pode-se dizer até que tem
comprimento zero. E de fato, por construcao o conjunto C' é coberto pelos conjuntos Cy,
cujos comprimentos tendem a zero, e realmente, veja que C} é uma uniao disjunta de
2% intervalos de comprimento 3%, logo o comprimento total de Cj é igual a ( %)k Mas,
por definicao, C' C C} para todo k, e (%)k — 0 quando k tende ao infinito. Portanto,
C tem comprimento zero.

1.3 Medida exterior

Nesta secao, introduziremos uma definicdo bastante importante para a construgao
da nossa teoria, a definicdo de medida exterior. Em poucas palavras, a medida ex-
terior fornece uma nogao de “volume” a qualquer subconjunto do R"”. Como veremos
posteriormente, a medida exterior tem algumas limitagoes e deve ser refinada de modo
a introduzir corretamente a definicao de volume a conjuntos do R™.

14



Definigcao 1.3. Seja E C R", a medida exterior de E é dada por:
my(F) = mfz |Q;| (sendo |Q;| o volume de Qj),
j=1

no qual os QQj sao cubos fechados e o infimo € tomado sobre todas as coberturas enu-
merdveis

ECUQ]'

j=1
de cubos fechados.

Se £ C R™, denotamos por C' o conjunto de todas as coberturas de FE formada de
cubos fechados, isto é,

C ={{Qj}jen; E C UjenQj}
e V o conjunto dos volumes de tais coberturas, ou seja,

V= {Eﬁl‘Qj‘}{Qj}jENEC'

Deste modo, a medida exterior de E, denotada por m.(FE), é o nimero que melhor se
aproxima do que seria o volume do conjunto F, isto é,

my(E) = inf(V).

Vale mencionar que essa aproximacgao pode nao ser necessariamente “boa”. Tratare-
mos disso com mais detalhes nas secoes seguintes.

Exemplo 1.1. A medida exterior de um ponto € zero. Basta notar que um ponto € um
cubo com volume igual a zero e que cobre a si mesmo.

Proposicao 1.1. A medida exterior de um cubo fechado € igual ao seu volume.
Prova: De fato, suponhamos ) um cubo fechado do R™. Como @) cobre a si mesmo,

entao, por definicdo de infimo, sua medida exterior é menor ou igual ao seu volume, isto

s

e7
QCQ—m(Q) <|Q|.

Logo, basta provar que para uma cobertura arbitraria U‘]?‘;le D @, temos que

QI < Q1.
j=1

Para isso, fixe € > 0, para cada j tome um cubo aberto S; contendo ()}, tal que

1S;] < (1 +€)|Qy.

15



Note que

o) N
Qc|JSj=3INeNtalque | JS;>@Q,

j=1 j=1
pois @ é compacto (ver Definicao no Apéndice . Pelo Lema temos que
N
QI <> 185,
j=1

isto é,
N 00
QIS A+6> 151 <(L+e)> Q.
j=1 j=1
Como € é arbitréario, entao

j=1

ou seja, |@Q| é menor ou igual que o volume de qualquer cobertura, em particular
oo
QI < inf ) 1Qj = m.(Q).
j=1

Portanto,

m«(Q) < |Q e my(Q) = |Q — m(Q) = Q|-

Proposicao 1.2. Se @ € um cubo aberto, entdo m.(Q) = |Q)|.

Prova: De fato, veja que

QCcQelQl=1Ql — m.(Q) < Q= Q| (sendo Q o fecho de Q).

Por outro lado, considere (Jg um cubo fechado contido em (@), entao

m.(Qo) = |Qo| < m.(Q).

Como podemos escolher (g tao proximo de @ o quanto queiramos, temos que

Portanto,

m«(Q) < |Q e my(Q) = |Q] — m(Q) = Q|-

Proposicao 1.3. A medida exterior de um retingulo R € igual ao seu volume.

16



Prova: Pelo mesmo argumento da Proposigao [I.I} podemos concluir que
R < m.(R).

Por outro lado, considere uma malha em R" formada por cubos de tamanho %
Sejam agora,

e O: Colegao (finita) dos cubos contidos em R;
e Q': Colecao dos cubos que intersectam o RC.

Note que R C Uge(gugn @ € como Ugeo @ C R, entdo Xgeo|Q| < |R|. Além disso,
como O(%) = Yeco/|Q], temos que

> jel<Iri+o(3).

Qe(QuUQ’)

Fazendo k tender ao infinito, obtemos:
m«(R) < |R],

pois, a medida que k cresce, a malha é cada vez mais refinada, e o niimero de cubos que
intersectam RC vai diminuindo.
Portanto,
m«(R) >[R[ e m.(R) < |R| — m.(R) = |R].

Exemplo 1.2. A medida exterior do R™ € infinita.

Isso decorre do fato de que qualquer cobertura do R™ é também uma cobertura
de qualquer cubo @ C R", portanto |Q] < m.(R™). Como @ pode ter um volume
arbitrariamente grande, devemos ter que m,(R") = oo.

Exemplo 1.3. O conjunto Cantor C' tem medida exterior 0.

Da construcio de C, sabemos que C' C Cy, onde cada Cj, é uma unido disjunta de 2%
intervalos fechados, cada um de comprimento 3% Consequentemente, m.(C)) < (3)* para
todo k, portanto m,(C) = 0. Veja que interessante, C' é um conjunto nao enumerével
de medida exterior zero.

A seguinte observagao serd bastante 1til no decorrer deste trabalho.

Observagao 1.1. Para todo € > 0, existe uma cobertura E C UJ‘?‘;le com

Zm*(Qj) <mu(E) +e.

=1

Note que essa observacao decorre simplesmente da definicdo de infimo.
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1.3.1 Propriedades da medida exterior

Depois de termos visto a defini¢ao e exemplos de medida exterior, assim obtendo uma
base intuitiva, apresentaremos agora cinco propriedades que serao uteis mais adiante.

Afirmacao 1. (Monotonicidade) Se Ej C Es, entdo m.(E1) < my(E>).

Prova: Note que qualquer cobertura enumeravel de cubos fechados de F», também
sera uma cobertura de F. Isto é, o volume da menor cobertura de Fo é maior ou igual
que o volume de qualquer cobertura de F;. Em particular, a monotonicidade implica
que cada subconjunto limitado do R™ tem medida exterior finita.

O

Afirmacao 2. (Subaditividade enumerdvel) Se £ = U2, E;, entao
my(E) < B32,m.(Ej).

Prova: Em primeiro lugar, podemos assumir que cada m.(FE;) < oo, caso contrario, a
desigualdade claramente se mantém. Para qualquer € > 0, a defini¢ao de medida exterior
nos dé para cada j uma cobertura E; C U2 @y ; de cubos fechados e da Observacao

[I1] temos que

oo

€
> Qk.jl < ma(E)) + %
k=1

Entao, £ C U?fk:le,j é uma cobertura de E por cubos fechados, e portanto

m.(E) < Z Q| = ZZ Q.
ik

=1 k=1

M

()4 5)

.
Il

m*(E]) + €.

M

1

<.
Il

Como isso vale para qualquer € > 0, concluimos que

O

Afirmacao 3. Se E C R", entao m,(E) = inf m.(A), onde o infimo é tomado sobre
todos os conjuntos abertos A contendo .

Prova: Da monotonicidade (Afirmagao [1)) temos que my(E) < infm.(A). Agora,
devemos provar a desigualdade contréria, para isso tome € > 0 e escolha cubos Q; tal
que E' C U32,Qj;, com

> (Observagao €
Sl T ey + £
j=1
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Vamos denotar por Q(} um cubo aberto que contém @), tal que |Q2\ < |Qj|+ %5+ Entao
A= U;?‘;le} é aberto, e da Afirmacéo |2| acima, temos:

ma(A) <> ma(Q) =Y 1QY
i=1 =

Como € é arbitrario, entao

Portanto,

m«(E) <infmy(A) e mi(E) > inf m,(A) — my(F) = inf m,(A).

Definigao 1.4. Seja (E,d) um espago métrico (ver Apéndice , definimos a distancia
entre dois subconjuntos A e B ndo vazios de E como o infimo das distancias entre um
ponto do conjunto A e um ponto do conjunto B, isto é,

dist(A, B) := inf{d(z,y) : x € A,y € B}.

Afirmacgao 4. Se F = Fj U Es, e d(E, E2) > 0, entao
my(E) = my(E1) + my(E2).

Prova: Da Afirmagao [2| acima, temos que m,(E) < my(E7) + my«(E2), entao basta
provar a desigualdade contréria. Para isso, escolha d tal que d(E1, E3) =6 > 0. Agora,
iremos escolher uma cobertura £ C U32,Q); de cubos fechados, com X522, |Q;| < m.(E)+
€. Vamos subdividir os cubos @;, de modo que cada @; tenha aresta menor que d.
Neste caso, cada (; pode interceptar no maximo um dos dois conjuntos E; ou Fs. Se
denotarmos por Ji e Jz os conjuntos de indices j para os quais @); intersecta 7 e Eo,
respectivamente, entdo J; N Jo = 0, e temos

FEy C UQJ'GEQC UQJ

JjeN JEJ2

19



Entao,

ma(Br) +ma(B2) <> 1Q;1+ D 1Qj]

VISEA j€J2

<> Q|
j=1
<my(E) +e.
Como € é arbitrario, temos na verdade que
Portanto,
— my(E) = mi(E1) + my(E2).

O

Afirmacao 5. Se o conjunto F é a unidao enumeravel de cubos quase disjuntos, isto €,
— [e.@] . x
E= szlQ], entao

= >l
j=1

Prova: Denote @Q; um cubo que estd estritamente contido em ;, de modo que
|Qj] < |Qj| + 57, onde € é um nimero arbitrario fixo. Entdo, para todo N, os cu-

bos Ql, Qg, .. ,QN sao disjuntos, portanto, a uma distancia finita um do outro, e da
Afirmacao [4 acima, temos que

m*<GQj> =im*<@j> =i|@ |2 g(‘%‘ - 5)

Como U;-V:le C FE, concluimos para cada NN inteiro que

N
E)>> Q) -«
j=1

Fazendo N tender ao infinito, e pelo fato de € ser arbitrdrio obtemos

E) > 1Ql.
j=1

Para completar a prova, fica faltando a desigualdade contraria, ou seja,

oo
j=1
a qual decorre da Afirmagao |2 acima.
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1.4 Conjuntos mensuraveis e a medida de Lebesgue

Nesta secao iremos definir medida de Lebesgue para subconjuntos do R™. Porém,
precisaremos de alguns conceitos preliminares.

Definicao 1.5. Um subconjunto EE C R" é Lebesgue mensurdvel, ou simplesmente
mensurdvel, se para qualquer € > 0 existe um conjunto aberto A com E C A e

m«(A—F) <e

Observe que podemos comparar isto a Afirmacao [3] assim obtendo que um subcon-
junto E do R™ é Lebesgue mensuravel se podemos aproximar E por um conjunto
aberto A tal que E C A. Aqui, aprozimar esta no sentido da m.(E) = my(A).

Definicao 1.6. Se E ¢é mensurdvel, definimos sua medida de Lebesgue (ou medida)
m(E) por

Claramente, a medida de Lebesgue herda todas as caracteristicas contidas nas
afirmagoes de [[] a5 da medida exterior.
Partindo da definicao, temos as seguintes propriedades para conjuntos mensuraveis.

Propriedade 1.1. Todo conjunto aberto do R™ é mensurdvel.
Prova: Segue da definigao.

O

Propriedade 1.2. Se m,(E) = 0, entao E € mensurdvel. Em particular, se F é um
subconjunto de um conjunto com medida exterior 0, entao F é mensurdvel.

Prova: Pela Afirmagao [3] para cada e > 0 existe um conjunto aberto A com E C A
e my(A) < ¢, pois m,(E) = 0. Como (A — E) C A, a monotonicidade (Afirmacao [1]
implica m,(A — E) < my(A) < ¢, como querfamos.

O
Propriedade 1.3. A unido enumerdvel de conjuntos mensurdveis é mensurdvel.

Prova: Suponha que E = UJ?’OZIEj, onde cada E; ¢ mensurdvel. Assim, dado € > 0,
podemos escolher para cada j um conjunto aberto A; com E; C Aj e my(A; — Ej) <
5. Entdo, a unido A = U2, A; é aberto, E C A, e (A-F) C U;’;l(Aj — Ej), da
monotonicidade (Aﬁrmagéo e subaditividade (Aﬁrmagéo de medida exterior, temos
que

o0
m*(A — E) < Zm*(AJ — E]) < €.
j=1
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Antes de irmos para a préxima propriedade, enunciaremos um resultado que vamos
precisar para provar a mesma.

Lema 1.3. Se F ¢ fechado, K € compacto, e esses conjuntos sao disjuntos, entao

d(F,K) > 0.

Prova: Como F é fechado, dado = € K, temos d(x, F') > 36, > 0, para algum §, > 0.
De fato, suponha que d(z, F) = inf{d(z,y) : y € F} =0, entao

Ve > 0,3yp € F t.q. d(z,y0) < € — x € F' (x seria aderente).

O que é uma contradigao.

Note que
K& t N
U Bys, () D K ew—m>pacoﬂx17~- , Tp t.q. UB%J(Z‘]')DK.
zeK j=1
Assim, tomando ¢ = min(d1, -+ ,0n), veja que se x € K, entdo x € By, (z;). Portanto,

dado y € F, temos

ly—al > ly — ;] — |ej — o] = 36; —25; = 5> 0.

Propriedade 1.4. Conjuntos fechados sao mensurdveis.

Prova: Em primeiro lugar, observamos que basta provar que os conjuntos compactos
sao mensuraveis. De fato, qualquer conjunto fechado F' pode ser escrito como a uniao
de conjuntos compactos, digamos F' = Uz> | F' N By, onde By, denota a bola fechada de
raio k centrada na origem; assim a Propriedade se aplica.

Entao, suponha que F' é compacto (de modo que em particular m,(F) < o0), e
€ > 0. Pela Afirmacao [3| podemos selecionar um conjunto aberto A com F C A e
ms(A) < m.(F) + € (veja a Observacao [L.I). Uma vez que F ¢ fechado, a diferenca
A — F é aberta, e pelo Teorema podemos escrever esta diferenca como uma uniao
enumeravel de cubos quase disjuntos, isto €,

A-F=JQ;

j=1

Para um N fixo, a unido finita K = Uj-vlej é compacta; portanto, d(K, F) > 0 (veja
o Lema [1.3). Uma vez que (K U F) C A, as Afirmagoes e p| da medida exterior
implicam que

m.(A) = m.(F) + m.(K)
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N
=m(F)+)_ m.(Q)).
j=1

Logo, Eévzlm*(Qj) < my(A) — my(F) < ¢, e isso também é valido para N — oc.
Invocando a propriedade de subaditividade (Aﬁrma(;éo de medida exterior, finalmente
obtemos:

mi(A - F) < 5721m.(Qj) <e.

Propriedade 1.5. O complementar de um conjunto mensurdvel é mensurdvel.

Prova: Se E for mensuravel, entao para cada inteiro positivo n podemos escolher
um conjunto aberto A, com E C A, de modo que m,(A4, — F) < % O complementar
Ag é fechado, portanto mensurével (veja a Propriedade|1.4)), o que implica que a unido
S = u;’;;lAg também é mensuravel pela Propriedade Agora, notemos que para
S C EY, temos

(EC — ) C (A — B),

entdo, m.(EC —5) < & para todo n. Portanto, m.(E€ —S) =0, e E“ — S é mensurével
pela Propriedade Veja que E¢ = (E¢ — S) U S, portanto E€ pela Propriedade

é mensuravel ja que é a uniao de dois conjuntos mensuraveis.
O
Propriedade 1.6. A intersecdo enumerdvel de conjuntos mensurdveis é mensurdvel.

Prova: Isso decorre das Propriedades [I.3] e uma vez que

EEJ- = (GEf)C.

J=1

|

Veja no préoximo teorema que diferentemente da medida exterior, que s6 permite a
subaditividade enumeravel, a medida de Lebesgue satisfaz a aditividade enumeravel.

Teorema 1.3. Se E1, Fs, ... sGo conjuntos mensurdveis disjuntos, e £ = U2, B, entao

m(E) = Zm(Ej).

Prova: Primeiro, assumimos que cada F; ¢ limitado. Entao para cada j, aplicando
a definicao de mensurabilidade a ch, podemos escolher um subconjunto fechado F} de

E; com my(E; — F;) < 57- Para cada N fixo, os conjuntos Fi,. .., Fiy sao compactos
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e disjuntos, de forma que m*< Uévzl Fj> = & m.(F;). Uma vez que U;-Vlej C E,
devemos ter

Fazendo N tender ao infinito, uma vez que € é arbitrario, temos que

m(E) > > m(E)) +e— m(E) > m(Ej).
j=1 j=1

Visto que a desigualdade contraria é valida (por subaditividade na Afirmagao , isso
conclui a prova quando cada Ej; é limitado.

No caso geral, selecionamos qualquer sequéncia de cubos {Q;}7°, que aumente no
R™, no sentido de que Q) C Qi4+1 para todo k > 1 e U2 Q) = R". Entao, tomamos
S1 = Q1 e Sy = Qr — Qr_1 para k > 2. Se definirmos conjuntos mensuraveis por
Ej; = E; NS, entao

E=JEjx
3.k

A uniao acima ¢ disjunta e todo Ej; ¢ limitado. Além disso, E; = U2 Ej, e esta
unido também é disjunta. Juntando esses fatos e usando o que ja foi provado, obtemos:

m(E) =Y m(Ejx) =Y Y m(Ejx) =Y m(E)).
Jsk Jj ok J

|

Agora, iremos adicionar duas defini¢bes que precisaremos para enunciar um resultado
posteriormente.

Definicao 1.7. Se Fq, Fs,... € uma colecdo enumerdvel de subconjuntos do R™ que
¢ crescente para E no sentido de que E, C Ep4q para todo k, e E = U2 | Ey, entdo
escrevemos B, /N E.

Definicao 1.8. Se Ei, Es,... € uma colecdo enumerdvel de subconjuntos do R™ que €
decrescente para E no sentido de que Ey D Eyyq para todo k, e £ = N72 | Ey, entao
escrevemos Ey \  E.

Corolario 1.1. Suponha que Eq, Eo, ... sdo subconjuntos mensurdveis do R™.
1. Se Ey, /N E, entao m(E) = imy 00 m(EN);

2. Se By, \( E e m(E})) < oo para algum k, entdo m(E) = limy_,oc m(EnN).
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Prova: Provemos primeiro o item Sejam G1 = Fy1,Go = Ey — Fq, e em geral
G = Ep — Eip_1 para k > 2. Por sua construcao, os conjuntos (G sao mensuraveis,
disjuntos e ' = U2 | G},. Portanto,

00 N N
m(E) Teoreglazm(Gk) = lim Zm(Gk) = lim m< U Gk),

N—oo N—oo
k=1 k=1

e como Ufcvzle = FE'n chegamos no que queriamos.
Provemos agora o item [2} Para isso podemos assumir que m(FE;) < oo. Seja Gy =
Ey — Ey41 para cada k, de modo que

o0
E,=EU UGk
k=1

é uma uniao disjunta de conjuntos mensuraveis. Assim temos que
N—1

m(Ey) =m(E) + lim > (m(Ey) — m(Eg1))

N—oo
k=1

=m(E)+ m(E;) — A}gnoo m(Ey).

Portanto, como m(F) < oo, vemos que m(FE) = limy_,oo m(Ey), e a prova estd com-
pleta.

|

Observagao 1.2. A hipdtese m(Ey) < oo para algum k no item do Coroldrio é
essencial. Para ver isso, considere E, = (n,00) C R, para todo n.

Dando continuidade na teoria, apresentamos um resultado que nos dard um bom
entendimento intuitivo sobre a esséncia dos conjuntos mensuraveis em termos de sua
relacdo aos conjuntos abertos e fechados. A proposta do resultado é mostrar que um
conjunto mensuravel pode ter uma boa aproximacao dos conjuntos abertos que o contém
e uma boa aproximagao dos conjuntos fechados que ele contém.

Teorema 1.4. Suponha que E seja um subconjunto mensurdvel do R™. Entdo, para
cada € > 0:

1. Existe um conjunto aberto A com EC A e m(A— FE) <e.
2. Existe um conjunto fechado F com F C E em(E — F) <€
3. Se m(E) € finita, existe um conjunto compacto K com K C E e m(E — K) <e.
4. Se m(E) € finita, existe uma unido finita F = U;-Vlej de cubos fechados tais que

m(EAF) <e.
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A notagdo EAF representa a diferenca simétrica entre os conjuntos E e F', definida
por EAF = (E — F)U (F — E), que consiste naqueles pontos que pertencem apenas a
um dos dois conjuntos E ou F.

Prova:

1. A parte[l] é apenas a definicdo de mensurabilidade.

2. Para a parte 2] sabemos que E¢ é mensurdvel, entdo existe um conjunto aberto A
com E€ C Aem(A—E®) <e. Sefizermos F = A®, entdao F é fechado, F C E,
e E—F=A— EC. Portanto, m(E — F) < e conforme desejado.

3. Para o item [3] primeiro escolhemos um conjunto fechado F' de forma que F' C E e
m(E — F) < §. E para cada n, denotemos B, a bola centrada na origem de raio
n, e definamos conjuntos compactos como K,, = FFN B,,. Entao K — K,, é uma
sequéncia de conjuntos mensuraveis que diminui para F — F, e como m(E) < oo,
concluimos que para n grande, tem-se m(E — K,) < e.

4. Para a parte [4] escolha uma familia de cubos fechados {Q; 521 de modo que

EclJQ e Y IQil<m(E)+3.
j=1 j=1

Como m(E) < oo, a série converge e existe N > 0 tal que > 72 v, [Q;| < 5. Se
F= U;VZI Q;, entao

mEAF) = m(E—F)+m(F—E)

< o{ §,9) (a2
j=N+1 Jj=1
< Qi+ 1Qs — m(E)
j=N-+1 j=1
< e

1.5 o-algebras e conjuntos de Borel

Muito importante para a teoria desenvolvida neste trabalho, sera apresentado agora
a definicao de o-dlgebra (lé-se sigma &lgebra) para subconjuntos do R™. Uma o-élgebra
consiste em uma estrutura matematica que facilitard na construcdao de medidas, uma
vez que os conjuntos mensuraveis se encaixam perfeitamente nessa estrutura. Essa de-
finicdo é muito importante na matemaética, principalmente na area de Probabilidade e
Estatistica.

Definicao 1.9. Uma o-dlgebra A sobre R™ € uma colecdo de subconjuntos do R™ tal
que:
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1. ),R" € A;
2.VE € A, R"\E € A;
3. Se A1, A, ... € A entao | J; | Ay, € A.

Em outras palavras, uma o-dlgebra é uma colecdo de subconjuntos do R™ que é
fechada em unides enumerdaveis, intersecoes enumeraveis e complementares.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.4. A cole¢do de todos os subconjuntos do R™ é uma o-dlgebra.

Exemplo 1.5. A colecdo de todos os conjuntos mensurdveis em R™ € uma o-dlgebra.
A wverificacdo deste fato consiste nas propriedades de conjunto mensurdveis vistas ante-
riormente.

Proposigao 1.4. Seja A uma cole¢ao ndo vazia de subconjuntos do R™. A intersecao
de todas as o-dlgebras sobre o R™ contendo A € uma o-dlgebra e é a menor o-dlgebra
contendo A. Esta é a chamada o-dlgebra sobre o R™ gerada por A.

Prova: Seja {F)}xcp uma colegao arbitraria de o-dlgebras sobre o R™ contendo A,
sendo £/ uma conjunto de indices qualquer. Primeiro provemos que [],.p F\ ¢ uma
o-algebra contendo A. De fato,

1. R™ € Nyep Fr, pois R" € Fy, VA € E.

2. Se F € (ep P\, entdo F € Fy, VA € E. Assim, como por hipétese R"\F' € F},
VA € E, logo R"\F € (,cp P

3. Seja {Fy,};2 uma sequéncia de conjuntos em (),cp Fi. Por definicao, {F,}52, €
F\, VA € E, assim por hipétese |Jo~, F, € F\, YA € E. Portanto, |J,~, F,, €

m)\eE Fy.

E facil ver que A C Ny Fa, jd que A C Fy, VA € E.
Agora provemos que (),.p F ¢ a menor o-algebra sobre o R" contendo A. De fato,
seja G uma o-dlgebra sobre o R” contendo A, i.e., 3\g € E t.q. G = F\; D (yep Fa-

O

Exemplo 1.6. A o-dlgebra sobre R™ gerada por todos os conjuntos abertos do R™ ¢é
chamada de o-dlgebra de Borel do R™ e é denotada por Brn. Os elementos da o-dlgebra
de Borel sao chamados de Borelianos ou conjuntos de Borel.

Através dos dois tultimos exemplos, podemos observar que Bgr € a intersecao de todas
as o-algebras sobre o R™ contendo os abertos do R™. Logo, Brn é a menor g-algebra
contendo os abertos do R™. E como os abertos sao mensuraveis, temos que a o-algebra
de Borel esta contida na o-algebra dos conjuntos mensuraveis. Dessa forma, podemos
nos perguntar se essa inclusao é estrita, ou seja, existem conjuntos Lebesgue mensuraveis
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que nao sejam conjuntos de Borel? A resposta para essa pergunta é “sim”. Para uma
prova desta afirmacao, veja o Teorema 14.8 na referéncia [2].

AN

B - Conjuntos de Borel

M M - Conjuntos mensurdveis
\E/ P — Conjuntos das partes doIR"

Figura 3: Representagio das inclusdes entre os conjuntos das partes, mensuréveis e de Borel.

Uma pergunta que também pode ser feita é: todos os subconjuntos do R™ sdo men-
surdveis? Como percebe-se na Figura[3acima, a reposta é “nao”, nem todos os conjuntos
sao mensuraveis. Uma construgao um tanto trabalhosa, de um conjunto nao mensuravel,
utilizando o axioma da escolha, pode ser vista no Capitulo 1, pag.24 na referéncia [I].

Para finalizar esta secao, enunciaremos um resultado que nos auxiliara no futuro.
Antes disso, considere G5 um conjunto formado pela interse¢do enumeravel de conjuntos
abertos, e F,, um conjunto formado pela unidao enumeravel de conjuntos fechados.

Teorema 1.5. Um subconjunto E do R™ é mensurdvel
1. se, e somente se, E difere de G5 por um conjunto de medida nula.
2. se, e somente se, I/ difere de F, por um conjunto de medida nula.

Prova: (<=) A prova de um lado da demonstragao é obvia, pois se E satisfaz os
itens 1 e 2, como tanto G5 e F, quanto os conjuntos de medida nula sao mensuraveis,
logo E é mensuravel, uma vez que F pode ser escrito como uma uniao de conjuntos
mensuraveis.

(=) Para primeira parte, se E é mensuravel, entao para cada inteiro n > 1, podemos
selecionar um conjunto aberto A4, que contém FE tal que m(A, — E) < 1/n. Assim,
S=N>", A, é um G5 que contém FE, e (S — E) C (A, — E) para todo n. Dessa forma,
m(S — E) < 1/n para todo n, logo S — E possui medida exterior nula, e portanto é
mensuravel.

Para segunda implicacao, aplica-se o item 2 do Teoremacom e = 1/n e o resultado
segue analogamente ao que fizemos para a primeira parte.
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1.6 Funcoes mensuraveis

Introduzidas as defini¢bes de conjunto mensuravel e suas propriedades, apresentare-
mos agora a nocao de funcgdes mensuraveis, que serd um objeto essencial para a cons-
trugao da integral de Lebesgue.

Comegamos com a noc¢ao de uma fungao caracteristica de um conjunto F, que é

definida por:
lsexz e FE
— ’ 1
xe(@) {O sex & E. M)

Definigao 1.10. Uma fungao f : R® — R € chamada func¢ao degrau se puder ser
escrita na forma

N
@) =3 apxn, (@), (2)
k=1

com Ry retangulos e ag constante para cada k =1,...,N.

Em seguida, definamos as fungoes simples, essas funcoes estao na base da construgao
da teoria da integracao.

Definicao 1.11. Uma funcao f : R — R ¢ dita simples se puder ser escrita na
forma

N
f@) =" arxp (@), (3)
k=1

com Ej, C R™ mensurdvel e ag constante para cada k =1,...,N.

Em outras palavras, as fungoes simples s@o combinagoes lineares finitas de fungoes
caracteristicas. Veremos mais a frente que toda funcao mensuravel pode ser aproximada
por fungoes simples.

1.6.1 Definicoes e propriedades basicas

Definicao 1.12. Seja f : E C R® — R, onde E é mensurdvel e R € a reta estendida.
Diremos que f € mensurdvel quando

fﬁl([—oo,a)) ={zeF: f(x)<a}
€ mensurdvel.

Nossa motivacao é definir funcao mensuravel como sendo uma funcao tal que f—* (A)
é mensuravel sempre que A C R for um mensurével.

Observagao 1.3.
1. Note que uma definicao equivalente de funcao mensurdvel pode ser obtida substi-

tuindo [—o0,a) por (a,+o0];

29



2. Diremos que f tem wvalor finito se —oo < f(z) < oo para todo x. Além disso, se
f € finita, vale mencionar que f € mensurdvel se, e somente se, {a < f < b} =
! ((a, b)) € mensurdvel para todo a,b € R.

Exemplo 1.7. Temos como exemplo de funcao mensurdvel a funcao caracteristica de-
finida como xg : [1,4+00) — R, dada por para E conjunto mensurdvel. Veja que
X5 ([1,+00)) = E. Portanto xg é mensurdvel.

Propriedade 1.7. Uma fungdo finita f é mensurdvel se, e somente se, f~1(A) é men-
surdvel para todo conjunto aberto A, e se, e somente se, f~1(F) é mensurdvel para todo
conjunto fechado F'.

Prova: Para a primeira equivaléncia, seja A C R um aberto, isto é, existem intervalos
abertos I, tais que, A = {J,cnIn. Donde f7HA) = U,y f ' (In), como f ¢ finita
e mensuravel, f~1(I,) é mensurdvel, ou seja, f~'(A) é mensurdvel. Reciprocamente,
suponha f~!(A) mensurdvel para todo aberto A. Dai, basta notar que f‘l((a, b)) é
mensuravel, logo f é mensuravel, pois é finita.

Para a outra equivaléncia, basta notar que

c

1) = (5710) = (E9) = 1)

Propriedade 1.8.
1. Se f € continua em R™, entdo f € mensurdvel;
2. Se f € mensurdvel e finita, e ® € continua, entdo ® o f € mensurdvel.

Prova:

1. Se f é continua, entdao f~! ((—oo, a)) ¢é aberto para todo a € R. Como todo aberto
do R™ é mensuravel, segue que f é mensuravel.

2. (@0 /)M (=00,0)) = (S L0 @7 1)((—00,a)) = (@7 ((=00,0)) ) = /7H(A).

O

Observagao 1.4. Vale ressaltar que, em geral, se f € mensurdvel e ® € continua, fo®
nao € mensurdvel.

Para um melhor entendimento da propriedade seguinte, o Apéndice [4] contém uma
breve revisao de limites superiores e inferiores.

Propriedade 1.9. Seja {f,}32, uma sequéncia de fungdes mensurdveis, com fp :

R"™ — R. Entdo, dado x € R™, temos que:

sup fn(z), i171Lf fn(x), lim sup fp(z), lim g.}f fn(x),

n—00 n—

840 mensurdvess.
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Prova: Basta notar que
{sup f, > a} = (sup fn) "' ([a, +00)) U{fn >a} = Ufn [a, +0))

Que decorre do seguinte fato:
(sup fn) " ([a, +00)) D (J £ ! (la, +00) <= (sup fu) " ([a, +00)) D f; ! ([a, +00), Vn.

Com efeito, se
T e fn_l([a,+oo)) = fu(z) € [a,+00),

Ccomo
fn(x) < Supfn($) € [a’ +OO)7

isso implica que
€ (sup fu(@)) " (la, +00)).

Reciprocamente, se
€ (sup fu) ™" ([a, +00)) —> sup fu(x) € [a,+00),
entao, Ve > 0, dng € N tal que

SUp f(2) = € < fu (@) € [a,+00) — @ € fr!([a, +00)) € [ £ ! ([a, +00)).

Os demais casos seguem da observacao de que inf, f,(x) = —sup, —fu(x) e da
defini¢ao de lim sup e lim inf.

O

Propriedade 1.10. Seja {f,}22; uma sequéncia de fung¢des mensurdveis tal que

T fu(r) = f(2),
entao f € mensurdvel.
Prova: Basta usar que
f(z) = limn sup fu(x) = liminf f, (z).

Assim, o resultado segue da Propriedade

O

Propriedade 1.11. Se f e g sao mensurdveis, entdo:

1. As poténcias inteiras f¥, k > 1, sdo mensurdveis;
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2. f+g e fg sao mensurdveis se f e g sao finitas.

Prova: Para o primeiro item, dividamos em casos:

e Se k for fmpar, entdo {f* > a} = {f > a'/*}.

e Se k for par e a > 0, entdo {f* > a} = {f > a/*} U {f < —a'/*}.
Para o segundo item, vemos que f 4 g é mensurédvel a partir de que

{f+g>a}=J{f>a-rtn{g>r}.
reQ

E, finalmente, para mostrar que fg é mensurdvel, basta notar que

fg= i[(f+g)2 —(f—9)%.

O

Diremos que duas fungoes f e g definidas em F sao iguais em quase todo ponto, ou
de modo mais sucinto,
f()=g(z)  atp.zeB,

se o conjunto {z € E : f(x) # g(x)} tiver medida nula. Serd comum escrevermos de
modo mais abreviado f = g q.t.p.

Observagao 1.5. Veja que se f é mensurdvel e g = f q.t.p., entao g é mensurdvel,
isso porque os conjuntos {f < a} e {g < a} diferem por um conjunto de medida nula.
Na verdade, todas as propriedades vista acima, permanecem vdlidas quando tratamos de
funcdes iguais em quase todo ponto.

Da ultima observacao, segue a seguinte propriedade:

Propriedade 1.12. Seja f mensurdvel, e f(z) = g(x) q.t.p.. Entao, g é mensurdvel.

1.6.2 Aproximagao por fungoes simples

Nesta secao discutiremos trés teoremas de mesma natureza que estabelecem uma
maneira simples de olhar para func¢ées mensuraveis.

Teorema 1.6. Seja f : R — [0, 4+00] uma fun¢ao mensurdvel. Entao, existe uma
sequéncia nao decrescente de funcoes simples nao negativas {¢r}3, que converge pon-
tualmente para f, ou seja,

or(r) < prpr1(x) e klgglo or(x) = f(x), VaxeR"

Além disso, ¢ — f uniformemente em todo subconjunto do R™ onde f € limitada.
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Prova: A ideia geométrica da demonstracao estd dada nas Figuras (] e [5] abaixo. De
fato, construir uma malha formada por retas paralelas ao eixo das abscissas, de modo
que refinando essa malha obtemos aproximacoes cada vez melhores para f a partir de
funcoes simples. No que segue, precedemos da seguinte forma:

e Fixe uma altura M = 2" para esta malha, donde considere 22" intervalos de
cumprimento 2%, e seja Fy, = f~1([M, +0o0));

e Para cada k € N, 0 < k < 22", tome o conjunto f‘l(bin, %]) = EF.

Agora, definimos {¢y}72, por

Nas Figuras[d e[f temos um esbogo do grafico de ¢, no caso n =1 e n = 2, respectiva-
mente.

Figura 4: Esboco do gréafico de ¢, para n = 1.
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Figura 5: Esboco do grafico de ¢, para n = 2.

Agora, provemos as propriedades requeridas de {¢5}72 .

1. Monotonicidade: Dado z € R", existe EX tal que z € EF e p,(z) = £,

! ~
EF.  tal que x € BX, | e ppi1(x) = ;ﬁ Neste caso, note que x € EF', |, entio

Kk Kok
Pnt1(®) = 57 T 50 OV Gog o

e existe

Logo, ¢, é mondtona nao decrescente, por construcao.

2. Convergéncia pontual: Fixe z € R". Assim, existe E¥ tal que » € EF com
0<k<2"—1,ouseja, f(z) € [£, BEL]. Dai,
k 1 n
0= f(@) — pulw) = (@) = 5 < 5, onde f <2

Em outras palavras,
lim ¢, (z) = f(x).

n—oo

3. Convergéncia uniforme: Suponha que f seja limitada em algum subconjunto E C
R"™, i.e., existe Mg > 0 tal que f(x) < Mg, para qualquer que seja x € E. Como
2" > Mg, para todo n suficientemente grande, dado ¢ > 0 seja ng € N tal que

2%0 < e. Entao,
1 1
|f(z) — on(z)] §27§270<6, VneN, n>ngeVrekFE.
Observe que a desigualdade |f(z) — ¢n(z)| < 5 decorre do fato que, se = € E,

entdo f(x) < Mg < 2", logo x € EF com 0 < k < 22" — 1, portanto, vale que
0 < f(z) — gn(x) < 2% Com isso, obtemos que ¢, — f uniformemente em FE.
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E importante destacar que o Teorema mantém sua validade em espagos men-
suraveis de qualquer natureza. A prova para esse contexto é essencialmente andloga
aquela realizada no caso especifico do R", exigindo apenas ajustes minimos e adequados.

Teorema 1.7. Seja f uma funcdo mensurdvel em R™. Entao, existe uma sequéncia de
fungoes simples {r}72 | que satisfaz:
k(@) < lepsr(z)] e lim gp(z) = f(z), VzeR"
k—o00
Prova: Basta notar que f(z) = f*(z) — f~(z) e aplicar o Teorema [L.6]em f*(z) e
f~(z). Vale lembrar que
fT(x) =max (f(2),0) e f~(z)=max(— f(x),0).
O

Teorema 1.8. Suponha f uma fungao mensurdvel em R™. Entdo, existe uma sequéncia
de fungoes degrau {1 }72 | que converge pontualmente para f q.t.p.

Prova: Como consequéncia do Teorema basta provar que se f = xg, com F
mensuravel, entao existe uma sequéncia de funcoes degrau {t;}3°, que converge pon-
tualmente para f. E de fato, como E tem medida finita, pelo Teorema [1.4] existe uma

colecdo de cubos {Qj}é\f:l tal que m(EA U?Zl Qj) < €. Dal, considere uma malha so-
bre tais cubos, de modo que se obtenha uma cole¢ao de retangulos {Rj}j]\il tais que

" Qi =M. R;. Desta forma, m(EA|JY. R;) < e. E, portanto,
j=1"%J 1=1"" j=1"%

M
f(ZL') = ZXRJ- (l‘),
Jj=1

com excegao para um conjunto de medida < e.

1.6.3 Trés principios de Littlewood

Agora, veremos que as nogoes de conjunto mensuravel e fungdo mensurdvel, apesar
de novas ferramentas, possuem relacao com conceitos conhecidos do céalculo elementar.
Estas relagoes sao dadas pelos seguintes principios:

1. Todo conjunto é quase uma uniao finita de intervalos.

Esse principio é uma maneira de interpretar o item [d] do Teorema

2. Toda fungéo é quase continua;
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3. Toda sequéncia convergente é quase uniformemente convergente.
O terceiro principio é sintetizado pelo resultado a seguir.

Teorema 1.9. (Egorov) Suponha que {fi}3>, seja uma sequéncia de fungoes men-
surdveis definidas em um conjunto mensurdvel E com m(FE) < oo, e assuma que f, — f
g-t.p. em E. Dado € > 0, podemos encontrar um conjunto fechado F. C E tal que
m(E — F,) <€ e fr — [ uniformemente em F.

Prova: Podemos supor, sem perda de generalidade, que fx(z) — f(z) para todo
x € E. Para cada par de inteiros nao negativos n e k, seja

Ep — {meE: i) = f(2)] < % V> k}

Agora, fixe n e observe que Ejl C Ep , e B} /* E quando k tende ao infinito. Pelo
Corolario existe ky tal que m(E — E}! ) < 1/2". Por construcio, temos entao

1
Ifi(x) — f(z)] < - sempre que j >k, ex € Ey .

Escolhemos N de forma que "7 \ 27" < €/2, e consideramos

Primeiro, observamos que

m(E—F) <Y m(E-E})<
n=N

DO

Assim, se 6 > 0, escolhemos n > N tal que 1/n < §, e notamos que = € F. implica em
r € B}l . Vemos, portanto, que |f;j(x) — f(x)| < ¢ sempre que j > ky. Portanto, fi

converge uniformemente para f em F.
Finalmente, usando o Teorema escolha um subconjunto fechado F, C F. com
m(F. — F¢) < €/2. Como resultado, temos m(E — F¢) < € e o teorema esta provado.

O
Por fim, temos o teorema que formaliza o segundo principio de Littlewood.

Teorema 1.10. (Lusin) Suponha f mensurdvel e finita em E, com m(E) < oco. Entdo,
para todo € > 0 existe um fechado F¢, com

F.CE, e m(E-F,)<eg,

e tal que f|p. € continua.
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Prova: Seja f, uma sequéncia de funcoes degrau tal que f, — f q.t.p.. Logo,
podemos encontrar conjuntos E, de modo que m(E,) < 1/2" e f, é continua fora
de Ej. Pelo Teorema de Egorov, pode-se obter A, 3 onde f, — f uniformemente e
m(E — A/3) < €/3. Dessa forma, consideramos

F'=Ays— | En,

n>N

para N suficientemente grande tal que ) . 1/2" < €/3. Agora, para todo n > N a
funcdo f, é continua em F'; como f, — f uniformemente, f é continua em F’. Para
finalizar a prova, podemos aproximar o conjunto F’ por um fechado F, C F’ tal que
m(F' — F.) < ¢/3.
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2 Integracao

Neste capitulo, definiremos a integral de Lebesgue. E um processo bastante constru-
tivo, onde cada passo deve ser visto com muita atengao.

2.1 A integral de Lebesgue: Algumas propriedades e teoremas de con-
vergéncia

Para deixar o processo menos cansativo, iremos dividir o procedimento em quatro
etapas:

e Funcoes simples;

e Fungoes limitadas suportadas em um conjunto de medida finita;

e Funcoes nao negativas;

e Fungoes integraveis (o caso geral).

Inicialmente, consideraremos as funcoes mensuraveis e finitas, ou seja, que assumem
valores reais. Posteriormente, consideraremos fungdes com valores na reta estendida.
2.1.1 Funcoes simples

Seja

N
$(x) = arxa,, (4)
k=1
a representacao “standard” de uma funcgao simples, com Ej mensuravel e a; constante
paracada k=1,...,N.

Definicao 2.1. Definimos a integral de Lebesgue de uma funcdo simples ¢ por

N

- o(x)dx = Z arm(Ey).

k=1

Se E é um subconjunto mensurdavel do R™ com medida finita, entdo ¢(z)xg(x)
também é uma funcao simples, e definimos

/ p@)dz = [ $a)xp(z)dz.
E Rn

Observagao 2.1. Em vez fRn f(z)dz, escreveremos por simplicidade de notagao [ f se
ndao houver perigo de confusdo.

Teorema 2.1. A integral de funcgoes simples satisfaz as sequintes propriedades:
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. (Linearidade) Se ¢ e ¢ sao fungoes simples, e a,b € R, entdo

/(a(b—l—bw):a/gﬁ—i-b/w.

. (Aditividade) Se E e F sao subconjuntos disjuntos do R™ com medida finita, entao

Juw?= o)

(Monotonicidade) Se ¢ < 1) sao fungdes simples, entao

Jo< v

. (Desigualdade triangular) Se ¢ é uma funcao simples, entao |¢| também é, e

‘/ﬂg/wL

IS

o

B

Prova:

1. Para cada k = 1,..., N, sejam c; e dj constantes da representacao standard das
funcGes ¢ e 1, respectivamente. Por defini¢do, temos que

N N N
/(a¢ +by) = Z (ackm Ex) + bdpm(Fy) ) = Zackm(Ek) + Zbdkm(Fk)

k=1 k=1 k=1

N N
= achm Ek)—l—bdem(Fk):a/qb—l—b/w.
k=1

=1

2. Como FE e F sao disjuntos, xgpur = Xg + xF. Assim,

¢ = /¢XEUF =/¢(XE+XF)

Jxevoxe) = [oxe+ [oxe= [ o+ [ o

3. Sejan(x) = Z]kvz1 lkx E, uma funcado simples. Se n > 0 entao Z]kV:1 lkxE, > 0 para
todo k =1,..., N. Assim, por defini¢do [ n > 0. Por hipdtese, como 1) > ¢, temos
que ¥ — ¢ > 0, seguindo o mesmo raciocinio que fizemos para 7, obtemos:

Jo< v
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N
4. Se ¢ uma fungao simples, |¢| também o é, pois |¢p| = Z lak|xE,. Pela desigualdade

k=1
triangular aplicada a definicdo da integral, temos

‘ / ¢>‘ - simm(m - [161

N
Z akm(Ek)
k=1

2.1.2 Funcgoes limitadas suportadas em um conjunto de medida finita

Comecamos definindo o suporte de uma fungao mensuravel.

Definicao 2.2. O suporte de uma funcdo mensurdvel f ¢ definido como o fecho do
conjunto de todos os pontos onde f ndo € nula, isto é,

supp(f) = {x : f(x) # 0}.
Diremos também que f € suportada em um conjunto E se f(x) =0 sempre que x ¢ E.

Como f é mensuravel, o conjunto supp(f) é um conjunto mensuravel.
O lema a seguir nos permite definir a integral para a classe de fungoes limitadas
suportadas em conjuntos de medida finita.

Lema 2.1. Seja f uma fungdo limitada suportada em um conjunto E de medida finita.
Se {pn}>2, € uma sequéncia de fungées simples limitadas por M € R, suportada em E,
com ¢p(x) — f(x) q.t.p., entdo:

1. Eziste o limy, o0 [ ¢n;
2. Se f =0 g.t.p., entdo o lim,_,oo [ ¢ = 0.

Prova: Se tivéssemos ¢, convergindo uniformemente para f em F, a demonstragao
seria imediata. De fato, para qualquer € > 0 e qualquer = € F, existiria n. € N tal que
para n > n. entao

|pn — f] <6,

‘/dm—/f /(dm—f)‘S/!¢n—f!§/6=6m(E)-

Como nao temos convergéncia uniforme, lembramos um dos principios de Littlewood,
que afirma que a convergéncia de uma sequéncia de fungbes mensuraveis é “quase”
uniforme. A afirmacdo precisa por tras desse principio é o Teorema de Egorov, que
provamos anteriormente e que aplicaremos aqui.
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Como FE tem medida finita, dado € > 0, o Teorema de Egorov garante que existe um
subconjunto fechado F, C E tal que m(E — F) < € e ¢, — [ uniformemente em F.
Portanto, definindo I,, = [ ¢y, temos

|In - Im| § /E |¢n($) - ¢m(l‘)|d$
- / 160(@) — dm(@)|de + / 60(z) — dun(a)|da
E—F¢

< [ 10n(@) = ém(@)ldo + 201 m(E - F)
Fe

< /F 160(x) — G ()l + 2Me.

Pela convergéncia uniforme, temos que para todo z € F, e n e m suficientemente
grandes |¢n(x) — ¢m(z)| < €. Entéo

|1, — I,| < m(E)e+ 2Me,Vm,n grandes.

Como € é arbitrario e m(E) < oo, mostramos que {I,}, é uma sequéncia de Cauchy e
portanto convergente.
Para segunda parte, se f = 0, repetindo o mesmo argumento feito acima chegamos

em
|I,| < m(E)e+ Me,

logo lim,, o I,, = 0.
Oa

Usando o Lema definimos agora a integracao de fungoes limitadas que sao su-
portadas em conjuntos de medida finita.

Definicao 2.3. Seja f uma funcao limitada e suportada em um conjunto de medida
finita. Definimos sua integral de Lebesgue por

f(x)dr = lim [ ¢, (x)dr, (5)
-

n=00 Jpn
com {¢n}n qualquer sequéncia de fungoes simples satisfazendo:
e Eziste M € R tal que |¢p,| < M para todo n € N;
o supp(¢py) C supp(f) para todo n;
o On(x) — f(x) para q.t.p. quando n tende ao infinito.

Pelo Lema sabemos que o limite existe.
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Proposigao 2.1. A integral [, f(x)dz =1imy o0 [ ¢n(x)dz independente da sequén-
cia limitada {¢pn}n tomada, desde que a sequéncia de fungoes simples satisfaca as pro-
priedades dadas na Definigio [2.3]

Prova: Suponha que {t¢,}, é uma outra sequéncia limitada por K € R, com
supp(tn) C supp(f) e ¥n(x) — f(x) q.t.p. quando n tende ao infinito. Entao, se
M = ¢n — Yp, a sequéncia {n,}, consiste em fungoes simples limitadas por M + K,
suportadas em um conjunto de medida finita, e tal que n — 0 q.t.p. quando n tende ao
infinito. Podemos, portanto, concluir, pela segunda parte do Lema que [1, — 0
quando n tende ao infinito. Consequentemente, os dois limites

lim [ ¢p(z)dx e ILm Uy (x)dx,

n—oo
(que existem pelo Lema [2.1]) sdo iguais.

|

Se E é um subconjunto do R™ com medida finita, e f é limitada com m(supp(f)) <
oo, definimos

/ f@)de = [ f()xp(z)dz.
E Rn

Se f é uma fungao simples, entdao [ f como definido acima coincide com a integral de
funcoes simples estudadas anteriormente. Assim como a integral de fungoes simples, esta
extensao da definicao de integracao também satisfaz todas as propriedades de linearidade,
aditividade, monotonicidade e desigualdade triangular.

Agora, vamos provar o primeiro teorema de convergéncia.

Teorema 2.2. (Teorema da convergéncia limitada) Seja { fn}n uma sequéncia de fungoes
mensurdveis, limitada por M € R, suportada em um conjunto E de medida finita e tal
que fn(x) — f(z) q.t.p. quando n — oco. Entao, f € mensurdvel, limitada, suportada
em E q.tp., e

/|fn—f|—>0, quando n — oo.

Consequentemente,

/fn—>/f, quando n — 0.

Prova: A partir das hip6teses, é possivel ver que f é limitada por M q.t.p. e f(x) =0
quando z ¢ E. De fato, a menos de um conjunto de medida nula, temos

[f(@)| = 1f(2) = fu(z) + fu(0)] < [f(@) = fa(@)] + | fa(x)] < M + e

Da desigualdade triangular para integrais, temos

‘/fn—/flz‘/fn—f’S/Ifn—fl-
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Logo, basta provar que [ |f, — f| — 0 quando n — oo.

A prova é um argumento andlogo ao que usamos no Lema[2.1] Dado € > 0, podemos
encontrar, pelo Teorema de Egorov, um subconjunto mensuravel F, C E tal que m(E —
F,) < ee f, — f uniformemente em E. Entao, para n suficientemente grande, |f,— f| <
€ para todo x € F,. Assim,

J 1= sde < [ A= sz [ ig glas

<em(E)+2Mm(E — F,)

para n grande. Como € é arbitrario, o resultado segue.

Observacao 2.2. O Teorema[2.2] quer dizer, em outras palavras, que

s [ 5n= [ i g

2.1.3 Funcgoes nao negativas

Continuamos nosso processo de construcao da integral de Lebesgue, agora definindo
para fungoes que sdo mensuraveis e nao negativas, mas nao necessariamente limitadas.

Definigcao 2.4. Seja f uma fun¢do mensurdveis definida na reta estendida e nao nega-
tiva. Definimos sua integral de Lebesgue por

o f(x)dx = sgp/n g(x)dz,

com o supremo tomado sobre todas as funcdes mensurdveis g tais que 0 < g < f, e g
limitada e suportada em um conjunto de medida finita.

Com a definicao de integral acima, existem apenas dois casos possiveis: o supremo ser
finito ou infinito. No primeiro caso, quando [ f(z)dzx < +oo, diremos que f é Lebesgue
integravel ou simplesmente integravel, no segundo caso diremos que a integral de f é
divergente.

Se E é qualquer subconjunto mensurdavel do R", e f > 0, entdo fyg também é
positiva, e definimos

/ f@)de = [ f()xp(z)d.
E Rn

Teorema 2.3. A integral de fungdes mensurdveis nao negativas satisfaz as sequintes
propriedades:

1. (Linearidade) Se f,g >0 e a,b € R, entao

[ =a[1+b g
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. (Aditividade) Se E e F sao subconjuntos disjuntos do R™ e f >0, entdo

Juwt =155

. (Monotonicidade) Se 0 < f < g, entao

[

. Se g € integrdvel e 0 < f < g, entao f ¢é integrdvel;
. Se f € integrdvel, entao f(x) < oo q.t.p.;

. Se [ f =0 se, e somente se, f(x) =0 g.t.p.

Prova:

1

2
3
4

. Tomando a = b = 1 sem perda de generalidade. Note que se ¢ < f e ) < g, com ¢
e 1 limitadas e suportadas por um conjunto de medida finita, entao ¢+ < f+g, e
¢+ é limitada e suportada em um conjunto de medida finita. Consequentemente,

Joro=[o+ [vs[1+ [o< (49

Para provar a desigualdade contraria, suponha 7 limitada e suportada em um
conjunto de medida finita, e n < f + g. Se definimos n;(z) = min(f(z),n(z)) e
N2 = 1 — 11, temos

m</femn<g

De fato, para ultima desigualdade, note que 72 < f 4 g —n1, logo temos dois casos:
em=fm<f+tg-—f=g
em=nn=n-—1n=0<g.

Além disso, 71, 12 sdo limitadas e suportadas em um conjunto de medida finita.

Portanto,
/772/(771+772)=/m+/n2</f+/g-

Tomando o supremo sobre 71 obtemos a desigualdade necesséaria.
. Segue da defini¢ao da integral de Lebesgue.
. Segue da definicao da integral de Lebesgue.

. Segue da defini¢ao da integral de Lebesgue.
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5. Suponha Ej, = {z: f(z) > k} e Exc = {x: f(z) = oo}. Entao,

[ 1= [xns=wmm).

Portanto, m(Ey) — 0 quando k — oco. Como Ej N\, Ex, 0 Corolérioimplica
que m(Ey) = 0.

6. A prova segue do Teorema,

O

Lema 2.2. (Fatou) Suponha { fn}n uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis com fp > 0.
Se limy, o0 fn(x) = f(2) ¢.t.p., entdo

[ 1< tmint [ 52

Prova: Suponha 0 < g < f, com g mensuravel, limitada e suportada em um conjunto
E de medida finita. Definindo g, = min(g(z), fn(x)), entao g, é mensuravel suportada
em E, e g,(x) — g(x) q.t.p. quando n — oo. Logo, pelo Teorema da convergéncia

limitada
/ Gn — / g.
Por construgao, também temos g, < fp, assim [ g, < [ fn, e portanto

/ggliminf/fn.
n—oQ

Tomando o supremo sobre todo g, obtemos a desigualdade desejada.

|

Corolario 2.1. Suponha que f € uma fun¢ao mensurdvel nao negativa e {fy}, uma
sequéncia de fungdes mensurdveis nao negativas com fn(x) < f(x) e fo(x) — f(x)

q.t.p.. Entado,
lim h—/ﬁ
n—oo

Prova: Como f,(z) < f(x) q.t.p., temos necessariamente [ f, < [ f para todo n.

Portanto,
limsup/fn < /f.
n—oo

Esta desigualdade combinada com o lema de Fatou prova o limite desejado.
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Observagao 2.3. O Coroldrio R.] nos diz que, em condigoes adequadas, temos

lim [ f, = / lim f,.
n—oo n—oo

Observacao 2.4. Seja {fn}n uma sequéncia de func¢ées. Denotaremos por fn, / f
quando a sequéncia { f,}n convergir crescentemente para f, ou seja, fr, < fni1 € fn —
f. Analogamente, diremos que fn, \, [ quando a sequéncia {fn}n convergir de modo
decrescente para f.

Coroléario 2.2. (Teorema da convergéncia mondtona) Suponha que { fn}n € uma sequén-
cia ndo negativa de funcdes mensurdveis com fn, 7 f q.t.p.. Entdo,

s [ 1= 1

Corolério 2.3. Considere > ;2 ag(x), com ag(x) > 0 mensurdveis para todo k > 1.
Entao,

/ (i%(m)) dr = é (/ak(:c)dx>

Se >0, (fak(a:)dac> ¢ finita, entdo a série Y o | ar(x) converge g.t.p.

Prova: Sejam fn(xz) = > p_jarp(x) e f(z) = Y poq ax(z). As funcdes f, sdo men-
suraveis, fn(x) < fop1(z), e fu(zr) — f(x) quando n — oco. Se

/fn = é/ak(@dﬂ?,

do Teorema da convergéncia mondtona, temos que

g(/ak(@dx) = / <gak(3€)>dm.

Se > [ap < oo, entao a igualdade acima implica que Y o, ag(z) é integrivel, e
> peq ax(z) é finita q.t.p.

2.1.4 O caso geral

Finalmente chegamos & tdltima etapa do processo. Agora, definiremos a integral de
Lebesgue para o caso geral, isto é, para qualquer funcao em R"™. Primeiro definimos

(@) = maz(f(),0) e f~(z) := maw(~f(),0).
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Definicao 2.5. Se f : R" — R ¢é qualquer funcao mensurdvel, dizemos que f é Le-
besgue integrdvel (ou apenas integrdvel) se a fung¢ao mensurdvel nao negativa |f| €
integravel no sentido da secao anterior.

Se f ¢ Lebesgue integrdvel, definimos sua integral por

Jot = Jo =

Denotaremos o conjunto das fungées Lebesgue integrdvel por L1(R™).

Temos que se £ C R™ é mensuravel, entao

Jo= )0

Se f é mensurdvel e f = f1 — fo, com f e fy integraveis e nao negativas, é natural
esperar que, independentemente da decomposicao de f, sempre tenhamos

[i=[n-[r

Em outras palavras, a definicao da integral deve ser independente da decomposicao
f = fi1 — fo. De fato, suponha que f = g1 — g2 seja outra decomposicao de f com g; e
go fungoes nao negativas e integraveis. Como f1 — fo = g1 — g2 temos

J1+g92 =91+ fo, (6)

mas ambos os lados da identidade @ consistem em funcoes mensuraveis e positivas,
entao da linearidade da integral, obtemos

/f1+/92=/91+/f2- (7)

Como todas as integrais em sao finitas, entao

[ [ oo

Teorema 2.4. A integral de Lebesgue € linear, aditiva, monotonica e satisfaz a desi-
gualdade triangular.

Teorema 2.5. Suponha que f seja integrdavel em R™. Para cada € > 0, temos:

1. Existe um conjunto de medida finita B tal que

| i<
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2. Existe um § > 0 tal que

/ |f] < e sempre que m(E) <.
E

A 1ltima condicdo € conhecida como continuidade absoluta.

Prova: No lugar de |f|, para facilitar a notagao, trabalharemos com f tal que f > 0.

Comecgaremos provando o item 1. Seja By uma bola de raio N centrada na origem,
e note que se fy(z) = f(z)xpy(x), entdao, fy > 0 é mensuravel, fy(z) < fyyi(z) e
limy 00 fa(x) = f(2). Do Teorema da convergéncia monétona, temos que

Jim [ py= [ g gy = [ 1

Em particular, para N grande,
Og/f_/fXBN<€7

como 1 —xpy = X B isso implica que

og/f—/f-(l—ng) = /f—erfXB;g

= f<e
Bg

Isto conclui a prova do item 1.
Agora, provemos o item 2. Fazendo fy(x) = f(x)xE,, com

Ey={x: f(zr) < N}.

Observe que novamente fy(x) > 0 é mensuravel, fy(z) < fyi1(z), e dado € > 0 existe
(do Teorema da convergéncia monétona) um inteiro N > 0 tal que

/(f—fN)< :

Agora, escolhemos § > 0 tal que N§ < 5. Se m(E

~— [\')\m

< 4, entao

L= [e=r+[
§!ﬂﬁﬁm+ém

/ (f - fv) + Nm(E)

Sy
>

IN

IN

= €.

DN

Concluindo a prova.
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Teorema 2.6. (Teorema da convergéncia dominada)
Suponha que {fn}n € uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis tal que fn(z) — f(x)
q.t.p., quando n — oo. Se |fn(z)| < g(x), onde g € integrdvel, entdo

/|fn—f|HO7 quando n — oo,

e, consequentemente,

/fn—>/f, quando n — 0.

Prova: Para N > 0, seja Eny = {x : |z] < N e g(x) < N}. Dado ¢ > 0, podemos
argumentar como na primeira parte do Teorema , ver que existe N tal que [ pc g < €.
N

Entao, as fungoes f,x g, sao limitadas por IV e suportadas por um conjunto de medida
finita, de modo que do Teorema da convergéncia limitada, temos que

/ |fn — f| < €, para todo n grande.
En

Assim, obtemos a seguinte estimativa:

Jure=si= [ = rie [ 1

N

<[ g-siezf g

N

< e+ 2e = 3e,

para todo n grande.

2.2 O espago L'(R") de fungoes integraveis

O Teorema nos diz que o espaco L£!(R") é um espaco vetorial. Além disso,
também nos diz que a funcao

fe L' @) — < /. !f(:c)!drv>

é uma seminorma em L'(R"). Passando ao quociente, isto é, identificando as funcoes
que sdo iguais q.t.p. (observe que f = 0 < [|f] = 0 pelo item 3 do Teorema
abaixo), obtemos um espaco normado que denotaremos por L'(R™). A norma de uma
fungao f € L'(R™) sera denotada por || f|| ri(rn) (veja o Apéndice [A] para relembrar as
defini¢oes de norma e seminorma).
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Teorema 2.7. Suponha que f e g sio duas funcées em L'(R™). Entdo,
1. \lafllizrgny = lalllfll L1 @gny, para todo a € R;
2. If + gllor@ny < [fllprgny + 1l9llLr @ny s
3. |Ifllzmny = 0 se, e somente se, f =0 g.t.p.;
4. d(f,9) = If = 9llLr(rny € uma métrica em L'(R™).

Prova:

a1 gy = / laf| = / lallf] = |al / 11 = lalllfll s o
R™ R” R”

I+ gl = [ 1f+al < [ 171+ [ lol=Ifllgen + ol

3. A prova decorre do item [6] do Teorema [2.3}

4. Nessa propriedade queremos provar que d(f,g) é uma métrica em L'(R"), isto &,
queremos provar que:

e d(f,g) > 0;

e d(f,g) =0 se, e somente se, f =g q.t.p.;

e d(f,g) =dl(g, f);

e d(f,g) < d(f,h)+d(h,g) para todo f,g,h € L'(R™).

E de fato, sem muitas dificuldades, verifica-se que as propriedades sao satisfeitas.
O

Lembramos que um espaco V' com a métrica d é dito completo se toda sequencia de
Cauchy em V converge (veja o Apéndice |A| para relembrar defini¢do de espago métrico).

O préximo resultado destacard uma das vantagens fundamentais de trabalhar com
fungoes Lebesgue integraveis: a completude do espaco (L'(R™),d), com a métrica indu-
zida pela norma || - || 11 (rn)-

Teorema 2.8. (Riesz-Fischer) O espaco vetorial L'(R™) é completo em sua métrica,
isto é, (L*(R™),d) é um espago métrico completo.

Prova: Suponha que {f,}, seja uma sequéncia de Cauchy na norma de L!(R™), isto
| fn — fm|| — 0 quando n, m — oc.
Temos que {f,}, ser Cauchy na norma de L'(R") nio garante que {f,}, convergira
para uma f em quase todo ponto (ver Observagao abaixo).

A estratégia da prova é extrair uma subsequéncia { f,,, } de {f,}» que converge para
f mensuravel em quase todo ponto.

€,
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Como {f,}n é Cauchy, entdo, para cada k > 1 e e = 27%, existe ny tal que
| fn = frnll < 27F, para todo n,m > ny.

Escolhendo njy1 de modo que ni < ngyq, vemos que

ank+1 - fTLkH < 271{'

Agora, definimos as fungoes:

F@) = far (@) + D> (Far = )
k=1

9(@) = [y @)+ D 1(Fs = F)l-
k=1

Note que

oo B 00 e
/Rn‘fm(m)"";/Rannkﬂ fnk)lé/RJf"I(x)Hkle < 00.

Do Teorema da convergéncia monétona (Corolario [2.2)), temos que g é integravel, e por
construgao |f| < g, portanto f é integravel. Em particular, a série que define f converge
em quase todo o ponto e, como se trata de uma série telescépica, temos que

N
Jni + Z(fnk+1 - fnk) = an+1(x)

k=1
= f(z) = A}gnoo Jonia @-t.p.,
em outras palavras,
frp () — f(z) g¢.t.p.

Para provar que f,,, — f também em L!(R"), simplesmente observamos que | f — fi,, | <
g para todo k, e aplicando o Teorema da convergéncia dominada (Teorema obtemos
| fow = fllLr®ny — 0 quando k — oo.

Finalmente, lembremos que {f,}, é Cauchy. Logo, dado e, existe N tal que para
todo n,m > N temos que ||f, — full < §. Se ny > N, e ||fn, — f|| < §, entdo a
desigualdade triangular implica que

1o = I < Wfn = Fuill+ e = FIF <,

para todo n > N. Assim, {f,}, possui o limite f em L!(R"), e a prova do teorema est4
completa.
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Observagao 2.5. Vejamos agora que mesmo que tenhamos uma sequéncia de Cauchy
no L'(R™), isso ndo implica que essa sequéncia converge para uma funcdo f q.t.p.
Seja
fa= X[ﬂ n=tbr]s

ok 7 ok

com 2F < n < 281 para todo k > 0. Note que [";,?k, "‘;ZH] C [0,1] para todon > 1 e

n—2k n—29k4+1 1
N Y. T ok

Logo, quando n — oo, temos que

n—2F n—2F41
m ST o — 0, sempre que k — .

n—2F n—29F4+1
||fn‘|L1(R”):An‘fn’:m<[ ok ok :|>7

obtemos que || fn|l1(gny — 0 quando n, k — oo.

Afirmacdo:{f,}n € uma sequéncia de Cauchy em L*(R™), mas ndo existe f men-
surdvel tal que f, — f q.t.p.

De fato, observe que:

a

E como

e Para nenhum x € [0,1] temos f, — 0 quando n — oo;
e Suponha que f, — f q.t.p.. Entdo:

1. f =0 fora de [0,1];
2.0< f<1eml01].
Assim,
| fn— fll — 0, quando n — oo,

pois, como |fn, — f| < 1X[0,1), com lxo) integravel. Pelo Teorema da con-
vergéncia dominada (Tem"ema temos que

J.

E jd vimos que | fullL1@®ny — 0, isso implica que f =0 g.t.p.. Absurdo.

fo = fl=fa = flloy@ny — 0, quando n — oo.

Corolério 2.4. Se {f,}°°, converge para f em L*(R"™), entdo eviste uma subsequéncia
{fn,}32 tal que
frp () — f(z) q.t.p.
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Prova: Como f, — f em L'(R"), entdo temos que {f,}n é sequéncia de Cauchy
em LY(R") e qualquer subsequéncia {f,, } de {f,} converge para f em L'(R"). Em
particular tomando a subsequéncia { fy, }r construida na demonstragao do Teorema de
Riesz-Fischer. Pelo Teorema da convergéncia monétona, existe g € L'(R") tal que
|f] < g, assim a sequéncia f,, — f q.t.p.

O

Diz-se que uma familia G de funcdes integraveis é densa em L!(R") quando, para
qualquer elemento f € L'(R"), é possivel encontrar um elemento de G que esteja arbi-
trariamente préximo de f na norma L'(R™). Mais precisamente, temos:

Definigao 2.6. Dizemos que uma familia G de fungoes integrdveis é densa em L'(R™)
se para qualquer f € L*(R™) e € > 0, existe g € G tal que ||f — gllLr@ny <e.

Teorema 2.9. As sequintes familias de funcées sao densas em L'(R™):
1. As fungoes simples;
2. As fungoes degrau;
3. As fungdes continuas de suporte compacto.

Prova: Seja f uma funcao integravel em R™. Sabemos que podemos escrever f =
fT—f",onde f*, f~ >0, e agora basta provar o teorema quando f > 0.

1. O Teoremavisto anteriormente garante a existéncia de uma sequéncia {¢y }x de
fungGes simples nao negativas que convergem para f pontualmente. Pelo Teorema
da convergéncia dominada (ou mesmo simplesmente pelo Teorema da convergéncia
mondtona) temos entao

If - ¢kHL1(Rn) — 0, quando k — 0.

Assim, existem funcgOes simples que sao arbitrariamente préximas de f na norma
L' (R™).

2. E suficiente mostrar que podemos aproximar qualquer fungao simples f por fungoes
degrau no sentido da norma L!'(R™). Isso significa que, dado qualquer f simples,
existem funcgoes degrau que se aproximam dela tao bem quanto quisermos em
termos da norma L!(R™). De fato, como a familia de funcdes simples sdo densas
em L'(R"), a familia de fungoes degrau também o serd. No que segue, mostremos
que toda funcao caracteristica, pode ser aproximada por fungoes degrau, isto é,
dados € > 0 e xg uma fungdo caracteristica, com F C R™ mensuravel, devemos
encontrar uma funcao degrau ¢ =) ; OEXR; tal que

IXE = YllLr@ny <e

No entanto, lembramos agora que este argumento ja foi demonstrado na prova
do Teorema [1.8] anteriormente. De fato, é mostrado que existe uma familia quase
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disjunta de retangulos {R;} com m(EA Uj]\/il R;) < e. Entao, xg e 1 diferem no
maximo em um conjunto de medida €, assim segue que

X — Ul = / e — |

= foe-w =[x [v

= m(E) -m(UjZ Ry) <e.

Portanto, se EF é um conjunto mensuravel qualquer, yg pode ser aproximada por
fungoes degrau.

Finalmente, como uma funcao simples é, por definicdo, uma combinacao linear
finita de fungbes caracteristicas de conjuntos mensurdveis, e como uma combinagao
linear finita de funcoes degrau ainda é uma funcao degrau, o resultado segue.

3. Pelo item [2] basta estabelecer o terceiro item quando f é a funcao caracteristica
de um retangulo. No caso unidimensional, com f a funcao caracteristica de um
intervalo [a, b]. Podemos escolher uma fungao linear continua por partes g definida

por
1, sea<z<b,
g(x) =
0, sex<a—ceoux>b+e,

e com g linear nos intervalos [a — ¢, a] e [b,b+¢]. Entao ||f — g[/11@n) < 2¢. Em n
dimensoes, basta notar que a funcao caracteristica de um retangulo é o produto de
fungoes caracteristicas de intervalos. Entao, a fungéo continua desejada de suporte
compacto é simplesmente o produto de funcées como g definidas acima.

O

Observagao 2.6. Os resultados vistos acima para L*(R™) levam imediatamente a uma
extensao na qual R™ pode ser substituido por qualquer subconjunto firo E de medida
positiva. De fato, se E ¢é tal subconjunto, podemos definir L'(E) e valerd de modo
andlogo os resultados de ~Ll(]R”). Ou ainda, basta estender qualquer funcao f em E

definindo f = f em E e f =0 em EC, e definindo Il my = ||f||L1(Rn).

Observagao 2.7. As integrais sdo invariantes por translacdes. Isto €, se [ € integravel,
entao fr(z) = f(x — h), que € a fungao f transladada por um vetor h € R™, também é.

2.3 Teorema de Fubini

No célculo elementar (no célculo das fungoes integraveis a Riemann) as integracoes
das fungdes continuas de varias varidveis sao realizadas pela iteragdo de integrais unidi-
mensionais, isto €, calculamos a integral com relagao a uma varidvel por vez. E natural
pensar como funciona esse método do ponto de vista da integral de Lebesgue no R™, ou
seja, como ¢é a Teoria da Medida e Integracao para produtos cartesianos.
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Em geral, podemos escrever R como o seguinte produto:
R*" =R™ x R™, com n=mn1+ns eni,ne > 1.

Dessa forma, os pontos do R™ assumem a forma (z,y), donde z € R™ e y € R"2. A
partir dessa decomposicao, podemos dividir o conjunto das imagens desses pontos por
secoes. Secoes essas formada pela fixagdo de uma variavel, isto é, se f é uma fungao
definida em R™ x R"2, a secdo de f correspondente a y € R"2 é a funcao fY de variavel
x € R™ dada por

fx) = flz,y).

De modo andlogo, temos que a se¢ao de f para x € R™ fixado é f,(y) = f(z,y).
No caso de um conjunto £ C R™ x R™ definimos suas segoes por

EY ={x e R"|(z,y) € E} e B, = {y € R™?|(x,y) € E}.
como podemos ver na Figura [6]

R"

T R"l

Figura 6: Representagoes das se¢oes EY e F,. Figura adaptada de [I].

Se F um conjunto mensuravel, pode ocorrer de EY nao ser mensuravel em R™ | para
algum y. Observe isso no exemplo abaixo.

Exemplo 2.1. Seja E C R? enumerdvel, colocando um conjunto nio mensurdvel sobre
o eizo x, temos que E tem medida zero em R?, por ser enumerdvel, logo E é mensurdvel
(veja Propriedade , porém EY ndo é mensurdvel para y = 0.

2.3.1 Enunciado e prova do teorema

Segue abaixo o Teorema de Fubini.

Teorema 2.10. Suponha que f(z,y) seja integrdvel em R™ x R™. Entao, para quase
todo y € R™2:

1. A secdo fY € integrdvel em R™;
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2. A fungio definida por [pn, fY(x)dx é integrdvel em R"2;

3. Jans (fR"l f(x,y)dm)dy = Jan f-

O Teorema de Fubini é simétrico em x e y, ou seja, podemos concluir que a se¢ao f;
é integravel em R™ para q.t.p. z. Além disso, [gn, fo(y)dy ¢é integravel em R™ e

/R L t@ay)ar= [ .

Em particular, o Teorema [2.10] afirma que a integral de f em R™ pode ser calculada
iterando integrais de dimensao inferior e que as iteracées podem ser tomadas em qualquer
ordem, isto é,

/an ( - f(w,y)d:v)dy = /Rn1 ( - f(x,y)dy)dx = /. f.

A prova do Teorema de Fubini que faremos a seguir consiste em uma sequéncia de seis
passos. Denotaremos por F o conjunto de fungoes integraveis em R™ que satisfazem
todas as trés conclusdes do teorema. Observe que para demonstrar o teorema basta
mostrar que F = L!(R™).

Prova:

Passo 1: Qualquer combinacao linear finita de fungoes em F também pertence a F.

De fato, seja {fk}]kvzl C JF. Por hipétese, para cada k, existe um conjunto A, C R™
de medida 0 tal que fg é integravel em R™ sempre que y ¢ A. Entao, se A = UévzlAk, o}
conjunto A tem medida 0, e no complementar de A, a secao y correspondente a qualquer
combinacao linear finita de f; é mensuravel e também integravel em R™ . Portanto, pela
linearidade da integral, temos

(arfi(z,y) + - +anfn(z, y)dz) ) dy =
L.(L. )

= /an <a1 - filz,y)de + -+ ay fN(a:,y)dx)dy

R”1

= @ /R"2 ( - fl(:r,y)dzx>dy+---+a1v /an ( - fN(a:,y)d:U)dy.

Concluimos entdo que qualquer combinacao linear dos f;.s pertence a F.

Passo 2: Considere uma sequéncia de fungoes mensuraveis { fi}r definida no con-
junto F e f uma fungao integravel no R™ tal que fr  f ou fr \, f (ver Observagao
. Mostremos que f € F.

Primeiramente, observe que, se necessirio, podemos tomar —f, em vez de f, o
que nos permite considerar apenas o caso de uma sequéncia crescente sem perda de
generalidade. Além disso, podemos substituir fr por fr — fi e supor que todas as
funcoes fi sao nao negativas.

Agora, aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona (Coroldrio [2.2), temos

lim [ fr(2,y)dedy = - [(z,y)dzdy. (8)

k—o0 Rn
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Por hipétese, para cada k, existe um conjunto Ay C R™2, de modo que f,f é integravel
em R™ sempre que y € Ai. Se A = U2, Ay, entdo m(A) =0 em R™. Se y € A, entdo
f;: é integravel em R™! para todo k. Pelo Teorema da convergéncia mondtona, obtemos

a() = | fl@)de / gly)= [ fa)da,
R™ R™1
quando k& — oo. Por hipdtese, cada gi(y) é integrével, e aplicando novamente o Teo-
rema da convergéncia mondtona, vemos que

/ gk(y)dy — g(y)dy quando k — oo. (9)
R”2 R"2

Pela hipdtese de que fi € F, temos

/ g (y)dy = / fole,y)dady.
R"2 Rn

Assim, de e @D, concluimos

/g(y)dy= f(z,y)dzdy.
R"2 Rn

Como f é integravel, a integral da direita é finita, e isso prova que g é integravel em
R™ isto é, g(y) < oo q.t.p. y. Portanto, f¥ é integravel em q.t.p. y e

o v)dedy = [

R

sy = [ ([ sads)dy
R na Rr2 N\ JR™M
Isso prova que f € F.

Passo 3: Seja G5 um conjunto formado pela intersecdo enumerdvel de conjuntos
abertos. Qualquer fungao caracteristica de um conjunto E que é um G de medida finita
pertence a F.

Para provar este passo, avancaremos em etapas, aumentando o nivel de generalidade
gradualmente.

1. Primeiro, suponha que F seja um cubo aberto limitado em R” tal que E = @1 X Q2,
com @1 e Q2 cubos abertos em R™ e R™2, respectivamente. Entao, para cada v,
a fungao yg(z,y) é mensurdvel em x e integravel em R™, com

|Q1] se y € Q2
9(y) =/ xe(z,y)de = { o
Rn1 0 caso contrario.

Consequentemente, g(y) = |Q1]xqQ,(y) também é mensuravel e integravel em R"?,
com

/ 9(v)dy = 1Q11|Qa.
R"2

Como inicialmente temos [z, Xg(z,y)dzdy = |E| = |Q1]|Q2|, obtemos xg € F.
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2. Agora, suponha que FE é um subconjunto da fronteira de algum cubo fechado.
Entao, como a fronteira de um cubo tem medida 0 em R", temos

/n xe(x,y)dzdy = m(E) = 0.

Também temos que EY tem medida 0 em R™ para q.t.p. y, assim

o) = | xle)dz = g) = 0 atp. v

Portanto,
L sy =0~ [ xs(e.p)dsdy
no n
Logo, xg € F.

3. Suponha agora E a uniao finita de cubos fechados quase disjuntos, £ = Ule Q.
Se @Qr denota o interior de Q) para cada k, podemos escrever xp como uma
combinacao linear do X3, € XA, com Ay a fronteira de Qp para k=1,..., K.

Com base na nossa anélise anterior nos itens 1 e 2 deste passo, sabemos que tanto
Xg, duanto x4, pertencem ao conjunto F. Além disso, o Passo 1 assegura que
F é fechado sob combinagoes lineares finitas. Portanto, podemos concluir que xg
também pertence a F.

4. Provemos agora que se F é aberto e de medida finita entao yg € F. Observe
que isso decorre de tomar o limite no item 3 deste passo. De fato, pelo Teorema
podemos escrever E como uma uniao enumeravel de cubos fechados quase

disjuntos
o
E=JQ;.
j=1

Dessa forma, definindo f, = Z;?:l XQ,, notamos que as fungoes fi convergem para
f = xE, que é integravel ja que m(FE) é finita. Portanto, podemos concluir pelo
Passo 2 que f € F.

5. Se £ ¢ um G; de medida finita, entao xgp € F. De fato, por defini¢ao, existem

conjuntos abertos Aj, As, ... tal que

E =) 4.

DL

k=1

Como E tem medida finita, existe um conjunto aberto Ay de medida finita com
E C Ag. Definindo

k
A = /Nlo N ﬂ /Nlj,
j=1
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notamos que temos uma sequéncia decrescente de conjuntos abertos de medida
finita A; D A9 D --- com
(o)
E=)A4.
k=1

Consequentemente, a sequéncia de funcgoes fj, = x4, converge de forma decrescente
para f = xg. Como pelo item 4 deste passo x4, € F para todo k, podemos
concluir, com base no Passo 2, que xg € F.

Passo 4: Se FE tem medida 0, entdo xg € F.
De fato, como E tem medida 0, temos que E é mensuravel. Assim, podemos escolher
um conjunto G do tipo G5 com E C G e m(G) = 0. Como xg € F (pelo Passo 3),

obtemos
/ (/ xa(z, y)dx> dy = / xa(x,y)drdy = 0.
RTLQ RTLl n

/ xa(x,y)dx = 0 para q.t.p. y.
R™1

Isto implica que

Consequentemente, a secao GY tem medida 0 para q.t.p. y. Observe que EY C GY, entao
EY tem medida 0 para q.t.p. y e me xe(x,y)dz = 0 para q.t.p. y. Portanto,

/M </Rl xE(x,y)dx> dy=0= / xe(z, y)dzdy.

Dessa forma, concluimos que yg € F.

Passo 5: Se F é qualquer subconjunto mensuravel do R” com medida finita, entao
XE € F.

De fato, temos que existe um conjunto de medida finita G do tipo G§, com E C G e
m(G — E) < e (ver Teorema [L.4). Como

XE = XG — XG-E,»

e F é fechado para combinacoes lineares, obtemos xyg € F, como queriamos.

Passo 6: Se f é integravel, entao f € F.

Primeiramente, note que f tem a decomposicao f = fT — f~, onde tanto f™ quanto
f~ sao nao-negativas e integraveis. Entao, pelo Passo 1, podemos assumir que f ¢ ela
prépria nao-negativa. Pelo Teorema existe uma sequéncia {¢ }x de fungoes simples
tal que ¢, 7 f quando k — oco. Como cada ¢ é uma combinacao linear finita de
funcGes caracteristicas de conjuntos com medida finita, temos ¢ € F pelos Passos 5 e
1. Portanto, pelo Passo 2, f € F.
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2.3.2 Aplicagoes do Teorema de Fubini
Vejamos agora algumas aplicacoes do Teorema de Fubini.

Teorema 2.11. (Teorema de Tonelli) Suponha que f(z,y) seja uma fun¢do mensurdvel
nao negativa em R™ x R"2. Entao, para quase todo y € R™? :

1. A secdo fY € mensurdvel em R™ ;

2. A fungio definida por [gn, fY(x)dx é mensurdvel em R™;

3. Jrna (me f(%y)dm) dy = [gn f-

Prova: Considere os truncamentos

f(z,y), se|(z,y)| <ke f(z,y) <k,

0, caso contrério.

fr(z,y) = { (10)

Por definigao, cada fungao fj é integravel uma vez que |f(z,y)| < k para todos os
pontos (x,y) localizados dentro da bola de raio k. Dessa forma, pelo item do Teorema
de Fubini, existe um conjunto Ay C R™ com m(Ag) = 0 tal que a secdo f{(z) é
mensuravel para todo y € A,?. Vamos considerar a uniao de todos esses conjuntos
Ay, ou seja, A = |, Ag. Como resultado, temos que m(A4) = 0. Portanto, f}(x) é
mensuravel para todo y € AY e todo k. Como f& 7 fY, o Teorema da convergéncia
mondétona (Corolério implica

fk(xvy)dm/( f(.’L',y)d:E,

R™1 R™1

quando k¥ — oo. Pelo Teorema de Fubini, me fr(z,y)dx é mensurdvel para todo
y € A®, donde Jgn: f(z,y)dz também o é (veja Propriedade . Aplicando o Teorema

da convergéncia monétona, obtemos

/ﬂy12 ( - fk(%?/)da:)dy — - ( - f($,y)da:>dy, (11)

Pelo item |3] do Teorema de Fubini sabemos que

/an ( - fk(%?/)dHU)dy = /Rn fre(z,y)dzdy. (12)

Aplicando mais uma vez o Teorema da convergéncia mondtona a fi, vemos que
- fr(z,y)dxdy — /R” f(x,y)dxdy. (13)
Por , e , concluimos que
L ([ faada)ay= [ fa.dzdy
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Observagao 2.8. O Teorema de Tonelli € frequentemente usado em conjunto com o
Teorema de Fubini. Por exemplo, seja uma funcdo mensurdvel f em R™ que queremos
calcular fRn f. Para isso, primeiro aplicamos o Teorema de Tonelli em |f|, o qual nos
permite calcular (ou estimar) livremente as integrais iteradas da func¢ao ndao negativa |f|.
Se as integrais iteradas sdao finitas, o Teorema de Tonelli garante que f € integrdvel, ou
seja, fR" |f| < 00, o que implica que as hipdteses do Teorema de Fubini sao satisfeitas.

Corolario 2.5. Seja E € um conjunto mensurdvel em R™ x R"2. FEntdo, para quase
todo y € R™, a secdo
EY={zeR™: (z,y) € E} CR™

é mensurdvel. Além disso, m(EY) é uma fun¢ao mensurdvel de y e

m(E) = /an m(EY)dy.

Prova: Segue diretamente do Teorema aplicado & fungdo xg (analogamente
esses resultados sao validos para as sec¢oes z). De fato,

/an m(EY)dy = /an (/R"1 XEy(x,y)dx)dy = /RXE(m,y)dxdy =m(E).

O

Observagao 2.9. Se E é mensurdvel em R™ x R™2 para quase todo y € R™, a se¢cdo
EY é mensurdvel em R™ (e também vale se trocarmos a se¢do y por a se¢do x). Porém,
observe que a reciproca nado é vdlida. Para ver isso, seja N um subconjunto ndo men-
suravel de R e considere

E=[0,1]xN CRxR.

Entao,
Y — [0,1] sey € N,
0seydN,

e BY € mensurdvel para todo y. No entanto, se E fosse mensurdvel, o Coroldrio |2.9
implicaria que E, = {y € R|(z,y) € E} € mensurdvel para quase todo ponto = € R.
Entretanto, isso ndao é verdade pois E, € igual a N para todo x € [0,1].

Proposicao 2.2. Se E = E; x Ey é um subconjunto do R™ mensurdvel e m,(FE3) > 0,
entao E1 € mensurdvel.

Prova: Do Corolario [2.9 sabemos que, para q.t.p. y € R™2, a funcao

(XE1 XEz)y(:E) = XE (x)XEz (y) (14)

é mensuravel em relagdo a x.
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Afirmacgao: Existe y € Ey tal que a funcao (xg, xg,)? é mensurdvel em relacao a x
e, para esse y, teremos X g, x5, (Z,y) = X, (), o que implica que F; é mensuravel.

De fato, seja F' o conjunto dos y € R™ para os quais a secao EY é mensurdvel. Entao,
m(F) =0 (pelo Corolario . No entanto, E5 N F nao é vazio, pois m(E2 N F) > 0.
Para ver isso, observe que Eo = (F2 N F) U (E2 N FY), logo

0 < my(E2) < my(EaNF)+my(EyNFC) = m,(EyNF).

Note que E; N FC é um subconjunto de um conjunto de medida zero.

Para obter uma reciproca do resultado acima, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.3. Se E1 C R™ ¢ Ey C R™, entao
m*(El X Eg) < m*(El)m*(Eg)
Em particular, se um dos conjuntos E; tem medida exterior zero, entao my(E1x Ey) = 0.

Prova: Seja € > 0. Por defini¢do, existem cubos {Qg}32; em R™ e {Q’}22; em R"
tais que

ElcUQk e EQCUQ

7j=1

> IRk < mu(Br) +e e > |Q)] < mu(F2) + €

k=1 j=1
(ver Observagao . Como Ey x By C U%_;(Qk x Q}), da subaditividade da medida

exterior, obtemos

m.(Er x B2) < Y [Qk x Q)

k,j=1

@m (> 1))

< (my(E1) 4 €)(ms(E2) + €).

Mg

1

J

Agora, temos dois casos:
o m.(E1) #0emy(Ey) #0:
my(FE1 X E2) < my(E1)my«(E2) + O(e),
e, como € é arbitrario, segue

m*<E1 X Eg) < m*(El)m*(Eg)
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e m,(F;) = 0: Considere para cada inteiro positivo j, o conjunto
By =En{y e R™ : |y < j}.

Pelo primeiro caso, temos que m. (E; XE%) = 0. Uma vez que (E7 x E%) (B x Es)
quando j — oo, concluimos

m*(El X Eg) = 0.

Note que se m,(F3) = 0 o resultado seria anélogo.
O

Proposigao 2.3. Suponha que E1 e Eo sejam subconjuntos mensurdveis de R™ e R"2,
respectivamente. Entdo, E = E1 X Ey é um subconjunto mensurdvel do R™. Além disso,

Em particular, se um dos conjuntos E; tem medida zero, entao m(E) = 0.

Prova: Primeiramente, provemos que E é mensurdvel. Como cada conjunto E; é
mensuravel, existem conjuntos Gj C R™ do tipo Gs, com G D Ej e my(Gj — E;) =0
para cada j = 1,2 (ver Teorema. Assim, G = G X G2 é mensurdvel em R™ x R™2
e

(G1 X Gz) — (E1 X E2) C ((Gl — El) X GQ) U (G1 X (G2 — EQ))

Pelo Lema concluimos que m.(G — E) = 0, pois é G — E é subconjunto de um
conjunto de medida zero. Logo, E é mensurdavel. Agora, observe que

m(E) [ ey = [ ([ xeeods)dy
R™2 R"2 R™1

- /Rn2 </Rn1 X(EleQ)y(:v,y)dx>dy
N /R ( /R XE (%)X, (y)da;) dy

= /an m(E1) X, (y)dy
— m(Ey)m(Es).
0

Corolario 2.6. Suponha que f € uma fung¢ao mensurdvel em R™ . Entdo, a fung¢ao f
definida por f(x,y) = f(x) € mensurdvel em R™ x R™2.
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Prova: Primeiramente, lembremos que se a € R ¢ By = {z € R™|f(x) < a}, entdo
FE4 é mensuravel por definicao. Como

{(z,y) e R""™ x R": f(z,y) < a} = E1 x R"™,

a Proposigéo mostra que {f(z,y) < a} é mensurdvel para cada a € R. Assim, f(z,)
é uma funcao mensuravel em R™ x R™, como queriamos.

O

No célculo Diferencial e Integral cldssico podemos fazer a seguinte interpretagao: [ f
descreve a “area” sob o grafico de f. Agora, pensaremos como essa nogao se estende ao
nosso caso mais geral.

Corolario 2.7. Suponha que f seja uma fung¢do ndo negativa em R™ e seja
A={(z,y) eR"xR:0<y < f(x)}.
Entao:
1. f é mensurdvel em R™ se, e somente se, A é mensurdvel em R™"*1;

2. Se o item 1 vale, entao

f(z)dz = m(A).
R

Prova:

1. (=) Se f é mensuravel em R", entao {z € R" : f(z) > 0} é mensuravel. Seja
F(z,y) = y — f(x) definida em R™*!. Observe que F(x,y) é mensurdvel pelo
Corolario (2.6)), isto é, {(z,y) € R" xR : y— f(z) < 0} é mensurdvel. Dessa forma,

A={yeR:y>0}n{(z,y) e R" xR : F(z,y) <0}

é mensuravel, uma vez que é a intersecao de dois conjuntos mensuraveis.

(<=) Suponha que A é mensurdvel em R"*!. Note que, para cada z € R", a
secdo Ay = {y € R: (z,y) € A} é um intervalo fechado, ou seja, A, = [0, f(x)].
Pelo Coroléario (para a secdo x), temos que A, é mensurdvel para quase todo
r € R", logo f~1([0, f(x)]) é mensurdvel. Portanto, f é mensuravel.

2. Observe que m(A;) = f(x). Além disso,

mld) = [ xalo)dody ™2 EE [ n(ade= [ ga.
Rn+1 Rn Rn

O

Teorema 2.12. Se f € uma fungio mensurdvel em R", entio a fungio f(xz,y) = f(z—y)
€ mensurdvel em R™ x R".
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Prova: Suponha f mensurdvel. Para cada subconjunto A C R", definamos
A:={(z,y) eER"xR":z—yc A}. (15)

Agora, fixe a € Re fixe £ := {2z € R": f(2) < a} = {f < a}. Como f é mensurdvel,
entdo o conjunto E é mensurdvel. Note que E = {(z,y) : # —y € E} = {(z,y) :
fle —y) <a} = {f < a}. Logo, para mostrar que f é mensurével, é suficiente mostrar
que E C R" x R" é mensurdvel.

Afirmacdo 1: Se A C R" é aberto, entdo A é aberto.

De fato, suponha A C R™ aberto. Defina g : R™ x R" — R™ por g(z,y) := x — y.
Note que A = g 1(A). Como g é linear, g é continua. Assim, como A é aberto, Aé
aberto.

Afirmagéo 2: Se G C R" é um conjunto do tipo Gs, entdo G também o é.

Com efeito, suponha G = ﬂ?; Aj, com cada A; C R" um aberto. Seja g a funcao
definida na Afirmacao 1. Observe que

G=g1G) —91<ﬂ Aj) = ﬂg’l(Aj) = ﬂ A;.

Cada flj é aberto pela Afirmacio 1, entdo G é um conjunto do tipo Gy

Para préxima afirmagao, para cada k € N, definimos By := {y € R" : |y| < k} e
Cy :=R" x By.

Afirmacao 3: Se A C R" é aberto, entdo m(A N Cy) = m(A)m(By,).

Seja A C R™ aberto. Entdo, A C R™ x R" é aberto (Pela Afirmagao 1) e, portanto,
mensuravel. Pela Proposicao C := R"™ x B é mensurdvel. Agora, observe que

Xinc, (@, ¥) = xa(@ — y)xB, (y)
para todo (z,y) € R™ x R™. Portanto,

m(ANBy) = /R oy (@ )dady
n>< n

Teorema 2111
= A (/ Xa(T = y)xB, (y)d$> dy

= [ e ( | xate- y)dx> &y

XB, (y) </ XA(:L‘)d:L“> dy (inv. por translac@o de f.,)

—

XBy (y)m(A)dy

= m(A)m(By).

Afirmagao 4: Seja N C R" e defina N como em (15). Se m(N) = 0, entfo
m(N) = 0.
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De fato, seja N C R™ e suponha m(N) = 0. Por defini¢do, existe uma sequéncia de
conjuntos abertos {A,};%; € R" tal que N C A, para cada n e m(4,) — 0. Dessa
forma, N ¢ A, e NNC} C A, NC}, para todo n e k. Logo, m(NNCy) < m(A,NCy) =
m(Ap)m(By), pela Afirmagao 3. Portanto,

m(N N Cy) < lim m(A,)m(Bg) =0,
n—oo
pois limy, 00 m(An) = 0 e m(Bg) < co. Assim, m(N N Cy) = 0 para cada k. Como
NNCi /N quando k — 00, temos
m(N) = lim m(N NCy) = lim 0= 0.
k—o00 k—00
Provemos agora o Teorema Para isso, seja E mensuravel. Temos que F = G\N
com G um conjunto do tipo Gs e N um conjunto de medida zero (ver Teorema
Note que E = G\N com G um conjunto do tipo G pela Afirmagao 2 e N um conjunto

de medida zero pela Afirmagao 4. Portanto, F = { f< a} é mensuravel. E como a € R
¢é arbitrario, f é uma funcao mensuravel.
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3 Diferenciacao e Integracao

E sabido do estudo do cdlculo elementar que a integracao e a diferenciacao sao
operacoes inversas. Agora, iremos introduzir essa ideia bédsica na teoria estudada até
entao. O objetivo deste capitulo é a formulagao e prova do Teorema fundamental do
calculo neste caso mais geral, e também alguns outros resultados ao decorrer do desen-
volvimento.

Uma vez que o Teorema fundamental do cédlculo faz uma relacao entre diferenciagao
e integracao, faremos esse estudo respondendo a duas perguntas, cada uma expressando
uma das formas de representar a reciprocidade entre esses dois conceitos.

As perguntas sao as seguintes:

1. Suponha que f seja integravel em [a,b] ¢ F é sua integral indefinida F(x) =
f;" f(y)dy. Isso implica que F' é diferencidvel (pelo menos para quase todo x) e
que F' = f?

2. Quais as condigoes que uma fungdo F em [a, b] precisa para garantirmos que F’(x)
exista (para q.t.p. x), seja integravel e que além disso

b
F(b) — F(a) = / F'(z)dxz?

3.1 Diferenciacao da integral

Comegamos com a primeira pergunta, isto é, o estudo da diferenciacao da integral.
Seja f definida em [a, b], integravel em [a, ], e seja

F(a;)—/xf(y)dy, a<x<b.

Para lidar com F’(x), lembramos a defini¢ao da derivada como o limite do quociente

F(z+h)— F(z)
h

quando h — 0.

Note que da definigdo de F'(z), este quociente tem a forma (para h > 0)

1 z+h 1
[ =g [ rwa,

usando a notagdo I = (z,x + h) e |I| para o comprimento desse intervalo. Neste ponto,
paramos para observar que a expressao acima é o valor médio de f sobre I, e que no
limite, como |I| — 0, podemos esperar que essas médias tendam a f(z). Dessa forma,
podemos reformular a questao e fazer agora a seguinte pergunta:

1
lim/ dy = f(x), comz € I?
tim o [ Sy = (@)
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Analogamente, podemos fazer essa pergunta para dimensoes superiores, onde agora as
médias sdo tomadas sobre conjuntos mais gerais que os intervalos em uma dimensao.
Estudaremos este problema considerando as bolas B contendo z, com volume m(B)
substituindo o comprimento |I| de I. Dito isto, vejamos a primeira pergunta agora no
contexto do R”.

Problema da média: Suponha que f seja integrdavel em R™. E verdade que

1
lim —— dy = f(x), para q.t.p. v € R"?
m(?gom(B)/Bf(y) y = f(z), para q.t.p

O limite é tomado quando o volume das bolas abertas B contendo x vai para 0.

Proposicao 3.1. No Problema da média, se f € continua em x, o limite converge para
f(x).

Prova: De fato, dado € > 0, existe § > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € sempre que
|z —y| < 0. Assim

1 1
5 /B Flo)dy = iz /B (F(x) — F(y))dy.

Entao, sempre que B é uma bola que contém z de raio menor que g, temos

1 1
- d < )|d
‘f(x) 7 [Iwa] < s [ 1@ = sy
1
< ed
- m(B) / ’
m(B)
< <e.
= m(B) =
O
Proposicao 3.2. Se B ¢ qualquer bola de raio r em R™, entdo m(B) = v,r™, com v, a

medida da bola unitdria.

Prova: Com efeito, seja v, = m(B;) com By = {x € R" : |z| < 1}. Dado ¢ > 0,
escolha uma cobertura de cubos {Q;}; de B; com volume inferior a

m(B1) + <

Tal cobertura existe, pois por definicao m(B;) é o infimo dos volumes dessas coberturas.
Aplicando a homotetia = + rz do R", cada cubo Q; ¢ levado em um cubo Qj, cujo
o comprimento do seu lado é r vezes o lado de Q;. Agora, {Qj}j é uma cobertura de
cubos de B, com volume inferior a

m(Bl) +e€
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Isso vale para todo € > 0, entao devemos ter
m(B,) < r"m(By). (16)
Reciprocamente, se {R;}; é uma cobertura de cubos de B, com volume inferior a
m(B,) + €.
Aplicando a homotetia = ~ (1/7)x, obtemos assim uma cobertura de cubos {R;}; de

Bj com volume inferior a

L) + o).

,r.n

Como vale para todo € > 0, isso mostra que
m(Br) < —m(B,). (17)
Portanto, juntando as desigualdades e , obtemos:
m(By) =r"m(By).
O

A Proposigao [3.1] responde afirmativamente o Problema da média quando f é conti-
nua. Para resolver problema no caso geral serd necessario realizar algumas estimativas
relacionadas ao comportamento geral das médias da funcao f. Essas estimativas serao
baseadas nas médias méximas de | f|, que serdo abordadas na préxima segao.

3.1.1 A funcao maximal de Hardy-Littlewood

A funcdo maximal que veremos a seguir foi tratada por Hardy e Littlewood e é
bastante utilizada na analise.

Definigcao 3.1. Se f ¢ integrdvel em R™, definimos sua fun¢do maximal f* por

(@) = Bm(lB) /B FW)ldy, @ € R™,

onde o supremo € tomado sobre todas as bolas contendo o ponto x.

Note que, na Defini¢ao [3.1} o que fizemos foi substituir o limite no enunciado do
Problema da média por um supremo e f por |f].

A seguir, apresentamos as principais propriedades da funcdo maximal f*. Para estas
propriedades, considere que f é integravel.

Propriedade 3.1. A func¢do f* € mensurdvel.
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Prova: Basta ver que o conjunto E, = {z € R" : f*(z) > o} = (f*) " a,00) é
aberto, logo E, ¢ mensuravel.

Afirmacgao: F, é aberto.

Primeiro mostremos que se x € E,, existe uma bola B, tal que x € B, e

1

m(B»c)/ [f(y)|dy > a.

x

De fato, caso para toda bola contendo x tivéssemos

n@/B |f(y)ldy < a,

tomando o supremo, teriamos
(@) <a,

0 que é absurdo. Agora, seja & um ponto suficientemente préximo de x, com T € B,.
Para mostrar que E, é aberto, temos que mostrar que & € E,, isto é, f*(Z) > a.
O resultado segue de

1 1
(@) = f”p/ fly dyZ/ f)ldy > o
@)= 2 [l s [ 1)
O
Propriedade 3.2. A funcdo f* satisfaz
. A
m({z € R": f*(2) > a}) < —llfllzr(en), (18)
para todo o >0, com A =3" ¢ | fllpymn) = [ga | f(x)|dz.

Mostraremos mais adiante que f*(z) > |f(z)| para q.t.p. z. A Propriedade
nos diz que, em certo sentido, a f* nao pode ser excessivamente maior que |f|, pois
caso contrario terfamos que f*(x) & L*(R"™) (veja isso tomando como exemplo uma bola
B(z,2|x|) e observe que f*(z) > ﬁ”f”[/l(ﬂ%n) e faga © — 00). Deste modo, a partir
da Propriedade gostariamos de concluir que f* é integravel, uma vez que supomos
f integravel. No entanto, este ndo é o caso, e a desigualdade acima é a melhor
estimativa para f*.

A desigualdade é, muitas vezes, chamada de desigualdade do tipo fraco porque
é mais fraca do que a desigualdade correspondente para as normas L'(R"). De fato,
isso pode ser visto na desigualdade de Tchebychev, que afirma que para uma fungao
integrdvel arbitraria g e G, = {x : [g(x)| > a}, temos que

ol = [ lo@lde = [ lgaide = o | 1= am(Ga)
1
= m(G,) < aHgHLI(Rn)’ para todo a > 0.

70



Devemos acrescentar que o valor exato de A na desigualdade nao é importante. O
que importa é que essa constante seja independente de « e f.

A prova da desigualdade baseia-se em uma versao elementar de um argumento
de cobertura de Vitali (recobrimento de Vitali).

Lema 3.1. Se B={By,Ba,...,Bn} € uma colecao finita de bolas abertas em R™, entdo
existe uma subcolecao disjunta B;,, B,,, ..., B;, em B que satisfaz

N k
m<U Bl) < 3"Em(3ij).
=1 Jj=1

O Lema diz que podemos sempre encontrar uma subcolecao de bolas disjuntas
que cobrem uma fracdo da regiao coberta pela colegao original de bolas.

Prova: O argumento para provarmos o lema é construtivo e se baseia na seguinte
observacao: Sejam B e B’ bolas que se intersectam com o raio de B’ nao sendo maior
que o de B. Entdao B’ estd contida na bola B que é concéntrica com B, mas com 3 vezes
o seu raio (ver Figura [7)).

Como primeiro passo, tomamos a bola B;, em B com o maior raio e, em seguida,
excluimos de B as bolas que interceptam B;,. Assim todas as bolas que sao deletadas
estdo contidas na bola B;, concéntrica com B;,, mas com 3 vezes o seu raio.

As bolas restantes resultam em uma nova colegao B’, para a qual repetimos o pro-
cedimento. Escolhemos B;, com maior raio em B’ e, em seguida, excluimos de B’ as
bolas interceptam B;,. Continuando assim encontramos, apés no maximo N passos,
uma colecao de bolas disjuntas B;,, B;,, ..., Bj,.

Finalmente, para provar que esta colecao disjunta de bolas satisfaz a desigualdade do
lema, usamos a observagao feita no inicio da prova. Tomando Bi]. como a bola concéntrica
com B;;, mas com 3 vezes o seu raio. Como qualquer bola B em B deve interceptar uma

bola B;; e ter raio menor ou igual que B;;, devemos ter B C Bij. Portanto,

N k k
m(UBl> gm<UBij> <> m(Bi,) =3"Y_ m(By). (19)
=1 j=1

Jj=1 J=1
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Figura 7: Representagio das bolas B, B', B. Figura retirada de [I].
Na ultima igualdade em ([19)) usamos o fato de que no R"™ dilatar um conjunto por
0 > 0 implica em multiplicar a medida de Lebesgue do conjunto por §".

O

Prova da Propriedade[3.2 Se definimos E, = {z € R"; f*(z) > a}, entdo para cada
T € E, existe uma bola B, que contém z tal que

1
WW/I |f(y)|dy > a.

Portanto, para cada bola B, temos que

m(By) < ~ /B F@)ldy. (20)

(07

Fixe um subconjunto compacto K de E,. Como K é coberto por U,cg, Bz, podemos
selecionar uma subcobertura finita de K, digamos K C Ul]\; 1B O Lema (recobri-
mento de Vitali) garante a existéncia de uma subcolecao B;,, ..., B;, de bolas disjuntas

com N .
m(UBl> <3"Y m(B;)). (21)
=1 j=1

Como as bolas B;,,...,B;, sao disjuntas e satisfazem e , obtemos

-y Dy,

m(K) < (UBZ> < Zm 3n2/ y)|dy

37’l
= — | f(y)ldy

@ Jui By

3" A
< e = — nY.
=0 e |f(y)ldy a”fHLl(]R )

72



Como essa desigualdade é verdadeira para qualquer subconjunto compactos K de E,,
pelo item 3 do Teorema [I.4] o resultado segue.

Propriedade 3.3. A funcao f* < oo em ¢.t.p. x.
Prova: Observe que
{x eR": f*(z) =00} C{z e R": f*(z) > a},

para todo . Tomando o limite com « tendendo ao infinito, a Propriedade [3.2] nos d4
m({x € R" : f*(z) = co}) = 0, isto é, o conjunto dos pontos onde f*(x) = oo tem
medida zero. Portanto, f* < oo em q.t.p. .

3.1.2 Teorema da diferenciacao de Lebesgue

A partir dos resultados obtidos para a funcao maximal, podemos agora obter uma
solucao geral para o Problema da média.

Teorema 3.1. (Teorema da diferenciac¢ao de Lebesque) Se f € integrdavel em R™, entdo

lim / fly)dy = f(x), para q.t.p. z € R™.

m(B)—>O m
Prova: Queremos provar que

lim / fly x))dy = 0, para q.t.p. x € R". (22)

m(B)—>O m
Entretanto, provaremos o resultado mais forte

lim / |f(y x)|dy = 0, para q.t.p. x € R". (23)
B)~>0 m

Note que se ([23]) ocorre, entao (22)) também ocorrera.
Observe que, se o limite (23]) nao for zero, entdo ou o limite ndo existe ou é positivo.
Como o limsup e o liminf de uma fungao sempre estao definidos e

0 < liminf —— /]f x)ldy < lim /]f x)|dy
m(B)HO m( B m<BHo m
< timswp— [ 17(0) ~ @l (20
m(B ~>O
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Para mostrar que (23) ocorre, é suficiente mostrar que para cada o > 0 o conjunto

E, =4 x € R"limsup / |f(y x)|dy > 2«
m(B)—0 m
z€B

tem medida zero. Pois, dessa forma,

lim sup —— /|f x)|dy = 0, para q.t.p. x € R",

m(B)—>0 m
e as desigualdades em implicam

(B)—}Om /|f r)|dy =0, para q.t.p. z € R".

No que segue, provemos que m(E,) = 0. Fixamos « e lembramos do Teorema
visto anteriormente, que afirma que para cada € > 0 podemos selecionar uma funcao
continua g de suporte compacto com || f —g||L1(gny < €. Como observamos anteriormente,
a continuidade de g implica que

1
lim ——— dy = g(x), para todo =.
T | sy = g(a).o

Podemos reescrever a diferenca

57 ) = @y = 5 [ 1) = 000) + 90) = 9(0) + 9(0) = F(&)ldy.

Assim, da desigualdade triangular, obtemos:

7 [ ) = @y < s [ 1) = owldv+ 5 [ la(w) = @iy

1
)|d
m(B/\g r)|dy

/\f Dldy < (f - )" (@) + g(a) - F(@)].

= lim sup
m(B)—0 m
reB
Sejam

Fo=A{z : (f =9)"(x) > a} e Goa ={z : |f(z) = g(2)] > a}.

Por definicao de E,, temos que E, C (F, UG,).
Por um lado, a desigualdade de Tchebychev nos da

1
m(Ga) < a”f — gl @n)-
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Por outro lado, da estimativa (|18) para a fungdo maximal, temos

A
m(Fy) < EHf — gl @n)-

Para cada € > 0 a fungao g foi escolhida de modo que || f — g[[z1gn) < €. Assim,

m(Ea) < m(Ga) +m(Fa) < Se+ e
[0 «

Como € é arbitrario, devemos ter m(E,) = 0, e a prova do teorema estd completa.

|

Os pontos z € R™ onde vale, sao chamados de “pontos de Lebesgue”. E o
conjunto desses pontos é chamado de “conjunto de Lebesgue”.

Observagao 3.1. Note que aplicando o Teorema da diferenciag¢io de Lebesgue em |f|,
imediatamente vemos que f*(x) > |f(x)| para q.t.p. x.

Até o presente momento, desenvolvemos os resultados supondo que f é integravel.
Levando em consideracao que estamos trabalhando com diferenciabilidade, que possui
na sua definicdo uma nogao “local”, nossa suposicao estd um pouco deslocada, uma vez
que trata-se de uma nocao “global”’. Entretanto, o limite no Teorema da diferenciagao
de Lebesgue é tomado sobre bolas que convergem ao ponto x, logo o comportamento de
f longe de z é irrelevante. Dessa forma, esperamos que o resultado permaneca valido se
simplesmente assumirmos a integrabilidade de f em cada bola.

Definicao 3.2. Uma fung¢do mensurdvel f em R™ € localmente integrdvel se para cada
bola aberta B a funcdo f(x)xp(z) for integrdvel. Denotaremos Li, . (R™) o espaco de
todas as funcdes localmente integrdveis.

Da definicao, vemos que o comportamento no infinito nao afeta a integrabilidade local
de uma funcio. Por exemplo, as funcoes el e ]a:\% sao ambas localmente integraveis,
mas nao integraveis em R".

Evidentemente a conclusao do Teorema [3.1| permanece valida mesmo quando se as-
sume a condicao de que f seja localmente integravel. Portanto, podemos inserir o se-
guinte teorema.

Teorema 3.2. (Teorema da diferenciacio de Lebesgue) Se f € Li (R™), entdo

loc

1

lim / dy = f(x), para g.t.p. x € R".

e (B) Bf(y) y=f(z)
zeB

A seguir veremos uma aplicacdo que o Teorema da diferenciagdo de Lebesgue nos

fornece. Essa aplicagdo nos dd uma visao interessante sobre a natureza dos conjuntos

mensuraveis.
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Definicao 3.3. Se E € um conjunto mensurdvel e x € R", dizemos que x é um ponto
de densidade de Lebesque de E se

BNE
im MEOE)
m(B)—0 m(B)

zeB

Note que se xz é ponto de densidade de Lebesgue de E entao pequenas bolas em
torno de x sao quase inteiramente cobertas por E. Mais precisamente, para cada o < 1
préximo de 1, e cada bola de raio suficientemente pequeno contendo x, temos

m(BNE) > am(B).

Assim, E cobre pelo menos uma proporcao « de B.
Uma aplicagao direta do Teorema [3.2] & fungao caracteristica de E nos fornece o
seguinte corolario.

Corolario 3.1. Suponha que E seja um subconjunto mensurdvel do R™. Entdo:
1. Quase todo x € EE ¢ um ponto de densidade de Lebesque de E.
2. Quase todo x € E nao € um ponto de densidade de Lebesque de E.

De fato, observe que se x € E, entdo yg =1 e

1 1 BNE
lim / Yedy = lim / ldy = lim M =xp(zr)=1.
mB)—0om(B) Jp mB)—0 M(B) JpnE mB)—0  m(B)
z€B zeB zeB

3.2 Diferenciabilidade de fungoes

Respondida a primeira pergunta feita no inicio deste capitulo, relacionada ao estudo
da diferenciacdo da integral, nesta presente secao iremos nos voltar para o segunda
pergunta, isto é, o de encontrar uma condicdo ampla nas fungoes F' que garanta a
identidade

b
F(b) — F(a) = / F'(z)dz. (25)
Observe que nos aparece dois problemas para essa identidade ser validada:

e Por causa da existéncia de fungoes nao diferenciaveis, o lado direito de (25) pode
nao fazer sentido se apenas assumimos que F' é continua;

e Mesmo que F'(z) existisse para todo x, a fungdo F’ nao seria necessariamente
Lebesgue integravel.

Uma forma de lidarmos com esses obstaculos é nos limitarmos a uma classe de fungoes
chamada de funcoes de variacao limitada. Essas fungoes estao intimamente relacionadas
com a questao da retificabilidade das curvas. Vamos estudar essa classe de funcoes na
secao seguinte.
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3.2.1 Funcoes de variagao limitada
A seguinte defini¢do nos diz quando uma curva é retificavel.

Definicao 3.4. Seja v uma curva parametrizada no plano dado por z(t) = (x(t),y(t)),
coma <t <beuxt)ey(t) fungoes continuas de valor real em [a,b]. A curva v €
retificdvel se existir M < oo tal que para qualquer particdo a =tg < t1 < --- <ty =2b
de [a,b],

N
Z 2(t;) — 2(tj_1)| < M. (26)

Por defini¢ao, o comprimento C(+y) da curva é o supremo sobre todas as parti¢oes da
soma do lado esquerdo de 26} ou seja,

Cly) = sup ZI (tj-1)l-

a=to<t1<--<ty= b

Dessa forma, observe que C(y) é o infimo de todos os M > 0 que satisfazem .
Geometricamente, o valor C(7y) é obtido “aproximando” a curva por linhas poligonais e
depois somando o comprimento de cada linha. Aqui, o termo aproximar significa que
cada vez mais vamos adicionando pontos a curva e tragcando mais linhas nesses pontos.
Em outras palavras, estamos cada vez mais refinando a quantidade de linhas, como se
estivéssemos refinando as parti¢oes de um intervalo [a,b]. Veja a figura a seguir para
melhor entendimento.

Figura 8: Representacao da aproximagcao de uma curva por linhas poligonais. Figura retirada de [I].

Agora, suponha F'(t) uma fungao a valores complexos definida em [a,b] e a =ty <
t1 < --- <ty = buma particdo de [a,b]. A variagao de F nesta particdo é definida por

i1 [F () = Ftj-1)l.

Definicao 3.5. A funcao F ¢ dita de variacdo limitada se sua variacao em qualquer
particdo for limitada, ou seja, existe M < oo tal que

ZIF F(tj) <M
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para qualquer particdo a =tg <t; < --- <ty =0b.

Nesta definicao nao assumimos que F' seja continua, entretanto, ao aplicé-la ao caso
de curvas, vamos supor que F(t) = z(t) = z(t) + iy(t) é continua.

Observacao 3.2. Uma particio P dada por a = tg < t; < --- < tayy = b é um
reﬁnamenéo de uma particio P dada por a =ty < t1 < --- <ty = b, entao a vartagao
de F' em P € maior ou igual a variacdo de F' em P.

Em outras palavras, as funcoes de variacao limitada sao fungoes que podemos medir
o comprimento da sua imagem, isto é, podemos medir o comprimento do grafico.

O préximo teorema nos dé as condigoes analiticas sobre x(t) e y(t) para garantir que
uma curva seja retificavel.

Teorema 3.3. Uma curva parametrizada por (x(t),y(t)), a <t < b, € retificdvel se, e
somente se, ambas x(t) e y(t) sao de variacao limitada.

Prova:

(=) Suponha que 7 é uma curva parametrizada por z(t) = (x(¢),y(t)), a <t <b,
é retificdvel. Entao, por definicao, existe M < oo tal que, para qualquer particdo a =
to <ty <--- <ty =bde|a,b], temos que

) — 2t r—Z)( — a(ty1),y(t) = y(t-)) |
j=1

HMZ

) — x(tj-1) \+Z| ) —y(tj—1))| < M.

uMz

Logo, x(t) e y(t) sdo de variagao limitada.
(«<=) Suponha que z(t) e y(t) sdo de variagao limitada. Logo, por defini¢ao, para
qualquer particdo a =tg < t; < --- <ty = b de [a, b] existem M;, My < oo tais que

Z\ ) —x(tj-1))| < My e Z’ y(tj-1))| < Ma.

Dessa forma, seja v uma curva parametrizada por z(t) = (x(t),y(t)). Entao,

N N
S 1t = 20l = Y |(2(t) = #lti-1),u(t) — ()|
j=1 j=1

N

< Z |(z (t—))+ Y 1((ty) = y(tj-0)]

j=1
< M1 + M.

Portanto, « é retificavel.
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O
Para darmos prosseguimento a nossa teoria, apresentamos a seguinte defini¢ao basica.

Definicao 3.6. Uma funcao F : [a,b] — R € crescente se F(t1) < F(t2) sempre que
a <tp <ty <b. Se a desigualdade for estrita, dizemos que F' é estritamente crescente.

Intuitivamente, uma fungao de variacao limitada nao pode oscilar com muita
frequéncia, isto é, ndo pode possuir amplitudes muito grandes em seu grafico. Veremos
isso com mais clareza no Exemplo a seguir.

Proposicao 3.3. Se F : [a,b] — R é monotéonica e limitada, entdo F €é de variagdo
limitada.

Prova: Suponha, sem perda de generalidade, F' crescente e limitada por M. Se
a=ty<t; <--- <ty =>béuma particao qualquer de [a, b], temos

N N
M IF(t) = F(tj)| = > F(ty) = Ftj)
=1 i=1

(b) — F(a) < 2M.

I
|

|

Proposigao 3.4. Se F': (a,b) — R € diferencidvel em todos os pontos e F' € limitada,
entao F € de variacdo limitada.

Prova: Suponha |F'| < M. O Teorema do valor médio implica
|F(z) — F(y)| < Mz — ], para todo 2,y € [a, B].
Portanto,

N
STIE() ~ F(tj-1)] < M(b—a).
j=1

Exemplo 3.1. Seja

F(x) r%sin (z7%)  para 0<ax <1,
r) —
0 se z =0,

com a,b € (0,400). Entao, F é de variagao limitada em [0,1] se, e somente se, a > b.
A Figura Q] ilustra os trés casos: a >b, a=0bea <b.
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a=2,b=1
a=1b= _—
/'/./
N\ -~
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a=1/2,b=1
r" \""\ ."I; .\‘z
JMW [\ [
TRV
Y \
N

Figura 9: Gréficos de = sin (z~°) para alguns valores de a e b. Figura retirada de [I].

O préximo resultado que veremos, de uma certa forma, mostra que as fungoes con-
sideradas na Proposicao “exaurem” toda a classe das funcoes de variagao limitada.
Antes de enunciar o resultado veremos algumas defini¢cGes necessarias.

A variagao total de F' sobre [a,z] (com a < x < b) é definida por

N
Tp(a,2) =sup Y [F(t;) — F(t;-1)],
j=1

com o supremo tomado sobre todas as parti¢oes de [a,z]. A variacdo positiva de F' em
[a, z] é dada por

Pr(a,x) =sup »_ F(t;) — F(t;_1),
(+)
na qual a soma é sobre todo j tal que F(t;) > F(tj_1), e o supremo é tomado sobre
todas as partigoes de [a, x]. Por fim, a variagdo negativa de F' sobre [a, 2| é definida por

Ne(a,2) =sup Y —[F(t;) — F(t;-1)],
(=)

na qual a soma é sobre todo j tal que F(t;) < F(tj_1), e o supremo é tomado sobre
todas as partigoes de [a, z].

Lema 3.2. Se F : [a,b] — R € uma funcdo de variagio limitada, entao para todo
a < x<b temos que

F(z) — F(a) = Pr(a,x) — Np(a, z) (27)
Tr(a,z) = Pp(a,z) + Nr(a,x). (28)
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Prova: Supondo que F é de variacao limitada, dado € > 0, mostremos que existe
uma particdo P de [a,z] dada por a =ty < --- < ty = x que satisfaz simultaneamente

as somas em e abaixo,

Pp =Y F(tj) = F(tj-1)| <e (29)

‘Np =Y —[F(t;) = Ftj)]| <. (30)

(=)

Para isso, considere a particdo P dada por a = fo <t <---<tn, =z, que satisfaz
a soma em .i e partigao P dada por a =ty <t <--- <1y, =, que satisfaz a soma
em . Note que P e P existem pela defini¢ao de variagao positiva e negativa.

Agora a partir das duas particoes P e P, definiremos a particao P, dada por a =
to < --- <ty = x. Para cada t; em P, temos que t; € PUP com j € {0,...,N}.

Dado t; e tj_1 em P, temos duas possibilidades:

o F(t;) > F(tj_1), assim tj,t;_1 € P e F(t;) — F(tj_1) estd na soma em ;
o F(tj) < F(tj_1), assim tj,tj_1 € P e F(tj) — F(tj_1) estd na soma em .

Portanto, a particio P é um refinamento comum das particdes P e P, dessa forma, P
existe e satisfaz as duas somas em ([29)) e (30| simultaneamente.
Uma vez que

F(z) = F(a) =Y F(t;) = F(t;1) = >_ —[F(t;) = F(t; 1)),
(+) (=)

obtemos |F(z) — F(a) — [Pr — N]| < 2¢, provando a primeira identidade ([27).
Para a segunda identidade , note que para qualquer particao de a =19 < --- <
ty =z de [a,z], temos

N

Z!F(tj) (tj—1 \—ZF F(tj +Z F(tj-1)]-

Assim, podemos argumentar como na prova da primeira identidade , usando refi-
namentos comuns de particoes nas definicoes de Pr e N, obtendo Tr < Pr + Np €
Pr+ Np <TF.

O

Teorema 3.4. Uma fungao F : [a,b] — R € de variagao limitada se, e somente se, F'
€ a diferenca de duas funcgoes limitadas e crescentes.
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Prova:

(<=) Pela Proposi(;éo se ' = Fy — F5, com Fj e F, limitadas e crescentes, entao
F é de variacao limitada.

(=) Se F é de variacao limitada, entao fazemos F(z) = Pp(a,x)+ F(a) e Fa(z) =
Nrp(a,z). Observe que tanto F; quanto F» sao crescentes, de variagao limitada, e pelo

Lema 3.2 F(z) = Fi(z) — Fa(z).

O

Observagao 3.3. Do Teorema [3.4, € notério que a classe das funcgoes de variagao
limitada € mais abrangente do que a classe das funcdes derivdveis.

O préximo resultado é extremamente importante para desenvolver a teoria da dife-
renciacao.

Teorema 3.5. Se F : [a,b] — R ¢é de variagao limitada, entdo F ¢é diferencidvel em
quase todos os pontos de [a,b]. Ou seja, se F' é de variagdo limitada e continua, entdo
0 quociente

F(z + h) — F(z)

lim
h—0

existe para quase todo x € |a,b].

Para provar o Teorema [3.9| veja que, do Teorema basta considerarmos o caso
em que F' é crescente. Primeiramente, veremos a demonstragao do teorema supondo F
continua. O caso mais geral sera visto a posteriori.

Antes de apresentarmos a demonstracao do Teorema iremos enunciar alguns
resultados que serdao necesséarios para a prova do mesmo. Comegaremos com um lema
técnico de F. Riesz, que tem o efeito de um argumento de cobertura.

Lema 3.3. Seja G : R — R uma fung¢ao continua. Considere E o conjunto de pontos
T tais que
G(z + h) > G(z) para algum h = h(z) > 0.

Se E € ndo vazio, entdo E deve ser aberto e, portanto, pode ser escrito como uma uniao
enumerdvel de intervalos abertos e disjuntos, isto €, E = |J(a,br). Se (ag,bx) € um
intervalo finito nesta unido, entdo

G(bk) — G(ak) = 0.

Prova: Como G é continua (ou seja, a imagem inversa de aberto é aberto), fica claro
que E é aberto sempre que é nao vazio, e pode, portanto, ser escrito como uma uniao
enumerdvel de intervalos abertos e disjuntos (Teorema [1.1)), digamos E = (J(ax, bk).

Se (ag,by) denota um intervalo finito nesta composicao, entdo ar ¢ F, logo nao
podemos ter G(ax+h) > G(ay) o que implica que nao pode acontecer de G(by) > G(ay).

Suponhamos agora que, G(b;) < G(ay). Por continuidade (utilizando o Teorema do
valor intermediério), existe a < ¢ < by tal que

G(ar) + G(by)

G(c):f:z
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Escolha o ¢ mais distante da origem no intervalo (ag,by), isto é, escolha ¢ = sup{¢ €
(ag,br) = f(¢) = z}. Como ¢ € E, existe d > ¢ (d = ¢+ h) tal que G(d) > G(c).
Como by, ¢ E, devemos ter G(z) < G(b,) para todo x > by, portanto d < by. Como
G(d) > G(c), existe (pelo Teorema do valor intermedidrio) ¢’ € (d, b;) com G(c') = G(c),
0 que é uma contradi¢ao pelo modo que ¢ foi escolhido.

Portanto, devemos ter G(ay) = G(bg).

|

Observacgao 3.4. A referéncia [1l] que estamos sequindo trds uma étima reflexao intui-
tiva sobre o Lema[3.3l O autor nos diz que as vezes o Lema[3.3] é chamado de “Lema do
Sol Nascente” pelo seguinte motivo: Se pensarmos no sol nascendo do leste (a direita)
com 0s raios de luz paralelos ao eizo x, entao os pontos (x,G(x)) no grdfico de G, com
x € E, sdo precisamente os pontos que estdo na sombra. FEsses pontos aparecem em
negrito na figura a sequir.

Figura 10: Representacdo dos pontos (z, G(z)). Figura retirada de [I].

Do Lema podemos chegar no seguinte resultado.

Corolario 3.2. Suponha que G : [a,b] — R é uma fungao continua. Se E denota o
conjunto de pontos x em (a,b) tal que G(x + h) > G(z) para algum h > 0, entio E
€ vazio ou aberto. Se E for aberto, ele deve ser uma unido enumerdvel de intervalos
disjuntos (ag,by), e G(ax) = G(bg), exceto possivelmente quando a = ay, caso em que
temos apenas G(ay) < G(bg).

Prova do Teorema 3.5t Assumiremos inicialmente que I é crescente, limitada e
continua em [a, b]. Para provar o resultado, precisaremos dos chamados niimeros de Dini
(ou derivadas de Dini). Primeiramente, considere

F(zx+ h) — F(z)
- :

Ap(F)(x) =
Os nimeros de Dini sao dados por

D*(F)(x) = limsup Ap(F)(z), Di(F)(z) = lim inf A, (F)(z)
h=0 h>0
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D™ (F)(z) = limsup Ap(F)(z), D_(F)(z)= hlgl_)iélf Ap(F)(x).
h<0 h<0

Da defini¢do, temos Dy < DT e D_ < D~. Assim, para demonstrar o Teorema
basta mostrar que

1. DT(F)(z) < oo para q.t.p. z,
2. DY(F)(x) < D_(F)(z) para q.t.p. .

De fato, se esses resultados forem validos, entao aplicando o item 2/ a —F'(—z) em
vez de F(z), obtemos D™ (F)(x) < D4 (F)(x) para q.t.p. . Portanto,

DY<D_<D~ <Dy < DT <0 para q.t.p. x

e todos os quatro nimeros de Dini sdo finitos e iguais em quase todos os pontos, dessa
forma, F’(x) existe para quase todos os pontos z.
No que segue, provaremos os itens 1 e 2 acima. Para um v > 0 fixo, seja

E,={z € (a,b) : DY (F)(z) > ~}.

Afirmacgao: E, ¢é mensurdvel.
Como F : [a,b] — R é continua, para mostrar que E, é mensurdvel, basta provar
que a funcao

o F(x+h)— F(x)
DY (F)(x) = llrgjélp W

¢ Borel mensuravel. Podemos estender o dominio de F a todo R, definindo F'(x) = F(a)
para todo x € (—00,a) e F(x) = F(b) para todo x € (b,00). Seja g : R — R tal que

g(z) = limsup Floth) - F(x)

h—0 h’
h>0

Temos entao o seguinte fato: Para cada x € R

F h)—F
g(x) = limsup (z+ })L (x)

he(0,2)NQ

Para ver isso, basta mostrar que

F _F F _F
p F@th=F@) _  Fath) - F)
he(0,1)NQ h he.2)

Como

{f<x+h2—f<x> e (O’D“@} . {f<x+h2—f<x> e (0,1>},



temos um lado da desigualdade,

sup F(z+h)— F(x) < sup F(xz+h) —F(:L’)
he(0,2)nQ h  he(,) h

Para o outro lado da desigualdade, seja € > 0 qualquer e seja h € (0, %) fixado. Observe
F(a+t)—F(z)

: é continua em t = h, entao existe § > 0 tal que

que a funcao t —

F(z+t)—F(x) F(xz+h)—F(z) <.
t h

sempre que t € (h—6, h+6). Da densidade de Q, escolhemos ¢ € (0, 2)NQN (h—8,h+6)
tal que
F(z+ h) — F(z) < F(z+1t)— F(t)
b <

+e€

F h)—F
sup (@ +h) (z) + €.
he(0,2)NQ h

IN

Como € é arbitrario, obtemos

sup F(x+h)—F(:L‘)> sup F(x—l—h)—F(:U)‘

he(0,1)nQ h he(0.d) h

Assim, para cada h € QT, seja f, : R — R a funcao definida por

_ F(x+h)—-F(z)
o= . .

Observe que fj, é continua, ja que F' é continua. Dessa forma, f; é Borel mensuravel.
Note que para cadan € N a familia {f; : h € (0, %) NQ} é no maximo enumerdvel, entao
SUPpe(0,1)nQ frn também é uma funcao Borel mensuravel. Logo, temos que

g(z) = limsup fp,

n—oo

he(0,2)NQ

é uma func¢ao Borel mensuravel. Como F' é uma restrigao de g, a afirmagcao esta provada.
Agora, aplicamos o Corolario a funcao G(x) = F(x) — yx e notemos que E, C
U (ak, bi), com F'(by) — F'(ar) > v(br — ai). Consequentemente,

m(Ey) <> m((ak, by))
k
< 1E:F(bk) — F(ax)
7%
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< ;(F(b) — F(a)).
Portanto, m(E,) — 0 quando v tende ao infinito, e como {x : D™ (F)(z) = oo} C E,
para todo 7, isso prova que DT (F)(z) < co em quase todo ponto, isto é, o conjunto de
pontos onde DT (F)(z) = oo tem medida nula.
Fixando ntimeros reais r e R tais que R > r, definamos

E={z€[a,b: D" (F)(x) >R e r>D_(F)(z)}.

Se provarmos que m(E) = 0, teremos mostrado que DT (F)(z) < D_(F)(x) em quase
todo ponto.

Para provar que m(E) = 0, vamos assumir por absurdo que m(E) > 0. Como g > 1,
podemos encontrar um conjunto aberto O tal que E C O C (a,b), com m(0) < m(E)-£.

Temos que O pode ser escrito como |J,, I,, com I,, intervalos abertos e disjuntos
(ver Teorema [L.1). Fixe n e aplique o Coroldrio a funcao H(x) = —F(—z) + rz no
intervalo —I,,. Pensando como fizemos anteriormente para a fun¢ao G(z), obtemos um
conjunto aberto (J,(ax,by) contido em I,,, com os intervalos (ay, by) disjuntos, com

F(bk) — F(ak) S T(bk — ak).

No entanto, em cada intervalo (ag, b;) aplicamos o Corolério desta vez para L(x) =
F(xz)—Rz. Obtemos assim um conjunto aberto A,, = Uy, j(ax,j, by ;) de intervalos abertos
e disjuntos (ayj, bk j), com (ay j, bk ;) C (ax,by) para cada j e

F(bg;) — F(ayj) > R(bk; — ak.j)-

Entao, usando o fato de que F' é crescente, obtemos que

m(An) =3 (s — ary) < % " Flbey) — Flaxy)
k.j k,j
< - ; F(b) ~ Flai) < 7 ;@k — )
< Em(ln).

Note que 4,, D ENI,, pois DT (F)(z) > Rer > D_(F)(x) para cada = € E, e é
claro que I, D A,. Agora, somamos em n:

m(E) =Y m(ENL) <Y m(A,) < %Zm([n) = %m(O) < m(E).

O que é um absurdo e o teorema estd provado quando F' é continua.

O

A prova do Teorema 3.5 no caso geral, serd vista na Secao Antes disso, vejamos
o que podemos obter da identidade supondo que F' é monotoénica.
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Corolario 3.3. Se F : [a,b] — R € crescente e continua, entao F' existe em quase
todos os pontos. Além disso, F' é mensurdvel, nao-negativa e

/b F'(z)dz < F(b) — F(a).

Em particular, se F' € limitada em R, entdo F' € integrdvel em R.

Prova: Para n > 1, consideramos o quociente

F(m—{—l/n)—F(az)‘

Gn(@) = 1/n

Pelo Teorema temos que Gy (zr) — F'(x) para q.t.p. = quando n — o0, 0 que
mostra em particular que F’ é mensurdvel (pela defini¢ao de Gy, e por F' ser mensurdvel)
e nao-negativa (pois F' é crescente).

Agora, estendemos F' como uma func¢ao continua em todo R. Pelo lema de Fatou

(Lema [2.2) sabemos que

n—oo

b b
/ F’(m)dxgliminf/ Gp(z)dz.

Para completar a prova, basta notar que

/abGn(:n)d$ _ 1}n/abF(:z;+1/n)d:c—Jn/:F(x)dgg

1 b+1/n 1 b
= / F(z)dx — — [ F(x)dx
1/” a+l/n 1/” a

1 b+1/n 1 a+l/n
- F _ F(x)da.
1/”/1; (x)dx 1/n/a (x)dx

Como F' é continua, o primeiro e o segundo termo do lado direito da dltima igualdade
convergem para F'(b) e F(a), respectivamente, a medida que n vai para o infinito (veja
a Proposicao [3.1]). Assim, obtemos

b
/ G (@)dz = F(b) — Fla).

Com isso, o resultado segue.

|

Quando F' é uma funcgao crescente e continua, a melhor estimativa que conseguimos
para ff F'(z)dz é a desigualdade apresentada no Corolario De fato, observe isso no
seguinte exemplo.

A fungao Cantor-Lebesgue
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Iremos construir uma funcdo F : [0,1] — [0, 1] continua e crescente com F(0) = 0,
F(1) =1 e F'(z) = 0 em quase todos os pontos. Dessa forma, F' é de variacao limitada,
mas

b
/ F'(z)dz # F(b) — F(a).

Considere o conjunto de Cantor C' C [0, 1] visto anteriormente (Secao|1.2). Temos

C= ﬁ Cr,
k=0

com cada C} uma unido disjunta de 2¥ intervalos fechados. Seja Fi(z) uma funcao
crescente e continua em [0, 1] associada a C1 = [0,1/3] U [2/3, 1] com

0 sex =0,
1/2se1/3 <z <2/3,
Bi(z) = 1 sex=1

linear em (1.
Da mesma forma, seja Fy(z) crescente e continua com

( 0 sex =0,
1/4se1/9 <z <2/9,
1/2se1/3 <z <2/3,

Fg(ﬂj‘) =

3/4se7/9<x<8/9,

1 sex =1,
linear em Cs.
3/4
12
1/4
0 19 29 13 23 U9 89 1

Figura 11: Gréfico da fungao F5. Figura retirada de [1J.

Este processo nos dd uma sequéncia de fungoes crescentes e continuas {F,}5° ; tal

que
1
Faa () = Fa(@)] < 5oy
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Note que a sequéncia {F,,}5° ; é Cauchy para todo = € [0, 1]. Logo, estd bem definido o
lim,, o Fp,(2). Assim, a sequéncia F;, converge uniformemente para a fun¢ao F' continua
dada por
F: 01 — 0,1]
x> limy e Fu(2).
A funcdo F definida em é a Fungao de Cantor-Lebesgue (ver Figura . Por
construgao, F' é crescente, F'(0) = 0, F(1) = 1, e vemos que F é constante em cada

intervalo do complementar do conjunto de Cantor. Como m(C') = 0, temos que F'(z) = 0
quase em todos os pontos.

(31)

0 1
Figura 12: Gréafico da fungao de Cantor-Lebesgue. Figura retirada de [1J.

O que foi abordado nesta secdo é que a suposicao de variacao limitada garante a
existéncia de uma derivada em quase todos os pontos, mas nao a confirmacao da vali-
dade da identidade (25)). Porém, na préxima sec¢ao, apresentaremos uma condicao que
resolvera completamente o problema de estabelecer a identidade ([25)).

3.2.2 Funcoes absolutamente continuas

Comegaremos a secao com a seguinte definigao.

Definicao 3.7. A funcao F definida em [a,b] é absolutamente continua se, dado
qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que

N N
Z |F(br) — F(ak)| < € sempre que Z(bk —ay) <0,
k=1 k=1
para qualquer cole¢ao de intervalos (ay,by) disjuntos e contidos em [a,b], k=1,...,N.

Da definicao de funcao absolutamente continua, obtemos as seguintes afirmacoes.

Afirmacgao 1: Funcoes absolutamente continuas sao uniformemente continuas,
logo continuas.

Prova: Seja e > 0. Como F' é absolutamente continua, existe § > 0 tal que

N

N
Z |F(by) — F(ag)| < € sempre que Z(bk —ay) < 0,
k=1 k=1
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com (ag,by) disjuntos e pertencem a uma colegao de intervalos de [a, b], com k =
1,...,N.

Considere especificamente o caso N = 1 e suponha que a < x < y < b. Assim,
como b — a < § temos
donde

|z —y| <.

Da continuidade absoluta de f, temos
1f(y) — f(@)] <e,

Agora, se y < x com

entao
O<z—y<d

[f(z) = F(y)l <e

Portanto, para todo x,y € [a,b] com
temos que

[f(z) = fy)| <e

Assim, como € é arbitrario, f é uniformemente continua, logo continua.

O

Afirmacgao 2: Se F' é absolutamente continua em um intervalo limitado, entao F'
também é de variacao limitada no mesmo intervalo. Além disso, sua variacao total
¢é absolutamente continua, logo continua.

Como consequéncia desta afirmacao, a decomposicao de F' em duas func¢ées mo-
notonicas dadas na segao anterior Teorema [3.4| mostra que cada uma dessas fung¢oes
é continua.

Prova: Suponha F' absolutamente continua. Logo, dado € = 1 existe § > 0 tal que

N

N
Z |F'(by) — F(ax)| < 1 sempre que Z(bk —ay) <0,
k=1 k=1

com (ay,bg) disjuntos e pertencentes a uma colecao de intervalos de [a,b], para
todok=1,...,N.

Seja P* = {a = ap,a1,...,a, = b} a particdo de [a,b] com a propriedade que
a; —a;—1 = 0/2 para todo ¢ € {1,2,...,n — 1}, e tal que a,, — ap—1 < 0/2 (Veja a
figura abaixo).
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s < $

2 — 2

— —
—_— 00— —0—0—

a ay  ag - an1 b

Agora escolheremos n apropriado. Para isso dividimos b — a por §/2. Isso nos
d4 o nimero de intervalos de tamanho 6/2 aparece em b — a. Adicionamos +1
para levar em conta o intervalo restante (a,—1,a,) cujo é menor ou igual a /2.
Tomamos entao
2(b—a)
el + 1.

Agora, seja P uma partigao qualquer de [a, b] e considere

P = PuU P
A particao P’ é um refinamento de P e P*, e denotamos P’ = {20 = a, 21,...,2m =
n}. Para cada i € {1,2,...,n} introduzimos

P/ = {z, € P i, € lai—1,a;]}.

Isto ¢, para cada i, P, é o conjunto de pontos em P; que estao contidos no intervalo
fechado [a;—1, a;] da partigao P*. Entao, denotando V(F, P) a variacao de F' em
relagdo a particao P, temos

2(b—a)

V(F,P) < V(F, P ZZWZ% zlk1)|§n:[ >

J+1

Portanto, a variacao V(F, P) é sempre limitada por

{2(1;_&)
5

} + 1. Como P é uma

particao qualquer de [a, b], segue que F' é de variacao limitada em [a, b].
O

Afirmacgao 3: Seja F(x f f(y)dy, com f é integravel, entdo F' é absoluta-
mente continua.

Isso segue imediatamente de |2 no Teorema

A Afirmacgao 3 mostra que a continuidade absoluta é uma condicao necessaria para
impor a F' se esperamos provar que ff F'(x)dx = F(b) — F(a).

Teorema 3.6. Se I' é absolutamente continua em [a,b], entao F'(x) existe em quase
todos os pontos. Além disso, se F'(x) =0 q.t.p. x, entdo F € constante.
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Vimos na Afirmacao 2 que uma fungdo absolutamente continua é de variagao limi-
tada, e anteriormente no Teorema vimos que uma funcao de variacao limitada é
a diferenca de duas fungbes monotoénicas continuas. Logo, uma funcao absolutamente
continua é a diferenca de duas fungdes monotonicas continuas. Assim, a existéncia de
F'(x) para q.t.p. x segue do Corolario Dessa forma, iremos provar sé a segunda
parte do Teorema

Para provar que F'(z) = 0 q.t.p. implica que F é constante, necessitamos de uma
versao mais elaborada do argumento de cobertura do Lema [3.1]

Definicao 3.8. Seja E C R. Diz-se que uma cole¢ao B de bolas é uma cobertura Vitali
de um conjunto E se para todo x € E e qualquer n > 0 existe uma bola B € B tal que
x € B em(B) <n. Assim, cada ponto é coberto por bolas de medida arbitrariamente
pequena.

Lema 3.4. Seja E C R. Se E é um conjunto de medida finita e B uma cobertura
Vitali de E, entdao para qualquer § > 0 podemos encontrar um numero finito de bolas
By,...,Bn em B que sdo disjuntas e

N
Zm(Bz) > m(E) — 0.

Prova: Aplicaremos o Lema varias vezes, com o objetivo de compor todo o con-
junto E. Note que para chegarmos na conclusao do resultado basta tomar ¢ suficiente-
mente pequeno, digamos 6 < m(E), e usar o Lema para encontrar uma colecao finita
de bolas disjuntas B1, B, ..., By, em B tal que ) ;"' m(B;) > v - ¢ (para simplificar
a notagao, escrevemos v = 3~"). De fato, primeiro tome E’ um subconjunto compacto
de E tal que m(E") > 4. Por causa da _compacidade de E’, podemos cobri-lo por um
ndmero finito bolas de B, isto é, Uz 1Bl S E', com B, € B para todo [ = 1,..., N,
entao o Lema nos permite selecionar uma subcolegao disjunta dessas bolas, dlgamos
By, By, ...,Bn, tal que

Ny N _
S m(Bi) = 7m< y Bl) > ym(E') > -3,

i=1 =1

Com Bjy,...,By, como nossa sequéncia inicial de bolas, consideramos duas possi-
bilidades: ou Zfﬁl m(B;) > m(E) — 6 e terminamos com N = Nj, ou ao contrario
vall m(B;) < m(E) — 0. Na segunda possibilidade, com Fy = F — U;’\/le B;, temos

m(E2) > § (lembre que m(B;) = m(B;)). Repetimos entdo o argumento anterior, es-
colhendo um subconjunto compacto E} de Ey com m(FE}) > 4, e notando que as bolas
em B que sao disjuntas de vazll B, ainda cobrem E» e de fato ddo uma cobertura Vitali
para Fy e, portanto, para Ej. Assim, podemos escolher uma colegao disjunta finita
dessas bolas Bj, N1 < i < Na, de modo que  y, _;<n, m(B;) > v - 6. Portanto, agora

ZZN21 m(B;) > 27 -0, e as bolas B;,1 < i < Na, sao disjuntas.
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Consideramos novamente duas alternativas, se Zf\fl m(B;) > m(E)—94. No primeiro
caso, terminamos com N9 = NN e, no segundo caso, procedemos como antes. Se, conti-
nuando assim, tivéssemos chegado a k-ésima etapa e nao parado antes disso, teriamos
selecionado uma colecao de bolas disjuntas com a soma de suas medidas maior ou igual
a kv -4d. Em qualquer caso, nosso processo atinge o objetivo desejado na k-ésima etapa
se k> (m(FE)—6)/v-J, pois neste caso ZZN:’H m(B;) > m(E) — 6.

Uma consequéncia do resultado anterior é a seguinte.

Corolério 3.4. Nas condigoes do Lema 3.4, podemos organizar a escolha das bolas de

modo que
N
m<E— UBZ-> < 20.
=1

Prova: Seja A um conjunto aberto, com A O E e m(A — E) < §. Como estamos
lidando com uma cobertura Vitali de E, podemos restringir todas as nossas escolhas
acima a bolas contidas em A. Se fizermos isso, entdo (E — N, B;) U (UY, B) C 4,
onde a uniao no lado esquerdo é uma uniao disjunta. Portanto,

m(E—QBi> < m(A) —m<QBi) <m(E)+ 6 — (m(E) — §) = 25.

O

Prova do Teorema [3.6 Note que para demonstrar o teorema basta mostrar que
F(b) = F(a), pois caso isto seja provado, podemos substituir o intervalo [a, b] por qual-
quer subintervalo. Agora, seja E o conjunto dos x € (a,b) para os quais F'(z) existe e é
zero. Lembramos que m(F) = b — a. Em seguida fixe momentaneamente ¢ > 0. Como
para cada x € E temos

lim F(zx+h) — F(z)
h—0 h

=0,
entao para cada 1 > 0 temos um intervalo aberto I = (as, b;) C [a,b] contendo z, com
|F(by) — Flag)| < €(by — ay) € by —az <.

A colegdo desses intervalos formam uma cobertura Vitali de E e, portanto, pelo
Lema|3.4] para § > 0, podemos selecionar uma quantidade finita de intervalos disjuntos
I; = (aj,b;), com 1 < j < N, tais que

N
> m(I;) = m(E) - 6= (b—a) -4 (32)

J=1

93



Como |F'(b;) — F(aj)| < €(b; — a;), vemos que

Z|F F(a;)| <e(b—a),

ja que os intervalos I; sao disjuntos e estdo em [a,b]. Em seguida, considere o comple-
N . . . .
mentar de |J j=11j em [a,b], que consiste em um nimero finito de intervalos fechados

U,iwzl[ak, Br] com comprimento total < é por causa de , isto é,

M N N N
m( U[ak,ﬁk]> :m<E\ Ulj> :m(E)—m<UIj> :m(E)—Zm(IJ) <4

k=1 j=1 j=1

Pela continuidade absoluta de F' (se § for escolhido apropriadamente em termos de €),
Z]kvil |F'(Br) — F(ag)| < e. Dessa forma, temos que

N M
|[F(b) = Fla)] <Y |F(b) = Flag)l + Y [F(B) = Flew)| < e(b—a) + e
j=1 k=1

Deste modo, concluimos que F'(b) — F(a) = 0.

O

O préximo resultado resolve nosso segundo problema de estabelecer a reciprocidade
entre diferenciacao e integracao, como desejamos desde o inicio do capitulo.

Teorema 3.7. Suponha que F € absolutamente continua em [a,b]. Entdo, F' existe em
quase todo ponto e € uma funcdo mensurdvel. Além disso,

F(x)— F(a) = / F'(y)dy, para todo a <z < b.

Em particular, fazendo x = b, obtemos F(b) f F'(y

Por outro lado, se f é uma funcdo mtegmvel em |a, b] entao existe uma fungdo
absolutamente contz’nua F tal que F’(x) = f(x) em quase todos os pontos. Neste caso,
podemos tomar F(x f fly

Prova: Como sabemos que uma fungao absolutamente continua de valor real é a
diferenca de duas fungoes crescentes continuas, o Coroldrio[3.3] mostra que F” é integrdvel
em [a,b]. Agora, seja G(z) = [ F'(y)dy. Entéo, G ¢ absolutamente continua (pois G ¢
Lipschitz, ver Apéndice [A Assun a diferenca G(x) — F(x) também é. Pelo Teorema
da diferenciagao de Lebesgue (Teorema, sabemos que G'(z) = F'(x) para q.t.p. z.
Portanto, a diferenca F' — G tem derivada 0 em quase todos os pontos. Pelo Teorema
concluimos que F' — G é igual a uma constante, digamos C. Como

F(ZE)—G(I‘):C:>F($):C+/xF,(y)dy,
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para x = a, temos

Fla) = C — F(z) - F(a) = / ")y,

3.2.3 Diferenciabilidade de fungoes “jump”

Recordemos que, na prova do Teorema supomos que a fungao F' é continua.
Agora, iremos apresentar uma classe de funcées monotonicas que ird nos permitir retirar
essa suposicao na prova do daquele teorema.

Como antes, podemos assumir que F' é crescente e limitada. Em particular, estas
duas condigoes garantem que os limites

— 1 + .
F(a7) =lim F(y) e F(z7) = lim F(y)
y<z y>x
existem. De fato, para qualquer zo € D(F'), com D(F') o dominio de F, se x < xq e
xg < y, por hipdtese, temos

F(z) < F(z9) < F(y) < M.

Dada qualquer sequéncia {z,}, com z, < xz( para todo n € N e convergindo para z,
temos que {F'(x,)}, serd monétona e limitada, portanto convergente. Portanto, F'(xg™)
existe. Analogamente, mostra-se que F(xo") existe.

Deste modo, sempre teremos F(z~) < F(z) < F(zT). E facil ver que a funcdo F é
continua em x se F(z+) = F(x™), caso contrario, diremos que F tem uma descontinui-
dade de salto em .

A seguir, veremos que é possivel lidar com descontinuidades de salto, uma vez que
sé haverd uma quantidade enumeravel delas.

Lema 3.5. Uma fungdo crescente e limitada F em [a,b] tem, no mdzimo, uma quanti-
dade enumerdvel de descontinuidades.

Em particular, o conjunto de pontos que uma funcao crescente e limitada em [a, b] é
descontinua, tem medida nula.

Prova: Se F' é descontinua em x, podemos escolher um nimero racional r, de modo
que F(z7) < r, < F(xt) (pois o racionais sao densos na reta). Se f é descontinua em =,
para todo x < z, devemos ter F(z1) < F(27), logo r, < r,. Consequentemente, a cada
numero racional corresponde no maximo uma descontinuidade de F'. Portanto, F' pode
ter no maximo um numero enumeravel de descontinuidades, uma vez que o conjunto dos
numeros racionais ¢ um conjunto enumeravel.
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Sejam {z,,}5° | a sequéncia de pontos onde F' é descontinua, e seja a;, o salto de F’
em x,, ou seja, o, = F(z;7) — F(z;,). Entao,

F(z)) = F(z;) + an,

n

para algum 0 < 6,, < 1. Definimos

0 sex < axy,
Jn(x) =<0, se v = x,,

1 sex > xy,.

A func¢ao jump associada a F' serd dada por
(o)
JF(QS) = Z anjn(x)'
n=1

Por simplicidade, e quando nenhuma confusao for possivel, escreveremos J em vez de
Jr.
Como F' é crescente e limitada, temos

iangF(b)—F(a)<oo.
n=1

Portanto, a série que define J converge absolutamente e uniformemente (pelo Teste M
de Weierstrass).

Lema 3.6. Se F' € crescente e limitada em [a,b], entao:

1. J(x) € descontinua precisamente nos pontos {x,} e tem um salto em x,, igual ao
salto de F' em x,;

2. A diferenca F(z) — J(x) € crescente e continua.

Prova: Se x # x, para todo n, cada j, é continuo em x, e como a série converge
uniformemente, J deve ser continua em z. Se x = xy para algum N, entao escrevemos

N o0
J<x) = Z anjn(x) + Z an]n(x)
n=1 n=N+1

Pelo mesmo argumento acima, a tltima série do lado direito é continua em x e a soma
finita tem uma descontinuidade de salto em z de tamanho ay.
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Para o item [2] notamos que o item [l| implica imediatamente que F' — J é continua.
Finalmente, se y > x, como F' é crescente, temos

Assim,

F(z) = J(z) < F(y) — J(y)
e a diferenca F' — .J é crescete, conforme desejado.

O

Uma vez que podemos escrever F(z) = [F(z) — J(x)] + J(z), nossa tarefa final serd
provar que J é diferenciavel em quase todos os pontos.

Teorema 3.8. Se J € a funcgdo jump considerada acima, entio J'(x) erxiste e € zero em
quase todos o0s pontos.

Prova: Dado qualquer € > 0, observe que o conjunto E dos x tal que

lim sup J(x+h)—J(x)

> €, 33
h—0 h (33)

é um conjunto mensuravel. Seja 6 = m(E) e mostremos que § = 0.
Como a série > a, que surge na definicdo de J converge, para qualquer 7, a ser
escolhido posteriormente, podemos encontrar N tal que » _ n an <17.
Em seguida, tomamos
JO(*T) = Z O‘njn(x)>

n>N

e, por causa de nossa escolha de N temos
Jo(b) — J(](a) <n. (34)

Note que, J — Jy é uma soma finita. Portanto, o conjunto de pontos onde vale,
com J substituido por Jy, difere de E por no maximo um conjunto finito de pontos
{z1,22,...,xN}. Assim podemos encontrar um conjunto compacto K, com m(K) > %,
de modo que limsup;,_,q M > e para cada z € K (veja o item 3| do Teorema
[1.4). Logo, existem intervalos (az, b;) contendo z, z € K, de modo que Jo(bs) —Jo(az) >
€(by —ay). Dessa forma, podemos escolher uma cole¢ao finita desses intervalos que cobre
K. Em seguida, aplicamos o Lema [3.1| para selecionar intervalos disjuntos Iy, Io, ..., I,

e para os quais » 7, m(l;) > m(K)/3. Os intervalos I; = (a;,b;) satisfazem
Jo(bj) = Jolaj) > €(bj — aj),

pois sao subintervalos de (az, by).
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Agora, veja que
al € €
Jo(b) = Jo(a) > ; Jo(bj) = Jolag) > D e(b; —a;) > gm(K) > 6.

Assim, por , €0/6 < m, e como n é qualquer, segue que § = 0 e o teorema esta
provado.
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Apeéendice A

A Algumas definicoes e resultados basicos

Neste apéndice vamos relembrar algumas definicoes e resultados basicos.

Definicao A.1. Bola aberta no R™ centrada em x e raio r:
B(z,r)=By(z) ={y e R" : |y — x| < r}.

Definicao A.2. Um conjunto E C R™ ¢ aberto quando, para todo x € E, existir r > 0
tal que By(x) C E.

Por definicao, um conjunto é fechado, se o seu complementar é aberto.

Observagao A.l.

1. A unido arbitrdria de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Prova: Seja {Ax}rer uma familia de conjuntos abertos, onde Ay C R™ € aberto,
para todo X € L, com L um conjunto qualquer de indices.

Afirmagao: Uyep Ay = A € um conjunto aberto.
De fato,

xe€A— 3N €L, tal que x € Ay, @)EIBT(QU) C Ay, C A

2. A intersecdo finita de conjuntos abertos € um conjunto aberto.

Prova: Seja {Ai}i1<i<n uma familia de conjuntos abertos, onde A; C R™, para cada
i=1,2,...,n.
Tome z € (i A;, entdo x € A;, para cada i = 1,2,...,n. Assim, temos que

para cada A;,i =1,2,...,n,

3r; >0, tal que By, (x) C A;.

Tome r = min{r;}, entdo

Por outro lado, para intersecoes infinitas a observacdo nao vale. Para isso, basta
11

ver que (o (=5, =) = {0} ndo é aberto.
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3. A intersecdo arbitrdria de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Prova: Seja {Fx}aer uma familia de conjuntos fechados, onde F) C R™, para
todo A € L, com L um conjunto qualquer de indices. Precisamos mostrar que

C
(m)\eL FA) € aberto. E de fato, das leis de De Morgan, temos
¢ C
( m FA) = U Fy' que € aberto.
AeL AEL
Entao, ey, F) € fechado.

4. A unido finita de conjuntos fechados € um conjunto fechado.

Prova: Seja {F;}1<i<n uma familia de conjuntos fechados, com F; C R™, para cada

1=1,2,...,n. Novamente pelas leis de De Morgan, temos
n C n
( U Fl) = m FY que ¢é aberto.
=1 =1

Entao, \J;—, F; € fechado.

Veja que para unido arbitrdria a observagio ndo vale, pois (0,1) = Jyepeq{z} €
aberto e cada {x} € fechado em R.

Temos que um conjunto K ¢é limitado se ele estiver contido em uma bola de raio
finito. Um conjunto fechado e limitado no R", serd chamado conjunto compacto. A
defini¢ao a seguir serve para definir conjuntos compactos em espacos métricos quaisquer,
contudo no R"™ esta definicdo é equivalente a ser fechado e limitado.

Definicao A.3. Um conjunto K C R™ é compacto quando dado uma cole¢ao {Ay}acr,
com Ay aberto, satisfazendo K C \J,c; Aa, evistem Any, Aay, - - ., Aay lais que

K cUX, A,

Esta definicao diz que um conjunto K C R" é compacto se, dada qualquer cobertura
aberta, dele pode-se extrair subcobertura finita.
Seja {xn }nen C R, definimos:

e limsup =z, :=inf; -, (Supn>k xn>,

e liminf x, := sup,~, (infn>k xn>,

ou, equivalentemente,
e limsup,,_,. Tn = lim, (supk>n :ck),
o liminf,, o0 zp, = lim,, oo (infk>n a:k)
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Definicao A.4. Seja E um espago vetorial sobre R. Uma seminorma em E é uma
funcao n : E — R tal que para cada xz,y € E e c € R, vale:

Definicao A.5. Seja E um espago vetorial sobre R. Uma norma sobre E é uma fung¢ao
N : E — R tal que para cada z,y € £ e c € R:

o N(z)>0;
e N(z) =0 se e somente se x = 0;
e N(cx) = |c|N(z);

e N(x+y) < N(z)+ N(y).
Neste caso, a estrutura (E,N) € chamada um espago vetorial normado.

Definicao A.6. (Espacos métricos, métrica) Um espaco métrico é um par (X,d), com
X um conjunto e d uma métrica em X (ou funcdao de distancia em X ), ou seja, d é uma
funcdo definida em X x X tal que para todo x,y,z € X temos:

1. d € real, finito e ndo negativo;

2. d(z,y) =0<=z=y;

3. d(z,y) = d(y,z) (simetria);

4. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (desigualdade triangular).

Proposicao A.1. Se a fungdo f definida em [a,b] € lipschitziana, entao f é absoluta-
mente continua em [a,b].

Prova: Seja € > 0 e escolha 6 = ¢/M, com M a constante de Lipschitz de f. Entao,
para qualquer colegao {[a;, y;]} de intervalos quase disjuntos de [a, b], com ), |z;—y;| < 9,
obtemos

Z‘f(fvi)_f(yi”<MZ|ZCi—yi|<M(5:e.

)
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