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Resumo

Na presente tese, a abordagem do potencial efetivo da teoria quantica de campos é usada com o
objetivo de investigar a correcao de loop de auto-interagao para a densidade de energia de Casimir,
assim como a geracao da massa topolégica para os casos de um campo escalar real massivo e sem
massa, os quais obedecem uma condi¢ao de contorno do tipo hélice. Além disso, é considerado
um cendrio em que a simetria de Lorentz sofre uma violacao do tipo éter CPT-par, em que CPT
representa as simetrias por conjugacao da carga, paridade ou inversao espacial e reversao temporal,
respectivamente. Na auséncia da quebra de simetria de Lorentz, obtemos expressoes analiticas para a
correcao em loop da densidade de energia de Casimir e também para a massa do campo escalar. Em
seguida, consideramos o mesmo sistema levando em consideracgao a violacao do tipo éter CPT-par em
cada direcao do espaco tempo e analisamos seu efeito na densidade de energia de Casimir e também
na massa topoldgica gerada. Os resultados obtidos sao analisados graficamente.

Além do sistema mencionado, consideramos ainda um sistema interagente, consistindo de um
campo escalar real e um campo escalar complexo. A interacao considerada é dada pelo produto
do quadrado do campo real pelo médulo quadrado do campo complexo e, incluimos os termos de
auto-interagao associado a cada campo. Nessa teoria o campo escalar real é submetido & condicoes
periédicas, ao passo que no campo complexo foram consideradas duas condigoes separadamente,
sendo uma a condi¢ao quasi-periédica e a outra a condigao mista. Além da obtencao das correcoes da
densidade de energia de Casimir e da massa topoldgica, uma andlise dos possiveis estados de vdcuo
estdveis foi realizada fornecendo as correspondentes condigoes de estabilidade. Nossos resultados,
para este sistema, também sao exibidos graficamente.

Palavras-chave: Energia de Casimir; massa topolégica; violacao de Lorentz; corre¢ao de loop;
campos interagentes; estabilidade do vacuo.



Abstract

In this work, the effective potential approach in quantum field theory is used in order to investigate
self-interaction loop correction to the Casimir energy density and generation of topological mass for
both massless and massive real scalar fiels, which obey a helix type boundary condition. In addition,
it is also considered a CPT-even aether-type violation of the Lorentz symmetry, where CPT stands
for the symmetries of charge conjugation, parity or space inversion and time reversal, respectively. In
the absence of the Lorentz violation, we obtain analytical expressions for the loop correction to the
Casimir energy density and to the mass of the scalar field. Afterwards, we consider the same system
taking into account the CPT-even aether-type violation, in each spacetime direction and we analyse
its effect in the Casimir energy density and also in the topological mass generated. The obtained
results are shown in graphics.

Besides, we also consider a system of interacting quantum fields, which consists of a real scalar
field and a complex field. The interaction considered here is the quartic one, which is a product
of the modulus square of the complex field and the square of the real field. It is included the self-
interaction associated with each field. In this theory, the scalar field is constrained to obey periodic
condition while the complex field obeys in one case a quasiperiodic condition and in other case
mixed boundary conditions. In addition to the loop corrections to the Casimir energy density and
the topological mass, an analysis of the possible different stable vacuum states and the corresponding
stability condition is also provided. Our results, for this system, are also shown in graphics.

Keywords: Casimir energy; topological mass; Lorentz violation; loop correction; interacting fields;
vacuum stability.
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Introducao

Um fendmeno ao mesmo tempo interessante e intrigante, que é de natureza puramente quantica, é o
chamado efeito Casimir. Este foi previsto por H. Casimir [1] no ano de 1948 e consiste no aparecimento
de uma for¢a de natureza quéntica e atrativa, entre duas placas paralelas e eletricamente neutras
posicionadas & uma distancia pequena entre si quando comparada as dimensoes das placas. Essa forca
de atracao é descrita no contexto do campo eletromagnético quantizado e é devida as flutuagoes do
seu estado fundamental, também chamado de vacuo quéntico. Desde sua previsao, o efeito Casimir
tem sido confirmado por vdrios experimentos de alta precisao [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. No contexto do
efeito Casimir, também foram considerados outros campos quanticos, tais como campos escalares e
fermionicos que produzem efeitos do tipo Casimir sob certas condigoes externas, i.e., condigoes de
contorno, efeitos de temperatura, condigoes de calibre e assim por diante. Por exemplo, o efeito
Casimir associado com um campo escalar real submetido a condi¢ao de contorno do tipo hélice, com
corregoes de temperatura ¢ considerando na Ref. [9], submetido a condi¢oes de contorno de Robin
na Ref. [10] e, na Ref. [11], a energia de Casimir para um campo escalar real e o campo spinorial
neutro de Elko em uma teoria de campo no ponto fixo de Lifshitz, é obtida. Uma revisao sobre o
efeito Casimir pode ser encontrada na Ref. [12] (veja também as Refs. [13] e [14]).

A abordagem mais comum no estudo do efeito Casimir é assumir que a simetria de Lorentz é
preservada. Entretanto, todas as tentativas de construir uma teoria em uma escala de altas energias,
parecem falhar na preservacao da simetria de Lorentz, até mesmo de forma local como no caso
em que se leva a gravidade em consideragao. Em alguns modelos de violacao efetiva da simetria
de Lorentz, o espago tempo torna-se anisotrépico em alguma diregdo (incluindo o tempo), onde a
diregdo ¢ comumente determinada por um 4-vetor unitdrio. A violacao de simetria de Lorentz é
um tépico que atrai atencao até os dias atuais, principalmente por ser uma alternativa de se obter
uma nova fisica além do modelo padrao. No contexto da teoria das cordas, por exemplo, a violagao
da simetria de Lorentz é estudada na Ref. [15] e no caso de uma escala de baixas energias nas
Refs. [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26]. Como consequéncia de tais modificagdes no espago
tempo introduzidas pela violagao de simetria de Lorentz, os modos de energia do campo quéantico
sofrem alteracoes que interferem na densidade de energia de Casimir. No contexto da teoria das cordas
e em uma escala de baixas energias com violacao de Lorentz, a energia de Casimir é investigada nos
trabalhos [27] e [28] e nas Refs. [29, 30, 31], respectivamente. O efeito Casimir em um cenério de
violagao de Lorentz, considerando derivadas de ordem superior, foi considerado na Ref. [32].

E importante apontar que as condi¢des de contorno do espago tempo desempenham um papel
crucial na investigacao da energia de Casimir. Uma condicao de contorno interessante é a que simula
uma hélice. A energia de Casimir produzida por essa escolha particular de condicao de contorno
tipo hélice, foi considerada nos trabalhos [33, 34, 35] e uma generalizac¢ao incluindo efeitos térmicos
na Ref. [9]. Na presente tese consideramos um campo escalar quantico auto-interagente sujeito &
condicao de contorno tipo hélice. A escolha de tal condi¢ao de contorno ¢ motivada por um grande
nimero de estruturas da natureza com geometria em forma de hélice, para citar algumas dessas
formas temos o DNA e a membrana de proteinas celulares. Uma aplicagao do efeito Casimir nesse
contexto é estudada na Ref. [36]. Além disso, consideramos o cendrio em que permitimos uma violagao
da simetria de Lorentz. Para investigar a energia de Casimir nesse contexto, usamos o formalismo
da integral de trajetéria para um campo quantizado e construimos o potencial efetivo que pode ser
escrito em termos de uma expansao de loop. Esse formalismo foi desenvolvido por Jackiw [37] e
permite obter tanto a densidade de energia, bem como a massa topolégica que é gerada pela nao
trivialidade do espago tempo. Para um campo escalar auto-interagente e nao massivo considerando
diferentes condigoes de contorno, a densidade de energia de Casimir e geracao de massa topoldgica



foram analisados na Ref. [38]. Seguiremos passos similares aos apresentados na Ref. [39], em que
um campo escalar massivo com violagao da simetria de Lorentz é considerado. Aqui, consideraremos
primeiramente um campo escalar massivo auto-interagente, obedecendo a condicao de contorno tipo
hélice e além disso, consideraremos esse sistema no contexto do modelo de violagao de simetria de
Lorentz do tipo éter CPT-par [39] e [40].

Ademais, consideramos um sistema de campos interagentes em que um campo escalar real, é
submetido a uma interacdo com um campo escalar complexo. A investigacdo de campos quanticos
interagentes é importante pois os campos encontrados na natureza estao, de certa forma, interagindo.
A interacao usualmente considerada nos trabalhos mencionados é a auto-interacao quartica, que é
descrita matematicamente por um termo de quarta poténcia do préprio campo. Considerando a
estrutura de dois campos quanticos interagentes, usando a abordagem do potencial efetivo, Toms
na Ref. [41] considerou dois campos escalares reais, um twisted e o outro untwisted, interagindo via
interacao qudrtica, i.e., o produto entre o quadrado dos dois campos, para investigar a quebra de
simetria e a geragao de massa como consequéncia da topologia nao trivial, produzida pelas condicoes
periddicas e antiperiddicas.

Para investigar a densidade de energia de Casimir, correcoes de loop e a geracao da massa topolé-
gica, consideramos um sistema que consiste de um campo escalar real, interagindo com um campo
escalar complexo. A interagao estabelecida é na forma de interacao quartica, i.e., o produto entre o
quadrado do campo real e o médulo quadrado do campo complexo. Além dessa interagao, incluimos
os termos correspondentes a auto-interacao quértica de cada campo, que é normalmente considerada
nos trabalhos mencionados acima. O campo real sempre obedece a condicao periédica, ao passo
que o campo complexo é restrito a obedecer uma condi¢ao quasi-periédica e, posteriormente, con-
dig¢oes mistas aplicadas em dois planos paralelos e idénticos, perfeitamente refletores e separados por
uma distancia L. Esses dois cendrios, generalizam resultados obtidos anteriormente nas Refs. [38]
e [42], em que foram considerados campos reais auto-interagentes obedecendo condigdes periddicas,
Ref. [43] em que o campo real obedece a condi¢oes quasi-periédicas e Refs. [39, 44] em que o campo
estd sujeito as condigoes mistas. Nesse sentido, estendemos a anélise realizada na Ref. [41], para o
caso de campo complexo e considerando outras condigoes. A escolha da condi¢do de contorno deve
ser matematicamente consistente e a escolha da condi¢ao de contorno mista é natural, por exemplo,
no caso de gravidade quantica, teoria de campo spinorial e supergravidade [45]. Além disso, a con-
di¢ao quasi-periédica desempenha um papel importante quando consideramos nanotubos para um
campo quantico [46]. Por exemplo, se a fase angular for zero (caso periédico), obtemos um sistema
descrevendo nanotubos metdlicos, ao passo que os valores £27/3 correspondem a um nanotubo semi-
condutor. Em adicao a densidade de energia de Casimir e a massa topoldgica na teoria de campos
interagentes, analisamos a possibilidade de estados de vdcuo distintos. A investigacao dos possiveis
estados de vacuo fornece a condi¢ao de estabilidade correspondente a cada estado possivel.

A presente tese estd organizada da seguinte forma: o capitulo 1 é reservado para uma revisao
das integrais de trajetoria aplicadas na mecénica quantica, bem como & teoria quantica de campos
escalares. Ademais, revisamos a abordagem do potencial efetivo, aplicado para o cédlculo da energia
de Casimir, correcoes de loop e geracao da massa topolégica. No capitulo 2 consideramos um campo
escalar real o, com auto-interacao quértica, isto ¢, descrita na forma de um termo proporcional a @*.
O campo escalar é submetido a condi¢ao de contorno tipo hélice, em um cendrio em que a simetria
de Lorentz é preservada. Nesse contexto, a densidade de energia de Casimir e sua corregao de loop
¢ analisada. E considerada também a geracio da massa topoldgica para este sistema. No capitulo
3 consideramos o mesmo sistema descrito no capitulo 2, mas em um cendrio em que a violacao da
simetria de Lorentz se estabelece. Nesse caso, o efeito Casimir e a geracao de massa topoldgica sao
investigados, tendo como foco a influéncia da violagao de Lorentz em tais quantidades. O capitulo



4 é reservado para a investigacao do efeito Casimir e geracao de massa topolédgica, considerando
campos interagentes, isto é, consideramos a interagao entre campos diferentes. O sistema analisado
aqui consiste em um campo escalar real interagindo com um campo escalar complexo e, em adigao,
os temos de auto-interagao associados a cada campo sao considerados. O campo real é submetido
a condicao periddica, ao passo que o campo complexo é submetido primeiramente a condi¢ao quasi-
periédica e, posteriormente, & condi¢ao mista. No capitulo 5 apresentamos os comentdrios finais dos
estudos realizados nessa tese.



Capitulo 1

Integrais de trajetoria na teoria quantica
e o potencial efetivo

Neste capitulo apresentamos uma revisao das integrais de trajetéria aplicadas na mecénica quéntica,
estendendo os resultados obtidos para a teoria quantica de campos. Sao apresentados os passos
necessarios para a descrigao da teoria quantica em termos das integrais de trajetoria e para a obtencao
da amplitude de transicao que é o objeto central da teoria. Esta revisao é baseada nos livros didaticos
[47], [48], [49] e [50], enfatizando as partes principais para o propdésito da presente tese. Revisamos
também o formalismo que permite a construcao do potencial efetivo, como uma expansao de loop
em termos das integrais de trajetéria tendo como base os trabalhos do Jackiw [37] e do Toms [38].
O entendimento da integral de trajetéria é essencial para a aplicacao do potencial efetivo e,
portanto, para o célculo da densidade de energia de Casimir e também da massa topoldgica.

1.1 Integrais de trajetéria na mecénica quantica

Usualmente a mecanica quantica é descrita em termos das formulagoes de Schrodinger e Heisenberg,
entretanto uma formulacao equivalente em termos das integrais de trajetéria, que é creditada a
Feynman', é empregada de forma eficiente em certos contextos da mecéanica quantica. Na presente
secao, estudaremos a mecénica quantica do ponto de vista proposto por Feynman. Inicialmente,
abordamos o conceito de propagadores e entao construiremos as amplitudes de transicao que dao
origem as integrais de trajetoria.

1.1.1 Propagadores

Conforme amplamente difundido, a equagao de Schriodinger pode ser transformada em uma equacao
integral que deve satisfazer determinadas condi¢oes de contorno. A partir de um estado quantico em
determinado tempo t, isto é, |1, t), podemos escrever sua evolugdo temporal da seguinte forma:

i, ') = U (', ) |, 1), (1.1.1)

'Richard Phillips Feynman foi um fisico teérico que, pelas suas contribuicdes no campo da eletrodinamica quantica,
recebeu o prémio Nobel de fisica em 1965, junto com Julian Schwinger e Sin-Itiro Tomonaga. Na Ref. [51], Feynman
introduziu o conceito da integral de trajetéria aplicado a mecénica quantica.




em que U (t',t) & o operador unitario de evolugao temporal. Este operador unitdrio é solugao da
equacao diferencial que segue:

L 0~ - ~

zﬁ%U(t',t) =H(@{\U({, 1), (1.1.2)
em que H (t') é o operador Hamiltoniano que descreve o sistema considerado. A partir de Eq. (1.1.1)
obtemos uma equagao integral por meio da apligdo do estado (g|, relativo a posi¢ao e introduzindo

a relagao de completeza, isto é,
[l =1

w@wvzjﬁqKmewwwxm vt (1.1.3)

A equacao resultante é escrita na forma:

em que ¥ (¢,t") = (¢’ |¥,t') e introduzimos o propagador K (¢’ t';q t) para tempos futuros, como
segue

K(d t5q9t)={d|U . 0)]g)0{ ~1). (1.1.4)

A func@o de Heaviside, designada por © (z), garante que a evolugao do estado é estabelecida para
tempos futuros, ou seja, t’ > t. A forma explicita da funcao de Heaviside, bem como sua relacao com
a funcao delta de Dirac, ¢ (z), sdo dadas por:

O (z) = { é: o d%@(@ —5(x). (1.1.5)

De acordo com a defini¢ao do propagador K (¢’ t';q t), apresentado na Eq. (1.1.4), fica claro que
ele corresponde & amplitude de probabilidade de encontrar o sistema no ponto (¢’,t'), do espago
de configuragao, dado que o sistema estava anteriormente no ponto (¢,t). A Eq. (1.1.3) é uma
equacao integral que descreve a evolucao temporal de um sistema quéantico e é equivalente & equagao
diferencial de Schrodinger, usualmente encontrada nos livros texto de mecénica quéntica. Assim,
obtendo o propagador do sistema, somos capazes de resolver a Eq. (1.1.3) e, consequentemente,
determinar a evolucao temporal dos estados desejados.

Na secdo que segue, escrevemos o propagador definido na Eq. (1.1.4) em termos da integral de
trajetoria.

1.1.2 Integral de trajetoéria

A integral de trajetéria tem por objetivo expressar o propagador K (¢' t';q t), Eq. (1.1.4), como uma
soma coerente de infinitas amplitudes que sao relacionadas as infinitas trajetorias no espaco de fase.
Nesse estagio, consideramos que o operador Hamiltoniano do sistema ¢ independente do tempo, isto
6, H (t) = H, o que resulta em uma simplificacdo no operador de evolucio temporal U (t'), que nesse

caso € escrito na forma U (') = exp (—%H t/ > Além disso, é conveniente utilizarmos os estados que

constituem a chamada “base em movimento” da representagdo de Heisenberg (para mais detalhes
sobre as representagoes de Schrodinger e Heisenberg, veja o Apéndice 1) definidos como:

it =t lat=clg,  [dglatad =1 (1.1.6)
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Utilizando as relagoes acima e considerando que o operador Hamiltoniano é independente do tempo,
podemos reescrever o propagador definido na Eq. (1.1.4) na seguinte forma:

K(q t;qt)={(q|U . 1)]g) = (q| e #"D]g) = (¢ ¥ |g 1), (1.1.7)

em que consideramos t' > t.

A integral de trajetéria é construida a partir do propagador K (¢’ t'; ¢ t), dividindo-se o intervalo
de tempo, que vai de ¢ até t', em N partes de tamanhos iguais a dt, isto &, (t' —t) /N = ot. Apds
a divisao do intervalo de tempo, inserimos a relacao de completeza na representacao de Heisenberg,
Eq. (1.1.6), em cada ponto de separagao dos intervalos do tempo, gerando assim vérias amplitudes de
transi¢do. Entao, realizando os passos mencionados, podemos escrever o propagador K (¢' t';q t) =
(¢ t'|q t), como segue:

(¢ t'|qt)= /dqld(h---dQN—l (¢t lgn—1 tn-1) (@2 t2 g1 t1) (@ ta |q 1), (1.1.8)

em que cada amplitude é dada por

i
(qis1 tisa |ai ti) = (Gisa| exp (—;LH&) |9:) 0t =tip1 — t;. (1.1.9)

Note que estamos dividindo o espaco de fase por caminhos infinitesimais que se originam no ponto
(q,t), indo até o ponto (¢',t'). Vamos analisar separadamente uma amplitude arbitraria, que de-

notaremos por (Gni1 tns1 |qn tn) = (Gni1]|exp (—%f[ 5t) |gn), dentre as escritas no lado direito da
Eq. (1.1.8). Tendo em mente que 0t é uma quantidade infinitesimal, podemos expandir o operador
exp (—%Ifl (5t) até primeira ordem e inserir a relagao de completeza para os estados de momento, isto
é:

2mh

Além disso, assumindo que o operador Hamiltoniano depende apenas do momento e da posicao,
podemos escrever

/dp” 1Pn) (pa] = 1. (1.1.10)

(Pul H (D, @) |gn) = H (Pns @) (Pn |0n) , (1.1.11)

em que H (p,,q,) ¢ o Hamiltoniano do sistema substituindo os operadores p e ¢, pelos seus corres-
pondentes autovalores p,, e ¢,. Assim, a amplitude escolhida é escrita na forma,

dp,, 10t
<Qn+1 tn+1 ‘Qn tn) - / % <Qn+1 ‘pn> <pn ‘%1) (1 - ?H (men)) . (1112)

Agora, voltamos o iltimo termo do lado direito da Eq. (1.1.12) & sua escrita original, isto é, como
uma exponencial. Podemos efetuar esse passo pois eventualmente iremos tomar o limite de dt — 0,
0 que é equivalente a fazer N — oo. Ademais, utilizamos a representacao de onda plana que segue,

<pn |Qn> = efépnqnj

para obter a amplitude desejada, i.e.:

dpn i0t Gn — 4n
<Qn+1 tn+1 |Qn tn> = / oh €xp {_ [}%L% - H (pn?Qn>1 } . (1113)




Assim, podemos usar o resultado obtido na Eq. (1.1.13), para escrever cada amplitude do lado
direito da Eq. (1.1.8). Dessa forma, obtemos o propagador (¢’ t' |¢ t) como um produto de vérias
amplitudes semelhantes a escrita na equacao acima, isto é:

(" t']qt) = (/qun) (/H dp") {%g[pnw—ﬂ(m,%)”? (1.1.14)

em que o termo com n = 0 no expoente do lado direito da equacao acima corresponde a amplitude
(q1 t1 |g t) da Eq. (1.1.8), ou seja, gy = ¢q. De forma semelhante, o termo com n = N —1 corresponde a
amplitude (¢’ t' |gnv_1 ty_1), ou seja, gy = ¢'. Note que no limite N — oo, as quantidades ¢, = ¢ (t,,)
e p, = p(t,) sdo fungoes de t , isto &, g (t) e p (t). Além disso, considerando o mesmo limite, N — oo,
temos que o infinitesimal d¢ vai a zero, mas o intervalo de tempo ' — t continua fixo, logo podemos
escrever as seguintes relagoes:

(qn+l5t_ qn) Ny (tn) : St z_: f (tn) N /t dr f (7-) . (1.1.15)

Assim, utilizando as relagoes acima, podemos escrever o propagador, ou amplitude de transicao,
como uma integral de trajetéria introduzindo uma notacao especial, como segue,

(¢ t'|qgt) I/DQ/DPGXP{%/tt/dT[pd—H(P,Q)]},
(/ qun> /Dq, (/ I1 if’%) /Dp (1.1.16)

A expressao acima representa uma soma sobre todas as fungoes ¢ (t) e p (t), que satisfazem a condigao
de contorno expressa por:

q¢(t)=q q(t)=4d. (1.1.17)

Para os casos em que o Hamiltoniano do sistema considerado é da forma mais usual, isto é, a
dependéncia em relagao ao momento é quadratica e o potencial depende apenas da posicao, podemos
dar um passo adiante e obter a chamada integral de trajetéria de Feynman. Este passo é realizado
a seguir.

1.1.3 Integral de trajetéria de Feynman

A integral de trajetéria de Feynman é obtida apés a substitui¢ao do Hamiltoniano, H (p,, ¢,), no
expoente do lado direito da Eq. (1.1.13) por sua forma explicita. Considerando o Hamiltoniano na

forma mais usual, i.e.:
2

Pn
H (p o) = 5=+ V (a0) (1.1.18)

reescrevemos a amplitude de transicao apresentada na Eq. (1.1.13), na forma:

dpn it . P2
— - =1 — 1.1.1
<Q91+1 tn+1 ‘Qn tn> o ﬁ p{ 3 l:ann m Vv (Qn) ) ( 9)
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em que foi usada a primeira relagdo da Eq. (1.1.15). Note que a integral apresentada no lado direito
da tltima equacao é uma Gaussiana, que pode ser resolvida de forma direta, resultando na equacao
que segue:

N

2m’h5t) exp{% [%qi - V(qn)} } (1.1.20)

Cada amplitude escrita no lado direito da Eq. (1.1.8) é entao substituida pela correspondente ex-
pressao similar a escrita na Eq. (1.1.20). Apds realizar a substituicao descrita, obtemos a seguinte
expressao:

<Qn+1 tn+1 |Qn tn> = (

(" t'[qt) = ot g/d dgs...d e —itNEI[—mQ— ( )] (1.1.21)
dgn_1 ex V . .
qtiq m 710442 AqN -1 €XP | — . 5 In An

Neste ponto, realizamos o limite N — oo, ou seja, 6t — 0, tendo em mente as relagoes apresentadas
na Eq. (1.1.15), para obter a integral de trajetéria de Feynman, i.e.:

_N
7 2

(¢ t']qt) :N/quXp{ﬁS[q,q']}, N = (27%&) ,

m

Sl dl = /ttl dr [%(f _ V(q)] - /ttl dr L(q,q). (1.1.22)

Nesse importante resultado, vemos que o termo no expoente do lado direito da primeira linha da
Eq. (1.1.22), Sq,q] é de fato a agdo cldssica do sistema. Note que a constante de normalizagao
N, é divergente quando tomamos o limite N — oo. Entretanto, estamos interessados apenas na
dependéncia funcional e nao no valor absoluto de (¢’ t' |¢ t). Além disso, podemos adiantar que essa
constante serd cancelada no cédlculo da obtencao da funcao de n-pontos, que é o objeto central da
teoria. E importante mencionar que o limite semi-cldssico emerge de forma natural, pois quando
consideramos o limite 7 << 1, ou de forma equivalente h << S'|g, ¢, a integral da primeira linha
na Eq. (1.1.22) é dominada pelos pontos criticos do expoente, i.e., pelas trajetérias que satisfazem a
equacao que segue,

1)
- = 1.1.2
5q5[q,q] 0, (1.1.23)

obedecendo ainda as condigoes de contorno com ¢ (') = ¢’ e ¢ (t) = ¢q. De fato estamos descrevendo
o método do ponto sela. Lembrando que a acdo S |q, ¢| é de fato a agao cldssica do sistema, vemos
que a trajetéria que satisfaz a equacdo Eq. (1.1.23), é justamente a trajetéria cldssica.

Apés obter a integral de trajetéria de Feynman, o préximo passo é usar a amplitude de transicao
para calcular elementos de matriz importantes e valores esperados de quantidades fisicas. Isso é
alcancado por meio da chamada fungao de n-pontos.

1.1.4 Funcao de n-pontos

Conforme mencionado na segao anterior, a amplitude de transi¢ao (¢’ t' |¢ t) é usada para avaliar
véarios elementos de matriz e valores esperados de quantidades que descrevem o sistema considerado.
O elemento de matriz que estamos interessados é obtido quando inserimos operadores de posi¢ao em
tempos diferentes, ou seja, ¢ (t1) ¢ (t2) ...¢ (¢;), na amplitude de transicdo (¢’ t' |¢ t), com t; perten-
cendo ao intervalo de tempo [t,#']. Visto que t; pertencente ao intervalo de tempo [t,#'], podemos
inserir o operador ¢ (¢;) na amplitude mais conveniente, isto é, a amplitude que contém o seu autoes-
tado, i.e., (qis1 tiv1| G (t:) @ t;) = q (t;) (@is1 tiv1 |qi t;). Entretanto, como os tempos sdo em geral
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diferentes, os operadores ¢ (¢;) ndo necessariamente comutam. Entao, respeitando o curso temporal,
devemos escrever o elemento de matriz na forma que segue:

W T30 - )] 6 =N Dq[qm)q(m...q<tN>1exp{%sm,q]}. (1.1.24)

O ordenamento temporal T é o responsédvel por manter o curso progressivo do tempo e definido como

A

A (tl) B (tg) , se t1 > 1o

K . 1.1.25
B (tz) A (tl) , Se to > 1 ( )

T [A (tl)B(t2)} = {

Nosso objetivo ¢ obter a chamada fungao de n-pontos (ou, como também é conhecida, amplitude
de vécuo), que é uma funcao de Green dada pela relacao

G (tr,ta, - tn) = (O] T[q (t1) G (2) .-G (En)]10) (1.1.26)

a partir do elemento apresentado na Eq. (1.1.24). O primeiro passo para realizar essa tarefa é
considerar autoestados |n) do operador Hamiltoniano, ou seja, estados que satisfazem

H|n) = E,|n), > n)(n] =1. (1.1.27)

Inserimos a relagao de completeza da Eq. (1.1.27) na base movimento de Heisenberg, obtendo assim,

g t) =i |q) = Zeh n|q)|n) = ZG”E"% In) . (1.1.28)

em que definimos (n |¢) = ¢ (¢). Entao, usando a equagao acima, podemos ver que o lado esquerdo
da Eq. (1.1.24) resulta na seguinte expressao,

(@ UIT[G(t2)q(t2) .G (En)l|a 1) = Zw ¢,t) Y (¢, 1) (0| TG (t1)  (t2) .-G (tx)][n),  (1.1.29)

em que ¥, (¢, t) = e ZE"%/) (q) = (¢ t|n). Note que a func¢ao de n-pontos, G (t1,ts,...,txn), estd
inclusa no somatério do lado direito da Eq. (1.1.29), especificamente no termo com n’ = n = 0.
Para extrair a fungao G (t1,1,...,tx) a partir da dltima equagdo, precisamos do conceito de tempo
1magindrio, que é apresentado a seguir.

O operador unitario U (t) = exp <—%ﬁ t) é bem definido mesmo considerando valores complexos

para o tempo t, desde que a parte imagindria do tempo seja negativa, isto é, Im¢ < 0. Este fato pode
ser demonstrado facilmente fazendo uma decomposi¢ao espectral do operador U (t) e, substituindo
o tempo t por um tempo imagindrio, i.e., t — —i7. De fato, realizando os passos mencionados,
escrevemos o operador unitario como um somatorio, isto é:

= exp (—2E.) In) (nl. (1.1.30)

Note que a soma acima é convergente devido ao expoente negativo, considerando F,, > 0. A mudanca
de varidvel t — —i7, corresponde & passagem do espaco de Minkowski para o espago Euclidiano.
Dessa forma, podemos definir o operador de evolucao temporal no espaco Euclidiano que denotamos
por Ug (1), na forma:

A~

Ug (1) = U (—ir) . (1.1.31)
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O processo descrito acima, que consiste em expandir o tempo para valores imaginérios, € comumente
conhecido como rotacao de Wick.

Realizando a rotagao de Wick na Eq. (1.1.29), vemos que conforme os valores de n e n’ aumentam,
a energia também aumenta, tal que, tomando o limite com 7" — 0o e 7 — —o0 (isto é t/ — —ioco e
t — i00), apenas os termos com menor energia contribuem de forma nao trivial, em outras palavras,
apenas o termo com n’ = n = 0 sobrevive. Portanto, realizando o limite 7/ — oo e 7 — —00 na
Eq. (1.1.29), obtemos o seguinte resultado:

lim (g ¢ T[q (1) (t2) - (tn)] g £) =

t'——ioco
t—100

= lim g (g,7) ¢ (¢, 7) 01 T (g (1) 4 (t2) ---q (tw)]10) (1.1.32)

T——00

em que definimos ¢, (¢, 7') = 6_%7,1/)0 (¢") = (¢’ t' |0) com t' = —i7". Note que, no lado direito da
Eq. (1.1.32), a fungdo de n-pontos é obtida de forma indireta, pois um fator multiplicativo se faz
presente, o qual é possivel obter a partir da amplitude de transi¢do (¢’ t' |¢ t), inserindo a relagao
de completeza dos autoestados do operador Hamiltoniano, Eq. (1.1.27), realizando a transformagao
para o tempo imaginério e considerando o limite 7/ — oo e 7 — —o0. O resultado obtido é escrito
como segue:

lim (¢t |¢gt)= lm (¢,—it"|qg,—iT) = lim 9} (q,7) ¢ (¢, 7). (1.1.33)
t'——ioco ' =00 oo
t—100 T——00 T——00

Portanto, considerando as Eqs. (1.1.26), (1.1.32) e (1.1.33), podemos escrever a fungao de n-pontos
da seguinte forma:

. e (@ IT[G(R)q () d ()] g t)
G (t,ta, s tn) = (O] TG (1) G (£2) .G (tx)] '0>_t/£?§ooo AT . (1.1.34)

Note que nao escrevemos a transformacao t — —i7 explicitamente na equagao acima para nao
sobrecarregar a notacao. Usando a integral de trajetéria de Feynman, é possivel reescrever a funcao
de n-pontos, G (t1,ts,...,ty), de uma forma mais familiar. A partir das Eqgs. (1.1.22) e (1.1.24), é
possivel reescrever a funcao de n-pontos da Eq. (1.1.34) como segue:

| fDﬂMhM@nmﬂmﬂmpHﬁﬂﬂL@@ﬂ
G(tl,t27...,t]\[) = lim . (1135)

Fi o / quXp[ [Vt L(q,q }

Note que de acordo com as Egs. (1.1.22) e (1.1.24), o fator de normalizagdo N é cancelado, conforme
foi adiantado na discussao abaixo da Eq. (1.1.22).

Tendo em mente que a fungao de n-pontos, G (1,12, ...,tx), € a pega central na formulagao da
teoria quantica em termos das integrais de trajetérias (e também na teoria quantica de campos
como veremos), devemos encontrar formas convenientes para sua obtengdo. A seguir, estudaremos a
persisténcia da amplitude de vdcuo que resulta em uma forma elegante para a obtencao da funcao
de n-pontos.

1.1.5 Persisténcia da amplitude de vacuo 7 [J]

Nesta secao assumimos que o sistema sob estudo, estd sujeito a um agente externo dependente do
tempo, descrita classicamente por J (t). O acoplamento com o agente externo é estabelecido pela
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inser¢do do produto J (t) ¢, na agdo que descreve o sistema em questdo. Entao, considerando a
perturbagao externa, podemos escrever uma nova amplitude de transi¢ao, a partir da Eq. (1.1.16),

CcOomo segue
(¢ tlqt), /Dq/DpeXp{ / dr [pq — H (p,q) + J (t) Q]}, (1.1.36)

em que o subindice J (t), no lado esquerdo da equagao acima, diferencia o caso em que hé perturbagao
externa do caso sem perturbacgao. Doravante, é assumido que a pertubacao age de forma adiabética,
isto é, existe um intervalo de tempo [t1, 5], em que a perturbacao age de forma efetiva, ou seja,
J (t) # 0 e, fora deste intervalo de tempo, nao ha perturbagao, J (t) = 0. Assim, podemos reescrever
a Eq. (1.1.36), separando a amplitude em que a perturbagao atua efetivamente, i.e.,

(dtlgt), /df_h/d(h gt g2 t2) (g2 to | t1) ; (@1 t1 |q t). (1.1.37)

O préximo passo é inserir um conjunto completo de autoestados do operador Hamiltoniano nos
termos extremos do lado direito da Eq. (1.1.37). Em seguida, introduzimos o tempo imagindrio e
tomamos o limite para tempos remotos. O resultado obtido é expresso pela equacao:

t'——ioco
t—100 T——00

im (¢ t'[qgt), = T!LH;O Yo (¢, 7") 15 (¢, 7) /dQQ/dQI (0 ]g2 ta) (g2 t2 g1 t1); (g1 t1 10) . (1.1.38)

Identificamos o udltimo termo do lado direito da Eq. (1.1.38) (incluindo as integrais) como sendo
a amplitude de probabilidade para o estado de vdcuo |0) permanecer sem alteragoes sob a agao
da perturbagao J (t) que age no intervalo de tempo dado por [t1,ts]. Esse termo é conhecido por
amplitude de transigao vdcuo-vdcuo ou amplitude de persisténcia do vacuo e é denotado por Z [J] =
(0 ]0),. Entdo, podemos isolar a amplitude de transi¢do vdcuo-vicuo da Eq. (1.1.38) e, lembrando
do resultado expresso na Eq. (1.1.33), escrever a seguinte expressao:

(" t'lqgt),

t’—> 100 <q/ t |q t) .
t—1i00

Z[J]=(010), = /dQ2/dql (0 |g2 t2) (g2 t2 |qu t1); (g1 1 |0) = (1.1.39)

Note que a amplitude de transi¢ao apresentada na Eq. (1.1.36), difere da integral de trajetéria
escrita na Eq. (1.1.16), por conta da presenga da fonte de perturbagao J (t) e, por um fator de
normalizagdo. Assim, é possivel reescrever a amplitude vdcuo-vicuo da Eq. (1.1.39) de uma forma

familiar, i.e.,
N/Dq/ppexp{ /dt[pq— (p ,q)+J(t)q]}. (1.1.40)

Na Eq. (1.1.40) estamos tomando o limite para tempos remotos e a constante de normalizagao N
da equagao acima nao é a mesma que a escrita na Eq. (1.1.22). Considerando um Hamiltoniano da
forma usual, isto é, com dependéncia quadrética nos momentos e o potencial dependendo apenas da
posicao, podemos realizar a integral em p e reescrever a amplitude Z [J] na forma:

N/quxp{ﬁ/dtm )+J(t)q]}. (1.1.41)

Apés a realizacao da integracdo em p, temos uma nova constante que é incorporada a constante
N. A constante de normalizacao N na equacao acima ¢ fixada pela normalizacao do vécuo, isto &,
(010) =1, o que leva a

:N/quxp [%/dt L(q,q’)] 1 (1.1.42)

16



Logo, podemos escrever

N={z[]} " (1.1.43)

Assim, vemos que o fator de normalizacao concorda com o denominador escrito no lado direito da
Eq. (1.1.35), pois estamos tomando o limite para tempos remotos na equagao acima. Observe que a
amplitude Z [J], escrita na Eq. (1.1.41), é de fato um funcional que dependente da perturbagao .J (t).

Agora estamos em posigao de escrever a relagao entre a amplitude de transigao vicuo-vécuo Z [J],
Eq. (1.1.41), e a fungao de n-pontos escrita na Eq. (1.1.35). A relacao ¢é estabelecida via derivada
funcional? de Z [J] com respeito a J (¢). Entao, tomando a derivada funcional de Z [J] em relagao a
perturbagao J (t;) n vezes, obtemos a expressao abaixo:

"7 [J]
37 (1) .0 (t)

l

- (3) W [panwats)a e {3 [@iL @+ T@af. a1

Comparando a expressao (1.1.44) com a Eq. (1.1.35), tendo em mente o fator de normalizacao da
Eq. (1.1.42), obtemos o resultado desejado, i.e.:

G (1o tas ) = (O T [G.(11) 4 (£2) i ()] [0) = GL) - (i;Z[(s{]z o (1.1.45)

J=0

O resultado expresso na Eq. (1.1.45) nos diz que a fungao de n-pontos, G (¢, ta, ..., tx), que é o objeto
central da teoria, pode ser facilmente calculada se conhecermos a amplitude de transicao vacuo-vdcuo
Z [J], na presenga da perturbacao .J ().

Os resultados apresentados até aqui foram obtidos no contexto da mecénica quantica. Estamos
interessados em extender estes resultados para a teoria quéntica de campos. Assim, na se¢do que
segue generalizamos as expressoes apresentados nas Egs. (1.1.16), (1.1.36), (1.1.41) e (1.1.45) para a
teoria quantica de campos, tendo como foco o campo escalar quéantico.

1.2 Integrais de trajetéria em teoria de campos

1.2.1 Campo escalar quantico

Nesta secao consideramos um campo escalar cldssico ¢ (/) = ¢ (x) = ¢ (t,%x), que depende da
posicao x e do tempo t. No caso em consideracao, temos infinitos graus de liberdade que sao
percebidos facilmente por analogia com um sistema de particulas cldssicas tais que a posicao do
sistema é definida por ¢; (t) e, no caso do campo, estamos substituindo o indice discreto ¢ pelo indice
continuo x. Além disso, é assumido que o campo é descrito por uma teoria local cuja dindmica é
determinada pela Lagrangiana, que pode ser escrita na forma,

L= / P L (0,0,0). (1.2.1)

A quantidade L (p, 0,¢) é chamada de densidade Langrangiana, entretanto, na literatura amplamente
utilizada no assunto, o termo L (¢, 0,p) é denotado apenas por Lagrangiana. Note que usamos a

?Dado um funcional F [p] que depende de uma funcio ¢ (), definimos a derivada funcional de F [¢] com respeito
a o (z) como [48],
0F (] _ . Floted(@—y)l - Fly]

op(y) =0 €
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notacao d,p = dp/0x", com pu = 0,1,2,3. Para construir o Hamiltoniano do sistema é necessario
definir o momento conjugado ao campo, denotado por 7 (x), como segue:

oL
0 (5090) '

Assim, o Hamiltoniano do sistema é escrito em termos do campo, sua derivada temporal, momento
conjugado e a Lagrangiana L, i.e.,

7 (x) =

(1.2.2)

H= /dga: H(p,m) = /d3x [T (Do) — L], (1.2.3)

onde foi definida a densidade Hamiltoniana H (¢, 7). A forma explicita da Langrangiana do sistema,
L, é escolhida de maneira a produzir as equagoes de movimento, via equagoes de Euler-Lagrange, que
temos interesse. Aqui estamos interessados no campo escalar que obedece a equacao de Klein-Gordon,
tal que a Lagrangiana do sistema e o momento conjugado sao escritos na seguinte forma:

2

h
L= 5 L0t —U (), T = h20ye, (1.2.4)

em que U () é o potencial que depende do campo e, considerando um campo massivo, deve incluir

também o termo de massa. Note que a soma de Einstein para indices repetidos é aplicada e estamos
no espago tempo de Minkowski, em que a métrica possui assinatura dada por (+, —, —, —). Aplicando
as equagoes de FEuler-Lagrange, isto é:

oL .. oL

n

dp 7 9 (o)

(1.2.5)

no caso do campo escalar sem interagcao, ou seja, o potencial ¢ dado apenas pelo termo massivo
Ulp) = %m2<p2, vemos que o campo ¢ satisfaz a equacao de Klein-Gordo,

(8"(‘% + m2) Y= (D + mz) 0 =0, (1.2.6)

em que escrevemos o operador D’Alembertiano 0 = 0*0,. Visto que o campo escalar ¢ satisfaz a
equacao acima, ele é muitas vezes chamado de campo de Klein-Gordon.

Fazendo uma analogia com a mecénica quéantica, podemos escrever a amplitude de transicao
apresentada na Eq. (1.1.16), para o caso da teoria do campo escalar na seguinte forma:

Wl /W/mexp{ /dT/dW Ao .
et x)=¢'(x), ptx)= , 9= 0o, (1.2.7)

a qual consideramos as condig¢oes de contorno para o campo ¢. A partir da equagao acima, realizamos
célculos semelhantes aos feitos anteriormente no caso da mecénica quantica, para obter a integral de
Feynman para a teoria do campo escalar, i.e.,

(Gt |pt) :N/Dgoexp [% /tt/ dr/d% E(gp,gb)] : (1.2.8)

Os resultados obtidos anteriormente no contexto da mecanica quéntica sao generalizados para
a teoria do campo escalar de forma imediata. Assim, considerando uma perturbagao externa J (x)
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que se acopla ao campo de forma usual, percebemos que os resultados das amplitudes de transicao
da Eq. (1.1.36), transicao vacuo-vacuo da Eq. (1.1.40), bem como a rela¢ao entre a amplitude de
transicao vacuo-vacuo e a funcao de n-pontos, sao generalizados para a teoria do campo escalar na
seguinte forma:

(W e t), =N/:/Dsoe><p{%/tt, d'z [U%@HM},
211=010, = [ Do { [dslcte.)+ s},

(O] T[% (1) ... ()] [0) = <§) - AR

i x1)...0J (xy,) (12.9)

J=0

Evidenciamos que a diferenga entre as equagoes escritas na primeira e segunda da Eq. (1.2.9), reside
nos limites de integracao. Ademais, no lado esquerdo da tltima linha da equacao acima, usamos
¢ (x) para denotar o operador de campo escalar, que satisfaz @ () |¢ t) = ¢ (x) |p t).

Munidos dos conhecimentos apresentados até esta secao, estamos completamente equipados para
prosseguir com exito na obtencao do propagador de Feynman, relacionado ao campo escalar quantico,
bem como na obtencao das fungoes de n-pontos.

1.2.2 Propagador de Feynman

Conforme vimos anteriormente, para calcular a funcao de n-pontos devemos realizar a chamada
rotacao de Wick, ou seja, devemos tomar o tempo como sendo imagindrio. Este procedimento remete
a passagem do espago de Minkowski para o espago Euclidiano. As transformacoes que relacionam as
coordenadas do espago de Minkowski, x,, com as coordenadas do espago Euclidiano sao dadas por:

Ty = —izt, x=xg, po=1ip}, P=pe. (1.2.10)
Sendo assim, transformagao no tempo é de fato a rotagao de Wick discutida anteriormente. O indice
E denota o espaco Euclidiano.
Vamos considerar a teoria do campo escalar massivo sem interagao, ou seja, U () = %m2<p2, no
espaco Euclidiano. Por meio das transformacgoes que relacionam o espaco de Minkowski com o espaco
Euclidiano, podemos reescrever a Lagrangiana da Eq. (1.2.4) no espago Euclidiano como segue:

h? 1
E E _AoE 2 2
Ly = —?(%go@“gp —gmy (1.2.11)
em que usamos o subindice zero para denotar que estamos considerando uma teoria livre, ou seja,
sem interacao. Similarmente, podemos reescrever a amplitude de transicao vdcuo-vdcuo, escrita
na segunda linha da Eq. (1.2.9), no espago Euclidiano Z¥ [J]. Apés uma integragio por partes e,
desprezando o termo de superficie, podemos escrever a amplitude de transi¢do vécuo-vacuo ZF [J]
na forma:

1 1
Z&[J] = Ng /D(p exp {_f_i /d4xE [590 (—ﬁ@f&g +m?) o — J(p} } : (1.2.12)
Note que realizamos a mudanca d*z = —id*zg, que estd de acordo com as transformacoes apresenta-

das na Eq. (1.2.10).
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Queremos resolver a integral de trajetéria e, como consequéncia, obter o propagador de Feyn-
man. Os cdlculos demonstrando os passos necessdrios para a resolucao da integral de trajetéria sao
apresentados no Apéndice 2. O resultado final toma a seguinte forma:

1
7y [J] = exp [ﬁ /d4x£d4xE J (7)) AL (v — 25) J (z5) | , (1.2.13)

em que o propagador de Feynman no espaco Euclidiano, AL (zf, — zg), é dado por

E () _p ) — d'pg exp [_%pE (g —xfp_;)]
Af (zg E)—-/(Qﬂﬁ)4 ) £ : (1.2.14)

Realizando uma continuacao analitica para voltar ao espaco de Minkowski, obtemos a amplitude
Zy [J] como segue

Zo [J] = exp [—% /d4x'd4x J (@) Ap (2 —x) J (2)|, (1.2.15)
em que a fun¢do A (¢’ — x) é o propagador de Feynman no espago de Minkowski,
d*p exp [—ip(z — ')
A x—x':/) - . 1.2.16
F ( ) (27Th)4 p2 _ m2 ( )

Note que a forma final de Z;[J], apresentada na Eq. (1.2.15), é conveniente para a aplicagao da
derivada funcional, ou seja, podemos usar a relagdo da ultima linha de Eq. (1.2.9), para obter a
funcao de n-pontos. Este passo é realizado a seguir.

1.2.3 Funcional gerador das funcoes de Green

Conhecendo a forma de Zj [J] da Eq. (1.2.15), aplicamos a derivada funcional, conforme escrito na
Eq. (1.2.9), para obtermos a fung¢ao de n-pontos (fungao de Green).

Aplicando a derivada funcional & amplitude Z;[J], resulta em uma quantidade proporcional a
J (z) que vai a zero, uma vez que precisamos fazer J (z) = 0 para obter a fungao de 1-ponto. Assim,
vemos que a funcao de 1-ponto é zero, isto é, G} (x1) = 0. De fato, todas as fungoes de n-pontos, com
n fmpar, resultam em zero pois todos os termos provenientes de derivadas impares sao proporcionais
a J(z), ou seja, G%mﬂ = 0, m € N. Novamente usamos o subindice zero para denotar que estamos
em uma teoria sem interacao.

Para a fungao de 2-pontos, aplicamos a derivada duas vezes e tomamos J (z) = 0, conforme

escrito na Eq. (1.2.9). Assim, obtemos G (z1, ) na forma:
G(()2) (21, 2) = ihAF (21 — 22), (1.2.17)

que coincide com o propagador de Feynamn escrito na Eq. (1.2.16). A préxima fungao diferente de
zero ¢é a fungao de 4-pontos, entao aplicando a derivada quatro vezes e tomando J (x) = 0, chegaremos
A expressao

Ggl) (Il, T2, T3, £C4) = (Zh)2 [AF (.%’1 — ac2) AF <£C3 — 33'4) +

+AF ({271 — 1‘3) AF (Ig — .CL'4) + AF ($1 - ZL’4) AF ([L’Q - fL‘3)] . (1218)

Dada a forma da funcao Ggl) obtida acima, pode ser inferido que as fungoes de ordem maiores de Gé2),
sao expressas em termos de combinacoes das préprias funcoes de 2-pontos. Visto que toda informagcao

20



fisica reside no propagador de Feynman, i.e., as fungoes de 2-pontos, vemos que as funcoes de ordem
maiores que G(()z) contribuem de forma trivial.

Para eliminar as contribuicoes triviais das fungoes de n-pontos, obtendo assim apenas as fungoes
conectadas, podemos usar um novo funcional gerador que denotaremos por W [J]. O funcional
gerador W [J] estd relacionado com a amplitude de transigao vacuo-vécuo, de acordo com as seguintes
relagoes: .

ZJ=e"U o zoj=1, W0 =0. (1.2.19)

O funcional W [J] ¢ usado para obter as fungoes de n-pontos conectadas (irredutiveis) G (1, ey Tn),

por meio da derivada funcional, isto é:

(1.2.20)

(4

) B A n—1 %% [J]

J=0

Note que o subindice ¢ é empregado para lembrar que estamos calculando as funcoes conectadas.
Considerando o caso do campo escalar sem interacao, vemos que a tnica funcao conectada, diferente
de zero, é

J=0

h 62Wy [J]
Z) 6J (1) 67 (22)

que coincide com a funcao de 2-pontos G(()Q) (1, 22) da Eq. (1.2.17), ou seja, com o propagador de

G (w1, 29) = (

Feynman. O subindice de G(()Qc) identifica o caso sem interacao e que temos uma funcao conectada e
introduzimos o indice zero também no funcional W [J].

Uma vez que descrevemos a teoria do campo escalar livre, podemos prosseguir e considerar uma
teoria com interacao, que é estabelecida por meio de um potencial que depende do campo.

1.2.4 Campo escalar com interacao

Nesta secao consideramos o campo escalar com uma interagao. Isso significa que, na teoria de um
campo massivo, além do termo %mqﬂ, adicionamos um termo que descreve o potencial devido a
interagao, que denotaremos por gV (¢), em que g é a constante de acoplamento da interagao e V' (i)
¢ um funcional que depende do campo.

Nesse caso, a Lagrangiana do sistema considerado, é escrita na seguinte forma:

2

h 1
L=Ly+ Lip = ?augoa“gp - §m2g02 — gV (). (1.2.22)

Assim, vemos que a amplitude de transicao vacuo-vdacuo, na presenca de uma fonte externa, pode
ser escrita separando o termo de interagao e termos livres, i.e.,

Z [J] :N/Dgpexp {—%/d"‘x % (gp)] exp [%/d‘lx (Lo + Jgp)} : (1.2.23)

A integral acima nao pode ser resolvida em geral, porém é possivel utilizar aproximacoes para estudar
o sistema. Note que a exponencial que contém o termo de interacao pode ser expandinda em série,

ou seja,
o0

exp {—% / diz gV (go)] _ Z% {—% / diz gV (¢)]n. (1.2.24)

n=0
Neste ponto, assumimos que o potencial de interagdo V () é formado por termos de poténcias de
¢ (z). Dessa forma, podemos escrever o integrando da Eq. (1.2.23) como uma soma de produtos
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entre poténcias do campo ¢ () e a exp [ J d*z (Lo + J go)] Além disso, o produto de poténcias do
campo pela exponencial menc10nada pode ser substituido por aplicacoes da derivada na exponencial,

- gn exp [%/d“x (Lo + Jw)} = <%>n¢” (z) exp {%/d‘*z (Lo + Js@)} : (1.2.25)

Entao, podemos substituir o campo ¢ (x) contido no funcional V' (¢), pela derivada funcional %%(T/),

0 que permite retirar o termo de interacao da integral do campo ¢ (), isto é, podemos reescrever a
amplitude escrita na Eq. (1.2.23), como segue:

Z[J] = N exp [—ﬁ/d‘lx gV (Z 57 )} /D@exp[ /d4x (£0+Jg0)] : (1.2.26)

Realizando a integral de trajetéria da equagao acima, encontramos a amplitude de transicao vacuo-

vacuo, na seguinte forma:
h ¢
—Z [ dz V|~ Z
ZUl= Nexp{ ﬁ/ V(“”@))] ol

Nt = exp {—%g/d% 1% (?%mﬂ Zo [J]

em que usamos a condi¢do de normalizacao Z [0] = 1 para obtermos o fator N'. Note que Z,[J] é
a amplitude de transigdo para o caso sem interacao, Eq. (1.2.15). O passo seguinte é expandir o
expoente em uma série de poténcias na constante de acoplamento g. A série em questao é obtida
no Apéndice 3, onde usamos como exemplo o campo escalar quantico, com auto-interacao na forma
gV () = q¢*.

Agora estamos bem equipados para prosseguir e entender o funcionamento do potencial efetivo.
E importante mencionar que, para um estudo mais aprofundado das integrais de trajetéria na teoria
quantica de campos, considerando por exemplo os campos eletromagnético e fermidnico, o leitor deve
consultar as referéncias indicadas no inicio deste capitulo.

: (1.2.27)
J=0

1.3 Potencial efetivo

Nesta segao seguiremos os passos apresentados por Jackiw na Ref. [37], para a obtencao do potencial
efetivo em termos das integrais de trajetéria. Usaremos como referéncia também o artigo do Toms
[38]. Nosso objetivo é escrever uma expansao em série de i para o potencial efetivo.

Iniciamos escrevendo a agao do sistema S [p, J], na presenga de uma perturbacao externa J (x),
na forma

Slp, J] = / 2 (L (0, 0up) + T . (1.3.1)

O sistema em consideragao possui uma interagao, ou seja, a Lagrangiana £ contém o potencial U (i),
que inclui enventuais termos de interagao. O proximo passo é escrever a amplitude de transicao
vacuo-vacuo Z [J], como um expoente, isto é:

_ /Dgp exp {%5 o, J]} ~ exp {%W [J]} | (1.3.2)

em que W [J] é o funcional especial usado para obter as fungoes de n-pontos conectadas, apresentado
anteriormente na Eq. (1.2.19). Agora precisamos definir duas quantidades de interesse, sendo a
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primeira delas o campo denotado por ¢, (), o qual vamos definir como sendo o valor esperado do
operador de campo ¢ () no estado de vécuo, considerando a presenca da perturbagao J (z). De fato
¢, (z) € igual & derivada funcional de W [J] com respeito a fonte J (), i.e.,

- (<or¢o<x> |o>> WD) [De @) esp{iS[e ]} s
‘ 0oy J, (=) | Doexp {38[e, ]}
A segunda quantidade de interesse ¢ um funcional que depende exclusivamente do campo ¢, (x),

Eq. (1.3.3), denotado por I'[¢.]. Tal funcional é definido via uma transformada de Legendre da
seguinte forma:

[e]=WI[J]— /d4x %J(@ =WI[J] - /d% o, (x)J(x). (1.3.4)

De acordo com a defini¢ao acima, podemos verificar de forma direta que, a relagao

oL (]
o, ()

entre o funcional I' [, ] € o campo ¢, (z) ¢ verdadeira. Por analogia com a relagao entre a acdo S [¢] e
o campo ¢, a relagao escrita na Eq. (1.3.5), sugere que o funcional T' [¢,_] se comporta como uma agao
para o campo ¢, (), por este motivo o funcional T' [p,] é conhecido como agio efetiva. E pertinente
apontar que a diferenga entre a acao efetiva I' [p,.] e a acdo S [p] reside nas corregoes quénticas que
estao contidas em I [p.], enquanto que S [p] é uma agao classica que ndo contém tais corregoes.

Uma vez que definimos as quantidades ¢, () e I'[¢,.], devemos expandir a acdo S [p, J], escrita
na Eq. (1.3.1), em torno da solucao cldssica que denotaremos por ¢, (z). Sendo que ¢, (z) é uma
solucgao cldssica, ele deve satisfazer a relacao:

= —J(z), (1.3.5)

3S [, J]
op (x)

A expansao do funcional S [, J] em torno de ¢, (x) é similar & expansdo de uma fungao de vérias
varidveis em série de Taylor e, é dada por:

a1 ™S e, J]
Z/ /d‘“ ] 5o (@) 0 (22)

O primeiro termo do somatério, isto é, o termo com n = 0, é a acao avaliada na solugao cldssica
©o (), i.e., Spy, J]. O segundo termo, (n = 1), ndo contribui devido a Eq. (1.3.6).
Para escrever o termo com n = 2, é conveniente escrever a acao do sistema como segue:

= 0. (1.3.6)

P=%o

[ (1) — o] - [0 (zn) — o). (1.3.7)

P=%o

Sle, J| = %/d‘lx o (x)A () + /d4:v J(z)p(x), (1.3.8)

em que A é um operador que depende da teoria considerada. Assim, aplicando a segunda derivada
funcional, obtemos o termo da expansao da agao com n = 2 como:

3 [ dnate o 6; Uw <J]>

o) = 5 / dao(@)(4) o, (139

P=%o
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em que ¢ (x) = ¢ (x) — ¢, corresponde a flutuagdes quanticas. E pertinente mencionar que pode

ser demonstrado que o operador A) pode ser escrito como o inverso do progador de Feynman,
P=%o
isto é, (A}l)w_@ [37]. O subindice ¢, age como um lembrete de que estamos calculando a segunda
—¥r0

derivada com ¢ () = ¢,. Entretanto, no que segue vamos omitir essa nota¢ao para uma melhor
visualizacao das equacoes.

Assim, considerando a expansao até n = 2, escrevemos a acao da Eq. (1.3.7) como a soma de dois
termos:

S o, J] = Sy, J] + %/d‘*z b(x)A ¢ (z). (1.3.10)

Substituindo a a¢do acima na amplitude e transi¢ao da Eq. (1.3.2), obtemos Z [J]| na seguinte forma:

]

Z[J] = exp {%S[%, J]} /D¢exp [ﬁ /d% o (x) A gb(x)] : (1.3.11)

Note que escrevemos a integragdo do campo ¢ () no lugar da integracdo em ¢ (x), pois os dois sao
relacionados apenas por um deslocamento designado por ¢,. Portanto, substituindo a amplitude
Z[J] da Eq. (1.3.11) na Eq. (1.3.2), podemos isolar a funcao geradora das fungdes de n-pontos
conectadas W [J], obtendo assim:

?

W [J] = —ihln Z [J] = S [, J] —iﬁln/ngexp {2ﬁ/d4a: ¢ (z) A gb(m)} . (1.3.12)

A Eq. (1.3.12) corresponde & expansdo de W [J] em série de % até ordem A(Y). Os termos de ordem
7 e ordem A sdo, respectivamente:

WL = S [, ],

l

wW ] = —mln/mexp [QH/d‘lx o (x) A ¢(g;)1 . (1.3.13)

O termo de ordem A® é obtido de forma semelhante, porém muito mais elaborada e os passos
necessdrios para a sua obtengao sao encontrados de forma detalhada na Ref. [37]. Entao, seguindo
os célculos apresentados na Ref. [37], ¢ possivel escrever o termo de ordem A na forma:

W@ [J] = —ik?ln 2% [J],
Do o) exp {5 [d'e o (@) Ao () + H ool |
[ Doexp |5 [ di 6 (2) A 6 ()] |

Z@ ] (1.3.14)

A quantidade I [p,; ¢] que aparece no expoente do numerador da iltima linha da equagado acima,
envolve os termos com n = 3 e n = 4 da Eq. (1.3.7). Aqui nao se faz necessdrio apresentar este
termo de forma explicita, uma vez que usaremos os gréaficos de Feynman para a obtencao do termo
de ordem A® no potencial efetivo.

Nossa tarefa agora é escrever a acao efetiva I'[p, ], escrita na Eq. (1.3.4), como uma série de
poténcias de h. Para realizar esta tarefa, devemos eliminar J (z) em favor de ¢, () na acao efetiva.
Uma vez que o operador A e o termo W® sio funcionais apenas da solucao cldssica ¢,, podemos
fazer uma expansao de ¢, em torno de ¢, ou seja:

Yo = P+ p1- (1.3.15)
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Esta expansao resulta em vérios termos quando incluimos os termos com n > 2 na expansao de W [J]
e em adicdo, a expansao escrita na Eq. (1.3.15). Para obter a expansao da acao efetiva I' [¢, ], até
ordem (), devemos substituir a expansdo de W [J] até n = 2, ou seja, a Eq. (1.3.12), na definicio
da agado efetiva apresentada na Eq. (1.3.4). Nesse caso, ¢ suficiente considerar apenas uma primeira
aproximacao para o campo, isto é, ¢, = ¢.. Assim, obtemos a acdo efetiva até ordem A(Y), isto é:

Pl = Slewdl =it [Doen | [t 6w dsw)] - [t o))

— Slp]—ikn / D exp {ﬁ / iz 6 (z) A gzﬁ(x)] | (1.3.16)

Perceba que o termo que contém a fonte J (z) na acdo S [p,., J] se cancela com o ultimo termo da
primeira linha da equagdo acima. Por este motivo, é comum nao incluir a fonte J (z) nos trabalhos
que envolvem o cédlculo da correcao de loop usando o potencial efetivo. No trabalho do Jackiw,
Ref. [37], cada termo da expansao de T [p,.] em torno de ¢,, é analisado separadamente e o termo
de ordem A® & escrito como sendo as correcoes de dois loops-conectados de uma particula, onde o
propagador é o propagador de Feynman Ar e a agao do sistema é,

3 [ @2 6@ Ao + Il (1.3.17)

Nesse caso, conhecendo o propagador Ar, podemos obter o termo de ordem O (h?) apenas usando
as regras de Feynman da teoria sob estudo. Uma vez que a agao efetiva I [p.] foi obtida, podemos
seguir para o estudo do potencial efetivo.

Como é bem conhecido [48], a acao efetiva I' [¢.] pode ser expandida como uma integral de certas
quantidades relativas ao campo ¢, i.e.,

T'p,] = /d4x [—Verr (@) + F (¢.) 0up 0", + derivadas superiores] (1.3.18)

em que Vg (,.) é denominado de potencial efetivo. Desse modo, se considerarmos ¢, = & = con-
stante, os termos evolvendo as derivadas do campo vao a zero, o que permite escrever Veg (P) em
termos da acao efetiva I' [¢,| avaliada em . = ®, que foi expandida em uma série de i na equagao
(1.3.16). Assim, o potencial efetivo pode ser escrito como uma série de poténcias de h na seguinte
forma:

1
Vg (®) = o Cledl,—e = VO (@) +nVD (@) + BV (D) + ... (1.3.19)
A quantidade Q4 = [ d*z, representa o volume do espago tempo que depende da topologia e condigoes
de contorno do mesmo. Comparando a Eq. (1.3.16) com a Eq. (1.3.19), podemos concluir que os
termos de ordem zero V(©) (®) e ordem um V) (®), sdo escritos como,

VO (@) = —9—45[ |, VO (®) = —1n/D¢exp {2ﬁ/d4m o (x)A ¢ (z)]. (1.3.20)

O termo de ordem A, isto ¢, V(@ () é o potencial cldssico ou a contribuicio a nivel de &rvore.
Note que, o fator que corresponde ao volume do espago tempo, €14, é cancelado pois a acao avaliada
no campo constante ¢ é

S[®] = —Q,U (®), (1.3.21)
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em que U (P) é o potencial que contém os termos de interagao, calculado no campo constante ®.
O termo seguinte ¢ de ordem A", ou seja, V1) (®), é a primeira correcdo, ou correcio de um loop,
do potencial efetivo. Este termo, V1) (®), pode ser avaliado de diferentes maneiras, entretanto, por
conveniéncia, escolhemos o método da fungao zeta de Riemann para a sua obtencao. A funcao zeta
usada para o célculo da primeira correcao é construida a partir dos autovalores do operador /1, que
depende da forma da agao da teoria e foi escrito na Eq. (1.3.9). Além disso, trabalharemos no espago
Euclidiano, uma vez que se faz necessério a aplicacdo da rotacdo de Wick. O termo de ordem A,
isto ¢, V() (®), é calculado de forma mais conveniente usando os gréficos em conjunto com as regras
de Feynman da teoria considerada. Este termo contém as derivadas de ordem trés e quatro da agao,
ou seja, os termos com n = 3 e n = 4 da Eq. (1.3.7). Sendo que estamos interessados no estado
de vécuo, apenas um grafico fornece uma contribui¢ao nao trivial e esta contribuicao serd obtida
também por intermédio da fungao zeta mencionada.

Com a escolha da teoria do campo escalar quantico, podemos considerar diferentes situacoes de
condicgoes de contorno e topologia do espaco e usar o potencial efetivo para calcular a densidade de
energia de Casimir, bem como investigar a geracao da massa topoldgica. Devemos adiantar que,
apés a obtencao do potencial efetivo como um série de f, devemos renormalizd-lo. Apds realizar o
processo de renormalizagao, obtemos o potencial efetivo renormalizado, denotado por V& (®), que
fornece a densidade de energia de Casimir e sua correcao de loop, quando calculado no estado de
vécuo. VE(®) fornece ainda a massa topoldgica, quando aplicamos a condi¢do de renormalizagao
relativa & massa. O processo de renormalizacao e suas condigoes serao descritos no préximo capitulo,
em que consideramos um campo escalar que obedece a condigao de contorno tipo hélice.
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Capitulo 2

Correcao de loop para a densidade de
energia de Casimir escalar e geracao da
massa topologica devido a condicao de
contorno tipo hélice

No presente capitulo, a abordagem em termos do potencial efetivo na teoria quantica de campos
é usada para investigar as correcoes de auto-interagao na densidade de energia de Casimir e na
geracdo da massa topoldgica para campos escalares reais, massivos e nao massivos. E assumido que
o campo escalar obedece & condicao de contorno tipo hélice. Para o sistema considerado, foram
obtidas expressoes analiticas para a correcao de loop da densidade de energia de Casimir, bem como
para a massa do campo escalar. Para uma melhor visualizacao de como a correcao de loop afeta a
densidade de energia de Casimir e a massa do campo escalar, alguns gréaficos sao exibidos. Devemos
mencionar que os resultados apresentados neste capitulo foram publicados na Ref. [52].

Doravante, usaremos as conhecidas unidades naturais, que sao defininas de forma que a constante
de Planck e a velocidade da luz sao igualadas & unidade, i.e., h = ¢ = 1. Além disso, por conveniéncia,
trabalharemos no espaco tempo Euclidiano de quatro dimensoes, em que a assinatura da métrica é
dada por (—,—, —, —).

2.1 Campo escalar auto-interagente

Nesta se¢ao, revisamos de forma breve, alguns aspectos importantes do modelo de um campo escalar
real e, posteriormente, o formalismo do potencial efetivo para as correcoes de loop para a densidade
de energia de Casimir que, no caso em consideracao, serd tomada até a segunda ordem. Assim,
considerando um campo escalar massivo ¢, no espago tempo Euclidiano de quatro dimensoes, a agao
que descreve o modelo, incluindo o termo de auto-interagao, é escrita na forma [38],

el = [ ds |- 3@%)0.0) - U 0)] 2.11)

em que U (p) é o potencial cldssico. O potencial do sistema, inclui o termo massivo, o termo de
auto-interagao e os contra-termos de renormalizacao. Explicitamente, escrevemos o potencial como:
m? A

Cy
Ul(p) = 7s02+ @904+Is04+

Gy

5 ©® + Cj, (2.1.2)
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em que m é a massa do campo escalar, \ é a constante de acoplamento da auto-interacao e C; sao
as constantes de renormalizagao que serao obtidas posteriormente no processo de renormalizacao do
potencial efetivo.

A abordagem das integrais de trajetéria que leva & construgao do potencial efetivo foi descrita
no capitulo anterior e pode ser encontrada de forma detalhada nas Refs. [38, 50, 48] (veja também
[39, 43]). Todavia, para a conveniéncia do leitor, vamos destacar alguns passos importantes do
procedimento. A constru¢ao do potencial efetivo, Vg (), é realizada permitindo que o campo ¢
possa flutuar em torno de um campo de fundo fixo ®, isto ¢, ¢ = ® + ¢, com ¢ representado as
flutuacoes quénticas. Considerando a expansao do potencial efetivo até segunda ordem, podemos
escrever:

Vg (@) = VO (®) + VO () + VO (). (2.1.3)

O termo de ordem zero do potencial efetivo, V(?) (®), é apenas o potencial classico, isto &, a con-
tribuicdo a nivel de drvore para o potencial efetivo. Conforme visto na Eq. (1.3.21), o termo V©) (®)
corresponde & acao tomada no campo de fundo fixo P, i.e.,

VO (@):—9—45[ | =U(®). (2.1.4)

Lembramos que o campo ® é constante, entao o termo com derivadas do campo nao contribui para
VO (®) acima.

O termo seguinte, V(1) (®), ¢ a correcio de um loop do potencial cldssico e pode ser escrito em
termos da integral de trajetéria no espago Euclidiano [38]. A amplitude de transigdo Eq. (1.3.2), no
espaco Euclidiano, possui a seguinte forma:

= /DsoeXp{(so, J) + Se 0]} = /Dwexp{—/d“x [%so(—D)sDJrU(so) - J¢]}7 (2.1.5)
em que usamos a notacao e /d% . .

e [J é o operador D’Alembertiano escrito em coordenadas Fuclidianas, isto é:
O=02+ V> (2.1.7)

Sendo assim, a segunda igualdade da Eq. (2.1.5) é obtida apés uma integragao por partes do termo
cinético da agao Sg [¢], em que o termo de superficie é desprezado. De acordo com as Egs. (1.3.9) e
(1.3.20), precisamos calcular a segunda derivada do expoente da Eq. (2.1.5), para prosseguir com a
obtencao da corregao de um loop. Assim, aplicando a segunda derivada no expoente da Eq. (2.1.5),
que é de fato a agao do sistema, obtemos

l//ﬁ%”x2¢x”&ﬁziiém

em que U” (®) é a segunda derivada do potencial cldssico com respeito ao campo ¢, calculado no
campo de fundo fixo . Note que na equagao acima escrevemos o campo ¢ no lugar das flutuagoes
¢, pois iremos realizar a integral de trajetéria, tornando o campo ¢ em uma varidvel de integragao,
conforme foi mencionado abaixo da Eq. (1.3.11). Assim, podemos escrever a corre¢ao de um loop do
potencial efetivo como segue:

Vv (P) = —éln/Dcp exp {—%/d‘lx o (z) Ag ¢ (2)], (2.1.9)

o)== [de 0@ 0" (@) -Op @), (218
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em que o operador eliptico auto-adjunto Ay ¢ definido via
Ag =U"(®) — 0. (2.1.10)

O termo (24 é o volume 4-dimensional do espaco tempo Euclidiano, que leva em consideragao a
topologia do espago. Observe que a diferenga entre as equagoes (1.3.20) e (2.1.9) reside no fato
de que a primeira estd escrita no espago tempo de Minkowski, enquanto que a tltima estd escrita
no espaco tempo Euclidiano. O subindice E no operador Ap escrito na Eq. (2.1.10) foi colocado
para evidenciar que existe uma diferenca entre Ap e o operador A que aparece no dltimo termo da
Eq. (1.3.20). Logicamente as duas expressoes, Egs. (1.3.20) e (2.1.9), resultam na mesma corregao.
No que segue, omitimos o subindice E do operador AE, uma vez que estamos trabalhando apenas
no espago tempo Euclidiano. Conforme mencionado anteriormente, o formalismo Eucliando é obtido
quando fazemos uma rotacao de Wick na coordenada ¢ de tempo, introduzindo a coordenada de
tempo imagindrio 7, isto é, t = —it [9, 53].

Para escrever a correcao de um loop V) (®) do potencial cldssico de uma forma prética e con-
veniente, seguimos os passos apresentados na Ref. [38]. Dessa forma, assumimos que o operador
fl, apresentado na Eq. (2.1.10), possui um conjunto completo de autofungoes e autovalores que sao

designados, respectivamente, por:
{6, (2)}, {as}. (2.1.11)

Visto que as autofungodes ¢, () formam um conjunto completo, podemos escrever o campo ¢ (z)
como uma combinagao linear das autofuncgoes ¢, (), i.e.,

o)=Y cot, (1), (2.1.12)

[

em que ¢, sao coeficientes de decomposicao. Note que o diferencial funcional Dy, da integral de
trajetéria da Eq. (2.1.9) é modificado levando em consideracao a Eq. (2.1.12) e, pode ser escrito na
forma:

i
Dy = de,. (2.1.13)

4 pes
O fator g na Eq. (2.1.13) tem dimensao de massa e representa uma medida no espago funcional.
Este fator serd removido durante o processo de renormalizacao do potencial efetivo. Substituindo
as expressoes (2.1.12) e (2.1.13) na Eq. (2.1.9), obtemos a corre¢ao de um loop do potencial efetivo

como segue:
1 1 1
(1) S _r _Z 2
V(D) = % ln/ |J| )ldcaexp< 5 E co,ozg>. (2.1.14)

o

Nesse contexto a integral presente no lado direito da Eq. (2.1.14) é uma Gaussiana, podendo entao
ser realizada facilmente. Apds a integracao Gaussiana obtemos o seguinte resultado para a corregao
de um loop,

VO (@) — —Q%IHH <¢ZT,,) (2.1.15)

O (@) = 2_;24 zg:hl (%) _ (2.1.16)
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Pode ser demonstrado de forma direta que a corre¢gao de um loop, Eq. (2.1.16), pode ser escrita
em termos da fungao zeta de Riemann generalizada ( (s) [38, 53], que ¢ construida a partir dos
autovalores «,, do operador A, apresentados na Eq. (2.1.11), i.e

=> a”. (2.1.17)

Note que o indice o presente no somatério na equacao acima representa um conjunto de nimeros
quanticos associados as autofungdes ¢, () do operador A. Note também que o sinal de soma na
Eq. (2.1.17) pode representar uma soma ou uma integral, dependendo se os autovalores sao discretos
ou continuos, respectivamente. Calculando a derivada de ¢ (s) com respeito a s e somando o resultado
com o produto da prépria fungao ¢ (s) por In y?, ambas tomadas no ponto s = 0, obtemos

¢'(0) +¢(0)Inp® = Zln (aa). (2.1.18)

Logo, comparando a Eq. (2.1.18) com a Eq. (2.1.16), vemos que a corre¢cao de um loop para o
potencial efetivo, V(1) (®), pode ser escrito na seguinte forma:

VO (@) = — 5 [¢(0) + ¢ (0) lnpe?] (2.1.19)
2€),
Lembramos que o termo g serd removido durante o processo de renormalizagao.

Por razoes préticas, a contribuicao de dois loops para o potencial efetivo é calculada a partir dos
graficos de dois loops e pode também ser escrita em termos da funcgdo zeta generalizada ( (s), se
estamos interessados em calcular a contribuicao em ® = 0, que é de fato a contribuicao do estado de
vacuo para o modelo considerado [39, 43]. Vamos adiar a escrita da forma explicita da contribuigao
de dois loops até a sua investigacao.

Apés obter a corregao de primeira ordem ou corregao de um loop, escrita na Eq. (2.1.19), escre-
vemos o potencial efetivo até correcao de um loop e devemos efetuar sua renormalizacao. O processo
de renormalizagao do potencial efetivo consiste em aplicar as correspondentes condicoes de renor-
malizagao. A condicdo de renormalizagio que permite remover o termo ¢ (0)In % da Eq. (2.1.19) e
além disso, fixar a constante C; na Eq. (2.1.2) e a constante de acoplamento A, é escrita seguindo a
prescrigao de Coleman-Weinberg [54]. Explicitamente, essa condigao é escrita na forma:

d'Veg

i =\ (2.1.20)

Observe que considerando uma teoria de campo escalar sem massa, a constante A deve ser fixada a
uma certa escala de energia, isto é, ® = M [38, 43].

A condigao que fixa a constante Cy da Eq. (2.1.2) e possibilita a obtengdo da massa topoldgica é
escrita como:

d* Vg
dd?

Logicamente, a condigao expressa na Eq. (2.1.21) deve ser positiva, visto que ela é associada com
a massa do campo escalar que constitui o sistema considerado. A Eq. (2.1.21) também fornece
a massa topoldgica adquirida pelo campo, quando usamos o potencial efetivo renormalizado, que
denotaremos por V&, no lugar de V.g. Deve-se destacar que o valor zero para o campo fixo, ® = 0,

=m?. (2.1.21)
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na Eq. (2.1.21), é o valor que minimiza o potencial efetivo e, representa o minimo do potencial se ele
obedece a seguinte condicao de extremo:

dVest

d® |4_

— 0. (2.1.22)

O minimo do potencial efetivo em ® = 0 é exatamente o estado de vdcuo que estamos interessados
para calcular a energia de vdacuo, suas correcoes de loop e a geracao da massa topoldgica.

Por fim, para obtermos a constante de renormalizacao C'5, devemos usar uma condi¢ao de renor-
malizacao adicional [39], que ¢é escrita como:

Vett|g—g = 0. (2.1.23)

E importante destacar que as condicdes de renormalizacio apresentadas nas Egs. (2.1.20), (2.1.21) e
(2.1.23), devem ser aplicadas no limite do espago tempo de Minkowski, ou seja, o espaco plano sem
restricoes.

Com as ferramentas necessdrias descritas na presente secao, podemos seguir para a investigacao
das correcoes de loop do potencial cldssico e a geracao da massa topolégica, considerando que o
campo escalar estd sujeito a condicao de contorno tipo hélice.

2.2 Condicao de contorno tipo hélice no espaco tempo de
Minkowski

Até aqui, nossa discussao e especificagoes do sistema sao vélidas para um campo escalar massivo,
com auto-interacao descrita pelo termo ﬁgp‘l da Eq. (2.1.2). Nesta sec¢ao, devemos impor ao campo
escalar a condicao de contorno tipo hélice e investigar as correcoes de loop do potencial efetivo até
segunda ordem. A condicao de contorno tipo hélice, imposta ao campo escalar, d4 origem & densidade
de energia de Casimir. Em ordem zero da constante de acoplamento, ou seja, )\(0), a densidade de
energia de Casimir é gerada pela primeira correcao de loop do potencial efetivo. Entao, considerando
a ordem zero, \?), verificaremos que os resultados para o campo escalar com massa e sem massa
estao de acordo com os resultados obtidos nas Refs. [9, 33, 34, 35|, onde foram usadas diferentes
abordagens da usada aqui, para a obtencao da densidade de energia de Casimir. Junto a isso,
avaliamos a corregao de segunda ordem para o potencial efetivo, isto é, a corre¢ao para a densidade
de energia de Casimir de ordem A que surge devido a auto-interagao considerada na Eq. (2.1.2).
A geracao de uma correcao de ordem A1) para a massa é também obtida de forma analitica.

O conjunto de autofungoes do operador A, apresentado na Eq. (2.1.10), denotado por {¢,}, deve
satisfazer & equacao de autovalor flgbg = ¢, considerando a condicao tipo hélice abaixo:

o(r,e+a,y,z)=¢(r,z,y+h,2). (2.2.1)

Note que o parametro h representa o passo da hélice, enquanto que o parametro a representa o
comprimento de sua circunferéncia. Assim, levando em consideracao a condi¢ao acima, vemos que
as autofuncoes devem ser escritas da seguinte forma:

¢U — ]\/’6—ik-rT—i-ikggz’-l—ikyy—&—ikzZ7 (222)

em que N é a constante de normalizacao®’. Perceba que, a condicao de contorno tipo hélice impoe
um vinculo entre os momentos das diregoes x e y, ou seja, k, e k,. A condicao de vinculo é dada por

LA constante de normalizacdo N é irrelevante para os nossos estudos, mas sua forma explicita pode ser encontrada
na Ref. [9].
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kya — kyh = 27mn, com n = 0,£1,£2,£3, ... [9, 33, 34, 35]. Entao, os autovalores «,, do operador A
da Eq. (2.1.10), sao dados por:

kea  2mn)\’
Gy =2+ K2+ K2+ ( ha = %) + M2, n=0,41,%2, .., (2.2.3)

em que M2 = m?+ %@2 & proveniente da segunda derivada do potencial, isto é, U” (®) = M2, escrita
na defini¢ao do operador A, Eq. (2.1.10). Nesse estdgio, nao consideramos as constantes de renor-
malizacao no potencial cldssico. O indice ¢ na equacao acima representa um conjunto de nimeros
quanticos dados por ¢ = (k;, k;, k,,n). Para construir a funcdo zeta de Riemann generalizada a
partir dos autovalores apresentados na Eq. (2.2.3) e obter uma forma prética da referida fungao,
seguimos os passos apresentados nas Refs. [39, 43].

2.2.1 Potencial efetivo até correcao de um loop

Conhecendo os autovalores «,,, escritos na Eq. (2.2.3), podemos construir a fungao zeta de Riemann
generalizada, Eq. (2.1.17). Lembrando que nas varidveis continuas devemos substituir o somatdério
por uma integral, vemos que a fungao zeta generalizada toma a seguinte forma:

2 — koa  2mn\’ -
((s) = (27:’)3 /dkT dk, dk. > k3+k3+k§+< h“ —~ %”) +M§] . (2.2.4)

Note que €23 é o elemento de volume de trés dimensoes, associado as coordenadas 7, x, z, necessario
3 ) 3 Ly 2y

para fazer as integrais adimensionais. Devemos enfatizar que a condi¢ao de contorno tipo hélice

impoe a condicao de vinculo kya — kyh = 27n, o que permite escrever o momento na dire¢ao y como

segue:
2mn

k.a

Entretanto, é possivel também escrever k, em termos de k,. No apéndice escrito ao final deste
capitulo, essa possibilidade de escrita do momento e a consequéncia para o elemento de volume do
espaco sao discutidas com detalhes. No que segue, escolhemos escrever o momento k, em termos de
k., conforme a Eq. (2.2.5).

A func@o zeta generalizada, escrita na Eq. (2.2.4), é simplificada com o uso da identidade abaixo

2 /°° N
w = dr 7 e, (2.2.6
°(5) Jo )

o que resulta na seguinte expressao:

_ 2023 — [ 25—1 3 g2 (k’xa _ 27T_”)2 2
((s) = 2T (5) Z /o dr T /d k exp k= + . ; + M3

n=—oo

72} . (2:2.7)

Nessa conjuntura, utilizamos a notacio d3k = dk, dk, dk, e k? = k? + k* + k2 na equagdo acima.
As integrais em k., k, e k., sao Gaussianas e podem ser resolvidas de forma direta. Assim, apds a
realizacao das integrais Gaussianas, obtemos a funcao zeta generalizada na forma:

Q 3 X e A2
C(s) = m% HZ_:OO/O dr 7 *exp [—7’2 <M§) + d—ZnQ)] . (2.2.8)
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Na passagem da fungao zeta escrita na Eq. (2.2.7) para a Eq. (2.2.8), foi definido o volume 4-
dimensional €2, = Q3h levando em consideracao a topologia do espago tempo. Além disso, foi
definida também a quantidade d, dada pela seguinte relagao:

d* =a*+ h*. (2.2.9)

A fungao zeta escrita na Eq. (2.2.8), estd em uma forma bem adequada para a identificagdo da
representagao integral da fungdo gamma I (z) [55],

T(z) = 2/ dp (> e (2.2.10)
0
Entao, utilizando a representagao da fun¢do gamma acima, é possivel reescrever a fungao ( (s) da
Eq. (2.2.8), em termos apenas da soma em n, ou seja:

—S

¢(s) = Qr:  T(s—3) > [(Agid> +n2] . (2.2.11)

2(2m) @ a2 T(s) 4
O dltimo termo do lado direito da Eq. (2.2.11) envolve apenas a soma em n. Para efetuar o somatério
em n e escrever a funcao zeta de uma forma mais pratica, utilizamos a seguinte continuagao analitica
da fungao generalizada e ndo homogénea de Epstein [56, 46]:

+o00 - 1 r (Z B l)
24527 = w2t
n_z_oo[(n—l—ﬁ) +/<;} — 2k e i
ArZps—% & 1 ' ’
+W ;J cos (2mj1) K(%_z) (27mjk), (2.2.12)

considerando ¥ = 0. A funcdo K,(z), presente no lado direito da equagao acima, é a fungao de
Bessel modificada do segundo tipo ou, como é bem conhecida na literatura, a funcao de Macdonald
[55]. Apés a realizacdo da soma em n via definigdo apresentada na Eq. (2.2.12), obtemos a fungao
zeta generalizada da Eq. (2.2.11), em uma forma prética e conveniente, escrita explicitamente na
seguinte forma:

QME®T (s —2) Q4 Mo\ "= ., _
= T K o) (1 Mad) . 2.2.1
C(s) 1672 T (s) + 2572 (s) d JZ:;J (2 )(J ad) ( 3)

A partir da expressao da funcao zeta generalizada apresentada na Eq. (2.2.13), podemos calcular
a corrregao de um loop, Eq. (2.1.19), para o potencial efetivo. Conforme escrito na Eq. (2.1.19),
para obter a corregao de um loop, é necessédrio calcular a funcao zeta generalizada, Eq. (2.2.13), e
sua derivada com respeito a s, no ponto s = 0. Entao, considerando a funcao zeta generalizada no
ponto s = 0, obtemos um resultado finito que é proveniente do primeiro termo do lado direito da
Eq. (2.2.13). O segundo termo vai a zero pois lim, 0 1/I'(s) — 0. Assim, a funcao zeta generalizada
calculada no ponto s = 0 resulta na seguinte expressao:

QMg
<(0) = 3272

O resultado obtido na equagao acima é consistente com os trabalhos apresentados nas Refs. [38, 39,
43]. Note que o primeiro termo do lado direito da Eq. (2.2.13) é o responsavel pela contribuicao de

(2.2.14)
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Minkowski, o que pode ser percebido pois este termo serd dividido por €24 na escrita da correcao de um
loop, nao dependendo do parametro d relacionado a condi¢ao de contorno tipo hélice. Por isso, deve
ser esperado que a expressao acima para ((0), seja removida no processo de renormaliza¢do quando
calcularmos a constante C7, por meio da condigdo apresentada na Eq. (2.1.20). Entao, podemos
concluir que a Eq. (2.2.14) fornece uma contribuigdo independente da condi¢do de contorno para o
potencial efetivo da Eq. (2.1.3), quando tomamos o limite de Minkowski, isto ¢, d — oco. A derivada
da funcao zeta da Eq. (2.2.13), com respeito a s, tomada no ponto s = 0, resulta na expressao

QM2 3

¢'(0) = — In(M2) — = | + Qully (jdMs) (2.2.15)
3272 ®) 73 2 J2 e ) -
em que definimos a func@o f, (z) de acordo com a relacdo que segue:
_ K (x)

Observe que na Eq. (2.2.15) os termos provenientes da derivada

d | (Me\* " &

e T e

s=0

nao se fazem presente. Isso se deve ao limite lim, ,o1/I'(s) — 0 e sendo a derivada de K., com
respeito a sua ordem uma funcao finita, como podemos confirmar a partir da seguinte expressao:

0K,G)| G Eu
O | T 2 ) 2215

A Eq. (2.2.15) nos diz que a derivada da fungao zeta calculada no ponto s = 0, isto ¢, ¢'(0), depende
diretamente do parametro d relacionado a condi¢ao de contorno tipo hélice, descrita na Eq. (2.2.1).
Entao, podemos inferir que ¢’'(0) é o termo que contribui de forma nao trivial para o potencial efetivo
apds o processo de renormalizacao.

Substituindo as expressoes apresentadas nas Eqs. (2.2.14) e (2.2.15) diretamente na Eq. (2.1.19),
encontramos a corre¢ao de um loop, ou seja, a corre¢ao de primeira ordem para o potencial efetivo

na forma: . ,
M. M. 3 -
1 o [ Lo}
V(@) = 612 [ln < E > 1 E fa (1 Msd) . (2.2.19)

Tendo obtido a corregio de primeira ordem V1) (®), Eq. (2.2.19), conhecendo o potencial cléssico,
escrito na Eq. (2.1.2), em conjunto com a correciao de ordem zero V® (®) da Eq. (2.1.4), podemos
escrever o potencial efetivo nao renormalizado, até a correcao de primeira ordem como segue

V:aff (q)) - E(b 4' (I) + 7(13 2‘ (I) + C3+
M3 M3 3 My &

Observe que incluimos as constantes de renormalizagao na equacao acima. Uma vez conhecido
o potencial efetivo nao renormalizado, nossa tarefa é a renormalizacdo do mesmo. Este passo é
realizado a seguir.
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O processo de renormalizacao consiste em encontrar as constantes de renormalizacao Cy, Cy e
(3 via condigbes apresentadas nas Egs. (2.1.20), (2.1.21) e (2.1.23). Desse modo, para calcular a
constante C, devemos usar a condi¢do de renormalizagao expressa na Eq. (2.1.20), considerando o
limite do espago de Minkowski, isto ¢, d — oo [38, 39, 43]. Note que, no limite com d — oo, 0
dltimo termo da Eq. (2.2.20) vai a zero. Assim, apés a aplicagdo da condigao (2.1.20), C; é obtido

explicitamente na forma,
Cl )\2 /1/2
— = In{— ). 2.2.21

Al 25602 (m2 (22.21)

Posto isto, a constante C; é a responsével por subtrair o termo que contém In(u?) vindo da fungao
zeta generalizada escrita na Eq. (2.1.19). Similarmente, as condigoes expressas nas Egs. (2.1.21) e
(2.1.23), fornecem as constantes Cy e C5. Explicitamente, obtemos essas constantes como

Cy Im?  Im? 2

— = — 2.2.22

2 Gar? | 6ar2 C\m2 ) (2222)
© 3 4 4 2
_ 3m m 1

Oy = e + iy n (—m2) . (2.2.23)

O préximo passo do processo de renormalizagao é substituir as constantes de renormalizacao que
acabamos de encontrar no potencial efetivo da Eq. (2.2.20). Apds substitui¢ao das constantes no po-
tencial e realizando algumas simplificacoes que requerem pura dlgebra, podemos escrever o potencial
efetivo renormalizado na seguinte forma:

2 2H2 2
VE (@) = Lot 4 Mgy AP [m (M‘D> —1} +

e 4l 2! 6472 m?2 2
mA M2 A2 P4 M2 3 M: &
1 o 1 el -2 Mad) . 2.2.24
+647r2n<m2>+2567r2[n<m2> 2] 2%2;f2<‘7 2d) (22.24)

A expressao para o potencial efetivo renormalizado V& (®) até corregao de um loop, Eq. (2.2.24),
claramente apresenta uma dependéncia no pardmetro da condicao de contorno tipo hélice, isto é,
d = v/a? + h?, que afeta o iltimo termo da segunda linha da Eq. (2.2.24). Este termo vai a zero no
limite do espago de Minkowski, i.e., d — 0o, permanecendo apenas o bem conhecido potencial efetivo
renormalizado de Coleman-Weinberg. E facil perceber este fato se usarmos o limite assimptético para

grandes argumentos da fungao de Macdonald, isto é, K,(w) ~ (%)% e " [55].

Uma vez conhecida a forma explicita do potencial efetivo renormalizado V.E (®), obtida na
Eq. (2.2.24), prosseguimos para o calculo da densidade de energia de Casimir, esta é obtida de
forma direta se conhecemos o estado de vacuo, que no caso considerado, é dado por ® = 0, como foi
antecipado abaixo da Eq. (2.1.22). Assim, tomando o potencial efetivo no estado de vécuo, obtemos

a densidade de energia de Casimir na forma:
R m* o« .
Ec = Vg @)’@:0 ~ o Z f2 (jmd) . (2.2.25)
j=1

Entao, concluimos que usando a abordagem do potencial efetivo, o fendmeno do efeito Casimir surge
diretamente da primeira correcao quantica do potencial efetivo, que é de ordem zero na constante de
acoplamento, ou seja, A%, como deve ser.
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A partir do resultado obtido na Eq. (2.2.25) para a densidade de energia de Casimir, podemos
considerar o caso de um campo escalar nao massivo, auto-interagente e sujeito a condicao de contorno
tipo hélice. Nesse caso, a densidade de energia de Casimir é encontrada facilmente considerando o
limite de pequenos argumentos da funcéo de Macdonald, isto é, K, (z) ~ % (%)M [55]. Assim, para

um campo escalar sem massa, a densidade de energia de Casimir é obtida como

mt o= T'(2) ( 2 )2 -
Eo— , N 9.2.26
¢ 272 =2 (jmd)2 jmd m2d4 ; ( )
ou seja,
foo (2.2.27)
¢ 904t -

Para obter o resultado acima, devemos usar o seguinte valor da fungao zeta de Riemann usual
C(4) = g—;, [56, 57]. Os resultados apresentados nas Egs. (2.2.25) e (2.2.27) para as densidades de
energia de Casimir estdao de acordo com os resultados apresentados nas Refs. [9, 33, 34, 35], onde
foram obtidos por métodos diferentes dos aplicados aqui.

Estamos interessados em calcular a corre¢ao de loop para as densidades de energia (2.2.25) e
(2.2.27). Para tanto, precisamos obter a corregdo de dois loops do potencial efetivo escrito na
Eq. (2.2.20). No caso considerado, essa corregao surge por conta da influéncia da condigao de contorno
tipo hélice. Antes de explorar a correcao de dois loops do potencial efetivo, vamos investigar outro
fendmeno interessante que é a influéncia das condig¢oes de contorno na massa m, do campo escalar
auto-interagente, até correcao de um loop. Usando a condi¢ao de renormalizacao que é associada a
massa do sistema, escrita na Eq. (2.1.21), em conjunto com o potencial efetivo renormalizado dado
na Eq. (2.2.24), encontramos a seguinte expressao:

2 _ 2
mr =m

1+ 4%2 2 i (jmd)] . (2.2.28)

Para a obtengao do resultado acima, foi utilizada a relagao [55]

K, () = 3 (K () + Ko ()] (2.2.29)

para a derivada da funcao de Macdonald K L (x), em conjunto com a rela¢ao de recorréncia:

Ky () = =5 1B (2) = Ky (2] (2:2.30)
A Eq. (2.2.28) torna evidente o fato de que a massa m do campo escalar adquire uma corregao
de primeira ordem na constante de acoplamento, )\(1), que ¢é dependente da condi¢ao de contorno
codificada na quantidade d diretamente relacionada com o comprimento da circunferéncia a, e o
passo h da hélice. Essa correcao surge a nivel de um loop e, sendo uma consequéncia da influéncia
da condigao de contorno, a expressao (2.2.28) é denominada de massa topoldgica. Na Fig. 2.1, a
Eq. (2.2.28) é expressa graficamente, sendo a funcao m—nf uma massa adimensional com respeito ao
comprimento adimensional 7, para valores diferentes da constante de acoplamento A e assumindo
mh = 1. Vemos claramente que o efeito da correcao de um loop é aumentar a massa do campo,
conforme aumentamos os valores da constante de acoplamento A. A linha azul corresponde & menor
correcao com o valor A\ = 0.2 enquanto que a linha vermelha corresponde & maior correcao com o
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Figure 2.1: Considerando diferentes valores da constante A, a figura mostra a curva da massa adi-
mensional M = 7% como fungao do comprimento adimensional # da Eq. (2.2.28). E assumido que
mh = 1.

valor A = 0.8. Entretanto, essa corregao vai a zero para grandes valores de 3, fazendo o termo de
massa m ser dominante. Assim no limite de Minkowski, d — oo, a expressao (2.2.28) se reduz a
apenas a massa original do campo escalar, ou seja, m.

Usando o mesmo artificio que foi empregado para calcular a densidade de energia de Casimir
para o caso do campo sem massa, FEq. (2.2.27), podemos obter a massa topolédgica para o caso do
campo escalar auto-interagente sem massa. O resultado é encontrado facilmente tomando o limite
para pequenos argumentos da funcao de Macdonald e é escrito como

A
;= 2.2.31
T 4 (2.231)
em que foi usado o seguinte valor da funcao zeta de Riemann usual: ¢ (2) = %2 [56, 57]. O resultado

escrito na Eq. (2.2.31) é puramente uma massa topolégica, o que significa que mesmo que o campo
seja classicamente nao massivo, a nivel de correcao quantica de um loop, como consequéncia da
condicao de contorno tipo hélice, o campo adquire uma contribuicao do tipo massa.

Na segao que segue, consideramos a corre¢ao de dois loops para a densidade de energia de Casimir
para ambos os casos do campo escalar massivo e sem massa.

2.2.2 Correcao de dois loops

Conforme foi mencionado anteriormente, a contribuigao de dois loops para o potencial efetivo Vg (P)
da Eq. (2.1.3), pode ser obtida considerando os gréficos irredutiveis de dois loops para uma particula
[37, 38]. Visto que estamos interessados em calcular a contribuicao de dois loops para a densidade
de energia de Casimir, devemos considerar o estado de vdcuo, ou seja, ® = 0. Nesse caso, apenas um
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Figure 2.2: Gréfico de Feynman representando a tnica contribuicao nao trivial da auto-interagao
para a correcao de dois loops calculada no estado ® = 0.

grafico fornece uma contribuicao nao trivial 2, o qual é apresentado na Fig. 2.2.
De acordo com o grafico exibido na na Fig. 2.2, temos um vértice de auto-interagao que contribui
com um termo da forma —1—1\94. Além disso, dois propagadores Ap se fazem presente. Os pro-

pagadores sao associados com a soma dos inversos dos autovalores a, do operador A. Dessa forma,
podemos escrever simbolicamente a relacao que segue:

1 -1
Ap oA Zg: ot (2.2.32)

Entao, a partir do gréfico exibido na Fig. 2.2, vemos que correcao de dois loops pode ser escrita em
termos dos autovalores apresentados na Eq. (2.2.3), i.e.,

2 2
1/ 3\ 1 A1
(2) _ = _ —1 _ - il —1
V(@) = o ( 0 94) <Q4 > a, ) =3 <Q4 > a, ) . (2.2.33)
7 =0 7 ®=0

Tendo em mente a forma explicita da fungao zeta generalizada que foi obtida na equagao (2.2.13),
escrevemos a corre¢io de dois loops V) (®) da Eq. (2.2.33), na forma:

Ve (@), = lm (C (S))2

— | == 2.2.34
s—1 8§ Q4 ( 3 )

=0

Um cuidado extra é requerido por conta de uma sutileza existente na equagao acima. No limite
com s — 1, a fungao zeta ( (s) apresenta uma divergéncia que deve ser eliminada. A parte divergente
¢ dada pelo primeiro termo do lado direito da Eq. (2.2.13), pois o comportamento da razao entre as
fungoes gamma em torno de s = 1 é da forma:

[(s—2) s
(s)  s—1

(2.2.35)

que é uma expressao divergente no ponto s = 1. Apds a eliminacao da parte divergente da funcao
zeta, a contribuicao de dois loops é escrita em termos da funcao zeta generalizada, Eq. (2.2.13), como

segue [39, 43]:
V) (@), = lin g (—CR (S)>

2.2.
s—1 8 Q4 ’ ( 36)

=0

2Na Ref. [38] foi demonstrado que dos dois gréficos possiveis para essa correcio de loop, apenas um contribui de
forma nao trivial no estado de vdcuo, ou seja, ® = 0.
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em que a funcdo (j(s) é definida como sendo a fungio zeta generalizada obtida na Eq. (2.2.13),
menos o termo divergente, isto é:

QMg > T (s —2)

1672 I'(s) °

Cr(s) =C(s) (2.2.37)
Nesse enquadramento, o segundo termo do lado direito da Eq. (2.2.37) dé uma contribuicao que é
independente dos pardmetros a e h que caracterizam a condi¢ao de contorno tipo hélice e, como é
usual, deve ser subtraido visto que o mesmo diverge no ponto s = 1 [39, 43]. Assim, levando em
consideracao as Eqgs. (2.2.36) e (2.2.37), obtemos a contribui¢ao de dois loops na forma:

o 2
%) (®)],_, = >‘_m4 [Z fi (jmd)] (2.2.38)
=0 3274 p ' o
O resultado apresentado na Eq. (2.2.38) ¢ a correcao de dois loops da densidade de energia de Casimir
da Eq. (2.2.25), associada ao campo escalar massivo e auto-interagente, que obedece a condi¢ao de
contorno tipo hélice. Note que a Eq. (2.2.38) é uma expressao convergente e, de forma similar ao
que foi realizado anteriormente, podemos calcular a correcao de dois loops da densidade de energia
de Casimir para o caso de um campo nao massivo. Realizando o limite para argumentos pequenos
na fungao Macdonald da Eq. (2.2.38), encontramos a corregao de dois loops para o caso do campo
nao massivo, i.e.,

A
1152d*"

Conhecendo as corregoes de dois loops obtidas nas Eqgs. (2.2.38) e (2.2.39), para a densidade de
energia de Casimir nos casos de um campo massivo e sem massa, respectivamete, podemos escrever a
densidade de energia de Casimir com as corregoes de até dois loops. Entao, as densidades de energia
de Casimir, Egs. (2.2.25) e (2.2.27), considerando as correcoes de dois loop acima, sdo escritas como

VO (®)],_, = (2.2.39)

2
€ = g0+ 2 if(‘ d) (2.2.40)
CTCCT 394 j:119m ; 2.
para o caso do campo massivo e
A
A
— _Z 2.2.41
€c=&c+ 115244 ( )

para o caso do campo sem massa. O primeiro termo do lado direito da Eq. (2.2.40) foi obtido
na Eq. (2.2.25), enquanto que o primeiro termo do lado direito da Eq. (2.2.41) foi apresentado na
Eq. (2.2.27). Além disso, em ambos os casos (massivo e ndo massivo), na auséncia da auto-interagao,
isto &, A = 0, recuperamos os resultados que foram obtidos nas Egs. (2.2.25) e (2.2.27). Na Fig. 2.3, a

Eq. (2.2.40) é exibida graficamente como uma densidade de energia adimensional %, com respeito ao
comprimento adimensional , para diferentes valores da constante de acoplamento A e, considerando
mh = 1. O gréfico apresentado na Fig. 2.3 mostra que o efeito pratico da correcao de loop é diminuir
a densidade de energia de Casimir. Conforme aumentamos o valor de A\ a correcao para a densidade
de energia diminui, o que é confirmado quando comparamos a curva azul com A = 0.2 com a curva
vermelha para A = 0.8. Entretanto, a correcao vai a zero para valores grandes de 7, fazendo com
que a densidade de energia de Casimir da Eq. (2.2.25), seja dominante.

Entao, considerando um campo escalar real que obedece & condicao de contorno tipo hélice,
obtemos a densidade de energia de Casimir até a correcao de dois loops, ou seja, correcao de ordem
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Figure 2.3: Para valores diferentes da constante A, a figura mostra a curva da energia adimensional
) ~ . . . .
E = i, em fungao do comprimento adimensional 3, assumindo mh = 1.

)\(1), para ambos os casos do campo massivo e sem massa. Além disso, avaliamos a massa topoldgica
que surge devido a condigao de contorno tipo hélice, para ambos os casos do campo massivo e nao
massivo. No proximo capitulo, consideramos o mesmo sistema que foi considerado aqui, entretanto,
além da condicao de contorno tipo hélice e da auto-interacao, o cendrio agora permite que o campo
escalar esteja sob agdo da violagdo de simetria de Lorentz do tipo-éter CPT-par [40, 58, 59].

No apéndice que segue, descrevemos com maiores detalhes o volume 4-dimensional €24, a relacao
entre os momentos na direcao x e y, bem como uma relacao entre o presente caso e o caso em que o
campo escalar obedece a condigao periédica.

Apéndice do capitulo 2: Autovalores e a relacao com o caso
periédico
Autovalores

Neste apéndice, analisamos o volume 4-dimensional {2, em conjunto com os autovalores do operador
A, apresentado na Eq. (2.1.10), quando a condigao de contorno tipo hélice ¢ aplicada.
Conforme mencionado anteriormente, a condi¢ao de contorno tipo hélice leva a seguinte equacao

de vinculo dos autovalores:
kya — kyh = 2mn. (AV.1)

No presente capitulo, foi escolhido escrever o momento £, em termos do momento k,. Nesse caso,
o volume 4-dimensional )4, levando em consideracao a topologia do espago tempo, é escrito como
segue

Q4 = /d4l' = Qgh, (AVQ)
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em que {23 é o volume 3-dimensional associado as coordenadas 7,z,z do espaco Euclidiano. En-
tretando, outra escolha possivel é escrever o momento k, em termos do momento k,, ou seja,

ky, = % + 2”7" Com essa escolha, os autovalores escritos na Eq. (2.2.3) tomam a seguinte forma:

k,h 2mn\°
o, =k2+ K2+ k. + (LJFﬂ) + MZ, n=0,+1,42, ... (AV.3)
a a

Nesse caso, o volume 4-dimensional €2, do espaco tempo passa a ser escrito na forma
Q4 = /d4l’ = QgCL, (AV4)

em que {23 é agora o volume 3-dimensional associado as coordenadas 7,y, z. E importante ressaltar
que a fungao zeta de Riemann generalizada, associada aos autovalores da Eq. (AV.3), pode ser escrita
explicitamente como

on o koo 2mn\ 2 h
Coy (5) = o /dk;, dky dk. Y K2+ k2 + k] + (% + T) +MZ| . (AV.5)
T —=—00

Adotando os mesmos procedimentos realizados nas segoes anteriores, é possivel reescrever a funcao
zeta acima como segue:

2
4m=

Q T2 R [ .
Co (8) = —(277)42 dm NZ_OO/O dr 7% texp {—72 {Mé + ?n } } . (AV.6)

Portanto a funcao zeta generalizada apresentada na Eq. (AV.6), coincide com a obtida anteriormente
na Eq. (2.2.8), no caso em que foi escolhido escrever o momento k, em termos do momento k.

Assim, concluimos que os resultados obtidos nas secoes anteriores nao dependem da escolha de
como escrever os autovalores, ou seja, desde que a equacao de vinculo seja respeitada, temos liberdade
em escrever o momento k, em termos do momento k, e vice-versa. Além disso, o volume quadri-
dimensional é uma quantidade que depende da topologia do espago tempo e deve ser cancelado
quando avancamos a partir da funcao zeta generalizada, para o cdlculo da primeira correcao do
potencial efetivo.

Relacao com o caso periédico

Aqui demonstramos que a func¢ao zeta de Riemann generalizada, exibida na Eq. (2.2.13), pode ser
obtida a partir da fungao zeta generalizada associada ao caso de um campo escalar real que obedece
a condicao periddica.

Considerando a condicao de contorno tipo hélice, a funcao zeta generalizada é escrita inicialmente
como na Eq. (2.2.4), isto é:

0 +oo k. 9 2 s
C(s):ﬁ/d/@ dk, dk. k3+k§+k§+< h“—%) +M§>] . (CP.1)
Realizando a seguinte mudanca de varidvel de integragao:
h 2
ke = (m + f;”) , & = h* + d?, (CP.2)
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na Eq. (CP.1), obtemos a funcao zeta generalizada na forma:

h Q <% 9mn\ 2 -
((s)= E@;)z / dk, dpy dk. Y K2+ pl+ k2 + (%) + Mg;] : (CP.3)

O resultado escrito na Eq. (CP.3) é identificado com a funcao zeta generalizada, associada ao caso em
que o campo escalar estd sujeito & condi¢ao de contorno periédica, com periodo d. Essa identificagao
¢ facilmente percebida, escrevendo a funcao zeta generalizada ¢, (s, L) associada ao caso periédico,
de forma explicita, isto é,

2 dk. dp,, dk .
W T APy zz

n=—oo

—S

9 2
(p(s,L) = K2+ p2 + k2 + (%) - Mé] : (CP.4)

em que L representa o periodo. Assim, vemos que as Egs. (CP.3) e (CP.4) sdo conectadas pela
seguinte relagao:

h

((s) = ECP (s,d). (CP.5)

No trabalho [43], a funcao zeta generalizada associada com o caso em que o campo escalar obedece
a condicao de contorno periédica foi obtida e é dada por:

Qs ME2T (s —2 Q Ms\>™* Z‘” . _
G (5:d) = d 316;>2 (F(S) | +d257r213 (s) ( dq)) I Ko (IMad). (CP8)
j=1

Além disso, considerando a condi¢ao de contorno tipo hélice, lembramos que a forma final da funcao
zeta generalizada é:

Qs MA25T (s — 2) Q M\ &N, .
() =G g () e G0 (P
j=1

Entao, podemos ver que substituindo a funcdo zeta (, (s,d) da Eq. (CP.6), do caso periédico, na
relagdo (CP.5), a fungao zeta do caso de condi¢do de contorno tipo hélice é obtida, Eq. (CP.7).
Portanto, é possivel associar o problema analisado aqui, considerando a condi¢ao de contorno tipo
hélice, ao problema de um campo escalar auto-interagente que obedece a condicao de contorno
periédica, com perfodo representado por d.
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Capitulo 3

Correcao de loop para a densidade de
energia de Casimir escalar e geracao da
massa topologica devido a condicao de
contorno tipo hélice com violacao de
Lorentz

Conforme foi mencionado na introducao desta tese, a forma mais usual de investigar o efeito Casimir
em um determinado sistema é assumindo que a simetria de Lorentz é preservada. Contudo, h4 indicios
que a simetria de Lorentz pode ser violada em certos regimes. Em alguns cenérios considerando a
violagao da simetria de Lorentz, o espago tempo pode se tornar anisotrépico em alguma direcao. No
presente capitulo consideramos o mesmo sistema que foi considerado no capitulo anterior, isto €, um
campo escalar com auto-interacao que obedece & condigcao de contorno tipo hélice. Entretanto, o
sistema agora estd sujeito a violagao de simetria de Lorentz do tipo-éter CPT-par [40, 58, 59]. O
modelo desta violagao de simetria foi considerado nas Refs. [39, 40, 58, 59].

Para investigar o sistema descrito acima, utilizamos a abordagem do potencial efetivo na teoria
quantica de campos, que permite analisar como a violacao de simetria de Lorentz influencia na
densidade de energia de Casimir, suas correcoes de loop e na massa topolégica do campo escalar.
Apresentamos graficos que facilitam a visualizacao do efeito que a violagao de simetria de Lorentz
exerce na densidade de energia de Casimir e na massa topoldgica. Devemos mencionar que os
resultados apresentados neste capitulo foram publicados na Ref. [52].

3.1 Campo escalar auto-interagente com violagcao da simetria
de Lorentz

Nesta secao um campo escalar massivo e auto-interagente com violacao de simetria de Lorentz do
tipo-éter CPT-par [40, 58, 59] é considerado. Esse sistema é descrito pela seguinte a¢do no espago
Euclidiano:

Sg [p] = /d4x [—%(8“9@)(@@) — %X (uoaogo)Z + %X (ui@-go)z -U(v)|, (3.1.1)
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em que U (¢) é o potencial que foi escrito anteriormente na Eq. (2.1.2), u* é um 4-vector unitario
no espago Euclidiano que aponta na direcao em que a violagao de simetria de Lorentz é assumida
ocorrer e o parametro adimensional y é um niimero pequeno que caracteriza a violacao. A vista disso,
o termo responsdavel pela quebra de simetria de Lorentz é dado por Liy = %X(u“@(p)Z, no espago
de Minkowski. Entretanto, em consequéncia da rotagao de Wick, t = —i7, a componente temporal,
que faz parte do termo de quebra de simetria, ganha um sinal de menos que se faz presente na acao
Euclidiana da Eq. (3.1.1).

A agao apresentada na Eq. (3.1.1), define a teoria do campo escalar auto-interagente com violagao
de Lorentz. Além disso, o operador A originalmente escrito na Eq. (2.1.10) é reescrito na forma [39]

A=U"(®) + xu'u’ddo + xu'r?8;0; — 0. (3.1.2)

Observe que na auséncia da violagao de Lorentz, isto é, x = 0, o operador acima se reduz ao
apresentado na Eq. (2.1.10). O conjunto de autofungées da equagao de autovalor A¢, = a,¢,,
sujeito & condigao de contorno tipo hélice, Eq. (2.2.1), continua sendo o apresentado na Eq. (2.2.2).

A

Contudo, o conjunto de autovalores o, do operador A, agora é dado por

o kea  2mn)\’
ay = xululkoko — xu'u kik; + k2 + k2 + (Ta - %) + k2 4+ M2, (3.1.3)

em que M2 = m? + %CIJZ e 0 = (ks kg, k,,n) representa o conjunto de nimeros quanticos com
n =0,£1,+2, ... . Para prosseguir com os cédlculos e investigar como a violacao de Lorentz afeta a
densidade da energia de Casimir e a geracao da massa topolégica, a direcao do 4-vector u* deve ser
especificada. Conforme foi mencionado anteriormente, o 4-vetor unitario u* pode ser do tipo tempo,
isto ¢ u' = (1,0,0,0) ou do tipo espago. No caso do vetor unitdrio ser do tipo espago, temos trés
possibilidades: u* = (0,1,0,0), u¥ = (0,0,1,0) e u* = (0,0,0,1). A seguir consideramos cada dire¢ao
do vetor unitario separadamente, iniciando com o caso em que u* é do tipo tempo.

3.1.1 Violagao de Lorentz na dire¢ao do tempo: v’ = (1,0,0,0)

Primeiramente ¢ considerado o caso em que o 4-vetor u* é do tipo tempo, ou seja, u' = (1,0,0,0).
Consequentemente, os autovalores escritos na Eq. (3.1.3) tomam a seguinte forma:

kpa  2mn\? 5 9
n + kI + Mg, (3.1.4)

aJ:(1+X)k3+ki+(

em que fica evidente que a violagao de Lorentz acontece na direcao do tempo, sendo que o parametro
de violagao x se faz presente apenas no termo do momento na direcao 7, ou seja, k.. Nesse caso, a
funcao zeta de Riemann generalizada, construida a partir dos autovalores escritos na Eq. (3.1.4), é
dada por

—S

Q <X kpa  2mn\”
o (5) = (27:))3 /dkT dk, di. S |1+ )R+ K2 + (Ta = %) + k2 + M2 (3.1.5)

Note que subindice LT remete ao caso da quebra de simetria de Lorentz na direcao do tempo. Os
célculos necessdrios para a obtencao da correcao de um loop para o potencial efetivo, a partir da
fungao zeta da Eq. (3.1.5), sao realizados de forma similar aos realizados no capitulo anterior. Por
isso, exibimos nesta se¢ao apenas os principais resultados.

44



Para o caso em consideragao, a corregao de um loop, Eq. (2.1.19), resulta na seguinte expressao:

v gy - Ms 1[1 (M&‘i)_ﬂ _ME NS (Mad). 3.1.6
w70 Bt ey O DL U T

Lembramos que d foi escrito na Eq. (2.2.9) e a funcao f,(x) foi definada na Eq. (2.2.16). Comparando
as expressoes para a corre¢cao de um loop da Eq. (3.1.6) com o resultado obtido anteriormente
apresentado na Eq. (2.2.19) para o caso em que nao hé violagdo da simetria de Lorentz, percebemos
que quando a direcao privilegiada para a violagao de Lorentz for a direcao do tempo, uma modificagao

aparece na forma de um fator (1 + X)% no denominador dos termos no lado direito da Eq. (3.1.6).
Assim, é possivel escrever a correcao de primeira ordem do potencial efetivo para o caso em que a
simetria de Lorentz ¢ violada na direcao do tempo, VL(i) (®) da Eq. (3.1.6), em termos da correcao
de primeira ordem quando a simetria de Lorentz é preservada, V) () da Eq. (2.2.19), isto é,

VO (@)
(1+x)7

Dessa forma, o potencial efetivo nao renormalizado é escrito, até a primeira ordem, da seguinte
maneira:

v (@) = (3.1.7)

_ )‘ 4 C11 2 C 2
M4 M32 3 M > ,
+ e [m ( ;) — 5} - —4’1 > fa(iMad). (3.1.8)
647’(’2(14—)()2 H 27T2(1+X)2 j=1

Uma vez que a correcao de um loop foi obtida, devemos renormalizar o potencial efetivo. Lem-
brando das condigbes de renormalizacao do potencial efetivo, isto ¢, Egs. (2.1.20), (2.1.21) e (2.1.23),
tendo em mente que estas devem ser consideradas no limite de Minkowski d — oo [38, 43, 39],
obtemos as constantes de renormalizacao C; explicitamente como segue:

G N (H2)
A o562 (14y):  \m?

Co Am? Am? u2
o1 = T+ 1 In - |
2 ear2(1+x)2 642 (14 )7 \m
3m4 m4 2
Cy = . In (”—2) . (3.1.9)
12872 (1+x)? 6472 (1+y)2 \™

Conhecendo a forma explicita das constantes de renormalizacao C; encontradas na equacao acima,
realizamos a substitui¢ao das mesmas na Eq. (3.1.8), obtendo assim o potencial efetivo renormalizado,
até correcao de um loop, na forma:

R A 4y m’ _,
D)= —¢"+ —
Am2¢2 [ (Mz) 1] m* <M2>
+ - |In ) -+ - In 2 )+
6472 (1 + x)2 m? 2 6472 (1 + X)? m?
PR M2
+ . {m( §> — 51 — Zf2 (jMad) (3.1.10)
25672 (14 x)2 m 2] 22 (14 y)?
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Figure 3.1: Curva da densidade de energia adimensional £ = Qm—fgc com respeito ao comprimento
adimensional # da Eq. (3.1.11), para diferentes valores de x, considerando a violacao de Lorentz na
direcao do tempo. E assumido mh = 1.

A partir do potencial efetivo renormalizado obtido na Eq. (3.1.10), podemos considerar o estado
de vécuo, i.e., ® = 0, que resulta na obtencao da densidade de energia de Casimir. Entao, tomando
o estado de vacuo ® = 0, no potencial efetivo renormalizado da Eq. (3.1.10), obtemos a densidade
de energia de Casimir, para o caso em que a violacao da simetria de Lorentz ocorre na dire¢ao do

tempo, isto é:
oo

™M Ny (jmd) 3.1.11
2W2(1+X)2;f (jmd) (3.1.11)

Assim, vemos que a densidade de energia de Casimir sofre uma modificagdo que se apresenta no

4
m
& = V]f% <(I))|<1>:0 -

€

fator (1 + X)fé, quando comparamos a Eq. (3.1.11) com a Eq. (2.2.25) do caso sem violagdo de
simetria de Lorentz. Na Fig. 3.1, a Eq. (3.1.11) é mostrada graficamente como a func¢ao densidade de
energia adimensional Z—EEC, em termos do comprimento adimensional #, para diferentes valores do
parametro y, assumindo mh = 1. E visto que o efeito da violacdo da simetria de Lorentz na direcéo
do tempo é aumentar a densidade de energia de Casimir. A linha escura corresponde ao caso sem
violagao de Lorentz, xy = 0, enquanto que as curvas coloridas correspondem ao caso com a violacao
de Lorentz. Aumentado o valor de y, vemos que a densidade de energia de Casimir aumenta, o que
pode ser visto comparando a curva vermelha, y = 0.8, com a curva escura, x = 0.0. Contudo, para
valores grandes de , a densidade de energia de Casimir da Eq. (3.1.11) vai a zero, independente do
valor do pardmetro de violagao .

A densidade de energia de Casimir associada ao caso de um campo escalar sem massa é obtida
a partir da Eq. (3.1.11) tomando o limite para argumentos pequenos da funcao de Macdonald. O
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resultado obtido é expresso a seguir:

2

Ec = — (3.1.12)

90 (14 )2 d*

Comparando o resultado acima com o resultado obtido na Eq. (2.2.27) do caso sem violagdo de

simetria, vemos que a diferenga surge novamente na forma de um fator (1 + X)%, que se apresenta
no denominador do lado direito da Eq. (3.1.12).

E interessante investigar como a violacdo da simetria de Lorentz que ocorre na direcio do tempo
afeta a massa topoldgica adquirida pelo campo escalar. Entao, usando a condicao de renormalizacao
Eq. (2.1.21) para o potencial efetivo renormalizado obtido na Eq. (3.1.10), encontramos a massa

topolégica na forma:

mi =m? |1+ ;1 > filimd)| . (3.1.13)

dm? (14 x)? 5=
Assim, similarmente & densidade de energia de Casimir, vemos que a correcao para a massa ¢ mul-
tiplicada pelo fator (1 + X)_%, quando comparamos a massa topolégica obtida na Eq. (3.1.13) com
a obtida na Eq. (2.2.28). Na Fig. 3.2, a Eq. (3.1.13) ¢ exibida como uma massa adimensional -
com respeito ao comprimento adimensional 3, para diferentes valores do parametro de violagao x,
assumindo mh = 1 e A = 1072. A partir do gréfico apresentado vemos que o efeito da violacao de
Lorentz é diminuir a massa topoldgica. A linha escura corresponde ao caso sem violagao de Lorentz,
enquanto que as linhas coloridas correspondem ao caso com violagao da simetria de Lorentz. Com-
parando a curva vermelha, y = 0.8, com a curva escura, Y = 0.0, confirmamos que a violagao diminui
a correcao da massa. Entretanto, a correcao de um loop para a massa vai a zero para valores grandes

de 7, fazendo a massa m ser dominante, independente do valor de x.

A partir do resultado da massa topoldgica escrito na Eq. (3.1.13), podemos obter a massa mr
para o caso do campo escalar nao massivo. Entao, considerando o limite para argumentos pequenos

da funcao de Macdonald, encontramos a seguinte expressao:

A

S 3.1.14
24 (14 x)? d2 @114)

2 _
mr =

O resultado acima é uma contribuicao puramente topolégica, sendo uma consequéncia da imposicao
da condicao de contorno tipo hélice e da quebra de simetria de Lorentz na dire¢ao temporal, presente
no fator multiplicativo (1 + X)_%-

Tendo obtido a densidade de energia de Casimir e a massa topolégica, até correcao de um loop,
concentraremos nossa atencao na correcao de dois loops para o potencial efetivo da Eq. (3.1.10).
Seguindo os mesmos passos que levaram ao resultado apresentado na Eq. (2.2.38), obtemos de forma
direta a correcdo de ordem A da densidade de energia de Casimir escrita na Eq. (3.1.11). A
contribui¢ao de dois loops possui a seguinte forma:

oo

YA (jmd)] . (3.1.15)

J=1

Am*

2 —
VO = 32141+ x)

Assim, de acordo com a equacao acima, a influéncia da violacao de Lorentz na correcao de dois loops
estd codificada no fator (14 x) .
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Figure 3.2: Para diferentes valores de y, com a violagao de Lorentz na diregao do tempo, a Eq. (3.1.13)
¢ exibida como a curva da massa adimensional M = “I com respeito ao comprimento adimensional

& assumindo mh =1 e A = 1072

A partir da corregdo apresentada na Eq. (3.1.15), podemos considerar o caso do campo nao
massivo e obter a correcao de dois loops na forma,

A

2
VE @)y = 1152(1 + x)d*’

(3.1.16)

Finalmente, considerando os resultados obtidos nas Egs. (3.1.15) e (3.1.16), a densidade de energia
de Casimir, com as correcoes de ordem AV ¢ escrita como:

o 2
Ey =& +A—m4 > fi(jmd) (3.1.17)
C C 3271'4(1 + X) “ 1 ) A
para o caso do campo escalar massivo e
A A
=6+ (3.1.18)

1152(1 + x)d*’

para o caso do campo escalar sem massa. Note que o primeiro termo do lado direito da Eq. (3.1.17) foi
obtido na Eq. (3.1.11), enquanto que o primeiro termo no lado direito da Eq. (3.1.18) foi apresentado

na Eq. (3.1.12). Na Fig. 3.3, é exibida a Eq. (3.1.17) como uma energia adimensional % em termos do
comprimento adimensional 7, para diferentes valores do pardmetro de violagao x, assumindo mh = 1
e A = 1072 A partir do gréfico apresentado, percebemos que o efeito da correcio de ordem AV ¢
aumentar a densidade de energia de Casimir Eq. (3.1.17). A linha escura corresponde ao caso sem
violagao, y = 0, enquanto que as linhas coloridas correspondem ao caso com a violagao de Lorentz.
Comparando a curva vermelha, y = 0.8, com a curva escura, x = 0.0, confirmamos que o efeito da
violagao é aumentar a densidade de energia de Casimir. Entretanto, a corre¢ao de dois loops vai
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Figure 3.3: Para valores diferentes de x, com a violagao de Lorentz na diregao do tempo, a Eq. (3.1.17)
A

¢ exibida como a curva da densidade de energia de Casimir adimensional F = % com respeito ao

comprimento adimensional 7. E assumido mh=1e A = 1072,

a zero para grandes valores de ¥, fazendo a densidade de energia de Casimir da Eq. (3.1.11) ser o
termo dominante.

A investigacao para o caso da violagao de simetria de Lorentz ocorrer na direcao do tempo estd
completa. A seguir, consideramos o caso que a violagao ocorre na direcao espacial x.

3.1.2 Violagao de Lorentz na diregao espacial: u* = (0,1,0,0)

Nesta secao ¢ considerado o caso em que a diregao que ocorre a violacao de Lorentz é a direcao
espacial z. Logo, o 4-vetor unitario é dado por u* = (0,1,0,0). Note que nesse caso, a violacao de
simetria de Lorentz afeta diretamente a componente que é relacionada com a condicao de contorno
tipo hélice (2.2.1), especificamente, o comprimento da circunferéncia a da hélice. Sob as condigoes
descritas, os autovalores escritos na Eq. (3.1.3), tomam a seguinte forma:

k.a 2mn\>
ap =k + (1 —x) k2 + (Ta - %) + k2 4+ Mg, (3.1.19)
A funcao zeta generalizada construida a partir dos autovalores apresentados na Eq. (3.1.19) é dada
por

Q o koa  2mn\ -
¢, (s) = (27:))3 /dkT di, dik. Y K2+ (L4 ) 2 + (Ta = %) R+ M2 (3.1.20)

Note que o subindice Lz usado acima é similar ao que foi apresentado na secao anterior. Desen-
volvendo a fungao (;, (s) acima através de cédlculos similares aos realizados no capitulo anterior,
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encontramos a correcao de um loop do potencial efetivo, i.e.,

M3 MZ\ 3 M3 .
7% (P)=—2 —|n(—2)-Z| -——2 ng (jhMgry,,) , (3.1.21)
L 6472 3 2 2 2 3 ‘
m (1= x) 2m? (1 -x)? 53
em que foi introduzida a seguinte notacao:
V=141 -x)", (3.1.22)

sendo o paramentro r = 7. Conforme foi evidenciado, a correcao de um loop escrita na Eq. (3.1.21),
diferentemente do caso em que a violacao é na diregao temporal, é afetada pelo parametro de violagao
X também no argumento da funcao de Macdonald que aparece no tltimo termo do lado direito. Dessa
forma, vemos que nao podemos escrever uma relagao direta entre o presente caso e 0 caso em que
nao ocorre a quebra de simetria, como foi feito na Eq. (3.1.7). Vale salientar que o sinal na frente do
perametro x é oposto ao obtido no caso da violagao na direcao do tempo. Claramente esses aspectos
diferentes se manifestam nas expressoes da densidade de energia de Casimir, sua correcao de loop e
na massa topoldgica, conforme veremos a seguir.

A partir da corre¢do de primeira ordem obtida na Eq. (3.1.21), escrevemos o potencial efetivo
nao renormalizado até primeira ordem como:

ANy, Ci, m? o, Oy,
Vo (@) = @7+ (7 @7+ 5r @7+ 5rd” + Oyt
M4 M2 3 M4 00 .
T [111 (_SI)) - 5] =) L (ihMae,). (3.1.23)
otz (1—0F L\ w10} &

Continuando a investigacio, devemos renormalizar o potencial efetivo para o caso considerado. E
evidente que as constantes de renormalizacao C; sao diretamente afetadas pelo pardmetro de violagao
X. Novamente, elas sdo encontradas via condigdes de renormalizagao apresentadas nas Egs. (2.1.20),
(2.1.21) e (2.1.23), o que resulta nas seguintes expressoes:

2 2
G ()
4l 25672 (1 — x)2 m

s Am? Am? 2
o1 - T+ 1 In - |
2l eam2(1—x)2  64n2(1—y)7 \m
ImA 4 2
Oy = T — (“—2> . (3.1.24)
12872 (1 — x)2 6472 (1 — x)? m

A quantidade de interesse aqui ¢ o potencial efetivo renormalizado, até ordem de um loop.
Substituindo as constantes de renormalizagdo encontradas na Eq. (3.1.24) no potencial efetivo da
Eq. (3.1.23), obtemos o potencial efetivo renormalizado, i.e.:

APr M2
R d) =
m* <M2 Am2 P2 M?2 1
+ - In q>>+ : [ln(—q))——}—i-

6472 (1 — x)2 m? 6472 (1 — x)2 m? 2

A2t M?2 3 M} - ,

. lln ( §> - 5} ———2 " f(jhMsy,) .- (3.1.25)

25672 (1 — )2 m 212 (1 -x)2 55

50



0.0

—1.01

-1,51

—_
<
~—
3 20
Wy
-2.5
—3.0
—3.5
T T T T T T T T T
0.00 0,25 0.50 0,75 1,00 1.25 1.50 1.75 2,00
alh
Figure 3.4: Curva da densidade de energia de Casimir adimensional £ = fn%é’c em termos do

comprimento adimensional ¢ da Eq. (3.1.26), para diferentes valores do pardmetro y, considerando
a violacdo de Lorentz na direcio z. E assumido mh = 1.

Tomando o potencial efetivo com correcao de um loop, no estado de vacuo, i.e., ® = 0, obtemos a
densidade de energia de Casimir quando u* é na diregao x na forma:

o)
Ec=VE®)|yy=—"—""7 Z (jmhy,) - (3.1.26)

2772 1-x) 55
Comparando a Eq. (3.1.26) com a densidade de energia de Casimir do caso em que u* é um 4-vetor
do tipo tempo, Eq. (3.1.11), percebemos o importante papel desempenhado pela diregdo em que a
violagao de simetria de Lorentz acontece no efeito Casimir. Além disso, comparando a densidade de
energia de Casimir acima com o caso em que nao hé quebra de simetria de Lorentz, Eq. (2.2.25),
vemos que a diferenga nao é apenas um fator multiplicativo pois o termo 7, aparece no préprio
argumento da funcdo de Macdonald da Eq. (3.1.26). Na Fig .3.4, a Eq. (3.1.26) ¢ apresentada como
uma densidade de energia adimensional %fé’c em termos do comprimento adimensional 7, para
diferentes valores do pardmetro de violagao y, assumindo mh = 1. Podemos ver que a influéncia
da violacao de Lorentz na direcao = é, inicialmente, diminuir a densidade de energia de Casimir
para valores pequenos de { e aumentar para valores maiores. A linha escura corresponde ao caso
sem violagao e as linhas coloridas correspondem ao caso com violagao de Lorentz. Comparando a
linha vermelha, x = 0.8, com a linha escura, y = 0.0, vemos que inicialmente a violagao diminui o

valor da densidade de energia de Casimir, mas conforme o valor de # aumenta, a violagao aumenta

a densidade de energia. Contudo, considerando valores grandes o suficiente de 7, a densidade de
energia de Casimir Eq. (3.1.26) vai a zero, independente do valor do parametro de violagao .
Considerando o caso do campo escalar sem massa, temos que a densidade de energia de Casimir é

obtida a partir da Eq. (3.1.26), tomando o limite para argumentos pequenos da fungao de Macdonald
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Figure 3.5: Para diferentes valores de y, considerando a violacao de Lorentz na direcao z, a
Eq. (3.1.28) ¢ exibida como a curva da massa adimensional M/ = “* em termos do comprimento
adimensional 2. E assumido mh=1e A = 1072

e resulta na seguinte expressao:

7T2

90h474 (1 — x)?
Note que a densidade de energia obtida na Eq. (3.1.27) é afetada pela violagao de simetria de Lorentz
de uma forma diferente, quando comparada com a obtida no caso de u* ser um vetor do tipo tempo
Eq. (3.1.12).

Investigamos agora como a violacao de simetria de Lorentz na direcao = afeta a massa topoldgica

do campo escalar. Assim, usando a condicao apresentada na Eq. (2.1.21), em conjunto com o poten-
cial efetivo renormalizado da Eq. (3.1.25), obtemos a seguinte expressao para a massa topoldgica:

Ec = (3.1.27)

A oo
mi=m? |1+ —— Z fi(Ghmy,)| - (3.1.28)
Am? (1 —x)? 5=

Observe que novamente o fator v, estd incluso no argumento da funcao de Macdonald. Na Fig. 3.5,
exibimos a Eq. (3.1.28) como a curva da massa adimensional % em termos do comprimento adi-
mensional 3, considerando diferentes valores para o parametro de violagao x, assumindo mh = 1 e
A = 1072, Note que como consequéncia inicial da violacdo de Lorentz, a massa topolégica sofre um
aumento para pequenos valores de 7 e diminui para valores maiores. A linha escura corresponde ao
caso sem violacao de Lorentz e as linhas coloridas correspondem ao caso com violagao. Podemos ver
que inicialmente a linha vermelha, y = 0.8, aumenta a corre¢ao para a massa, quando comparada

com a linha escura, x = 0, mas a medida que o valor de 3 aumenta vemos que a linha vermelha

diminui a corregao da massa. No entanto, para valores suficientemente grandes de 3, a massa m
torna-se dominante, independente do valor do pardmetro de violacao Y.

Considerando o caso do campo escalar sem massa, vemos que este adquire uma massa puramente
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topoldgica na forma:

mh = A - (3.1.29)
24073 (1 = x)2
Ressaltamos que os tltimos dois resultados obtidos sao completamente diferentes dos encontrados
para o caso em que a violacao de simetria de Lorentz ocorre na direcao temporal, apresentados nas
Egs. (3.1.13) e (3.1.14).
Podemos considerar também a correcao de dois loops para o potencial efetivo. Por meio dos
métodos explicados anteriormente e, considerando que a violacao de Lorentz ocorre na direcao z, a
contribui¢ao de dois loops no estado de vdcuo toma a seguinte forma:

V@ ((I))‘q:.:o = % [Z f (jhm%)] : (3.1.30)

Conforme realizado anteriormente, consideramos o limite de pequenos argumentos da expressao
acima, para obter corre¢ao de dois loops para o caso do campo nao massivo. O resultado obtido é

expresso por:
A

1152h%4(1 — x)°
Uma vez que obtemos a correcao de um e dois loops para a densidade de energia de Casimir,

podemos escrever a expressao completa da densidade de energia de Casimir, até correcao de ordem
AW como a soma da Eq. (3.1.26) com a Eq. (3.1.30), isto é:

Ve ((I))LD:O -

(3.1.31)

2
m4 >
E =E+ m [Z fi (jhm%)] : (3.1.32)

Semelhantemente, a expressao completa da densidade de energia de Casimir para o caso do campo
escalar sem massa, até correcio de ordem AV, é dada pela soma da Eq. (3.1.27) com a Eq. (3.1.31),
o que resulta na seguinte expressao:

A

A
fo=tot 1152h44(1 — y)

(3.1.33)

Claramente a violacao de simetria de Lorentz na direcao = afeta a densidade de energia de Casimir
e suas correcoes de loop de uma forma completamente diferente do caso em que nao héa violagao da
simetria de Lorentz e também, do caso em que a simetria é quebrada na dire¢ao temporal, sendo uma
de suas principais caracteristicas o fato do parametro de violacao afetar o argumento da funcao de

Macdonald presente na corre¢ao de loop da Eq. (3.1.30). Na Fig. 3.6, a Eq. (3.1.32) é exibida como
a curva da densidade de energia adimensional % em termos do comprimento adimensional 3, para
diferentes valores do parametro de violacao Y, assumindo mh = 1 e A = 1072, Vemos que o efeito
da violacao da simetria de Lorentz na direcao z é inicialmente diminuir a densidade de energia de
Casimir (3.1.32) para valores pequenos de 7 e aumentar para valores maiores. Podemos confirmar
esse comportamento comparando a linha vermelha que corresponde ao caso com violagao de Lorentz,
x = 0.8, com a linha escura que corresponde ao caso sem violacao, x = 0.0. Entretanto, considerando
valores grandes o suficiente de ¢, a correcao de loop da Eq. (3.1.30) vai a zero e a densidade de energia
de Casimir (3.1.26) se torna dominante, independente do valor do parametro de violacao x.
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Figure 3.6: Para diferentes valores de yx, considerando a violagao de Lorentz na direcao x, a
SA

Eq. (3.1.32) ¢ exibida como a curva da densidade de energia de Casimir adimensional £ = i

com respeito ao comprimento ;. E assumido mh =1e A = 1072

3.1.3 Violagao de Lorentz na diregao espacial: u¥ = (0,0,1,0)

Nesta secao, voltamos nossa atencao para o caso em que o 4-vetor u* aponta para a direcao da
coordenada y, i.e., u¥ = (0,0,1,0). No caso especificado, os autovalores apresentados na Eq. (3.1.3)
sao reescritos na seguinte forma:

kr.a  2mn 2
e =k2+k2+(1—x) (T — T) + k2 + M3, (3.1.34)
Essencialmente a violacao da simetria de Lorentz na direcao y afeta o passo h da hélice da condicao
de contorno. A correcao de um loop do potencial efetivo é obtido como feito nas se¢oes anteriores e,
no presente caso, é dada por:

4 2 4 oo

4S (@) = Ll In % _3 Ll f (thq)fy ) ’ (3.1.35)

1 2 I y
6472 (1 — )2 I 2] om(1-y)? o

em que definimos a quantidade v, na forma:
vp=1=x)" 47 (3.1.36)

sendo 7 = #. Note que a corregao de um loop escrita na Eq. (3.1.35) ¢ a mesma que a apresentada
na Eq. (3.1.21), apenas substituindo v, por 7,

Novamente, realizando o processo de renormalizacao do potencial efetivo, as constantes de renor-
malizacao C;, sdo encontradas exatamente na forma como as obtidas na Eq. (3.1.24). Esse resultado
pode ser antecipado se percebermos que as diregoes x e y sao relacionados pela condicao de contorno
tipo hélice Eq. (2.2.1). Assim, o potencial efetivo renormalizado do caso considerado obedece as
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Figure 3.7: Curva da densidade de energia de Casimir adimensional £& = fnifé'c em termos de 7 da
Eq. (3.1.38), considerando diferentes valores de x, com violagao de simetria de Lorentz na diregao y.
Assumindo mh = 1.

mesmas simetrias que as da correcao de um loop para o caso anterior, em que u* aponta na direcao
x. Em outras palavras, o potencial efetivo renormalizado para o caso em que a violagao da simetria
de Lorentz ocorre na dire¢ao y é dado pela expressao da Eq. (3.1.25), substituindo +y, por Yy 1€

P4 m2d2
R(p)=_""_
Veet (@) ] + 5
+ 1111 ‘I’>—|— T |:1n(_¢))__:|+
6472 (1—X)§ m?2 6472 (1_X)§ m2 2
A2t M2 3 e o |
" : {m( 3) - 5} — o > f2 (ihMa,). (3.1.37)

Assim, a densidade de energia de Casimir é obtida tomando o potencial efetivo renormalizado no
estado de vacuo, ® = 0, o que produz o seguinte resultado:
mA

o = Vi (q))’q>=o -

e

_m ; fo (jhmy,) - (3.1.38)

Na Fig. 3.7, a equacao (3.1.38) é apresentada como uma densidade de energia adimensional fnijé’c
em termos do comprimento adimensional ¥, para diferentes valores do pardmetro de violagao ¥,
assumindo mh = 1. Analisando o grifico, podemos perceber que o efeito da violacao da simetria de
Lorentz na direcao y é de aumentar a densidade de energia de Casimir. A linha escura corresponde
ao caso sem violagao de Lorentz, enquanto que as linhas coloridas correspondem ao caso em que a
violagao ¢é estabelecida. Vemos que conforme aumentamos o valor de x, a densidade de energia de
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Casimir também aumenta. Entretanto, para valores maiores de 7, a densidade de energia de Casimir
(3.1.38) vai a zero, independente do valor do parametro Y.

O limite do campo escalar sem massa é obtido da mesma forma que nos casos anteriores, a partir
do caso massivo escrito na Eq. (3.1.38). Nesse caso, para o campo nao massivo, obtemos a densidade

de energia de Casimir como:

7.(.2

Ec=— T (3.1.39)
90h47§ (1—x)2
Novamente podemos observar a simetria do iltimo resultado, quando comparado ao caso anterior
em que a violagao de Lorentz ocorre na direcao x. Assim, a densidade de energia de Casimir para o
caso do campo nao massivo quando a violagao de Lorentz ocorre na diregao y, Eq. (3.1.39), pode ser
obtida a partir do caso quando a viola¢ao de Lorentz ocorre na dire¢ao z, Eq. (3.1.27), substituindo
Yz POT 7Yy
Logicamente a simetria entre os casos de violacao de Lorentz na direcao x e y se estende para os
resultados da massa topoldgica, isto é, Eqgs. (3.1.28) e (3.1.29). No presente caso, essas quantidades
sao obtidas na forma:

m3 =m? |1+ 1 Z (jmhv,) | (3.1.40)
para o caso do campo escalar massivo e:

: (3.1.41)

my = T

24?5 (1 — x)2
para o caso do campo escalar sem massa. Na Fig. 3.8, a Eq. (3.1.40) é mostrada como a massa
adimensional I em termos do comprimento f, para diferentes valores do parametro x, assumindo
mh =1e X = 1072. Podemos ver que o efeito da violagao de Lorentz é diminuir a massa topoldgica.
Isso pode ser visto comparando a curva verde, y = 0.6, com a curva escura, x = 0.0, que corresponde
ao caso sem violagao de Lorentz. Contudo, para valores maiores de 3, a massa m se torna dominante,
independente do valor do parametro de violacao Y.

Seguindo os mesmo passos que foram realizados nas se¢oes anteriores, encontramos a contribuicao
de ordem A para a densidade de energia de Casimir da Eq. (3.1.38) na forma:

2
Am
ve (@)]p_ = 327T4— [Z fi(Ghmey, ] ; (3.1.42)

para o caso do campo escalar massivo e:

A
(®)]gp = 1152h44(1 — x)

Ve (@ (3.1.43)

para o caso do campo escalar sem massa. Como esperado, a simetria existente entre os casos de
violagao de Lorentz nas dire¢oes = e y se manifesta também nas corregoes de loop (3.1.42) e (3.1.43).

A expressao completa da densidade de energia de Casimir, até ordem A1 ¢ dada pela soma da
Eq. (3.1.38) mais sua correcao de loop da Eq. (3.1.42), ou seja:

2
Am
EN=Ec+ 32— [Z fi jhm’yy)] , (3.1.44)
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Figure 3.8: Para valores diferentes de y, considerando a violagao de Lorentz na direcao y, a

Eq. (3.1.40) é exibida como a curva da massa adimensional M/ = "L em termos do comprimento

adimensional ¢, assumindo mh =1e A = 1072,

para o caso do campo escalar massivo e:

A
115274y (1 = x)’

Ey =6+ (3.1.45)

para o caso do campo escalar sem massa. Na Fig. 3.9, a equagdo Eq (3.1.44) é expressa como a

curva da densidade de energia adimensional % em termos do comprimento adimensional 3, para
diferentes valores do parametro de violacao y, assumindo mh = 1 e A = 1072. Percebemos que o
efeito da violagao de Lorentz na direcao y é inicialmente aumentar a densidade de energia de Casimir
Eq. (3.1.44) para alguns valores pequenos de # e, ligeiramente diminuir para outros valores maiores.
Comparando a linha verde, y = 0.6, com a linha escura, y = 0.0, que corresponde ao caso sem
violacao de Lorentz, podemos ver que inicialmente hd um aumento na correcao da densidade de
energia de Casimir e conforme aumentamos o valor de #, a curva verde diminui a corregao quando
comparada com a linha escura. Entretanto, para valores suficientemente grandes de ¥, a corregao
de loop (3.1.42) vai a zero e a densidade de energia de Casimir Eq. (3.1.38) torna-se dominante,
independente do valor do pardmetro de violacao Y.

Encerramos a discussao ressaltando o fato de que, considerando a violagao da simetria de Lorentz
do tipo-éter CPT-par, todas as expressoes relevantes, como o potencial efetivo renormalizado, a
densidade de energia de Casimir e sua correcao de ordem 2 e a geracao da massa topoldgica sao
afetadas pelo parametro de violagao y. Em particular, os casos em que a violacao de Lorentz ocorre
nas direcoes x e y, exibem uma simetria entre si. Assim, foi possivel obter as expressoes de um caso a
partir das expressoes obtidas no outro caso, pela simples substitui¢ao do parametro v, por v,. Além
disso, o caso em que o 4-vetor u* aponta na direcao z, também exibe uma simetria com respeito ao
caso de violacao de Lorentz na direcao do tempo. Em outras palavras, podemos obter as expressoes
do potencial efetivo renormalizado, a densidade de energia de Casimir com suas corregoes de ordem
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Figure 3.9: Para diferentes valores de yx, considerando a violacao de Lorentz na direcao y, a
A
Eq. (3.1.44) é mostrada como a curva da densidade de energia de Casimir adimensional £ = g—g

em termos do comprimento adimensional #, assumindo mh =1e A = 102,

MY e a geracdo da massa topoldgica para o caso em que a violacdo da simetria de Lorentz ¢ na
direcao z, a partir do caso quando a violagao se estabelece na direcao do tempo, via substituicao de
X por —x.

No préximo capitulo, consideramos um sistema interagente que consiste em um campo escalar
real interagindo com um campo escalar complexo. O campo real é submetido a condicao periédica,
enquanto que o campo complexo obedece primeiramente a condi¢ao quasi-periddica e, posteriormente,
a condi¢ao mista.

No que segue deste capitulo, estabelecemos a relagao entre o caso do sistema apresentado aqui e
0 caso em que o campo obedece uma condicao periddica.

Apéndice do capitulo 3: Relacao com o caso periédico

Conforme foi levantado no capitulo anterior, é possivel fazer uma conexao entre o caso considerado
neste capitulo e o caso em que o campo escalar obedece & condicao periédica. Nesta secao obtemos
a conexao entre os casos mencionados de forma explicita.

Iniciamos considerando o caso em que a violacao da simetria de Lorentz ocorre na direcao do
tempo. Nesse caso, a fungao zeta generalizada, apés a transformagao (CP.2), isto é:

h 2
ko= <pr X %) B =h+ (LP.1)

em conjunto com a mudanga de varidvel de integragao dada por /(1 + x)k, = p,, é escrita como:

h Q3 / R <2a7m>2 ) h
_(s) == dp. dp, dk. Ly + M2 LP.2
(L, (5) PR T pr dp n;)o p p ¥ o (LP.2)
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Desse modo, é possivel escrever a seguinte relagao:

h
Crr(5) = me (s,d), (LP.3)

em que a fungao zeta do caso periddico, ¢, (s, d), foi apresentada na Eq. (CP.6). Assim, vemos que a
funcao zeta associada ao caso em que a violagao da simetria de Lorentz ocorre na direcao temporal,
(. (s), pode ser obtida a partir da funcao zeta associada ao caso da condigao periédica, Cp (s,d),
com periodo d. Note que, por simetria, a relagao considerando o caso em que a violacao de Lorentz
ocorre na dire¢do z é a mesma que a do caso em questao, Eq. (LP.3), apenas substituindo y por —y.

Podemos obter também uma conexao entre o caso em que a violagao de simetria de Lorentz se
estabelece na direcao x e o caso da condicao periédica. A funcao zeta generalizada associada ao caso
em que a violacao de Lorentz ocorre na direcao x é:

Q o koa 21\ h
Cpo () = (27:,)3 /dkT dk, dk, Y K24 K2 4 (1— ) k2 + ( h“ - %) + Mq%] . (LP4)

Aplicando a seguinte mudanca de varidvel de integracao na funcao zeta acima,

Ehp, 2mna&
sz: \/m+€2h2+a27 g: V (1_X)7 (LP5)

obtemos a relagao entre (;, e (, na forma:

¢ (s)—i(’ (s,dy) d, = h2—{—a—2 (LP.6)
Lx _fdxp y Uz )y Tz — £2- .

Desse modo, a relagao acima nos diz que a funcao zeta generalizada da Eq. (LP.4), associada ao caso
com condicao de contorno tipo hélice, pode ser obtida a partir da fungao zeta generalizada associada
ao caso de condigao periédica com periodo d,. Note que a transformacao acima nao produz um
simples fator multiplicativo como na Eq. (LP.3), mas sim uma modifica¢do no préprio periodo da
funcao ¢, (s,d,). Este fato se manifesta também no caso em que a direcao de violagao é a direcao y.

Finalmente, vamos considerar a funcao zeta para o caso em que a violagao de Lorentz acontece
na diregao y. Nesse caso, a funcao zeta generalizada é escrita da seguinte forma:

2 —8
had —%—n> R4 M2

Qs Ry
(Ly (8) = — / dk, dk. dk, Y

(27)” s

A transformacao que relaciona a funcao zeta acima com a fungdo zeta associada ao caso periédico é
escrita como:

e (LP.7)

k3+k2+(1—x)<

9 2
b = hpy . mnag (LP.8)

VB2 + a2 R+ a?e

Entao, aplicando a transformacao (LP.8) na Eq. (LP.7), resulta na seguinte relagao:

Co(s) = 2o (s dy = a2+ (LP.9)
Ly _fdyp » Yy ) y — 52' .
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Reiteradamente, a fungao zeta (LP.7), para o caso em que o campo escalar obedece a condig¢ao de
contorno tipo hélice, pode ser obtida a partir da funcao zeta associada ao caso em que o campo estd
sujeita a condigao de contorno periédica com periodo d,,.

Assim, concluimos este apéndice ressaltando que uma forma alternativa de obter a funcao zeta
generalizada, associada ao caso em que o campo escalar obedece a condicao de contorno tipo hélice,
é realizar as mudancgas de varidveis apresentadas aqui e no apéndice do capitulo anterior e mostar
que os resultados podem ser escritos em termos da funcao zeta generalizada do caso em que o campo
escalar obedece a uma condigao periédica.
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Capitulo 4

Efeito Casimir, correcao de loop e
geracao da massa topolégica para campos
escalares real e complexo interagindo

Nesta secao, a densidade de energia de Casimir, correcoes de loop e geracao da massa topoldgica
sao investigadas para um sistema que consiste de dois campos escalares, um real e um complexo,
interagindo entre si. A interagdo considerada é na forma de interagao quértica, que é estabelecida
como o produto entre o médulo quadrado do campo complexo e o quadrado do campo real. Além
disso, consideramos os termos de auto-interacao qudrtica associados a cada campo. Nessa teoria, o
campo escalar real é submetido & condi¢ao de contorno periédica, ao passo que o campo complexo
obedece & condigao quasi-periédica em um caso e, condi¢ao de contorno mista em outro. A densidade
de energia de Casimir, correcoes de loop e a massa topolégica sao calculados de forma analitica para
ambos 0s casos em que 0s campos Sao massivos e sem massa. Uma andlise dos possiveis estados
de vécuo e a correspondente condicao de estabilidade sao também fornecidas. A fim de um melhor
entedimento dos resultados obtidos em nossa investigagao, alguns graficos se fazem presente. Para tal
investigagao, utilizamos o formalismo do potencial efetivo, que é escrito como uma expansao de loop
via integral de trajetoria na teoria quantica de campos, de forma similar ao realizado nos capitulos
anteriores. Ressaltamos que os resultados apresentados neste capitulo foram publicados na Ref. [60].

4.1 Potencial efetivo para um campo real interagindo com
um campo complexo

Na presente secao, consideramos um campo escalar real, que denotamos por 7, interagindo com
um campo complexo denotado por ¢. O termo de interagao é proporcional ao produto do mdédulo
quadrado do campo complexo pelo quadrado do campo real. Essa escolha de interacao preserva a
simetria discreta ¢ — —1), bem como a simetria global ¢ — ei®¢. A existéncia de simetrias na fisica
de particulas é crucial para a previsibilidade de um dado modelo e, para uma melhor correlacao
com dados experimentais [61], sendo entdo de suma importancia considerar esse tipo de interagao
na investigacao do efeito Casimir, por exemplo. Além da interacao entre os campos, consideramos
também a auto-interacao associada a cada campo.

A Lagrangiana que descreve um sistema que consiste apenas de um campo complexo, com auto-
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interagao, é dada por:
* * )\ *
Lo =0"60,0 — wo0" — - (66°) (4.1.1)

em que /. representa a massa do campo complexo e Ay € a constante de acoplamento da auto-interagao.
E conveniente decompor o campo complexo em termos de suas componentes reais como segue,

b= % (o1 +ipy), & = % (o1 — i) (4.12)

em que as componentes ; sao campos reais. Em termos das componentes ¢;, a Lagrangiana da
Eq. (4.1.1) toma a seguinte forma:

2

1 Y
Ly = 9 Z [8“901'(%% - MQSD?] r (4,01 + 3 + 2(,01@2) (4.1.3)
i=1

Salientamos que, as equacoes acima foram escritas no espago de Minkowski.

A acdo que descreve um modelo consistindo de um campo real acoplado ao campo complexo,
considerando os termos de auto-interagao de cada campo, em coordenadas Euclidianas é escrita na
forma

2
1
Solvpl =g [ o |ow s S e0a| - [ dav ),
i=1
m? +C A Ay + C
U(,¢,) = Ww% @+ SN+ ot 2t 4 G (4.1.4)

A massa do campo real é designada por m, A\, é a constante de acoplamento da auto-interacao
do campo real e g é a constante de acoplamento da interacao entre os campos. Os parametros C;
sao as constantes de renormalizacao e suas formas explicitas serao obtidas durante o processo de
renormalizacao do potencial efetivo para cada caso considerado nas préximas secoes. Note também
que usamos a seguinte notagao para as componentes do campo complexo: p? = p? + 3. Além disso,
o operador D’Alembertiano [J é escrito no espago Euclidiano e foi apresentado na Eq. (2.1.7).

A construcao do potencial efetivo usando a abordagem da integral de trajetéria foi descrita nos
capitulos anteriores. Entretanto, apresentaremos alguns passos necessdrios para nossos propositos,
visto que estamos considerando dois campos interagentes, diferentemente dos capitulos anteriores em
que foi considerado apenas um campo auto-interagente. Assim, a agao da Eq. (4.1.4) é expandida
em torno de campos de fundo fixos ¥ e ®;, isto é, v = ¥ + x, ¢, = ®; + p, com x e o designando as
flutuacoes quanticas dos campos real e complexo, respectivamente. Devemos destacar que na presente
andlise estamos interessados em estudar as influéncias das condicoes ja mencionadas no campo escalar
real e, como consequéncia, consideraremos o potencial efetivo como sendo funcao apenas de W,
i.e., Vo (). Deste modo, é desnecessdrio transladar as componentes do campo complexo, o que é
equivalente a fazer ®; = 0 [37]. Por conta disso, ndo é necessario incluir termos de renormalizagao
proporcionais a poténcias de o, na agao escrita na Eq. (4.1.4). E importante mencionar que, caso
tentdssemos prosseguir com os cdlculos considerando a translacao em ¢,, ou seja, considerando ®; # 0,
encontrariamos expressoes que sao extremamente incomodas. Por esta razao, a simplificagao ®; = 0
é justificada nos cédlculos que seguem. Nas préximas se¢oes iremos impor, as componentes do campo
complexo, uma condicao quasi-periodica e posteriormente uma condi¢cao de contorno mista. KEssas
condicgoes requerem que o campo de fundo fixo seja de fato ®; = 0, pois é a tinica escolha possivel
para um campo constante compativel com as condi¢oes impostas. Dessa forma, nas préximas segoes
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nosso interesse estard em analisar a influéncia do campo escalar complexo, sujeito as condigoes quasi-
periédica e mista na densidade de energia de Casimir, bem como em sua correcao de loop e na massa
topologica gerada, associados ao campo escalar real submetido a uma condicao periddica.

Lembramos que o potencial efetivo é expandido em poténcias de i e pode ser escrito até ordem
de 7®® como:

Vg (1) = VO (0) + VO (0) + VO (), (4.1.5)

Conforme mencionado nas secdes anteriores, o termo de ordem zero, V® (), descreve o potencial
cléssico, i.e., a contribuicao a nivel de arvore, que no caso sob consideragao é dado por

:m2+02\1[2+>\¢—|—01

5 i U+ Cs. (4.1.6)

O préximo termo, V) (¥), é a correcdo de um loop para o potencial cldssico e, em termos da
abordagem de integrais de trajetéria, é escrito na seguinte forma [41]:

v (v) = —Q%ID/DW%D% exp [—% <¢7/1¢> - % (sol,f?%) - % (%Bsozﬂ . (417

em que {14 é o volume 4-dimensional do espaco tempo Euclidiano, que depende das condi¢oes impostas
aos campos. Note que utilizamos a notacao:

(1. Aw) = / diz o (x) A v (2). (4.1.8)

e os operadores auto-adjuntos A e B sao definidos como:

~

A .
A= —D+m2+7¢\112, B =0+ u?+g¥2 (4.1.9)

Destacamos que os operadores acima definidos, sao provenientes da expansao da acao escrita na
Eq. (4.1.4) em torno dos campos ¥ e ®; = 0, de forma andloga a expansao apresentada na Eq. (1.3.7).
De forma semelhante ao escrito na Eq. (2.1.8), podemos escrever

SV ¢l Ay
4 4 7 _ 4 o 2 W2
/d r1d et (27) 50 (21) 30 () \p,¢i:0¢(x2) = /d x <D m 5 U >1/1,
628k [, @;
/d4$1d4x2901 (1) 5o (x?)[?gof(]mg) - o1 (r2) = /d4x Y1 (D —p? - 9‘1’2) Y1
628k [, @;
/d4m1d4x2302 (1) 0Py (a:?)[?sof(]mz) U,8,=0 #2(72) = /d% #2 (0= 17 = g% i, (41.10)

em que observamos a forma explicita dos operadores A e B no lado direito das expressoes acima.
, %, nao contribuem pois sao proporcionais a
®, = 0. Reiteramos que, considerando ®; # 0, um termo proporcional a (v, ;) estaria presente no
expoente do lado direito da Eq. (4.1.7). Este termo, em geral impde grandes dificuldades quando
aplicamos os métodos utilizados nesta tese. Felizmente, as condi¢oes de contorno obedecidas pelas
componentes do campo complexo sao satisfeitas apenas para ®; = 0. A correcao de um loop para o
potencial efetivo pode ser escrita em termos dos autovalores associados aos operadores Ae B usando

a funcao zeta de Riemann generalizada, de modo similar ao realizado nos capitulos anteriores [38].

Os termos provenientes de derivadas cruzadas
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Denotamos por a, € (8 p 08 autovalores dos operadores A e B, repectivamente. Entao, construimos
duas fungoes zeta de Riemann generalizadas, ¢, (s) e (5 (s), na forma:

Cal8) =D 0, Cals) =) B," (4.1.11)

em que o e p denotam um conjunto de nimeros quanticos associados as autofuncoes dos operadores
Ae B, repectivamente.

Dada a forma da corre¢ao de um loop para o potencial efetivo Eq. (4.1.7), vemos que esta corregao
pode ser escrita como a soma de duas quantidades associadas as fungoes zeta escritas na Eq. (4.1.11).
Assim, procedemos de forma similar ao capitulo 2 desta tese, escrevendo os campos 1 e p, como
combinacao linear das autofungoes dos operadores A e B dados na Eq. (4.1.9). Nesse caso, lembrando
da Eq. (2.1.16), teremos uma contribui¢ao na forma:

VO (9) = 2—51)4 Y I (%) , (4.1.12)

o

proveniente da integragao do campo 1 e duas contribuigoes provenientes das integracoes das com-
ponentes ¢, e ¢,, que resultam na seguinte expressao:

v (@) = Q% > In (%) . (4.1.13)

Usamos o pardmetro v, que tem dimensao de massa, para designar uma medida no espaco funcional
e serd removido no processo de renormalizacao do potencial efetivo. Somando as correcoes escritas
nas Egs. (4.1.12) e (4.1.13), em conjunto com as funcoes zeta da Eq. (4.1.11) e tendo em mente a
Eq. (2.1.18), podemos escrever a corre¢ao de ordem um para o potencial efetivo na seguinte forma
(38, 53]:

VO (0) = VO (0) + VD (D),

1., )
TN €0 (0) + o (0)Inv?]

Vi) (2) = _Qi4 [ (0) + ¢4 (0) ] (4.1.14)

Note que na contribuicao Vﬁ(l) (¥) associada ao campo complexo, ndo temos o fator de 1/2, isso se
deve ao fato de que o campo complexo possui duas componentes, diferentemente do campo real.
A forma explicita da corrrecio de dois loops, V) (), serd apresentada quando a investigarmos.
Lembramos que a correcao de dois loops pode ser escrita em termos da funcao zeta generalizada se
estamos interessados em calcular as contribuigdes no estado de vécuo [39, 43, 52].

Apés obtermos a forma explicita do potencial efetivo e sua correcao de ordem um, precisamos
realizar o processo de renormalizacao. Para a conveniéncia do leitor e para fornecer alguns detalhes
especificos do caso considerado aqui, reiteramos as condi¢oes necessdrias para o processo de renor-
maliza¢do. A primeira condigao, que fixa C; da Eq. (4.1.4) e também a constante de acoplamento
Ay, € dada por:

dVeg (V)

o = Ay, (4.1.15)

=M
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em que M é um parametro com dimensoes de massa e, considerando um modelo em que o campo
¢ massivo, pode ser tomado como sendo zero [39, 43, 52]. A segunda condic¢do de renormalizagao ¢
escrita como segue,
Vg ()
dv?

em que v é o valor que minimiza o potencial efetivo. Devemos mencionar que a expressao acima
fornece a massa topolégica quando usamos o potencial efetivo renormalizado no lugar de Vg (V).
Observe que ¥ = v na Eq. (4.1.16) é o valor do campo que minimiza o potencial se ele obedecer a
condicao de extremo, isto é:

=m?, (4.1.16)
U=y

dVerr (V)

2t ) =0. 4.1.17

av |y, ( )

Na Sec.4.2.3 discutiremos a estabilidade do estado de vdcuo e apresentaremos os valores do campo
que obedecem a condicao acima. A tltima condigdo que devemos usar é escrita na forma [39]:

Ve (¥)|g_o =0, (4.1.18)

sendo relevante apenas para o caso de um modelo que considera o campo massivo [39, 43, 52].
Salientamos que as condigoes de renormalizagao apresentadas nas Egs. (4.1.15), (4.1.16) e (4.1.18)
devem ser impostas considerando o limite do espago tempo de Minkowski sem restrigoes.

Na préxima secao, investigamos a expansao de loop do potencial efetivo e a geracao da massa
topoldgica, devido & imposi¢ao da condicao periédica no campo real e da condicao quasi-periédica nas
componentes do campo complexo. Ademais, consideramos que as componentes do campo complexo,
V1 € ,, obedecem as mesmas condigoes.

4.2 Condicoes peridédica e quasi-periddica

Nesta secao consideramos um campo escalar real v, interagindo com um campo complexo ¢ via
interagdo qudrtica. A agdo que descreve tal sistema foi apresentada na Eq. (4.1.4). Observe que o
sistema leva em consideragao também a auto-interacao de cada campo. As condigoes impostas aos
campos sao a periédica para o campo real e quasi-periédica para as componentes do campo complexo.
Visto que o campo real estd sujeito a condigao periédica, ele deve satisfazer a seguinte relacao:

(T, z,y,z+ L) =9 (1,2,9,2), (4.2.1)

em que L é o parametro de periodicidade. Note que a condi¢ao acima leva a uma compactificagao
da coordenada z em um comprimento L, como é mostrado na ilustracao na Fig. 4.1. Levando em
consideragao a condicao periédica, vemos que os autovalores do operador A, exibido na Eq. (4.1.9),
sao escritos como:

47‘(’2 )\¢
a, = k3+k§+k§+ﬁn2+M§, M3 :m2—|—7\112, (4.2.2)
em que n = 0,£1,£2, ..., e o subindice o representa o conjunto de nimeros quanticos dados por

(kr, ky, ky,n). Nesse caso os autovalores na Eq. (4.2.2) sao bem conhecidos na literatura.
Para as componentes do campo complexo ¢;, aplicamos a condigao quasi-periédica [46, 43|, logo,
as componentes ¢, devem satisfazer a relagdo que segue:

Pi (7—7 z,y, Z) . (423)

o; (T,2,y,2+ L) = e2imd

65



[ — -1

<

Figure 4.1: Representacao ilustrativa de um espaco tempo 4-dimensional com uma coordenada es-
pacial compactificada. O espaco tempo é composto de uma coordenada compactificada z, S, e um
espaco 3-dimensional com coordenadas ¢, x, y.

Essa condicao também compactifica a coordenada z em um comprimento L, mas agora existe a
influéncia da fase 6, isto é, o pardmetro quasi-periédico que assume valores no intervalo 0 < 6 < 1.
Nesse sentido, a condi¢ao quasi-periédica restaura a condicao periédica para o valor € = 0. O caso
com 6 = 1/2 remete a condigao anti-periédica. Dessa forma, sob uma condi¢do quasi-periédica, os
autovalores do operador B , exposto na Eq. (4.1.9), tomam a seguinte forma:

472
ﬁp=p3+pi+p§+7(n+9)2+M;, M} =% + g¥2, (4.2.4)
em que n = 0,%1,42, ..., e p representa o conjunto de nimeros quanticos dado por (p;, ps, py,n).

Os valores § = 0 e §# = 1/2 sao conhecidos também como os casos para campos escalares untwisted
e twisted, respectivamente.

Conhecendo a forma explicita dos autovalores a, e 3, dados nas Eqs. (4.2.2) e (4.2.4), respectiva-
mente, podemos construir a funcdo zeta generalizada a partir da Eq. (4.1.11) e obter uma expressao
analitica para a corre¢ao de primeira ordem do potencial efetivo da Eq. (4.1.14). Fazemos isso na
préxima secao, obtendo também a massa topoldgica.

4.2.1 Correcao de um loop

A partir dos autovalores apresentados na Eq. (4.2.2), que sao associados com o campo escalar real
1, construimos a funcdo zeta de Riemann generalizada da Eq. (4.1.11), como:

Q o 2mn\ 2 h
¢, (s) = ﬁ/dkf/dkx/dky SRR R (%) +M§] , (4.2.5)

em que ()3 representa o volume de trés dimensoes associado com as coordenadas do espago tempo
Euclidiano 7, x, z, necessdrio para fazer as integrais adimensionais. Os passos essenciais para o
desenvolvimento da fungao zeta generalizada da Eq. (4.2.5) sao apresentados nas Refs. [52, 43] e nos
capitulos anteriores, entao indicaremos apenas os principais passos.

Primeiramente, utilizamos a identidade da Eq. (2.2.6) na expressao da funcao zeta da Eq. (4.2.5),
o que resulta em integrais Gaussianas nos momentos k,, k, e k,. Apds a realizacao das integrais
Gaussianas, usamos a representacao integral da fungdo gamma da Eq. (2.2.10), obtendo assim a

seguinte expressao:
¢ (S>:Q47r%’25f(3—%) f 2o (ML ?
¢ 2242 T'(s) 2m

n=—oo

3_
5—S

(4.2.6)
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A quantidade §24 representa o volume quadri-dimensional no espaco tempo Euclidiano, que leva
em consideracao a topologia do espaco tempo S' x R3, como consequéncia da condiciao periédica
imposta no campo escalar real. No caso em consideracao o volume 4-dimensional é escrito como
Qy = QL. Para realizar a soma em n no ultimo termo do lado direito da Eq. (4.2.6), valemo-nos
da continuagao analitica da fungao de Epstein generalizada ndo homogénea dada na Eq. (2.2.12). A
expressao resultante é escrita na forma:
0 M4—2s 0
o (5) = imap oy [r (=223 fiay <jMAL>] , (127)

j=1

em que a fungdo f, (z) foi definida na Eq. (2.2.16). Considerando a fun¢ao zeta generalizada acima e
sua derivada, no limite s — 0, encontramos a corre¢ao de um loop do potencial efetivo Eq. (4.1.14),
como segue:

VI (1) = M lln (%2) ] iﬁ (jM\L) (4.2.8)

6472 Iz

A expressao acima é a correcao de primeira ordem, isto é, a correcao de um loop, do potencial
efetivo proveniente da condicao periédica obedecida pelo campo real. Precisamos agora calcular a
contribuicao proveniente do campo complexo.

Considerando as componentes do campo escalar complexo, lancamos mao dos autovalores dados
na Eq. (4.2.4) para construir a seguinte fungao zeta generalizada:

G ( /de/dpz/dpy io

n=—oo

—S8

2T
pT+px+py+( ! (n+6)*+ M

. (4.2.9)

A expressao da fungio zeta generalizada (g (s), que surge devido ao campo escalar real foi obtida de
forma detalhada na Ref. [43] e, logicamente, é similar ao caso do campo complexo considerado aqui,
visto que as componentes do campo complexo sao campos reais. Portanto, apresentamos apenas o
resultado final, i.e.:

Cﬁ (s) =

Q4M;725
1672T" (s)

T(s—2)+2"")  cos (2m)6) fo—s) (ngL)] . (4.2.10)

Jj=1

A partir da funcao zeta obtida na equacao acima, é possivel escrever a correcao de primeira ordem
)
para o potencial efetivo, devido ao campo complexo como:

M2 M? 3] M} &
Vﬁ(l) (1) = 32;’2 {ln (V_2g> — 5} ﬂzg Zcos (2750) fo (j M, L) . (4.2.11)
7j=1

Coletando os resultados obtidos nas Egs. (4.2.8) e (4.2.11), podemos escrever a corre¢ao de
primeira ordem, ou corre¢ao de um loop, para o potencial efetivo na seguinte forma:

M M2 3 1” -ZWQ 3
1 A A g g

[e'¢] M4 [e’e]
Z fa (jMAL —7T—2chos(27rj9) fa (ML) (4.2.12)

j=1
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Assim, a partir da correcao acima, podemos escrever o potencial efetivo nao renormalizado, escrito
na Eq. (4.1.5), até ordem A" como segue:

m2+02 )\w—i—cl M4 |: M2 3:|+

Ve (¥) = R L AR In V___

2 4] 6472 2

M4 M2\ 31 M} . My & . .
T s [m <_) - 5} - S GMRL) —L 3" cos (2mj0) f2 (ML) (4.2.13)
j=1 J=1

v
E evidente que as correcoes de um loop nas Eqs. (4.2.8) e (4.2.11), devido aos campos real e complexo,
respectivamente, diferem por um fator de dois quando # = 0, que é o caso particular da condicao
periédica. A justificativa para isso é que o campo complexo possui duas componentes reais, ou seja,
dois graus de liberdade. Nessa perspectiva, estamos considerando que os campos possuem massas
diferentes, isto é, o campo escalar real tem massa m e o campo complexo possui massa .

Tendo obtido o potencial efetivo Vg (V) na Eq. (4.2.13), nosso trabalho agora é realizar o processo
de renormalizacao. Assim, seguindo o procedimento de renormalizagao, a partir das condicoes escritas

nas Egs. (4.1.15), (4.1.16) e (4.1.18), tendo em mente o limite de Minkowski, isto é, L — oo, obtemos
as constantes de renormalizagao C; de forma explicita:

3\2 v? 32 V2
v g
— m( )29 (2
= 5o n(m2) i n(m2)’
Apm? 2 g2 2
Cy = () v+ 22 m(Z) 11
27 3o [n<m2)+ }Jrsw? "z) T

m* vr 3 pt 2 3
= In— + = In( — —. 4.2.14
s = G {nm2+2] T 30 {H(MZ)JFJ (42.14)

Ademais, substituindo as constantes de renormalizagao que obtemos nas equacoes acima, diretamente
no potencial efetivo da Eq. (4.2.13), encontramos o potencial efetivo renormalizado na seguinte forma:

2 4 M2 4 M2
VE ) = Mgy dega By (—29) + - in (—3) +
i m

2 4! 3272 6472
252 2 2 1,4 9 97:2 9
g Mg 1 )‘w‘I’ M)\ 3 A¢m\11 M/\ 1
In({—|—= m(==2)_2 (A 2
e [n(#z) 2) Tamenr M\ m2) T2 T e [P\ T3
24 2 4 o0
g-v M 3] M ’
e [ (3) 2] - A S nan - S e 200 1219
j=1

Conhecendo a forma explitica do potencial efetivo renormahzado apresentada na Eq. (4.2.15), po-
demos calcular a densidade de energia de Casimir e também a massa topoldgica, até correcao de
primeira ordem.

Para dar prosseguimento & nossa investigacao e avaliar a densidade de energia de vicuo, vamos
considerar que ¥ = 0 é um estado de vacuo estdvel da teoria, embora existam outros possiveis
estados de vdcuo estdveis, como analisaremos na Sec. 4.2.3. Assim, a partir do potencial efetivo
renormalizado V.E () da Eq. (4.2.15), podemos calcular a densidade de energia de Casimir de forma
direta, pois o estado de vdcuo é obtido fazendo ¥ = 0. Portanto, a densidade de energia de Casimir
é encontrada como sendo:

Ec = Vg (O)|,_

m oo 4 00
_ _2_2 (nmL) — %Zcos (27j0) fo (GuL) . (4.2.16)

j=1
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Figure 4.2: Gréfico da densidade de energia de Casimir adimensional, F (mL) = 272L*Eq, definida
na Eq. (4.2.16), como funcao de mL, para diferentes valores do parametro ¢ e tomando m = p.

Reconhecemos que o primeiro termo no lado direito da Eq. (4.2.16) é a contribuigao para a densidade
de energia de Casimir proveniente do campo escalar real 1/, submetido & condicao periédica, enquanto
que o segundo termo é a contribuicao do campo complexo que obedece & condicao quasi-periédica
[43]. Particularmente, considerando o caso com ¢ = 0, vemos que a contribui¢do vinda do campo
complexo é o dobro da contribui¢ao proveniente do campo real se as massas dos campos forem iguais.
Para uma melhor visualizagao da influéncia que o campo complexo, sob condi¢ao quasi-periédica,
exerce na densidade de energia de Casimir do campo real, plotamos a expressdo da Eq. (4.2.16)
como funcao de mL, na Fig. 4.2, para diferentes valores de 6 e considerando as massas iguais, isto
é, m = p. A linha sélida escura é a densidade de energia de Casimir livre de interacgdo com o campo
complexo, apenas com o efeito da auto-interacio do campo real. E evidente que, dependendo do
valor do pardmetro quasi-periédico 6, a densidade de energia de Casimir pode ser maior ou menor
que a energia do caso livre, incluindo a possibilidade de termos valores positivos e negativos. Note
que as curvas tendem a repetir seu comportamento para valores tais que ¢ > 0.5. Por exemplo, a
curva representada pela linha verde pontilhada para # = 0.3 é a mesma que para 6 = 0.7 e assim
por diante. Ademais, todas as curvas terminam nos seus respectivos valores constantes para o caso
de campos sem massa, mL = 0, o que pode ser verificado na Eq. (4.2.17). Além disso, no regime
mL >> 1, a densidade de energia de Casimir Eq. (4.2.16) vai a zero para todas as curvas, como é
revelado pelo gréafico da Fig. 4.2. Isso é uma consequéncia do decaimento exponencial da funcao de
Macdonald para argumentos grandes [55].

E relevante considerar o caso em que 0s campos nao possuem massa, i.e., o limite m,uy —
0. Assim, devemos lembrar do limite para pequenos argumentos da funcao de Macdonald, isto é,
K,(z)~ @ (2)" [55]. Entéo, a partir da expressdo dada na Eq. (4.2.16), obtemos a densidade de
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energia de Casimir para o caso dos campos sem massa, na forma:

2 9 e
fo=—— S i cos (2m)6), (4.2.17)
7j=1

S 90L* mlLt &

em que empregamos o seguinte resultado da func¢ao zeta de Riemann usual ¢ (4) = g—; [56, 57], no
primeiro termo do lado direito da Eq. (4.2.17). Esse termo é o bem conhecido resultado do efeito
Casimir para o caso de um campo real livre e sem massa, submetido a condi¢ao periddica [38]. Além
disso, o segundo termo do lado direito da Eq. (4.2.17) pode ser reescrito em termos dos polinomios
de Bernoulli, definidos por:

Bay (6) = <_1)(27T;k(2k)! y = 51227,:"9). (4.2.18)

Assim, a expressao da densidade de energia de Casimir para o caso dos campos nao massivos é
encontrada como sendo:

2 2

T T 1
Eo=——-t+2—(0*—20°+ 0% — — 4.2.19
¢~ Tgori T3 ( ) ( )

em que fizemos uso do polinémio de Bernoulli de quarta ordem, isto é, By (0) = (94 —20° + 0% — 3—10)
Conforme é esperado, o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.2.19) é consistente com o resultado
encontrado na Ref. [38], enquanto que o segundo termo ¢é consistente com o resultado obtido nas
Refs. [46, 43] (levando em conta as duas componentes do campo complexo). Este dltimo também
fornece a expressao correta para os casos periédico (6 = 0) e anti-periédico (f = 1/2).

Agora direcionamos nossa atencao para a investigacao da influéncia das condigoes na massa
m do campo escalar real, i.e., a geracao da massa topoldgica a nivel de um loop. A partir da
condigao apresentada na Eq. (4.1.16) e tendo em mente o potencial efetivo renormalizado obtido na
Eq. (4.2.15), obtemos a seguinte expressao para a massa topoldgica do campo escalar real :

A o0 2 o0
2 _ 02 i K9 , .
my=m” |1+ il nEZI fi(nmL) + p ]El cos (2mj0) f1 (j,uL)] . (4.2.20)

Note que a massa topolégica m?% nao apresenta divergéncia alguma, o que permite considerar também
o limite dos campos nao massivos, isto é, m, u — 0. Assim, usando a mesma aproximagao para a
fungado de Macdonald que foi aplicada para obter a Eq. (4.2.17) a partir de Eq. (4.2.16), obtemos a
massa topoldgica para os campos sem massa na seguinte forma:

A 1
2 P g 2
= +=(0°-0+-|. 4.2.21
My 5 ( 6) ( )

Na expressao acima recorremos a fungao zeta de Riemann usual, ¢ (2) = %2 [56, 57] e também os
polinémios de Bernoulli apresentados na Eq. (4.2.18), com B (f) = 6* — 0 + %. Como pode ser
visto, a correcao para a massa ¢ proveniente do termo de auto-interacao, que é proporcional a Ay e,
também da interacao entre os campos, que é proporcional & constante de acoplamento g. Note que
o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.2.21) foi obtido anteriormente na Ref. [38], considerando
um campo escalar real com auto-interacao apenas.

Outro aspecto interessante associado & massa topoldgica é que se Ay < g, a Eq. (4.2.21) pode
ser tornar negativa dependendo do valor de , o que em principio indica instabilidade do estado de
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Figure 4.3: Gréfico da massa topolégica ao quadrado e adimensional M? (mL) = m3L?, definida
na Eq. (4.2.20), como funcao de mL, para diferentes valores de 6 e tomando m = p. Assuminido
Ay =102 e g=1073.

vacuo. Se tivéssemos, por exemplo, considerado uma teoria do campo escalar complexo com apenas
a auto-interacao (sem interagao entre os campos), isso seria um problema, visto que nado faz sentido
considerar um campo complexo, ®; # 0, compativel com a condi¢ao quasi-periddica para 6 # 0. O
caso com f = 0 nao exibe tal problema e é por isso que submetemos o campo escalar real & condicao
periédica. No entanto, esse problema é resolvido levando em consideragao uma teoria interagente
como no presente caso (veja também a Ref. [41]). Assim, é possivel estudar a estabilidade do vécuo,
o que é feito na Sec. 4.2.3 considerando, por simplicidade, o caso em que os campos nao possuem
massa. A andlise indica que o estado de vadcuo ¥ = 0 ¢é estdvel apenas se A\, > —24¢B (), caso
contrario é necessdrio considerar as outras duas possibilidades de estado de vdcuo estdvel que serao
apresentadas nas préximas segoes.

Na Fig. 4.3 plotamos a massa adimensional ao quadrado, M? (mL) = m4L?, definida na Eq. (4.2.20),
como funcao de mL, para diferentes valores de # e tomando as massas iguais, isto é, m = u. O gréfico
mostra as curvas para A, = 1072 e g = 1073, o que satisfaz a condigao A\, > —24¢B; (f) que leva
U = 0 a ser um estado de vacuo estavel. Esse grafico fornece valores positivos da Eq. (4.2.21) para
todos os valores possiveis do parametro quasi-periédico 6, como esperado. Dependendo do valor de
0, a corregao para a massa pode ser maior ou menor que o caso sem interagao (linha escura).

Na Fig. 4.4 plotamos a massa adimensional ao quadrado M? (mL) = m4L?, definida na Eq. (4.2.20),
como funcao de mL, para diferentes valores de 6 e tomando as massas iguais, isto é, m = u. De forma
diferente do gréfico apresentado na Fig. 4.3, aqui consideramos os valores \y = 107% e g = 1072,
o que satisfaz a condigdo A\, < —24¢gB, (f). Nesse caso, existem valores negativos da Eq. (4.2.21)
para § = 0.3 e 8 = 0.5, que levam ¥ = 0 a ser um estado de vicuo instdvel. Entretanto, em uma
teoria massiva, ¥ = 0, se torna estdvel para grandes valores de m/L mesmo que Ay, < g, conforme
indicado na Fig. 4.4. Note que todas as curvas em m/L = 0 terminam em seus correspondentes valores
constantes para o caso dos campos sem massa da Eq. (4.2.21). Para grandes valores de mL a fungao
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Figure 4.4: Gréfico da massa topoldgica ao quadrado e adimensional M? (mL) = m3L?, definida
da Eq. (4.2.20), como fungao de mL, para diferentes valores de 6 e tomando m = u. Assumindo
Ay =107 e g=10"2

de Macdonald decai exponencialmente e as curvas sao dominadas pelo primeiro termo do lado direito
da Eq. (4.2.20). Note ainda que as curvas tendem a se repetir para valores > 0.5.

Aqui terminamos a andlise da correcao de um loop, tal que podemos prosseguir para a correcao
de dois loops, ainda considerando que ¥ = 0 é o estado de vdcuo estavel. Como j& discutido acima,
isso significa que estamos considerando a restrigdo A\, > —24¢B; ().

4.2.2 Corregao de dois loops

Nesta secao, analisamos a correcao de loop da densidade de energia de Casimir obtida nas Egs. (4.2.16)
e (4.2.17). Isso pode ser feito considerando a corre¢ao de segunda ordem do potencial efetivo, que
pode ser obtida a partir dos gréficos de Feynman de dois loops. Visto que temos mais de um termo
que contribui, calculamos todas as contribuicoes de dois loops de cada grafico de Feynman separa-
damente. Portanto, escrevemos a correcio de loop V@ (¥) na forma:

VO (@) = Vi (0) + Vi (0) + V@ (0) + VY (D). (4.2.22)

O primeiro termo do lado direito da equagao acima, V)\(j), é a contribuicao proveniente do termo

Ay
> ar

. ~ . , A A . 2 , . . ~
interagao do campo complexo, isto €, S2¢] e 52¢3. O terceiro termo, Vg( ), é associado com a interacao
entre os campos real e complexo, ou seja, %’gpf@ﬁ e §@§w2. Por fim, o dltimo termo do lado direito

de auto-interacdo do campo real, 21)*. O termo seguinte, V/\(j), é a contribui¢ao do termo de auto-

~ . 2 , . . )
da equacao acima, ‘/2(/\3,7 é associado ao termo cruzado das componentes do campo complexo, isto €,

A . . o . -
4—“,’2@%0%. Nessa circunstancia, apenas por conveniéncia de escrita, mudamos a notacao da constante
de acoplamento da auto-interacao do campo complexo de A, para A,.
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Primeiramente consideramos a contribuicao da auto-interagao associada ao campo real, V;J (D).
Visto que estamos interessados no estado de vdcuo ¥ = 0, a tinica contribui¢ao nao trivial é proveni-
ente do grifico de Feynman exibido na Fig. 2.2. Com a ajuda desse gréafico de Feynman, podemos

escrever a contribuigao de dois loops em termos da funcao zeta generalizada da Eq. (4.2.7) da seguinte
forma [52, 43]:

V2 (@) =lim it {C‘” (S)] (4.2.23)

=0 s—1 § Q4

U=0

A funcio zeta (7 (s) é definida como sendo a parte nio divergente da funcio zeta generalizada dada
na Eq. (4.2.7), no ponto s = 1 [52, 43], i.e

QM2 T (s — 2)
1672 I'(s)

Ca(s) =Ca(s) = (4.2.24)
Note que o termo que esta sendo subtraido na equagao acima é independente do parametro L, quando
é dividido por €14, que caracteriza a condic¢ao e, como é usual, deve ser descartado. Explicitamente,
obtemos o seguinte resultado para a contribui¢ao de dois loops, devido a auto-interacao do campo
escalar real:

o 2

VAW = Ay’ [Z fi (ij)] . (4.2.25)
v v=0 327 ‘=

O resultado acima mostra que a contribuicao de dois loops é proporcional a constante de acoplamento

Ay, como deve ser.

A segunda contribuigao, V/\(j) (U), para a corregao de dois loops na Eq. (4.2.22) pode ser lida
do mesmo grafico apresentado na Fig. 2.2. Podemos construir a funcao ¢ g (s) a partir da fungao
zeta generalizada (4.2.10), subtraindo a parte divergente no ponto s = 1 e obter a contribuicao da
auto-interagao do campo complexo, isto é,

v—0 327r4

Vi (D) o el [Zcos @2rj0) f GuL)| (4.2.26)

que é proporcional a A,. O fator 2 é por conta das duas componentes do campo complexo, isto &, ¢,
e p, que fornecem contribuicoes iguais.

Agora analisamos a contribuicao proveniente do termo de interagao entre os campos, Vg@) (D).
Essa correcao é lida a partir do grédfico de Feynman apresentado na Fig. 4.5. Considerando a parte
nao divergente das fungoes zeta das Egs. (4.2.7) e (4.2.10), em s = 1, encontramos a contribuigao

proveniente do termo de interacao entre os campos como segue:

Ve ()], = gm“ [Z i nmL] [Zcos(?wj@) £Gul)] . (4.2.27)

J=1

Visto que a expressao (4.2.27) é obtida a partir do termo de interacao, é proporcional a constante de
acoplamento g.

Finalmente, a tltima contribuigao, Vz(fi (U), vem da interagao entre as componentes do campo
complexo (também é uma auto-interacdo). A contribuigdo desse termo é obtida a partir do grafico
apresentado na Fig. 4.5, considerando a linha sélida representado o propagador associado ao campo
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Figure 4.5: Gréfico de Feynman representando a inica contribui¢ao nao trivial, para a corregao de
dois loops, avaliada em ¥ = 0, devido a interacao entre os campos real e complexo. Esse gréfico
também fornece a tinica contribuicao nao trivial, devido a interacao entre as componentes do campo
complexo. Nesse caso a linha sélida representa o propagador associado & componente ¢,, enquanto
a linha tracejada representa o propagador associado a componente @,.

¢, € a linha tracejada associada ao campo ¢,. Portanto, usando a parte nao divergente da fungao
zeta (4.2.10), tomada em s = 1, obtemos o resultado na forma:

4 o 2
(2) _ Ak : :
Vas, (B)| . = 44 [;:1: cos (2mj0) f1 (juLl)| - (4.2.28)

Observe que, da mesma forma que o resultado apresentado na Eq. (4.2.26), a expressao acima é
proporcional a A.

Coletando todos os resultados obtidos nas Eqs (4.2.25), (4.2.27), (4.2.26) e (4.2.28), podemos
escrever a corregao total de dois loops para o potencial efetivo da Eq. (4.2.22), calculada no estado
de vicuo ¥ = 0, na seguinte forma:

Aéc = VW), _,
2 2
Apm? | =, DT : .
25 Zf GmD)| + 55 ;cos@me)flwm +

it [Z f1 (nmL)

[Z cos (2m50) f (juL)] : (4.2.29)

Portanto, combinando os resultados apresentado nas Egs. (4.2.16) e (4.2.29), obtemos a correcao da
densidade de energia de Casimir da Eq. (4.2.16), que ¢ de primeira ordem em todas as constantes de
acoplamento da teoria considerada. Como podemos notar, enquanto a correcao de primeira ordem
do potencial efetivo resulta na densidade de energia de Casimir associada a uma teoria de campos
escalar e complexo livres, a corregdo de segunda ordem para o potencial efetivo na Eq. (4.2.29)
fornece a contribuicao para a densidade de energia de Casimir, que ¢é linearmente proporcional a
todas constantes de acoplamento.

Além disso, podemos considerar o caso em que tomamos o limite para os campos sem massa na
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Figure 4.6: Gréfico da correcao de dois loops para a densidade de energia de Casimir adimensional,

E¢(mL) = 327*L*A&¢, definida na Eq. (4.2.29), como fungdo de mL e considerando A, = 1072,
Ao =107% e g =102 com m = p e diferentes valores de 6.

Eq. (4.2.29), isto é, m, u — 0. O resultado encontrado é dado por:

2
A= o A (02_9+1) L9 <92_e+1). (4.2.30)

T 1152L% T 1212 6 2414 6

Assim, a expressao acima ¢ a correcao de primeira ordem, em todas as constantes de acoplamento da
teoria para a densidade de energia de Casimir do caso em que os campos nao possuem massa. Note
que o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.2.30) foi obtido na Ref. [38], enquanto que o segundo
termo ¢é consistente com o resultado obtido na Ref. [43] considerando uma teoria com campo escalar
real e apenas o termo de auto-interacao. Em contrapartida, o terceiro termo é completamente novo
e surge a partir da interagao entre os campos.

Na Fig. 4.6 o grafico mostra a influéncia do campo complexo, sob condicao quasi-periédica, na
correcao da Eq. (4.2.29) para a densidade de energia de Casimir. Assim, a expressdo escrita na
Eq. (4.2.29) foi plotada como uma fun¢ao de mL para diferentes valores de 6 e tomando p = m.
Foram considerados também os seguintes valores para as constantes de acoplamento: A, = 1072,
Ao =107% e g = 107%. A linha solida escura é a corre¢ao livre de interagao com o campo complexo,
apenas com o efeito da auto-interacao do campo real. Fica evidente que a curva para g # 0 aumenta
a correcao quando comparada com a linha sélida escura, para qualquer valor possivel do parametro
quasi-periédico . Desse modo, aqui também as curvas tendem a repertir seus comportamentos para
valores tais que # > 0.5. Por exemplo, a curva representada pela linha pontilhada laranja para 6 = 0.3
¢ a mesma para uma curva com # = 0.7. Ademais, todas as curvas tendem aos seus correspondentes
valores constantes para campos sem massa em mL = 0, como pode ser verificado na Eq. (4.2.30).
Além disso, no regime em que mL >> 1, a corre¢ao na Eq. (4.2.29) vai a zero para todos as curvas,
como é revelado pela figura em questao. Isso é uma consequéncia do decaimento exponencial da
fungao de Macdonald para valores grandes de seu argumento [55].
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A seguir, vamos analisar a estabilidade do vacuo da teoria, visto que o estado ¥ = 0 nao ¢é o
tnico estado de vdcuo possivel, conforme foi antecipado.

4.2.3 Estabilidade do vacuo

Aqui neste segmento, analisaremos a estabilidade dos possiveis estados de vacuo associados ao po-
tencial efetivo, até correcao de primeira ordem em loop, da teoria descrita pela agao da Eq. (4.1.4).
Por simplicidade consideramos o caso em que os campos nao possuem massa, i.e., m, i — 0. E per-
tinente reiterar que, para o campo complexo obedecendo a condigao da Eq. (4.2.3), a tinica escolha
para o campo constante satisfazer essa condicao é o campo ser zero, assim, fazemos ®; = 0. Essa
aproximacao torna a expressao (4.1.7) exata, mesmo sem considerar os termos cruzados.

Seguindo o mesmo caminho tomado para obter a Eq. (4.2.13), obtemos o potencial efetivo nao
renormalizado para o caso em que 0s campos escalares nao possuem massa, i.e.:

Ay +C_, AU A 02\ 3] gut gu?\ 3
e (U) = o 1 _2 m(e) -2
Ver (9) A1 * o56m2 | M o2 5| T 3o [\ 2 5| T
2 4 ©O
X Zf ( /AWQ )_92

Além disso, a condigao que fixa a constante de renormalizacao C' da equacao acima é dada por
Eq. (4.1.15). Assim, aplicando essa condigdo no potencial efetivo da Eq. (4.2.31), considerando o
limite de Minkowski L — oo, encontramos a constante C' na forma:

3)\2 9212 32 v N, 2¢2
C=_""] | N S 4.2.32
3272 <)\¢M2) * e gM? 4An? 2 ( )

0) f2 (j gWL) : (4.2.31)

Agora, substituimos a recém obtida constante C' no potencial efetivo da Eq. (4.2.31), para obtermos
o potencial efetivo renormalizado para a teoria dos campos escalares sem massa, i.e.:

A 22 gt N2 22 25
R \Ij q//'\114 ¢' 1 el o _1/) 2
Ver (¥) = 7, s T e ap s 79| 1022 "
\114 0 A
Zﬁ( V3L ) _9 i0) f2 (j g\IJ2L>. (4.2.33)

Investigamos os possiveis estados de viacuo do potencial efetivo renormalizado da equacao acima,
até primeira ordem nas constantes de acoplamento Ay e g, que ¢ mais que o suficiente visto que
consideramos corregoes para a densidade de energia de Casimir, bem como para a massa dos campos
escalares, até primeira ordem nas constantes de acoplamento. Assim, expandindo o potencial efetivo
renormalizado dado na Eq. (4.2.33) em poténcias de A\, e ¢ [41], até primeira ordem, obtemos a
seguinte expressao:

™  2n? Ay
- — By (0) + 20!
Y R TR
em que By (0) e Bs (6) sdo os polindmios de Bernoulli definidos na Eq. (4.2.18). O minimo do potencial

que corresponde ao estado de vdcuo é obtido de forma usual tomando sua derivada e igualando o
resultado a zero, isto é:

N\ + 2495, ()], (4.2.34)

ﬂ\pii

SVt s D 2495, (0)] = 0. (4.2.35)
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Figure 4.7: Polinomios de Bernoulli, B; (¢) linha sélida e By (f) linha tracejada, como fungoes do
parametro quasi-periédico 6.

As raizes da Eq. (4.2.35) representam os possiveis estados de vdcuo e sdo escritas explicitamente
como:

1
U = U, =4/ ——— A 24gBs (0)]. 4.2.
0, W \/%LQ[W 9B, (0) (42:36)

Para saber qual estado de vacuo pode ser considerado um estado fisico, devemos analisar a condicao
de estabilidade do potencial efetivo escrito na Eq. (4.2.34). Isso é alcangado por meio da segunda

derivada, i.e.:
> A
VR ) = 28y
A2 ait (7) SRREIVE

Para o estado de vdcuo ser estdvel, a segunda derivada do potencial efetivo calculada nos estados
obtidos na Eq. (4.2.36) deve ser maior que zero. Nesse sentido, investigamos para quais valores do
parametro # da condicao quasi-periddica e as constantes de acoplamento, a estabilidade é alcangada.

Vamos considerar inicialmente que o estado de vdcuo é ¥ = 0, que foi o estado considerado na
andlise da densidade de energia de Casimir, sua corregao em loop e a massa topolégica nas segoes
anteriores. Assim, a partir da Eq. (4.2.37), evidenciamos que W = 0 é estdvel apenas se a seguinte
condicao for satisfeita:

Ay + 24gB, (0)]. (4.2.37)

Ay > —24gB, (6) . (4.2.38)

Podemos ver que o pardmetro ¢ desempenha um papel crucial na determinacao da estabilidade do
estado de vacuo. Além disso, as constantes de acoplamento também exercem grande influéncia na
estabilidade do estado de vdcuo. Assim, tomando as constantes de acoplamento, A, e g, como
positivas e para Bs () também positivo, a condigdo acima serd sempre satisfeita. Entretanto, se
By (9) for negativo, a condigao da Eq. (4.2.38) pode ser violada se A\, < g. Na Fig. 4.7 exibimos o
grifico dos polinémios de Bernoulli B (0) e By (f) em fungao do parametro 6, em que podemos ver
seus valores positivos e negativos.

77



A partir da forma explicita do polinémio de Bernoulli de ordem dois, isto é, By (0) = 02 — 0 + %,
encontramos que o polinébmio é negativo para os valores de  no intervalo:

V3 V3
?<

ERENY. Ve
2776

n (4.2.39)

N —
N | =

Logicamente, os valores de 6 para B, () ser posivito residem fora do intervalo acima.
Como um exemplo, vamos considerar o caso particular em que ¢ = 1/2. Consequetemente, a
condi¢ao de estabilidade escrita na Eq. (4.2.38) se torna:

Ay > 2g. (4.2.40)

A condi¢do acima estd de acordo com a encontrada na Ref. [41]. Entretanto, atentamos ao fato
de que estamos considerando um campo escalar complexo. A massa topoldgica, nesse caso, toma a
seguinte forma:

(Ay —29)

2412
que estd de acordo com o resultado obtido na Eq. (4.2.21) com 6§ = 1/2. vejamos que, na auséncia
de interagao entre os campos, isto é, g = 0, restauramos os resultados obtidos nas Refs. [38, 42].

De acordo com a Eq. (4.2.36), é possivel considerar ¥ = ¥, como sendo o estado de vécuo, no
lugar de ¥ = 0. Nesse caso, tomando a segunda derivada do potencial da Eq. (4.2.37), no estado
U = ¥, e, visto que o resultado deve ser maior que zero para o estado ser estavel, obtemos a condicao
de estabilidade do vdcuo como:

(4.2.41)

2 _
mT_

Ay < —24gBs (6). (4.2.42)

Considerando que as constantes de acoplamento sejam positivas, a condicao acima pode ser satisfeita
apenas se o polinémio de Bernoulli, B; (), for negativo. Isso é de fato possivel para valores de 0
dentro do intervalo apresentado na Eq. (4.2.39). Considerando o mesmo exemplo anterior, isto é,
0 = 1/2, obtemos a condicao de estabilidade para o caso do campo escalar twisted na forma:

Ay < 2g. (4.2.43)
Consequentemente, a massa topoldgica para esse caso é dada por:

2g—)\w

o7 (4.2.44)

my =
Note que o resultado acima para a massa topoldgica, difere do apresentado na Eq. (4.2.21) para
0 = 1/2. Essa diferenga aparece devido ao fato que o vdcuo considerado para a Eq. (4.2.44), isto é,
U = U, ndo é o mesmo que o da Eq. (4.2.21), isto é, ¥ = 0. Para que esse tltimo seja estével, como
vimos acima, ¢ necessdrio considerar a restrigdo escrita na Eq. (4.2.38). O resultado da Eq. (4.2.44)
estd de acodo com o encontrado na Ref. [38].

A densidade de energia de Casimir pode ser obtida considerando ¥ = ¥, como o estado de vicuo
estdvel. Assim, a partir da Eq. (4.2.36), o potencial efetivo escrito na Eq. (4.2.34) fornece a seguinte
expressao para a densidade de energia de Casimir:

Eo = Vg (P)y,

€

2 w2

12

1
Wy Ay + 24985 (0))° . (4.2.45)
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E possivel observar que os primeiros dois termos do lado direito da Eq. (4.2.45) estao de acordo
com a densidade de energia de Casimir apresentada na Eq. (4.2.19). Entretanto, o terceiro termo
apresenta uma dependéncia nas constantes de acoplamento Ay e g, o que nao aparece no caso do
vdcuo estdvel ser ¥ = 0. E importante destacar que a Eq. (4.2.45) é apenas uma aproximagao,
até primeira ordem nas constantes de acoplamento, visto que estamos considerando a expansao do
potencial efetivo da Eq. (4.2.34). O primeiro e o terceiro termos sdo sempre negativos, enquanto
que o segundo termo pode ser positivo ou negativo, dependendo do valor do polinémio de Bernoulli
By (0), conforme exibido na Fig. 4.7.

Para calcular a corregdo de dois loops para a densidade de energia de Casimir na Eq. (4.2.45),
seria necessario considerar graficos de Feynman adicionais, diferentes dos apresentados nas Fig. 2.2
e 4.5. Esses grificos de Feynman adicionais sao provenientes do segundo termo do lado direito da
Eq. (24) na Ref. [38], que resulta em zero no caso de ¥ = 0 ser o vdcuo estével. A consideragao da
contribui¢ao de dois loops faria nosso problema ser extremamente dificil tal que restringimos nossa
andlise a corre¢do de apenas um loop, fornecendo a densidade de energia de Casimir da Eq. (4.2.45).

A partir das Eqs. (4.2.38) e (4.2.42), podemos concluir que a estabilidade do estado de vécuo é
determinada pelos valores das constantes de acoplamento Ay e g, bem como pelo pardmentro quasi-
periédico 0 da condicao imposta ao campo complexo. Entretando, nao ha dependéncia do pardmetro
L.

Na proxima secao consideramos o mesmo sistema considerado na presente secao, ou seja, um
campo escalar real interagindo com um campo escalar complexo, mas agora com o campo complexo
devendo satisfazer condi¢oes mistas.

4.3 Condicoes periédica e mista

Aqui consideramos o campo escalar real obedecendo a condigao de contorno periédica como antes,
mas agora o campo escalar complexo é submetido a condicao de contorno mista. Na préitica, a
correcao de primeira ordem de loop para o potencial efetivo associado com o campo escalar real
¢ a mesma que a obtida na Eq. (4.2.8), diferentemente do campo complexo que resulta em uma
contribuicao diferente pois obedece a uma condicao diferente. Nesse caso, é suficiente avaliar apenas
a corregao associada ao campo complexo. Assumiremos que W = 0 é o estado de vdcuo estdvel na
andlise que segue, embora uma discussao sobre os outros possiveis estado de vdcuo seja realizada na
Sec. 4.3.3.

As componentes reais do campo complexo sao submetidas as seguintes condig¢oes de contorno
mistas aplicadas nos planos apresentados na Fig. 4.8 [39, 44]:

Jp,; (w) dyp; (w)
. == i , 7,— = . S 431
4102 (w)|z:0 az . az 0 4102 (w)|sz ( )
em que w = (7,2,Y,2). Levando em consideracao a condi¢ao de contorno acima, vemos que os

autovalores do operador B dado na Eq. (4.1.9), tomam a seguinte forma [39, 44]:

1\? 72
2 2 2 2 2 _ 2 2
ﬂp—kT—ka—f‘ky‘i‘(n—Fg) E—FMQ, Mg—,u + g~ (432)
em que n = 0,1,2,..., e o subindice p representa o conjunto de nimeros quanticos (k;, ks, ky,n).

Devemos mencionar que, a partir da Eq. (4.3.1), sdo possiveis duas configuragoes nos planos paralelos
da Fig. 4.8. Para o plano em z = 0 podemos ter a condicao de contorno de Dirichlet enquanto que
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Figure 4.8: Dois planos paralelos idénticos e perfeitamente refletores, colocados em 2z =0 e z = L,
confinando os modos do campo escalar complexo. Nos planos sao aplicadas as condigoes de contorno
mistas.

no plano em z = L, podemos ter a condicao de Neumann. Reciprocamente, para o plano em z = 0
podemos ter a condicao de contorno de Neumann enquanto que em z = L, podemos ter a condicao
de Dirichlet. Entretanto, ambas configuragoes fornecem os mesmos autovalores da Eq. (4.3.2).
Tendo obtido os autovalores apresentados na Eq. (4.3.2), podemos prosseguir para a investigagao
da correcao de primeira ordem, isto é, a correcao de um loop para o potencial efetivo associado ao
campo escalar complexo, submetido as condigoes de contorno nos planos apresentadas na Fig. 4.8.

4.3.1 Correcao de um loop

As etapas necessdrias para a obtencao da funcao zeta generalizada do caso em consideracao sao
similares as realizadas nas se¢oes anteriores e também na Ref. [39]. Portanto, apresentamos apenas
os principais passos para a conveniéncia do leitor. A funcao zeta generalizada, associada ao campo
complexo, é construida a partir dos autovalores apresentados na Eq. (4.3.2). Apds o uso da dentidade
da Eq. (2.2.6), obtemos integrais Gaussianas que sao realizadas de forma imediata. Nesse estagio,
usando a representagao integral da fun¢ao gamma apresentada na Eq. (2.2.10), obtemos a expressao
que segue para a fungao zeta de Riemann generalizada:

(] e

em que €24 é o volume 4-dimensional escrito como 24 = €231, com {23 sendo o volume 3-dimensional
associado com as coordenadas Euclidianas (7,x,y). Para realizar a soma em n da Eq. (4.3.3),
escrevemos ela como a soma de dois termos [39, 12], i.e.:

B Q47T%—28F (s _ §) +00

Cs (s) = ][A—2s F(3)2 Z

n=0

400 1 2 %_5 1 o 3_g b 3_g
S(es) w7 = {Z[n2+<w>2}3 —2E Y [+ } (434
n=0 n=1 n=1
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Cada soma do lado direito da Eq. (4.3.4) pode ser escrita em termos da fungao zeta de Epstein-
Hurwitz [62], definida por:

+oo
Cpn (2,K) = Z (n® + k%)~
n=1
-2z ST (-1 91—z (9 2z-1 o0
= —KQ + % (lf(z)2) RITE 4 —I(‘ (73 ;TLQZ 1f< ) (2mnk). (4.3.5)

Assim, com a ajuda da fungao (- (2, k) escrita acima, obtemos a funcao zeta generalizada associada
a0 campo complexo como segue:

Q —2s i = s— s—
Cp(s) = W{i(s) {M; #T (s —2) + Ti% D 0P [2270 fio gy (4nMy L) — fia—z) (20 M, L)]
n=1

(4.3.6)
Calculando a expressao acima e sua derivada no limite s — 0, encontramos a contribuicao, devido
ao campo complexo, para a corregdo em primeira ordem de loop do potencial efetivo da Eq. (4.1.14),
na seguinte forma:

(1)
Vi (9) 2 T 5

= 55 — 2N " [2f2 (AnMyL) — fo (2nM,L)]. (4.3.7)

4 2 4 00
M, { % 3} M,
n=1
Levando em consideragdo a contribuicao devido ao campo escalar real obtida na Eq. (4.2.8),
em conjunto com a contribuigdo do campo complexo obtida na Eq. (4.3.7), o potencial efetivo até

correcao de um loop, é apresentado na forma:

m? + Cy Ay + C1 M? M? 3
Vog (U) = g2 2Y Ut 4+ O A (222) 22
w (V) 2 * 4! o 647T2 . V2 2 +
M4 M2 M4 0o
+ 3502 {1117 - —} 0 Zf2 JMAL) Z 2, (4nM,L) — f, (2nM,L)] . (4.3.8)

n=1
Conhecendo o potencial efetivo escrito na Eq. (4.3.8), devemos realizar o processo de renormalizagao
para prosseguir com o estudo da energia de Casimir e da geracao da massa topolégica. Portanto,
aplicando as condigoes de renormalizagdo dadas nas Egs. (4.1.15), (4.1.16) e (4.1.18), obtemos as
constantes de renormalizagao C; coincidindo com as obtidas na Eq. (4.2.14), como deve ser. Apés a
substituigao das constantes de renormalizagdo no potencial efetivo escrito na Eq. (4.3.8), obtemos o
potencial efetivo renormalizado na seguinte forma:

2 A 4 M? 4 M2
VE(U) = g2y Zogsy By (—29) + <—;‘) +
i m

2 4! 3272 6472
PVAVE M2 3 22 M2 1 202 2 1
Y gp g P A
] T (e I INPRAULLCH ) P (o N
24 2 4 oo
gV M M
+to5 {111 (M—§’> ] Zfz (ML) = —F ; [2f> (4nM,L) — f» (2nM,L)](4.3.9)

Uma vez que obtemos o potencial efetlvo renormalizado apresentado na Eq. (4.3.9), a densidade
de energia de Casimir ¢é escrita de forma direta considerando o estado de viacuo ¥ = 0, i.e.:

4 o0

o= Vi (Wyoy =55 Zfz (jmL) = 55 3" [2f2 (4nuL) - £ (2nuL)]. (4.3.10)

n=1
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Figure 4.9: Grafico da densidade de energia de Casimir adimensional E (mL) = 2r?L*Eq, definda na
Eq. (4.3.10), como funcao de mL e considerando m = p.

O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.3.10) é a contribuigao devido ao campo real que ¢ igual a
da Eq. (4.2.16), como deve ser, visto que a condi¢ao aplicada ao campo real é a mesma. Entretanto,
o segundo termo do lado direito da Eq. (4.3.10) é a contribui¢do proveniente do campo complexo
e ela difere do caso em que a condigdo quasi-periédica é aplicada, Eq. (4.2.16). Essa contribuigao
¢ consistente com o resultado apresentado na Ref. [44] em que o autores consideraram um campo
escalar real e auto-interagente.

O caso em que 0s campos nao possuem massa é obtido tomando o limite para argumentos pequenos
da fungao de Macdonald [55]. Isso produz o seguinte resultado da densidade de energia de Casimir:

2 7
= 1= =
£ 90L* { 64]
57 2
= % <—90L4>, (4.3.11)

em que podemos ver que o efeito da interagao com o campo complexo submetido a condigoes mistas
¢ aumentar a densidade de energia de Casimir do campo escalar real sob condi¢ao periddica.

Na Fig. 4.9 exibimos o grifico a densidade de energia de Casimir da Eq. (4.3.10) como funcao de
mL e tomando m = p. O grafico mostra como a curva para o campo escalar real livre (linha sélida
escura) difere da curva quando consideramos a influéncia da interagdo (linha pontilhada azul). De
fato, a interagdo aumenta o valor da densidade de energia de Casimir, conforme demonstrado nas
curvas. O grafico mostra também que a densidade de energia de Casimir vai a zero para grandes
valores de mL. Isso é consequéncia do decaimento exponencial da fungao de Macdonald para grandes
argumentos [55]. Além disso, as duas curvas terminam nos seus correspondentes valores constantes
para campos sem massa em mL = 0, o que pode ser verificado na Eq. (4.3.11).

Investigaremos agora como a massa topoldgica associada ao campo real sofre modificacoes sob a
influéncia da condigao mista imposta ao campo escalar complexo. Entao, aplicando a condicao de
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renormalizacao (4.1.16) com o potencial efetivo renormalizado da Eq. (4.3.9), vemos que a massa
topoldgica pode ser escrita como:

mi = {1 + — Z fi(jmL) + M_2% Z 2f1 (dnpl) — fi (Qn,uL)}} . (4.3.12)

Claramente a diferenca do resultado acima e a massa topolégica obtida na Eq. (4.2.20), reside no
terceiro termo do lado direito da Eq. (4.3.12). Ademais, considerando o limite para campos sem
massa m, 4 — 0, obtemos a massa topoldgica para o caso dos campos nao massivos como segue:

2)\11,—9

W. (4.3.13)

m2 =
Note que a massa topoldgica obtida na equagao acima coincide com o caso particular da condigao
quasi-periédica na Eq. (4.2.21), para valores § = 1/4,3/4, que estao inclusos no intervalo apresentado
na Eq. (4.2.39).

Similarmente & discussao apresentada nas secoes anteriores, aqui o quadrado da massa topolégica
pode também ser negativo dependendo se )\, é maior ou menor que g. Por exemplo, se 2)\,; < g,
a Eq. (4.3.13) se torna negativa, o que indica instabilidade do estado de vécuo. Novamente, se
tivéssemos considerado uma teoria com o campo escalar complexo apenas com auto-interagao (sem
interagdo entre os campos), isso seria um problema, visto que nao faz sentido considerar um campo
complexo constante tal que ®; # 0, compativel com as condi¢ao de contorno mista. Esse problema
é resolvido considerando uma teoria com interacao entre os campos como a considerada nas secoes
anteriores e na presente secao (veja também a Ref. [41]). Com essa teoria é possivel estudar a
estabilidade do vacuo, o que é feito na Sec. 4.3.3 para o caso dos campos sem massa. A andlise indica
que o estado de vicuo ¥ = 0 ¢é estdvel apenas se 2)\,;, > ¢, do contrario devemos considerar outros
possiveis estados de védcuo.

Na Fig. 4.10 exibimos o gréfico do quadrado da massa adimensional M? (mL) = m%L?, definida
na Eq. (4.3.12) como fungao de mL, tomando m = u. O gréfico exibe as curvas para A\, = 1072 e
g = 1073 que satisfaz a condigao 2\, > g, o que torna o estado ¥ = 0 um estado de vdcuo estdvel.
Vemos que o efeito da interagao é diminuir a corregao para a massa.

Na Fig. 4.11 mostramos a mesma quantidade que na Fig. 4.10, mas com os valores A\, = 1073
e g = 1072, que satisfaz a condicao 2\ < g. Nesse caso, a Eq. (4.3.13) se torna negativa, o que
indica que o estado ¥ = 0 é de fato um estado de vacuo instdavel. Note que na teoria de campos
massivos interagentes, ¥ = 0 pode se torna estével, mesmo para 2\, < g, se considerarmos valores
grandes de mL, como demonstrado na Fig. 4.11. Note ainda que cada curva em mL = 0 termina
em seus correspondentes valores constantes para o caso de campos sem massa da Eq. (4.3.13). Para
grandes valores de mL, a funcao de Macdonald decai exponencialmente e as curvas sao dominadas
pelo primeiro termo do lado direito da Eq. (4.3.12).

Assim, encerramos a andlise da corre¢ao de um loop e prosseguimos para investigagao da correcao
de dois loops, considerando ¥ = 0 como sendo o estado de vdcuo estiavel. Como sabemos, isso
significa que devemos considerar a restricao 2\, > g. A andlise da estabilidade do estado de vacuo
serd realizada na Sec. 4.3.3.

4.3.2 Corregao de dois loops

Aqui queremos considerar a correcao de dois loops do potencial efetivo. Usaremos os mesmos graficos
de Feynman apresentados anteriormente, isto é, os graficos apresentados nas Figs. 2.2 e 4.5, em
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Figure 4.10: Gréfico do quadrado da massa topoldgica adimensional M? (mL) = m%L?, definida na
Eq. (4.3.12), como fungdo de mL, tomando p=m e Ay =1072 e g = 1073.
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Figure 4.11: Gréfico do quadrado da massa topoldgica adimensional M? (mL) = m%L?, definida na
Eq. (4.3.12), como fungdo de mL, tomando p=me Ay =103 e g = 1072
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conjunto com uma notagao similar a usada na Sec 4.2.2. A primeira corre¢ao é devido ao termo
de auto-interacao do campo escalar real, isto é, 4, Zuaht. Visto que estamos interessados no estado de
vacuo, ¥ = 0, a unica contribuicao nao trivial é a mesma que a obtida na Eq. (4 2. 25).

A segunda contribui¢ao advém da auto-interagao do campo complexo, i.e., 4, 22!, Para o caso em
consideragao, essa contribuigao é escrita na forma:

&t
%

2 LA
), = lim2

n=1

:2;;;‘1 {2[2]”1 (dnpL) — fi (znum}} L (43.14)

¥=0

Note que na expressao acima, ( g (1) representa a parte ndo divergente da funcio zeta (g (s), dada
na Eq. (4.3.6), tomanda em s = 1 e o fator 2 na frente da constante A\, ¢ para lembrar que estamos
considerando duas componentes do campo complexo.

A Seguir obtemos a contribuicao devido a interacao entre os campos, isto é, devido ao termo
2%1/1 Este termo produz a seguinte correcao para o potencial efetivo no estado de védcuo:

n=1

Vi (0)] o = gqgﬂf [Z S JmL] {Z[% (dnpl) — fi (2n,uL)]}. (4.3.15)

A 1ltima correcao para o potencial efetivo é proveniente da interacao entre as componentes reais
do campo complexo (sendo também uma auto-interagao), isto é, devido ao termo 2 2<p1g02 Assim,
podemos escrever essa COrregao como:

2
4 o0
(2) _ Ayt
Vz,\q, (\II)‘\I/:O = 48t {; 2f1 (4npl) = fi (27WL)]} : (4.3.16)

Portanto, a partir dos resultados obtidos nas Eqs. (4.2.25), (4.3.14), (4.3.15) e (4.3.16), é possivel
escrever a correcao total de dois loops para o potencial efetivo, calculada no estado de vacuo ¥ = 0,

na seguinte forma:

Aée = VO (D)

U=0
A¢7ﬂ4 00 A¢M4 2
= g |2 N10mD) Z 2f, (4npL) — i @npL)] o+
HT? [Zfl (GmL) {Z[% (4nul) — fi (2nuL)]}. (4.3.17)
Jj=1 n=1

A expressao acima ¢é proporcional as constantes de acoplamento Ay, A, e g, representado a auto-
interacao de cada campo e também a interacdo entre os campos. Ademais, a partir da corregao
da densidade de energia de Casimir apresentada na Eq. (4.3.17), podemos considerar o limite para
campos nao massivos, m, 4 — 0. Lembrando do limite para argumentos pequenos da funcao de
Macdonald, i.e., K, (z) ~ @ (%)“ [55], podemos obter a correcao da Eq. (4.3.17) para o caso de
campos sem massa como segue:

Ay + Ap 9
115204~ 2764814  1152L*%

A€o = (4.3.18)
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Figure 4.12: Gréfico da contribuicao de dois loops da densidade de energia de Casimir adimensional,
E°(mL) = 32m2L*A&c, definda da Eq. (4.3.17), como fungdo de mL, considerando A\, = 1072,
A, = 1072 e g = 1073, tomando m = p.

Como podemos ver na equagao acima, as corregoes proporcionais as constantes de acoplamento Ay e
Ay, que sao proveniente da auto-interacao dos campos, aumenta a densidade de energia de Casimir
obtida na Eq. (4.3.11), ao passo que o termo proveniente da intera¢ao entre os campos, proporcional
a constante de acoplamento ¢, tem o efeito de diminuir a densidade de energia de Casimir. Note que
a contribui¢do proporcional a A, presente na Eq. (4.3.18) nao é a mesma que a obtida na Ref. [44]
para o campo escalar real com auto-interacao. De fato, nosso resultado para o segundo termo do
lado direito de Eq. (4.3.18) é 8/3 maior que o apresentado na Ref. [44]. Essa diferenca ¢ devido ao
fato que, além da contribui¢ao apresentada na Eq. (4.3.14), temos ainda a contribui¢ao adicional
proporcional a A, proveniente da interacao entre as componentes do campo complexo, apresentada
na Eq. (4.3.16). O mesmo é valido para a contribui¢ao do caso massivo, isto é, o segundo termo do
lado direito da Eq. (4.3.17), de modo que, para comparar os nossos resultados com os apresentados
na Ref. [44], precisamos definir a corregao da energia de Casimir, AFE¢, por unidade de drea A, dos
planos como % = LA&c.

A Fig. 4.12 mostra a influéncia do campo complexo, sob condigoes de contorno mista, na correcao
apresentada na Eq. (4.3.17) da densidade de energia de Casimir para o campo escalar real e massivo.
A expressao da Eq. (4.3.17) foi exibida como fungao de mL, tomando m = p. Consideramos ainda
os valores Ay = 1072, A\, = 1072 e ¢ = 107%. A linha s6lida escura é a corregdo livre de interagao
com o campo complexo, isto é, considerando apenas o efeito da auto-interacao, enquanto que a
linha pontilhada azul é a corregao obtida na Eq. (4.3.17) levando em consideracdo a interagao com
o campo complexo, submetido & condicao de contorno mista. O efeito da interacao é aumentar a
correcao, conforme é revelado pelo grafico da Fig. 4.12. Note que as duas curvas tendem aos seus
correspondentes valores constante para o caso dos campos sem massa, em mL = 0, como pode ser
verificado na Eq. (4.3.18). Além disso, considerando o regime com mL >> 1, vemos que a corregao
da Eq. (4.3.17) vai a zero. Novamente isso é uma consequéncia do decaimento exponencial da funcao
de Macdonald para grandes argumentos [55].
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A seguir analisamos a estabilidade do vdcuo da teoria, sendo que o estado ¥ = 0 nao é o unico
estado de vdcuo possivel, conforme mencionado anteriormente. Por simplicidade, consideramos o
caso da teoria dos campos escalares sem massa.

4.3.3 Estabilidade do vacuo

Vamos analisar a estabilidade dos possiveis estados de vacuo associados ao potencial efetivo, até
primeira ordem de corregao de loop, da teoria descrita pela agdo dada na Eq. (4.1.4). Por simplicidade,
consideramos o caso em que 0S campos nao possuem massa, i.e., m, y — 0. E importante reiterar
novamente que, para o campo escalar complexo, submetido a condicoes de contorno descrita na
Eq. (4.3.1), o tinico campo constante que satisfaz tal condi¢ao ¢ o campo nulo, potanto, fazemos
®;, = 0. Isso faz com que a expressao (4.1.7) seja exata, mesmo sem considerar termos cruzados.

Seguindo as mesmas etapas necessérias para obter a Eq. (4.2.13), obtemos o potencial efetivo nao
renormalizado para o caso em que os campos escalares nao possuem massa, ou seja:

Ay +C_, AU A0\ 3] 20t gu?\ 3
v) = v 1 _2 m(9=)-2
Verr (V) 41 T omere | M\ 22 2| Taam M\ 2 ) T2
)\2\1;4 © \ 24 X
o= Zfz( VFL )-972 2/, (4n/992L) — f; (201/g07L )| . (4.3.19)
n=1

Agora devemos renormalizar o potencial efetivo da Eq. (4.3.19). Portanto, aplicando a condicao de
renormalizacao apresentada na Eq. (4.1.15), obtemos a contante de renormalizagdo C', como sendo a
mesma que a apresentada na Eq. (4.2.32). Entéo, substituindo a forma explicita da constante C' no
potencial efetivo da Eq. (4.3.19), encontramos o potencial efetivo renormalizado, i.e.:
2
Ay

V& 02
8 3272 <M2) "
RS () - 22 o () )] s
n=1

Para analisarmos a estabilidade do vacuo, expandimos o potencial efetivo renormalizado da Eq. (4.3.20),
em termos das constantes de acoplamento \; e g, mantendo apenas os termos de primeira ordem. A
expansao resulta na seguinte expressao:

2
Ay
8

2504

A
R \I/ w\:[j4
Verr () = 19272

4!

+

1972 AUt A 02 g2
R ~ Y pr g
it (V) —oom + =+ s~ e (4.3.21)

Os possiveis estados de vacuo sao obtidos como os valores de ¥ que minimizam o potencial efetivo
expandido na Eq. (4.3.21). Portanto, derivando o potencial efetivo da Eq. (4.3.21) com respeito a
¥ e igualando o resultado a zero, produz os seguintes valores de ¥, que correspondem aos possiveis

estado de vécuo:
g =2\
V=0 VU, =4,/Z—7" 4.3.22
R VS ( )

A estabilidade dos estados obtidos acima é determinada a partir da segunda derivada do potecial
efetivo expandido na Eq. (4.3.21).
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Inicialmente consideramos que o estado de viacuo é ¥ = (. Entao, tomando a segunda derivada
do potencial efetivo expandido na Eq. (4.3.21), calculada no estado ¥ = 0, obtemos a condi¢ao de
estabilidade na forma:

Para esse estado de vdcuo a densidade de energia de Casimir é dada pela mesma expressao que a
obtida na Eq. (4.3.11). Além disso, é perceptivel que a massa topolégica também nao sofre mudangas,
isto ¢, é dada pelo mesmo resultado que foi apresentado na Eq. (4.3.13).

Por outro lado, partindo da Eq. (4.3.22), podemos considerar o estado de vdcuo como sendo
VU = V.. Tomando a segunda derivada do potencial expandido no estado de viacuo ¥ = ¥_, vemos
que a condicao de estabilidade é escrita como:

g > 2\y. (4.3.24)
Assim, a massa topolégica para o caso em consideragao toma a seguinte forma:

g— 2Ny

T (4.3.25)

md =
que é também uma quantidade consistente sendo que ela é estritamente positiva, de acordo com a
restrigao escrita na Eq. (4.3.24). Além disso, a densidade de energia de Casimir, considerando W = W,
como sendo o estado de vacuo, é obtida pela substituicao de ¥4 no potencial efetivo expandido na
Eq. (4.3.22), o que resulta na seguinte expressao:
_ /R
gc - VFf (qj)‘\p L

197 (g—2)0y)°
30L4  1536)\, L4

12

(4.3.26)

Enfatizamos que o resultado acima é apenas uma aproximagao pois estamos considerando a expansao
do potencial efetivo na Eq. (4.3.21), até primeira ordem nas constantes de acoplamento. Note que
o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.3.26) é a densidade de energia de Casimir obtida na
Eq. (4.3.11), enquanto que o segundo termo apresenta corregoes com as constantes de acoplamento.

A discussao apresentada no final da Sec. 4.2.3 também se aplica aqui. Os cédlculos da correcao
de dois loops da densidade de energia de Casimir da Eq. (4.3.26) necessita de gréficos de Feynman
adicionais. A consideracao da contribuicao de dois loops faria nosso problema ser extremamente
complicado, tal que restrigimos nossa anélise a corre¢ao de um loop apenas, o que fornece a densidade
de energia de Casimir na Eq. (4.3.26).

Considerando os resultados apresentados nas Egs. (4.3.23) e (4.3.24), podemos concluir que a
estabilidade do estado de vdcuo é determinada pelos valores das constantes de acoplamento A, e
g, entretanto, a estabilidade nao depende de L, que é o pardmetro que caracteriza a condicao de
contorno.
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Capitulo 5

Comentarios finais

Na presente tese estudamos o efeito Casimir como consequéncia das flutuacées de vacuo de um
campo escalar real, auto-interagente, sujeito a condicao de contorno tipo hélice, no espago tempo de
Minkowski em um cendrio que preserva a simetria de Lorentz e, em adi¢ao, consideramos também o
cendrio em que se estabelece uma violagao da simetria de Lorentz do tipo-éter CPT-par. Para realizar
a investigagao, utilizamos a abordagem do potencial efetivo, que é obtido por meio do método de
integrais de trajetéria. Assim, calculamos o potencial efetivo renormalizado até correcao de um loop
e demonstramos que, quando este é tomado no estado de viacuo, resultados conhecidos anteriormente
para a densidade de energia de Casimir sdo recuperados [9, 33, 34, 35]. Além disso, considerando
uma correcao até um loop, mostramos que a massa do campo escalar adquire um termo topolégico
de ordem /\(1), que é proveniente da imposicao da condi¢ao de contorno tipo hélice. Salientamos que
esse termo nao foi obtido na literatura anteriormente e caracteriza um novo resultado. Estendemos
ainda os resultados apresentados nas Refs. [9, 33, 34, 35], pela analise de como a violagao da simetria
de Lorentz em cada direcao do espago tempo, afeta esses resultados e exibimos suas diferencas nos
graficos das figuras Figs. 3.1, 3.4 e 3.7. O efeito da correcao, a nivel de um loop, para a massa do
campo escalar é apresentada na Fig. 2.1, preservando a simetria de Lorentz e nas Figs. 3.2, 3.5 e 3.8,
assumindo um cendrio com violagao da simetria de Lorentz.

Além dos resultados descritos acima, obtemos também a correcao a nivel de dois loops para o
potencial efetivo e demonstramos que no estado de vdcuo, essa correcio ¢ da ordem A para a
densidade de energia de Casimir considerada nas Refs. [9, 33, 34, 35]. O efeito dessa corregao de
loop na densidade de energia de Casimir é mostrado na Fig. 2.3, que exibe também a energia sem
correcao para efeito de comparagao. Ademais, analisamos a corre¢ao de ordem A para a densidade
de energia de Casimir, assumindo a violagao da simetria de Lorentz em cada diregao do espaco tempo
separadamente. Os resultados sao exibidos nos gréficos das Figs. 3.3, 3.6 e¢ 3.9.

Devemos enfatizar que a geometria helicoidal, considerada neste trabalho como condicao de con-
torno, se faz presente em uma variedade de estruturas da natureza tais como DNA e membranas
celulares de proteinas. Nas conclusoes da Ref. [9], uma possivel aplicagao foi mencionada, visto que
as dimensoes de comprimento da estrutura helicoidal do DNA ou RNA reside na escala dos nano-
metros, a escala exata em que os efeitos de flutuagoes de vicuo se tornam relevantes, a densidade de
energia de Casimir pode induzir mutagoes genéticas tanto no DNA como no RNA. Nesse contexto,
uma aplicacdo do efeito Casimir é investigada na Ref. [36]. Assim, considerando elementos extras,
tais como as corregoes de temperatura e auto-interacao, pode ser oferecida uma forma mais realistica
de investigar como a mutacao genética é induzida.

Além de um campo escalar real obedecendo a condig¢ao de contorno tipo hélice, consideramos ainda
um sistema que consiste de um campo escalar real, interagindo com um campo escalar complexo. A
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interacao é estabelecida via interagao quértica e, em adicao, incluimos os termos que correspondem
as auto-interacoes de cada campo. A correcao de loop para o efeito Casimir e geracao da massa
topoldgica, proveniente de uma topologia nao trivial no espaco tempo de Minkowski, que se estabelece
na forma de condicoes periddica e quasi-periédica, foram investigadas. KEssas quantidades fisicas
também foram analisadas considerando condi¢Ges mistas.

O campo escalar real foi submetido & condicao periddica, enquanto o campo complexo foi sub-
metido inicialmente & condicao quasi-periédica e, posteriormente, & condi¢ao mista. A densidade de
energia de Casimir, via corre¢do de um loop do potencial efetivo, foi obtida na Eq. (4.2.16), para
campos massivos e na Eq. (4.2.17), para campos nao massivos, considerando o caso em que o campo
complexo obedece & condicao quasi-periédica. Nesse contexto, a massa topoldgica foi também ob-
tida e apresentada nas Egs. (4.2.20) e (4.2.21), para os casos dos campos com massa e sem massa,
respectivamente. A contribuicao da correcao de dois loops para a densidade de energia de Casimir,
considerando ambos os casos, campos massivo e sem massa, foram apresentadas, respectivamente,
nas Eqgs. (4.2.29) e (4.2.30) sendo essas correcoes proporcionais as constantes de acoplamento A,
A, € g. Além disso, foram investigados os possiveis estados de vdcuo e as respectivas condicoes de
estabilidade de tais estados. Esses estados de vdcuo foram apresentados na Eq. (4.2.36) e as corres-
pondentes condigoes de estabilidade expressas nas Eqs. (4.2.38) e (4.2.42), que dependem dos valores
das constantes de acoplamento Ay, g e do parametro ¢ da condigao quasi-periédica, mas nao sofrem
influéncia do parametro L que codifica a condicao de periodicidade e a quasi-periodicidade.

Ademais, assumindo que o campo complexo satisfaz a condicao mista, a densidade de energia de
Casimir, até corre¢ao de um loop do potencial efetivo, para ambos os casos de campos massivo e nao
massivo foi apresentada nas Egs. (4.3.10) e (4.3.11), respectivamente. A andlise da massa topolégica
para tal sistema foi realizada e os resultados foram escritos nas Eqs. (4.3.12) e (4.3.13) para os campos
massivo e sem massa, respectivamente. No caso considerado, a contribuicao da correcao de dois loops
para a densidade de energia de Casimir foi apresentada na Eq. (4.3.17) para o caso em que os campos
sao massivos e na Eq. (4.3.18), para o caso que os campos nao possuem massa. A investigacao da
estabilidade do estado de vdcuo determinou os possiveis estados de vdcuo, bem como a condicao
para alcancar a estabilidade em cada estado possivel. Considerando os resultados apresentados
nas Eqs. (4.3.23) e (4.3.24), foi possivel concluir que a estabilidade do vdcuo é determinado pelos
valores das constantes de acoplamento )\, e g, mas nao sofre influéncia do parametro L que codifica a
periodicidade e a escala de comprimento entre as placas onde as condigoes mistas foram consideradas.

Portanto, estendendo a anédlise realizada na Ref. [41] para o caso com o campo complexo e
considerando condigoes quasi-periddicas e mistas, foi possivel generalizar os resulados encontrados
nas Refs. [38, 39, 42, 43, 44] para a teoria do campo escalar real com auto-interagao.

Dando prosseguimento aos estudos realizados nessa tese, devemos investigar sistemas constituidos
de campos interagentes em um cendrio que permite a violagao de simetria de Lorentz. Especifica-
mente, pretendemos considerar um acoplamento de um campo escalar com um campo de calibre,
tendo em vista diferentes condigoes incluindo a possibilidade de violacao de simetria de Lorentz do
tipo éter e correcoes térmicas na densidade de energia de Casimir. De fato essa linha de pesquisa
deve envolver diferentes acoplamentos. Além disso, outro aspecto que deve ser considerado é o
espago-tempo curvo.
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Apéndice 1: Representacoes de
Schrodinger, Heisenberg e Interacao

Neste apéndice descrevemos as representagoes de Schrodinger, Heisenberg e Interagao. Seguindo os
passos da Ref. [48], consideramos um sistema cuja Hamiltoniana total H pode ser escrita como a
soma de duas parcelas: ) ) X
H = Hy + Hyy, (A.1)
em que Hyéo operador Hamiltoniano livre, que nao contém termos de interacao e Ho 6o operador
Hamiltoniano que contém os termos que descrevem a interacao.
Na representagao de Schrodinger, temos que um operador arbitrario OS, que representa um ob-
servavel do sistema, é constante em relacao ao tempo. Por outro lado, a evolucao temporal de um
estado do sistema |1/ (£))° ¢ descrita da seguinte forma:

00| (0)° = H 1w (1)° = (Ho+ Hu ) [¥ (1), (A-2)

ou seja, a evolucao temporal do estado depende do operador Hamiltoniano total do sistema. Note
que utilizamos o indice S para denotar a representacao de Schrodinger e de forma similar para as
representacoes de Heisenberg e Interacao, no que segue.

Em contrapartida, a representacao de Heisenberg considera que um operador OH (t) depende do
tempo e satisfaz a seguinte equacao:

00" (t) = |OF (1), 1] = [O™(t), Hy + i (A.3)

Os estados do sistema |¢>H, na representacao de Heisenberg, sao constantes no tempo.
As duas representacoes apresentadas, a representacao de Schrodinger e de Heisenberg, sao de fato
equivalentes e conectadas pelas seguintes relagoes:

OM () = exp <z]:lt> 0% exp (—th) :
)" = exp (ifit) v (1), (A4)

Dependendo da forma do operador Hiy, as equacoes (A.2) e (A.3) podem se tornar bastante com-
plicadas. Nesse caso, a representacao de interacao (Dirac) se torna conveniente. A representacao de
interacao é definida de tal forma que a evolugao temporal do operador OP (t) depende apenas da
Hamiltoniana livre Hp, enquanto que a evolucdo temporal dos estados | (t))D ¢ governada pela
Hamiltoniana de interacdo Hi. O operador OP () e o estado [t ()P satisfazem as seguintes
equacoes:

i9,0° (t) = [(’)D (1) ,ﬁo} ,
i [0 ()" = Hi [ (1)" (A.5)
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em que
HP = exp (zf[mﬁ) Hipg exp (—iﬁm&) . (A.6)
A conexao entre as trés representacoes se estabelece por:
OP (t) _ eiHOtOASefiI:Iot _ eiﬂotefthOAHeiﬂtefiHOt’
[0 ()" = M [y (1)) = e ote M ) (A7)
E facil ver que o valor esperado do operador O é 0 mesmo em qualquer representagao, i.e.:

Pl IOP (@) [ ()° = S @) 0% (1) = " (] O (1) [)". (A-8)

Ressaltamos que as trés representagoes descritas acima sao equivalentes e descrevem os sistemas
quanticos de forma satisfatoria.
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Apéndice 2: Propagador de Feynman no
espaco Euclidiano

Neste apéndice seguimos os passos apresentados no livro [48] para obter uma forma explicita do
propagador de Feynman para a teoria do campo escalar sem interacao, Eq. (1.2.16). Nesse contexto,
adotaremos o indice E para denotar que estamos operando no espaco Euclidiano.

Iniciamos relembrando da expressao da amplitude de transicao viacuo-vacuo, para o campo escalar
no espago Euclidiano, Eq. (1.2.12):

Ze ) = NE/W exp {—% /d‘*IE ng (~1*050; +m®) ¢ — J¢} } : (B.1)
Para resolver a integral de trajetéria usaremos o seguinte resultado [48, 49]:
oo |- (wndv) + .00 = (de0d) e [ (5 470)]. B2)
em que A éum operador, A1 ¢ o inverso do operador /1, ou seja, eles satisfazem a relacao abaixo:
/d%% A(zg, 2) A7 (2, 2hy) = 6% (vg — a) . (B.3)
Note que foram introduzidas as notagoes (@/}, fl@b) e (p,1) para designar o produto escalar, i.e.:
() = [ty [ aton v (ah) A o0 6 (),
() = [ dan b (ae) p (o). (B.4)

Langando mao do resultado apresentado na Eq. (B.2), podemos resolver a integral da amplitude
vacuo-vacuo dada na equagao (B.1). A expressao resultante é escrita como:

ZE[J] = Ny /Dgoexp {—% <¢,A<p) v %} — Na <det A)_é exp {% (J, AU)] . (B.5)

em que o operador A é definido como segue:

A (o 1 /
A(zg,zp) = - (—ﬁ%f(?f +m?) 0* (2}, — xg). (B.6)

Normalizando a amplitude do vdcuo na auséncia de fonte externa, isto é, J = 0, obtemos a constante
de normalizacao Ng, i.e.:

ZEI0] = (00) =1 = N <det£1)_é ,
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que leva a seguinte expressao final:
ZE [J] = exp {— <J, A-w)} . (B.7)

Assim, vemos que nao é necessario calcular o determinante do operador A explicitamente. Entretanto,
o operador inverso A1 se faz presente no resultado acima e precisamos obter sua forma explicita e
para tanto, utilizamos a definigdo apresentada na equagao (B.3). Substituindo o operador A, dado
na equagao (B.6), na defini¢ao (B.3), obtemos a seguinte expressao:

m2

E qE
(-hauau +

) A7V (xg, xl) = 0% (zp — 2) . (B.8)

Nesse ponto é conveniente empregarmos as transformadas de Fourier no espaco Euclidiano e escrever
o operador inverso A~! (vg, 7) e a funcio delta §* (zg — 2%;) na forma:

R d* . A
AN (wg, 2f) = / ﬁ exp [—sz (vg — xfE)} A (pr),

2
6 (vg — 2f) = / p exp [—Z% (xg — x;])] : (B.9)

Substituindo as transformadas de Fourier do operador A1 e da funcao ¢*, Eq. (B.9), na equacio
(B.8), obtemos o operador inverso, i.e.:

4 2 —
A (asa) = [ e o e lte )]
ot e

(B.10)

O operador inverso A~! (g, 2};) ¢ de fato relacionado com o propagador de Feynman AE (xp — '),
ambos escritos no espago Euclidiano. A relagao entre essas quantidades é dada por:

/ d*pp exp [—ipg (v — zf)]
(2rh)* (pe)? 4+ m? '

1.
AL (g — af) = f—iAfl (rg, 2) =

(B.11)

Note que na equacio (B.11), o limite de integracdo em pY ¢ de —oo a +00 e o denominador do lado
direito da equacdo acima é (pg)” + m? = (pff)Q + (pg)® + m?2, ou seja, pélos se fazem presentes em

E . 2 2 ~ ~ 1 d . ~ E . .
py = tiv/(pr)” + m?, mas estes nao sao alcancados, uma vez que a integragao em py’ é apenas no eixo
real. Entretanto, quando fazemos uma continuacao analitica para voltar ao espaco de Minkowski, os
pélos sao atingindos pois

4 _isE ol d R
ARGl ) x ) = [ A @Rl ) 2R ] )
(2712) (p1)” + (Pe)” + m?
ou, fazendo p — —p, po = ip¥, d*pg = —id*p, chegamos a
d*p exp [—tp(z —2')]
AE (i (g — ] ,x—x’:i/ h = ilAp (z— 1), B.13
R e ple-a), (B

que é o propagador de Feynman no espago de Minkowski, com o contorno sendo definido por py indo
de —ioo a +i00, que pode ser deformada para o eixo real se evitarmos os pélos em pg = £+/p? + m?2.
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Um processo equivalente é escrever o propagador de Feynman no espaco de Minkowski na seguinte

forma: ’ [ , ( ’)}
d*p exp|—ip(z—=x
Ap(z—2) = z . B.14
r(@ =) / (27rﬁ)4 p? —m?2 +ie ( )

Fica evidente que a formulacao da teoria de campos no espaco Euclidiano fornece automatica-
mente o propagador que satisfaz as condicoes de contorno corretas. Trabalhando diretamente no
espaco de Minkowski nao saberfamos qual, dentre vérias fungoes de Green do operador de Klein-
Gordon, a correta para construir A1 (rg, ), ou seja, o propagador de Feynman. Note ainda que a
adicao de ie para obter a integragao correta é equivalente a escrever a Lagrangiana do sistema como

segue:
h? 1 5 5 1.
Ly = —0,00"p — —m*p” + —icp”. (B.15)
2 2 2
Resumidamente, temos que A~! (zg, 1)) = ihAp (z — '), com Ap (z — ') dado na Eq. (B.14), o
que implica na seguinte forma para a amplitude vicuo-vacuo para o campo escalar nao interagente:

Zo[J] = exp [% (J, A—U)] — exp {—;—ﬁ / dia'dbe J () Ap (2 — 2) J (2)] . (B.16)

O resultado acima é aplicado também na teoria que considera campos interagentes, especificamente
quando fazemos uma expansao em série da amplitude de transicao vacuo-vicuo, conforme serd visto
no préxima apéndice.
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Apéndice 3: Interacao 904

No presente apéndice, consideramos um campo escalar com auto-interagao na forma %¢*, em que g é
a constante de acoplamento. Primeiramente, vamos considerar uma interagao geral na forma gV (¢).
Nosso objetivo é escrever a amplitude de transi¢ao vdcuo-vacuo dada na Eq. (1.2.27), isto é:

ZLHzN%m{—%/ﬂ%gV(§K%E)}%Lﬁ

1 7 " h ¢
= —— —— || Zo[J C.1
W = e |5 [ v (s )| a) )
como uma série de poténcias da constante de acoplamento g.
Pode ser demonstrado que a expansao em série de Z [J], toma a seguinte forma [48]:
ZJ=Zo[J][1+ 921 (J)+ P2 (J)+ g2 (J) + ...] (C.2)
em que as funcoes z; sao dadas pelas seguintes relagoes:
21 (J) = Uy (J) — Up (0),
22 (J) =uz (J) —uz (0) = (u1 (J) — u1 (0)) u1 (0),
com as funcoes u; sendo escritas como:
h ¢
=71 _r d4 - 7
w) =2t |~ [aav (355 ) | @i,
1 i h ¢ i h ¢
— Z—l Il 4 v __/ 4 v Z J
=2 Vg [ [ v ()| |5 2o v (o) &
ug (J) = ... (C4)

Lembramos que Z;[J] é a amplitude de transi¢do vacuo-vécuo, considerando o campo escalar sem
interagao Eq. (1.2.15).

Podemos expandir a fun¢ao geradora das fungdes de n-pontos conectadas, W [J], a partir da
defini¢do aprensentada na equagao (1.2.19). Assim, podemos escrever:

%wmn:mzuy (C.5)

Deste modo, podemos ver que uma expansao em série de W [J| pode ser obtida pela série de Z [J].



O resultado final é escrito na forma:

%W [J] = WmZo[J]+1In[1+4 g2 (J) + ¢°2 (J) + ¢°z3 (J) + ..]
= InZy[J]+ [gz1 (J) + P2 (J) +..] — % (921 (J) + ¢°22 (J) + }2
—l—% (921 (J) + ¢°2 (J)—l—...]3—|—..., (C.6)

em que os z; (J) foram apresentados na Eq. (C.3) em conjunto com a Eq. (C.4). Conhecendo as séries
apresentadas nas equagoes (C.2) e (C.6) para os funcionais Z [J] e W [J], respectivamente, podemos
considerar o caso do campo escalar com auto-interagao ¢?.

Na teoria da auto-interacdo ¢*, o potencial V () é escrito explicitamente como:

V(e) = 5ot @), ()

e a amplitude vicuo-vicuo, sem interacao ¢ dada por:

1

Zo ] _exp[ -

Assim, o primeiro termo da série da Eq. (C.6) é escrito como:

InZ [7] = — 5= (1 ApJ) = o /d4x1 /d4x2 T (21) Ap (21— 7) J (22). (C.9)
O préximo termo é obtido na forma:

No caso considerado, u; (J) é expresso pela seguinte equagao:

uy (J) = Zy [ J] {—# /d% (?%)4} Zo[J]. (C.11)

Assim, precisamos calcular a quarta derivada funcional da amplitude Z, [J] da Eq. (C.8). Aplicando
as quatro derivadas, obtemos a seguinte expressao:

<§Jw)4zo ) = {3 (?) Ap (o —2)P + U day Ap (z — 1) J(ml>r+

—67,hAF (x — ) {/ d'zy A (v — 1) J(fl?l)} 2} ZolJ]. (C.12)

A partir do resultado acima, podemos facilmente calcular z; (J), Eq. (C.10), para a teoria ¢*,

a()) = }L/d‘*mp(a;—x) [/d%;l Ap(x—xl)J(xl)r—i—

?

— 7 d*z U d'zy Ap (x — 21) J (a:l)r : (C.13)
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Coletando os resultados expressos nas Eq. (C.9) e (C.13), podemos escrever a série de W [J] da
equacdo (C.6), até ordem de g™V, da seguinte forma:

%W[J] = _QLﬁ/d%l/dAl% J (1) Ap (21 — 32) J (22) +
_'_

%/d‘lmAF (x — ) /d41:2 / dry Ap (x — 1) J (21) Ap (x — 32) J (22)

() [ f o [ o e

XAF (x —x1) J (1) Ap (x — x2) J (x2) Ap (v — x3) J (23) Ap (v —4) J (24) .  (C.14)

Podemos continuar o processo descrito e obter correcoes de ordem superior.
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