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Resumo

Na presente tese, a abordagem do potencial efetivo da teoria quântica de campos é usada com o
objetivo de investigar a correção de loop de auto-interação para a densidade de energia de Casimir,
assim como a geração da massa topológica para os casos de um campo escalar real massivo e sem
massa, os quais obedecem uma condição de contorno do tipo hélice. Além disso, é considerado
um cenário em que a simetria de Lorentz sofre uma violação do tipo éter CPT-par, em que CPT
representa as simetrias por conjugação da carga, paridade ou inversão espacial e reversão temporal,
respectivamente. Na ausência da quebra de simetria de Lorentz, obtemos expressões analíticas para a
correção em loop da densidade de energia de Casimir e também para a massa do campo escalar. Em
seguida, consideramos o mesmo sistema levando em consideração a violação do tipo éter CPT-par em
cada direção do espaço tempo e analisamos seu efeito na densidade de energia de Casimir e também
na massa topológica gerada. Os resultados obtidos são analisados gra�camente.
Além do sistema mencionado, consideramos ainda um sistema interagente, consistindo de um

campo escalar real e um campo escalar complexo. A interação considerada é dada pelo produto
do quadrado do campo real pelo módulo quadrado do campo complexo e, incluímos os termos de
auto-interação associado a cada campo. Nessa teoria o campo escalar real é submetido à condições
periódicas, ao passo que no campo complexo foram consideradas duas condições separadamente,
sendo uma a condição quasi-periódica e a outra a condição mista. Além da obtenção das correções da
densidade de energia de Casimir e da massa topológica, uma análise dos possíveis estados de vácuo
estáveis foi realizada fornecendo as correspondentes condições de estabilidade. Nossos resultados,
para este sistema, também são exibidos gra�camente.
Palavras-chave: Energia de Casimir; massa topológica; violação de Lorentz; correção de loop;

campos interagentes; estabilidade do vácuo.



Abstract

In this work, the e¤ective potential approach in quantum �eld theory is used in order to investigate
self-interaction loop correction to the Casimir energy density and generation of topological mass for
both massless and massive real scalar �els, which obey a helix type boundary condition. In addition,
it is also considered a CPT-even aether-type violation of the Lorentz symmetry, where CPT stands
for the symmetries of charge conjugation, parity or space inversion and time reversal, respectively. In
the absence of the Lorentz violation, we obtain analytical expressions for the loop correction to the
Casimir energy density and to the mass of the scalar �eld. Afterwards, we consider the same system
taking into account the CPT-even aether-type violation, in each spacetime direction and we analyse
its e¤ect in the Casimir energy density and also in the topological mass generated. The obtained
results are shown in graphics.
Besides, we also consider a system of interacting quantum �elds, which consists of a real scalar

�eld and a complex �eld. The interaction considered here is the quartic one, which is a product
of the modulus square of the complex �eld and the square of the real �eld. It is included the self-
interaction associated with each �eld. In this theory, the scalar �eld is constrained to obey periodic
condition while the complex �eld obeys in one case a quasiperiodic condition and in other case
mixed boundary conditions. In addition to the loop corrections to the Casimir energy density and
the topological mass, an analysis of the possible di¤erent stable vacuum states and the corresponding
stability condition is also provided. Our results, for this system, are also shown in graphics.
Keywords: Casimir energy; topological mass; Lorentz violation; loop correction; interacting �elds;

vacuum stability.
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Introdução

Um fenômeno ao mesmo tempo interessante e intrigante, que é de natureza puramente quântica, é o
chamado efeito Casimir. Este foi previsto por H. Casimir [1] no ano de 1948 e consiste no aparecimento
de uma força de natureza quântica e atrativa, entre duas placas paralelas e eletricamente neutras
posicionadas à uma distância pequena entre si quando comparada as dimensões das placas. Essa força
de atração é descrita no contexto do campo eletromagnético quantizado e é devida às �utuações do
seu estado fundamental, também chamado de vácuo quântico. Desde sua previsão, o efeito Casimir
tem sido con�rmado por vários experimentos de alta precisão [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. No contexto do
efeito Casimir, também foram considerados outros campos quânticos, tais como campos escalares e
fermiônicos que produzem efeitos do tipo Casimir sob certas condições externas, i.e., condições de
contorno, efeitos de temperatura, condições de calibre e assim por diante. Por exemplo, o efeito
Casimir associado com um campo escalar real submetido a condição de contorno do tipo hélice, com
correções de temperatura é considerando na Ref. [9], submetido a condições de contorno de Robin
na Ref. [10] e, na Ref. [11], a energia de Casimir para um campo escalar real e o campo spinorial
neutro de Elko em uma teoria de campo no ponto �xo de Lifshitz, é obtida. Uma revisão sobre o
efeito Casimir pode ser encontrada na Ref. [12] (veja também as Refs. [13] e [14]).
A abordagem mais comum no estudo do efeito Casimir é assumir que a simetria de Lorentz é

preservada. Entretanto, todas as tentativas de construir uma teoria em uma escala de altas energias,
parecem falhar na preservação da simetria de Lorentz, até mesmo de forma local como no caso
em que se leva a gravidade em consideração. Em alguns modelos de violação efetiva da simetria
de Lorentz, o espaço tempo torna-se anisotrópico em alguma direção (incluindo o tempo), onde a
direção é comumente determinada por um 4-vetor unitário. A violação de simetria de Lorentz é
um tópico que atrai atenção até os dias atuais, principalmente por ser uma alternativa de se obter
uma nova física além do modelo padrão. No contexto da teoria das cordas, por exemplo, a violação
da simetria de Lorentz é estudada na Ref. [15] e no caso de uma escala de baixas energias nas
Refs. [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26]. Como consequência de tais modi�cações no espaço
tempo introduzidas pela violação de simetria de Lorentz, os modos de energia do campo quântico
sofrem alterações que interferem na densidade de energia de Casimir. No contexto da teoria das cordas
e em uma escala de baixas energias com violação de Lorentz, a energia de Casimir é investigada nos
trabalhos [27] e [28] e nas Refs. [29, 30, 31], respectivamente. O efeito Casimir em um cenário de
violação de Lorentz, considerando derivadas de ordem superior, foi considerado na Ref. [32].
É importante apontar que as condições de contorno do espaço tempo desempenham um papel

crucial na investigação da energia de Casimir. Uma condição de contorno interessante é a que simula
uma hélice. A energia de Casimir produzida por essa escolha particular de condição de contorno
tipo hélice, foi considerada nos trabalhos [33, 34, 35] e uma generalização incluindo efeitos térmicos
na Ref. [9]. Na presente tese consideramos um campo escalar quântico auto-interagente sujeito à
condição de contorno tipo hélice. A escolha de tal condição de contorno é motivada por um grande
número de estruturas da natureza com geometria em forma de hélice, para citar algumas dessas
formas temos o DNA e a membrana de proteinas celulares. Uma aplicação do efeito Casimir nesse
contexto é estudada na Ref. [36]. Além disso, consideramos o cenário em que permitimos uma violação
da simetria de Lorentz. Para investigar a energia de Casimir nesse contexto, usamos o formalismo
da integral de trajetória para um campo quantizado e construímos o potencial efetivo que pode ser
escrito em termos de uma expansão de loop. Esse formalismo foi desenvolvido por Jackiw [37] e
permite obter tanto a densidade de energia, bem como a massa topológica que é gerada pela não
trivialidade do espaço tempo. Para um campo escalar auto-interagente e não massivo considerando
diferentes condições de contorno, a densidade de energia de Casimir e geração de massa topológica
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foram analisados na Ref. [38]. Seguiremos passos similares aos apresentados na Ref. [39], em que
um campo escalar massivo com violação da simetria de Lorentz é considerado. Aqui, consideraremos
primeiramente um campo escalar massivo auto-interagente, obedecendo à condição de contorno tipo
hélice e além disso, consideraremos esse sistema no contexto do modelo de violação de simetria de
Lorentz do tipo éter CPT-par [39] e [40].
Ademais, consideramos um sistema de campos interagentes em que um campo escalar real, é

submetido a uma interação com um campo escalar complexo. A investigação de campos quânticos
interagentes é importante pois os campos encontrados na natureza estão, de certa forma, interagindo.
A interação usualmente considerada nos trabalhos mencionados é a auto-interação quártica, que é
descrita matematicamente por um termo de quarta potência do próprio campo. Considerando a
estrutura de dois campos quânticos interagentes, usando a abordagem do potencial efetivo, Toms
na Ref. [41] considerou dois campos escalares reais, um twisted e o outro untwisted, interagindo via
interação quártica, i.e., o produto entre o quadrado dos dois campos, para investigar a quebra de
simetria e a geração de massa como consequência da topologia não trivial, produzida pelas condições
periódicas e antiperiódicas.
Para investigar a densidade de energia de Casimir, correções de loop e a geração da massa topoló-

gica, consideramos um sistema que consiste de um campo escalar real, interagindo com um campo
escalar complexo. A interação estabelecida é na forma de interação quártica, i.e., o produto entre o
quadrado do campo real e o módulo quadrado do campo complexo. Além dessa interação, incluímos
os termos correspondentes a auto-interação quártica de cada campo, que é normalmente considerada
nos trabalhos mencionados acima. O campo real sempre obedece à condição periódica, ao passo
que o campo complexo é restrito a obedecer uma condição quasi-periódica e, posteriormente, con-
dições mistas aplicadas em dois planos paralelos e idênticos, perfeitamente re�etores e separados por
uma distância L. Esses dois cenários, generalizam resultados obtidos anteriormente nas Refs. [38]
e [42], em que foram considerados campos reais auto-interagentes obedecendo condições periódicas,
Ref. [43] em que o campo real obedece a condições quasi-periódicas e Refs. [39, 44] em que o campo
está sujeito às condições mistas. Nesse sentido, estendemos a análise realizada na Ref. [41], para o
caso de campo complexo e considerando outras condições. A escolha da condição de contorno deve
ser matematicamente consistente e a escolha da condição de contorno mista é natural, por exemplo,
no caso de gravidade quântica, teoria de campo spinorial e supergravidade [45]. Além disso, a con-
dição quasi-periódica desempenha um papel importante quando consideramos nanotubos para um
campo quântico [46]. Por exemplo, se a fase angular for zero (caso periódico), obtemos um sistema
descrevendo nanotubos metálicos, ao passo que os valores �2�=3 correspondem a um nanotubo semi-
condutor. Em adição à densidade de energia de Casimir e a massa topológica na teoria de campos
interagentes, analisamos a possibilidade de estados de vácuo distintos. A investigação dos possíveis
estados de vácuo fornece a condição de estabilidade correspondente a cada estado possível.
A presente tese está organizada da seguinte forma: o capítulo 1 é reservado para uma revisão

das integrais de trajetória aplicadas na mecânica quântica, bem como à teoria quântica de campos
escalares. Ademais, revisamos a abordagem do potencial efetivo, aplicado para o cálculo da energia
de Casimir, correções de loop e geração da massa topológica. No capítulo 2 consideramos um campo
escalar real ', com auto-interação quártica, isto é, descrita na forma de um termo proporcional a '4.
O campo escalar é submetido à condição de contorno tipo hélice, em um cenário em que a simetria
de Lorentz é preservada. Nesse contexto, a densidade de energia de Casimir e sua correção de loop
é analisada. É considerada também a geração da massa topológica para este sistema. No capítulo
3 consideramos o mesmo sistema descrito no capítulo 2, mas em um cenário em que a violação da
simetria de Lorentz se estabelece. Nesse caso, o efeito Casimir e a geração de massa topológica são
investigados, tendo como foco a in�uência da violação de Lorentz em tais quantidades. O capítulo
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4 é reservado para a investigação do efeito Casimir e geração de massa topológica, considerando
campos interagentes, isto é, consideramos a interação entre campos diferentes. O sistema analisado
aqui consiste em um campo escalar real interagindo com um campo escalar complexo e, em adição,
os temos de auto-interação associados a cada campo são considerados. O campo real é submetido
à condição periódica, ao passo que o campo complexo é submetido primeiramente à condição quasi-
periódica e, posteriormente, à condição mista. No capítulo 5 apresentamos os comentários �nais dos
estudos realizados nessa tese.
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Capítulo 1

Integrais de trajetória na teoria quântica
e o potencial efetivo

Neste capítulo apresentamos uma revisão das integrais de trajetória aplicadas na mecânica quântica,
estendendo os resultados obtidos para a teoria quântica de campos. São apresentados os passos
necessários para a descrição da teoria quântica em termos das integrais de trajetória e para a obtenção
da amplitude de transição que é o objeto central da teoria. Esta revisão é baseada nos livros didáticos
[47], [48], [49] e [50], enfatizando as partes principais para o propósito da presente tese. Revisamos
também o formalismo que permite a construção do potencial efetivo, como uma expansão de loop
em termos das integrais de trajetória tendo como base os trabalhos do Jackiw [37] e do Toms [38].
O entendimento da integral de trajetória é essencial para a aplicação do potencial efetivo e,

portanto, para o cálculo da densidade de energia de Casimir e também da massa topológica.

1.1 Integrais de trajetória na mecânica quântica

Usualmente a mecânica quântica é descrita em termos das formulações de Schrödinger e Heisenberg,
entretanto uma formulação equivalente em termos das integrais de trajetória, que é creditada a
Feynman1, é empregada de forma e�ciente em certos contextos da mecânica quântica. Na presente
seção, estudaremos a mecânica quântica do ponto de vista proposto por Feynman. Inicialmente,
abordamos o conceito de propagadores e então construiremos as amplitudes de transição que dão
origem às integrais de trajetória.

1.1.1 Propagadores

Conforme amplamente difundido, a equação de Schrödinger pode ser transformada em uma equação
integral que deve satisfazer determinadas condições de contorno. A partir de um estado quântico em
determinado tempo t, isto é, j ; ti, podemos escrever sua evolução temporal da seguinte forma:

j ; t0i = Û (t0; t) j ; ti ; (1.1.1)

1Richard Phillips Feynman foi um físico teórico que, pelas suas contribuições no campo da eletrodinâmica quântica,
recebeu o prêmio Nobel de física em 1965, junto com Julian Schwinger e Sin-Itiro Tomonaga. Na Ref. [51], Feynman
introduziu o conceito da integral de trajetória aplicado à mecânica quântica.
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em que Û (t0; t) é o operador unitário de evolução temporal. Este operador unitário é solução da
equação diferencial que segue:

i}
@

@t0
Û (t0; t) = Ĥ (t0) Û (t0; t) ; (1.1.2)

em que Ĥ (t0) é o operador Hamiltoniano que descreve o sistema considerado. A partir de Eq. (1.1.1)
obtemos uma equação integral por meio da aplição do estado hqj, relativo à posição e introduzindo
a relação de completeza, isto é, Z

dq jqi hqj = 1:

A equação resultante é escrita na forma:

 (q0; t0) =

Z
dq K (q0 t0; q t) (q; t) ; t0 > t; (1.1.3)

em que  (q0; t0) = hq0 j ; t0i e introduzimos o propagador K (q0 t0; q t) para tempos futuros, como
segue

K (q0 t0; q t) = hq0j Û (t0; t) jqi�(t0 � t) : (1.1.4)

A função de Heaviside, designada por �(x), garante que a evolução do estado é estabelecida para
tempos futuros, ou seja, t0 > t. A forma explícita da função de Heaviside, bem como sua relação com
a função delta de Dirac, � (x), são dadas por:

�(x) =

�
1; x > 0
0; x < 0

;
d

dx
�(x) = � (x) : (1.1.5)

De acordo com a de�nição do propagador K (q0 t0; q t), apresentado na Eq. (1.1.4), �ca claro que
ele corresponde à amplitude de probabilidade de encontrar o sistema no ponto (q0; t0), do espaço
de con�guração, dado que o sistema estava anteriormente no ponto (q; t). A Eq. (1.1.3) é uma
equação integral que descreve a evolução temporal de um sistema quântico e é equivalente à equação
diferencial de Schrödinger, usualmente encontrada nos livros texto de mecânica quântica. Assim,
obtendo o propagador do sistema, somos capazes de resolver a Eq. (1.1.3) e, consequentemente,
determinar a evolução temporal dos estados desejados.
Na seção que segue, escrevemos o propagador de�nido na Eq. (1.1.4) em termos da integral de

trajetória.

1.1.2 Integral de trajetória

A integral de trajetória tem por objetivo expressar o propagador K (q0 t0; q t), Eq. (1.1.4), como uma
soma coerente de in�nitas amplitudes que são relacionadas às in�nitas trajetórias no espaço de fase.
Nesse estágio, consideramos que o operador Hamiltoniano do sistema é independente do tempo, isto
é, Ĥ (t0) = Ĥ, o que resulta em uma simpli�cação no operador de evolução temporal Û (t0), que nesse

caso é escrito na forma Û (t0) = exp
�
� i
}Ĥt

0
�
. Além disso, é conveniente utilizarmos os estados que

constituem a chamada �base em movimento�da representação de Heisenberg (para mais detalhes
sobre as representações de Schrödinger e Heisenberg, veja o Apêndice 1) de�nidos como:

q̂ (t) jq ti = q jq ti ; jq ti = e
i
} Ĥt jqi ;

Z
dq jq ti hq tj = 1: (1.1.6)
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Utilizando as relações acima e considerando que o operador Hamiltoniano é independente do tempo,
podemos reescrever o propagador de�nido na Eq. (1.1.4) na seguinte forma:

K (q0 t0; q t) = hq0j Û (t0; t) jqi = hq0j e� i
} Ĥ(t

0�t) jqi = hq0 t0 jq ti ; (1.1.7)

em que consideramos t0 > t.
A integral de trajetória é construída a partir do propagador K (q0 t0; q t), dividindo-se o intervalo

de tempo, que vai de t até t0, em N partes de tamanhos iguais a �t, isto é, (t0 � t) =N = �t. Após
a divisão do intervalo de tempo, inserimos a relação de completeza na representação de Heisenberg,
Eq. (1.1.6), em cada ponto de separação dos intervalos do tempo, gerando assim várias amplitudes de
transição. Então, realizando os passos mencionados, podemos escrever o propagador K (q0 t0; q t) =
hq0 t0 jq ti, como segue:

hq0 t0 jq ti =
Z
dq1dq2:::dqN�1 hq0 t0 jqN�1 tN�1i ::: hq2 t2 jq1 t1i hq1 t1 jq ti ; (1.1.8)

em que cada amplitude é dada por

hqi+1 ti+1 jqi tii = hqi+1j exp
�
� i
}
Ĥ�t

�
jqii ; �t = ti+1 � ti: (1.1.9)

Note que estamos dividindo o espaço de fase por caminhos in�nitesimais que se originam no ponto
(q; t), indo até o ponto (q0; t0). Vamos analisar separadamente uma amplitude arbitrária, que de-

notaremos por hqn+1 tn+1 jqn tni = hqn+1j exp
�
� i
}Ĥ�t

�
jqni, dentre as escritas no lado direito da

Eq. (1.1.8). Tendo em mente que �t é uma quantidade in�nitesimal, podemos expandir o operador

exp
�
� i
}Ĥ�t

�
até primeira ordem e inserir a relação de completeza para os estados de momento, isto

é: Z
dpn
2�}

jpni hpnj = 1: (1.1.10)

Além disso, assumindo que o operador Hamiltoniano depende apenas do momento e da posição,
podemos escrever

hpnj Ĥ (p̂; q̂) jqni = H (pn; qn) hpn jqni ; (1.1.11)

em que H (pn; qn) é o Hamiltoniano do sistema substituindo os operadores p̂ e q̂, pelos seus corres-
pondentes autovalores pn e qn. Assim, a amplitude escolhida é escrita na forma,

hqn+1 tn+1 jqn tni =
Z

dpn
2�}

hqn+1 jpni hpn jqni
�
1� i�t

}
H (pn; qn)

�
: (1.1.12)

Agora, voltamos o último termo do lado direito da Eq. (1.1.12) à sua escrita original, isto é, como
uma exponencial. Podemos efetuar esse passo pois eventualmente iremos tomar o limite de �t! 0,
o que é equivalente a fazer N !1. Ademais, utilizamos a representação de onda plana que segue,

hpn jqni = e�
i
}pnqn ;

para obter a amplitude desejada, i.e.:

hqn+1 tn+1 jqn tni =
Z

dpn
2�}

exp

�
i�t

}

�
pn
(qn+1 � qn)

�t
�H (pn; qn)

��
: (1.1.13)
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Assim, podemos usar o resultado obtido na Eq. (1.1.13), para escrever cada amplitude do lado
direito da Eq. (1.1.8). Dessa forma, obtemos o propagador hq0 t0 jq ti como um produto de várias
amplitudes semelhantes à escrita na equação acima, isto é:

hq0 t0 jq ti =
 Z N�1Y

n=1

dqn

! Z N�1Y
n=0

dpn
2�}

!
exp

(
i�t

}

N�1X
n=0

�
pn
(qn+1 � qn)

�t
�H (pn; qn)

�)
; (1.1.14)

em que o termo com n = 0 no expoente do lado direito da equação acima corresponde à amplitude
hq1 t1 jq ti da Eq. (1.1.8), ou seja, q0 = q. De forma semelhante, o termo com n = N�1 corresponde à
amplitude hq0 t0 jqN�1 tN�1i, ou seja, qN = q0. Note que no limite N !1, as quantidades qn = q (tn)
e pn = p (tn) são funções de t , isto é, q (t) e p (t). Além disso, considerando o mesmo limite, N !1,
temos que o in�nitesimal �t vai a zero, mas o intervalo de tempo t0 � t continua �xo, logo podemos
escrever às seguintes relações:

(qn+1 � qn)

�t
! _q (tn) ; �t

N�1X
n=0

f (tn)!
Z t0

t

d� f (�) : (1.1.15)

Assim, utilizando as relações acima, podemos escrever o propagador, ou amplitude de transição,
como uma integral de trajetória introduzindo uma notação especial, como segue,

hq0 t0 jq ti =
Z
Dq
Z
Dp exp

(
i

}

Z t0

t

d� [p _q �H (p; q)]

)
; Z N�1Y

n=1

dqn

!
!
Z
Dq;

 Z N�1Y
n=0

dpn
2�}

!
!
Z
Dp: (1.1.16)

A expressão acima representa uma soma sobre todas as funções q (t) e p (t), que satisfazem à condição
de contorno expressa por:

q (t) = q; q (t0) = q0: (1.1.17)

Para os casos em que o Hamiltoniano do sistema considerado é da forma mais usual, isto é, a
dependência em relação ao momento é quadrática e o potencial depende apenas da posição, podemos
dar um passo adiante e obter a chamada integral de trajetória de Feynman. Este passo é realizado
a seguir.

1.1.3 Integral de trajetória de Feynman

A integral de trajetória de Feynman é obtida após a substituição do Hamiltoniano, H (pn; qn), no
expoente do lado direito da Eq. (1.1.13) por sua forma explícita. Considerando o Hamiltoniano na
forma mais usual, i.e.:

H (pn; qn) =
p2n
2m

+ V (qn) ; (1.1.18)

reescrevemos a amplitude de transição apresentada na Eq. (1.1.13), na forma:

hqn+1 tn+1 jqn tni =
Z

dpn
2�}

exp

�
i�t

}

�
pn _qn �

p2n
2m

� V (qn)

��
; (1.1.19)
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em que foi usada a primeira relação da Eq. (1.1.15). Note que a integral apresentada no lado direito
da última equação é uma Gaussiana, que pode ser resolvida de forma direta, resultando na equação
que segue:

hqn+1 tn+1 jqn tni =
�
2�i}�t
m

�� 1
2

exp

�
i�t

}

hm
2
_q2n � V (qn)

i�
: (1.1.20)

Cada amplitude escrita no lado direito da Eq. (1.1.8) é então substituida pela correspondente ex-
pressão similar a escrita na Eq. (1.1.20). Após realizar a substituição descrita, obtemos a seguinte
expressão:

hq0 t0 jq ti =
�
2�i}�t
m

��N
2
Z
dq1dq2:::dqN�1 exp

(
i�t

}

N�1X
n=0

hm
2
_q2n � V (qn)

i)
: (1.1.21)

Neste ponto, realizamos o limite N !1, ou seja, �t! 0, tendo em mente as relações apresentadas
na Eq. (1.1.15), para obter a integral de trajetória de Feynman, i.e.:

hq0 t0 jq ti = N
Z
Dq exp

�
i

}
S [q; _q]

�
; N =

�
2�i}�t
m

��N
2

;

S [q; _q] =

Z t0

t

d�
hm
2
_q2 � V (q)

i
=

Z t0

t

d� L (q; _q) : (1.1.22)

Nesse importante resultado, vemos que o termo no expoente do lado direito da primeira linha da
Eq. (1.1.22), S [q; _q] é de fato a ação clássica do sistema. Note que a constante de normalização
N , é divergente quando tomamos o limite N ! 1. Entretanto, estamos interessados apenas na
dependência funcional e não no valor absoluto de hq0 t0 jq ti. Além disso, podemos adiantar que essa
constante será cancelada no cálculo da obtenção da função de n-pontos, que é o objeto central da
teoria. É importante mencionar que o limite semi-clássico emerge de forma natural, pois quando
consideramos o limite } << 1, ou de forma equivalente } << S [q; _q], a integral da primeira linha
na Eq. (1.1.22) é dominada pelos pontos críticos do expoente, i.e., pelas trajetórias que satisfazem a
equação que segue,

�

�q
S [q; _q] = 0; (1.1.23)

obedecendo ainda as condições de contorno com q (t0) = q0 e q (t) = q. De fato estamos descrevendo
o método do ponto sela. Lembrando que a ação S [q; _q] é de fato a ação clássica do sistema, vemos
que a trajetória que satisfaz a equação Eq. (1.1.23), é justamente a trajetória clássica.
Após obter a integral de trajetória de Feynman, o próximo passo é usar a amplitude de transição

para calcular elementos de matriz importantes e valores esperados de quantidades físicas. Isso é
alcançado por meio da chamada função de n-pontos.

1.1.4 Função de n-pontos

Conforme mencionado na seção anterior, a amplitude de transição hq0 t0 jq ti é usada para avaliar
vários elementos de matriz e valores esperados de quantidades que descrevem o sistema considerado.
O elemento de matriz que estamos interessados é obtido quando inserimos operadores de posição em
tempos diferentes, ou seja, q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (ti), na amplitude de transição hq0 t0 jq ti, com ti perten-
cendo ao intervalo de tempo [t; t0]. Visto que ti pertencente ao intervalo de tempo [t; t0], podemos
inserir o operador q̂ (ti) na amplitude mais conveniente, isto é, a amplitude que contém o seu autoes-
tado, i.e., hqi+1 ti+1j q̂ (ti) jqi tii = q (ti) hqi+1 ti+1 jqi tii. Entretanto, como os tempos são em geral
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diferentes, os operadores q̂ (ti) não necessariamente comutam. Então, respeitando o curso temporal,
devemos escrever o elemento de matriz na forma que segue:

hq0 t0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] jq ti = N
Z
Dq [q (t1) q (t1) :::q (tN)] exp

�
i

}
S [q; _q]

�
: (1.1.24)

O ordenamento temporal T é o responsável por manter o curso progressivo do tempo e de�nido como

T
h
Â (t1) B̂ (t2)

i
=

�
Â (t1) B̂ (t2) ; se t1 > t2
B̂ (t2) Â (t1) ; se t2 > t1

: (1.1.25)

Nosso objetivo é obter a chamada função de n-pontos (ou, como também é conhecida, amplitude
de vácuo), que é uma função de Green dada pela relação

G (t1; t2; :::; tN) = h0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] j0i ; (1.1.26)

a partir do elemento apresentado na Eq. (1.1.24). O primeiro passo para realizar essa tarefa é
considerar autoestados jni do operador Hamiltoniano, ou seja, estados que satisfazem

Ĥ jni = En jni ;
X
n

jni hnj = 1: (1.1.27)

Inserimos a relação de completeza da Eq. (1.1.27) na base movimento de Heisenberg, obtendo assim,

jq ti = e
i
} Ĥt jqi =

X
n

e
i
}Ent hn jqi jni =

X
n

e
i
}Ent �n (q) jni ; (1.1.28)

em que de�nimos hn jqi =  �n (q). Então, usando a equação acima, podemos ver que o lado esquerdo
da Eq. (1.1.24) resulta na seguinte expressão,

hq0 t0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] jq ti =
X
nn0

 �n (q; t) n0 (q
0; t0) hn0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] jni ; (1.1.29)

em que  n (q; t) = e�
iEn
} t n (q) = hq t jni. Note que a função de n-pontos, G (t1; t2; :::; tN), está

inclusa no somatório do lado direito da Eq. (1.1.29), especi�camente no termo com n0 = n = 0.
Para extrair a função G (t1; t2; :::; tN) a partir da última equação, precisamos do conceito de tempo
imaginário, que é apresentado a seguir.
O operador unitário Û (t) = exp

�
� i
}Ĥt

�
é bem de�nido mesmo considerando valores complexos

para o tempo t, desde que a parte imaginária do tempo seja negativa, isto é, Im t � 0. Este fato pode
ser demonstrado facilmente fazendo uma decomposição espectral do operador Û (t) e, substituindo
o tempo t por um tempo imaginário, i.e., t ! �i� . De fato, realizando os passos mencionados,
escrevemos o operador unitário como um somatório, isto é:

Û (�i�) =
X
n

exp
�
��
}
En

�
jni hnj : (1.1.30)

Note que a soma acima é convergente devido ao expoente negativo, considerando En > 0. A mudança
de variável t ! �i� , corresponde à passagem do espaço de Minkowski para o espaço Euclidiano.
Dessa forma, podemos de�nir o operador de evolução temporal no espaço Euclidiano que denotamos
por ÛE (�), na forma:

ÛE (�) = Û (�i�) : (1.1.31)
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O processo descrito acima, que consiste em expandir o tempo para valores imaginários, é comumente
conhecido como rotação de Wick.
Realizando a rotação de Wick na Eq. (1.1.29), vemos que conforme os valores de n e n0 aumentam,

a energia também aumenta, tal que, tomando o limite com � 0 ! 1 e � ! �1 (isto é t0 ! �i1 e
t! i1), apenas os termos com menor energia contribuem de forma não trivial, em outras palavras,
apenas o termo com n0 = n = 0 sobrevive. Portanto, realizando o limite � 0 ! 1 e � ! �1 na
Eq. (1.1.29), obtemos o seguinte resultado:

lim
t0!�i1
t!i1

hq0 t0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] jq ti =

= lim
� 0!1
�!�1

 �0 (q; �) 0 (q
0; � 0) h0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] j0i ; (1.1.32)

em que de�nimos  0 (q
0; � 0) = e�

E0
} �

0
 0 (q

0) = hq0 t0 j0i com t0 = �i� 0. Note que, no lado direito da
Eq. (1.1.32), a função de n-pontos é obtida de forma indireta, pois um fator multiplicativo se faz
presente, o qual é possível obter a partir da amplitude de transição hq0 t0 jq ti, inserindo a relação
de completeza dos autoestados do operador Hamiltoniano, Eq. (1.1.27), realizando a transformação
para o tempo imaginário e considerando o limite � 0 ! 1 e � ! �1. O resultado obtido é escrito
como segue:

lim
t0!�i1
t!i1

hq0 t0 jq ti = lim
� 0!1
�!�1

hq0;�i� 0 jq;�i�i = lim
� 0!1
�!�1

 �0 (q; �) 0 (q
0; � 0) : (1.1.33)

Portanto, considerando as Eqs. (1.1.26), (1.1.32) e (1.1.33), podemos escrever a função de n-pontos
da seguinte forma:

G (t1; t2; :::; tN) = h0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] j0i = lim
t0!�i1
t!i1

hq0 t0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] jq ti
hq0 t0 jq ti : (1.1.34)

Note que não escrevemos a transformação t ! �i� explicitamente na equação acima para não
sobrecarregar a notação. Usando a integral de trajetória de Feynman, é possível reescrever a função
de n-pontos, G (t1; t2; :::; tN), de uma forma mais familiar. A partir das Eqs. (1.1.22) e (1.1.24), é
possível reescrever a função de n-pontos da Eq. (1.1.34) como segue:

G (t1; t2; :::; tN) = lim
t0!�i1
t!i1

R
Dq [q (t1) q (t1) :::q (tN)] exp

h
i
}

R t0
t
dt00 L (q; _q)

i
R
Dq exp

h
i
}

R t0
t
dt00 L (q; _q)

i : (1.1.35)

Note que de acordo com as Eqs. (1.1.22) e (1.1.24), o fator de normalização N é cancelado, conforme
foi adiantado na discussão abaixo da Eq. (1.1.22).
Tendo em mente que a função de n-pontos, G (t1; t2; :::; tN), é a peça central na formulação da

teoria quântica em termos das integrais de trajetórias (e também na teoria quântica de campos
como veremos), devemos encontrar formas convenientes para sua obtenção. A seguir, estudaremos a
persistência da amplitude de vácuo que resulta em uma forma elegante para a obtenção da função
de n-pontos.

1.1.5 Persistência da amplitude de vácuo Z [J ]

Nesta seção assumimos que o sistema sob estudo, está sujeito a um agente externo dependente do
tempo, descrita classicamente por J (t). O acoplamento com o agente externo é estabelecido pela
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inserção do produto J (t) q, na ação que descreve o sistema em questão. Então, considerando a
perturbação externa, podemos escrever uma nova amplitude de transição, a partir da Eq. (1.1.16),
como segue

hq0 t0 jq tiJ =
Z
Dq
Z
Dp exp

(
i

}

Z t0

t

d� [p _q �H (p; q) + J (t) q]

)
; (1.1.36)

em que o subíndice J (t), no lado esquerdo da equação acima, diferencia o caso em que há perturbação
externa do caso sem perturbação. Doravante, é assumido que a pertubação age de forma adiabática,
isto é, existe um intervalo de tempo [t1; t2], em que a perturbação age de forma efetiva, ou seja,
J (t) 6= 0 e, fora deste intervalo de tempo, não há perturbação, J (t) = 0. Assim, podemos reescrever
a Eq. (1.1.36), separando a amplitude em que a perturbação atua efetivamente, i.e.,

hq0 t0 jq tiJ =
Z
dq2

Z
dq1 hq0 t0 jq2 t2i hq2 t2 jq1 t1iJ hq1 t1 jq ti : (1.1.37)

O próximo passo é inserir um conjunto completo de autoestados do operador Hamiltoniano nos
termos extremos do lado direito da Eq. (1.1.37). Em seguida, introduzimos o tempo imaginário e
tomamos o limite para tempos remotos. O resultado obtido é expresso pela equação:

lim
t0!�i1
t!i1

hq0 t0 jq tiJ = lim
� 0!1
�!�1

 0 (q
0; � 0) �0 (q; �)

Z
dq2

Z
dq1 h0 jq2 t2i hq2 t2 jq1 t1iJ hq1 t1 j0i : (1.1.38)

Identi�camos o último termo do lado direito da Eq. (1.1.38) (incluindo as integrais) como sendo
a amplitude de probabilidade para o estado de vácuo j0i permanecer sem alterações sob a ação
da perturbação J (t) que age no intervalo de tempo dado por [t1; t2]. Esse termo é conhecido por
amplitude de transição vácuo-vácuo ou amplitude de persistência do vácuo e é denotado por Z [J ] =
h0 j0iJ . Então, podemos isolar a amplitude de transição vácuo-vácuo da Eq. (1.1.38) e, lembrando
do resultado expresso na Eq. (1.1.33), escrever a seguinte expressão:

Z [J ] = h0 j0iJ =
Z
dq2

Z
dq1 h0 jq2 t2i hq2 t2 jq1 t1iJ hq1 t1 j0i = lim

t0!�i1
t!i1

hq0 t0 jq tiJ
hq0 t0 jq ti : (1.1.39)

Note que a amplitude de transição apresentada na Eq. (1.1.36), difere da integral de trajetória
escrita na Eq. (1.1.16), por conta da presença da fonte de perturbação J (t) e, por um fator de
normalização. Assim, é possível reescrever a amplitude vácuo-vácuo da Eq. (1.1.39) de uma forma
familiar, i.e.,

Z [J ] = N
Z
Dq
Z
Dp exp

�
i

}

Z
dt [p _q �H (p; q) + J (t) q]

�
: (1.1.40)

Na Eq. (1.1.40) estamos tomando o limite para tempos remotos e a constante de normalização N
da equação acima não é a mesma que a escrita na Eq. (1.1.22). Considerando um Hamiltoniano da
forma usual, isto é, com dependência quadrática nos momentos e o potencial dependendo apenas da
posição, podemos realizar a integral em p e reescrever a amplitude Z [J ] na forma:

Z [J ] = N
Z
Dq exp

�
i

}

Z
dt [L (q; _q) + J (t) q]

�
: (1.1.41)

Após a realização da integração em p, temos uma nova constante que é incorporada à constante
N . A constante de normalização N na equação acima é �xada pela normalização do vácuo, isto é,
h0 j0i = 1, o que leva a

Z [0] = N
Z
Dq exp

�
i

}

Z
dt L (q; _q)

�
= 1: (1.1.42)
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Logo, podemos escrever
N = fZ [0]g�1 : (1.1.43)

Assim, vemos que o fator de normalização concorda com o denominador escrito no lado direito da
Eq. (1.1.35), pois estamos tomando o limite para tempos remotos na equação acima. Observe que a
amplitude Z [J ], escrita na Eq. (1.1.41), é de fato um funcional que dependente da perturbação J (t).
Agora estamos em posição de escrever a relação entre a amplitude de transição vácuo-vácuo Z [J ],

Eq. (1.1.41), e a função de n-pontos escrita na Eq. (1.1.35). A relação é estabelecida via derivada
funcional2 de Z [J ] com respeito a J (t). Então, tomando a derivada funcional de Z [J ] em relação à
perturbação J (ti) n vezes, obtemos a expressão abaixo:

�nZ [J ]

�J (t1) :::�J (tn)
=

�
i

~

�n
N
Z
Dq [q (t1) q (t2) :::q (tN)] exp

�
i

}

Z
dt [L (q; _q) + J (t) q]

�
: (1.1.44)

Comparando a expressão (1.1.44) com a Eq. (1.1.35), tendo em mente o fator de normalização da
Eq. (1.1.42), obtemos o resultado desejado, i.e.:

G (t1; t2; :::; tN) = h0jT [q̂ (t1) q̂ (t2) :::q̂ (tN)] j0i =
�
}
i

�n
�nZ [J ]

�J (t1) :::�J (tn)

����
J=0

: (1.1.45)

O resultado expresso na Eq. (1.1.45) nos diz que a função de n-pontos, G (t1; t2; :::; tN), que é o objeto
central da teoria, pode ser facilmente calculada se conhecermos a amplitude de transição vácuo-vácuo
Z [J ], na presença da perturbação J (t).
Os resultados apresentados até aqui foram obtidos no contexto da mecânica quântica. Estamos

interessados em extender estes resultados para a teoria quântica de campos. Assim, na seção que
segue generalizamos as expressões apresentados nas Eqs. (1.1.16), (1.1.36), (1.1.41) e (1.1.45) para a
teoria quântica de campos, tendo como foco o campo escalar quântico.

1.2 Integrais de trajetória em teoria de campos

1.2.1 Campo escalar quântico

Nesta seção consideramos um campo escalar clássico ' (x�) = ' (x) = ' (t;x), que depende da
posição x e do tempo t. No caso em consideração, temos in�nitos graus de liberdade que são
percebidos facilmente por analogia com um sistema de partículas clássicas tais que a posição do
sistema é de�nida por qi (t) e, no caso do campo, estamos substituindo o índice discreto i pelo índice
contínuo x. Além disso, é assumido que o campo é descrito por uma teoria local cuja dinâmica é
determinada pela Lagrangiana, que pode ser escrita na forma,

L =

Z
d3x L ('; @�') : (1.2.1)

A quantidade L ('; @�') é chamada de densidade Langrangiana, entretanto, na literatura amplamente
utilizada no assunto, o termo L ('; @�') é denotado apenas por Lagrangiana. Note que usamos a

2Dado um funcional F ['] que depende de uma função ' (x), de�nimos a derivada funcional de F ['] com respeito
à ' (x) como [48],

�F [']

�' (y)
= lim

"!0

F ['+ "� (x� y)]� F [']
"

:
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notação @�' = @'=@x�, com � = 0; 1; 2; 3. Para construir o Hamiltoniano do sistema é necessário
de�nir o momento conjugado ao campo, denotado por � (x), como segue:

� (x) =
@L

@ (@0')
: (1.2.2)

Assim, o Hamiltoniano do sistema é escrito em termos do campo, sua derivada temporal, momento
conjugado e a Lagrangiana L, i.e.,

H =

Z
d3x H ('; �) =

Z
d3x [� (@0')� L] ; (1.2.3)

onde foi de�nida a densidade Hamiltoniana H ('; �). A forma explicita da Langrangiana do sistema,
L, é escolhida de maneira a produzir as equações de movimento, via equações de Euler-Lagrange, que
temos interesse. Aqui estamos interessados no campo escalar que obedece à equação de Klein-Gordon,
tal que a Lagrangiana do sistema e o momento conjugado são escritos na seguinte forma:

L = }2

2
@�'@

�'� U (') ; � = }2@0'; (1.2.4)

em que U (') é o potencial que depende do campo e, considerando um campo massivo, deve incluir
também o termo de massa. Note que a soma de Einstein para índices repetidos é aplicada e estamos
no espaço tempo de Minkowski, em que a métrica possui assinatura dada por (+;�;�;�). Aplicando
as equações de Euler-Lagrange, isto é:

@L
@'

= @�
@L

@ (@�')
; (1.2.5)

no caso do campo escalar sem interação, ou seja, o potencial é dado apenas pelo termo massivo
U (') = 1

2
m2'2, vemos que o campo ' satisfaz a equação de Klein-Gordo,�

@�@� +m2
�
' =

�
�+m2

�
' = 0; (1.2.6)

em que escrevemos o operador D�Alembertiano � = @�@�. Visto que o campo escalar ' satisfaz a
equação acima, ele é muitas vezes chamado de campo de Klein-Gordon.
Fazendo uma analogia com a mecânica quântica, podemos escrever a amplitude de transição

apresentada na Eq. (1.1.16), para o caso da teoria do campo escalar na seguinte forma:

h'0 t0 j' ti =
Z
D'

Z
D� exp

(
i

}

Z t0

t

d�

Z
d3x [� _'�H ('; �)]

)
;

' (t0;x) = '0 (x) ; ' (t;x) = ' (x) ; _' = @0'; (1.2.7)

a qual consideramos as condições de contorno para o campo '. A partir da equação acima, realizamos
cálculos semelhantes aos feitos anteriormente no caso da mecânica quântica, para obter a integral de
Feynman para a teoria do campo escalar, i.e.,

h'0 t0 j' ti = N
Z
D' exp

"
i

}

Z t0

t

d�

Z
d3x L ('; _')

#
: (1.2.8)

Os resultados obtidos anteriormente no contexto da mecânica quântica são generalizados para
a teoria do campo escalar de forma imediata. Assim, considerando uma perturbação externa J (x)
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que se acopla ao campo de forma usual, percebemos que os resultados das amplitudes de transição
da Eq. (1.1.36), transição vácuo-vácuo da Eq. (1.1.40), bem como a relação entre a amplitude de
transição vácuo-vácuo e a função de n-pontos, são generalizados para a teoria do campo escalar na
seguinte forma:

h'0 t0 j' tiJ = N
Z '0

'

D' exp
(
i

}

Z t0

t

d4x [L ('; _') + J']

)
;

Z [J ] = h0 j0iJ = N
Z
D' exp

�
i

}

Z
d4x [L ('; _') + J']

�
;

h0jT ['̂ (x1) :::'̂ (xn)] j0i =
�
}
i

�n
�nZ [J ]

�J (x1) :::�J (xn)

����
J=0

: (1.2.9)

Evidenciamos que a diferença entre as equações escritas na primeira e segunda da Eq. (1.2.9), reside
nos limites de integração. Ademais, no lado esquerdo da última linha da equação acima, usamos
'̂ (x) para denotar o operador de campo escalar, que satisfaz '̂ (x) j' ti = ' (x) j' ti.
Munidos dos conhecimentos apresentados até esta seção, estamos completamente equipados para

prosseguir com exito na obtenção do propagador de Feynman, relacionado ao campo escalar quântico,
bem como na obtenção das funções de n-pontos.

1.2.2 Propagador de Feynman

Conforme vimos anteriormente, para calcular a função de n-pontos devemos realizar a chamada
rotação de Wick, ou seja, devemos tomar o tempo como sendo imaginário. Este procedimento remete
à passagem do espaço de Minkowski para o espaço Euclidiano. As transformações que relacionam as
coordenadas do espaço de Minkowski, x�, com as coordenadas do espaço Euclidiano são dadas por:

x0 = �ixE4 ; x = xE; p0 = ipE4 ; p = pE: (1.2.10)

Sendo assim, transformação no tempo é de fato a rotação de Wick discutida anteriormente. O índice
E denota o espaço Euclidiano.
Vamos considerar a teoria do campo escalar massivo sem interação, ou seja, U (') = 1

2
m2'2, no

espaço Euclidiano. Por meio das transformações que relacionam o espaço de Minkowski com o espaço
Euclidiano, podemos reescrever a Lagrangiana da Eq. (1.2.4) no espaço Euclidiano como segue:

LE0 = �
}2

2
@E�'@

E
�'�

1

2
m2'2: (1.2.11)

em que usamos o subíndice zero para denotar que estamos considerando uma teoria livre, ou seja,
sem interação. Similarmente, podemos reescrever a amplitude de transição vácuo-vácuo, escrita
na segunda linha da Eq. (1.2.9), no espaço Euclidiano ZE

0 [J ]. Após uma integração por partes e,
desprezando o termo de superfície, podemos escrever a amplitude de transição vácuo-vácuo ZE

0 [J ]
na forma:

ZE0 [J ] = NE

Z
D' exp

�
�1
}

Z
d4xE

�
1

2
'
�
�}2@E�@E� +m2

�
'� J'

��
: (1.2.12)

Note que realizamos a mudança d4x = �id4xE, que está de acordo com as transformações apresenta-
das na Eq. (1.2.10).
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Queremos resolver a integral de trajetória e, como consequência, obter o propagador de Feyn-
man. Os cálculos demonstrando os passos necessários para a resolução da integral de trajetória são
apresentados no Apêndice 2. O resultado �nal toma a seguinte forma:

ZE0 [J ] = exp

�
1

2}

Z
d4x0Ed

4xE J (x
0
E)�

E
F (x

0
E � xE) J (xE)

�
; (1.2.13)

em que o propagador de Feynman no espaço Euclidiano, �E
F (x

0
E � xE), é dado por

�E
F (x

0
E � xE) =

Z
d4pE

(2�})4
exp

�
� i
}pE (xE � x0E)

�
(pE)

2 +m2
: (1.2.14)

Realizando uma continuação analítica para voltar ao espaço de Minkowski, obtemos a amplitude
Z0 [J ] como segue

Z0 [J ] = exp

�
� i

2}

Z
d4x0d4x J (x0)�F (x

0 � x) J (x)

�
; (1.2.15)

em que a função �F (x
0 � x) é o propagador de Feynman no espaço de Minkowski,

�F (x� x0) =

Z
d4p

(2�})4
exp

�
� i
}p (x� x0)

�
p2 �m2

: (1.2.16)

Note que a forma �nal de Z0 [J ], apresentada na Eq. (1.2.15), é conveniente para a aplicação da
derivada funcional, ou seja, podemos usar a relação da última linha de Eq. (1.2.9), para obter a
função de n-pontos. Este passo é realizado a seguir.

1.2.3 Funcional gerador das funções de Green

Conhecendo a forma de Z0 [J ] da Eq. (1.2.15), aplicamos a derivada funcional, conforme escrito na
Eq. (1.2.9), para obtermos a função de n-pontos (função de Green).
Aplicando a derivada funcional à amplitude Z0 [J ], resulta em uma quantidade proporcional a

J (x) que vai a zero, uma vez que precisamos fazer J (x) = 0 para obter a função de 1-ponto. Assim,
vemos que a função de 1-ponto é zero, isto é, G10 (x1) = 0. De fato, todas as funções de n-pontos, com
n ímpar, resultam em zero pois todos os termos provenientes de derivadas ímpares são proporcionais
à J (x), ou seja, G2m+10 = 0, m 2 N. Novamente usamos o subíndice zero para denotar que estamos
em uma teoria sem interação.
Para a função de 2-pontos, aplicamos a derivada duas vezes e tomamos J (x) = 0, conforme

escrito na Eq. (1.2.9). Assim, obtemos G(2)0 (x1; x2) na forma:

G
(2)
0 (x1; x2) = i}�F (x1 � x2) ; (1.2.17)

que coincide com o propagador de Feynamn escrito na Eq. (1.2.16). A próxima função diferente de
zero é a função de 4-pontos, então aplicando a derivada quatro vezes e tomando J (x) = 0, chegaremos
à expressão

G
(4)
0 (x1; x2; x3; x4) = (i})2 [�F (x1 � x2)�F (x3 � x4)+

+�F (x1 � x3)�F (x2 � x4) + �F (x1 � x4)�F (x2 � x3)] : (1.2.18)

Dada a forma da função G(4)0 obtida acima, pode ser inferido que as funções de ordem maiores de G(2)0 ,
são expressas em termos de combinações das próprias funções de 2-pontos. Visto que toda informação
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física reside no propagador de Feynman, i.e., as funções de 2-pontos, vemos que as funções de ordem
maiores que G(2)0 contribuem de forma trivial.
Para eliminar as contribuições triviais das funções de n-pontos, obtendo assim apenas as funções

conectadas, podemos usar um novo funcional gerador que denotaremos por W [J ]. O funcional
geradorW [J ] está relacionado com a amplitude de transição vácuo-vácuo, de acordo com as seguintes
relações:

Z [J ] = e
i
}W [J ]; Z [0] = 1; W [0] = 0: (1.2.19)

O funcionalW [J ] é usado para obter as funções de n-pontos conectadas (irredutíveis)G(n)c (x1; :::; xn),
por meio da derivada funcional, isto é:

G(n)c (x1; :::; xn) =

�
}
i

�n�1
�nW [J ]

�J (x1) :::�J (xn)

����
J=0

: (1.2.20)

Note que o subíndice c é empregado para lembrar que estamos calculando as funções conectadas.
Considerando o caso do campo escalar sem interação, vemos que a única função conectada, diferente
de zero, é

G
(2)
0c (x1; x2) =

�
}
i

�
�2W0 [J ]

�J (x1) �J (x2)

����
J=0

= i}�F (x1 � x2) ; (1.2.21)

que coincide com a função de 2-pontos G(2)0 (x1; x2) da Eq. (1.2.17), ou seja, com o propagador de
Feynman. O subíndice de G(2)0c identi�ca o caso sem interação e que temos uma função conectada e
introduzimos o índice zero também no funcional W [J ].
Uma vez que descrevemos a teoria do campo escalar livre, podemos prosseguir e considerar uma

teoria com interação, que é estabelecida por meio de um potencial que depende do campo.

1.2.4 Campo escalar com interação

Nesta seção consideramos o campo escalar com uma interação. Isso signi�ca que, na teoria de um
campo massivo, além do termo 1

2
m'2, adicionamos um termo que descreve o potencial devido à

interação, que denotaremos por gV ('), em que g é a constante de acoplamento da interação e V (')
é um funcional que depende do campo.
Nesse caso, a Lagrangiana do sistema considerado, é escrita na seguinte forma:

L = L0 + Lint =
}2

2
@�'@

�'� 1
2
m2'2 � gV (') : (1.2.22)

Assim, vemos que a amplitude de transição vácuo-vácuo, na presença de uma fonte externa, pode
ser escrita separando o termo de interação e termos livres, i.e.,

Z [J ] = N
Z
D' exp

�
� i
}

Z
d4x gV (')

�
exp

�
i

}

Z
d4x (L0 + J')

�
: (1.2.23)

A integral acima não pode ser resolvida em geral, porém é possível utilizar aproximações para estudar
o sistema. Note que a exponencial que contém o termo de interação pode ser expandinda em série,
ou seja,

exp

�
� i
}

Z
d4x gV (')

�
=

1X
n=0

1

n!

�
� i
}

Z
d4x gV (')

�n
: (1.2.24)

Neste ponto, assumimos que o potencial de interação V (') é formado por termos de potências de
' (x). Dessa forma, podemos escrever o integrando da Eq. (1.2.23) como uma soma de produtos
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entre potências do campo ' (x) e a exp
�
i
}

R
d4x (L0 + J')

�
. Além disso, o produto de potências do

campo pela exponencial mencionada pode ser substituido por aplicações da derivada na exponencial,
i.e.,

�n

�Jn
exp

�
i

}

Z
d4x (L0 + J')

�
=

�
i

}

�n
'n (x) exp

�
i

~

Z
d4x (L0 + J')

�
: (1.2.25)

Então, podemos substituir o campo ' (x) contido no funcional V ('), pela derivada funcional }
i

�
�J(x)

,
o que permite retirar o termo de interação da integral do campo ' (x), isto é, podemos reescrever a
amplitude escrita na Eq. (1.2.23), como segue:

Z [J ] = N exp

�
� i
}

Z
d4x gV

�
}
i

�

�J (x)

��Z
D' exp

�
i

}

Z
d4x (L0 + J')

�
: (1.2.26)

Realizando a integral de trajetória da equação acima, encontramos a amplitude de transição vácuo-
vácuo, na seguinte forma:

Z [J ] = N exp

�
�ig
}

Z
d4x V

�
}
i

�

�J (x)

��
Z0 [J ] ;

N�1 = exp

�
�ig
}

Z
d4x V

�
}
i

�

�J (x)

��
Z0 [J ]

����
J=0

; (1.2.27)

em que usamos a condição de normalização Z [0] = 1 para obtermos o fator N . Note que Z0 [J ] é
a amplitude de transição para o caso sem interação, Eq. (1.2.15). O passo seguinte é expandir o
expoente em uma série de potências na constante de acoplamento g. A série em questão é obtida
no Apêndice 3, onde usamos como exemplo o campo escalar quântico, com auto-interação na forma
gV (') = �

4!
'4.

Agora estamos bem equipados para prosseguir e entender o funcionamento do potencial efetivo.
É importante mencionar que, para um estudo mais aprofundado das integrais de trajetória na teoria
quântica de campos, considerando por exemplo os campos eletromagnético e fermiônico, o leitor deve
consultar as referências indicadas no início deste capítulo.

1.3 Potencial efetivo

Nesta seção seguiremos os passos apresentados por Jackiw na Ref. [37], para a obtenção do potencial
efetivo em termos das integrais de trajetória. Usaremos como referência também o artigo do Toms
[38]. Nosso objetivo é escrever uma expansão em série de } para o potencial efetivo.
Iniciamos escrevendo a ação do sistema S ['; J ], na presença de uma perturbação externa J (x),

na forma

S ['; J ] =

Z
d4x [L ('; @�') + J'] : (1.3.1)

O sistema em consideração possui uma interação, ou seja, a Lagrangiana L contém o potencial U ('),
que inclui enventuais termos de interação. O próximo passo é escrever a amplitude de transição
vácuo-vácuo Z [J ], como um expoente, isto é:

Z [J ] =

Z
D' exp

�
i

}
S ['; J ]

�
= exp

�
i

}
W [J ]

�
; (1.3.2)

em queW [J ] é o funcional especial usado para obter as funções de n-pontos conectadas, apresentado
anteriormente na Eq. (1.2.19). Agora precisamos de�nir duas quantidades de interesse, sendo a
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primeira delas o campo denotado por 'c (x), o qual vamos de�nir como sendo o valor esperado do
operador de campo '̂ (x) no estado de vácuo, considerando a presença da perturbação J (x). De fato
'c (x) é igual à derivada funcional de W [J ] com respeito à fonte J (x), i.e.,

'c (x) =

�
h0j '̂ (x) j0i
h0 j0i

�
J

=
�W [J ]

�J (x)
=

R
D' ' (x) exp

�
i
}S ['; J ]

	R
D' exp

�
i
}S ['; J ]

	 : (1.3.3)

A segunda quantidade de interesse é um funcional que depende exclusivamente do campo 'c (x),
Eq. (1.3.3), denotado por � ['c]. Tal funcional é de�nido via uma transformada de Legendre da
seguinte forma:

� ['c] =W [J ]�
Z
d4x

�W [J ]

�J (x)
J (x) =W [J ]�

Z
d4x 'c (x) J (x) : (1.3.4)

De acordo com a de�nição acima, podemos veri�car de forma direta que, a relação

�� ['c]

�'c (x)
= �J (x) ; (1.3.5)

entre o funcional � ['c] e o campo 'c (x) é verdadeira. Por analogia com a relação entre a ação S ['] e
o campo ', a relação escrita na Eq. (1.3.5), sugere que o funcional � ['c] se comporta como uma ação
para o campo 'c (x), por este motivo o funcional � ['c] é conhecido como ação efetiva. É pertinente
apontar que a diferença entre a ação efetiva � ['c] e a ação S ['] reside nas correções quânticas que
estão contidas em � ['c], enquanto que S ['] é uma ação clássica que não contém tais correções.
Uma vez que de�nimos as quantidades 'c (x) e � ['c], devemos expandir a ação S ['; J ], escrita

na Eq. (1.3.1), em torno da solução clássica que denotaremos por '0 (x). Sendo que '0 (x) é uma
solução clássica, ele deve satisfazer à relação:

�S ['; J ]

�' (x)

����
'='0

= 0: (1.3.6)

A expansão do funcional S ['; J ] em torno de '0 (x) é similar à expansão de uma função de várias
variáveis em série de Taylor e, é dada por:

S ['; J ] =
X
n=0

Z
:::

Z
d4x1:::d

4xn
1

n!

�(n)S ['; J ]

�' (x1) :::�' (xn)

�����
'='0

[' (x1)� '0] ::: [' (xn)� '0] : (1.3.7)

O primeiro termo do somatório, isto é, o termo com n = 0, é a ação avaliada na solução clássica
'0 (x), i.e., S ['0; J ]. O segundo termo, (n = 1), não contribui devido à Eq. (1.3.6).
Para escrever o termo com n = 2, é conveniente escrever a ação do sistema como segue:

S ['; J ] =
1

2

Z
d4x ' (x) Â ' (x) +

Z
d4x J (x)' (x) ; (1.3.8)

em que Â é um operador que depende da teoria considerada. Assim, aplicando a segunda derivada
funcional, obtemos o termo da expansão da ação com n = 2 como:

1

2

Z Z
d4x1d

4x2 � (x1)
�(2)S ['; J ]

�' (x1) �' (x2)

�����
'='0

� (x2) =
1

2

Z
d4x � (x)

�
Â
�
'='0

� (x) ; (1.3.9)
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em que � (x) = ' (x) � '0 corresponde à �utuações quânticas. É pertinente mencionar que pode

ser demonstrado que o operador
�
Â
�
'='0

pode ser escrito como o inverso do progador de Feynman,

isto é,
�
��1
F

�
'='0

[37]. O subíndice '0 age como um lembrete de que estamos calculando a segunda
derivada com ' (x) = '0. Entretanto, no que segue vamos omitir essa notação para uma melhor
visualização das equações.
Assim, considerando a expansão até n = 2, escrevemos a ação da Eq. (1.3.7) como a soma de dois

termos:

S ['; J ] � S ['0; J ] +
1

2

Z
d4x � (x) Â � (x) : (1.3.10)

Substituindo a ação acima na amplitude e transição da Eq. (1.3.2), obtemos Z [J ] na seguinte forma:

Z [J ] = exp

�
i

}
S ['0; J ]

�Z
D� exp

�
i

2}

Z
d4x � (x) Â � (x)

�
: (1.3.11)

Note que escrevemos a integração do campo � (x) no lugar da integração em ' (x), pois os dois são
relacionados apenas por um deslocamento designado por '0. Portanto, substituindo a amplitude
Z [J ] da Eq. (1.3.11) na Eq. (1.3.2), podemos isolar a função geradora das funções de n-pontos
conectadas W [J ], obtendo assim:

W [J ] = �i} lnZ [J ] = S ['0; J ]� i} ln
Z
D� exp

�
i

2}

Z
d4x � (x) Â � (x)

�
: (1.3.12)

A Eq. (1.3.12) corresponde à expansão de W [J ] em série de } até ordem }(1). Os termos de ordem
}(0) e ordem }(1) são, respectivamente:

W (0) [J ] = S ['0; J ] ;

W (1) [J ] = �i} ln
Z
D� exp

�
i

2}

Z
d4x � (x) Â � (x)

�
: (1.3.13)

O termo de ordem }(2) é obtido de forma semelhante, porém muito mais elaborada e os passos
necessários para a sua obtenção são encontrados de forma detalhada na Ref. [37]. Então, seguindo
os cálculos apresentados na Ref. [37], é possível escrever o termo de ordem }(2) na forma:

W (2) [J ] = �i}2 lnZ(2) [J ] ;

Z(2) [J ] =

R
D� � (x) exp

n
i
2}

R
d4x � (x) Â � (x) + i

~I ['0;�]
o

R
D� exp

h
i
2}

R
d4x � (x) Â � (x)

i : (1.3.14)

A quantidade I ['0;�] que aparece no expoente do numerador da última linha da equação acima,
envolve os termos com n = 3 e n = 4 da Eq. (1.3.7). Aqui não se faz necessário apresentar este
termo de forma explícita, uma vez que usaremos os grá�cos de Feynman para a obtenção do termo
de ordem }(2) no potencial efetivo.
Nossa tarefa agora é escrever a ação efetiva � ['c], escrita na Eq. (1.3.4), como uma série de

potências de }. Para realizar esta tarefa, devemos eliminar J (x) em favor de 'c (x) na ação efetiva.
Uma vez que o operador Â e o termo W (2) são funcionais apenas da solução clássica '0, podemos
fazer uma expansão de '0 em torno de 'c, ou seja:

'0 = 'c + '1: (1.3.15)
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Esta expansão resulta em vários termos quando incluímos os termos com n > 2 na expansão deW [J ]
e em adição, a expansão escrita na Eq. (1.3.15). Para obter a expansão da ação efetiva � ['c], até
ordem }(1), devemos substituir a expansão de W [J ] até n = 2, ou seja, a Eq. (1.3.12), na de�nição
da ação efetiva apresentada na Eq. (1.3.4). Nesse caso, é su�ciente considerar apenas uma primeira
aproximação para o campo, isto é, '0 = 'c. Assim, obtemos a ação efetiva até ordem }(1), isto é:

� ['c] = S ['c; J ]� i} ln
Z
D� exp

�
i

2}

Z
d4x � (x) Â � (x)

�
�
Z
d4x 'c (x) J (x)

= S ['c]� i} ln
Z
D� exp

�
i

2}

Z
d4x � (x) Â � (x)

�
: (1.3.16)

Perceba que o termo que contém a fonte J (x) na ação S ['c; J ] se cancela com o último termo da
primeira linha da equação acima. Por este motivo, é comum não incluir a fonte J (x) nos trabalhos
que envolvem o cálculo da correção de loop usando o potencial efetivo. No trabalho do Jackiw,
Ref. [37], cada termo da expansão de � ['c] em torno de '0, é analisado separadamente e o termo
de ordem }(2) é escrito como sendo as correções de dois loops-conectados de uma partícula, onde o
propagador é o propagador de Feynman �F e a ação do sistema é,

1

2

Z
d4x � (x) Â � (x) + I ['0;�] : (1.3.17)

Nesse caso, conhecendo o propagador �F , podemos obter o termo de ordem O (}2) apenas usando
as regras de Feynman da teoria sob estudo. Uma vez que a ação efetiva � ['c] foi obtida, podemos
seguir para o estudo do potencial efetivo.
Como é bem conhecido [48], a ação efetiva � ['c] pode ser expandida como uma integral de certas

quantidades relativas ao campo 'c, i.e.,

� ['c] =

Z
d4x [�Ve� ('c) + F ('c) @�'c@

�'c + derivadas superiores] ; (1.3.18)

em que Ve� ('c) é denominado de potencial efetivo. Desse modo, se considerarmos 'c = � = con-
stante, os termos evolvendo as derivadas do campo vão a zero, o que permite escrever Ve� (�) em
termos da ação efetiva � ['c] avaliada em 'c = �, que foi expandida em uma série de } na equação
(1.3.16). Assim, o potencial efetivo pode ser escrito como uma série de potências de } na seguinte
forma:

Ve� (�) = �
1


4
� ['c]j'c=� = V (0) (�) + }V (1) (�) + }2V (2) (�) + :::: (1.3.19)

A quantidade 
4 =
R
d4x, representa o volume do espaço tempo que depende da topologia e condições

de contorno do mesmo. Comparando a Eq. (1.3.16) com a Eq. (1.3.19), podemos concluir que os
termos de ordem zero V (0) (�) e ordem um V (1) (�), são escritos como,

V (0) (�) = � 1


4
S [�] ; V (1) (�) =

i


4
ln

Z
D� exp

�
i

2}

Z
d4x � (x) Â � (x)

�
: (1.3.20)

O termo de ordem }(0), isto é, V (0) (�) é o potencial clássico ou a contribuição a nível de árvore.
Note que, o fator que corresponde ao volume do espaço tempo, 
4, é cancelado pois a ação avaliada
no campo constante � é

S [�] = �
4U (�) ; (1.3.21)
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em que U (�) é o potencial que contém os termos de interação, calculado no campo constante �.
O termo seguinte é de ordem }(1), ou seja, V (1) (�), é a primeira correção, ou correção de um loop,
do potencial efetivo. Este termo, V (1) (�), pode ser avaliado de diferentes maneiras, entretanto, por
conveniência, escolhemos o método da função zeta de Riemann para a sua obtenção. A função zeta
usada para o cálculo da primeira correção é construída a partir dos autovalores do operador Â, que
depende da forma da ação da teoria e foi escrito na Eq. (1.3.9). Além disso, trabalharemos no espaço
Euclidiano, uma vez que se faz necessário a aplicação da rotação de Wick. O termo de ordem }(2),
isto é, V (2) (�), é calculado de forma mais conveniente usando os grá�cos em conjunto com as regras
de Feynman da teoria considerada. Este termo contém as derivadas de ordem três e quatro da ação,
ou seja, os termos com n = 3 e n = 4 da Eq. (1.3.7). Sendo que estamos interessados no estado
de vácuo, apenas um grá�co fornece uma contribuição não trivial e esta contribuição será obtida
também por intermédio da função zeta mencionada.
Com a escolha da teoria do campo escalar quântico, podemos considerar diferentes situações de

condições de contorno e topologia do espaço e usar o potencial efetivo para calcular a densidade de
energia de Casimir, bem como investigar a geração da massa topológica. Devemos adiantar que,
após a obtenção do potencial efetivo como um série de }, devemos renormalizá-lo. Após realizar o
processo de renormalização, obtemos o potencial efetivo renormalizado, denotado por V R

e¤ (�), que
fornece a densidade de energia de Casimir e sua correção de loop, quando calculado no estado de
vácuo. V R

e¤ (�) fornece ainda a massa topológica, quando aplicamos a condição de renormalização
relativa à massa. O processo de renormalização e suas condições serão descritos no próximo capítulo,
em que consideramos um campo escalar que obedece a condição de contorno tipo hélice.
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Capítulo 2

Correção de loop para a densidade de
energia de Casimir escalar e geração da
massa topológica devido à condição de
contorno tipo hélice

No presente capítulo, a abordagem em termos do potencial efetivo na teoria quântica de campos
é usada para investigar as correções de auto-interação na densidade de energia de Casimir e na
geração da massa topológica para campos escalares reais, massivos e não massivos. É assumido que
o campo escalar obedece à condição de contorno tipo hélice. Para o sistema considerado, foram
obtidas expressões analíticas para a correção de loop da densidade de energia de Casimir, bem como
para a massa do campo escalar. Para uma melhor visualização de como a correção de loop afeta a
densidade de energia de Casimir e a massa do campo escalar, alguns grá�cos são exibidos. Devemos
mencionar que os resultados apresentados neste capítulo foram publicados na Ref. [52].
Doravante, usaremos as conhecidas unidades naturais, que são de�ninas de forma que a constante

de Planck e a velocidade da luz são igualadas à unidade, i.e., } = c = 1. Além disso, por conveniência,
trabalharemos no espaço tempo Euclidiano de quatro dimensões, em que a assinatura da métrica é
dada por (�;�;�;�).

2.1 Campo escalar auto-interagente

Nesta seção, revisamos de forma breve, alguns aspectos importantes do modelo de um campo escalar
real e, posteriormente, o formalismo do potencial efetivo para as correções de loop para a densidade
de energia de Casimir que, no caso em consideração, será tomada até a segunda ordem. Assim,
considerando um campo escalar massivo ', no espaço tempo Euclidiano de quatro dimensões, a ação
que descreve o modelo, incluindo o termo de auto-interação, é escrita na forma [38],

SE ['] =

Z
d4x

�
�1
2
(@�')(@�')� U (')

�
; (2.1.1)

em que U (') é o potencial clássico. O potencial do sistema, inclui o termo massivo, o termo de
auto-interação e os contra-termos de renormalização. Explicitamente, escrevemos o potencial como:

U (') =
m2

2
'2 +

�

4!
'4 +

C1
4!
'4 +

C2
2
'2 + C3; (2.1.2)

27



em que m é a massa do campo escalar, � é a constante de acoplamento da auto-interação e Ci são
as constantes de renormalização que serão obtidas posteriormente no processo de renormalização do
potencial efetivo.
A abordagem das integrais de trajetória que leva à construção do potencial efetivo foi descrita

no capítulo anterior e pode ser encontrada de forma detalhada nas Refs. [38, 50, 48] (veja também
[39, 43]). Todavia, para a conveniência do leitor, vamos destacar alguns passos importantes do
procedimento. A construção do potencial efetivo, Ve¤ (�), é realizada permitindo que o campo '
possa �utuar em torno de um campo de fundo �xo �, isto é, ' = � + �, com � representado as
�utuações quânticas. Considerando a expansão do potencial efetivo até segunda ordem, podemos
escrever:

Ve¤ (�) = V (0) (�) + V (1) (�) + V (2) (�) : (2.1.3)

O termo de ordem zero do potencial efetivo, V (0) (�), é apenas o potencial clássico, isto é, a con-
tribuição a nível de árvore para o potencial efetivo. Conforme visto na Eq. (1.3.21), o termo V (0) (�)
corresponde à ação tomada no campo de fundo �xo �, i.e.,

V (0) (�) = � 1


4
S [�] = U (�) : (2.1.4)

Lembramos que o campo � é constante, então o termo com derivadas do campo não contribui para
V (0) (�) acima.
O termo seguinte, V (1) (�), é a correção de um loop do potencial clássico e pode ser escrito em

termos da integral de trajetória no espaço Euclidiano [38]. A amplitude de transição Eq. (1.3.2), no
espaço Euclidiano, possui a seguinte forma:

ZE [J ] =

Z
D' exp f('; J) + SE [']g =

Z
D' exp

�
�
Z
d4x

�
1

2
' (��)'+ U (')� J'

��
; (2.1.5)

em que usamos a notação

('; J) =

Z
d4x J (x)' (x) ; (2.1.6)

e � é o operador D�Alembertiano escrito em coordenadas Euclidianas, isto é:

� = @2� +r2: (2.1.7)

Sendo assim, a segunda igualdade da Eq. (2.1.5) é obtida após uma integração por partes do termo
cinético da ação SE ['], em que o termo de superfície é desprezado. De acordo com as Eqs. (1.3.9) e
(1.3.20), precisamos calcular a segunda derivada do expoente da Eq. (2.1.5), para prosseguir com a
obtenção da correção de um loop. Assim, aplicando a segunda derivada no expoente da Eq. (2.1.5),
que é de fato a ação do sistema, obtemos

1

2

Z Z
d4x1d

4x2 ' (x1)
�(2)SE [']

�' (x1) �' (x2)

�����
'=�

' (x2) = �
1

2

Z
d4x ' (x) [U 00 (�)��]' (x) ; (2.1.8)

em que U 00 (�) é a segunda derivada do potencial clássico com respeito ao campo ', calculado no
campo de fundo �xo �. Note que na equação acima escrevemos o campo ' no lugar das �utuações
�, pois iremos realizar a integral de trajetória, tornando o campo � em uma variável de integração,
conforme foi mencionado abaixo da Eq. (1.3.11). Assim, podemos escrever a correção de um loop do
potencial efetivo como segue:

V (1) (�) = � 1


4
ln

Z
D' exp

�
�1
2

Z
d4x ' (x) ÂE ' (x)

�
; (2.1.9)
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em que o operador elíptico auto-adjunto ÂE é de�nido via

ÂE = U 00 (�)��: (2.1.10)

O termo 
4 é o volume 4-dimensional do espaço tempo Euclidiano, que leva em consideração a
topologia do espaço. Observe que a diferença entre as equações (1.3.20) e (2.1.9) reside no fato
de que a primeira está escrita no espaço tempo de Minkowski, enquanto que a última está escrita
no espaço tempo Euclidiano. O subíndice E no operador ÂE escrito na Eq. (2.1.10) foi colocado
para evidenciar que existe uma diferença entre ÂE e o operador Â que aparece no último termo da
Eq. (1.3.20). Logicamente as duas expressões, Eqs. (1.3.20) e (2.1.9), resultam na mesma correção.
No que segue, omitimos o subíndice E do operador ÂE, uma vez que estamos trabalhando apenas
no espaço tempo Euclidiano. Conforme mencionado anteriormente, o formalismo Eucliando é obtido
quando fazemos uma rotação de Wick na coordenada t de tempo, introduzindo a coordenada de
tempo imaginário � , isto é, t = �i� [9, 53].
Para escrever a correção de um loop V (1) (�) do potencial clássico de uma forma prática e con-

veniente, seguimos os passos apresentados na Ref. [38]. Dessa forma, assumimos que o operador
Â, apresentado na Eq. (2.1.10), possui um conjunto completo de autofunções e autovalores que são
designados, respectivamente, por:

f�� (x)g ; f��g : (2.1.11)

Visto que as autofunções �� (x) formam um conjunto completo, podemos escrever o campo ' (x)
como uma combinação linear das autofunções �� (x), i.e.,

' (x) =
X
�

c��� (x) ; (2.1.12)

em que c� são coe�cientes de decomposição. Note que o diferencial funcional D', da integral de
trajetória da Eq. (2.1.9) é modi�cado levando em consideração a Eq. (2.1.12) e, pode ser escrito na
forma:

D' =
Y
�

�

(2�)
1
2

dc�: (2.1.13)

O fator � na Eq. (2.1.13) tem dimensão de massa e representa uma medida no espaço funcional.
Este fator será removido durante o processo de renormalização do potencial efetivo. Substituindo
as expressões (2.1.12) e (2.1.13) na Eq. (2.1.9), obtemos a correção de um loop do potencial efetivo
como segue:

V (1) (�) = � 1


4
ln

Z Y
�

�

(2�)
1
2

dc� exp

 
�1
2

X
�

c2���

!
: (2.1.14)

Nesse contexto a integral presente no lado direito da Eq. (2.1.14) é uma Gaussiana, podendo então
ser realizada facilmente. Após a integração Gaussiana obtemos o seguinte resultado para a correção
de um loop,

V (1) (�) = � 1


4
ln
Y
�

�
�
p
��

�
; (2.1.15)

ou, de uma forma mais conveniente:

V (1) (�) =
1

2
4

X
�

ln

�
��
�2

�
: (2.1.16)
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Pode ser demonstrado de forma direta que a correção de um loop, Eq. (2.1.16), pode ser escrita
em termos da função zeta de Riemann generalizada � (s) [38, 53], que é construída a partir dos
autovalores �� do operador Â, apresentados na Eq. (2.1.11), i.e.,

� (s) =
X
�

��s� : (2.1.17)

Note que o índice � presente no somatório na equação acima representa um conjunto de números
quânticos associados às autofunções �� (x) do operador Â. Note também que o sinal de soma na
Eq. (2.1.17) pode representar uma soma ou uma integral, dependendo se os autovalores são discretos
ou contínuos, respectivamente. Calculando a derivada de � (s) com respeito a s e somando o resultado
com o produto da própria função � (s) por ln�2, ambas tomadas no ponto s = 0, obtemos

� 0 (0) + � (0) ln�2 = �
X
�

ln

�
��
�2

�
: (2.1.18)

Logo, comparando a Eq. (2.1.18) com a Eq. (2.1.16), vemos que a correção de um loop para o
potencial efetivo, V (1) (�), pode ser escrito na seguinte forma:

V (1) (�) = � 1

2
4

�
� 0 (0) + � (0) ln�2

�
: (2.1.19)

Lembramos que o termo � será removido durante o processo de renormalização.
Por razões práticas, a contribuição de dois loops para o potencial efetivo é calculada a partir dos

grá�cos de dois loops e pode também ser escrita em termos da função zeta generalizada � (s), se
estamos interessados em calcular a contribuição em � = 0, que é de fato a contribuição do estado de
vácuo para o modelo considerado [39, 43]. Vamos adiar a escrita da forma explícita da contribuição
de dois loops até a sua investigação.
Após obter a correção de primeira ordem ou correção de um loop, escrita na Eq. (2.1.19), escre-

vemos o potencial efetivo até correção de um loop e devemos efetuar sua renormalização. O processo
de renormalização do potencial efetivo consiste em aplicar as correspondentes condições de renor-
malização. A condição de renormalização que permite remover o termo � (0) ln�2 da Eq. (2.1.19) e,
além disso, �xar a constante C1 na Eq. (2.1.2) e a constante de acoplamento �, é escrita seguindo a
prescrição de Coleman-Weinberg [54]. Explicitamente, essa condição é escrita na forma:

d4Ve¤
d�4

����
�=0

= �: (2.1.20)

Observe que considerando uma teoria de campo escalar sem massa, a constante � deve ser �xada a
uma certa escala de energia, isto é, � =M [38, 43].
A condição que �xa a constante C2 da Eq. (2.1.2) e possibilita a obtenção da massa topológica é

escrita como:
d2Ve¤
d�2

����
�=0

= m2: (2.1.21)

Logicamente, a condição expressa na Eq. (2.1.21) deve ser positiva, visto que ela é associada com
a massa do campo escalar que constitui o sistema considerado. A Eq. (2.1.21) também fornece
a massa topológica adquirida pelo campo, quando usamos o potencial efetivo renormalizado, que
denotaremos por V R

e¤, no lugar de Ve¤. Deve-se destacar que o valor zero para o campo �xo, � = 0,
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na Eq. (2.1.21), é o valor que minimiza o potencial efetivo e, representa o mínimo do potencial se ele
obedece à seguinte condição de extremo:

dVe¤
d�

����
�=0

= 0: (2.1.22)

O mínimo do potencial efetivo em � = 0 é exatamente o estado de vácuo que estamos interessados
para calcular a energia de vácuo, suas correções de loop e a geração da massa topológica.
Por �m, para obtermos a constante de renormalização C3, devemos usar uma condição de renor-

malização adicional [39], que é escrita como:

Ve¤j�=0 = 0: (2.1.23)

É importante destacar que as condições de renormalização apresentadas nas Eqs. (2.1.20), (2.1.21) e
(2.1.23), devem ser aplicadas no limite do espaço tempo de Minkowski, ou seja, o espaço plano sem
restrições.
Com as ferramentas necessárias descritas na presente seção, podemos seguir para a investigação

das correções de loop do potencial clássico e a geração da massa topológica, considerando que o
campo escalar está sujeito à condição de contorno tipo hélice.

2.2 Condição de contorno tipo hélice no espaço tempo de
Minkowski

Até aqui, nossa discussão e especi�cações do sistema são válidas para um campo escalar massivo,
com auto-interação descrita pelo termo �

4!
'4 da Eq. (2.1.2). Nesta seção, devemos impor ao campo

escalar a condição de contorno tipo hélice e investigar as correções de loop do potencial efetivo até
segunda ordem. A condição de contorno tipo hélice, imposta ao campo escalar, dá origem à densidade
de energia de Casimir. Em ordem zero da constante de acoplamento, ou seja, �(0), a densidade de
energia de Casimir é gerada pela primeira correção de loop do potencial efetivo. Então, considerando
a ordem zero, �(0), veri�caremos que os resultados para o campo escalar com massa e sem massa
estão de acordo com os resultados obtidos nas Refs. [9, 33, 34, 35], onde foram usadas diferentes
abordagens da usada aqui, para a obtenção da densidade de energia de Casimir. Junto a isso,
avaliamos a correção de segunda ordem para o potencial efetivo, isto é, a correção para a densidade
de energia de Casimir de ordem �(1), que surge devido a auto-interação considerada na Eq. (2.1.2).
A geração de uma correção de ordem �(1) para a massa é também obtida de forma analítica.
O conjunto de autofunções do operador Â, apresentado na Eq. (2.1.10), denotado por f��g, deve

satisfazer à equação de autovalor Â�� = ���� considerando a condição tipo hélice abaixo:

� (� ; x+ a; y; z) = � (� ; x; y + h; z) : (2.2.1)

Note que o parâmetro h representa o passo da hélice, enquanto que o parâmetro a representa o
comprimento de sua circunferência. Assim, levando em consideração a condição acima, vemos que
as autofunções devem ser escritas da seguinte forma:

�� = Ne�ik� �+ikxx+ikyy+ikzz; (2.2.2)

em que N é a constante de normalização1. Perceba que, a condição de contorno tipo hélice impõe
um vínculo entre os momentos das direções x e y, ou seja, kx e ky. A condição de vínculo é dada por

1A constante de normalização N é irrelevante para os nossos estudos, mas sua forma explícita pode ser encontrada
na Ref. [9].
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kxa� kyh = 2�n, com n = 0;�1;�2;�3; ::: [9, 33, 34, 35]. Então, os autovalores ��, do operador Â
da Eq. (2.1.10), são dados por:

�� = k2� + k2z + k2x +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+M2

�; n = 0;�1;�2; :::; (2.2.3)

em queM2
� = m2+ �

2
�2 é proveniente da segunda derivada do potencial, isto é, U 00 (�) =M2

�, escrita
na de�nição do operador Â, Eq. (2.1.10). Nesse estágio, não consideramos as constantes de renor-
malização no potencial clássico. O índice � na equação acima representa um conjunto de números
quânticos dados por � = (k� ; kx; kz; n). Para construir a função zeta de Riemann generalizada a
partir dos autovalores apresentados na Eq. (2.2.3) e obter uma forma prática da referida função,
seguimos os passos apresentados nas Refs. [39, 43].

2.2.1 Potencial efetivo até correção de um loop

Conhecendo os autovalores ��, escritos na Eq. (2.2.3), podemos construir a função zeta de Riemann
generalizada, Eq. (2.1.17). Lembrando que nas variáveis contínuas devemos substituir o somatório
por uma integral, vemos que a função zeta generalizada toma a seguinte forma:

� (s) =

3

(2�)3

Z
dk� dkx dkz

+1X
n=�1

"
k2� + k2z + k2x +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+M2

�

#�s
: (2.2.4)

Note que 
3 é o elemento de volume de três dimensões, associado às coordenadas � ; x; z, necessário
para fazer as integrais adimensionais. Devemos enfatizar que a condição de contorno tipo hélice
impõe a condição de vínculo kxa� kyh = 2�n, o que permite escrever o momento na direção y como
segue:

ky =
kxa

h
� 2�n

h
: (2.2.5)

Entretanto, é possível também escrever kx em termos de ky. No apêndice escrito ao �nal deste
capítulo, essa possibilidade de escrita do momento e a consequência para o elemento de volume do
espaço são discutidas com detalhes. No que segue, escolhemos escrever o momento ky em termos de
kx, conforme a Eq. (2.2.5).
A função zeta generalizada, escrita na Eq. (2.2.4), é simpli�cada com o uso da identidade abaixo

w�s =
2

� (s)

Z 1

0

d� � 2s�1e�w�
2

; (2.2.6)

o que resulta na seguinte expressão:

� (s) =
2
3

(2�)3 � (s)

+1X
n=�1

Z 1

0

d� � 2s�1
Z
d3k exp

(
�
"
k2 +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+M2

�

#
� 2

)
: (2.2.7)

Nessa conjuntura, utilizamos a notação d3k = dk� dkx dkz e k2 = k2� + k2z + k2x na equação acima.
As integrais em k� , kx e kz, são Gaussianas e podem ser resolvidas de forma direta. Assim, após a
realização das integrais Gaussianas, obtemos a função zeta generalizada na forma:

� (s) =

4

(2�)2 d

�
1
2

� (s)

+1X
n=�1

Z 1

0

d� � 2s�4 exp

�
�� 2

�
M2
� +

4�2

d2
n2
��

: (2.2.8)
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Na passagem da função zeta escrita na Eq. (2.2.7) para a Eq. (2.2.8), foi de�nido o volume 4-
dimensional 
4 = 
3h levando em consideração a topologia do espaço tempo. Além disso, foi
de�nida também a quantidade d, dada pela seguinte relação:

d2 = a2 + h2: (2.2.9)

A função zeta escrita na Eq. (2.2.8), está em uma forma bem adequada para a identi�cação da
representação integral da função gamma � (z) [55],

� (z) = 2

Z 1

0

d� �2z�1e��
2

: (2.2.10)

Então, utilizando a representação da função gamma acima, é possível reescrever a função � (s) da
Eq. (2.2.8), em termos apenas da soma em n, ou seja:

� (s) =

4�

1
2

2 (2�)2s�1 d4�2s

�
�
s� 3

2

�
� (s)

+1X
n=�1

"�
M�d

2�

�2
+ n2

# 3
2
�s

: (2.2.11)

O último termo do lado direito da Eq. (2.2.11) envolve apenas a soma em n. Para efetuar o somatório
em n e escrever a função zeta de uma forma mais prática, utilizamos a seguinte continuação analítica
da função generalizada e não homogênea de Epstein [56, 46]:

+1X
n=�1

�
(n+ #)2 + �2

��z
= �

1
2�1�2z

�
�
z � 1

2

�
� (z)

+

+
4�z�

1
2
�z

� (z)

1X
j=1

jz�
1
2 cos (2�j#)K( 12�z)

(2�j�) ; (2.2.12)

considerando # = 0. A função K�(x), presente no lado direito da equação acima, é a função de
Bessel modi�cada do segundo tipo ou, como é bem conhecida na literatura, a função de Macdonald
[55]. Após a realização da soma em n via de�nição apresentada na Eq. (2.2.12), obtemos a função
zeta generalizada da Eq. (2.2.11), em uma forma prática e conveniente, escrita explicitamente na
seguinte forma:

�(s) =

4M

4�2s
�

16�2
� (s� 2)
� (s)

+

4

2s�2�(s)

�
M�

d

�2�s 1X
j=1

js�2K(2�s) (jM�d) : (2.2.13)

A partir da expressão da função zeta generalizada apresentada na Eq. (2.2.13), podemos calcular
a corrreção de um loop, Eq. (2.1.19), para o potencial efetivo. Conforme escrito na Eq. (2.1.19),
para obter a correção de um loop, é necessário calcular a função zeta generalizada, Eq. (2.2.13), e
sua derivada com respeito a s, no ponto s = 0. Então, considerando a função zeta generalizada no
ponto s = 0, obtemos um resultado �nito que é proveniente do primeiro termo do lado direito da
Eq. (2.2.13). O segundo termo vai a zero pois lims!0 1=�(s)! 0. Assim, a função zeta generalizada
calculada no ponto s = 0 resulta na seguinte expressão:

�(0) =

4M

4
�

32�2
: (2.2.14)

O resultado obtido na equação acima é consistente com os trabalhos apresentados nas Refs. [38, 39,
43]. Note que o primeiro termo do lado direito da Eq. (2.2.13) é o responsável pela contribuição de
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Minkowski, o que pode ser percebido pois este termo será dividido por 
4 na escrita da correção de um
loop, não dependendo do parâmetro d relacionado à condição de contorno tipo hélice. Por isso, deve
ser esperado que a expressão acima para �(0), seja removida no processo de renormalização quando
calcularmos a constante C1, por meio da condição apresentada na Eq. (2.1.20). Então, podemos
concluir que a Eq. (2.2.14) fornece uma contribuição independente da condição de contorno para o
potencial efetivo da Eq. (2.1.3), quando tomamos o limite de Minkowski, isto é, d!1. A derivada
da função zeta da Eq. (2.2.13), com respeito a s, tomada no ponto s = 0, resulta na expressão

� 0(0) = �
4M
4
�

32�2

�
ln(M2

�)�
3

2

�
+

4M

4
�

�2

1X
j=1

f2 (jdM�) ; (2.2.15)

em que de�nimos a função f
 (x) de acordo com a relação que segue:

f
 (x) =
K
 (x)

x

: (2.2.16)

Observe que na Eq. (2.2.15) os termos provenientes da derivada

d

ds

"�
M�

d

�2�s 1X
j=1

js�2K(2�s) (jM�d)

#�����
s=0

; (2.2.17)

não se fazem presente. Isso se deve ao limite lims!0 1=�(s) ! 0 e sendo a derivada de K
 com
respeito a sua ordem uma função �nita, como podemos con�rmar a partir da seguinte expressão:

@K
 (z)

@


����

=n

=
n!

2
�
z
2

�n n�1X
m=0

�
z
2

�m
Km (z)

m! (n�m)
: (2.2.18)

A Eq. (2.2.15) nos diz que a derivada da função zeta calculada no ponto s = 0, isto é, � 0(0), depende
diretamente do parâmetro d relacionado à condição de contorno tipo hélice, descrita na Eq. (2.2.1).
Então, podemos inferir que � 0(0) é o termo que contribui de forma não trivial para o potencial efetivo
após o processo de renormalização.
Substituindo as expressões apresentadas nas Eqs. (2.2.14) e (2.2.15) diretamente na Eq. (2.1.19),

encontramos a correção de um loop, ou seja, a correção de primeira ordem para o potencial efetivo
na forma:

V (1) (�) =
M4
�

64�2

�
ln

�
M2
�

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2

1X
j=1

f2 (jM�d) : (2.2.19)

Tendo obtido a correção de primeira ordem V (1) (�), Eq. (2.2.19), conhecendo o potencial clássico,
escrito na Eq. (2.1.2), em conjunto com a correção de ordem zero V (0) (�) da Eq. (2.1.4), podemos
escrever o potencial efetivo não renormalizado, até a correção de primeira ordem como segue

Ve¤ (�) =
�

4!
�4 +

C1
4!
�4 +

m2

2!
�2 +

C2
2!
�2 + C3+

+
M4
�

64�2

�
ln

�
M2
�

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2

1X
j=1

f2 (jM�d) : (2.2.20)

Observe que incluímos as constantes de renormalização na equação acima. Uma vez conhecido
o potencial efetivo não renormalizado, nossa tarefa é a renormalização do mesmo. Este passo é
realizado a seguir.
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O processo de renormalização consiste em encontrar as constantes de renormalização C1, C2 e
C3 via condições apresentadas nas Eqs. (2.1.20), (2.1.21) e (2.1.23). Desse modo, para calcular a
constante C1, devemos usar a condição de renormalização expressa na Eq. (2.1.20), considerando o
limite do espaço de Minkowski, isto é, d ! 1 [38, 39, 43]. Note que, no limite com d ! 1, o
último termo da Eq. (2.2.20) vai a zero. Assim, após a aplicação da condição (2.1.20), C1 é obtido
explicitamente na forma,

C1
4!
=

�2

256�2
ln

�
�2

m2

�
: (2.2.21)

Posto isto, a constante C1 é a responsável por subtrair o termo que contém ln(�2) vindo da função
zeta generalizada escrita na Eq. (2.1.19). Similarmente, as condições expressas nas Eqs. (2.1.21) e
(2.1.23), fornecem as constantes C2 e C3. Explicitamente, obtemos essas constantes como

C2
2!
=
�m2

64�2
+
�m2

64�2
ln

�
�2

m2

�
; (2.2.22)

e

C3 =
3m4

128�2
+

m4

64�2
ln

�
�2

m2

�
: (2.2.23)

O próximo passo do processo de renormalização é substituir as constantes de renormalização que
acabamos de encontrar no potencial efetivo da Eq. (2.2.20). Após substituição das constantes no po-
tencial e realizando algumas simpli�cações que requerem pura álgebra, podemos escrever o potencial
efetivo renormalizado na seguinte forma:

V R
e¤ (�) =

�

4!
�4 +

m2

2!
�2 +

�m2�2

64�2

�
ln

�
M2
�

m2

�
� 1
2

�
+

+
m4

64�2
ln

�
M2
�

m2

�
+

�2�4

256�2

�
ln

�
M2
�

m2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2

1X
j=1

f2 (jM�d) : (2.2.24)

A expressão para o potencial efetivo renormalizado V R
e¤ (�) até correção de um loop, Eq. (2.2.24),

claramente apresenta uma dependência no parâmetro da condição de contorno tipo hélice, isto é,
d =

p
a2 + h2, que afeta o último termo da segunda linha da Eq. (2.2.24). Este termo vai a zero no

limite do espaço de Minkowski, i.e., d!1, permanecendo apenas o bem conhecido potencial efetivo
renormalizado de Coleman-Weinberg. É fácil perceber este fato se usarmos o limite assimptótico para

grandes argumentos da função de Macdonald, isto é, K�(w) '
�
�
2w

� 1
2 e�w [55].

Uma vez conhecida a forma explícita do potencial efetivo renormalizado V R
e¤ (�), obtida na

Eq. (2.2.24), prosseguimos para o cálculo da densidade de energia de Casimir, esta é obtida de
forma direta se conhecemos o estado de vácuo, que no caso considerado, é dado por � = 0, como foi
antecipado abaixo da Eq. (2.1.22). Assim, tomando o potencial efetivo no estado de vácuo, obtemos
a densidade de energia de Casimir na forma:

EC = V R
e¤ (�)

��
�=0

= �m4

2�2

1X
j=1

f2 (jmd) : (2.2.25)

Então, concluímos que usando a abordagem do potencial efetivo, o fenômeno do efeito Casimir surge
diretamente da primeira correção quântica do potencial efetivo, que é de ordem zero na constante de
acoplamento, ou seja, �(0), como deve ser.
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A partir do resultado obtido na Eq. (2.2.25) para a densidade de energia de Casimir, podemos
considerar o caso de um campo escalar não massivo, auto-interagente e sujeito à condição de contorno
tipo hélice. Nesse caso, a densidade de energia de Casimir é encontrada facilmente considerando o
limite de pequenos argumentos da função de Macdonald, isto é, K� (x) � �(�)

2

�
2
x

��
[55]. Assim, para

um campo escalar sem massa, a densidade de energia de Casimir é obtida como

EC = �
m4

2�2

1X
j=1

� (2)

2 (jmd)2

�
2

jmd

�2
= � 1

�2d4

1X
j=1

j�4; (2.2.26)

ou seja,

EC = �
�2

90d4
: (2.2.27)

Para obter o resultado acima, devemos usar o seguinte valor da função zeta de Riemann usual
� (4) = �4

90
, [56, 57]. Os resultados apresentados nas Eqs. (2.2.25) e (2.2.27) para as densidades de

energia de Casimir estão de acordo com os resultados apresentados nas Refs. [9, 33, 34, 35], onde
foram obtidos por métodos diferentes dos aplicados aqui.
Estamos interessados em calcular a correção de loop para as densidades de energia (2.2.25) e

(2.2.27). Para tanto, precisamos obter a correção de dois loops do potencial efetivo escrito na
Eq. (2.2.20). No caso considerado, essa correção surge por conta da in�uência da condição de contorno
tipo hélice. Antes de explorar a correção de dois loops do potencial efetivo, vamos investigar outro
fenômeno interessante que é a in�uência das condições de contorno na massa m, do campo escalar
auto-interagente, até correção de um loop. Usando a condição de renormalização que é associada à
massa do sistema, escrita na Eq. (2.1.21), em conjunto com o potencial efetivo renormalizado dado
na Eq. (2.2.24), encontramos a seguinte expressão:

m2
T = m2

"
1 +

�

4�2

1X
j=1

f1 (jmd)

#
: (2.2.28)

Para a obtenção do resultado acima, foi utilizada a relação [55]

K 0
� (x) = �

1

2
[K��1 (x) +K�+1 (x)] ; (2.2.29)

para a derivada da função de Macdonald K 0
� (x), em conjunto com a relação de recorrência:

K� (x) = �
x

2�
[K��1 (x)�K�+1 (x)] : (2.2.30)

A Eq. (2.2.28) torna evidente o fato de que a massa m do campo escalar adquire uma correção
de primeira ordem na constante de acoplamento, �(1), que é dependente da condição de contorno
codi�cada na quantidade d diretamente relacionada com o comprimento da circunferência a, e o
passo h da hélice. Essa correção surge a nível de um loop e, sendo uma consequência da in�uência
da condição de contorno, a expressão (2.2.28) é denominada de massa topológica. Na Fig. 2.1, a
Eq. (2.2.28) é expressa gra�camente, sendo a função mT

m
uma massa adimensional com respeito ao

comprimento adimensional a
h
, para valores diferentes da constante de acoplamento � e assumindo

mh = 1. Vemos claramente que o efeito da correção de um loop é aumentar a massa do campo,
conforme aumentamos os valores da constante de acoplamento �. A linha azul corresponde à menor
correção com o valor � = 0:2 enquanto que a linha vermelha corresponde à maior correção com o
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Figure 2.1: Considerando diferentes valores da constante �, a �gura mostra a curva da massa adi-
mensional M = mT

m
como função do comprimento adimensional a

h
da Eq. (2.2.28). É assumido que

mh = 1.

valor � = 0:8. Entretanto, essa correção vai a zero para grandes valores de a
h
, fazendo o termo de

massa m ser dominante. Assim no limite de Minkowski, d ! 1, a expressão (2.2.28) se reduz a
apenas a massa original do campo escalar, ou seja, m.
Usando o mesmo artifício que foi empregado para calcular a densidade de energia de Casimir

para o caso do campo sem massa, Eq. (2.2.27), podemos obter a massa topológica para o caso do
campo escalar auto-interagente sem massa. O resultado é encontrado facilmente tomando o limite
para pequenos argumentos da função de Macdonald e é escrito como

m2
T =

�

24d2
; (2.2.31)

em que foi usado o seguinte valor da função zeta de Riemann usual: � (2) = �2

6
[56, 57]. O resultado

escrito na Eq. (2.2.31) é puramente uma massa topológica, o que signi�ca que mesmo que o campo
seja classicamente não massivo, a nível de correção quântica de um loop, como consequência da
condição de contorno tipo hélice, o campo adquire uma contribuição do tipo massa.
Na seção que segue, consideramos a correção de dois loops para a densidade de energia de Casimir

para ambos os casos do campo escalar massivo e sem massa.

2.2.2 Correção de dois loops

Conforme foi mencionado anteriormente, a contribuição de dois loops para o potencial efetivo Ve¤ (�)
da Eq. (2.1.3), pode ser obtida considerando os grá�cos irredutíveis de dois loops para uma partícula
[37, 38]. Visto que estamos interessados em calcular a contribuição de dois loops para a densidade
de energia de Casimir, devemos considerar o estado de vácuo, ou seja, � = 0. Nesse caso, apenas um
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Figure 2.2: Grá�co de Feynman representando a única contribuição não trivial da auto-interação
para a correção de dois loops calculada no estado � = 0.

grá�co fornece uma contribuição não trivial 2, o qual é apresentado na Fig. 2.2.
De acordo com o grá�co exibido na na Fig. 2.2, temos um vértice de auto-interação que contribui

com um termo da forma �3�
4!

4. Além disso, dois propagadores �F se fazem presente. Os pro-

pagadores são associados com a soma dos inversos dos autovalores �� do operador Â. Dessa forma,
podemos escrever simbolicamente a relação que segue:

�F $
1


4

X
�

��1� : (2.2.32)

Então, a partir do grá�co exibido na Fig. 2.2, vemos que correção de dois loops pode ser escrita em
termos dos autovalores apresentados na Eq. (2.2.3), i.e.,

V (2) (�)
��
�=0

= � 1


4

�
�3�
4!

4

�  
1


4

X
�

��1�

!2������
�=0

=
�

8

 
1


4

X
�

��1�

!2������
�=0

: (2.2.33)

Tendo em mente a forma explícita da função zeta generalizada que foi obtida na equação (2.2.13),
escrevemos a correção de dois loops V (2) (�) da Eq. (2.2.33), na forma:

V (2) (�)
��
�=0

= lim
s!1

�

8

�
� (s)


4

�2�����
�=0

: (2.2.34)

Um cuidado extra é requerido por conta de uma sutileza existente na equação acima. No limite
com s! 1, a função zeta � (s) apresenta uma divergência que deve ser eliminada. A parte divergente
é dada pelo primeiro termo do lado direito da Eq. (2.2.13), pois o comportamento da razão entre as
funções gamma em torno de s = 1 é da forma:

� (s� 2)
� (s)

� s

s� 1 ; (2.2.35)

que é uma expressão divergente no ponto s = 1. Após a eliminação da parte divergente da função
zeta, a contribuição de dois loops é escrita em termos da função zeta generalizada, Eq. (2.2.13), como
segue [39, 43]:

V (2) (�)
��
�=0

= lim
s!1

�

8

�
�R (s)


4

�2�����
�=0

; (2.2.36)

2Na Ref. [38] foi demonstrado que dos dois grá�cos possíveis para essa correção de loop, apenas um contribui de
forma não trivial no estado de vácuo, ou seja, � = 0.
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em que a função �R (s) é de�nida como sendo a função zeta generalizada obtida na Eq. (2.2.13),
menos o termo divergente, isto é:

�R (s) = � (s)� 
4M
4�2s
�

16�2
� (s� 2)
� (s)

: (2.2.37)

Nesse enquadramento, o segundo termo do lado direito da Eq. (2.2.37) dá uma contribuição que é
independente dos parâmetros a e h que caracterizam a condição de contorno tipo hélice e, como é
usual, deve ser subtraído visto que o mesmo diverge no ponto s = 1 [39, 43]. Assim, levando em
consideração as Eqs. (2.2.36) e (2.2.37), obtemos a contribuição de dois loops na forma:

V (2) (�)
��
�=0

=
�m4

32�4

" 1X
j=1

f1 (jmd)

#2
: (2.2.38)

O resultado apresentado na Eq. (2.2.38) é a correção de dois loops da densidade de energia de Casimir
da Eq. (2.2.25), associada ao campo escalar massivo e auto-interagente, que obedece à condição de
contorno tipo hélice. Note que a Eq. (2.2.38) é uma expressão convergente e, de forma similar ao
que foi realizado anteriormente, podemos calcular a correção de dois loops da densidade de energia
de Casimir para o caso de um campo não massivo. Realizando o limite para argumentos pequenos
na função Macdonald da Eq. (2.2.38), encontramos a correção de dois loops para o caso do campo
não massivo, i.e.,

V (2) (�)
��
�=0

=
�

1152d4
: (2.2.39)

Conhecendo as correções de dois loops obtidas nas Eqs. (2.2.38) e (2.2.39), para a densidade de
energia de Casimir nos casos de um campo massivo e sem massa, respectivamete, podemos escrever a
densidade de energia de Casimir com as correções de até dois loops. Então, as densidades de energia
de Casimir, Eqs. (2.2.25) e (2.2.27), considerando as correções de dois loop acima, são escritas como

E�C = EC +
�m4

32�4

" 1X
j=1

f1 (jmd)

#2
; (2.2.40)

para o caso do campo massivo e

E�C = EC +
�

1152d4
; (2.2.41)

para o caso do campo sem massa. O primeiro termo do lado direito da Eq. (2.2.40) foi obtido
na Eq. (2.2.25), enquanto que o primeiro termo do lado direito da Eq. (2.2.41) foi apresentado na
Eq. (2.2.27). Além disso, em ambos os casos (massivo e não massivo), na ausência da auto-interação,
isto é, � = 0, recuperamos os resultados que foram obtidos nas Eqs. (2.2.25) e (2.2.27). Na Fig. 2.3, a

Eq. (2.2.40) é exibida gra�camente como uma densidade de energia adimensional E
�
C
EC , com respeito ao

comprimento adimensional a
h
, para diferentes valores da constante de acoplamento � e, considerando

mh = 1. O grá�co apresentado na Fig. 2.3 mostra que o efeito prático da correção de loop é diminuir
a densidade de energia de Casimir. Conforme aumentamos o valor de � a correção para a densidade
de energia diminui, o que é con�rmado quando comparamos a curva azul com � = 0:2 com a curva
vermelha para � = 0:8. Entretanto, a correção vai a zero para valores grandes de a

h
, fazendo com

que a densidade de energia de Casimir da Eq. (2.2.25), seja dominante.
Então, considerando um campo escalar real que obedece à condição de contorno tipo hélice,

obtemos a densidade de energia de Casimir até a correção de dois loops, ou seja, correção de ordem
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Figure 2.3: Para valores diferentes da constante �, a �gura mostra a curva da energia adimensional
E =

E�C
EC , em função do comprimento adimensional a

h
, assumindo mh = 1.

�(1), para ambos os casos do campo massivo e sem massa. Além disso, avaliamos a massa topológica
que surge devido à condição de contorno tipo hélice, para ambos os casos do campo massivo e não
massivo. No próximo capítulo, consideramos o mesmo sistema que foi considerado aqui, entretanto,
além da condição de contorno tipo hélice e da auto-interação, o cenário agora permite que o campo
escalar esteja sob ação da violação de simetria de Lorentz do tipo-éter CPT-par [40, 58, 59].
No apêndice que segue, descrevemos com maiores detalhes o volume 4-dimensional 
4, a relação

entre os momentos na direção x e y, bem como uma relação entre o presente caso e o caso em que o
campo escalar obedece à condição periódica.

Apêndice do capítulo 2: Autovalores e a relação com o caso
periódico

Autovalores

Neste apêndice, analisamos o volume 4-dimensional 
4 em conjunto com os autovalores do operador
Â, apresentado na Eq. (2.1.10), quando a condição de contorno tipo hélice é aplicada.
Conforme mencionado anteriormente, a condição de contorno tipo hélice leva à seguinte equação

de vínculo dos autovalores:
kxa� kyh = 2�n: (AV.1)

No presente capítulo, foi escolhido escrever o momento ky em termos do momento kx. Nesse caso,
o volume 4-dimensional 
4, levando em consideração a topologia do espaço tempo, é escrito como
segue


4 =

Z
d4x = 
3h; (AV.2)
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em que 
3 é o volume 3-dimensional associado às coordenadas � ; x; z do espaço Euclidiano. En-
tretando, outra escolha possível é escrever o momento kx em termos do momento ky, ou seja,
kx =

kyh

a
+ 2�n

a
. Com essa escolha, os autovalores escritos na Eq. (2.2.3) tomam a seguinte forma:

�0� = k2� + k2z + k2y +

�
kyh

a
+
2�n

a

�2
+M2

�; n = 0;�1;�2; :::: (AV.3)

Nesse caso, o volume 4-dimensional 
4 do espaço tempo passa a ser escrito na forma


4 =

Z
d4x = 
3a; (AV.4)

em que 
3 é agora o volume 3-dimensional associado às coordenadas � ; y; z. É importante ressaltar
que a função zeta de Riemann generalizada, associada aos autovalores da Eq. (AV.3), pode ser escrita
explicitamente como

�a0 (s) =

3

(2�)3

Z
dk� dky dkz

+1X
n=�1

"
k2� + k2z + k2x +

�
kyh

a
+
2�n

a

�2
+M2

�

#�s
: (AV.5)

Adotando os mesmos procedimentos realizados nas seções anteriores, é possível reescrever a função
zeta acima como segue:

�a0 (s) =

4

(2�)2 d

�
1
2

� (s)

+1X
n=�1

Z 1

0

d� � 2s�4 exp

�
�� 2

�
M2
� +

4�2

d2
n2
��

: (AV.6)

Portanto a função zeta generalizada apresentada na Eq. (AV.6), coincide com a obtida anteriormente
na Eq. (2.2.8), no caso em que foi escolhido escrever o momento ky em termos do momento kx.
Assim, concluímos que os resultados obtidos nas seções anteriores não dependem da escolha de

como escrever os autovalores, ou seja, desde que a equação de vínculo seja respeitada, temos liberdade
em escrever o momento kx em termos do momento ky e vice-versa. Além disso, o volume quadri-
dimensional é uma quantidade que depende da topologia do espaço tempo e deve ser cancelado
quando avançamos a partir da função zeta generalizada, para o cálculo da primeira correção do
potencial efetivo.

Relação com o caso periódico

Aqui demonstramos que a função zeta de Riemann generalizada, exibida na Eq. (2.2.13), pode ser
obtida a partir da função zeta generalizada associada ao caso de um campo escalar real que obedece
à condição periódica.
Considerando a condição de contorno tipo hélice, a função zeta generalizada é escrita inicialmente

como na Eq. (2.2.4), isto é:

� (s) =

3

(2�)3

Z
dk� dkx dkz

+1X
n=�1

"
k2� + k2x + k2z +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+M2

�

#�s
: (CP.1)

Realizando a seguinte mudança de variável de integração:

kx =
h

d

�
px +

2a�n

hd

�
; d2 = h2 + a2; (CP.2)
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na Eq. (CP.1), obtemos a função zeta generalizada na forma:

� (s) =
h

d


3

(2�)3

Z
dk� dpx dkz

+1X
n=�1

"
k2� + p2x + k2z +

�
2�n

d

�2
+M2

�

#�s
: (CP.3)

O resultado escrito na Eq. (CP.3) é identi�cado com a função zeta generalizada, associada ao caso em
que o campo escalar está sujeito à condição de contorno periódica, com período d. Essa identi�cação
é facilmente percebida, escrevendo a função zeta generalizada �p (s; L) associada ao caso periódico,
de forma explícita, isto é,

�p (s; L) =

3

(2�)3

Z
dk� dpx dkz

+1X
n=�1

"
k2� + p2x + k2z +

�
2�n

L

�2
+M2

�

#�s
; (CP.4)

em que L representa o período. Assim, vemos que as Eqs. (CP.3) e (CP.4) são conectadas pela
seguinte relação:

� (s) =
h

d
�p (s; d) : (CP.5)

No trabalho [43], a função zeta generalizada associada com o caso em que o campo escalar obedece
à condição de contorno periódica foi obtida e é dada por:

�p (s; d) = d

3M

4�2s
�

16�2
� (s� 2)
� (s)

+ d

3

2s�2� (s)

�
M�

d

�2�s 1X
j=1

js�2K(2�s) (jM�d) : (CP.6)

Além disso, considerando a condição de contorno tipo hélice, lembramos que a forma �nal da função
zeta generalizada é:

�(s) = h

3M

4�2s
�

16�2
� (s� 2)
� (s)

+ h

3

2s�2�(s)

�
M�

d

�2�s 1X
j=1

js�2K(2�s) (jM�d) : (CP.7)

Então, podemos ver que substituindo a função zeta �p (s; d) da Eq. (CP.6), do caso periódico, na
relação (CP.5), a função zeta do caso de condição de contorno tipo hélice é obtida, Eq. (CP.7).
Portanto, é possível associar o problema analisado aqui, considerando a condição de contorno tipo
hélice, ao problema de um campo escalar auto-interagente que obedece à condição de contorno
periódica, com período representado por d.
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Capítulo 3

Correção de loop para a densidade de
energia de Casimir escalar e geração da
massa topológica devido à condição de
contorno tipo hélice com violação de
Lorentz

Conforme foi mencionado na introdução desta tese, a forma mais usual de investigar o efeito Casimir
em um determinado sistema é assumindo que a simetria de Lorentz é preservada. Contudo, há indícios
que a simetria de Lorentz pode ser violada em certos regimes. Em alguns cenários considerando a
violação da simetria de Lorentz, o espaço tempo pode se tornar anisotrópico em alguma direção. No
presente capítulo consideramos o mesmo sistema que foi considerado no capítulo anterior, isto é, um
campo escalar com auto-interação que obedece à condição de contorno tipo hélice. Entretanto, o
sistema agora está sujeito à violação de simetria de Lorentz do tipo-éter CPT-par [40, 58, 59]. O
modelo desta violação de simetria foi considerado nas Refs. [39, 40, 58, 59].
Para investigar o sistema descrito acima, utilizamos a abordagem do potencial efetivo na teoria

quântica de campos, que permite analisar como a violação de simetria de Lorentz in�uencia na
densidade de energia de Casimir, suas correções de loop e na massa topológica do campo escalar.
Apresentamos grá�cos que facilitam a visualização do efeito que a violação de simetria de Lorentz
exerce na densidade de energia de Casimir e na massa topológica. Devemos mencionar que os
resultados apresentados neste capítulo foram publicados na Ref. [52].

3.1 Campo escalar auto-interagente com violação da simetria
de Lorentz

Nesta seção um campo escalar massivo e auto-interagente com violação de simetria de Lorentz do
tipo-éter CPT-par [40, 58, 59] é considerado. Esse sistema é descrito pela seguinte ação no espaço
Euclidiano:

SE ['] =

Z
d4x

�
�1
2
(@�')(@�')�

1

2
�
�
u0@0'

�2
+
1

2
�
�
ui@i'

�2 � U (')

�
; (3.1.1)
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em que U (') é o potencial que foi escrito anteriormente na Eq. (2.1.2), u� é um 4-vector unitário
no espaço Euclidiano que aponta na direção em que a violação de simetria de Lorentz é assumida
ocorrer e o parâmetro adimensional � é um número pequeno que caracteriza a violação. À vista disso,
o termo responsável pela quebra de simetria de Lorentz é dado por LLV = 1

2
�(u�@�')

2, no espaço
de Minkowski. Entretanto, em consequência da rotação de Wick, t = �i� , a componente temporal,
que faz parte do termo de quebra de simetria, ganha um sinal de menos que se faz presente na ação
Euclidiana da Eq. (3.1.1).
A ação apresentada na Eq. (3.1.1), de�ne a teoria do campo escalar auto-interagente com violação

de Lorentz. Além disso, o operador Â originalmente escrito na Eq. (2.1.10) é reescrito na forma [39]

Â = U 00 (�) + �u0u0@0@0 + �uiuj@i@j ��: (3.1.2)

Observe que na ausência da violação de Lorentz, isto é, � = 0, o operador acima se reduz ao
apresentado na Eq. (2.1.10). O conjunto de autofunções da equação de autovalor Â�� = ����,
sujeito à condição de contorno tipo hélice, Eq. (2.2.1), continua sendo o apresentado na Eq. (2.2.2).
Contudo, o conjunto de autovalores �� do operador Â, agora é dado por

�� = �u0u0k0k0 � �uiujkikj + k2� + k2x +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+ k2z +M2

�; (3.1.3)

em que M2
� = m2 + �

2
�2 e � = (k� ; kx; kz; n) representa o conjunto de números quânticos com

n = 0;�1;�2; ::: . Para prosseguir com os cálculos e investigar como a violação de Lorentz afeta a
densidade da energia de Casimir e a geração da massa topológica, a direção do 4-vector u� deve ser
especi�cada. Conforme foi mencionado anteriormente, o 4-vetor unitário u� pode ser do tipo tempo,
isto é ut = (1; 0; 0; 0) ou do tipo espaço. No caso do vetor unitário ser do tipo espaço, temos três
possibilidades: ux = (0; 1; 0; 0), uy = (0; 0; 1; 0) e uz = (0; 0; 0; 1). A seguir consideramos cada direção
do vetor unitário separadamente, iniciando com o caso em que u� é do tipo tempo.

3.1.1 Violação de Lorentz na direção do tempo: ut = (1; 0; 0; 0)

Primeiramente é considerado o caso em que o 4-vetor u� é do tipo tempo, ou seja, ut = (1; 0; 0; 0).
Consequentemente, os autovalores escritos na Eq. (3.1.3) tomam a seguinte forma:

�� = (1 + �) k
2
� + k2x +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+ k2z +M2

�; (3.1.4)

em que �ca evidente que a violação de Lorentz acontece na direção do tempo, sendo que o parâmetro
de violação � se faz presente apenas no termo do momento na direção � , ou seja, k� . Nesse caso, a
função zeta de Riemann generalizada, construída a partir dos autovalores escritos na Eq. (3.1.4), é
dada por

�L� (s) =

3

(2�)3

Z
dk� dkx dkz

+1X
n=�1

"
(1 + �) k2� + k2x +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+ k2z +M2

�

#�s
: (3.1.5)

Note que subíndice L� remete ao caso da quebra de simetria de Lorentz na direção do tempo. Os
cálculos necessários para a obtenção da correção de um loop para o potencial efetivo, a partir da
função zeta da Eq. (3.1.5), são realizados de forma similar aos realizados no capítulo anterior. Por
isso, exibimos nesta seção apenas os principais resultados.
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Para o caso em consideração, a correção de um loop, Eq. (2.1.19), resulta na seguinte expressão:

V
(1)
L� (�) =

M4
�

64�2 (1 + �)
1
2

�
ln

�
M2
�

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2 (1 + �)
1
2

1X
j=1

f2 (jM�d) : (3.1.6)

Lembramos que d foi escrito na Eq. (2.2.9) e a função f�(x) foi de�nada na Eq. (2.2.16). Comparando
as expressões para a correção de um loop da Eq. (3.1.6) com o resultado obtido anteriormente
apresentado na Eq. (2.2.19) para o caso em que não há violação da simetria de Lorentz, percebemos
que quando a direção privilegiada para a violação de Lorentz for a direção do tempo, uma modi�cação
aparece na forma de um fator (1 + �)

1
2 no denominador dos termos no lado direito da Eq. (3.1.6).

Assim, é possível escrever a correção de primeira ordem do potencial efetivo para o caso em que a
simetria de Lorentz é violada na direção do tempo, V (1)

L� (�) da Eq. (3.1.6), em termos da correção
de primeira ordem quando a simetria de Lorentz é preservada, V (1) (�) da Eq. (2.2.19), isto é,

V
(1)
L� (�) =

V (1) (�)

(1 + �)
1
2

: (3.1.7)

Dessa forma, o potencial efetivo não renormalizado é escrito, até a primeira ordem, da seguinte
maneira:

Ve¤ (�) =
�

4!
�4 +

C1
4!
�4 +

m2

2!
�2 +

C2
2!
�2 + C3+

+
M4
�

64�2 (1 + �)
1
2

�
ln

�
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�

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2 (1 + �)
1
2

1X
j=1

f2 (jM�d) : (3.1.8)

Uma vez que a correção de um loop foi obtida, devemos renormalizar o potencial efetivo. Lem-
brando das condições de renormalização do potencial efetivo, isto é, Eqs. (2.1.20), (2.1.21) e (2.1.23),
tendo em mente que estas devem ser consideradas no limite de Minkowski d ! 1 [38, 43, 39],
obtemos as constantes de renormalização Ci explicitamente como segue:

C1
4!
=

�2

256�2 (1 + �)
1
2

ln

�
�2

m2

�
;

C2
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=

�m2
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1
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C3 =
3m4

128�2 (1 + �)
1
2

+
m4

64�2 (1 + �)
1
2

ln

�
�2

m2

�
: (3.1.9)

Conhecendo a forma explícita das constantes de renormalização Ci encontradas na equação acima,
realizamos a substituição das mesmas na Eq. (3.1.8), obtendo assim o potencial efetivo renormalizado,
até correção de um loop, na forma:
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Figure 3.1: Curva da densidade de energia adimensional E = 2�2

m4 EC com respeito ao comprimento
adimensional a

h
da Eq. (3.1.11), para diferentes valores de �, considerando a violação de Lorentz na

direção do tempo. É assumido mh = 1.

A partir do potencial efetivo renormalizado obtido na Eq. (3.1.10), podemos considerar o estado
de vácuo, i.e., � = 0, que resulta na obtenção da densidade de energia de Casimir. Então, tomando
o estado de vácuo � = 0, no potencial efetivo renormalizado da Eq. (3.1.10), obtemos a densidade
de energia de Casimir, para o caso em que a violação da simetria de Lorentz ocorre na direção do
tempo, isto é:

EC = V R
e¤ (�)

��
�=0

= � m4

2�2 (1 + �)
1
2

1X
j=1

f2 (jmd) : (3.1.11)

Assim, vemos que a densidade de energia de Casimir sofre uma modi�cação que se apresenta no
fator (1 + �)�

1
2 , quando comparamos a Eq. (3.1.11) com a Eq. (2.2.25) do caso sem violação de

simetria de Lorentz. Na Fig. 3.1, a Eq. (3.1.11) é mostrada gra�camente como a função densidade de
energia adimensional 2�

2

m4 EC, em termos do comprimento adimensional a
h
, para diferentes valores do

parâmetro �, assumindo mh = 1. É visto que o efeito da violação da simetria de Lorentz na direção
do tempo é aumentar a densidade de energia de Casimir. A linha escura corresponde ao caso sem
violação de Lorentz, � = 0, enquanto que as curvas coloridas correspondem ao caso com a violação
de Lorentz. Aumentado o valor de �, vemos que a densidade de energia de Casimir aumenta, o que
pode ser visto comparando a curva vermelha, � = 0:8, com a curva escura, � = 0:0. Contudo, para
valores grandes de a

h
, a densidade de energia de Casimir da Eq. (3.1.11) vai a zero, independente do

valor do parâmetro de violação �.
A densidade de energia de Casimir associada ao caso de um campo escalar sem massa é obtida

a partir da Eq. (3.1.11) tomando o limite para argumentos pequenos da função de Macdonald. O
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resultado obtido é expresso a seguir:

EC = �
�2

90 (1 + �)
1
2 d4

: (3.1.12)

Comparando o resultado acima com o resultado obtido na Eq. (2.2.27) do caso sem violação de
simetria, vemos que a diferença surge novamente na forma de um fator (1 + �)

1
2 , que se apresenta

no denominador do lado direito da Eq. (3.1.12).
É interessante investigar como a violação da simetria de Lorentz que ocorre na direção do tempo

afeta a massa topológica adquirida pelo campo escalar. Então, usando a condição de renormalização
Eq. (2.1.21) para o potencial efetivo renormalizado obtido na Eq. (3.1.10), encontramos a massa
topológica na forma:

m2
T = m2

"
1 +

�

4�2 (1 + �)
1
2

1X
j=1

f1 (jmd)

#
: (3.1.13)

Assim, similarmente à densidade de energia de Casimir, vemos que a correção para a massa é mul-
tiplicada pelo fator (1 + �)�

1
2 , quando comparamos a massa topológica obtida na Eq. (3.1.13) com

a obtida na Eq. (2.2.28). Na Fig. 3.2, a Eq. (3.1.13) é exibida como uma massa adimensional mT
m

com respeito ao comprimento adimensional a
h
, para diferentes valores do parâmetro de violação �,

assumindo mh = 1 e � = 10�2. A partir do grá�co apresentado vemos que o efeito da violação de
Lorentz é diminuir a massa topológica. A linha escura corresponde ao caso sem violação de Lorentz,
enquanto que as linhas coloridas correspondem ao caso com violação da simetria de Lorentz. Com-
parando a curva vermelha, � = 0:8, com a curva escura, � = 0:0, con�rmamos que a violação diminui
a correção da massa. Entretanto, a correção de um loop para a massa vai a zero para valores grandes
de a

h
, fazendo a massa m ser dominante, independente do valor de �.
A partir do resultado da massa topológica escrito na Eq. (3.1.13), podemos obter a massa mT

para o caso do campo escalar não massivo. Então, considerando o limite para argumentos pequenos
da função de Macdonald, encontramos a seguinte expressão:

m2
T =

�

24 (1 + �)
1
2 d2

: (3.1.14)

O resultado acima é uma contribuição puramente topológica, sendo uma consequência da imposição
da condição de contorno tipo hélice e da quebra de simetria de Lorentz na direção temporal, presente
no fator multiplicativo (1 + �)�

1
2 .

Tendo obtido a densidade de energia de Casimir e a massa topológica, até correção de um loop,
concentraremos nossa atenção na correção de dois loops para o potencial efetivo da Eq. (3.1.10).
Seguindo os mesmos passos que levaram ao resultado apresentado na Eq. (2.2.38), obtemos de forma
direta a correção de ordem �(1) da densidade de energia de Casimir escrita na Eq. (3.1.11). A
contribuição de dois loops possui a seguinte forma:

V (2) (�)
��
�=0

=
�m4

32�4(1 + �)

" 1X
j=1

f1 (jmd)

#2
: (3.1.15)

Assim, de acordo com a equação acima, a in�uência da violação de Lorentz na correção de dois loops
está codi�cada no fator (1 + �)�1.
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Figure 3.2: Para diferentes valores de �, com a violação de Lorentz na direção do tempo, a Eq. (3.1.13)
é exibida como a curva da massa adimensional M = mT

m
com respeito ao comprimento adimensional

a
h
, assumindo mh = 1 e � = 10�2

A partir da correção apresentada na Eq. (3.1.15), podemos considerar o caso do campo não
massivo e obter a correção de dois loops na forma,

V (2) (�)
��
�=0

=
�

1152(1 + �)d4
: (3.1.16)

Finalmente, considerando os resultados obtidos nas Eqs. (3.1.15) e (3.1.16), a densidade de energia
de Casimir, com as correções de ordem �(1), é escrita como:

E�C = EC +
�m4

32�4(1 + �)

" 1X
j=1

f1 (jmd)

#2
; (3.1.17)

para o caso do campo escalar massivo e

E�C = EC +
�

1152(1 + �)d4
; (3.1.18)

para o caso do campo escalar sem massa. Note que o primeiro termo do lado direito da Eq. (3.1.17) foi
obtido na Eq. (3.1.11), enquanto que o primeiro termo no lado direito da Eq. (3.1.18) foi apresentado

na Eq. (3.1.12). Na Fig. 3.3, é exibida a Eq. (3.1.17) como uma energia adimensional E
�
C

EC em termos do
comprimento adimensional a

h
, para diferentes valores do parâmetro de violação �, assumindo mh = 1

e � = 10�2. A partir do grá�co apresentado, percebemos que o efeito da correção de ordem �(1) é
aumentar a densidade de energia de Casimir Eq. (3.1.17). A linha escura corresponde ao caso sem
violação, � = 0, enquanto que as linhas coloridas correspondem ao caso com a violação de Lorentz.
Comparando a curva vermelha, � = 0:8, com a curva escura, � = 0:0, con�rmamos que o efeito da
violação é aumentar a densidade de energia de Casimir. Entretanto, a correção de dois loops vai
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Figure 3.3: Para valores diferentes de �, com a violação de Lorentz na direção do tempo, a Eq. (3.1.17)

é exibida como a curva da densidade de energia de Casimir adimensional E =
E�C
EC com respeito ao

comprimento adimensional a
h
. É assumido mh = 1 e � = 10�2.

a zero para grandes valores de a
h
, fazendo a densidade de energia de Casimir da Eq. (3.1.11) ser o

termo dominante.
A investigação para o caso da violação de simetria de Lorentz ocorrer na direção do tempo está

completa. A seguir, consideramos o caso que a violação ocorre na direção espacial x.

3.1.2 Violação de Lorentz na direção espacial: ux = (0; 1; 0; 0)

Nesta seção é considerado o caso em que a direção que ocorre a violação de Lorentz é a direção
espacial x. Logo, o 4-vetor unitário é dado por ux = (0; 1; 0; 0). Note que nesse caso, a violação de
simetria de Lorentz afeta diretamente a componente que é relacionada com a condição de contorno
tipo hélice (2.2.1), especi�camente, o comprimento da circunferência a da hélice. Sob as condições
descritas, os autovalores escritos na Eq. (3.1.3), tomam a seguinte forma:

a� = k2� + (1� �) k2x +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+ k2z +M2

�: (3.1.19)

A função zeta generalizada construída a partir dos autovalores apresentados na Eq. (3.1.19) é dada
por

�Lx (s) =

3

(2�)3

Z
dk� dkx dkz

+1X
n=�1

"
k2� + (1 + �) k2x +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+ k2z +M2

�

#�s
: (3.1.20)

Note que o subíndice Lx usado acima é similar ao que foi apresentado na seção anterior. Desen-
volvendo a função �Lx (s) acima através de cálculos similares aos realizados no capítulo anterior,
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encontramos a correção de um loop do potencial efetivo, i.e.,

V
(1)
Lx (�) =

M4
�

64�2 (1� �)
1
2

�
ln

�
M2
�

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2 (1� �)
1
2

1X
j=1

f2 (jhM�
x) ; (3.1.21)

em que foi introduzida a seguinte notação:


2x = 1 + r2 (1� �)�1 ; (3.1.22)

sendo o parâmentro r = a
h
. Conforme foi evidenciado, a correção de um loop escrita na Eq. (3.1.21),

diferentemente do caso em que a violação é na direção temporal, é afetada pelo parâmetro de violação
� também no argumento da função de Macdonald que aparece no último termo do lado direito. Dessa
forma, vemos que não podemos escrever uma relação direta entre o presente caso e o caso em que
não ocorre a quebra de simetria, como foi feito na Eq. (3.1.7). Vale salientar que o sinal na frente do
perâmetro � é oposto ao obtido no caso da violação na direção do tempo. Claramente esses aspectos
diferentes se manifestam nas expressões da densidade de energia de Casimir, sua correção de loop e
na massa topológica, conforme veremos a seguir.
A partir da correção de primeira ordem obtida na Eq. (3.1.21), escrevemos o potencial efetivo

não renormalizado até primeira ordem como:

Ve¤ (�) =
�

4!
�4 +

C1
4!
�4 +

m2

2!
�2 +

C2
2!
�2 + C3+

+
M4
�

64�2 (1� �)
1
2

�
ln

�
M2
�

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2 (1� �)
1
2

1X
j=1

f2 (jhM�
x) : (3.1.23)

Continuando a investigação, devemos renormalizar o potencial efetivo para o caso considerado. É
evidente que as constantes de renormalização Ci são diretamente afetadas pelo parâmetro de violação
�. Novamente, elas são encontradas via condições de renormalização apresentadas nas Eqs. (2.1.20),
(2.1.21) e (2.1.23), o que resulta nas seguintes expressões:

C1
4!
=

�2

256�2 (1� �)
1
2

ln

�
�2

m2

�
;

C2
2!
=

�m2

64�2 (1� �)
1
2

+
�m2

64�2 (1� �)
1
2

ln

�
�2

m2

�
;

C3 =
3m4

128�2 (1� �)
1
2

+
m4

64�2 (1� �)
1
2

ln

�
�2

m2

�
: (3.1.24)

A quantidade de interesse aqui é o potencial efetivo renormalizado, até ordem de um loop.
Substituindo as constantes de renormalização encontradas na Eq. (3.1.24) no potencial efetivo da
Eq. (3.1.23), obtemos o potencial efetivo renormalizado, i.e.:

V R
e¤ (�) =

��4

4!
+
m2�2

2
+

+
m4

64�2 (1� �)
1
2

ln

�
M2
�

m2

�
+

�m2�2

64�2 (1� �)
1
2

�
ln

�
M2
�

m2

�
� 1
2

�
+

+
�2�4

256�2 (1� �)
1
2

�
ln

�
M2
�

m2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2 (1� �)
1
2

1X
j=1

f2 (jhM�
x) : (3.1.25)
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Figure 3.4: Curva da densidade de energia de Casimir adimensional E = 2�2

m4 EC em termos do
comprimento adimensional a

h
da Eq. (3.1.26), para diferentes valores do parâmetro �, considerando

a violação de Lorentz na direção x. É assumido mh = 1.

Tomando o potencial efetivo com correção de um loop, no estado de vácuo, i.e., � = 0, obtemos a
densidade de energia de Casimir quando u� é na direção x na forma:

EC = V R
e¤ (�)

��
�=0

= � m4

2�2 (1� �)
1
2

1X
j=1

f2 (jmh
x) : (3.1.26)

Comparando a Eq. (3.1.26) com a densidade de energia de Casimir do caso em que u� é um 4-vetor
do tipo tempo, Eq. (3.1.11), percebemos o importante papel desempenhado pela direção em que a
violação de simetria de Lorentz acontece no efeito Casimir. Além disso, comparando a densidade de
energia de Casimir acima com o caso em que não há quebra de simetria de Lorentz, Eq. (2.2.25),
vemos que a diferença não é apenas um fator multiplicativo pois o termo 
x aparece no próprio
argumento da função de Macdonald da Eq. (3.1.26). Na Fig .3.4, a Eq. (3.1.26) é apresentada como
uma densidade de energia adimensional 2�2

m4 EC em termos do comprimento adimensional a
h
, para

diferentes valores do parâmetro de violação �, assumindo mh = 1. Podemos ver que a in�uência
da violação de Lorentz na direção x é, inicialmente, diminuir a densidade de energia de Casimir
para valores pequenos de a

h
e aumentar para valores maiores. A linha escura corresponde ao caso

sem violação e as linhas coloridas correspondem ao caso com violação de Lorentz. Comparando a
linha vermelha, � = 0:8, com a linha escura, � = 0:0, vemos que inicialmente a violação diminui o
valor da densidade de energia de Casimir, mas conforme o valor de a

h
aumenta, a violação aumenta

a densidade de energia. Contudo, considerando valores grandes o su�ciente de a
h
, a densidade de

energia de Casimir Eq. (3.1.26) vai a zero, independente do valor do parâmetro de violação �.
Considerando o caso do campo escalar sem massa, temos que a densidade de energia de Casimir é

obtida a partir da Eq. (3.1.26), tomando o limite para argumentos pequenos da função de Macdonald
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Figure 3.5: Para diferentes valores de �, considerando a violação de Lorentz na direção x, a
Eq. (3.1.28) é exibida como a curva da massa adimensional M = mT

m
em termos do comprimento

adimensional a
h
. É assumido mh = 1 e � = 10�2.

e resulta na seguinte expressão:

EC = �
�2

90h4
4x (1� �)
1
2

: (3.1.27)

Note que a densidade de energia obtida na Eq. (3.1.27) é afetada pela violação de simetria de Lorentz
de uma forma diferente, quando comparada com a obtida no caso de u� ser um vetor do tipo tempo
Eq. (3.1.12).
Investigamos agora como a violação de simetria de Lorentz na direção x afeta a massa topológica

do campo escalar. Assim, usando a condição apresentada na Eq. (2.1.21), em conjunto com o poten-
cial efetivo renormalizado da Eq. (3.1.25), obtemos a seguinte expressão para a massa topológica:

m2
T = m2

"
1 +

�

4�2 (1� �)
1
2

1X
j=1

f1 (jhm
x)

#
: (3.1.28)

Observe que novamente o fator 
x está incluso no argumento da função de Macdonald. Na Fig. 3.5,
exibimos a Eq. (3.1.28) como a curva da massa adimensional mT

m
em termos do comprimento adi-

mensional a
h
, considerando diferentes valores para o parâmetro de violação �, assumindo mh = 1 e

� = 10�2. Note que como consequência inicial da violação de Lorentz, a massa topológica sofre um
aumento para pequenos valores de a

h
e diminui para valores maiores. A linha escura corresponde ao

caso sem violação de Lorentz e as linhas coloridas correspondem ao caso com violação. Podemos ver
que inicialmente a linha vermelha, � = 0:8, aumenta a correção para a massa, quando comparada
com a linha escura, � = 0, mas a medida que o valor de a

h
aumenta vemos que a linha vermelha

diminui a correção da massa. No entanto, para valores su�cientemente grandes de a
h
, a massa m

torna-se dominante, independente do valor do parâmetro de violação �.
Considerando o caso do campo escalar sem massa, vemos que este adquire uma massa puramente
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topológica na forma:

m2
T =

�

24h2
2x(1� �)
1
2

: (3.1.29)

Ressaltamos que os últimos dois resultados obtidos são completamente diferentes dos encontrados
para o caso em que a violação de simetria de Lorentz ocorre na direção temporal, apresentados nas
Eqs. (3.1.13) e (3.1.14).
Podemos considerar também a correção de dois loops para o potencial efetivo. Por meio dos

métodos explicados anteriormente e, considerando que a violação de Lorentz ocorre na direção x, a
contribuição de dois loops no estado de vácuo toma a seguinte forma:

V (2) (�)
��
�=0

=
�m4

32�4(1� �)

" 1X
j=1

f1 (jhm
x)

#2
: (3.1.30)

Conforme realizado anteriormente, consideramos o limite de pequenos argumentos da expressão
acima, para obter correção de dois loops para o caso do campo não massivo. O resultado obtido é
expresso por:

V (2) (�)
��
�=0

=
�

1152h4
4x(1� �)
: (3.1.31)

Uma vez que obtemos a correção de um e dois loops para a densidade de energia de Casimir,
podemos escrever a expressão completa da densidade de energia de Casimir, até correção de ordem
�(1), como a soma da Eq. (3.1.26) com a Eq. (3.1.30), isto é:

E�C = EC +
�m4

32�4(1� �)

" 1X
j=1

f1 (jhm
x)

#2
: (3.1.32)

Semelhantemente, a expressão completa da densidade de energia de Casimir para o caso do campo
escalar sem massa, até correção de ordem �(1), é dada pela soma da Eq. (3.1.27) com a Eq. (3.1.31),
o que resulta na seguinte expressão:

E�C = EC +
�

1152h4
4x(1� �)
: (3.1.33)

Claramente a violação de simetria de Lorentz na direção x afeta a densidade de energia de Casimir
e suas correções de loop de uma forma completamente diferente do caso em que não há violação da
simetria de Lorentz e também, do caso em que a simetria é quebrada na direção temporal, sendo uma
de suas principais características o fato do parâmetro de violação afetar o argumento da função de
Macdonald presente na correção de loop da Eq. (3.1.30). Na Fig. 3.6, a Eq. (3.1.32) é exibida como

a curva da densidade de energia adimensional E
�
C

EC em termos do comprimento adimensional a
h
, para

diferentes valores do parâmetro de violação �, assumindo mh = 1 e � = 10�2. Vemos que o efeito
da violação da simetria de Lorentz na direção x é inicialmente diminuir a densidade de energia de
Casimir (3.1.32) para valores pequenos de a

h
e aumentar para valores maiores. Podemos con�rmar

esse comportamento comparando a linha vermelha que corresponde ao caso com violação de Lorentz,
� = 0:8, com a linha escura que corresponde ao caso sem violação, � = 0:0. Entretanto, considerando
valores grandes o su�ciente de a

h
, a correção de loop da Eq. (3.1.30) vai a zero e a densidade de energia

de Casimir (3.1.26) se torna dominante, independente do valor do parâmetro de violação �.
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Figure 3.6: Para diferentes valores de �, considerando a violação de Lorentz na direção x, a
Eq. (3.1.32) é exibida como a curva da densidade de energia de Casimir adimensional E =

E�C
EC

com respeito ao comprimento a
h
. É assumido mh = 1 e � = 10�2.

3.1.3 Violação de Lorentz na direção espacial: uy = (0; 0; 1; 0)

Nesta seção, voltamos nossa atenção para o caso em que o 4-vetor u� aponta para a direção da
coordenada y, i.e., uy = (0; 0; 1; 0). No caso especi�cado, os autovalores apresentados na Eq. (3.1.3)
são reescritos na seguinte forma:

a� = k2� + k2x + (1� �)

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+ k2z +M2

�: (3.1.34)

Essencialmente a violação da simetria de Lorentz na direção y afeta o passo h da hélice da condição
de contorno. A correção de um loop do potencial efetivo é obtido como feito nas seções anteriores e,
no presente caso, é dada por:

V (1) (�) =
M4
�

64�2 (1� �)
1
2

�
ln

�
M2
�

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2 (1� �)
1
2

1X
j=1

f2
�
jhM�
y

�
; (3.1.35)

em que de�nimos a quantidade 
y na forma:


2y = (1� �)�1 + r2; (3.1.36)

sendo r = a
h
. Note que a correção de um loop escrita na Eq. (3.1.35) é a mesma que a apresentada

na Eq. (3.1.21), apenas substituindo 
x por 
y.
Novamente, realizando o processo de renormalização do potencial efetivo, as constantes de renor-

malização Ci, são encontradas exatamente na forma como as obtidas na Eq. (3.1.24). Esse resultado
pode ser antecipado se percebermos que as direções x e y são relacionados pela condição de contorno
tipo hélice Eq. (2.2.1). Assim, o potencial efetivo renormalizado do caso considerado obedece às
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Figure 3.7: Curva da densidade de energia de Casimir adimensional E = 2�2

m4 EC em termos de a
h
da

Eq. (3.1.38), considerando diferentes valores de �, com violação de simetria de Lorentz na direção y.
Assumindo mh = 1.

mesmas simetrias que as da correção de um loop para o caso anterior, em que u� aponta na direção
x. Em outras palavras, o potencial efetivo renormalizado para o caso em que a violação da simetria
de Lorentz ocorre na direção y é dado pela expressão da Eq. (3.1.25), substituindo 
x por 
y, i.e.:
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�
: (3.1.37)

Assim, a densidade de energia de Casimir é obtida tomando o potencial efetivo renormalizado no
estado de vácuo, � = 0, o que produz o seguinte resultado:

EC = V R
e¤ (�)

��
�=0

= � m4

2�2(1� �)
1
2

1X
j=1

f2
�
jhm
y

�
: (3.1.38)

Na Fig. 3.7, a equação (3.1.38) é apresentada como uma densidade de energia adimensional 2�
2

m4 EC
em termos do comprimento adimensional a

h
, para diferentes valores do parâmetro de violação �,

assumindo mh = 1. Analisando o grá�co, podemos perceber que o efeito da violação da simetria de
Lorentz na direção y é de aumentar a densidade de energia de Casimir. A linha escura corresponde
ao caso sem violação de Lorentz, enquanto que as linhas coloridas correspondem ao caso em que a
violação é estabelecida. Vemos que conforme aumentamos o valor de �, a densidade de energia de
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Casimir também aumenta. Entretanto, para valores maiores de a
h
, a densidade de energia de Casimir

(3.1.38) vai a zero, independente do valor do parâmetro �.
O limite do campo escalar sem massa é obtido da mesma forma que nos casos anteriores, a partir

do caso massivo escrito na Eq. (3.1.38). Nesse caso, para o campo não massivo, obtemos a densidade
de energia de Casimir como:

EC = �
�2

90h4
4y (1� �)
1
2

: (3.1.39)

Novamente podemos observar a simetria do último resultado, quando comparado ao caso anterior
em que a violação de Lorentz ocorre na direção x. Assim, a densidade de energia de Casimir para o
caso do campo não massivo quando a violação de Lorentz ocorre na direção y, Eq. (3.1.39), pode ser
obtida a partir do caso quando a violação de Lorentz ocorre na direção x, Eq. (3.1.27), substituindo

x por 
y.
Logicamente a simetria entre os casos de violação de Lorentz na direção x e y se estende para os

resultados da massa topológica, isto é, Eqs. (3.1.28) e (3.1.29). No presente caso, essas quantidades
são obtidas na forma:

m2
T = m2

"
1 +

�

4�2(1� �)
1
2

1X
j=1

f1
�
jmh
y

�#
; (3.1.40)

para o caso do campo escalar massivo e:

m2
T =

�

24h2
2y(1� �)
1
2

; (3.1.41)

para o caso do campo escalar sem massa. Na Fig. 3.8, a Eq. (3.1.40) é mostrada como a massa
adimensional mT

m
em termos do comprimento a

h
, para diferentes valores do parâmetro �, assumindo

mh = 1 e � = 10�2. Podemos ver que o efeito da violação de Lorentz é diminuir a massa topológica.
Isso pode ser visto comparando a curva verde, � = 0:6, com a curva escura, � = 0:0, que corresponde
ao caso sem violação de Lorentz. Contudo, para valores maiores de a

h
, a massam se torna dominante,

independente do valor do parâmetro de violação �.
Seguindo os mesmo passos que foram realizados nas seções anteriores, encontramos a contribuição

de ordem �(1) para a densidade de energia de Casimir da Eq. (3.1.38) na forma:

V (2) (�)
��
�=0

=
�m4

32�4(1� �)

" 1X
j=1

f1(jhm
y)

#2
; (3.1.42)

para o caso do campo escalar massivo e:

V (2) (�)
��
�=0

=
�

1152h4
4y(1� �)
; (3.1.43)

para o caso do campo escalar sem massa. Como esperado, a simetria existente entre os casos de
violação de Lorentz nas direções x e y se manifesta também nas correções de loop (3.1.42) e (3.1.43).
A expressão completa da densidade de energia de Casimir, até ordem �(1), é dada pela soma da

Eq. (3.1.38) mais sua correção de loop da Eq. (3.1.42), ou seja:

E�C = EC +
�m4

32�4(1� �)

" 1X
j=1

f1
�
jhm
y

�#2
; (3.1.44)
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Figure 3.8: Para valores diferentes de �, considerando a violação de Lorentz na direção y, a
Eq. (3.1.40) é exibida como a curva da massa adimensional M = mT

m
em termos do comprimento

adimensional a
h
, assumindo mh = 1 e � = 10�2.

para o caso do campo escalar massivo e:

E�C = EC +
�

1152h4
4y(1� �)
; (3.1.45)

para o caso do campo escalar sem massa. Na Fig. 3.9, a equação Eq (3.1.44) é expressa como a

curva da densidade de energia adimensional E
�
C
EC em termos do comprimento adimensional a

h
, para

diferentes valores do parâmetro de violação �, assumindo mh = 1 e � = 10�2. Percebemos que o
efeito da violação de Lorentz na direção y é inicialmente aumentar a densidade de energia de Casimir
Eq. (3.1.44) para alguns valores pequenos de a

h
e, ligeiramente diminuir para outros valores maiores.

Comparando a linha verde, � = 0:6, com a linha escura, � = 0:0, que corresponde ao caso sem
violação de Lorentz, podemos ver que inicialmente há um aumento na correção da densidade de
energia de Casimir e conforme aumentamos o valor de a

h
, a curva verde diminui a correção quando

comparada com a linha escura. Entretanto, para valores su�cientemente grandes de a
h
, a correção

de loop (3.1.42) vai a zero e a densidade de energia de Casimir Eq. (3.1.38) torna-se dominante,
independente do valor do parâmetro de violação �.
Encerramos a discussão ressaltando o fato de que, considerando a violação da simetria de Lorentz

do tipo-éter CPT-par, todas as expressões relevantes, como o potencial efetivo renormalizado, a
densidade de energia de Casimir e sua correção de ordem �(1) e a geração da massa topológica são
afetadas pelo parâmetro de violação �. Em particular, os casos em que a violação de Lorentz ocorre
nas direções x e y, exibem uma simetria entre si. Assim, foi possível obter as expressões de um caso a
partir das expressões obtidas no outro caso, pela simples substituição do parâmetro 
x por 
y. Além
disso, o caso em que o 4-vetor u� aponta na direção z, também exibe uma simetria com respeito ao
caso de violação de Lorentz na direção do tempo. Em outras palavras, podemos obter as expressões
do potencial efetivo renormalizado, a densidade de energia de Casimir com suas correções de ordem
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Figure 3.9: Para diferentes valores de �, considerando a violação de Lorentz na direção y, a
Eq. (3.1.44) é mostrada como a curva da densidade de energia de Casimir adimensional E =

E�C
EC

em termos do comprimento adimensional a
h
, assumindo mh = 1 e � = 10�2.

�(1) e a geração da massa topológica para o caso em que a violação da simetria de Lorentz é na
direção z, a partir do caso quando a violação se estabelece na direção do tempo, via substituição de
� por ��.
No próximo capítulo, consideramos um sistema interagente que consiste em um campo escalar

real interagindo com um campo escalar complexo. O campo real é submetido à condição periódica,
enquanto que o campo complexo obedece primeiramente à condição quasi-periódica e, posteriormente,
à condição mista.
No que segue deste capítulo, estabelecemos a relação entre o caso do sistema apresentado aqui e

o caso em que o campo obedece uma condição periódica.

Apêndice do capítulo 3: Relação com o caso periódico

Conforme foi levantado no capítulo anterior, é possível fazer uma conexão entre o caso considerado
neste capítulo e o caso em que o campo escalar obedece à condição periódica. Nesta seção obtemos
a conexão entre os casos mencionados de forma explícita.
Iniciamos considerando o caso em que a violação da simetria de Lorentz ocorre na direção do

tempo. Nesse caso, a função zeta generalizada, após a transformação (CP.2), isto é:

kx =
h

d

�
px +

2a�n

hd

�
; d2 = h2 + a2; (LP.1)

em conjunto com a mudança de variável de integração dada por
p
(1 + �)k� = p� , é escrita como:

�L� (s) =
h

d


3

(2�)3
p
(1 + �)

Z
dp� dpx dkz

+1X
n=�1

"
p2� + k2z + p2x +

�
2a�n

d

�2
+M2

�

#�s
: (LP.2)
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Desse modo, é possível escrever a seguinte relação:

�L� (s) =
hp

(1 + �)d
�p (s; d) ; (LP.3)

em que a função zeta do caso periódico, �p (s; d), foi apresentada na Eq. (CP.6). Assim, vemos que a
função zeta associada ao caso em que a violação da simetria de Lorentz ocorre na direção temporal,
�L� (s), pode ser obtida a partir da função zeta associada ao caso da condição periódica, �p (s; d),
com período d. Note que, por simetria, a relação considerando o caso em que a violação de Lorentz
ocorre na direção z é a mesma que a do caso em questão, Eq. (LP.3), apenas substituindo � por ��.
Podemos obter também uma conexão entre o caso em que a violação de simetria de Lorentz se

estabelece na direção x e o caso da condição periódica. A função zeta generalizada associada ao caso
em que a violação de Lorentz ocorre na direção x é:

�Lx (s) =

3

(2�)3

Z
dk� dkz dkx

+1X
n=�1

"
k2� + k2z + (1� �) k2x +

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+M2

�

#�s
: (LP.4)

Aplicando a seguinte mudança de variável de integração na função zeta acima,

�kx =
�hpxp
�2h2 + a2

+
2�na�

�2h2 + a2
; � =

p
(1� �); (LP.5)

obtemos a relação entre �Lx e �p na forma:

�Lx (s) =
h

�dx
�p (s; dx) ; dx =

s
h2 +

a2

�2
: (LP.6)

Desse modo, a relação acima nos diz que a função zeta generalizada da Eq. (LP.4), associada ao caso
com condição de contorno tipo hélice, pode ser obtida a partir da função zeta generalizada associada
ao caso de condição periódica com período dx. Note que a transformação acima não produz um
simples fator multiplicativo como na Eq. (LP.3), mas sim uma modi�cação no próprio período da
função �p (s; dx). Este fato se manifesta também no caso em que a direção de violação é a direção y.
Finalmente, vamos considerar a função zeta para o caso em que a violação de Lorentz acontece

na direção y. Nesse caso, a função zeta generalizada é escrita da seguinte forma:

�Ly (s) =

3

(2�)3

Z
dk� dkz dkx

+1X
n=�1

"
k2� + k2x + (1� �)

�
kxa

h
� 2�n

h

�2
+ k2z +M2

�

#�s
: (LP.7)

A transformação que relaciona a função zeta acima com a função zeta associada ao caso periódico é
escrita como:

kx =
hpxp

h2 + a2�2
+

2�na�2

h2 + a2�2
: (LP.8)

Então, aplicando a transformação (LP.8) na Eq. (LP.7), resulta na seguinte relação:

�Ly (s) =
h

�dy
�p (s; dy) ; dy =

s
a2 +

h2

�2
: (LP.9)
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Reiteradamente, a função zeta (LP.7), para o caso em que o campo escalar obedece a condição de
contorno tipo hélice, pode ser obtida a partir da função zeta associada ao caso em que o campo está
sujeita à condição de contorno periódica com período dy.
Assim, concluímos este apêndice ressaltando que uma forma alternativa de obter a função zeta

generalizada, associada ao caso em que o campo escalar obedece a condição de contorno tipo hélice,
é realizar as mudanças de variáveis apresentadas aqui e no apêndice do capítulo anterior e mostar
que os resultados podem ser escritos em termos da função zeta generalizada do caso em que o campo
escalar obedece à uma condição periódica.
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Capítulo 4

Efeito Casimir, correção de loop e
geração da massa topológica para campos
escalares real e complexo interagindo

Nesta seção, a densidade de energia de Casimir, correções de loop e geração da massa topológica
são investigadas para um sistema que consiste de dois campos escalares, um real e um complexo,
interagindo entre si. A interação considerada é na forma de interação quártica, que é estabelecida
como o produto entre o módulo quadrado do campo complexo e o quadrado do campo real. Além
disso, consideramos os termos de auto-interação quártica associados a cada campo. Nessa teoria, o
campo escalar real é submetido à condição de contorno periódica, ao passo que o campo complexo
obedece à condição quasi-periódica em um caso e, condição de contorno mista em outro. A densidade
de energia de Casimir, correções de loop e a massa topológica são calculados de forma analítica para
ambos os casos em que os campos são massivos e sem massa. Uma análise dos possíveis estados
de vácuo e a correspondente condição de estabilidade são também fornecidas. A �m de um melhor
entedimento dos resultados obtidos em nossa investigação, alguns grá�cos se fazem presente. Para tal
investigação, utilizamos o formalismo do potencial efetivo, que é escrito como uma expansão de loop
via integral de trajetória na teoria quântica de campos, de forma similar ao realizado nos capítulos
anteriores. Ressaltamos que os resultados apresentados neste capítulo foram publicados na Ref. [60].

4.1 Potencial efetivo para um campo real interagindo com
um campo complexo

Na presente seção, consideramos um campo escalar real, que denotamos por  , interagindo com
um campo complexo denotado por �. O termo de interação é proporcional ao produto do módulo
quadrado do campo complexo pelo quadrado do campo real. Essa escolha de interação preserva a
simetria discreta  ! � , bem como a simetria global �! ei��. A existência de simetrias na física
de partículas é crucial para a previsibilidade de um dado modelo e, para uma melhor correlação
com dados experimentais [61], sendo então de suma importância considerar esse tipo de interação
na investigação do efeito Casimir, por exemplo. Além da interação entre os campos, consideramos
também a auto-interação associada a cada campo.
A Lagrangiana que descreve um sistema que consiste apenas de um campo complexo, com auto-
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interação, é dada por:

L� = @���@��� �2��� � ��
6
(���)2 ; (4.1.1)

em que � representa a massa do campo complexo e �� é a constante de acoplamento da auto-interação.
É conveniente decompor o campo complexo em termos de suas componentes reais como segue,

� =
1p
2
('1 + i'2) ; �� =

1p
2
('1 � i'2) ; (4.1.2)

em que as componentes 'i são campos reais. Em termos das componentes 'i, a Lagrangiana da
Eq. (4.1.1) toma a seguinte forma:

L� =
1

2

2X
i=1

�
@�'i@�'i � �2'2i

�
� ��
6

�
'41 + '42 + 2'

2
1'

2
2

�
: (4.1.3)

Salientamos que, as equações acima foram escritas no espaço de Minkowski.
A ação que descreve um modelo consistindo de um campo real acoplado ao campo complexo,

considerando os termos de auto-interação de cada campo, em coordenadas Euclidianas é escrita na
forma

SE [ ; 'i] =
1

2

Z
d4x

"
 � +

2X
i=1

'i�'i

#
�
Z
d4xU ( ; 'i) ;

U ( ; 'i) =
m2 + C2

2
 2 +

�2

2
'2 +

g

2
'2 2 +

��
4!
'4 +

� + C1
4!

 4 + C3: (4.1.4)

A massa do campo real é designada por m, � é a constante de acoplamento da auto-interação
do campo real e g é a constante de acoplamento da interação entre os campos. Os parâmetros Ci
são as constantes de renormalização e suas formas explícitas serão obtidas durante o processo de
renormalização do potencial efetivo para cada caso considerado nas próximas seções. Note também
que usamos a seguinte notação para as componentes do campo complexo: '2 = '21+'

2
2. Além disso,

o operador D�Alembertiano � é escrito no espaço Euclidiano e foi apresentado na Eq. (2.1.7).
A construção do potencial efetivo usando a abordagem da integral de trajetória foi descrita nos

capítulos anteriores. Entretanto, apresentaremos alguns passos necessários para nossos propósitos,
visto que estamos considerando dois campos interagentes, diferentemente dos capítulos anteriores em
que foi considerado apenas um campo auto-interagente. Assim, a ação da Eq. (4.1.4) é expandida
em torno de campos de fundo �xos 	 e �i, isto é,  = 	+ �, 'i = �i + %, com � e % designando as
�utuações quânticas dos campos real e complexo, respectivamente. Devemos destacar que na presente
análise estamos interessados em estudar as in�uências das condições já mencionadas no campo escalar
real e, como consequência, consideraremos o potencial efetivo como sendo função apenas de 	,
i.e., Ve� (	). Deste modo, é desnecessário transladar as componentes do campo complexo, o que é
equivalente a fazer �i = 0 [37]. Por conta disso, não é necessário incluir termos de renormalização
proporcionais a potências de 'i na ação escrita na Eq. (4.1.4). É importante mencionar que, caso
tentássemos prosseguir com os cálculos considerando a translação em 'i, ou seja, considerando �i 6= 0,
encontrariamos expressões que são extremamente incômodas. Por esta razão, a simpli�cação �i = 0
é justi�cada nos cálculos que seguem. Nas próximas seções iremos impor, às componentes do campo
complexo, uma condição quasi-periódica e posteriormente uma condição de contorno mista. Essas
condições requerem que o campo de fundo �xo seja de fato �i = 0, pois é a única escolha possível
para um campo constante compatível com as condições impostas. Dessa forma, nas próximas seções
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nosso interesse estará em analisar a in�uência do campo escalar complexo, sujeito às condições quasi-
periódica e mista na densidade de energia de Casimir, bem como em sua correção de loop e na massa
topológica gerada, associados ao campo escalar real submetido à uma condição periódica.
Lembramos que o potencial efetivo é expandido em potências de } e pode ser escrito até ordem

de }(2) como:
Ve� (	) = V (0) (	) + V (1) (	) + V (2) (	) : (4.1.5)

Conforme mencionado nas seções anteriores, o termo de ordem zero, V (0) (	), descreve o potencial
clássico, i.e., a contribuição a nível de árvore, que no caso sob consideração é dado por

V (0) (	) = U (	) =
m2 + C2

2
	2 +

� + C1
4!

	4 + C3: (4.1.6)

O próximo termo, V (1) (	), é a correção de um loop para o potencial clássico e, em termos da
abordagem de integrais de trajetória, é escrito na seguinte forma [41]:

V (1) (	) = � 1


4
ln

Z
D D'1D'2 exp

�
�1
2

�
 ; Â 

�
� 1
2

�
'1; B̂'1

�
� 1
2

�
'2; B̂'2

��
; (4.1.7)

em que 
4 é o volume 4-dimensional do espaço tempo Euclidiano, que depende das condições impostas
aos campos. Note que utilizamos a notação:�

 ; Â 
�
=

Z
d4x  (x) Â  (x) ; (4.1.8)

e os operadores auto-adjuntos Â e B̂ são de�nidos como:

Â = ��+m2 +
� 
2
	2; B̂ = ��+ �2 + g	2: (4.1.9)

Destacamos que os operadores acima de�nidos, são provenientes da expansão da ação escrita na
Eq. (4.1.4) em torno dos campos 	 e �i = 0, de forma análoga à expansão apresentada na Eq. (1.3.7).
De forma semelhante ao escrito na Eq. (2.1.8), podemos escreverZ

d4x1d
4x2 (x1)

�2SE [ ; 'i]

� (x1) � (x2)

����
	;�i=0

 (x2) =

Z
d4x  

�
��m2 � � 

2
	2
�
 ;Z

d4x1d
4x2'1 (x1)

�2SE [ ; 'i]

�'1 (x1) �'1 (x2)

����
	;�i=0

'1 (x2) =

Z
d4x '1

�
�� �2 � g	2

�
'1;Z

d4x1d
4x2'2 (x1)

�2SE [ ; 'i]

�'2 (x1) �'2 (x2)

����
	;�i=0

'2 (x2) =

Z
d4x '2

�
�� �2 � g	2

�
'2; (4.1.10)

em que observamos a forma explícita dos operadores Â e B̂ no lado direito das expressões acima.
Os termos provenientes de derivadas cruzadas, �2SE[ ;'i]

� (x1)�'i(x2)
, não contribuem pois são proporcionais a

�i = 0. Reiteramos que, considerando �i 6= 0, um termo proporcional a ( ; 'i) estaria presente no
expoente do lado direito da Eq. (4.1.7). Este termo, em geral impõe grandes di�culdades quando
aplicamos os métodos utilizados nesta tese. Felizmente, as condições de contorno obedecidas pelas
componentes do campo complexo são satisfeitas apenas para �i = 0. A correção de um loop para o
potencial efetivo pode ser escrita em termos dos autovalores associados aos operadores Â e B̂, usando
a função zeta de Riemann generalizada, de modo similar ao realizado nos capítulos anteriores [38].
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Denotamos por �� e �� os autovalores dos operadores Â e B̂, repectivamente. Então, construímos
duas funções zeta de Riemann generalizadas, �� (s) e �� (s), na forma:

�� (s) =
X
�

��s� ; �� (s) =
X
�

��s� ; (4.1.11)

em que � e � denotam um conjunto de números quânticos associados às autofunções dos operadores
Â e B̂, repectivamente.
Dada a forma da correção de um loop para o potencial efetivo Eq. (4.1.7), vemos que esta correção

pode ser escrita como a soma de duas quantidades associadas às funções zeta escritas na Eq. (4.1.11).
Assim, procedemos de forma similar ao capítulo 2 desta tese, escrevendo os campos  e 'i como
combinação linear das autofunções dos operadores Â e B̂ dados na Eq. (4.1.9). Nesse caso, lembrando
da Eq. (2.1.16), teremos uma contribuição na forma:

V (1)
� (	) =

1

2
4

X
�

ln
���
�2

�
; (4.1.12)

proveniente da integração do campo  e duas contribuições provenientes das integrações das com-
ponentes '1 e '2, que resultam na seguinte expressão:

V
(1)
� (	) =

1


4

X
�

ln

�
��
�2

�
: (4.1.13)

Usamos o parâmetro �, que tem dimensão de massa, para designar uma medida no espaço funcional
e será removido no processo de renormalização do potencial efetivo. Somando as correções escritas
nas Eqs. (4.1.12) e (4.1.13), em conjunto com as funções zeta da Eq. (4.1.11) e tendo em mente a
Eq. (2.1.18), podemos escrever a correção de ordem um para o potencial efetivo na seguinte forma
[38, 53]:

V (1) (	) = V (1)
� (	) + V

(1)
� (	) ;

V (1)
� (	) = � 1

2
4

�
� 0� (0) + �� (0) ln �

2
�
;

V
(1)
� (	) = � 1


4

�
� 0� (0) + �� (0) ln �

2
�
: (4.1.14)

Note que na contribuição V (1)
� (	) associada ao campo complexo, não temos o fator de 1=2, isso se

deve ao fato de que o campo complexo possui duas componentes, diferentemente do campo real.
A forma explícita da corrreção de dois loops, V (2) (	), será apresentada quando a investigarmos.
Lembramos que a correção de dois loops pode ser escrita em termos da função zeta generalizada se
estamos interessados em calcular as contribuições no estado de vácuo [39, 43, 52].
Após obtermos a forma explícita do potencial efetivo e sua correção de ordem um, precisamos

realizar o processo de renormalização. Para a conveniência do leitor e para fornecer alguns detalhes
especí�cos do caso considerado aqui, reiteramos as condições necessárias para o processo de renor-
malização. A primeira condição, que �xa C1 da Eq. (4.1.4) e também a constante de acoplamento
� , é dada por:

d4Ve� (	)

d	4

����
	=M

= � ; (4.1.15)
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em que M é um parâmetro com dimensões de massa e, considerando um modelo em que o campo
é massivo, pode ser tomado como sendo zero [39, 43, 52]. A segunda condição de renormalização é
escrita como segue,

d2Ve� (	)

d	2

����
	=v

= m2; (4.1.16)

em que v é o valor que minimiza o potencial efetivo. Devemos mencionar que a expressão acima
fornece a massa topológica quando usamos o potencial efetivo renormalizado no lugar de Ve� (	).
Observe que 	 = v na Eq. (4.1.16) é o valor do campo que minimiza o potencial se ele obedecer à
condição de extremo, isto é:

dVe� (	)

d	

����
	=v

= 0: (4.1.17)

Na Sec.4.2.3 discutiremos a estabilidade do estado de vácuo e apresentaremos os valores do campo
que obedecem à condição acima. A última condição que devemos usar é escrita na forma [39]:

Ve� (	)j	=0 = 0; (4.1.18)

sendo relevante apenas para o caso de um modelo que considera o campo massivo [39, 43, 52].
Salientamos que as condições de renormalização apresentadas nas Eqs. (4.1.15), (4.1.16) e (4.1.18)
devem ser impostas considerando o limite do espaço tempo de Minkowski sem restrições.
Na próxima seção, investigamos a expansão de loop do potencial efetivo e a geração da massa

topológica, devido à imposição da condição periódica no campo real e da condição quasi-periódica nas
componentes do campo complexo. Ademais, consideramos que as componentes do campo complexo,
'1 e '2, obedecem às mesmas condições.

4.2 Condições periódica e quasi-periódica

Nesta seção consideramos um campo escalar real  , interagindo com um campo complexo � via
interação quártica. A ação que descreve tal sistema foi apresentada na Eq. (4.1.4). Observe que o
sistema leva em consideração também a auto-interação de cada campo. As condições impostas aos
campos são a periódica para o campo real e quasi-periódica para as componentes do campo complexo.
Visto que o campo real está sujeito à condição periódica, ele deve satisfazer à seguinte relação:

 (� ; x; y; z + L) =  (� ; x; y; z) ; (4.2.1)

em que L é o parâmetro de periodicidade. Note que a condição acima leva a uma compacti�cação
da coordenada z em um comprimento L, como é mostrado na ilustração na Fig. 4.1. Levando em
consideração a condição periódica, vemos que os autovalores do operador Â, exibido na Eq. (4.1.9),
são escritos como:

�� = k2� + k2x + k2y +
4�2

L2
n2 +M2

� ; M2
� = m2 +

� 
2
	2; (4.2.2)

em que n = 0;�1;�2; :::; e o subíndice � representa o conjunto de números quânticos dados por
(k� ; kx; ky; n). Nesse caso os autovalores na Eq. (4.2.2) são bem conhecidos na literatura.
Para as componentes do campo complexo 'i, aplicamos a condição quasi-periódica [46, 43], logo,

as componentes 'i devem satisfazer a relação que segue:

'i (� ; x; y; z + L) = e2i��'i (� ; x; y; z) : (4.2.3)
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Figure 4.1: Representação ilustrativa de um espaço tempo 4-dimensional com uma coordenada es-
pacial compacti�cada. O espaço tempo é composto de uma coordenada compacti�cada z, S1, e um
espaço 3-dimensional com coordenadas t, x, y.

Essa condição também compacti�ca a coordenada z em um comprimento L, mas agora existe a
in�uência da fase �, isto é, o parâmetro quasi-periódico que assume valores no intervalo 0 � � < 1.
Nesse sentido, a condição quasi-periódica restaura a condição periódica para o valor � = 0. O caso
com � = 1=2 remete à condição anti-periódica. Dessa forma, sob uma condição quasi-periódica, os
autovalores do operador B̂, exposto na Eq. (4.1.9), tomam a seguinte forma:

�� = p2� + p2x + p2y +
4�2

L2
(n+ �)2 +M2

g ; M2
g = �2 + g	2; (4.2.4)

em que n = 0;�1;�2; :::; e � representa o conjunto de números quânticos dado por (p� ; px; py; n).
Os valores � = 0 e � = 1=2 são conhecidos também como os casos para campos escalares untwisted
e twisted, respectivamente.
Conhecendo a forma explícita dos autovalores �� e ��, dados nas Eqs. (4.2.2) e (4.2.4), respectiva-

mente, podemos construir a função zeta generalizada a partir da Eq. (4.1.11) e obter uma expressão
analítica para a correção de primeira ordem do potencial efetivo da Eq. (4.1.14). Fazemos isso na
próxima seção, obtendo também a massa topológica.

4.2.1 Correção de um loop

A partir dos autovalores apresentados na Eq. (4.2.2), que são associados com o campo escalar real
 , construímos a função zeta de Riemann generalizada da Eq. (4.1.11), como:

�� (s) =

3

(2�)3

Z
dk�

Z
dkx

Z
dky

+1X
n=�1

"
k2� + k2x + k2y +

�
2�n

L

�2
+M2

�

#�s
; (4.2.5)

em que 
3 representa o volume de três dimensões associado com as coordenadas do espaço tempo
Euclidiano � ; x; z, necessário para fazer as integrais adimensionais. Os passos essenciais para o
desenvolvimento da função zeta generalizada da Eq. (4.2.5) são apresentados nas Refs. [52, 43] e nos
capítulos anteriores, então indicaremos apenas os principais passos.
Primeiramente, utilizamos a identidade da Eq. (2.2.6) na expressão da função zeta da Eq. (4.2.5),

o que resulta em integrais Gaussianas nos momentos k� , kx e ky. Após a realização das integrais
Gaussianas, usamos a representação integral da função gamma da Eq. (2.2.10), obtendo assim a
seguinte expressão:

�� (s) =

4�

3
2
�2s

22sL4�2s
�
�
s� 3

2

�
� (s)

+1X
n=�1

"
n2 +

�
M�L

2�

�2# 3
2
�s

: (4.2.6)
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A quantidade 
4 representa o volume quadri-dimensional no espaço tempo Euclidiano, que leva
em consideração a topologia do espaço tempo S1 � R3, como consequência da condição periódica
imposta no campo escalar real. No caso em consideração o volume 4-dimensional é escrito como

4 = 
3L. Para realizar a soma em n no último termo do lado direito da Eq. (4.2.6), valemo-nos
da continuação analítica da função de Epstein generalizada não homogênea dada na Eq. (2.2.12). A
expressão resultante é escrita na forma:

�� (s) =

4M

4�2s
�

24�2� (s)

"
� (s� 2) + 24�s

1X
j=1

f(2�s) (jM�L)

#
; (4.2.7)

em que a função f
 (x) foi de�nida na Eq. (2.2.16). Considerando a função zeta generalizada acima e
sua derivada, no limite s! 0, encontramos a correção de um loop do potencial efetivo Eq. (4.1.14),
como segue:

V (1)
� (	) =

M4
�

64�2

�
ln

�
M2

�

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2

1X
j=1

f2 (jM�L) : (4.2.8)

A expressão acima é a correção de primeira ordem, isto é, a correção de um loop, do potencial
efetivo proveniente da condição periódica obedecida pelo campo real. Precisamos agora calcular a
contribuição proveniente do campo complexo.
Considerando as componentes do campo escalar complexo, lançamos mão dos autovalores dados

na Eq. (4.2.4) para construir a seguinte função zeta generalizada:

�� (s) =

3

(2�)3

Z
dp�

Z
dpx

Z
dpy

+1X
n=�1

"
p2� + p2x + p2y +

(2�)2

L2
(n+ �)2 +M2

g

#�s
: (4.2.9)

A expressão da função zeta generalizada �� (s), que surge devido ao campo escalar real foi obtida de
forma detalhada na Ref. [43] e, logicamente, é similar ao caso do campo complexo considerado aqui,
visto que as componentes do campo complexo são campos reais. Portanto, apresentamos apenas o
resultado �nal, i.e.:

�� (s) =

4M

4�2s
g

16�2� (s)

"
� (s� 2) + 24�s

1X
j=1

cos (2�j�) f(2�s) (jMgL)

#
: (4.2.10)

A partir da função zeta obtida na equação acima, é possível escrever a correção de primeira ordem
para o potencial efetivo, devido ao campo complexo como:

V
(1)
� (	) =

M4
g

32�2

�
ln

�
M2

g

�2

�
� 3
2

�
�
M4

g

�2

1X
j=1

cos (2�j�) f2 (jMgL) : (4.2.11)

Coletando os resultados obtidos nas Eqs. (4.2.8) e (4.2.11), podemos escrever a correção de
primeira ordem, ou correção de um loop, para o potencial efetivo na seguinte forma:

V (1) (	) =
M4

�

64�2

�
ln

�
M2

�

�2

�
� 3
2

�
+

M4
g

32�2

�
ln

�
M2

g

�2

�
� 3
2

�
+

�M
4
�

2�2

1X
j=1

f2 (jM�L)�
M4

g

�2

1X
j=1

cos (2�j�) f2 (jMgL) : (4.2.12)
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Assim, a partir da correção acima, podemos escrever o potencial efetivo não renormalizado, escrito
na Eq. (4.1.5), até ordem }(1) como segue:

Ve� (	) =
m2 + C2

2
	2 +

� + C1
4!

	4 + C3 +
M4

�

64�2

�
ln
M2

�

�2
� 3
2

�
+

+
M4

g

32�2

�
ln

�
M2

g

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2

1X
j=1

f2 (jM�L)�
M4

g

�2

1X
j=1

cos (2�j�) f2 (jMgL) : (4.2.13)

É evidente que as correções de um loop nas Eqs. (4.2.8) e (4.2.11), devido aos campos real e complexo,
respectivamente, diferem por um fator de dois quando � = 0, que é o caso particular da condição
periódica. A justi�cativa para isso é que o campo complexo possui duas componentes reais, ou seja,
dois graus de liberdade. Nessa perspectiva, estamos considerando que os campos possuem massas
diferentes, isto é, o campo escalar real tem massa m e o campo complexo possui massa �.
Tendo obtido o potencial efetivo Ve� (	) na Eq. (4.2.13), nosso trabalho agora é realizar o processo

de renormalização. Assim, seguindo o procedimento de renormalização, a partir das condições escritas
nas Eqs. (4.1.15), (4.1.16) e (4.1.18), tendo em mente o limite de Minkowski, isto é, L!1, obtemos
as constantes de renormalização Ci de forma explícita:

C1 =
3�2 
32�2

ln

�
�2

m2

�
+
3g2

4�2
ln

�
�2

m2

�
;

C2 =
� m

2

32�2

�
ln

�
�2

m2

�
+ 1

�
+
g�2

8�2

�
ln

�
�2

�2

�
+ 1

�
;

C3 =
m4

64�2

�
ln
�2

m2
+
3

2

�
+

�4

32�2

�
ln

�
�2

�2

�
+
3

2

�
: (4.2.14)

Ademais, substituindo as constantes de renormalização que obtemos nas equações acima, diretamente
no potencial efetivo da Eq. (4.2.13), encontramos o potencial efetivo renormalizado na seguinte forma:

V R
e� (	) =

m2

2
	2 +

� 
4!
	4 +

�4

32�2
ln

�
M2

g

�2

�
+

m4

64�2
ln

�
M2

�

m2

�
+

+
g�2	2

16�2

�
ln

�
M2

g

�2

�
� 1
2

�
+
�2 	

4

256�2

�
ln

�
M2

�

m2

�
� 3
2

�
+
� m

2	2

64�2

�
ln

�
M2

�

m2

�
� 1
2

�
+

+
g2	4

32�2

�
ln

�
M2

g

�2

�
� 3
2

�
� M4

�

2�2

1X
j=1

f2 (jM�L)�
M4

g

�2

1X
j=1

cos (2�j�) f2 (jMgL) : (4.2.15)

Conhecendo a forma explítica do potencial efetivo renormalizado apresentada na Eq. (4.2.15), po-
demos calcular a densidade de energia de Casimir e também a massa topológica, até correção de
primeira ordem.
Para dar prosseguimento à nossa investigação e avaliar a densidade de energia de vácuo, vamos

considerar que 	 = 0 é um estado de vácuo estável da teoria, embora existam outros possíveis
estados de vácuo estáveis, como analisaremos na Sec. 4.2.3. Assim, a partir do potencial efetivo
renormalizado V R

e� (	) da Eq. (4.2.15), podemos calcular a densidade de energia de Casimir de forma
direta, pois o estado de vácuo é obtido fazendo 	 = 0. Portanto, a densidade de energia de Casimir
é encontrada como sendo:

EC = V R
e� (	)

��
	=0

= �m4

2�2

1X
n=1

f2 (nmL)�
�4

�2

1X
j=1

cos (2�j�) f2 (j�L) : (4.2.16)
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Figure 4.2: Grá�co da densidade de energia de Casimir adimensional, E (mL) = 2�2L4EC, de�nida
na Eq. (4.2.16), como função de mL, para diferentes valores do parâmetro � e tomando m = �.

Reconhecemos que o primeiro termo no lado direito da Eq. (4.2.16) é a contribuição para a densidade
de energia de Casimir proveniente do campo escalar real  , submetido à condição periódica, enquanto
que o segundo termo é a contribuição do campo complexo que obedece à condição quasi-periódica
[43]. Particularmente, considerando o caso com � = 0, vemos que a contribuição vinda do campo
complexo é o dobro da contribuição proveniente do campo real se as massas dos campos forem iguais.
Para uma melhor visualização da in�uência que o campo complexo, sob condição quasi-periódica,
exerce na densidade de energia de Casimir do campo real, plotamos a expressão da Eq. (4.2.16)
como função de mL, na Fig. 4.2, para diferentes valores de � e considerando as massas iguais, isto
é, m = �. A linha sólida escura é a densidade de energia de Casimir livre de interação com o campo
complexo, apenas com o efeito da auto-interação do campo real. É evidente que, dependendo do
valor do parâmetro quasi-periódico �, a densidade de energia de Casimir pode ser maior ou menor
que a energia do caso livre, incluindo a possibilidade de termos valores positivos e negativos. Note
que as curvas tendem a repetir seu comportamento para valores tais que � > 0:5. Por exemplo, a
curva representada pela linha verde pontilhada para � = 0:3 é a mesma que para � = 0:7 e assim
por diante. Ademais, todas as curvas terminam nos seus respectivos valores constantes para o caso
de campos sem massa, mL = 0, o que pode ser veri�cado na Eq. (4.2.17). Além disso, no regime
mL >> 1, a densidade de energia de Casimir Eq. (4.2.16) vai a zero para todas as curvas, como é
revelado pelo grá�co da Fig. 4.2. Isso é uma consequência do decaimento exponencial da função de
Macdonald para argumentos grandes [55].
É relevante considerar o caso em que os campos não possuem massa, i.e., o limite m;� !

0. Assim, devemos lembrar do limite para pequenos argumentos da função de Macdonald, isto é,
K� (x) � �(�)

2

�
2
x

��
[55]. Então, a partir da expressão dada na Eq. (4.2.16), obtemos a densidade de
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energia de Casimir para o caso dos campos sem massa, na forma:

EC = �
�2

90L4
� 2

�2L4

1X
j=1

j�4 cos (2�j�) ; (4.2.17)

em que empregamos o seguinte resultado da função zeta de Riemann usual � (4) = �4

90
[56, 57], no

primeiro termo do lado direito da Eq. (4.2.17). Esse termo é o bem conhecido resultado do efeito
Casimir para o caso de um campo real livre e sem massa, submetido à condição periódica [38]. Além
disso, o segundo termo do lado direito da Eq. (4.2.17) pode ser reescrito em termos dos polinômios
de Bernoulli, de�nidos por:

B2k (�) =
(�1)k�1 2 (2k)!

(2�)2k

1X
n=1

cos (2�n�)

n2k
: (4.2.18)

Assim, a expressão da densidade de energia de Casimir para o caso dos campos não massivos é
encontrada como sendo:

EC = �
�2

90L4
+ 2

�2

3L4

�
�4 � 2�3 + �2 � 1

30

�
; (4.2.19)

em que �zemos uso do polinômio de Bernoulli de quarta ordem, isto é, B4 (�) =
�
�4 � 2�3 + �2 � 1

30

�
.

Conforme é esperado, o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.2.19) é consistente com o resultado
encontrado na Ref. [38], enquanto que o segundo termo é consistente com o resultado obtido nas
Refs. [46, 43] (levando em conta as duas componentes do campo complexo). Este último também
fornece a expressão correta para os casos periódico (� = 0) e anti-periódico (� = 1=2).
Agora direcionamos nossa atenção para a investigação da in�uência das condições na massa

m do campo escalar real, i.e., a geração da massa topológica a nível de um loop. A partir da
condição apresentada na Eq. (4.1.16) e tendo em mente o potencial efetivo renormalizado obtido na
Eq. (4.2.15), obtemos a seguinte expressão para a massa topológica do campo escalar real  :

m2
T = m2

"
1 +

� 
4�2

1X
n=1

f1 (nmL) +
�2

m2

g

�2

1X
j=1

cos (2�j�) f1 (j�L)

#
: (4.2.20)

Note que a massa topológicam2
T não apresenta divergência alguma, o que permite considerar também

o limite dos campos não massivos, isto é, m;� ! 0. Assim, usando a mesma aproximação para a
função de Macdonald que foi aplicada para obter a Eq. (4.2.17) a partir de Eq. (4.2.16), obtemos a
massa topológica para os campos sem massa na seguinte forma:

m2
T =

� 
24L2

+
g

L2

�
�2 � � +

1

6

�
: (4.2.21)

Na expressão acima recorremos à função zeta de Riemann usual, � (2) = �2

6
[56, 57] e também os

polinômios de Bernoulli apresentados na Eq. (4.2.18), com B2 (�) = �2 � � + 1
6
. Como pode ser

visto, a correção para a massa é proveniente do termo de auto-interação, que é proporcional a � e,
também da interação entre os campos, que é proporcional à constante de acoplamento g. Note que
o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.2.21) foi obtido anteriormente na Ref. [38], considerando
um campo escalar real com auto-interação apenas.
Outro aspecto interessante associado à massa topológica é que se � < g, a Eq. (4.2.21) pode

ser tornar negativa dependendo do valor de �, o que em princípio indica instabilidade do estado de
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Figure 4.3: Grá�co da massa topológica ao quadrado e adimensional M2 (mL) = m2
TL

2, de�nida
na Eq. (4.2.20), como função de mL, para diferentes valores de � e tomando m = �. Assuminido
� = 10

�2 e g = 10�3.

vácuo. Se tivéssemos, por exemplo, considerado uma teoria do campo escalar complexo com apenas
a auto-interação (sem interação entre os campos), isso seria um problema, visto que não faz sentido
considerar um campo complexo, �i 6= 0, compatível com a condição quasi-periódica para � 6= 0. O
caso com � = 0 não exibe tal problema e é por isso que submetemos o campo escalar real à condição
periódica. No entanto, esse problema é resolvido levando em consideração uma teoria interagente
como no presente caso (veja também a Ref. [41]). Assim, é possível estudar a estabilidade do vácuo,
o que é feito na Sec. 4.2.3 considerando, por simplicidade, o caso em que os campos não possuem
massa. A análise indica que o estado de vácuo 	 = 0 é estável apenas se � > �24gB2 (�), caso
contrário é necessário considerar as outras duas possibilidades de estado de vácuo estável que serão
apresentadas nas próximas seções.
Na Fig. 4.3 plotamos a massa adimensional ao quadrado,M2 (mL) = m2

TL
2, de�nida na Eq. (4.2.20),

como função demL, para diferentes valores de � e tomando as massas iguais, isto é, m = �. O grá�co
mostra as curvas para � = 10�2 e g = 10�3, o que satisfaz a condição � > �24gB2 (�) que leva
	 = 0 a ser um estado de vácuo estável. Esse grá�co fornece valores positivos da Eq. (4.2.21) para
todos os valores possíveis do parâmetro quasi-periódico �, como esperado. Dependendo do valor de
�, a correção para a massa pode ser maior ou menor que o caso sem interação (linha escura).
Na Fig. 4.4 plotamos a massa adimensional ao quadradoM2 (mL) = m2

TL
2, de�nida na Eq. (4.2.20),

como função demL, para diferentes valores de � e tomando as massas iguais, isto é, m = �. De forma
diferente do grá�co apresentado na Fig. 4.3, aqui consideramos os valores � = 10�3 e g = 10�2,
o que satisfaz a condição � < �24gB2 (�). Nesse caso, existem valores negativos da Eq. (4.2.21)
para � = 0:3 e � = 0:5, que levam 	 = 0 a ser um estado de vácuo instável. Entretanto, em uma
teoria massiva, 	 = 0, se torna estável para grandes valores de mL mesmo que � < g, conforme
indicado na Fig. 4.4. Note que todas as curvas emmL = 0 terminam em seus correspondentes valores
constantes para o caso dos campos sem massa da Eq. (4.2.21). Para grandes valores de mL a função
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Figure 4.4: Grá�co da massa topológica ao quadrado e adimensional M2 (mL) = m2
TL

2, de�nida
da Eq. (4.2.20), como função de mL, para diferentes valores de � e tomando m = �. Assumindo
� = 10

�3 e g = 10�2.

de Macdonald decai exponencialmente e as curvas são dominadas pelo primeiro termo do lado direito
da Eq. (4.2.20). Note ainda que as curvas tendem a se repetir para valores � > 0:5.
Aqui terminamos a análise da correção de um loop, tal que podemos prosseguir para a correção

de dois loops, ainda considerando que 	 = 0 é o estado de vácuo estável. Como já discutido acima,
isso signi�ca que estamos considerando a restrição � > �24gB2 (�).

4.2.2 Correção de dois loops

Nesta seção, analisamos a correção de loop da densidade de energia de Casimir obtida nas Eqs. (4.2.16)
e (4.2.17). Isso pode ser feito considerando a correção de segunda ordem do potencial efetivo, que
pode ser obtida a partir dos grá�cos de Feynman de dois loops. Visto que temos mais de um termo
que contribui, calculamos todas as contribuições de dois loops de cada grá�co de Feynman separa-
damente. Portanto, escrevemos a correção de loop V (2) (	) na forma:

V (2) (	) = V
(2)
� 
(	) + V

(2)
�'
(	) + V (2)

g (	) + V
(2)
2�'
(	) : (4.2.22)

O primeiro termo do lado direito da equação acima, V (2)
� 
, é a contribuição proveniente do termo

de auto-interação do campo real, � 
4!
 4. O termo seguinte, V (2)

�'
, é a contribuição do termo de auto-

interação do campo complexo, isto é, �'
4!
'41 e

�'
4!
'42. O terceiro termo, V

(2)
g , é associado com a interação

entre os campos real e complexo, ou seja, g
2
'21 

2 e g
2
'22 

2. Por �m, o último termo do lado direito

da equação acima, V (2)
2�'
, é associado ao termo cruzado das componentes do campo complexo, isto é,

�'
4!
2'21'

2
2. Nessa circunstância, apenas por conveniência de escrita, mudamos a notação da constante

de acoplamento da auto-interação do campo complexo de �� para �'.
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Primeiramente consideramos a contribuição da auto-interação associada ao campo real, V (2)
� 
(	).

Visto que estamos interessados no estado de vácuo 	 = 0, a única contribuição não trivial é proveni-
ente do grá�co de Feynman exibido na Fig. 2.2. Com a ajuda desse grá�co de Feynman, podemos
escrever a contribuição de dois loops em termos da função zeta generalizada da Eq. (4.2.7) da seguinte
forma [52, 43]:

V
(2)
� 
(	)
���
	=0

= lim
s!1

� 
8

�
�R� (s)


4

�2�����
	=0

: (4.2.23)

A função zeta �R� (s) é de�nida como sendo a parte não divergente da função zeta generalizada dada
na Eq. (4.2.7), no ponto s = 1 [52, 43], i.e.:

�R� (s) = �� (s)�

4M

4�2s
�

16�2
� (s� 2)
� (s)

: (4.2.24)

Note que o termo que esta sendo subtraído na equação acima é independente do parâmetro L, quando
é dividido por 
4, que caracteriza a condição e, como é usual, deve ser descartado. Explicitamente,
obtemos o seguinte resultado para a contribuição de dois loops, devido a auto-interação do campo
escalar real:

V
(2)
� 
(	)
���
	=0

=
� m

4

32�4

" 1X
j=1

f1 (jmL)

#2
: (4.2.25)

O resultado acima mostra que a contribuição de dois loops é proporcional à constante de acoplamento
� , como deve ser.
A segunda contribuição, V (2)

�'
(	), para a correção de dois loops na Eq. (4.2.22) pode ser lida

do mesmo grá�co apresentado na Fig. 2.2. Podemos construir a função �R� (s) a partir da função
zeta generalizada (4.2.10), subtraíndo a parte divergente no ponto s = 1 e obter a contribuição da
auto-interação do campo complexo, isto é,

V
(2)
�'
(	)
���
	=0

= 2
�'�

4

32�4

" 1X
j=1

cos (2�j�) f1 (j�L)

#2
; (4.2.26)

que é proporcional a �'. O fator 2 é por conta das duas componentes do campo complexo, isto é, '1
e '2 que fornecem contribuições iguais.
Agora analisamos a contribuição proveniente do termo de interação entre os campos, V (2)

g (	).
Essa correção é lida a partir do grá�co de Feynman apresentado na Fig. 4.5. Considerando a parte
não divergente das funções zeta das Eqs. (4.2.7) e (4.2.10), em s = 1, encontramos a contribuição
proveniente do termo de interação entre os campos como segue:

V (2)
g (	)

��
	=0

= 2
gm2�2

8�4

" 1X
n=1

f1 (nmL)

#" 1X
j=1

cos (2�j�) f1 (j�L)

#
: (4.2.27)

Visto que a expressão (4.2.27) é obtida a partir do termo de interação, é proporcional à constante de
acoplamento g.
Finalmente, a última contribuição, V (2)

2�'
(	), vem da interação entre as componentes do campo

complexo (também é uma auto-interação). A contribuição desse termo é obtida a partir do grá�co
apresentado na Fig. 4.5, considerando a linha sólida representado o propagador associado ao campo

73



Figure 4.5: Grá�co de Feynman representando a única contribuição não trivial, para a correção de
dois loops, avaliada em 	 = 0, devido a interação entre os campos real e complexo. Esse grá�co
também fornece a única contribuição não trivial, devido a interação entre as componentes do campo
complexo. Nesse caso a linha sólida representa o propagador associado à componente '1, enquanto
a linha tracejada representa o propagador associado à componente '2.

'1 e a linha tracejada associada ao campo '2. Portanto, usando a parte não divergente da função
zeta (4.2.10), tomada em s = 1, obtemos o resultado na forma:

V
(2)
2�'
(	)
���
	=0

=
�'�

4

48�4

" 1X
j=1

cos (2�j�) f1 (j�L)

#2
: (4.2.28)

Observe que, da mesma forma que o resultado apresentado na Eq. (4.2.26), a expressão acima é
proporcional a �'.
Coletando todos os resultados obtidos nas Eqs (4.2.25), (4.2.27), (4.2.26) e (4.2.28), podemos

escrever a correção total de dois loops para o potencial efetivo da Eq. (4.2.22), calculada no estado
de vácuo 	 = 0, na seguinte forma:

�EC = V (2) (	)
��
	=0

=
� m

4

32�4

" 1X
j=1

f1 (jmL)

#2
+
�'�

4

12�4

" 1X
j=1

cos (2�j�) f1 (j�L)

#2
+

+
gm2�2

4�4

" 1X
n=1

f1 (nmL)

#" 1X
j=1

cos (2�j�) f1 (j�L)

#
: (4.2.29)

Portanto, combinando os resultados apresentado nas Eqs. (4.2.16) e (4.2.29), obtemos a correção da
densidade de energia de Casimir da Eq. (4.2.16), que é de primeira ordem em todas as constantes de
acoplamento da teoria considerada. Como podemos notar, enquanto a correção de primeira ordem
do potencial efetivo resulta na densidade de energia de Casimir associada a uma teoria de campos
escalar e complexo livres, a correção de segunda ordem para o potencial efetivo na Eq. (4.2.29)
fornece a contribuição para a densidade de energia de Casimir, que é linearmente proporcional a
todas constantes de acoplamento.
Além disso, podemos considerar o caso em que tomamos o limite para os campos sem massa na
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Figure 4.6: Grá�co da correção de dois loops para a densidade de energia de Casimir adimensional,
Ec (mL) = 32�4L4�EC, de�nida na Eq. (4.2.29), como função de mL e considerando � = 10�2,
�' = 10

�2 e g = 10�3 com m = � e diferentes valores de �.

Eq. (4.2.29), isto é, m;�! 0. O resultado encontrado é dado por:

�EC =
� 

1152L4
+

�'
12L4

�
�2 � � +

1

6

�2
+

g

24L4

�
�2 � � +

1

6

�
: (4.2.30)

Assim, a expressão acima é a correção de primeira ordem, em todas as constantes de acoplamento da
teoria para a densidade de energia de Casimir do caso em que os campos não possuem massa. Note
que o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.2.30) foi obtido na Ref. [38], enquanto que o segundo
termo é consistente com o resultado obtido na Ref. [43] considerando uma teoria com campo escalar
real e apenas o termo de auto-interação. Em contrapartida, o terceiro termo é completamente novo
e surge a partir da interação entre os campos.
Na Fig. 4.6 o grá�co mostra a in�uência do campo complexo, sob condição quasi-periódica, na

correção da Eq. (4.2.29) para a densidade de energia de Casimir. Assim, a expressão escrita na
Eq. (4.2.29) foi plotada como uma função de mL para diferentes valores de � e tomando � = m.
Foram considerados também os seguintes valores para as constantes de acoplamento: � = 10�2,
�' = 10

�2 e g = 10�3. A linha sólida escura é a correção livre de interação com o campo complexo,
apenas com o efeito da auto-interação do campo real. Fica evidente que a curva para g 6= 0 aumenta
a correção quando comparada com a linha sólida escura, para qualquer valor possível do parâmetro
quasi-periódico �. Desse modo, aqui também as curvas tendem a repertir seus comportamentos para
valores tais que � > 0:5. Por exemplo, a curva representada pela linha pontilhada laranja para � = 0:3
é a mesma para uma curva com � = 0:7. Ademais, todas as curvas tendem aos seus correspondentes
valores constantes para campos sem massa em mL = 0, como pode ser veri�cado na Eq. (4.2.30).
Além disso, no regime em que mL >> 1, a correção na Eq. (4.2.29) vai a zero para todos as curvas,
como é revelado pela �gura em questão. Isso é uma consequência do decaimento exponencial da
função de Macdonald para valores grandes de seu argumento [55].
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A seguir, vamos analisar a estabilidade do vácuo da teoria, visto que o estado 	 = 0 não é o
único estado de vácuo possível, conforme foi antecipado.

4.2.3 Estabilidade do vácuo

Aqui neste segmento, analisaremos a estabilidade dos possíveis estados de vácuo associados ao po-
tencial efetivo, até correção de primeira ordem em loop, da teoria descrita pela ação da Eq. (4.1.4).
Por simplicidade consideramos o caso em que os campos não possuem massa, i.e., m;�! 0. É per-
tinente reiterar que, para o campo complexo obedecendo a condição da Eq. (4.2.3), a única escolha
para o campo constante satisfazer essa condição é o campo ser zero, assim, fazemos �i = 0. Essa
aproximação torna a expressão (4.1.7) exata, mesmo sem considerar os termos cruzados.
Seguindo o mesmo caminho tomado para obter a Eq. (4.2.13), obtemos o potencial efetivo não

renormalizado para o caso em que os campos escalares não possuem massa, i.e.:
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: (4.2.31)

Além disso, a condição que �xa a constante de renormalização C da equação acima é dada por
Eq. (4.1.15). Assim, aplicando essa condição no potencial efetivo da Eq. (4.2.31), considerando o
limite de Minkowski L!1, encontramos a constante C na forma:

C =
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� 2g
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: (4.2.32)

Agora, substituimos a recém obtida constante C no potencial efetivo da Eq. (4.2.31), para obtermos
o potencial efetivo renormalizado para a teoria dos campos escalares sem massa, i.e.:
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: (4.2.33)

Investigamos os possíveis estados de vácuo do potencial efetivo renormalizado da equação acima,
até primeira ordem nas constantes de acoplamento � e g, que é mais que o su�ciente visto que
consideramos correções para a densidade de energia de Casimir, bem como para a massa dos campos
escalares, até primeira ordem nas constantes de acoplamento. Assim, expandindo o potencial efetivo
renormalizado dado na Eq. (4.2.33) em potências de � e g [41], até primeira ordem, obtemos a
seguinte expressão:

V R
e� (	) ' �

�2

90L4
+
2�2

3L4
B4 (�) +

� 
4!
	4 +

	2

48L2
[� + 24gB2 (�)] ; (4.2.34)

em queB4 (�) eB2 (�) são os polinômios de Bernoulli de�nidos na Eq. (4.2.18). Omínimo do potencial
que corresponde ao estado de vácuo é obtido de forma usual tomando sua derivada e igualando o
resultado a zero, isto é:

� 
6
	3 +

	

24L2
[� + 24gB2 (�)] = 0: (4.2.35)
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Figure 4.7: Polinômios de Bernoulli, B2 (�) linha sólida e B4 (�) linha tracejada, como funções do
parâmetro quasi-periódico �.

As raízes da Eq. (4.2.35) representam os possíveis estados de vácuo e são escritas explicitamente
como:

	 = 0; 	� = �
s
� 1

4� L2
[� + 24gB2 (�)]: (4.2.36)

Para saber qual estado de vácuo pode ser considerado um estado físico, devemos analisar a condição
de estabilidade do potencial efetivo escrito na Eq. (4.2.34). Isso é alcançado por meio da segunda
derivada, i.e.:

d2

d	2
V R
e� (	) =

� 
2
	2 +

1

24L2
[� + 24gB2 (�)] : (4.2.37)

Para o estado de vácuo ser estável, a segunda derivada do potencial efetivo calculada nos estados
obtidos na Eq. (4.2.36) deve ser maior que zero. Nesse sentido, investigamos para quais valores do
parâmetro � da condição quasi-periódica e as constantes de acoplamento, a estabilidade é alcançada.
Vamos considerar inicialmente que o estado de vácuo é 	 = 0, que foi o estado considerado na

análise da densidade de energia de Casimir, sua correção em loop e a massa topológica nas seções
anteriores. Assim, a partir da Eq. (4.2.37), evidenciamos que 	 = 0 é estável apenas se a seguinte
condição for satisfeita:

� > �24gB2 (�) : (4.2.38)

Podemos ver que o parâmetro � desempenha um papel crucial na determinação da estabilidade do
estado de vácuo. Além disso, as constantes de acoplamento também exercem grande in�uência na
estabilidade do estado de vácuo. Assim, tomando as constantes de acoplamento, � e g, como
positivas e para B2 (�) também positivo, a condição acima será sempre satisfeita. Entretanto, se
B2 (�) for negativo, a condição da Eq. (4.2.38) pode ser violada se � < g. Na Fig. 4.7 exibimos o
grá�co dos polinômios de Bernoulli B2 (�) e B4 (�) em função do parâmetro �, em que podemos ver
seus valores positivos e negativos.
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A partir da forma explícita do polinômio de Bernoulli de ordem dois, isto é, B2 (�) = �2 � � + 1
6
,

encontramos que o polinômio é negativo para os valores de � no intervalo:

1

2
�
p
3

6
< � <

1

2
+

p
3

6
: (4.2.39)

Logicamente, os valores de � para B2 (�) ser posivito residem fora do intervalo acima.
Como um exemplo, vamos considerar o caso particular em que � = 1=2. Consequetemente, a

condição de estabilidade escrita na Eq. (4.2.38) se torna:

� > 2g: (4.2.40)

A condição acima está de acordo com a encontrada na Ref. [41]. Entretanto, atentamos ao fato
de que estamos considerando um campo escalar complexo. A massa topológica, nesse caso, toma a
seguinte forma:

m2
T =

(� � 2g)
24L2

; (4.2.41)

que está de acordo com o resultado obtido na Eq. (4.2.21) com � = 1=2. vejamos que, na ausência
de interação entre os campos, isto é, g = 0, restauramos os resultados obtidos nas Refs. [38, 42].
De acordo com a Eq. (4.2.36), é possível considerar 	 = 	� como sendo o estado de vácuo, no

lugar de 	 = 0. Nesse caso, tomando a segunda derivada do potencial da Eq. (4.2.37), no estado
	 = 	� e, visto que o resultado deve ser maior que zero para o estado ser estável, obtemos a condição
de estabilidade do vácuo como:

� < �24gB2 (�) : (4.2.42)

Considerando que as constantes de acoplamento sejam positivas, a condição acima pode ser satisfeita
apenas se o polinômio de Bernoulli, B2 (�), for negativo. Isso é de fato possível para valores de �
dentro do intervalo apresentado na Eq. (4.2.39). Considerando o mesmo exemplo anterior, isto é,
� = 1=2, obtemos a condição de estabilidade para o caso do campo escalar twisted na forma:

� < 2g: (4.2.43)

Consequentemente, a massa topológica para esse caso é dada por:

m2
T =

2g � � 
12L2

: (4.2.44)

Note que o resultado acima para a massa topológica, difere do apresentado na Eq. (4.2.21) para
� = 1=2. Essa diferença aparece devido ao fato que o vácuo considerado para a Eq. (4.2.44), isto é,
	 = 	�, não é o mesmo que o da Eq. (4.2.21), isto é, 	 = 0. Para que esse último seja estável, como
vimos acima, é necessário considerar a restrição escrita na Eq. (4.2.38). O resultado da Eq. (4.2.44)
está de acodo com o encontrado na Ref. [38].
A densidade de energia de Casimir pode ser obtida considerando 	 = 	� como o estado de vácuo

estável. Assim, a partir da Eq. (4.2.36), o potencial efetivo escrito na Eq. (4.2.34) fornece a seguinte
expressão para a densidade de energia de Casimir:

EC = V R
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É possível observar que os primeiros dois termos do lado direito da Eq. (4.2.45) estão de acordo
com a densidade de energia de Casimir apresentada na Eq. (4.2.19). Entretanto, o terceiro termo
apresenta uma dependência nas constantes de acoplamento � e g, o que não aparece no caso do
vácuo estável ser 	 = 0. É importante destacar que a Eq. (4.2.45) é apenas uma aproximação,
até primeira ordem nas constantes de acoplamento, visto que estamos considerando a expansão do
potencial efetivo da Eq. (4.2.34). O primeiro e o terceiro termos são sempre negativos, enquanto
que o segundo termo pode ser positivo ou negativo, dependendo do valor do polinômio de Bernoulli
B4 (�), conforme exibido na Fig. 4.7.
Para calcular a correção de dois loops para a densidade de energia de Casimir na Eq. (4.2.45),

seria necessário considerar grá�cos de Feynman adicionais, diferentes dos apresentados nas Fig. 2.2
e 4.5. Esses grá�cos de Feynman adicionais são provenientes do segundo termo do lado direito da
Eq. (24) na Ref. [38], que resulta em zero no caso de 	 = 0 ser o vácuo estável. A consideração da
contribuição de dois loops faria nosso problema ser extremamente difícil tal que restringimos nossa
análise à correção de apenas um loop, fornecendo a densidade de energia de Casimir da Eq. (4.2.45).
A partir das Eqs. (4.2.38) e (4.2.42), podemos concluir que a estabilidade do estado de vácuo é

determinada pelos valores das constantes de acoplamento � e g, bem como pelo parâmentro quasi-
periódico � da condição imposta ao campo complexo. Entretando, não há dependência do parâmetro
L.
Na próxima seção consideramos o mesmo sistema considerado na presente seção, ou seja, um

campo escalar real interagindo com um campo escalar complexo, mas agora com o campo complexo
devendo satisfazer condições mistas.

4.3 Condições periódica e mista

Aqui consideramos o campo escalar real obedecendo a condição de contorno periódica como antes,
mas agora o campo escalar complexo é submetido à condição de contorno mista. Na prática, a
correção de primeira ordem de loop para o potencial efetivo associado com o campo escalar real
é a mesma que a obtida na Eq. (4.2.8), diferentemente do campo complexo que resulta em uma
contribuição diferente pois obedece a uma condição diferente. Nesse caso, é su�ciente avaliar apenas
a correção associada ao campo complexo. Assumiremos que 	 = 0 é o estado de vácuo estável na
análise que segue, embora uma discussão sobre os outros possíveis estado de vácuo seja realizada na
Sec. 4.3.3.
As componentes reais do campo complexo são submetidas às seguintes condições de contorno

mistas aplicadas nos planos apresentados na Fig. 4.8 [39, 44]:

'i (w)jz=0 =
@'i (w)

@z

����
z=L

;
@'i (w)

@z

����
z=0

= 'i (w)jz=L ; (4.3.1)

em que w = (� ; x; y; z). Levando em consideração a condição de contorno acima, vemos que os
autovalores do operador B̂ dado na Eq. (4.1.9), tomam a seguinte forma [39, 44]:

�� = k2� + k2x + k2y +

�
n+

1

2

�2
�2

L2
+M2

g ; M2
g = �2 + g	2; (4.3.2)

em que n = 0; 1; 2; :::; e o subíndice � representa o conjunto de números quânticos (k� ; kx; ky; n).
Devemos mencionar que, a partir da Eq. (4.3.1), são possíveis duas con�gurações nos planos paralelos
da Fig. 4.8. Para o plano em z = 0 podemos ter a condição de contorno de Dirichlet enquanto que
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Figure 4.8: Dois planos paralelos idênticos e perfeitamente re�etores, colocados em z = 0 e z = L,
con�nando os modos do campo escalar complexo. Nos planos são aplicadas as condições de contorno
mistas.

no plano em z = L, podemos ter a condição de Neumann. Reciprocamente, para o plano em z = 0
podemos ter a condição de contorno de Neumann enquanto que em z = L, podemos ter a condição
de Dirichlet. Entretanto, ambas con�gurações fornecem os mesmos autovalores da Eq. (4.3.2).
Tendo obtido os autovalores apresentados na Eq. (4.3.2), podemos prosseguir para a investigação

da correção de primeira ordem, isto é, a correção de um loop para o potencial efetivo associado ao
campo escalar complexo, submetido às condições de contorno nos planos apresentadas na Fig. 4.8.

4.3.1 Correção de um loop

As etapas necessárias para a obtenção da função zeta generalizada do caso em consideração são
similares às realizadas nas seções anteriores e também na Ref. [39]. Portanto, apresentamos apenas
os principais passos para a conveniência do leitor. A função zeta generalizada, associada ao campo
complexo, é construída a partir dos autovalores apresentados na Eq. (4.3.2). Após o uso da dentidade
da Eq. (2.2.6), obtemos integrais Gaussianas que são realizadas de forma imediata. Nesse estágio,
usando a representação integral da função gamma apresentada na Eq. (2.2.10), obtemos a expressão
que segue para a função zeta de Riemann generalizada:
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em que 
4 é o volume 4-dimensional escrito como 
4 = 
3L, com 
3 sendo o volume 3-dimensional
associado com as coordenadas Euclidianas (� ; x; y). Para realizar a soma em n da Eq. (4.3.3),
escrevemos ela como a soma de dois termos [39, 12], i.e.:
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Cada soma do lado direito da Eq. (4.3.4) pode ser escrita em termos da função zeta de Epstein-
Hurwitz [62], de�nida por:
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Assim, com a ajuda da função �EH (z; �) escrita acima, obtemos a função zeta generalizada associada
ao campo complexo como segue:
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(4.3.6)
Calculando a expressão acima e sua derivada no limite s ! 0, encontramos a contribuição, devido
ao campo complexo, para a correção em primeira ordem de loop do potencial efetivo da Eq. (4.1.14),
na seguinte forma:
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Levando em consideração a contribuição devido ao campo escalar real obtida na Eq. (4.2.8),
em conjunto com a contribuição do campo complexo obtida na Eq. (4.3.7), o potencial efetivo até
correção de um loop, é apresentado na forma:
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Conhecendo o potencial efetivo escrito na Eq. (4.3.8), devemos realizar o processo de renormalização
para prosseguir com o estudo da energia de Casimir e da geração da massa topológica. Portanto,
aplicando as condições de renormalização dadas nas Eqs. (4.1.15), (4.1.16) e (4.1.18), obtemos as
constantes de renormalização Ci coincidindo com as obtidas na Eq. (4.2.14), como deve ser. Após a
substituição das constantes de renormalização no potencial efetivo escrito na Eq. (4.3.8), obtemos o
potencial efetivo renormalizado na seguinte forma:
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Uma vez que obtemos o potencial efetivo renormalizado apresentado na Eq. (4.3.9), a densidade
de energia de Casimir é escrita de forma direta considerando o estado de vácuo 	 = 0, i.e.:
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Figure 4.9: Grá�co da densidade de energia de Casimir adimensional E (mL) = 2�2L4EC, de�nda na
Eq. (4.3.10), como função de mL e considerando m = �.

O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.3.10) é a contribuição devido ao campo real que é igual a
da Eq. (4.2.16), como deve ser, visto que a condição aplicada ao campo real é a mesma. Entretanto,
o segundo termo do lado direito da Eq. (4.3.10) é a contribuição proveniente do campo complexo
e ela difere do caso em que a condição quasi-periódica é aplicada, Eq. (4.2.16). Essa contribuição
é consistente com o resultado apresentado na Ref. [44] em que o autores consideraram um campo
escalar real e auto-interagente.
O caso em que os campos não possuemmassa é obtido tomando o limite para argumentos pequenos

da função de Macdonald [55]. Isso produz o seguinte resultado da densidade de energia de Casimir:
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90L4

�
; (4.3.11)

em que podemos ver que o efeito da interação com o campo complexo submetido à condições mistas
é aumentar a densidade de energia de Casimir do campo escalar real sob condição periódica.
Na Fig. 4.9 exibimos o grá�co a densidade de energia de Casimir da Eq. (4.3.10) como função de

mL e tomando m = �. O grá�co mostra como a curva para o campo escalar real livre (linha sólida
escura) difere da curva quando consideramos a in�uência da interação (linha pontilhada azul). De
fato, a interação aumenta o valor da densidade de energia de Casimir, conforme demonstrado nas
curvas. O grá�co mostra também que a densidade de energia de Casimir vai a zero para grandes
valores de mL. Isso é consequência do decaimento exponencial da função de Macdonald para grandes
argumentos [55]. Além disso, as duas curvas terminam nos seus correspondentes valores constantes
para campos sem massa em mL = 0, o que pode ser veri�cado na Eq. (4.3.11).
Investigaremos agora como a massa topológica associada ao campo real sofre modi�cações sob a

in�uência da condição mista imposta ao campo escalar complexo. Então, aplicando a condição de
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renormalização (4.1.16) com o potencial efetivo renormalizado da Eq. (4.3.9), vemos que a massa
topológica pode ser escrita como:

m2
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1X
j=1

f1 (jmL) +
�2
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g

�2

1X
n=1

[2f1 (4n�L)� f1 (2n�L)]

)
: (4.3.12)

Claramente a diferença do resultado acima e a massa topológica obtida na Eq. (4.2.20), reside no
terceiro termo do lado direito da Eq. (4.3.12). Ademais, considerando o limite para campos sem
massa m;�! 0, obtemos a massa topológica para o caso dos campos não massivos como segue:

m2
T =

2� � g

48L2
: (4.3.13)

Note que a massa topológica obtida na equação acima coincide com o caso particular da condição
quasi-periódica na Eq. (4.2.21), para valores � = 1=4; 3=4, que estão inclusos no intervalo apresentado
na Eq. (4.2.39).
Similarmente à discussão apresentada nas seções anteriores, aqui o quadrado da massa topológica

pode também ser negativo dependendo se � é maior ou menor que g. Por exemplo, se 2� < g,
a Eq. (4.3.13) se torna negativa, o que indica instabilidade do estado de vácuo. Novamente, se
tivéssemos considerado uma teoria com o campo escalar complexo apenas com auto-interação (sem
interação entre os campos), isso seria um problema, visto que não faz sentido considerar um campo
complexo constante tal que �i 6= 0, compatível com as condição de contorno mista. Esse problema
é resolvido considerando uma teoria com interação entre os campos como a considerada nas seções
anteriores e na presente seção (veja também a Ref. [41]). Com essa teoria é possível estudar a
estabilidade do vácuo, o que é feito na Sec. 4.3.3 para o caso dos campos sem massa. A análise indica
que o estado de vácuo 	 = 0 é estável apenas se 2� > g, do contrário devemos considerar outros
possíveis estados de vácuo.
Na Fig. 4.10 exibimos o grá�co do quadrado da massa adimensional M2 (mL) = m2

TL
2, de�nida

na Eq. (4.3.12) como função de mL, tomando m = �. O grá�co exibe as curvas para � = 10�2 e
g = 10�3 que satisfaz a condição 2� > g, o que torna o estado 	 = 0 um estado de vácuo estável.
Vemos que o efeito da interação é diminuir a correção para a massa.
Na Fig. 4.11 mostramos a mesma quantidade que na Fig. 4.10, mas com os valores � = 10�3

e g = 10�2, que satisfaz a condição 2� < g. Nesse caso, a Eq. (4.3.13) se torna negativa, o que
indica que o estado 	 = 0 é de fato um estado de vácuo instável. Note que na teoria de campos
massivos interagentes, 	 = 0 pode se torna estável, mesmo para 2� < g, se considerarmos valores
grandes de mL, como demonstrado na Fig. 4.11. Note ainda que cada curva em mL = 0 termina
em seus correspondentes valores constantes para o caso de campos sem massa da Eq. (4.3.13). Para
grandes valores de mL, a função de Macdonald decai exponencialmente e as curvas são dominadas
pelo primeiro termo do lado direito da Eq. (4.3.12).
Assim, encerramos a análise da correção de um loop e prosseguimos para investigação da correção

de dois loops, considerando 	 = 0 como sendo o estado de vácuo estável. Como sabemos, isso
signi�ca que devemos considerar a restrição 2� > g. A análise da estabilidade do estado de vácuo
será realizada na Sec. 4.3.3.

4.3.2 Correção de dois loops

Aqui queremos considerar a correção de dois loops do potencial efetivo. Usaremos os mesmos grá�cos
de Feynman apresentados anteriormente, isto é, os grá�cos apresentados nas Figs. 2.2 e 4.5, em
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Figure 4.10: Grá�co do quadrado da massa topológica adimensional M2 (mL) = m2
TL

2, de�nida na
Eq. (4.3.12), como função de mL, tomando � = m e � = 10�2 e g = 10�3.

Figure 4.11: Grá�co do quadrado da massa topológica adimensional M2 (mL) = m2
TL

2, de�nida na
Eq. (4.3.12), como função de mL, tomando � = m e � = 10�3 e g = 10�2.
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conjunto com uma notação similar a usada na Sec. 4.2.2. A primeira correção é devido ao termo
de auto-interação do campo escalar real, isto é, � 

4!
 4. Visto que estamos interessados no estado de

vácuo, 	 = 0, a única contribuição não trivial é a mesma que a obtida na Eq. (4.2.25).
A segunda contribuição advém da auto-interação do campo complexo, i.e., �'

4!
'4i . Para o caso em

consideração, essa contribuição é escrita na forma:
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Note que na expressão acima, �R� (1) representa a parte não divergente da função zeta �� (s), dada
na Eq. (4.3.6), tomanda em s = 1 e o fator 2 na frente da constante �' é para lembrar que estamos
considerando duas componentes do campo complexo.
A seguir, obtemos a contribuição devido a interação entre os campos, isto é, devido ao termo

g
2
'2i 

2. Este termo produz a seguinte correção para o potencial efetivo no estado de vácuo:
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A última correção para o potencial efetivo é proveniente da interação entre as componentes reais
do campo complexo (sendo também uma auto-interação), isto é, devido ao termo �'

4!
2'21'

2
2. Assim,

podemos escrever essa correção como:
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Portanto, a partir dos resultados obtidos nas Eqs. (4.2.25), (4.3.14), (4.3.15) e (4.3.16), é possível
escrever a correção total de dois loops para o potencial efetivo, calculada no estado de vácuo 	 = 0,
na seguinte forma:
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A expressão acima é proporcional às constantes de acoplamento � ; �' e g, representado a auto-
interação de cada campo e também a interação entre os campos. Ademais, a partir da correção
da densidade de energia de Casimir apresentada na Eq. (4.3.17), podemos considerar o limite para
campos não massivos, m;� ! 0. Lembrando do limite para argumentos pequenos da função de
Macdonald, i.e., K� (x) � �(�)

2

�
2
x

��
[55], podemos obter a correção da Eq. (4.3.17) para o caso de

campos sem massa como segue:

�EC =
� 

1152L4
+

�'
27648L4

� g

1152L4
: (4.3.18)
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Figure 4.12: Grá�co da contribuição de dois loops da densidade de energia de Casimir adimensional,
Ec (mL) = 32�2L4�EC, de�nda da Eq. (4.3.17), como função de mL, considerando � = 10�2,
�' = 10

�2 e g = 10�3, tomando m = �.

Como podemos ver na equação acima, as correções proporcionais às constantes de acoplamento � e
�', que são proveniente da auto-interação dos campos, aumenta a densidade de energia de Casimir
obtida na Eq. (4.3.11), ao passo que o termo proveniente da interação entre os campos, proporcional
à constante de acoplamento g, tem o efeito de diminuir a densidade de energia de Casimir. Note que
a contribuição proporcional a �' presente na Eq. (4.3.18) não é a mesma que a obtida na Ref. [44]
para o campo escalar real com auto-interação. De fato, nosso resultado para o segundo termo do
lado direito de Eq. (4.3.18) é 8=3 maior que o apresentado na Ref. [44]. Essa diferença é devido ao
fato que, além da contribuição apresentada na Eq. (4.3.14), temos ainda a contribuição adicional
proporcional a �' proveniente da interação entre as componentes do campo complexo, apresentada
na Eq. (4.3.16). O mesmo é válido para a contribuição do caso massivo, isto é, o segundo termo do
lado direito da Eq. (4.3.17), de modo que, para comparar os nossos resultados com os apresentados
na Ref. [44], precisamos de�nir a correção da energia de Casimir, �EC, por unidade de área A, dos
planos como �EC

A
= L�EC.

A Fig. 4.12 mostra a in�uência do campo complexo, sob condições de contorno mista, na correção
apresentada na Eq. (4.3.17) da densidade de energia de Casimir para o campo escalar real e massivo.
A expressão da Eq. (4.3.17) foi exibida como função de mL, tomando m = �. Consideramos ainda
os valores � = 10�2, �' = 10�2 e g = 10�3. A linha sólida escura é a correção livre de interação
com o campo complexo, isto é, considerando apenas o efeito da auto-interação, enquanto que a
linha pontilhada azul é a correção obtida na Eq. (4.3.17) levando em consideração a interação com
o campo complexo, submetido à condição de contorno mista. O efeito da interação é aumentar a
correção, conforme é revelado pelo grá�co da Fig. 4.12. Note que as duas curvas tendem aos seus
correspondentes valores constante para o caso dos campos sem massa, em mL = 0, como pode ser
veri�cado na Eq. (4.3.18). Além disso, considerando o regime com mL >> 1, vemos que a correção
da Eq. (4.3.17) vai a zero. Novamente isso é uma consequência do decaimento exponencial da função
de Macdonald para grandes argumentos [55].
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A seguir analisamos a estabilidade do vácuo da teoria, sendo que o estado 	 = 0 não é o único
estado de vácuo possível, conforme mencionado anteriormente. Por simplicidade, consideramos o
caso da teoria dos campos escalares sem massa.

4.3.3 Estabilidade do vácuo

Vamos analisar a estabilidade dos possíveis estados de vácuo associados ao potencial efetivo, até
primeira ordem de correção de loop, da teoria descrita pela ação dada na Eq. (4.1.4). Por simplicidade,
consideramos o caso em que os campos não possuem massa, i.e., m;� ! 0. É importante reiterar
novamente que, para o campo escalar complexo, submetido à condições de contorno descrita na
Eq. (4.3.1), o único campo constante que satisfaz tal condição é o campo nulo, potanto, fazemos
�i = 0. Isso faz com que a expressão (4.1.7) seja exata, mesmo sem considerar termos cruzados.
Seguindo as mesmas etapas necessárias para obter a Eq. (4.2.13), obtemos o potencial efetivo não

renormalizado para o caso em que os campos escalares não possuem massa, ou seja:
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Agora devemos renormalizar o potencial efetivo da Eq. (4.3.19). Portanto, aplicando a condição de
renormalização apresentada na Eq. (4.1.15), obtemos a contante de renormalização C, como sendo a
mesma que a apresentada na Eq. (4.2.32). Então, substituindo a forma explícita da constante C no
potencial efetivo da Eq. (4.3.19), encontramos o potencial efetivo renormalizado, i.e.:
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Para analisarmos a estabilidade do vácuo, expandimos o potencial efetivo renormalizado da Eq. (4.3.20),
em termos das constantes de acoplamento � e g, mantendo apenas os termos de primeira ordem. A
expansão resulta na seguinte expressão:

V R
e� (	) ' �

19�2

30L4
+
� 	

4

4!
+
� 	

2

48L2
� g	2

96L2
: (4.3.21)

Os possíveis estados de vácuo são obtidos como os valores de 	 que minimizam o potencial efetivo
expandido na Eq. (4.3.21). Portanto, derivando o potencial efetivo da Eq. (4.3.21) com respeito a
	 e igualando o resultado a zero, produz os seguintes valores de 	, que correspondem aos possíveis
estado de vácuo:

	 = 0; 	� = �
s
g � 2� 
8� L2

: (4.3.22)

A estabilidade dos estados obtidos acima é determinada a partir da segunda derivada do potecial
efetivo expandido na Eq. (4.3.21).
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Inicialmente consideramos que o estado de vácuo é 	 = 0. Então, tomando a segunda derivada
do potencial efetivo expandido na Eq. (4.3.21), calculada no estado 	 = 0, obtemos a condição de
estabilidade na forma:

2� > g: (4.3.23)

Para esse estado de vácuo a densidade de energia de Casimir é dada pela mesma expressão que a
obtida na Eq. (4.3.11). Além disso, é perceptível que a massa topológica também não sofre mudanças,
isto é, é dada pelo mesmo resultado que foi apresentado na Eq. (4.3.13).
Por outro lado, partindo da Eq. (4.3.22), podemos considerar o estado de vácuo como sendo

	 = 	�. Tomando a segunda derivada do potencial expandido no estado de vácuo 	 = 	�, vemos
que a condição de estabilidade é escrita como:

g > 2� : (4.3.24)

Assim, a massa topológica para o caso em consideração toma a seguinte forma:

m2
T =

g � 2� 
24L2

; (4.3.25)

que é também uma quantidade consistente sendo que ela é estritamente positiva, de acordo com a
restrição escrita na Eq. (4.3.24). Além disso, a densidade de energia de Casimir, considerando	 = 	�
como sendo o estado de vácuo, é obtida pela substituição de 	� no potencial efetivo expandido na
Eq. (4.3.22), o que resulta na seguinte expressão:

EC = V R
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30L4
� (g � 2� )

2

1536� L4
: (4.3.26)

Enfatizamos que o resultado acima é apenas uma aproximação pois estamos considerando a expansão
do potencial efetivo na Eq. (4.3.21), até primeira ordem nas constantes de acoplamento. Note que
o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.3.26) é a densidade de energia de Casimir obtida na
Eq. (4.3.11), enquanto que o segundo termo apresenta correções com as constantes de acoplamento.
A discussão apresentada no �nal da Sec. 4.2.3 também se aplica aqui. Os cálculos da correção

de dois loops da densidade de energia de Casimir da Eq. (4.3.26) necessita de grá�cos de Feynman
adicionais. A consideração da contribuição de dois loops faria nosso problema ser extremamente
complicado, tal que restrigimos nossa análise a correção de um loop apenas, o que fornece a densidade
de energia de Casimir na Eq. (4.3.26).
Considerando os resultados apresentados nas Eqs. (4.3.23) e (4.3.24), podemos concluir que a

estabilidade do estado de vácuo é determinada pelos valores das constantes de acoplamento � e
g, entretanto, a estabilidade não depende de L, que é o parâmetro que caracteriza a condição de
contorno.
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Capítulo 5

Comentários �nais

Na presente tese estudamos o efeito Casimir como consequência das �utuações de vácuo de um
campo escalar real, auto-interagente, sujeito à condição de contorno tipo hélice, no espaço tempo de
Minkowski em um cenário que preserva a simetria de Lorentz e, em adição, consideramos também o
cenário em que se estabelece uma violação da simetria de Lorentz do tipo-éter CPT-par. Para realizar
a investigação, utilizamos a abordagem do potencial efetivo, que é obtido por meio do método de
integrais de trajetória. Assim, calculamos o potencial efetivo renormalizado até correção de um loop
e demonstramos que, quando este é tomado no estado de vácuo, resultados conhecidos anteriormente
para a densidade de energia de Casimir são recuperados [9, 33, 34, 35]. Além disso, considerando
uma correção até um loop, mostramos que a massa do campo escalar adquire um termo topológico
de ordem �(1), que é proveniente da imposição da condição de contorno tipo hélice. Salientamos que
esse termo não foi obtido na literatura anteriormente e caracteriza um novo resultado. Estendemos
ainda os resultados apresentados nas Refs. [9, 33, 34, 35], pela análise de como a violação da simetria
de Lorentz em cada direção do espaço tempo, afeta esses resultados e exibimos suas diferenças nos
grá�cos das �guras Figs. 3.1, 3.4 e 3.7. O efeito da correção, a nível de um loop, para a massa do
campo escalar é apresentada na Fig. 2.1, preservando a simetria de Lorentz e nas Figs. 3.2, 3.5 e 3.8,
assumindo um cenário com violação da simetria de Lorentz.
Além dos resultados descritos acima, obtemos também a correção a nível de dois loops para o

potencial efetivo e demonstramos que no estado de vácuo, essa correção é da ordem �(1) para a
densidade de energia de Casimir considerada nas Refs. [9, 33, 34, 35]. O efeito dessa correção de
loop na densidade de energia de Casimir é mostrado na Fig. 2.3, que exibe também a energia sem
correção para efeito de comparação. Ademais, analisamos a correção de ordem �(1) para a densidade
de energia de Casimir, assumindo a violação da simetria de Lorentz em cada direção do espaço tempo
separadamente. Os resultados são exibidos nos grá�cos das Figs. 3.3, 3.6 e 3.9.
Devemos enfatizar que a geometria helicoidal, considerada neste trabalho como condição de con-

torno, se faz presente em uma variedade de estruturas da natureza tais como DNA e membranas
celulares de proteínas. Nas conclusões da Ref. [9], uma possível aplicação foi mencionada, visto que
as dimensões de comprimento da estrutura helicoidal do DNA ou RNA reside na escala dos nano-
metros, a escala exata em que os efeitos de �utuações de vácuo se tornam relevantes, a densidade de
energia de Casimir pode induzir mutações genéticas tanto no DNA como no RNA. Nesse contexto,
uma aplicação do efeito Casimir é investigada na Ref. [36]. Assim, considerando elementos extras,
tais como as correções de temperatura e auto-interação, pode ser oferecida uma forma mais realística
de investigar como a mutação genética é induzida.
Além de um campo escalar real obedecendo a condição de contorno tipo hélice, consideramos ainda

um sistema que consiste de um campo escalar real, interagindo com um campo escalar complexo. A
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interação é estabelecida via interação quártica e, em adição, incluímos os termos que correspondem
às auto-interações de cada campo. A correção de loop para o efeito Casimir e geração da massa
topológica, proveniente de uma topologia não trivial no espaço tempo de Minkowski, que se estabelece
na forma de condições periódica e quasi-periódica, foram investigadas. Essas quantidades físicas
também foram analisadas considerando condições mistas.
O campo escalar real foi submetido à condição periódica, enquanto o campo complexo foi sub-

metido inicialmente à condição quasi-periódica e, posteriormente, à condição mista. A densidade de
energia de Casimir, via correção de um loop do potencial efetivo, foi obtida na Eq. (4.2.16), para
campos massivos e na Eq. (4.2.17), para campos não massivos, considerando o caso em que o campo
complexo obedece à condição quasi-periódica. Nesse contexto, a massa topológica foi também ob-
tida e apresentada nas Eqs. (4.2.20) e (4.2.21), para os casos dos campos com massa e sem massa,
respectivamente. A contribuição da correção de dois loops para a densidade de energia de Casimir,
considerando ambos os casos, campos massivo e sem massa, foram apresentadas, respectivamente,
nas Eqs. (4.2.29) e (4.2.30) sendo essas correções proporcionais às constantes de acoplamento � ,
�' e g. Além disso, foram investigados os possíveis estados de vácuo e as respectivas condições de
estabilidade de tais estados. Esses estados de vácuo foram apresentados na Eq. (4.2.36) e as corres-
pondentes condições de estabilidade expressas nas Eqs. (4.2.38) e (4.2.42), que dependem dos valores
das constantes de acoplamento � , g e do parâmetro � da condição quasi-periódica, mas não sofrem
in�uência do parâmetro L que codi�ca a condição de periodicidade e a quasi-periodicidade.
Ademais, assumindo que o campo complexo satisfaz a condição mista, a densidade de energia de

Casimir, até correção de um loop do potencial efetivo, para ambos os casos de campos massivo e não
massivo foi apresentada nas Eqs. (4.3.10) e (4.3.11), respectivamente. A análise da massa topológica
para tal sistema foi realizada e os resultados foram escritos nas Eqs. (4.3.12) e (4.3.13) para os campos
massivo e sem massa, respectivamente. No caso considerado, a contribuição da correção de dois loops
para a densidade de energia de Casimir foi apresentada na Eq. (4.3.17) para o caso em que os campos
são massivos e na Eq. (4.3.18), para o caso que os campos não possuem massa. A investigação da
estabilidade do estado de vácuo determinou os possíveis estados de vácuo, bem como a condição
para alcançar a estabilidade em cada estado possível. Considerando os resultados apresentados
nas Eqs. (4.3.23) e (4.3.24), foi possível concluir que a estabilidade do vácuo é determinado pelos
valores das constantes de acoplamento � e g, mas não sofre in�uência do parâmetro L que codi�ca a
periodicidade e a escala de comprimento entre as placas onde as condições mistas foram consideradas.
Portanto, estendendo a análise realizada na Ref. [41] para o caso com o campo complexo e

considerando condições quasi-periódicas e mistas, foi possível generalizar os resulados encontrados
nas Refs. [38, 39, 42, 43, 44] para a teoria do campo escalar real com auto-interação.
Dando prosseguimento aos estudos realizados nessa tese, devemos investigar sistemas constituídos

de campos interagentes em um cenário que permite a violação de simetria de Lorentz. Especi�ca-
mente, pretendemos considerar um acoplamento de um campo escalar com um campo de calibre,
tendo em vista diferentes condições incluindo a possibilidade de violação de simetria de Lorentz do
tipo éter e correções térmicas na densidade de energia de Casimir. De fato essa linha de pesquisa
deve envolver diferentes acoplamentos. Além disso, outro aspecto que deve ser considerado é o
espaço-tempo curvo.
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Apêndice 1: Representações de
Schrödinger, Heisenberg e Interação

Neste apêndice descrevemos as representações de Schrödinger, Heisenberg e Interação. Seguindo os
passos da Ref. [48], consideramos um sistema cuja Hamiltoniana total Ĥ pode ser escrita como a
soma de duas parcelas:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint; (A.1)

em que Ĥ0 é o operador Hamiltoniano livre, que não contém termos de interação e Ĥint é o operador
Hamiltoniano que contém os termos que descrevem a interação.
Na representação de Schrödinger, temos que um operador arbitrário ÔS, que representa um ob-

servável do sistema, é constante em relação ao tempo. Por outro lado, a evolução temporal de um
estado do sistema j (t)iS é descrita da seguinte forma:

i@t j (t)iS = Ĥ j (t)iS =
�
Ĥ0 + Ĥint

�
j (t)iS ; (A.2)

ou seja, a evolução temporal do estado depende do operador Hamiltoniano total do sistema. Note
que utilizamos o índice S para denotar a representação de Schrödinger e de forma similar para as
representações de Heisenberg e Interação, no que segue.
Em contrapartida, a representação de Heisenberg considera que um operador ÔH (t) depende do

tempo e satisfaz a seguinte equação:

i@tÔ
H (t) =

h
ÔH (t) ; Ĥ

i
=
h
ÔH (t) ; Ĥ0 + Ĥint

i
: (A.3)

Os estados do sistema j iH, na representação de Heisenberg, são constantes no tempo.
As duas representações apresentadas, a representação de Schrödinger e de Heisenberg, são de fato

equivalentes e conectadas pelas seguintes relações:

ÔH (t) = exp
�
iĤt
�
ÔS exp

�
�iĤt

�
;

j iH = exp
�
iĤt
�
j (t)iS : (A.4)

Dependendo da forma do operador Ĥint, as equações (A.2) e (A.3) podem se tornar bastante com-
plicadas. Nesse caso, a representação de interação (Dirac) se torna conveniente. A representação de
interação é de�nida de tal forma que a evolução temporal do operador ÔD (t) depende apenas da
Hamiltoniana livre Ĥ0, enquanto que a evolução temporal dos estados j (t)iD é governada pela
Hamiltoniana de interação Ĥint. O operador ÔD (t) e o estado j (t)iD satisfazem as seguintes
equações:

i@tÔ
D (t) =

h
ÔD (t) ; Ĥ0

i
;

i@t j (t)iD = ĤD
int j (t)i

D ; (A.5)
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em que
ĤD
int = exp

�
iĤ0t

�
Ĥint exp

�
�iĤ0t

�
: (A.6)

A conexão entre as três representações se estabelece por:

ÔD (t) = eiĤ0tÔSe�iĤ0t = eiĤ0te�iĤtÔHeiĤte�iĤ0t;

j (t)iD = eiĤ0t j (t)iS = eiĤ0te�iĤt j iH : (A.7)

É fácil ver que o valor esperado do operador Ô é o mesmo em qualquer representação, i.e.:

D h (t)j ÔD (t) j (t)iD = S h (t)j ÔS j (t)iS = H h j ÔH (t) j iH : (A.8)

Ressaltamos que as três representações descritas acima são equivalentes e descrevem os sistemas
quânticos de forma satisfatória.
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Apêndice 2: Propagador de Feynman no
espaço Euclidiano

Neste apêndice seguimos os passos apresentados no livro [48] para obter uma forma explícita do
propagador de Feynman para a teoria do campo escalar sem interação, Eq. (1.2.16). Nesse contexto,
adotaremos o índice E para denotar que estamos operando no espaço Euclidiano.
Iniciamos relembrando da expressão da amplitude de transição vácuo-vácuo, para o campo escalar

no espaço Euclidiano, Eq. (1.2.12):

ZE0 [J ] = NE

Z
D' exp

�
�1
}

Z
d4xE

�
1

2
'
�
�}2@E�@E� +m2

�
'� J�

��
: (B.1)

Para resolver a integral de trajetória usaremos o seguinte resultado [48, 49]:Z
D exp

�
�1
2

�
 ; Â 

�
+ (�;  )

�
=
�
det Â

�� 1
2
exp

h�
�; Â�1�

�i
; (B.2)

em que Â é um operador, Â�1 é o inverso do operador Â, ou seja, eles satisfazem a relação abaixo:Z
d4x00E Â (xE; x

00
E) Â

�1 (x00E; x
0
E) = �4 (xE � x0E) : (B.3)

Note que foram introduzidas as notações
�
 ; Â 

�
e (�;  ) para designar o produto escalar, i.e.:�

 ; Â 
�
=

Z
d4x0E

Z
d4xE  (x

0
E) Â (x

0
E; xE) (xE) ;

(�;  ) =

Z
d4xE  (xE) � (xE) : (B.4)

Lançando mão do resultado apresentado na Eq. (B.2), podemos resolver a integral da amplitude
vácuo-vácuo dada na equação (B.1). A expressão resultante é escrita como:

ZE0 [J ] = NE

Z
D' exp

�
�1
2

�
'; Â'

�
+
('; J)

}

�
= NE

�
det Â

�� 1
2
exp

�
1

2}2
�
J; Â�1J

��
; (B.5)

em que o operador Â é de�nido como segue:

Â (x0E; xE) =
1

}
�
�}2@E�@E� +m2

�
�4 (x0E � xE) : (B.6)

Normalizando a amplitude do vácuo na ausência de fonte externa, isto é, J = 0, obtemos a constante
de normalização NE, i.e.:

ZE0 [0] = h0 j0i = 1 = NE

�
det Â

�� 1
2
;
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que leva à seguinte expressão �nal:

ZE0 [J ] = exp

�
1

2}2
�
J; Â�1J

��
: (B.7)

Assim, vemos que não é necessário calcular o determinante do operador Â explicitamente. Entretanto,
o operador inverso Â�1 se faz presente no resultado acima e precisamos obter sua forma explícita e
para tanto, utilizamos a de�nição apresentada na equação (B.3). Substituindo o operador Â, dado
na equação (B.6), na de�nição (B.3), obtemos a seguinte expressão:�

�}@E�@E� +
m2

~

�
Â�1 (xE; x

0
E) = �4 (xE � x0E) : (B.8)

Nesse ponto é conveniente empregarmos as transformadas de Fourier no espaço Euclidiano e escrever
o operador inverso A�1 (xE; x0E) e a função delta �

4 (xE � x0E) na forma:

Â�1 (xE; x
0
E) =

Z
d4pE

(2�})4
exp

h
�ipE
}
(xE � x0E)

i
Â�1 (pE) ;

�4 (xE � x0E) =

Z
d4pE

(2�})4
exp

h
�ipE
}
(xE � x0E)

i
: (B.9)

Substituindo as transformadas de Fourier do operador Â�1 e da função �4, Eq. (B.9), na equação
(B.8), obtemos o operador inverso, i.e.:

Â�1 (xE; x
0
E) = }

Z
d4pE

(2�})4
exp

�
� i
}pE (xE � x0E)

�
(pE)

2 +m2
: (B.10)

O operador inverso Â�1 (xE; x0E) é de fato relacionado com o propagador de Feynman �E
F (xE � x0E),

ambos escritos no espaço Euclidiano. A relação entre essas quantidades é dada por:

�E
F (xE � x0E) =

1

}
Â�1 (xE; x

0
E) =

Z
d4pE

(2�})4
exp

�
� i
}pE (xE � x0E)

�
(pE)

2 +m2
: (B.11)

Note que na equação (B.11), o limite de integração em pE4 é de �1 a +1 e o denominador do lado
direito da equação acima é (pE)

2 +m2 =
�
pE4
�2
+ (pE)

2 +m2, ou seja, pólos se fazem presentes em

pE4 = �i
q
(pE)

2 +m2, mas estes não são alcançados, uma vez que a integração em pE4 é apenas no eixo
real. Entretanto, quando fazemos uma continuação analítica para voltar ao espaço de Minkowski, os
pólos são atingindos pois

�E
F (i (x0 � x00) ;x� x0) =

Z
d4pE

(2�})4
exp

�
� i
} ip

E
4 (x0 � x00)� i

}p (x� x
0)
�

(pE4 )
2
+ (pE)

2 +m2
; (B.12)

ou, fazendo p! �p, p0 = ipE4 , d
4pE = �id4p, chegamos a

�E
F (i (x0 � x00) ;x� x0) = i

Z
d4p

(2�~)4
exp

�
� i
~p (x� x0)

�
p2 �m2

= i�F (x� x0) ; (B.13)

que é o propagador de Feynman no espaço de Minkowski, com o contorno sendo de�nido por p0 indo
de �i1 a +i1, que pode ser deformada para o eixo real se evitarmos os pólos em p0 = �

p
p2 +m2.

94



Um processo equivalente é escrever o propagador de Feynman no espaço de Minkowski na seguinte
forma:

�F (x� x0) =

Z
d4p

(2�})4
exp

�
� i
}p (x� x0)

�
p2 �m2 + i"

: (B.14)

Fica evidente que a formulação da teoria de campos no espaço Euclidiano fornece automatica-
mente o propagador que satisfaz às condições de contorno corretas. Trabalhando diretamente no
espaço de Minkowski não saberíamos qual, dentre várias funções de Green do operador de Klein-
Gordon, a correta para construir Â�1 (xE; x0E), ou seja, o propagador de Feynman. Note ainda que a
adição de i" para obter a integração correta é equivalente a escrever a Lagrangiana do sistema como
segue:

L0 =
}2

2
@�'@

�'� 1
2
m2'2 +

1

2
i"'2: (B.15)

Resumidamente, temos que Â�1 (xE; x0E) = i}�F (x� x0), com �F (x� x0) dado na Eq. (B.14), o
que implica na seguinte forma para a amplitude vácuo-vácuo para o campo escalar não interagente:

Z0 [J ] = exp

�
1

2}2
�
J; Â�1J

��
= exp

�
� i

2}

Z
d4x0d4x J (x0)�F (x

0 � x) J (x)

�
: (B.16)

O resultado acima é aplicado também na teoria que considera campos interagentes, especi�camente
quando fazemos uma expansão em série da amplitude de transição vácuo-vácuo, conforme será visto
no próxima apêndice.
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Apêndice 3: Interação '4

No presente apêndice, consideramos um campo escalar com auto-interação na forma g
4!
'4, em que g é

a constante de acoplamento. Primeiramente, vamos considerar uma interação geral na forma gV (').
Nosso objetivo é escrever a amplitude de transição vácuo-vácuo dada na Eq. (1.2.27), isto é:

Z [J ] = N exp

�
� i
}

Z
d4x gV

�
}
i

�

�J (x)

��
Z0 [J ] ;

[N ]�1 = exp

�
� i
~

Z
d4x gV

�
~
i

�

�J (x)

��
Z0 [J ]

����
J=0

; (C.1)

como uma série de potências da constante de acoplamento g.
Pode ser demonstrado que a expansão em série de Z [J ], toma a seguinte forma [48]:

Z [J ] = Z0 [J ]
�
1 + gz1 (J) + g2z2 (J) + g3z3 (J) + :::

�
; (C.2)

em que as funções zi são dadas pelas seguintes relações:

z1 (J) = u1 (J)� u1 (0) ;

z2 (J) = u2 (J)� u2 (0)� (u1 (J)� u1 (0))u1 (0) ;

z3 (J) = :::; (C.3)

com as funções ui sendo escritas como:

u1 (J) = Z�10 [J ]

�
� i
~

Z
d4xV

�
~
i

�

�J (x)

��
Z0 [J ] ;

u2 (J) = Z�10 [J ]
1

2!

�
� i
~

Z
d4x V

�
~
i

�

�J (x)

���
� i
~

Z
d4x V

�
~
i

�

�J (x)

��
Z0 [J ]

u3 (J) = :::: (C.4)

Lembramos que Z0 [J ] é a amplitude de transição vácuo-vácuo, considerando o campo escalar sem
interação Eq. (1.2.15).
Podemos expandir a função geradora das funções de n-pontos conectadas, W [J ], a partir da

de�nição aprensentada na equação (1.2.19). Assim, podemos escrever:

i

}
W [J ] = lnZ [J ] : (C.5)

Deste modo, podemos ver que uma expansão em série de W [J ] pode ser obtida pela série de Z [J ].
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O resultado �nal é escrito na forma:

i

}
W [J ] = lnZ0 [J ] + ln

�
1 + gz1 (J) + g2z2 (J) + g3z3 (J) + :::

�
= lnZ0 [J ] +

�
gz1 (J) + g2z2 (J) + :::

�
� 1
2

�
gz1 (J) + g2z2 (J) + :::

�2
+
1

3

�
gz1 (J) + g2z2 (J) + :::

�3
+ :::; (C.6)

em que os zi (J) foram apresentados na Eq. (C.3) em conjunto com a Eq. (C.4). Conhecendo as séries
apresentadas nas equações (C.2) e (C.6) para os funcionais Z [J ] e W [J ], respectivamente, podemos
considerar o caso do campo escalar com auto-interação '4.
Na teoria da auto-interação '4, o potencial V (') é escrito explicitamente como:

V (') =
1

4!
'4 (x) ; (C.7)

e a amplitude vácuo-vácuo, sem interação é dada por:

Z0 [J ] = exp

�
� i

2}
(J;�FJ)

�
: (C.8)

Assim, o primeiro termo da série da Eq. (C.6) é escrito como:

lnZ0 [J ] = �
i

2}
(J;�FJ) = �

i

2}

Z
d4x1

Z
d4x2 J (x1)�F (x1 � x) J (x2) : (C.9)

O próximo termo é obtido na forma:

z1 (J) = u1 (J)� u1 (0) : (C.10)

No caso considerado, u1 (J) é expresso pela seguinte equação:

u1 (J) = Z�10 [J ]

(
� i

4!~

Z
d4x

�
~
i

�

�J (x)

�4)
Z0 [J ] : (C.11)

Assim, precisamos calcular a quarta derivada funcional da amplitude Z0 [J ] da Eq. (C.8). Aplicando
as quatro derivadas, obtemos a seguinte expressão:�

~
i

�

�J (x)

�4
Z0 [J ] =

(
3

�
~
i

�2
[�F (x� x)]2 +

�Z
d4x1 �F (x� x1) J (x1)

�4
+

�6~
i
�F (x� x)

�Z
d4x1 �F (x� x1) J (x1)

�2)
Z0 [J ] : (C.12)

A partir do resultado acima, podemos facilmente calcular z1 (J), Eq. (C.10), para a teoria '4,

z1 (J) =
1

4

Z
d4x�F (x� x)

�Z
d4x1 �F (x� x1) J (x1)

�2
+

� i

4!~

Z
d4x

�Z
d4x1 �F (x� x1) J (x1)

�4
: (C.13)
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Coletando os resultados expressos nas Eq. (C.9) e (C.13), podemos escrever a série de W [J ] da
equação (C.6), até ordem de g(1), da seguinte forma:

i

}
W [J ] = � i

2}

Z
d4x1

Z
d4x2 J (x1)�F (x1 � x2) J (x2) +

+
g

4

Z
d4x�F (x� x)

Z
d4x2

Z
d4x1 �F (x� x1) J (x1)�F (x� x2) J (x2)

� g

4!

�
i

}

�Z
d4x

Z
d4x1

Z
d4x2

Z
d4x3

Z
d4x4 �

��F (x� x1) J (x1)�F (x� x2) J (x2)�F (x� x3) J (x3)�F (x� x4) J (x4) : (C.14)

Podemos continuar o processo descrito e obter correções de ordem superior.
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