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“Segundo o nosso modo de ver, o numero, em seu conjunto, € o Ser.”
(Platao em “Sofista”, 238 b.)

“Tu conheceras, tanto quanto é possivel a um mortal, que a Natureza é em tudo
semelhante a st mesma.”

(Versos dureos de Pitdgoras)

“We may, however, take this opportunity of expanding some remarks which we made in
§ 17.1. We could construct a formal theory of Dirichlet series in which ‘analysis’ played
no part. This theory would include all identities of the ‘Mobius’ type, but the notions of
the sum of an infinite series, or the value of an infinite product, would never occur. We

shall not attempt to construct such a theory in detail, but it is interesting to consider

how it would begin.”

Hardy e Wright (2009, p. 329), 6% edigao.






Resumo

Neste trabalho propus a uniao da axiomética de Peano a axiomética dos espacos vetoriais,
através do conceito de base ordenada, culminando na definicao de espago aritmético. Esta
uniao permitiu uma sistematizacao universal dos procedimentos mais comuns do estudo
da teoria dos nimeros através de funcoes geradoras, desenvolvendo uma linguagem com-
preensiva e coesa. Defini a nocao de aritmética, funcao sucessora e gerador, operagoes
aritméticas iterativas e endomorficas, e de mondides de operagoes e seus homomorfismos,
assim como a noc¢ao autossimilar de meta-aritmética. Desenvolvi o conceito de algebra de
operacoes aritméticas, transportando completamente a teoria das operacoes aritméticas
para dentro da teoria das transformacoes lineares. Mostrei como as algebras definidas po-
dem ser compreendidas de diversas maneiras ja bem estabelecidas da Algebra, e a relacao
destas estruturas com &lgebras convolutivas. Estudei seus homomorfismos quando sao
algebras de Banach e, em particular, o problema da inversao aritmética nestas algebra.
Provei a decomposicao do grupo de seus elementos invertiveis em fatores elementares,
teorema consideravelmente mais 1til que o Teorema Fundamental da Algebra. Investiguei
combinatorialmente algumas relagoes, em especial a construcao das multiplicacoes pri-
mas pelas naturais, a Lei das Fatoragoes Naturais e algumas formulas primitivas. Criei a
nocao de algebra simetrizada de operagoes e a teoria vaga dos correspondentes simetriza-
dos. Descrevi como a algebra das operacoes aditivas circulares faz nascer, da maneira mais
natural, o conceito da Transformada de Fourier Discreta, nocao fundamental da disciplina
de processamento de sinais. Obtive representacoes de fungoes aritmeticamente notaveis,
como a funcao de Mertens de maneira abstrata, sem recorrer a funcao Zeta, por meio
da analise harmonica aplicada aos grupos de operacoes invertiveis. Por fim, mostrei um
argumento heuristico para a obtencao de uma assintota intimamente ligada a hipdtese de
Riemann, utilizando residuos complexos da teoria classica.

Palavras-chave: Teoria dos Niimeros. Algebra Linear. Axiomas de Peano. Formalismo
de Hilbert. Convolugoes. Ntimeros primos.






Abstract

In this work I proposed the union of Peano’s axiomatics to the axiomatics of vector
spaces, through the concept of ordered basis, culminating in the definition of arithmetic
space. This union allowed a universal systematization of the most common procedures
in the study of number theory through generating functions, developing a comprehensive
cohesive language. I defined the notion of arithmetic, successor function and generator,
iterative and endomorphic arithmetic operations, and monoids of operations and their
homomorphisms, as the self-similar notion of meta-arithmetic. I developed the concept of
algebra of arithmetic operations, completely translating the theory of arithmetic opera-
tions into the theory of linear transformations. I showed how the defined algebras can be
understood in several well-established ways of Algebra, and the relationship of these struc-
tures with convolutional algebras. I studied their homomorphisms when they are Banach
algebras and, in particular, the problem of arithmetic inversion in these algebras. I proved
the decomposition of the group of its invertible elements into elementary factors, a theo-
rem considerably more useful than the Fundamental Theorem of Algebra. I investigated
some relations combinatorially, in particular the construction of prime multiplications by
natural ones, the Law of Natural Factorizations and some primitive formulas. I created
the notion of symmetrized algebra of operations and the vague theory of symmetrized
correspondents. I described how the algebra of circular additive operations gives rise, in
the most natural way, to the concept of the Discrete Fourier Transform, a fundamental
notion of the discipline of signal processing. I obtain representations of arithmetically re-
markable functions, such as the Mertens function, in an abstract way, without resorting to
the Zeta function, through harmonic analysis applied to groups of invertible multiplicative
operations. Finally, I show a heuristic argument for obtaining an asymptote closely linked
to the Riemann hypothesis, using complex residues of the classical theory.

Keywords: Number Theory. Linear Algebra. Peano Axioms. Hilbert’s Formalism. Con-
volutions. Prime Numbers.
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17

Contraste critico entre os conceitos de nimero

natural e Aritmética

Os ntimeros naturais sao objetos de contemplacao e fascinio pela humanidade desde
os tempos imemoriais. Nao nos ¢ possivel determinar quando comegamos a concebé-los, a
conta-los, a usa-los nas mais diversas atividades. Apontando as evidéncias para o fogo ter
sido dominado pelos Homo entre 1 e 2 milhoes de anos atras, como nao suspeitar que a
ancestralidade da lingua e do niimero seja abismalmente maior que a que nos permitimos
usualmente conceber? Que limites encontrou a imaginacao do homem ao inspirar-se na
generosidade da natureza, ao contemplar os céus e a prépria ignorancia frente ao infinito?
Tais historias, que aqui nos trazem, guardarao eternamente seus segredos, e nos restara

somente o prazer insipido das especulacoes obscuras.

Nosso saber, apegado aos resquicios poupados pelo tempo, ha de se contentar com
evidéncias esparsas, das quais a mais famosa é o osso de Ishango, encontrado em escavagoes
de uma vila no Congo, preservada por uma erupc¢ao vulcanica que a atingiu ha 20 mil anos.
Nela, restam marcagoes que indicam alguma forma de contagem ou até uma operagao mais
complexa, o que é pouco claro. Outro achado interessante data de alguns dos primeiros
assentamentos de Sapiens no solo que hoje é europeu, datado de 40 mil anos, talvez
carregado de uma cultura ainda mais velha: achada em Hohle Fels, na Alemanha, a flauta
mais antiga ja encontrada apresenta um padrao de furos que demonstra um conhecimento
rudimentar de harmonia e consonancia, outra forma profundamente intuitiva pela qual o

ser humano se aproximou do nimero.

Sao somente das grandes civilizacoes da antiguidade que recebemos provas indubitaveis
da consideracao do niimero claramente abstraido de suas manifestagoes. O Egito é citado
por diversos escritos da antiguidade como uma grande fonte do estudo mistico, logico e
numérico. No entanto, nao nos restaram evideéncias egipcias de declaragoes explicitamente
abstratas e estruturadas logicamente acerca do nimero, fato que faz as investigacoes da
civilizacao egipcia serem caracterizadas como apenas de cunho pratico por alguns autores.
Isto é improvavel, para um cultura tao ligada a linguagem, as ciéncias e a metafisica.
A evidéncia sobrevivente mais marcante desta faixa histérica talvez venha do crescente
fértil, onde hoje é o sul do Iraque. Com quase 4 mil anos de idade, a tdbua de argila
acadiana catalogada como Plimpton 322 mostra claramente uma lista do que conhecemos
como triplas pitagéricas, isto é, pares de nimeros quadrados cuja soma ¢é outro quadrado.
Algumas destas triplas nos chamam a atencao, como 12.709% 4 13.500? = 18.5412, pois
sugerem que algum método desconhecido estava envolvido, mais do que mera adivinhacao.
Neugebauer e Sachs, em 1945, sugeriram o uso de &lgebra para gerar as triplas, fato

contestado como anacronico, restando-nos novamente o mistério.



18 SUMARIO

Esclarecimentos explicitos e logicos que arquitetam o complexo por meio de partes
simples nos chegam essencialmente através de textos gregos. A literatura grega foi em
grande medida perdida. A figura de Pitagoras sintetiza uma das grandes linhagens do
pensamento grego, onde havia menos distin¢ao entre mistica, 16gica, e matematica do que
nos acostumamos contemporaneamente. Dos pitagéricos restou pouco, e mesmo as gran-
des obras de Aristételes sobre o grupo nao sobreviveram ao tempo. Apesar das triplas pi-
tagdricas terem despertado a curiosidade humana muito antes de Pitagoras, a matematica
pitagérica foi aparentemente a primeira a demonstrar claramente que simples triangulos
ja carregavam relagoes impossiveis para as proporgoes fraciondrias (os incomensuraveis).
Uma das solugdes mais praticas a respeito destes irracionais foi dada apds alguns séculos
por Eudoxo, que definiu a igualdade entre ntimeros irracionais i, j como a equivaléncia
i=j %< (i <a< j<a,Va), sendo os numeros a fracionarios. E uma definicao de
identidade de irracionais totalmente expressa a partir de suas rela¢goes com numeros fra-
cionarios, feita através de uma relacao de equivaléncia que evita afirmacoes existenciais
de irracionais particulares.

O trabalho maximo grego, e um dos sobreviventes mais simbdlicos da antiguidade, é
o texto de Euclides, Os Elementos. Nele, tanto quanto possivel, o autor busca explicar
relacoes matematicas da maneira mais légica e indubitavel, até mesmo de coisas que
julgdvamos ébvias e simples, e ainda demonstrar o complexo, na geometria e na aritmética.

A quantidade, simetria, ordem, ou simplicidade, que para os pitagéricos dava funda-
mento ao estudo da harmonia do mundo em diversas esferas da vida, coerentemente, foi
investigada no fim com o escrutinio da logica e razao: mantendo que a nocao de unidade
corresponde & condicao prépria existencial do ente, da monada'; da categoria abstrativa
fundamental, o nidmero, a quantidade, soma ou multitude, onde entes distintos sao reu-
nidos sob uma mesma abstragao conforme suas semelhangas (a exemplo das primeiras
duas defini¢oes do 7° tomo d’Os Elementos). O trabalho de Euclides reuniu boa parte da
ciéncia matemadtica construida em seu tempo e lugar. Nao sé uma janela para o passado,
suas categorias foram aceitas por geragoes de filésofos desde esta época até as modernas
e contemporaneas - mesmo por estes amantes da discussao e de dificil consenso.

Dentre muitas das questoes que o livro considera, estd a dos ntmeros primos, das
proporcoes naturais irredutiveis. O livro demonstra que sdo infind4veis e, com ressalvas?,
que todo numero natural tem fatoragdo unica como produto de primos em ordem. A
existéncia e distribuicao dos niimeros primos entre os naturais encantou e frustrou geracoes
de matematicos desde entao, que tentam encontrar algum padrao claro para construi-los.
O paradigma pitagorico legou as geracoes o encantamento com a ordem e a proporgao

como medida do mundo, e elevou os primos as proporcoes irredutiveis da prépria Natureza.

! Em consonancia, alguns pitagéricos anteriores ainda a Platdo chegavam mesmo a dizer que 1 ndo era

nimero, que nimero se reservava ao que era multiplo.
As afirmacoes de Euclides nao correspondem exatamente ao Teorema Fundamental da Aritmética,
tradicionalmente atribuido ao Disquisitiones de Gauss.
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O maior legado historico d’Os Elementos talvez seja oferecer um exemplo claro do po-
der sintetizador, organizador e demonstrativo do método axiomatico que, de tao associado
ao livro, foi por séculos chamado de método geométrico.

Ao longo dos ultimos séculos, em particular a partir do XIX em solo europeu, diversas
aplicacoes da logica dentro e fora da matematica tradicional levaram a um criacao tao
numerosa de linguagens e sistemas complexos que o rigor lingiiistico explicito e mecanico
passou a ser naturalmente necessario, a fim de enfrentar os erros mais sutis.

Dentre a complexidade destes movimentos, surgiram as primeiras axiomatizagoes mo-
dernas da aritmética, geralmente creditadas a Grassmann, Peirce e principalmente Peano.

Os axiomas de Peano para os niimeros naturais basicamente declaram® que (1) h& um
primeiro numero natural 1; que (2) existe uma fungao injetiva +1 entre os naturais que
leva cada niimero em seu sucessor, tal que 1 nao é imagem desta fungao (1 nao é sucessor
de nenhum natural), e que (3) um subconjunto dos naturais que contenha 1 e contenha o
sucessor de todo elemento que a ele pertenca é o proprio conjunto N dos naturais. Destes
axiomas, mostrou-se que uma grande quantidade de afirmagcoes sobre os niimeros naturais
pode ser enunciada e provada. A axiomatica incorporou-se na ciéncia moderna, e desde
entao é celebrada por seu cardcter unificador.

Pode-se ver na literatura, como no vulgo® Elinho® (LIMA, 2016, p. 1), a afirmacio de
que estes axiomas caracterizam os nimeros naturais. O leitor atento talvez perceba que
os axiomas de Peano, tomados abstrata e formalmente da realidade que descreviam, sao
modelados em uma classe muito maior de estruturas e objetos que os nimeros naturais:
afinal niimero, funcao sucessora e unidade sao por eles tomados primitiva, abstratamente.
Por exemplo, até mesmo o conjunto das poténcias de 2 satisfaz os axiomas de Peano,
desde que a funcao injetiva seja a restricao da funcao -2 ao conjunto destas poténcias.

A axiomatica de Euclides, que buscava o rigor formal, sem no entanto separar-se tao cli-
nicamente da substancia de que tratava, como propoe o formalismo hilbertiano, talvez seja
a imagem que nos elucide a razao da axiomatica de Peano, dada em sua plena abstracao,
ser por vezes confusamente dada como a definicao de nimero natural. Esta axiomatica,
que estabelece relagoes entre os objetos primitivos numero natural, fun¢ao sucessora e uni-

dade nada carrega da semantica atribuida implicitamente as palavras em italico, que aqui

3 O préprio Peano inicialmente publicou seu trabalho utilizando o 1 como primeiro niimero, introduzindo

depois 0 0. Ambas as formulagoes sao interessantes ao matematico. Aqui escolhemos o nimero 1 como
ponto de partida por o considerarmos de cardcter existencial e logicamente precedente a 0 (Quantos
zeros naturais existem?). Isso estd de em consonancia com a tradigao filoséfica ocidental, em particular
com as ponderacoes medievais de Scotus acerca da unidade e do ser, e as consideragoes de Santos acerca
da precedéncia da afirmacao sobre a negacao, que interpreta como um tipo particular de afirmagcéao.
Anélise Real, volume 1: fungdes de uma variavel.

Curiosamente, a pesquisa atual, levada por outras motivagoes, aqui me remonta ao meu primeiro
periodo de graduagao - em particular a primeira vez que tentei ler o Elinho, sob indicagao do professor
Daniel Pellegrino, quando nem imaginavamos estabelecer a presente orientacao. Na primeira pagina,
jé encontrei dificuldades: como era possivel que aquilo resumisse o que era nimero? Apesar disso, mais
tarde o livro me foi um dos mais valiosos.
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sao tomadas como mero simbolo vazio. De certa forma, o fato da axiomatica permitir-nos
demonstrar tantas de suas afirmagoes sem nunca requerer uma especificagao da natureza

de seus entes primitivos a torna ainda mais admiravel.

O conflito entre a pluralidade dos modelos que satisfazem os axiomas de Peano e o
conceito de nimero natural como coisa determinada e tnica ¢ reconhecido em Russell
(1920, p. 9): a primeira chama de axiomas das progressies; ao segundo, o problema de
definir os niimeros naturais eles mesmos, que segundo ele foi solucionado somente com
Frege. Frege (1884) definiu nimero cardinal como classe da relagdo de equivaléncia ~
entre conjuntos, onde ~ indica a existéncia de uma relacao bijetiva entre eles. Neste
sentido, o cardinal 2 é para Frege a classe de todas as duplas de um universo de discurso.
Sua definicao de nimero a principio nao inclui afirmacoes existenciais a respeito dos
nimeros; mesmo a consideracao que obtivemos a respeito de 2 s6 faz sentido mediante a
afirmacao independente da existéncia das duplas®. Neste sentido, a definicao de Frege tem
uma qualidade logica semelhante a definicao de irracionais de Eudoxo, sem determinagoes

existenciais per se.

Em varios aspectos, a consideracao de classes de equivaléncia e quocientes se relaciona
com o conceito filoséfico tradicional de esséncia, que abstrai de uma colecao de seres o
que lhes ¢ idéntico, e os analoga’ (Santos, 2000). Neste sentido, a resposta de Frege talvez

seja uma resposta atual a mesma busca presente em Pitagoras.

Se para Frege “2”7 é abstraido da condicao comum de tudo que é duplo, é de se crer
que “1” deva ser abstraido da condicao comum de tudo que é tinico, sendo que ser é ser
tinico, e portando 1 ¢ abstraido da condicao mesma de ser®. Frege define conceitos como
conjuntos, e numeros naturais como as classes de equivaléncia de uma relagao logica,
a de existéncia de uma relacao bijetiva entre os conceitos, chamada equinumérica, mas
definida tao somente pelas equacoes e distingoes da condicao bijetiva. A definicao nao
apela a nenhum numero em particular e é sugerida como o que é essencial ao nimero.
Nao é capaz, no entanto, de implicar a existéncia de qualquer nimero (qualquer classe),
sendo independente a afirmacao de existéncia do conjunto vazio ou mesmo de quaisquer
elementos com os quais formarfamos conjuntos.

De fato, parte fundamental do nosso vocabulédrio pode ser aprendida gracas a exemplos
de seu uso, de onde tiramos o que lhes é comum facilmente, e incorporamos; quando se

ensina primeiramente o que é 2, nao se passa justamente pela apresentacao de duplas de

6 Em Russell (1920, p. 25), podemos constatar a mesma percepcio: um universo finito implicaria na

inexisténcia de n-uplas grandes, que, pela definicao de Frege, identificaria todos os ntmeros corres-
pondentes com o conjunto vazio. E digno notar que é justamente esta estrutura que é implicada na
formacao do que definiremos como aritmética finita nilpotente.

Realmente, as classes de equivaléncia sao freqiientemente interpretadas como identificando seus ele-
mentos sob uma qualidade comum, reduzindo-os a um tnico representante.

No sentido de ser elemental. Frege (1884) considera a estranheza da unidade como predicado: “Sécrates
é um”. A estranheza talvez nasca da redundéncia: nada acrescenta a sentenga “Sdcrates é”, sem
predicado (sobre o elemento Sécrates).
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coisas? E 3 pela de trios? E o aprendiz, que ja intui a dualidade, a trialidade as quais
apeldvamos, as reconhece nos exemplos e aprende a se referir aos termos 2 e 3. ¢

E 1, pela apresentacao das coisas - apelando a intuicao de ser. E sfmbolo de ser,
elementalmente - sem complementar; absoluto. Frege e Russell participam com o rigor

l6gico moderno da histéria das respostas a essa intuicao, a da natureza das coisas'®.

A posicao desta aritmética formal

Preocupados com duvidas mais particulares, nos voltamos ao ponto de partida da
presente pesquisa: a distincao entre numero natural e aritmética, respectivamente en-
tre as abstragoes maximas existenciais e os modelos dos axiomas de Peano e consi-
deracoes algébricas sobre suas operagoes. Aqui, nos interessamos justamente em estudar
as operacgoes aritméticas de soma, multiplicacao e poténcia para as mais variadas pro-
gressoes, finitas'! ou infinitas. Neste sentido, foi interessante definir como Aritmética um
conjunto que preservasse de um lado a estrutura algébrica implicada pelos axiomas de
Peano (tnica a menos de isomorfismos), e de outro, a informagao sobre os objetos parti-
culares aos quais se aplicam. Conforme veremos, isso ¢ tao simples quanto defini-las como
um par (x1,s), onde x; é o primeiro elemento da progressao, e s é a fun¢ao sucessora da
progressao.'?

Com este formalismo, é possivel descrever em uma tnica linguagem todas as instancias
onde relagoes aritméticas ocorrem, antes de determind-las particularmente. Isso nos per-
mite adicionar a vontade afirmacgoes independentes a respeito dos elementos x,, das pro-
gressoes, da forma que for mais conveniente para a investigagao aritmética. Tal formalismo,
bastante simples e geral, talvez permita grande sorte de aplicacoes; aqui nos limitaremos
a adicao de uma condigao vetorial aos “ntumeros”, constituindo o que chamaremos
de espagos aritméticos'®. Em tais espacos é possivel considerar algebras de operacoes
aritméticas, adequadas para o estudo de funcoes geradoras. As algebras de soma respei-
tam uma forma de fatoracao compositiva das operagoes aritméticas aditivas em termos
da base aditiva. Quando o anel dos coeficientes é corpo algebricamente fechado, a forma
simplifica-se para o classico teorema fundamental da dlgebra para polindmios. Assim como
no caso aditivo, os elementos de algebras de multiplicacao destes espagos sempre admi-

tem uma fatoracao compositiva em termos da base multiplicativa. Além disso, contém um

9 Fruto do reconhecimento intuitivo do estado das coisas; neste caso, das primeiras finitudes naturais. A

existéncia das finitudes e suas relagoes é um fato independente da formulacao conceitual de nimero de
Frege, que delas trata somente quando é expressamente admitida a existéncia de um conjunto com a
especifica cardinalidade. Intuimos inclusive sucessoes infinitas de coisas! Mesmo Russell admite que ha
fundamentalmente uma admissao independente de infinidade de objetos, para enfim tratar de nimero
natural como tal.

Para Frege, os conjuntos unitarios, em identificagdo com os elementos. Por coisa, entendemos o que
existe como mero elemento - ente, por existir, ou ser (elementar).

O chamado finitismo de Skolem nao tem relagao com as idéias aqui presentes.

Isso é andlogo a distingiiir um grupo do conjunto no qual age.

Em outras palavras, o estudo das progressoes restrito as progressoes de vetores.

10

11
12
13
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elemento que respeita um produto de Euler generalizado, nos casos infinito e finito nilpo-
tente. Este elemento é, para a dlgebra das séries de Dirichlet com respeito a multiplicagao
convencional, a cldssica funcao Zeta; por este motivo o chamaremos Z-elemento, ou Z-
funcao. Z-elementos carregam uma informacao especial em qualquer espaco aritmético,
pois sua inversal? tem n-ésimos coeficientes u(n), dados pela funcao de Mobius.

De fato, isso demonstra a posi¢ao matematica fundamental das operacoes convolutivas
aditivas e multiplicativas, uma vez que emergem naturalmente na estrutura de coeficientes
das algebras de operagbes aritméticas de qualquer espago aritmético. A interpretacao
fornece uma forma de organizar muitos objetos e procedimentos distintos da teoria dos
numeros.

Funcionais lineares destas dlgebras para o conjunto de coeficientes representam funcoes
aritméticas classicas. De fato, copiosos exemplos historicos de tentativas de se provar o te-
orema dos niimeros primos ocorreram por meio de procedimentos particulares da inversao
multiplicativa de uma Z-funcao, no caso de um espaco de fungoes de base ortonormal enu-
meravel, onde o funcional era o de avaliacao das funcoes em um ponto ou alguma forma
de residuo. E o caso de algumas tentativas fracassadas do final do século XIX, inclusive
por Tchebycheff; nos Handbuchs de Landau, e mesmo no caso da célebre funcao Zeta.

Em alguns destes casos, o teorema dos ntimeros primos estaria determinadamente
provado, a depender tao somente de uma comutacao de limites: o da entrada do funcional
avaliacao, a medida que se aproxima de um ponto, e o limite que define a série vetorial
(e dimensao aritmética). Assim o foi para a fun¢ao Zeta desde Euler, que constatou com

facilidade que

lim p(n)  p(n)

z—1 nv n

e que

lim p(n)

z—1t n*
n=1

)
uma vez que em x > 1 convergem as séries da expressao
oo o0
DLCCE PRI
n® ne
n=1

n=1

mas nao pode provar que

n=1

14 Que é o automorfismo multiplicativo cuja avaliacdo na soma dos vetores da progressdo retorna o
préprio gerador aritmético.
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Também ocorre este problema na decomposicao da sendide em ondas triangulares:

sin(e) = 30 1 g,

onde ¢g(0) = 0, g(z) = 7/2 — /2, © € (0,27) é 27 periddica. A série ndo converge
uniformemente ao redor de 0; se o fizesse, bastava-nos tomar o limite x — 0 para obter
o resultado, pois o limite passaria sob o sinal da série.

Estas limitacoes se mostraram um impedimento para geracoes de matematicos, que
sO viriam a prova-las utilizando a nao anulagao da funcao zeta na linha de parte real 1
do plano complexo. No presente texto, trouxemos brevemente a ferramente mais limpida
desta teoria, o Teorema Tauberiano de Wiener, que aplica a teoria de Gelfand para obter
resultados da algebra convolutiva.

Como marca geral das contribuicoes deste trabalho, estao as consideracoes estrutu-
rais gerais que permitem identificar mais facilmente conexoes aritméticas e investigéd-las
através da sistematizagao algébrica. Com isso, fomos capazes de expressar os temas fun-
damentais da teoria dos nimeros através do parco formalismo abstrato.

Convido, pois, o leitor, em especial o apaixonado pelos temas da teoria dos nimeros, a
se debrucar sobre a axiomatica que defini e desenvolvi, e se possivel, avancé-la e reforga-la,

a fim de que se revele a universalidade e aplicabilidade da sistematizacao.
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Introducao

Este texto nasceu ap6s uma investigagao pessoal de alguns temas da teoria dos niimeros,
especialmente o estudo de quantidades aritmeticamente notaveis esclarecido pelo uso de
funcoes geradoras. Estas quantidades sao notaveis enquanto respostas a duvidas simples

acerca das propriedades da soma e da multiplicagao.

Dentre as buscas desta area, destaca-se a compreensao do comportamento assintotico
de coeficientes de séries de funcoes, normalmente de poténcias ou de exponenciais de
naturais, através de estudos analiticos pormenorizados, quando nao altamente particulares

e especializados, dos proprios valores que as séries assumemn.

Nestes dois casos, a construcao dos coeficientes desejados ocorre através da multi-
plicacao destas séries - a operacao, fechada nestes espacos de funcoes, tem um efeito
convolutivo (discreto) na formagao dos coeficientes da série resultante. A posi¢ao funda-
mental da ciéncia das convolugoes se justifica tanto pela naturalidade dos processos que
as geram como pela profundidade de suas conseqiiéncias: em tltima instancia, é desta
ciéncia que surgiu a prova mais limpida e sistematica do Teorema dos Niimeros Primos,

através de teoria tauberiana de Wiener.!®

Algumas das quantidades aritméticas mais estudadas provém de processos de inversao
aditiva ou multiplicativa das séries de poténcias ou de Dirichlet. Estes métodos, depen-
dentes de uma &lgebra cuja multiplicacao é a multiplicagao complexa das imagens das
séries, concedem as raizes destas o papel de regioes de nao invertibilidade dos elementos
na algebra. De uma maneira ou de outra, os avancos mais proeminentes no estudo das
quantidades aritméticas se deram por meio da andlise destas regioes de nao invertibili-
dade!S. O exemplo cldssico da teoria aditiva talvez seja o método do circulo de Hardy e
seus colaboradores aplicado as particoes como coeficiente do inverso da funcao de Euler;
o da teoria multiplicativa, provavelmente o estudo dos primos com o inverso ou logaritmo
da funcgao Zeta, por diversos métodos.

Apesar disso, é notério que convolugoes aditivas e multiplicativas sao modeladas em
diversos objetos da matematica, através de operacoes distintas da multiplicacao conven-
cional. Este fato levou pesquisadores a investigarem quantidades aritméticas através de
diversas relagoes conhecidas, muitas das quais elusivamente promissoras e sugestivas, mas

finalmente vas e infrutiferas. Nesta situacao se encontraram muitos matematicos do século

15 A referéncia que utilizei foi Folland (1995). Limpidamente, a transformada de Gelfand da algebra de
Banach das fungoes integrdaveis em um dado grupo G abeliano, onde a multiplicacao da &lgebra é
a convolucao integral das funcoes, é a propria transformada de Fourier; isto é, as transformadas de
Fourier das fungoes L'(G) sdao exatamente os homomorfismos daquela algebra. A condi¢io de nao
anulagdo da transformada resulta diretamente em condi¢oes de convergéncia de convolugoes. Além
disso, a transformada é construida em correspondéncia com os caracteres multiplicativos do grupo.
16 Ou mesmo na fronteira do grupo dos elementos invertiveis de uma 4lgebra de Banach.
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XIX, crentes na veracidade de antigas conjecturas a respeito da distribuicao dos niimeros
primos, e, a despeito de todas as evidéncias, incapazes de prova-las.

De fato, o processo de inversao multiplicativa pode ser efetuado num grande nimero
de espacos através de operacoes independentemente definidas e conhecidas. Enquanto eu
escrevia meu trabalho anterior (ROLIM, 2020), generalizei muitas versdes da inversao
multiplicativa sob uma tnica forma:

Se {fn}tnen+ é uma familia de fungdes de A em B subconjuntos de C, e se estd bem

definida a familia {g, },en+ pela relagao

9(2) = Y furl(2),

entao

Jel2) = 37 uln)gan(2),

e a reciproca é também verdadeira. Uma condicao suficiente para a convergéncia é, analo-
gamente ao dado por Hardy e Wright (2008, p. 308), a convergéncia da série ;. | fux(2)| =
Yo.d(c)| fex(2)], onde d(n) é a quantidade de divisores de n, embora nao seja condi¢ao ne-
cessaria.

A férmula me chamou alguma atencao na época, mas a esqueci. Foi apenas mais
tarde que suas conseqiiéncias se mostraram uteis. Dos meus tempos como estudante de
musica, tive contato com debates a respeito do timbre, em particular o da posicao de “nota
pura’conferida por vezes aos sons provocados pelas ondas senoidais. E possivel que isso
seja historicamente justificado pela descoberta das séries de Fourier, este que constatou
a densidade das somas de translagoes de senoides compostas a direita com multiplicagoes
naturais no espaco das funcoes periédicas'’. Com as consideracoes multiplicativas logo
acima expostas, percebi que podia caracterizar multiplicativamente séries de Fourier pa-
res e impares, por meio daquelas composicoes laterais a direita com multiplicagoes por
nimeros naturais. A caracterizacao multiplicativa da construcao de séries de Fourier me
permitiu executar uma inversao multiplicativa, e obter representagoes das préprias senoi-
des pelas mesmas composicoes a direita, agora aplicadas a funcao periédica inicialmente

representada: se

g(x) = Z b, sin(nx),

com by # 0, entao

17 Quase sempre.



SUMARIO 27

1 by b2 bs be babs

sine) = -ol) — rol20) — Po(3e) - (b— - b—?) o) ~ Fa(50) - (b— - 26—?) g(62) + -

Musicalmente, a conclusao é que diversos outros timbres, que nao o gerado pelas
ondas senoidais, sao assim capazes de gerar o mesmo espago - ao custo de, possivelmente,
complicar os coeficientes para representar as ondas mais conhecidas.

Ja matematicamente, o espaco das senoides munido da soma usual das imagens e
de uma multiplicagao definivel a partir destas composicoes laterais, forma uma algebra
isomorfa a algebra convencional das séries de Dirichlet. Este acontecimento despertou
minha curiosidade para a descri¢ao geral de todas as instancias onde o processo ocorre, me
levando a empregar uma linguagem vetorial e os métodos da algebra linear. Inicialmente
formalizando conceitos da teoria multiplicativa desta forma, percebi a presenca de
uma teoria muito mais fundamental, simples e vasta, que parte de um conjunto
parco de axiomas e defini¢oes, mas capaz de expressar de uma sé vez a totalidade das
relacoes algébricas combinatorias visiveis na manipulacao das fungoes geradoras tal como
utilizadas nas teorias aditiva e multiplicativa dos ntimeros.'®

Unifiquei o ambiente caracteristico destes procedimentos aditivos e multiplicativos no
conceito de espaco aritmético. Isto foi possivel primeiro gracas a uma descri¢cao rigorosa
do conceito de Aritmética, a uma interpretacao de que a aritmética nao é meramente a
ciéncia dos nimeros, mas das coisas numeradas (bem ordenadas).

A conseqiiéncia mais fundamental é a de que a principio o objeto de discurso da
aritmética nao se limita a ser nimero puro, mas pode admitir determinacoes adicionais
e independentes, induzindo também sobre sua fungao sucessora essas qualida-
des. Por exemplo, a consideracao de espaco aritmético leva a consideracao de espaco de
operacoes.

As defini¢oes fundamentais e investigacoes puramente aritméticas encontram-se no
capitulo 1. Dado um conjunto totalmente ordenado U = {x1, 3, ---}, definimos sua
aritmética formal A como o par (x1,s), sendo s a fungao sucessora de U, assim como a
nocao de extensao de uma aritmética formal finita, em especial a extensao nilpotente e
a circular. Isso corresponde exatamente a um modelo dos axiomas de Peano para o caso
enumeravel, e uma adaptacao destes, no caso finito.

Para realizar a estrutura operacional aritmética, transportada da aritmética natural
convencional, definimos a nocao de operacoes aritméticas iterativas, e fizemos um con-
traste com as operagoes aritméticas endomorficas, ambas definidas a partir da nocao de

somas, as iteragoes da funcao sucessora. Descobrimos que da quarta operacao em diante,

18 O problema que Hardy colocou para a demonstracio de férmulas convolutivas discretas a partir da
manipulagao algébrica de séries de poténcias ou de Dirichlet, a saber, de que dependiam de condigoes
adicionais de convergéncia destas séries, desaparece completamente no caso linearmente independente
(a informacdo é distribuida em infinitas dimensoes), ambiente l6gico simples para a prova destas
identidades convolutivas pelas relagoes algébricas.
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as operagcoes superioras aqui definidas coincidem estruturalmente com as operacoes his-
toricamente denotadas hiperoperacoes inferioras.

Além disso, introduzimos as estruturas algébricas dos monoides de operagoes aritméticas
para as operagoes aritméticas iterativas nilpotentemente estendidas, estrutura basica de
toda a nossa teoria, e investigamos algumas de suas propriedades, que carregam in-
formacoes aritméticas. A nocao de mondide misto é especialmente importante, por conta
da lei de comutacao entre somas e multiplicagoes aritméticas. Para o caso finito nao esten-
dido, foi necessario criar uma variacao desta estrutura, a qual chamamos inframondide,
que, em particular, nao ¢ um magma. Trazemos o conceito de mondide topoldgico para fun-
damentar a construgao topoldgica que se estendera espacialmente nos proximos capitulos.

A nocao de homomorfismos de mondides aritméticos nos permitiu provar o teorema
(1.4.2), que diz que para quaisquer duas aritméticas infinitas, os mondides de operagoes
aritméticas sao isomorfos andar a andar. O mesmo vale para aritméticas finitas de mesma
extensao. Com estas definigoes, fomos capazes de investigar a nogao de automorfismos
aritméticos. Em particular, provamos que para aritméticas infinitas, h é automorfismo
aritmético do mondide (A,, o) de multiplicagoes se, e somente se, h permuta multiplicagoes
primas. Para o estudo dos casos finitos, desenvolvemos a no¢cao de homomorfismos li-
mitado, que é capaz de ser bem definida sobre os mondéides nilpotentemente estendidos.
A quantidade e caracteristicas destes homomorfismos pode revelar informacoes. Por exem-

plo, vale

N.

| Endyin (Ar)| = ord(A)
Se considerarmos todos os endomorfismos limitados, temos
| Endym (Az)| = N™0V).

Por outro lado, para os endomorfismos limitados decrescentes de A,, vale

sendo # o primorial.

O mais importante destes resultados concerne a quantidade de endomorfismos limita-
dos de A, cuja imagem ainda gera todo o mondide, pois estes endomorfismos sao projecoes
finitas dos automorfismos do caso infinito. Se a ordem da aritmética é N, a quantidade

destes endomorfismos é

|Endj,, (As, 0)] = w(N)L.
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Como estes endomorfismos limitados de operacoes se estendem para os homomorfismos
limitados da R-algebra de operagoes, isto também conta os endomorfismos limitados desta
algebra.

Definimos brevemente a nocao de transformada fundamental e operacoes aritméticas
duais, antecipando o conceito de Transformada de Gelfand de 4lgebras para os mondides.

A segunda é construida como extensao linear da primeira.

Desenvolvemos também o conceito de meta-aritmética, uma aplicacao do conceito de

aritmética a si mesma, relevante para a compreensao estrutural das operacao. Através da

meta-aritmética das operacoes nilpotentes, descobrimos a relagao

E?’Ld]im(Al) = AQ.

conceito que se estende linearmente para as algebras de operacoes nilpotentes:

E?’Ld]im(SA) = FA.

Ay atua em U assim como End(A;) atua em A;.

Finalmente, a partir da nocao de extensao do conjunto originario U a fim de garantir a
existéncia de operagoes aritméticas inversas, fizemos alguns comentérios sobre as nogoes de
integralizacgao, fracionalizagao, algebraizacao e completamento aritmético. Sao construcoes
tedricas importantes e fundamentais, mas, no entanto, nao nos debrucaremos devidamente
sobre elas neste trabalho.

Conforme anunciamos, a contribuicao mais importante deste texto para os funda-
mentos das teorias aditivas e multiplicativas segundo fungoes geradoras foi a defini¢ao
dos espacgos aritméticos, dada no capitulo 2. Trata-se da admissao de axiomas adicio-
nais aos axiomas de Peano, que acrescentam uma estrutura vetorial sobre os elementos
além da estrutura aritmética, simplesmente por considerar progressoes de vetores. Quando
tais vetores sao linearmente independentes, é possivel considerar a extensao linear das
operagoes aritméticas sobre todo o espacgo gerado pelos vetores ordenados, assim como
o préprio espago E(A) destas extensoes, e mesmo este espago como algebra Alg(A) de
operadores quando equipado com a composicao de suas funcoes, assunto sobre o qual nos
debrugamos no capitulo 3. Ainda no capitulo 2, definimos a nocao de gerador aritmético
e avaliagao gerativa, o mais importante recurso que liga a teoria aritmética abstrata a
estruturas presentes no espago vetorial sobre o qual as operacoes agem.

Com isto, cria-se o ambiente l6gico algébrico adequado para a demonstracao de iniimeras
formulas primitivas convolutivas, sem ser necessario nos debrucarmos sobre questoes de
convergencia de séries, como colocado por Hardy. Portanto sistematizei o ambiente
légico fundamental para a demonstracao sistematica destas famosas identidades, evi-
tando os argumentos elementares diretos. A estrutura de Alg(A) até a terceira operagao

pode ser descrita como anel em multiplas varidveis, da forma
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R[S, f2’... 7fp7J2a"' 7Jq]
(sM)(fpos—sPo fu)(Jp, © fp, — ba © 1)

sendo p < N primo e ¢ < log, N primo. Comentamos também sobre a Lei de cor-

respondéncia entre o caso enumeravel o nilpotente, fruto de nossas consideragoes sobre
a extensao nilpotente recuperar o caso finito nao estendido. Citamos alguns resultados
classicos da teoria das algebras de Banach e da analise harmonica, conforme Folland
(1995), e sugerimos que as informagoes criticas aritméticas possivelmente podem ser ob-
tidas através do grupo fundamental destas &dlgebras (ou de seus grupos de elementos
invertiveis), o estudo da monodromia, ou mesmo ao complexo de grupos de homologia
associados.
Como a axiomatica aqui estabelecida forma o ambiente universal para todas as aritméticas,

o tema convolutivo que surge nos coeficientes das bases destas algebras mostra-se parte
logicamente intrinseca da aritmética e dos resultados nimero-teoréticos, fornecendo uma
interpretacao sélida para a razao do fato. Em especial, pudemos mostrar que o importante
Teorema Tauberiano de Wiener, aqui exposto na generalidade do Teorema Tauberiano de
Wiener-Pitt, encaixa-se como uma luva na linguagem aqui declarada e desenvolvida, cul-
minando no seguinte teorema Tauberiano: Seja ¢ € S4 com coeficientes ¢(n) limitados,
a € Sy com coeficientes a,, absolutamente soméveis. Suponhamos que a nao se anule, e

que os coeficientes ¢ * a(n) de ¢ o a tendam a d ) |a,|, quando n — oco. Entao

i) os coeficientes de po 8 tendem a d > |b,|, quando x — oo, para todo 3 € S, cujos

coeficientes b,, sejam absolutamente soméaveis;
ii) Se ¢ ¢é lentamente oscilante, entdao ¢(n) — d, quando n — oo.

Também consideramos brevemente o estudo do espectro de Fy para coeficientes ab-
solutamente soméaveis (o espectro do caso aditivo é determinado pelo espectro da fungao
sucessora, o disco unitario complexo.)

Foi de especial proveito considerar as subalgebras definidas pelas restrigoes da dlgebra
de operacoes a cada uma das operacoes separadamente. As chamaremos S, e Fj4 para
as restrigoes a soma e multiplicagao aritméticas, respectivamente. Como toda aritmética
de mesma ordem e extensao é isomorfa, podemos falar de “a”R-dlgebra de operacoes
aritméticas infinitas, “a”R-algebra de operacoes aritméticas finitas nilpotentes de ordem
N, etc. Mostramos como as aritméticas aditivas tem como elementos avaliagoes polinomiais
da funcao sucessora, independentemente da extensao.

Estudei a forma destas algebras segundo a teoria de anéis de polinomios. Para uma
aritmética infinita, S4 ¢ isomorfo a R(s), e F4 ao anel de polinémios em infinitas variaveis

R(f1, ..., fp, -..). Os casos finitos serdo investigados na secao adequada. Estas dlgebras,



SUMARIO 31

consideraveis naturalmente apds a definicao geral de espaco aritmético, formam o ambi-
ente logico para a expressao das fungoes geradoras e investigacoes da combinatéria. Em
particular, valem relagoes de invertibilidade aditivas e multiplicativas gerais para os ele-
mentos desta dlgebra, generalizando por completo a inversao para a sendide dada pouco
acima. Mais abaixo retornaremos ao tema destas inversoes.

A algebra de operagoes aritméticas estabelece ligagoes entre S4 e F4 independentes da
mera consideracao conjunta das varidveis para um anel de polinomios, afinal as fungoes
multiplicativas exibem uma dependéncia da fungao sucessora e exigem os quocientes pelos
ideais (f,0s—sPo f,). Estas condi¢oes parecem estabelecer algo diferente da manipulacao
de séries de poténcias ou de Dirichlet em separado. Neste sentido, a dlgebra de operagoes
finita nilpotente de ordem N também parece ser nova na literatura, e pode ser obtida
como quociente pelo ideal (s?V) sem se mostrar necessario quocientar pelas multiplicativas
em separado. A relacao entre os f, e s acima nesse caso ja implica fx =0, K > N e
outras anulagoes com respeito a suas agoes no conjunto recursivo U.

O grupo dos elementos invertiveis da algebra de operagoes, com respeito a composicao,
carrega implicitamente uma informacao aritmética fina, decorrente de sua construcao em
termos de somas das extensoes lineares das operagoes aritméticas, cujas implicagoes sao
parcialmente estudadas no capitulo 6. Provamos um resultado importantissimo para estes
elementos: a decomposicao em fatores elementares'?. De fato, é um teorema muito mais
simples e geral que o teorema fundamental da algebra, que pode ser atingido facil-
mente pela forma inversa de inversao compositiva multiplicativa usando a decomposicao

como lema e a nocao de fechamento algébrico do anel R. Mostramos que se a é elemento

invertivel de S, de determinante 1, entao existem unicos bq,---, by_1 € R tais que
a~ ' =N (s — brsy). (Inversdo compositiva aditiva direta)
Também existem tunicos by,---, by_1 € R tais que

a =y (s0 — brsi). (Inversio compositiva aditiva inversa)

Resultados andlogos valem para F';: existem nimeros no préprio anel R tais que

a ' = O, (fi — brfe), (Inversdo compositiva multiplicativa direta)

a=ON_o(f1 — brfe). (Inversdo compositiva aditiva inversa)

19 Tais fatores sdo diferencas entre a identidade e os elementos da base do espaco, como (8¢ — Ynsn) €
(fl - ynfn)7 sendo y, € R
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A investigacao proposta pelo capitulo 4 é combinatéria e investiga as conseqiiéncias
de certos produtos algébricos, em especial o generalizado de Euler para Fj4. De fato,
o reflexo destas relagoes algébricas no espaco primitivo dos coeficientes é a existéncia
de diversas relacoes numéricas combinatorias elementares interessantes. Nos dedicamos
a descrever, em especial, relacoes explicitas entre Z = ) f, e P = Zp fp, como a
construcao algébrica de Z por P e de P por Z. Em relacao a tultima, a construcao ¢
sugestiva e possivelmente reserva frutos para a investigacao futura. Me refiro, por exemplo

a simplificacao dos coeficientes®® da férmula

P=Yf =37 3 ) Iz~ )

=1 k-n=l

fato relacionado as condigoes que tornam a iteracao de Frobénius um automorfismo de
corpos primos, e mesmo a existéncia de automorfismos mais complicados para todos os
anéis ciclicos de cardinalidade livre de quadrados. Do ponto de vista dos niimeros naturais
e primos, a formula descreve uma maneira de categorizar os compostos, e oferece uma
familia de pesos inteiros para cada contagem de categoria destes compostos, que permite
o calculo da quantidade de niimeros primos abaixo de uma dada quantidade.

Este calculo nao se mostra util para quem deseja obter estimacoes da quantidade,
uma vez que a contagem das categorias de compostos é um problema dificil. No entanto,
¢ logicamente relevante, uma vez que permite a enunciagao de uma pergunta em termos
de ntimeros naturais em geral, sem citar primos uma vez sequer, que guarda exatamente
a quantidade de primos, como a exemplo do resultado convolutivo
= (=1)F 1/4, se n = p/, para algum p primo, ou
Z Tdk<n) =

1 0, noutros casos.

Por conta disso, chamei o resultado sobre a funcao indicadora de primos de Lei das
Fatoragoes Naturais. Vejamos a seguir dois exemplos numéricos. Tomemos, por exemplo,
o nimero N=6. A representacao de P em termos de Z nos diz que devemos contar os
nimeros maiores que dois até N, N-1=5, e dele retirar uma unidade para cada produto
menor ou igual a N de dois niimeros maiores que dois, sendo eles neste caso o par 2-2 =4 e
2-3 = 6, obtendo-se assim N —1—2 = 3, que de fato é a quantidade de primos menores ou
iguais que 6, 7(6) = 3. Para o outro exemplo, consideremos N = 12. Neste caso também
tomamos a quantidade de niimeros maiores que dois até N, que é N — 1 = 11, e também
retiramos uma unidade para cada produto até N de niimeros naturais maiores ou iguais
a dois, a saber os 7 produtos 2-2, 2-3, 2-4, 2-5, 2:6,3-3,3-4. Com isso, Chegamos

20O fator 1/k é cancelado pelos fatores da somacao interna, sem que necessariamente os termos dessa
somagcao sejam eles mesmos divisiveis por k.
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ao nimero N — 1 — 7 = 4. No entanto, a expressao para P em termos de Z, neste caso,
também nos faz levar em conta?! produtos de quadrados por naturais maiores ou iguais
a 2, com peso +1, e produtos de trés naturais distintos maiores ou iguais a 2, com peso
+2. Até 12, temos apenas o préprio nimero 12 = 2% . 3. Adicionamos 1 portanto & nossa
conta, chegando a N —1 — 7+ 1 = 5. De fato, 7(12) = 5.

A minha negligéncia sobre a extensao circular de uma aritmética finita me fez levar
dois anos para finalmente, em Maio de 2023, descobrir que a algebra de operagoes aditivas
circulares S,(A) estd irremediavelmente envolvida com pecas chave de uma teoria muito
mais distinta que a meramente linear: (1) as matrizes canonicas dos elementos desta
dlgebra sao exatamente as matrizes circulantes de Toeplitz; (2) se diagonalizam
numa mesma base ortogonal; (3) a matriz de mudanca de base para estes autovetores é
nada mais, nada menos, que a transformada de Fourier discreta; (4) toda matriz diagonal
conjugada pela transformada de Fourier discreta pertence a So(A), e (5) os autovalores
da fungao sucessora estendida circularmente sao exatamente as N N-ésimas raizes de
unidade, onde N é a ordem da aritmética. Todos os elementos sao a avaliacao de um
polindmio matricial na funcao sucessora ¢ e portanto o mapa espectral determina que
os autovalores de qualquer elemento desta algebra sao dados pela avaliacao polinomial
numérica diretamente nos autovalores de ¢, um a um. E possivel efetuar o calculo finito e
exato destes autovalores, cujo argumento é a média dos argumentos complexos individuais,
ponderada pelas normas individuais. Este resultado é descrito pelo lema da reducao, e diz
que se 21, - -+ , zy sao nimeros complexos cujas formas polares sao p;et,--- . pneV | e se

. N -
peel =3 2, entdo

N
pe= D P3+2 > pipjcos(t;—0;), e
n=1

1<i<j<N

_ Zr]val Onpn
E:n:1|pn‘

Com isto, obtive formulas exponencias que determinam toda forma de convolucao dis-
creta circular, desde que o anel dos coeficientes convoluidos inclua as N raizes de unidade.
A determinagao dos coeficientes da base exponencial é obtida por um problema indepen-
dente, o da andlise dos autovalores das matrizes circulantes envolvidas. Desta forma, fui
capaz de simplificar grandemente a teoria das convolugoes circulares e seu cédlculo. Se
consideramos somas ponderadas de convolucoes circulares iteradas, estas sao formadas
exatamente por uma avaliagdo polinomial de um elemento a da dlgebra S,(A), igualando
P(a) = 1/N Fy' x Ap(s) X Fy, de onde a avaliagdo do problema convolutivo na j-ésima
entrada (j =1,2,--- ,N) é

21 Notem que, conforme a férmula, os ntimeros ctibicos sdo desprezados nesta estrutura
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1 N G=1¢-1)
N Z P()\b) —27i :
b=1

se os autovalores de a sao \,. Por exemplo, a auto-convolucao circular simples é simples-

mente obtida por a2, e

i d=1)(b-1) 1)(b 1)
2 : § : 2
a,a, = )\ .

l14+l2=7 mod N

Isto me inspirou a, nos casos finito nilpotente e enumeravel, considerar uma &lgebra
maior, a qual chamei de dlgebra simetrizada Alg(A), no capitulo 5. Gerada pelas operagoes
aritméticas e suas transpostas, ¢ uma aritmética auto-adjunta com grandes qualidades e
conexoes (com devidas consideragoes sobre a completude do anel em uma norma, pode ser
uma C*-algebra.). Me permitiu expressar uma teoria da simetrizagao das operagoes nilpo-
tentes ou enumeraveis, e obter alguns dos resultados mais importantes de todo o texto?
O caso nilpotente, que nao gera matrizes de Toepliz diagonalizaveis, pode ser modificado
de maneiras naturais para tornar-se uma, dentro do tema da teoria vaga dos corres-
pondente simetrizados: correspondentes que utilizam o fato do mondide aritmético
adjunto ser um mondide aritmético de mesmo andar para adicionar componentes preser-
vando algumas propriedades aritméticas do elemento original. A mais importante destas
teorias foi dada pelas equagoes de traducao, que constroem a fungao sucessora estendida
circularmente e suas iteragoes pela nilpotente de mesma ordem e sua adjunta (isto é,
o espaco das somas circulares esta contido no espaco das nilpotentes simetrizadas, sem
sequer precisarmos definir a nogao de composi¢ao no espago). Esta conexao permite esta-
belecer uma conexao entre a nogao de convolucao linear e convolucao circular, que podem
ser relacionadas por meio algébrico, a partir das operacoes aditivas nilpotentes adjuntas.

Como mostrei ha alguns paragrafos, fui capaz de obter equacoes de representacao de
cada coeficiente das bases de operacoes consideradas em termos de combinacgoes finitas
de exponenciais. Em outras palavras, deduzi a existéncia e forma de combinacoes finitas
de exponenciais (autovalores das circulantes correspondentes) que representam as con-
volugoes circulares. No entanto, nao fui capaz de transportar esses resultados de volta
as convolugoes lineares, cuja representacao seria de extrema importancia, pois permitiria
uma representacao de todos os seus coeficientes como combinagao finita de exponenciais.

E de se perguntar se haveria algum anel algebricamente fechado tal que, quando utilizado

2 f importante destacar que o caso nilpotente, como algebra, gera todo o espago das matrizes N x N.
Mesmo assim, a nogao de limitagao do nimero de composicoes funciona, tendo sida declarada a forma
geral de todos os elementos gerados, se quisermos evitar que se gere todo o espago de matrizes (sendo
um espago, mas nao sendo a operagdo de composigao fechada). Este problema ndo existe no caso
infinito enumerével, onde a dlgebra nunca gera todo o espaco de matrizes.
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como coeficientes destas matrizes, tornasse a fungao sucessora nilpotentemente estendida
diretamente diagonalizavel. Se existe, nao o vislumbrei.

Estudei alguns problemas analogos a certas convolucoes lineares através de seus corres-
pondentes circulares. Em particular, pude utilizar o famoso teorema pentagonal de Euler
(em sua forma algébrica) para construir combinagoes finitas de exponenciais de freqiiéncia
pentagonal idénticos a soma dos divisores de um ntmero, e ao nimero de particoes. A
representacao € notoéria, no sentido que tanto a estrutura da soma quanto dos nimeros
envolvidos é simples e independente de problemas de convolucao, fatoragao, ou coisa pare-
cida, a partir dos autovalores do elemento E,, cujos autovalores, a cada periodo completo,

tem seus argumentos determinados perfeitamente por

(6k +3)

d2  =0.--- . N —1.
de gy medEm =0

Arg(nj11) = 27

Estudei no capitulo 6 uma generalizacao da teoria de caracteres de grupo com imagens
em corpos para dominios abelianos com unidade, afinal o espaco pode ser um moédulo
sobre um anel R. Como o grupo considerado é o dos elementos invertiveis da R-algebra das
operacoes, consideramos o problema de representar os funcionais da algebra para o proprio
dominio R por meio de caracteres. Ele nao é imediatamente passivel de solucao, pois o R
pode nao ter raizes de unidade suficiente para representar G = G(R). Tentei resolver o
caso finito considerando a menor extensao R.,; construida a partir da decomposicao do
grupo abeliano finito G em termos de grupos ciclicos, e os caracteres ganham uma defini¢ao
X : G(R) — Rey. Apesar da generalizagao ter sido um sucesso, seus detalhes mostraram
a impossibilidade da aplicacdo direta para os grupos S} e F;. De toda forma, fomos
capazes de desenvolver uma teoria bem sustentada dos R..;-espectros, onde definimos
as transformadas de Fourier de grupos finitos (cuja cardinalidade nao seja divisivel pela

caracteristica do anel) como

FOO = (G - ex=)_ fla)x(a).

aeG

A transformada inversa garante a representagao trigonométrica

1 i
[ = @%f@()x,

quando (|G]) é invertivel.
Se R é um dominio topoldgico, o grupo G dos elementos invertiveis da R-algebra das
operacoes é um grupo topoldgico. Quando estes sao localmente compactos, sempre admi-

tem uma medida de Radon invariante por translagoes, chamada medida de Haar, o que
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permite criar uma teoria natural de integracao de funcionais destes grupos. (FOLLAND,
1995, p. 37). Em particular, se consideramos os funcionais f de Sx ou Fj restritos a
G=25%ouG=Ftaisque fe L'(G) e f € LY(G), vale a representacao

para quase todo a € G*.

Os funcionais f : G(R) — R C R, naturalmente representam quantidades aritme-
ticamente notaveis, ainda mais quando também distribuem-se em relacao a composicao,
como homomorfismos da algebra. Desejavamos para estes funcionais, restritos ao elemen-
tos invertiveis da algebra, uma representacao trigonométrica em termos dos caracteres do
grupo, cujos coeficientes sao dados pela inversao de Fourier. Isso s6 se mostrou de fato
possivel para anéis cuja caracteristica ¢ 0. Em particular, provamos que se R é subanel
de C, vale a representagao trigonométrica para os funcionais das algebras comutativas

unitais de operacoes®*:

f(x) = /&ég(:c)f(s)dg.

Em particular, a representacao da funcao de Mertens para uma aritmética de ordem N,

h(§)

Esta férmula tem diversas caracteristicas interessantes, afinal a computagao do grupo,
de seu dual, e das raizes de unidade y(Z) nao dependem de uma informagao aritmética,
sao problemas de outro género. Em especial, nota-se como as propriedades dos caracteres
fizeram desaparecer da expressao a direita a funcao Z~!, exatamente como a transformada
inversa de Mellin da funcao Zeta o faz, caso em que a composicao de fungoes é identificada

com a multiplicacao convencional, dada pela férmula de Perron:

1 a-+100 :L,s
M(z) = — ds.
2mi a—100 SC(S)
A representagao geral, que nao consegui obter, permitiria a representacao de Mr(N) =
> kr(n)f(ry), a fungdo de Mertens adaptada para a unidade especifica do dominio.
E interessante notar como estas férmulas e representacgoes sao encontradas ao analisar-
mos construgoes gerais sobre os espacos aritméticos das operagoes, sem consideragoes par-

ticulares acerca da natureza dos vetores linearmente independentes em progressao sobre

23 Uma aplicacao da anélise harmonica abstrata, como em Folland (1995, p. 102).
24 Estes resultados sdo imprecisos, pois os funcionais néo sdo Li, mas naturalmente elementos do espaco
de medida das medidas complexas de Radon M = M (G), como em Folland (1995, p. 94).
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os quais esta definida a aritmética em questao. Isso é a principio diferente de considerar-
se, por exemplo, os espacos de fungoes das séries de poténcia ou de Dirichlet e obter
informacoes sobre coeficientes a partir da anélise complexa, utilizando a dependéncia dos
vetores de uma varidvel independente.

Por 1ltimo, sugerimos no capitulo 7 uma investigacao analitica independente, nos
moldes da teoria harmonica aplicada as séries de Dirichlet complexas, em particular a
teoria de residuos, tal como em Titchmarsh (1986), aplicada para a func¢ao de contagem

ponderada de primos J. A férmula linear

(—D)F k
LN(Z) =) — (2 - 1d)

rende, ao retirarmos o produto interno de ambos os lados com Z, a férmula

h

s@ =3 i),

k=1

sendo h > loga(7)*. Resolvemos investigar as conseqiiéncias desta férmula calculando as
D pelos residuos de (((s) — 1)¥, onde ((s) é a funcao Zeta de Riemann. O resultado, um
tanto surpreendente, é que as Dj resultam da soma de trés tipos diferentes de contribuigao:

a principal, a secundaria e terciaria.

Di(w) = Wi(x) + Yi(z) + Ag(z),

onde W}, é o termo principal, Y, é uma funcao dependente de uma familia de constantes

v explicitamente definidas

T2

[T

e A} é o erro classico de divisores de Piltz adaptado para fatores maiores ou iguais a dois.

Estas representagoes permitem escrever J(z) (assim como M(z)) como

Ja) == 3 T+ (e )+ Bala, ) + Ba(a h),

1<k<h

onde

(=D \
Bi(z,h) = Y  ~——Vi(z) e By(x,h)= > — M),

2<k<h 1<k<h

25 Curiosamente, a liberdade da varidvel h é parte crucial no argumento desenvolvido.
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E f4cil mostrar que

lim A (x,h) = Li(x) + O(In(z)),

h—o0

sendo Li a célebre integral logaritmica. O termo Bj envolve todos os erros de Piltz, que,
segundo a conjectura cldssica a respeito destes termos, sao limitadas no infinito (em k) por
x°y/x, Ve > 0. Este fato é equivalente & famosa hipdtese de Lindelof de que ((1/2+it) =
O(t%), Ve > 0. Esta hipdtese é também equivalente ao nimero de zeros de ((s) com
Re(s) > 1/24eeT < Im(s) <T+1sero(In(T)) (TITCHMARSH, 1986, p. 331). Parece
natural conjecturar que a hipdtese de Lindel6f é equivalente a By(x, h) = O(a° \/(:r;)), Ve.

Neste caso, recai sobre Bi(x,h) a atengao daqueles interessados pela hipotese de Ri-
emann, uma vez que os outros termos sao governados por hipdteses mais brandas. De
fato, como as equagbes J(z) — Li(z) = O(z°y/x), Ve > 0 sao sabidamente equivalentes a
hipétese, a suspeita é de que seja equivalente a& mesma limitagao sobre By(z, h).

O estudo do limite quando h cresce para a fungao se mostrou proveitoso. Nao consegui
descobrir a forma explicita simplificada desta misteriosa fungao que aparentemente guarda
a informacao da hipétese de Riemann. No entanto, fui capaz de obter uma pista de sua
estrutura, possivelmente desconhecida na literatura, através da descricao de sua expansao
assintética semiconvergente. Analogamente a uma técnica que gera a famosa expansao

assintotica semiconvergente do termo principal, a integral logaritmica Lz

2 6
Li(x) ~ i - -

In(z)  In®*(z) * In®(z) * In*(x) LR

obtemos para a curiosa fun¢ao Bj(x, h), no limite em h, a expansao

e~ (i - )

5= — 1 1
i Yo "0~ n B
0 In(z) 2% In(z)
1 5 Yo In(x) 3 2 70 1
— — 1 — 27 — — 3
+ (:1:70 (’70 B + % In(z) — 295 n(z) In(x)? +9M%
1

2n(x 21n(z
_70 ( )—"}/1’}/0111(%)—71 ( >+ﬁ>

2
_ 1 _
117% In(2) 2n(z) 0 2 2 2

P >+
In*(z) ~ 2In(z)




39

1 Aritméticas formais

1.1 Definicoes. Funcao sucessora. Gerador. Aritmética

finita e infinita. Contra-sucessao

Definicoes prévias tuteis.
Os conjuntos Ny e N; sao o conjunto dos nimeros naturais partindo-se de 0 e 1,

respectivamente.

Defini¢ao 1.1.1 (Conjunto finito) Um conjunto U € dito finito se, e somente se sua
cardinalidade € igual a um numero natural n. E o mesmo que dizer que existe uma
seqiiéncia bijetiva finitar : Iy — U, sendo I, = {1, 2, ---, N}, o conjunto dos primeiros
n naturais de Ny. Se levada em consideragao a ordem dos naturais, estes convenientemente

induzem uma ordem sobre U por meio de r.

Definigao 1.1.2 (Conjunto enumerdavel) Um conjunto U € dito enumerdvel se, e
somente se sua cardinalidade € igual a cardinalidade V. E 0 mesmo que dizer que hd uma

seqiiéncia bijetiva infinita entre U e Ny = {1, 2, 3, ---}.

Defini¢ao 1.1.3 (Conjunto contavel) Um conjunto U é dito contdvel se, e somente
se, € finito ou enumerdvel. Neste caso diremos que hd uma sequéncia contdvel que o conta

bijetivamente em alguma ordem, chamada progressao.

Uma progressao C' parte de um primeiro elemento z;. Se é finito, ha xy ultimo ele-
mento.
Equivalentemente, existe uma fungao sucessora s : U/{zn} — U/{x1} tal que

so(Tn) = Tpy1, n=1,..., N — 1. Certamente
i) ndo ha u € U tal que s¢(u) = xy;
ii) s¢ é injetiva;
iii) os elementos de U sdo todos da forma si(x;), indexados pelas interagoes de sc.
Se, por outro lado, U ¢ infinito enumeravel, ha também um funcao sucessora, com
mesmas propriedades e declaracao mais simples s¢ : U — U.

Quando é possivel atribuir a s algum significado independente ou agao, isso é o mesmo

que dizer que todo elemento em ordem de U ¢é formado por repeticoes desta agao sobre
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um mesmo, denotado x = x;. Tais elementos x sao o que chamaremos de elementos

geradores de suas respectivas aritméticas.

Defini¢ao 1.1.4 (Fungoes sucessoras de U) Sao aquelas da forma estabelecida acima.

De fato, cada iteracao de uma funcao sucessora deve ter seus dominios e imagens ade-

quadamente restritos, quando necessario.

Aqui preferimos adicionar um componente formal para o caso finito, admitindo que s
agora tenha seu dominio estendido para o tdltimo elemento xy da progressao, de maneira
arbitraria. A razao é pratica: nos permitirda recuperar o caso original considerando que
s(zy) apenas um simbolo vazio, descarte de informagao ou como {} ou 0, e a0 mesmo
tempo conferir a s(xy) um significado a escolha e independente, ao custo de, possivel-
mente, perder a injetividade no contexto considerado.

Esta adigao completa a formalizacao na generalidade pretendida.

Defini¢ao 1.1.5 (Fungoes sucessoras finitas estendidas) Se denotamos x = z1,a =

s(zn), entdo uma funcao sucessora de U s estendida a xx € da forma

s: U — (UU{a}) /{z},

sendo o restante de sua imagem determinado pela funcao sucessora original. Este é o

modelo mais geral de funcao sucessora finita que abordaremos.

Defini¢ao 1.1.6 (Aritmética) Seja U conjunto contdvel, s fungio sucessora em U e
x € U gerador na ordem estabelecida por s. Entdo definimos uma aritmética em U

como o par ordenado A = (x,s).

Se U € finito, uma aritmética finita estendida € um trio A = (x,s,a), onde s é esten-
dida.!

Em todos os casos consideramos a ordem da aritmética como card(U).
Conforme vimos, o conhecimento de uma aritmética em U determina U totalmente,

uma vez que, conhecidos x e s, U = {z, s(z), ---, s"(z),---}, e U é recursivamente

gerado.

1 Estando livre o leitor para a partir do conceito estabelecer mais alguma condicdo sobre o ele-

mento “a” desejada.
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Definicao 1.1.7 (Ariméticas nilpotente e circular) Neste trabalho trataremos basi-

camente de aritméticas finitas estendidas de duas formas:

i) quando a representa a perda da informagao, um simbolo vazio ou mesmo 0, chama-
mos a aritmética (x,s,0) de nilpotente, e recupera o caso ndao estendido, mais simples.
Neste caso fazemos Uy = U U {0} e estendemos s a s : Uy — Uy, e definimos sua imagem

como s(0) = 0.2

ii) quando a=x, chamamos a aritmética (z,s,z) de circular, e geralmente denotare-

mos s = c. FEsta aritmética ja foi bastante estudada e aqui nos servird para comparagoes.

Conforme comentamos no contraste entre os conceitos de niimero natural e aritmética,
a aritmética finita nilpotente respeita exatamente a estrutura da aritmética dos niimeros
naturais de Frege em um universo finito de elementos®. O conceito de niimero de Frege leva
todos os niimeros maiores que a quantidade de elementos do universo a se identificar com
o conjunto vazio. Isso é andlogo a funcao sucessora de uma aritmética finita nilpotente
gerar uma seqiiéncia da forma x1, o, x3,- -+ ,xy, 0, 0, 0--- que, como comentei, recupera
o caso nao estendido, x1, x9, x3, - ,TN.

Uma coisa que nao observamos até agora, ¢ que um conjunto bem ordenado finito
admite outras boas ordens, totalizando N!. Nao as estudaremos aqui, a menos da contra-
aritmética A = (2, sl7Y), sendo sl chamada contra-sucessao, tal que sl="(z,) =
Tpn1, n=N, N—1, --- 2.

Exemplo 1.1.1 (Aritmética Natural) A mais importante de todas as aritméticas € a
aritmética natural A = (1,s1), onde 1 € primeiro elemento de Ny, s; : Ny = Ny e Vn €
Ni(s1(n) =n+1).

1.2 As operacoes aritméticas iterativas

1.2.1 Iteracoes da funcao sucessora e suas simetrias

A operacao aritmética fundamental é a aplicagao da funcao sucessora. Suas iteradas
aplicagoes constituem o conjunto fundamental de operacoes A;, a familia das somas. A
iteracao de uma soma permite definir a multiplicacdo. A iteracao de uma multiplicacao

permite definir uma poténcia. A composicao de iteragoes é aditiva; a iteracao de iteragoes,

2 E interessante notar que na linguagem que desenvolveremos 5(0) = 0 implica s¥(0) = 0, e ainda que

sN =0 : U é minima em N com a propriedade; e que fri1(z,) = s¥™(x,), também temos que
fn41 =0 é a menor multiplicacao nula.

Notando que a defini¢do de fungao sucessora de Russell (1920, p. 24) s6 se aplica a um universo infinito,
evitemos confusoes.
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multiplicativa. Estas operacgoes aritméticas, aqui chamadas de iterativas, formam uma
cadeia infinita, que corresponde ao que tradicionalmente chama-se de hiperoperacoes in-
ferioras.

No entanto, nao ha uma maneira tunica de definir as operagoes aritméticas. Um ou-
tro conceito, o de simetria (homomérfica), também tem seu apelo para a definigdo de
operacoes aritméticas, estas que chamaremos endomérficas.

Faremos uma andlise comparativa, mostrando que o conceito iterativo e endomorfico
sao iguais para as primeiras operacoes, isomérficos para as segundas operacgoes e que as
terceiras operacoes iterativas determinam uma estrutura isomérfica a uma subestrutura
da estrutura determinada pelas terceiras operacoes endomorficas.

Uma iteracao s6 pode ser executada quando a entrada é uma funcgao cuja imagem
tem interseccao nao nula com o dominio, levando a definicao do dominio de iteragao
sobre a restricao das entradas aquela interseccao. Se quisermos considerar um ambiente
simples para a consideracao ilimitada de iteragoes, um candidato sao as fungdes com
contradominio contido no dominio. Este é o caso para uma funcao sucessora, e serd para

os conjuntos de operacoes iterativas definidos a seguir.

Defini¢ao 1.2.1 (Primeira familia de operagoes aritméticas iterativas) A familia
A1 = (Sn)nen, das somas de uma aritmética A = (z,s) ou A = (x,s,a) € precisamente a

composta pelas funcgoes s, = s™, VYn, as n-ésimas iteracoes de s, quando nao nulas.

No caso finito a operagao s, é definida como s, : {xy, -+, 2V} = {xni1, -+, N},
apesar de poder ter seu dominio estendido a todo U para as aritméticas circular e nilpo-
tente de maneira natural. A fim de simplificar a declaracao das funcoes neste trabalho,
consideramos apenas estes casos, e todas as operagoes a seguir podem ser consi-
deradas com dominio em U*. Inclusive, esta simplificacdo de declaracdes ¢ uma das

razoes para tratar o caso finito por meio de sua extensao nilpotente °

Proposicao 1.2.1 No caso em que a aritmética é circular ou nilpotente, esse conjunto é
finito, de cardinalidade igual a da contagem associada.
Dem.: Basta notar que no caso circular temos s =Id, e no nilpotente s™ =0, sendo

N o menor nimero com a propriedade, e ' # s*, se j # k.

A inclusao de s° = I'd em A; é opcional, havendo minimas vantagens circunstanciais
para ambas as opgoes.

Nota-se que s, 0 S = Sp1k, VN, k, € sua composicao ¢ aditiva.

4 Ou Uy = U U {0}, no caso nilpotente.
5 Para o caso geral de operacio dada abaixo, seria necesséario recorrermos as hiperoperacoes inversas para
a determinacao dos indices corretos dos elementos dos dominios, complicagao que nao nos interessa.
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Definigao 1.2.2 (Segunda familia de operagoes) A familia Ay = (fn)nen, das mul-
tiplicagoes de uma aritmética A = (x,s) ou A = (x,s,a) tem seus elementos definidos

pelas sequintes relagoes:

fr = Id;
Joi(ws) = 85(fulzy)), Yn,j.

Conforme notamos anteriormente, consideramos f, : U — U no caso circular, ou
fo s UUA{0} — UU{0}, com f,(0) = 0, Vn no caso nilpotente, fato implicado pela

aplicacao da recursao acima a 0.

Neste caso, na notacao geral escreveremos f, = as, para representar a n-ésima
operacao do segundo andar.
Verifica-se, de fato, que f,(x;) = x,;, quando n - j < N, fato que inclusive lhes serve

equivalentemente de definicdo. Ainda mais,

fn(®j) = Zpj mod N, NO caso circular, e, para o nilpotente,

Tpj, senj < N;
fn (IJ) = )
0, senj > N.
A definicao de multiplicacao é a primeira das operagoes que chamaremos de superioras,
as ayn, k> 2. Todas estas sao definidas pelo mesmo tipo de recursao, que inclui a prépria

multiplicagao, ja definida.

Defini¢ao 1.2.3 (Familias de operagoes aritméticas superioras) A familia A, =
(@kn)nen,, k > 2 de operagoes de k-ésimo nivel de uma aritmética (z,s) ou (x,s,a) tem

seus elementos recursivamente definidos pelas relacoes:

a1 = Id

Ar1n41(25) = apj(ariin(;)), Vn,J,

sendo ay,, : U — U no caso circular e ag,, : UU{0} — UU{0} no caso nilpotente, sendo
. (0) = 0,¥n, k.

Assim temos que s,, = a1, a n-ésima operacao do primeiro andar, se excepcionalmente
consideramos 5" a 0-ésima. Esta definicao, que com sucesso imita o comportamento es-
perado de multiplicacoes para f, = ag, e poténcias para J, = as,, gera, para k > 4,

as chamadas hiperoperagoes inferioras, que estendem as operacoes aritméticas através
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da associatividade a esquerda. Neste trabalho nos interessard apenas o estudo dos casos

tradicionais k = 1, 2, 3, as chamadas operacoes de soma, multiplicacao e poténcia.

Afirmagao 1.2.1 Valem as sequintes propriedades:
i) ary1ni1 () = ag ;(x5), Vn, g, k.
i1) Sk 0 Sp = Spak; fn© fx = faks Jno Sk = Juk, VN, k
1) Qpy1n © Ay = AR, © Apyin, kb =1,2,Vn,
iU) Ak © Ay = Ak oy © Ak n, k= ]_, 2, 3, Vn

Dem.: As demonstragoes sao imediatas. De fato, i) decorre da expansio da recursao

de definigao; i) e i) simplesmente por suas avaliagdes para cada x; como a sequir

Fa(88(25)) = Tugrrg) = Tnkang = sk (falz))), €

Jo(fulz)) = L(nj)r = Tnvjv = fa(Ju(z5)) V7,
sendo i) € implicado pela comutatividade dos indices em ii).

[1552]

A propriedade “i"nos revela que as operagoes superioras definidas podem sempre ser
interpretadas como iteragoes das fungoes de um andar inferior, assim como a multiplicacao
é uma iteracao de somas, a poténcia uma iteracao de multiplicagoes, etc. Neste sentido
fica claro como a nogao de iteragao permeia a construgao aritmética de todas as familias,
desde a definicao da primeira familia, até as superioras.

Como contraste comparativo a essa construcao de Aj, As, Az, ..., ofereceremos
abaixo um caminho distinto para a investigacao aritmética, o da consideracao da es-
trutura iterativa Ay, End(A;, o), End(End(A;, o), o), ... De fato, um dos resulta-
dos meta-aritméticos abaixo é que Ay = End(A;). Apesar disso, A3 nao é isomorfo a
End(End(A;, o), o), mas a um pequeno subconjunto deste, o que ja diferencia as duas

estruturas.’

1.3 Mondides e inframonédides de composicao de operacoes

Mondides sao semelhantes a grupos, sem no entanto haver necessidade da existéncia

de um elemento inverso.

6 Esta diferenciacio néo leva em conta as leis de comutacio entre somas e multiplicacdes, pois estamos

lindando com mondides por andar de operacoes, nao mondides mistos.
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Definigao 1.3.1 (Mondides) Definimos mondide como um par (D, *),

i) sendo x: D x D — D;
ii) havendo e € D tal que ex g =g, Yg € D;

iii) valendo (a* b) x c = ax* (b*c), Va,b,c € D, isto é, associatividade.
Defini¢ao 1.3.2 (Inframonéides) Definimos inframondide como um par (D, %),

i) sendo x: BC D x D — D;
ii) havendo e € D tal que e x g = g, Vg € D;

iii) valendo (a *b) x c = a* (b*c), Va,b,c € D, isto é, associatividade.

A tnica diferenca entre mondides e inframondides, tal como definidos acima, é que
um inframondide pode ter como dominio apenas um subconjunto dos pares que definem
o cartesiano D x D, e portanto a estrutura algébrica nao é nem mesmo um magma.

Se a aritmética A é infinita, (A;,0) e (Az, o) sdo mondides. Se é finita, existem fungoes
cuja composigdo nao estd definida para nenhum elemento (a menos como a fungao va-
zia), pois a imagem de uma fungdo poder ter intersecgdo nula com o dominio da outra.
Neste caso, a composigao esta definida apenas para um subconjunto do produto cartesiano
mencionado, fato que justifica a defini¢do dos inframondides (assim ha menor expressi-
vidade da dlgebra composicional, nem todas as composi¢oes sao validas). Se admitirmos
uma extensao aritmética nilpotente, a estrutura de composicao volta a ser descrita por
mondides, mas com divisores de zero, afinal as composicoes que geravam a funcao vazia,
no caso finito, agora retorna o valor nulo - e portanto as composi¢oes nao nulas corres-
pondem exatamente as composicoes definidas no caso finito nao estendido, que gera o
inframondide. Neste aspecto, o estudo da aritmética finita permanece totalmente compre-
endido pelo estudo da aritmética finita estendida nilpotentemente.

Compreendido isto, teremos justificativa para, mais abaixo, considerar a definicao de
homomorfismo limitado, que sdo os homomorfismos de inframondide.

Por dltimo, para aritméticas infinitas consideraremos a no¢ao de monéide topoldgico,

cuja operacao composicao € continua com respeito a topologia empregada.

1.3.1 Monoides de somas

Trata-se de (A;,0), gerado por s. Todo elemento é da forma

s, = s = Zzl(s).

Respeita s 0 s; = spyj, VK, J.
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1.3.2 Monoéides de multiplicagoes

Trata-se de (As,o0), gerado por P, = {f,} algebricamente independentes, onde p é

primo menor ou igual a N. Este fato é equivalente ao teorema fundamental da aritmética.

Fatoracao em multiplicagoes primas

A fatoracao prima de n é reproduzida fielmente na fatoracao das f,:

fn - Opi,ki:nZPIflP;Q"'(fplfl fP];Z o ) (11)

1.3.3 Monoides mistos

Neste caso, considera-se o monéide simultaneamente gerado por s e pelas f,, levando em
consideracao a propriedade s,f, = fps, que é essencialmente a propriedade distributiva.
No caso aritmético finito, o mondide permanece finito. No entanto, nao é comutativo. b

O mondide misto é um conceito importante, porque conecta a teoria aditiva com a

multiplicativa através de equacgoes de caracter algébrico.

1.4 Homomorfismos de monodides aritméticos

Como uma aritmética determina varias operacoes aritméticas diferentes, ha varias ma-
neiras de se definir homomorfismos entre operacoes. Uma alternativa é construir relagoes
entre os conjuntos U e W sobre os quais agem as operacoes aritméticas, para destas
relacoes estabelecer ligacoes entre as operacoes. Outra forma é definir abstratamente os
homomorfismos entre operagoes.

Dados dois conjuntos bem ordenados U e V e as duas aritméticas infinitas L = (z, s)
e J = (y,d), x € Uy € W induzidas, podemos considerar a bijecao b : U — V tal que

(

Zp) = Yn. Nota-se como b(s,(x)) = b(xn11) = Yni1 = dn(y) = dp(b(z)). Também vale
(fn(zk)) = b(@nk) = Yok = gn(Yr) = gn(b(zx)). O padrao se generaliza.

b
b
Teorema 1.4.1 Sejam L, J, b como no pardgrafo anterior. Para cada par de operacoes

(lgny Jrm)s de Loe J, vale boly,, = jpnob.

Demonstracao 1.4.1 Suponhamos que o teorema seja valido para todo o k-ésimo andar
de operacoes.

Aplicando o item i da afirmacao 1.2.1 para as aritméticas J e L e operando com b,
obtemos b o lyy1p1(x;) =bo ZZ,(%) = Jri © b(z;) = Jr+1n+1 0 b(x;), VYn,i, k pela hipdtese
de inducao.

Como vimos, o teorema vale para os primeiros e sequndos andares de operacoes de J

e L. Portanto a afirmacao vale para todos os andares de operagoes iterativas.



1.4. Homomorfismos de mondides aritméticos 47

Definicao 1.4.1 (Homomorfismos aritméticos) Seja A uma aritmética infinita. De-
finimos como homomorfismo aritmético um homomorfismo de mondides cujo dominio €
um mondide (Ax, o) de k-ésimas operagoes Ay, isto é, uma fungao tal que h(Idy,)

Idimpy € h(l, oly) = h(ly) - h(lk), Yi,, lx € Ax. Os homomorfismos aritméticos definidos

sobre Ay e Ay sao chamados respectivamente de aditivos e multiplicativos.

Adaptando os conceitos cldssicos da literatura, definimos endomorfismo aritmético
como um homomorfismo aritmético cujo contradominio é igual ao dominio, e automorfismo

como um endomorfismo bijetivo, monomorfismo como um homomorfismo injetivo, etc.

Teorema 1.4.2 Sejam L, J duas aritméticas infinitas. Entdo os mondides de operagoes

iterativas de L e J sao isomorfos, a cada andar.

Demonstracao 1.4.2 O teorema 1.4.1 fornece diretamente as representagoes jipn
bolgn,obte lym = b1 o Jkn © b. Nos resta simplesmente provar que a conexdo € um
isomorfismo.

Isso nos leva a definir a fun¢ao w : U;(L;, 0) — U;(J;, 0) tal que w(lg,) =bolg,0b™ .

Como w(ly,) ow(lg;) =bolg,obtobol,,0b ' =bol,0lp;0b =w(ly,oly;), a
restricao de w a cada enésimo monadide de operagoes iterativas de J é um homomorfismo
aritmético com a imagem no enésimo mondide de operacoes iterativas de L. Como b é
uma bijecio, w é claramente bijecdo, com inversa w™' : U;(J;,0) — U;(Ls,0) tal que
w_l(jn,k) =p! o Jknob, que é homomorfismo aritmético do enésimo monoide de L para o
enésimo mondide de J. Entao as ditas restricoes de w sao isomorfismos aritméticos para

cada andar de operacao.

Afirmacao 1.4.1 Nas mesmas condi¢coes do teorema anterior, a menos da condi¢dao de
A ser aritmética finita nilpotentemente (ou circularmente), vale o teorema. Isto €, todos

os monoides de operacao de operacdo sao isomorfos.

Poderiamos nos questionar se é possivel haver homomorfismos entre aritméticas dife-
rentes, por exemplo, em sua ordem. No entanto, as condigoes algébricas que estipulamos
nas extensoes sao muito fortes. Para tanto, é possivel, sim, considerar homomorfismos
de uma aritmética finita para a enumeravel, por exemplo, no sentido de homomorfismos
limitados, que recuperam os homomorfismos de inframondide.

Os endomorfismos e de (A7, o) sdo enumerados por k como eg(s) = si, que determina
er(Sn) = Spk, Vn. O tnico automorfismo deste mondide é a identidade.

Como (As, o) é gerado por (P, o), cada endomorfismo do primeiro mondide é de-
terminado por w(N) equagbes e(f,) = f,, para algum n. Estas equagdes determinam

e(fn), Vn, por conta da decomposigao prima (1.1).
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Teorema 1.4.3 h € automorfismo de (A, o) infinito se, e somente se, h induz uma

bijecao a restri¢ao hlp, : Py — Py, isto €, h permuta multiplica¢oes primas.

Demonstrag¢ao 1.4.3 De fato, se h € automorfismo de (A, 0), € um homomorfismo
bijetivo h : (Ag,0) — (Ag,0), determinado por contdveis equagoes h(f,) = f, em de-
corréncia de (1.1). Como h(f1) = fi1, a injetividade nao permite que outras avaliagoes
retornem a identidade fi. Além disso, qualquer restricao de h permanece injetiva.

Se houvesse f,, q primo, tal que ndo hd p tal que h(f,) = f,, também ndo haveria
n=a-b, a,b > 2, tal que h(f,) = h(f.) o h(fy) = f,, pois q € primo, e h ndio seria
sobrejetiva. Portanto Py C Im(h|p,).

Se h(fy) = fun = fab, valeria f, = = (f.) o A= (f,), o que contrariaria p ser primo.
Portanto Im(h|p,) C Ps.

A conclusao € que Im(h|p,) = Py, e h|p, : Po — Py é uma bijecao.

Por outro lado, se hd uma bijecio g = h|p, : Py — Py, € possivel definir, por meio
de (1.1), um h : Ay — Ay tal que h(f,) = Qig"(f,,). Este h é endomorfismo de A,
por definicao. Como g € bijecao, é invertivel, e podemos definir o endomorfismo d de Ay
d(fn) = Qig ™ (fy,). Com estas definigoes, fica evidente que d = h™", e h € automorfismo.

1.4.1 Homomorfismos limitados

Para a linguagem dos mondides operacionais nilpotentes recuperar os analogos a homo-
morfismos do caso finito nao estendido, aplica-se a condi¢ao distributiva de homomorfismo
apenas quando tanto a composicao de pares de operagoes do dominio quanto a do con-

tradominio sejam nao nulas. No entanto, prefiro fazer a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.4.2 (Homomorfismo limitado) Defino como homomorfismo limitado
h € Homym(Ax) de um mondide de operagoes nilpotente como h : A, — D U{0}, sem a

func¢ao nula no dominio, sendo D algum mondide.

Uma importante pergunta torna-se se a imagem dos endomorfismos limitados gera,
por composigoes, todo o mondide operacional. Neste caso, estes homomorfismos se
correspondem exatamente aos automorfismos do caso infinito que averiguamos
acima. Km outras palavras, permutam primos. Assim, sua quantidade é aritmeticamente

relevante:

Afirmacao 1.4.2 Seja A aritmética finita de ordem N. Entao

|Endfim(A27 O>| - W(N>‘7

sendo Endy,, o conjunto dos endomorfismos limitados cuja imagem ainda gera As.
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Demonstracao 1.4.4 Basta considerar o argumento do teorema 1.4.3 aplicado ao in-
framondide (As, o), afinal este é gerado pelas multiplicagoes primas menores ou iguais
a N, conforme visto em (1.1), que portanto devem obrigatoriamente ser imagem do en-
domorfismo. Sao portanto w(N) multiplicagdes aritméticas, e o nimero de permutagoes

w(N)! pelo principio fundamental da contagem.

Por argumentos semelhantes, se mostra que | Endj;,,(A1)| = ord(A) = N e |Endj;n,(As)| =
N7™WN) " de maneira geral. Para os endomorfismos limitados decrescentes h cuja imagem

leva gerador em gerador de A, de indice menor, vale

| Endg,,(A2)| = #N,

sendo # o primorial.

Nao podemos aqui utilizar a nogao de automorfismo para o caso finito como usamos
para o infinito sem requerer uma definicao muito intricada da variagao dos dominios e
imagens. Diferentemente do caso infinito, estes monomorfismos permutadores de primos
nao sao sobrejetores, ainda que atinjam todos os primos, pois nem toda composicao entre
elementos do inframondide estd bem definida (Ex.: Se N=10, fyo f; = 0, e 0 homomorfismo
h tal que h(f2) = fa, h(f7) = 3) nao atinge fg, pois existir k tal que h(fy) = f6 = fao f3 =
h(f2) o h(f7) = h(f2 o f7) = h(0), sendo no entanto 0 ¢ Dom(h)).

Uma sucessao de aritméticas de ordem crescente determina uma sucessao destes ho-
momorfismos que aproxima de forma simples os homomorfismos do caso infinito, e todas

suas identidades. Isso foi tornado rigoroso pela Lei da Correspondéncia (3.1.2).

Afirmagao 1.4.3 Estes endomorfismos limitados se extendem unicamente linearmente

para 0s endomorfismos das dlgebras de operacoes nilpotentes.

De maneira semelhante, pode-se estudar o comportamento dos endomorfismos limita-

dos com respeito a outras extensoes (x,s,a) de (z, s).

1.5 Operacoes aritméticas endomorficas

Trata-se de uma maneira diferente de se interpretar a aritmética. Por esta nocao,
parte-se do mondide de somas H; = Ay, como no caso iterativo, mas se define a familia de
operagoes seguinte Hyyq a partir dos endomorfismos da anterior End(Hj,) (no caso finito
nilpotente, limitados), tal como Hy = End*(A;).

Cada Hj é mondide (Hy,o) e opera indiretamente sobre os mondides iterativos. Por

exemplo, conforme provaremos na se¢ao meta-aritmética, vale

AQ = H27
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mas 0 mesmo ja nao vale para a terceira operagao.

A3 = C C Hs.

1.6 A transformada fundamental. Operacoes aritméticas

duais.

Para uma aritmética infinita, podemos considerar os homomorfismos aritméticos h das
agn a (C,-) e assim definir 7" : (Ag,0) — C(0((Ax,0))) tal que T'(ag,) = k., a operacao

aritmética dual sobre o(Ay), sendo

pn(h) = hlag,).

No capitulo 3 construiremos C-algebras a partir destes mondides. As dlgebras (A, +, o),
construidas linearmente das Ay, tem como homomorfismos de algebras aritméticas de
imagem complexa exatamente as extensoes lineares dos homomorfismos dos mondides

aritméticos. Neste sentido, vale o seguinte resultado:

Afirmagao 1.6.1 Seja A aritmética infinita. Entdo a transformada fundamental T :
(Ag,0) = C(0((Ag,0))) se estende unicamente linearmente para a transformada de Gel-
fand T (Ag, +,0) = C(o((Ag, +,0)))

Propriedades importantissimas sao conferidas pelo estudo dos homomorfismos e ele-
mentos duais de algebras, e portanto o mesmo estudo para os mondides também deve
garantir importantes informacgoes estruturais. Nao desenvolvemos, no entanto, essa teo-

ria.

1.7 Meta-aritméticas

Esta secao se refere a um estudo a parte e incipiente sobre a simetria das préprias
operacoes quando aritmeticamente consideradas sobre si mesmas, ou melhor, de aritméticas

determinadas sobre operacoes em ordem de outras aritméticas, arbitrariamente.

Definicao 1.7.1 Dada uma aritmética A, chamamos de meta-aritmética uma aritmética
B = (z,s) cujo conjunto U totalmente ordenado que a define € ele proprio a familia Ay

de operacoes de k-ésimo nivel de A. Nesse caso, chamamos k de seu nivel.
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A familia A, respeita uma forma multiplicativa em suas composicoes, isto é, f, o fr =
fnk, Vn, k, e vale a relagao de comutagao f, 0sy = s, fn, fato que reflete a distributividade
usual da multiplicacao sobre a soma. Isso revela que a definicao das f,, esta relacionada
as simetrias das operacoes s,,.

Se consideramos os endomorfismos aritméticos h : Ay — A; tais que h(s, o sg) =
h(sn)oh(sg), observamos que h(s,) = h(s)", Vn,e que A; tem seus endomorfismos h deter-
minados pelas respectivas imagens h(s). Tratando explicitamente do caso hy(s) = s*, para
algum k, fica claro que hi(s,) = s™, e que portanto a imagem de hy, é {Id, s, s?* ...}

Com isto, a lei de comutagao descrita pouco acima é reescrita como f, o sp = hy,(sg) ©
fn- A conexao entre a nogao de multiplicagao aritmética e de endomorfismos das somas
aritméticas é ainda mais intima. De fato, ao considerarmos a aritmética (z, s), podemos
considerar a aritmética induzida (Ida,,v) sobre o conjunto ordenado A;. Neste caso,
Y™ (Id) = s". Para esta aritmética, as multiplicacdes tomam a forma ¢, (s;) = s"F+D~1 e
portanto a lei de comutacio toma a forma (¢, (sk)) = so@n(sk) = "¢ = h, (s,05) =
hn(1(sk)). Assim Yo, = h,o01). Esta lei estabelece um isomorfismo entre By e End(A;, o),

pois ¥ ¢ injetiva.

Afirmagao 1.7.1 Se A = (z,s) € uma aritmética com familia de somas Ay e B =
(Ida,,v) € a aritmética construida sobre Ay, entdo as multiplica¢oes ¢,, de By sao iso-
morfas’ aos endomorfismos h € End(A;) sobre as s*de Ay, ou seja, By = End(A;).

Coroldrio 1.7.1 E vdlido o 1somorfismo

E’nd(Al) = AQ.

para aritméticas finitas e infinitas.

~

Demonstracao 1.7.1 Pelo teorema de isomorfismo entre aritméticas 1.4.1, vale A

Bsy; em conjunto com a afirmacdo anterior, vale o isomorfismo.

No caso finito nilpotente, é os resultados sao validos para os endomorfismos limitados.

A aritmética B = (s,%) é o primeiro exemplo de uma meta-aritmética de primeiro
nivel, a que ¥ : L(U) — L(U) = (¢(f) = so f). Sua familia de somas B; = (%) é,
exatamente ¢*(f) = s* o f, composicoes da funcio sucessora de A.

Algo semelhante ocorre para as segundas operacoes de uma meta aritmética de segundo
nivel, que operam em A, como ¢*(f) = fi o f. Por conta disso, podemos nos perguntar

se End(A), seria isomorfo a A;. Esse nao é o caso.

7 Na verdade, se houvéssemos considerado a aritmética (s,1)), terfamos obtido algo mais forte, que

By = End(Aj, o), uma igualdade de elementos. Optamos pela relagdo mais complicada, partindo-se
de Id, apenas para que no caso finito a meta-aritmética de primeiro nivel tenha a mesma ordem
aritmética da aritmética que a gerou. A partir de s, obterfamos uma aritmética cuja ordem é uma
unidade inferior.
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Afirmacgao 1.7.2 Aj € isomorfo a um subconjunto de End(As).

Dem.: Basta notar que todo Jy, € tal que Ji(r,) = ., Yn, em isomorfismo com
os endomorfismos ey(f,) = fX. Basta agora notar que End(As) contem muitos outros

endomorfismos, livremente determinados pela imagem das multiplicacoes primas.

1.7.1 Representacoes aritméticas por meio da avaliacao gerativa

O reflexo da existéncia das relagoes aritmético-algébricas sobre o espago especifico sobre
o qual age ¢ dado, principalmente, pela avaliacao das operacoes aritméticas no gerador
x. Conforme vimos, a avaliagao gerativa dos mondides de soma e multiplicacao geram

recursivamente U.

Afirmacgao 1.7.3 A nocao de avaliagdo gerativa mantém a propriedade de gerar unica-
mente a todo V' para as combinacoes de operagoes aritméticas linearmente estendidas de

Ay ou Ay, que definiremos no proximo capitulo.

Para compreender a importancia desta avaliacao, confira sua aplicagao para inversoes

particulares em 3.4.

1.8 Extensoes de U. Operacoes iterativas inversas.

Monoides estendidos.

Esta pequena secao serve para atentar o leitor que todo o processo de criacao dos
nimeros negativos, racionais, algébricos, reais, complexos, etc, pode ser totalmente trans-
portada para a Aritmética Formal!

Nao nos ateremos neste livro a desenvolver este aspecto da teoria, mas é importante

reconheceé-lo.

1.8.1 Comentarios sobre integralizagao. Fracionalizagao. Algebraizacao.
Completamento.

1 quando bem

A integralizacao se refere a investigacao da fungao sucessora inversa s~
definida® em uma extensao Uy de U, e das subseqiientes s, n € N, integrando as
operacoes de soma.

No caso enumeravel, (A1,0) adquire estrutura de grupo, com s, o s,_1 = Id. Seus
endomorfismos permanecem isomorfos ao mondide (Ag,0) (cujos operadores tem seus

dominios alargados para os novos elementos de U) estendido para abarcar os operadores

8 Nao confundir com contra-sucessdo, conceito semelhante
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fo, f-n, manipulando a definigao de Ay para escrever f,_1(x;) = s f,,(z;),VYn,j € Z, de
onde se conclui que fo(z;) =0, fo1(z;) = x_;, Vj, etc. De fato, f_; comporta-se como
uma involucao.

As consideragoes espaciais do préximo capitulo nos levam a algumas consideragoes. A
sucessao s passa a adquirir pontos fixos no caso infinito, quando as coordenadas de um
vetor v sao iguais todas iguais a c. Com respeito as algebras de operagoes, isso leva a

a,

existéncia de um elemento a = ¢»_ _, s, € Sa que espelhe o vetor tal que soa =

nez
ou seja, (s — sp) oa = 0, o que nunca ocorria na aritmética original. No entanto a(x;) =
Y nez Tn, Vj. Isso significa que a nao pode agir sobre todos os elementos do espaco, pois
sua avaliacdo qualquer rende o vetor v multiplicado pela soma dos coeficientes a? nao esté
definido. Esse fato alude a famosa férmula errénea de Euler, --- +a27 ' +1+2 4+ --- = 0.
Isso exige uma limitacao maior sobre os coeficientes admitidos, como por exemplo, a
somabilidade absoluta dos coeficientes.

De maneiras anédlogas, se pode definir a fracionalizagao através da admissao de elemen-
tos em U que permitam a existéncia de operagoes inversas as multiplicagoes aritméticas
fn. Com racionalizacao, diz-se uma integralizagao e fracionalizagdao simultaneas.

Com algebraizagao, quer-se dizer a extensao de U que nos permita definir as operagoes
inversas das poténcias aritméticas .J,,.

Pode-se perguntar que extensoes sao necessarias para garantir as inversas das hipero-
peracoes inferioras seguintes.

Por fim, o completamento aritmético é possivel para aritméticas racionais e algébricas,
gerando as reais e complexas. O fato mais notoério desta teoria real é que a existéncia de
uma inversa de operagao de poténcia garante a existéncia de todas as outras (pois uma
unica raiz de unidade com componente imagindria nao nula ja é linearmente independente

da reta real, e com a unidade gera o plano complexo).
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2 Espacos aritméticos

2.1 Definicao e exemplos

Neste capitulo nos ateremos a aritméticas sobre elementos de K-espacos vetoriais V'
ou mesmo R-médulos M.

Em geral, estaremos interessados nas conseqiiéncias da extensao linear da fungao su-
cessora e das subseqlientes operagoes aritméticas definidas sobre estes elementos, sendo
de especial importancia o caso em que estes compoe uma base do espago vetorial ou

R-modulo livre considerado.

Defini¢ao 2.1.1 (Espagos aritméticos) Chamamos espaco aritmético de ordem N
qualquer aritmética definida sobre N elementos ordenados x1,--- ,xyn de um R-modulo M

a escolha. A menos que declarado o contrdrio, consideraremos que podemos gerar M como
M = [xn]nzl,Q,...

E estendido, circular, nilpotente, etc., exatamente quando a aritmética o for. Se nil-

potente, convenientemente determinamos que 0 é 0 do R-maddulo, e que a € M em geral.

Exemplo 2.1.1 Considere o espago aritmético infinito Q = (v,+v), sendo v vetor e
+v : U = U(+v(u) = u+v,Yu € U), operagio restrita de V a U. Temos que U =
{v,2v,3v,---}, e +v(nv) = (n+ 1)v. Na notagdo das familias de operagies, as operagoes
de Q, sdo exatamente as (+v)*(u) = u+ k- v,k € Ny, e as de Qy as multiplica¢ées por
escalar (n-) : U — U((n)(u) = n-u), curiosamente lineares em [v].

Neste caso a fungdo sucessora nao se estende linearmente em [v], afinal isso implicaria
no minimo que 3v = 2v + v = (+v)(2v) = (+v)(v +v) = (+v)(v) + (+v)(v) = 4v e
forcosamente v = 0, mas as funcoes multiplicativas se estendem. E um dos inicos casos

onde a soma aritmética coincide com a soma vetorial.

Se os vetores sao considerados como fungoes em varidveis independentes, as operagoes
aritméticas podem também depender destas variaveis. O casos serao melhor analisados

em um segao prépria.

Exemplo 2.1.2 (Espacos aritméticos de senoides) Seja A = (sin(t), s;) espaco aritmético
infinito sobre {sin(t),sin(2t), -}, s;(sin(nt)) = sin((n+1)t). Neste caso as multiplicag¢oes

fn da aritmética comportam-se como composicoes a direita com a funcao multiplicacao
usual por n, f.(p(t)) = p(nt). Set € N, x,(t) = x,(n).

Alguns espacos de funcgoes reais ou complexas sao tais que a adicao e multiplicacao

aritméticas tomam a forma da multiplicacao usual entre os membros do conjunto ordenado
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sobre o qual a aritmética estd estabelecida. A seguir estao os exemplos concretos, as séries
de poténcias e as séries de Dirichlet. Os casos serao mais profundamente estudados mais

adiante, na pagina 61.

Exemplo 2.1.3 (Espacos aritméticos de poténcias naturais) Seja A = (¢, s;) espago
aritmético infinito sobre {t,t*,---},t : R — R ouC, e onde s; = t-, e s;(t") = t". A cada
plt) € 82, -], temos para A, que s*(p(t)) = -p(t), e que fu(p(t)) = p(t") = (Po()")(2)
para As, ou seja, as multiplicagdes da aritmética comportam-se como composi¢oes laterais

“w o o»

a direita com as fungoes de poténcia natural. A operagao produto respeita a distribu-

tividade usual com respeito a soma do espaco, e a extensao linear lhe é natural.

Exemplo 2.1.4 (Espacos Aritméticos de exponenciais de naturais) Seja A = (1, s;)
espago aritmético infinito sobre {1,271,37% ...n7t ...}, t € R. Entdo si(y) = (y~ '/t +
1)7*. Neste caso as fungoes compoe uma base linearmente independente e € possivel esten-
der s; linearmente para todo o espago gerado formalmente; no entanto, isso nao preserva
a forma radical que acabamos de enunciar, restrita apenas aos elementos de U. sy é uma
fungao meromorfica em t tal que Y~ sp(1) = ((t), a funcao Zeta de Riemann. Neste

caso, as multiplicagoes da aritmética sio as fungoes f, tais que fni(y) =n~"

-y, a mul-
tiplicacao usual pelo n-ésimo elemento da base. A extensao dessa operacdao para todo o
espaco V das séries de Dirichlet é natural, devido a distributividade da multiplicag¢ao usual

com respeito a adicao do espaco.

E claro que dim([z1,---, zn]) < N, e que a igualdade vale se U é base ordenada de

V', no caso de modulos livres.

2.2 Espaco das operacoes aritméticas iterativas

Sabemos que qualquer R-médulo M nos permite considerar o conjunto Hom(M, M)
de seus endomorfismos h também como R-médulo, cuja adicao é herdada de M pela lei
(hl +Hom h2>(m) = hl(m) +tm hZ(m)

Defini¢ao 2.2.1 Chamamos de espag¢o das operagdes aritméticas finitas E(A) o
subcongunto do R-mddulo Hom(M, M) gerado pelas operagoes aritméticas' de O = A; U

Ay U Az. Em outras palavras, seus elementos sdo precisamente da forma

k
E a;O;,
i=1

sendo k € Ny, a; € R e O; € O, Vi.

1

Eliminamos os casos Ay, k > 4 apenas por nao lhes ver utilidade atualmente.
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Nao ha uma relacao geral direta entre a soma vetorial aqui expressa e a soma aritmética
definida anteriormente. Apenas em alguns casos, a relacao pode ser estabelecida, como no
exemplo 2.1.1, sem no entanto a soma aritmética poder ser linearmente estendida sobre

todo V. Isso nao foi um impedimento para a linearidade das multiplicacoes aritméticas.

2.3 Aritméticas sobre bases ordenadas

O caso em que os x1,- -+ xy elementos ordenados de M compode uma base deste sao de
especial interesse pelas simplificacoes dos calculos das simetrias de M.

Neste caso todo elemento de M tém tnica representacao em termos dos dados ele-
mentos ordenados, dependente de N variaveis independentes do anel R, e podemos sem
dificuldade o representar em um sistema de coordenadas canodnicas, além de realizar boa
parte da teoria homomorfica através de matrizes candnicas com entradas no anel R.

A partir daqui, quando declararmos um espacgo aritmético, sera sobre uma base, a

menos que explicitamente dito o contrario.

2.3.1 Extensao linear das operacoes aritméticas

Neste caso as operagdes aritméticas ag,, : U = {x1,---2x} — U U {0} podem ser
linearmente (homomorficamente) estendidas de maneira tnica para transformagoes ay,, :
M =[xy, - x,] = M, que s@o consideradas daqui em diante.

Estes endomorfismos de M podem ser canonicamente identificados com matrizes de

entradas em R, o que nos dd um exemplo mais palpavel da teoria que desenvolveremos.

2.3.2 Representagoes matriciais canonicas

As representagoes canonicas sao decorrentes da declaragao que 1 = (1,0, -+ ,0); -++; xy =

(0,0, ,1).

Caso nilpotente

No caso de uma aritmética finita nilpotente, s é identificada como a matriz NxN

o O = O
o = O O
= o O O
o O o O
o O o O

]
]
]
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que tem elementos

1, set=7+1;
Qij =
0, noutros casos.

Em geral, as somas aritméticas s* tem elementos que respeitam

1, sei =7+ k;
Qij =
0, noutros casos,

€ passam a ser representadas CcOo1mo

00 0 00
00 0 00
10 0 00

=101 0 0 0,
0 0 00

0
00 0 00
00 0 00
00 0 00
=110 0 0 0,
0
0

etc.

As matrizes referentes as multiplicacoes f,, tém elementos determinados por

1, sei=mn-7;

CLZ‘J‘ =
0, noutros casos.
Por exemplo, f; tem a forma
00 O 00
10 0 00
00 O 00
fo=10 1 0 0 0],
0 0 - 00
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As matrizes das poténcias J,, por sua vez tém elementos determinados por

1, se i = 73"
@ij =
0, noutros casos.

Caso circular

No caso de uma aritmética finita circular, s é identificada como a matriz NxN

00 O 01

10 O 0 0

01 0 0 0
s=10 0 1 0 0],

0 0 0
que tem elementos
1, sei=j54+1 mod N;
am =

0, noutros casos.

De fato para a matriz sucessora sé ha diferenca no resultado da ultima coordenada,

em relacao ao caso nilpotente.

Em geral, as somas aritméticas s* tem elementos que respeitam

1, sei=j7+4+k mod N;
dij =
0, noutros casos,

€ passam a ser representadas Ccomo

S = O O
_ o O O
o O o O
o O O =
o O = O

o
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00 0 00
00 0 10
00 0 0 1

=110 0 0 0],

0
0

etc.

As matrizes referentes das multiplicacoes f,, tém elementos determinados por

1, set=n-j5 mod N,
aij =
0, noutros casos,

e a das poténcias J,,

1, sei =34 mod N;
Qij =
0, noutros casos.

2.3.3 Elementos aritmeticamente geradores do espaco de origem

Dada uma aritmética (z,s) ou (z,s,0), sabemos que as recursoes de s no gerador x
geram todos os elementos do conjunto totalmente ordenado U que a determina.

Quando consideramos um espaco aritmético sobre uma base, isto é o mesmo que dizer
que as iteragoes de s sobre x geram a base U de M. No entanto, o gerador x nao é o
unico com a propriedade de gerar uma base por meio de aplicagoes sucessivas de s. Isso

nos estimula a seguinte definicao:

Definigao 2.3.1 Seja (z,s,0) espago aritmético nilpotente de ordem N sobre os elementos

de uma base de um R-mddulo M. Entio m € M ¢é gerador aritmético de M por A

se, e 56 se, m,s(m),---, sN¥"Ym) € base de M.
No caso de uma aritmética (z,s) infinita, os s*(m), k=0, 1, 2, --- devem ser uma
base de M.

Afirmacgao 2.3.1 Dado um espago aritmético (x,s) ou (x,s,0) sobre uma base e um

elemento m de M cuja representacao gerada por x é

N
m = E ApTn,
n=1

entao m € gerador se, e somente se, ay € invertivel em R.
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Demonstragdo 2.3.1 Notemos que a proje¢io de s"(m) em x €0, Yn > 1, e portanto
combinacgoes destes elementos certamente nao geram x. Assim uma combinacdo linear
que o gere depende do elemento m. Se a projecao Projf,' m em x € ay nao invertivel, nao
hd r € R tal que Proj;™ =1, e nao resta maneira possivel de combinar os m,, restantes

que resulte em x (apenas em ayx).

A wolta da equivaléncia serd apresentada no teorema de inversao aditiva, na pdgina

74.

Espagos aritméticos cuja fungao sucessora (considerada sobre M) é a mesma também
compartilham das demais operacoes aritméticas. Isso nos permite considerar uma relacao
de equivaléncia entre as bases ordenadas B € B de M que definem as mesmas operacoes
aritméticas sobre M: B; ~ By <= s = s9, sendo s; as fungoes sucessoras induzidas sobre
B;. Conforme veremos nas inversoes do proximo capitulo, duas bases estao relacionadas
se, e somente se, sao imagens de automorfismos lineares aritméticos uma da outra.

Como exemplo da importancia desta relacao de equivaléncia, tomemos o exemplo das
sendides. O espago gerado pelas sin(nz) pode ser descrito por diversas outras bases, todas
com a simetria multiplicativa natural. A relacao de equivaléncia captura essa condicao
comum, e nos permite falar nas simetrias multiplicativas naturais de todas as funcoes
periddicas impares, que geram o mesmo espaco, através da avaliagao gerativa da mesma

aritmética.

2.4 Espacos aritméticos de funcoes

Constitui um estudo importante que nao desenvolveremos. De imediato, temos trés

casos a destacar:

i)As aritméticas da forma (x, s;), onde o gerador e a fungao sucessora dependem de

uma variavel independente t;
ii) as da forma (x, s;), onde somente a fungao sucessora é dependente de t, e
iii) as da forma (x, s), onde somente o gerador depende da variavel ¢.
As aritméticas de fungbes que aqui veremos serao da forma i) e ii).
E certamente possivel descrever uma teoria topoldgica e diferencial a partir da de-

pendéncia nesta varidvel. Além disso, a varidvel induz uma dependéncia nas operacoes.

E sem duvida importante desenvolver os fundamentos deste estudo no caso infinito, para
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que possamos compreender os fenomenos de convergeéncia ligados a avaliacao dos vetores

pelas operacoes aritméticas.
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3 Algebra das operacoes aritméticas

3.1 Definicao. Homomorfismos. Lei da correspondéncia.

Tema convolutivo.

Definicao 3.1.1 (Algebra das operagoes aritméticas) Definimos a dlgebra das operagoes
aritméticas Alg(A) como o conjunto gerado pelas operagoes aritméticas’ O = U3_ A,

munido com as operacoes +,0, sendo a seqgunda operacao a composi¢cao de fungoes.

Em particular, E(A) C Alg(A), afinal ha expressoes mistas de Ay em Alg(A). Nos
exemplos que veremos, nos restringiremos a subalgebra de cada operacao por vez, que é
comutativa, se R é comutativo. A de somas, chamaremos S4. A de multiplicagoes, F4. Em
geral serdo enumerdveis ou nilpotentes. quando necessario, diferenciaremos entre S,;(a)
e S.(A).

Se 0 espago aritmético é circular ou nilpotente e o anel R ¢ finito, Alg(A) é finita.

3.1.1 Descricao estrutural

Transportam-se os geradores dos mondides de operagoes aritméticas para a suas algebras.
No caso nilpotente de ordem N, a R-algebra das operacoes aritméticas iterativas nilpo-

tentes (até o terceiro andar) é da forma

R[S7 f27"' 7fp>']27"' 7‘]q]
(sM)(fpos =570 f)(Jp, © fpo = fa © Jpy)

sendo p < N primo e ¢ < log, N primo.

Apesar de a seguir considerarmos uma operacao por vez a fim de simplificar certas
investigagoes, a descricao das subalgebras por operacao exige declaragoes adicionais as
dadas em Alg(A). No caso acima, o quociente pelo ideal (s) ja anula, por exemplo, as
multiplicagoes aritméticas acima de N. Isso decorre da existéncia das equagoes de vinculo;
sem estas equagoes, estas anulagoes devem ser independentemente declaradas, como no
caso da algebra F4 das operagoes aritméticas nilpotentes de ordem N, que tém de ser
quocientada pelos ideais (f, o f;) tais que a-b > N, os mesmos que nao sao considerados

pelos homomorfismos limitados.

L Pela mesmas razdes praticas, omitimos da 4lgebra as operacdes superioras & potenciacio.
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3.1.2 O tema convolutivo dos coeficientes de composicoes. Formulas pri-
mitivas. Informacoes aritméticas classicas codificadas no produto

interno.

Em qualquer algebra de operagoes a composicao de elementos resulta em um novo
elemento cujos coeficientes sao convolucoes dos coeficientes anteriores. Estas algebras,
portanto, tem sua existéncia intimamente ligada com a teoria das convolugoes lineares
aditivas e multiplicativas de seqiiéncias, adaptada para seus coeficientes.

O conhecimento independente de um produto interno em V=[U] induz gerativamente
o produto interno sobre S4 ou Fj4, segundo o qual podemos representar os coeficientes.
Isso liga féormulas numéricas elementares geradas convolutivamente a expressoes

angulares, através das estruturas espaciais e algébricas, como no exemplo a seguir.

Afirmacgdo 3.1.1 O Teorema dos Numeros Primos é equivalente a cos(Z,Z~') — 0,
quando N — 00.

F4, como espaco finito de dimensao N, pode ser interpretado como uma base orto-
normal sequndo o produto escalar. Neste caso a funcao de Mertens pode ser representada

por

M(N)=2-2""=1Z||- ||z |lcos(2, 27") = VN/Q(N) cos(2, 27"),

e assim

M(N)
VN -QN)

de onde se conclui que cos(Z, Z~') — 0, quando N — oo, é equivalente ao teorema dos

cos(Z,Z71) =

nimeros primos, na forma M(N) = o(N).

No entanto, nao encontrei uma relagao simples entre produtos internos e a nocao
compositiva da algebra.

Como as avaliacoes polinomiais e ademais composicoes entre os elementos destas
algebras operam paralelamente pela algebra das convolugdes no coeficientes, podemos
transportar cada uma das identidades algébricas para uma identidade construtiva na
algebra das convolugoes, as quais chamamos de férmulas primitivas, versoes numéricas
das identidades algébricas. De todas, a mais importante é a férmula primitiva para a

contagem ponderada de primos de Riemann .J,

D D DD S

1<k<h 1<n<N ap-...;ap=n
Arr; a; >2, Vi
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obtida por convolucoes da seqiiéncia contante 1.

A élgebra exterior também deve dar informacoes aritméticas importantes, por sua
informacao angular. Nos perguntamos, em especial, com sua relagao com a funcao seno,
e 0 jogo que isso poderia permitir com o produto interno. No entanto, nao no alongamos

nas investigacoes.

3.1.3 Extensoes lineares de homomorfismos aritméticos em C

Teorema 3.1.1 Dada uma aritmética enumerdvel, os homomorfismos h : (Ag, o) — C
do k-ésimo mondide de operagoes (Ay, o) sao unicamente linearmente estendidos para

h: Ay — C definida sobre o C-mddulo (A7, +) livremente gerado pelas ay,, € Ay.

Dem.: Os homomorfismos de mondide jd estio definidos sobre as bases dos espacos,

de onde a extensao € obtida unicamente ao impormos linearidade.

Afirmacgao 3.1.2 O mesmo pode ser dito dos endomorfismos limitados para as aritméticas

nilpotentes, e os homomorfismos limitados com imagem em C

Teorema 3.1.2 (Lei da correspondéncia entre o caso enumeravel e o nilpotente)
Seja Uoco conjunto bem ordenado e U, os conjuntos dos primeiros n elementos de U. Seja
As a aritmética de Uoo com operagoes By, e A, as aritméticas nilpotentes de U,, com

operagoes By, j.

Entao o € B, | se, e somente se, € restri¢ao de uma operag¢ao O € By .
Dem.: Decorre da relagao entre o caso nilpotente e o enumerdvel ja presente na estru-
tura monoidal, e significa que os casos finitos nilpotentes aproximam de maneira bastante

ordenada o enumerdvel.

3.1.4 O conceito de algebra de Banach para S, de ordem infinita

Um espaco vetorial normado completo é uma algebra de Banach A se a operacao
de multiplicacdo da dlgebra e a norma vetorial satisfazem a condigao ||z - y|| < ||z|| -
l|ly||, Vz,y € A. Os resultados estao todos no primeiro capitulo do livro de Folland (1995).
Podemos aplicé-los a S, desde que R seja R = C.

Para uma algebra de Banach unital, define-se o espectro o(a) de um elemento a seu

como o conjunto

o(a) ={X € C: Id\ — a é invertivel}.

Além disso, seu raio espectral p(a) é
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pla) =sup{[A|: A € o(a)},

e vale (1995, p. b)

pla) = Tim [ja"]|"/"
n—00

Quando a dlgebra A é também comutativa, a teoria dos homomorfismos da dlgebra
de Banach unital na algebra complexa simplifica a descrigao dos fatos. Isso porque os
homomorfismos nao nulos i € o(A) respeitam (1995, p. 5) h(Id) = 1; se a é invertivel,
entdo h(a) # 0, e ||h(a)|| < ||al|, Ya € A. O resultado fundamental é que os ideais
maximais de A sdo exatamente os ker(h) (1995, p. 6)2.

Mais do que isso, o estudo de cada elemento de A através destes homomorfismos,
chamado teoria de Gelfand, leva a uma caracterizacao diferente de A. O elemento dual
a:o(A) — C tal que a(h) = h(a) e a transformada I' : A — C(c(A)) tal que I'(a) = a
respeitam (1995, p. 7)

i) I' é homomorfismo e Id=1;

ii) a é invertivel se, e somente se, & nunca se anula;
iii) Im(a)= o(a);

iv) [|allsup = p(a) < |lall.

Além disso, para a dlgebra gerada por Id, s, vale que § é homeomorfismo de o(A)
a o(s) (1995, p. 8). Isso significa que para compreender o(S,), basta estudarmos o
espectro da funcao sucessora.

Sequeéncias equipadas com soma e convolugoes aditivas lineares como multiplicacao
formam uma algebra de Banach sao estudadas por Folland, e sao totalmente analogas a
nossa teoria de Sy, quando N = N,. Tratemos em especial o conjunto [; das seqiiéncias
absolutametne somaveis, e os homomorfismos de o(l;). E suficiente que compreendamos
o espectro de da fungao sucessora s. Como ele é o disco unitario complexo, ||z|| < 1, se

satisfaz h,(s) = z homeomorficamente por z, e vale

a(h,) = i anz",
n=0

E o ntcleo do homomorfismo nulo é todo A

2
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analogamente ao teorema 1.17 de Folland (1995, p. 9).

Este resultado, talvez inocente, tem a seguinte conseqiiéncia:

Corolario 3.1.1 Se a(h,) = > a,2", sendo ||z|]] < 1 e > ||lan|| < oo, e se @ nunca é
nula, entao 1/a(h.) =b éb= > b,z", com Y ||b,|| < 0.

A transformada de Gelfand se torna um *-isomorfismo isométrico quando a &algebra
de banach unital é uma C*-algebra (1995, p. 11).
Mais a frente, estudaremos o grupo dos elementos invertiveis da algebra. Para este

elementos, vale o seguinte:

Afirmacgao 3.1.3 Seja A dlgebra de Banach unital e ag um ponto da fronteira do conjunto
de elementos invertiveis de A. Se a,, € invertivel para cada n e se a, — ag, quandon — oo,

entdo |la || — oo.

A teoria espectral para C*-algebras esta totalmente descrita em Folland (1995, p.
22-28).

A teoria quase completa dos homomorfismos de dlgebra h € o(Alg(A)) sobre Alg(A)

para C e os elementos duais

Alg(A) é ndo comutativa e a teoria dos homomorfismos de espectro complexo é insufi-
ciente para estuda-la. Assim, o texto de Folland é insuficiente. Nao obtive fontes literarias
para fundamentar esse estudo homomorfico, exigindo anéis especiais como espectro dos
elementos das algebras. Tentar generalizar os argumentos de Folland para o cenédrio nao
comutativo foi pouco proveitoso, seria tremendamente trabalhoso. Portanto dediquei-me
ao estudo dos espectros o(S4) e o(F4) de Sa e Fj. Ratificando o que foi dito hé pouco,
o teorema mais importante sobre o estudo de Gelfand é encontrado em Folland (1995, p.
2)

Teorema 3.1.3 Seja A uma dlgebra de Banach comutativa unital. Entdo o mapa h —

ker(h) € uma bijecio entre o(A) e o conjunto dos ideais maximais de A.

Lembremos que para S4 (ou Fjy), a transformada de Gelfand é homeomorfismo I' :
Sa — C(0(S4)), e um isomorfismo de dlgebras (para as nossa teoria, a transformada
também estabelece uma correspondéncia natural entre os subconjuntos fechados de o(Sy)
e conjuntos fechados de S (1995, p. 107)).

A conclusao é que a aditividade das s,, e a multiplicatividade das f,, sdo impressos nos
seus respectivos elementos duais a € §,\4, ou f’;, as algebras dos elementos duais continuos

atuantes sobre os espectros o(S4) e o(Fa).
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Tema de investigagoes futuras: grupo fundamental e monodromia das algebras aritméticas

duais de Zl\g(A)

Algo critico que nao estudaremos neste trabalho é o estudo do grupo fundamental
das algebras de operagoes aritméticas topoldgicas, e o estudo da monodromia.

Totalmente analogo ao processo de continuacao analitica de fungoes nao lacunarias
(no sentido do teorema da lacuna de de Ostrowski-Hadamard e Fabry), podemos nos
perguntar quando os homomorfismos das dlgebras aritméticas, determinados nos geradores
por imagens no disco unitario complexo, podem ser analiticamente continuadas para uma
regiao maior do plano complexo. Como os homomorfismos sao indexados por nimeros
complexos, os elementos duais partem de uma poténcia cartesiana de C.

Agora que definimos as algebras de operacoes aritméticas e suas duais, estao prontos
para compreender esta linha de investigacao. De fato, podemos estudamos os homomor-
fismos das dlgebras e os elementos duais, cujas imagens sao em C, para investigar a
possibilidade de continuagao analitica diretamente através do Teorema da Monodro-
mia.

A expectativa é que haja uma conexao mais profunda a monodromia de a, e que seja
possivel provar profundos resultados analogos as férmulas de trago de Selberg, Langlands
e Arthur.

O Teorema Tauberiano Aritmético para S,

O teorema de Wiener-Pitt tem imediata aplicabilidade para os elementos de S4 com
N = Xy, e a algebra convolutiva, quando R ¢é subanel de C. Ao mesmo tempo é geral,

dedicando-se a todos os grupos topoldgicos abelianos localmente compactos. De fato, ele

diz que (FOLLAND, 1995, p. 116)

Teorema 3.1.4 (Teorema Tauberiano de Wiener-Pitt) Seja ¢ € L>°(G), a € LY(G),

suponhamos que G nao se anule, e que ¢ x a(x) — df a, quando xr — co. Entao
i) p*xb(x) = d [b quando x — oo, para todo b € L'(G);

ii) Se ¢ € lentamente oscilante, a prépria ¢(r) — d, quando x — oo.

Em particular, se ¢ tem coeficientes limitados, o tem coeficientes absolutamente
somaveis e os coeficientes de ¢ o o tendem a zero, os coeficiente de ¢ o § tendem a
zero para todo [ de coeficientes absolutamente soméaveis (desde que ¢ e a possam ser
estendidas a fungoes respectivamente limitadas e absolutamente somaveis ou integraveis

em Z, R, ou mesmo R*, no caso multiplicativo).
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A teoria é perfeitamente transportada para a nossa, onde podemos considerar ¢, a
como seqiiéncias de coeficientes de elementos de S5 ou Fy, e transportar as condigoes do

teorema para os coeficientes das operagoes e suas composigoes.

Corolario 3.1.2 (Teorema Tauberiano Aritmético) Seja ¢ € Sa com coeficientes
¢(n) limitados, o € Sa com coeficientes a(n) absolutamente somdveis. Suponhamos que
a ndo se anule, e que os coeficientes ¢ a(n) de o« tendam a d ) |a,|, quando n — co.
Entao®.

i) os coeficientes de p o B tendem a d Y |b(n)|, quando x — oo, para todo [ € Sa

cujos coeficientes b, sejam absolutamente somdveis;

ii) Se ¢ € lentamente oscilante, entio ¢p(n) — d, quando n — oo.

O teorema dos niimeros primos

In(z)

m(x) ~ , ou ainda M (z) = o(z),

é famoso coroldrio pouco trabalhoso do resultado original de Wiener, sendo a condigao
de nao anulacdo do elemento dual a nao anulagao da fungao Zeta de Riemann ((s) em
Re(s)= 1, pelos argumentos de Tkehara. (HARDY, 1949, p. 303), de onde (™! nio tem
polos na reta. Ja a convolu¢ao anular-se no infinito é simplesmente (HARDY, 1949, p.
303)

S TR R B D W) oty //m%

m<z/t n<t mn<z
1
:EZ'M( n)In(z/mn) = Zlnx/q Zu )
mn<ax Ve nlq
— 0,

que, em conjunto com o fato da fungao f(x) = M(x)/x ser lentamente oscilante () f(y) —

f(x) =0 (%) = o(1), quando z — oo, y/z — 1), leva a

M(x)

T

— 0,

o Teorema dos Numeros Primos.

3 Precisamos que ¢ e a permanecam com essas propriedades quando estendidas de Ny para o grupo

(Z,+), para que estejam definidas sobre um grupo, e aplicar o Teorema Tauberiano de Wiener. Isso
pode ser simplesmente feito estendendo as fungdes como zero para os negativos
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Isso é feito de tal forma que a imagem dos homomorfismos sao séries de Dirichlet, como
no caso anterior foram poténcias. Por conta disso, parece natural imaginar uma relacao
intima entre as séries de Dirichlet e a dlgebra F4. Que relacao seria essa?

A teoria presente teoria ainda nao o expressou!, Pois F tem infinitos geradores f,.
Admitida uma nogao de norma de Banach sobre F, entao o(Fy4) é gerado pelas fp.

Devemos considerar que a toda imagem de cada homomorfismos h é determinada
pelas imagens h(f,), ||h(fy)|| < 1, e assim cada o(F4) é indexado por infinitas variaveis
complexas! Neste sentido, se vale uma condigao como ||f,|| < ¢, Vp primo, um elemento

de a € Fy respeita

lall <Y Naalle+ 3 laall® + 3 Jlanllc® + -
n=p

n=pip2 n=p1p2p3

E possivel que a aplicacao da teoria acima para este caso acabe por nos mostrar que
se a(h) #0, Vh € 0(F4), entdo a_; = b € Fy, com Y _ ||b,]]| < o0.

Neste caso, a convergéncia absoluta da soma dos coeficientes gerados por inversao
convolutiva multiplicativa a partir da convergéncia absoluta da soma dos coeficientes
originais é equivalente ao elemento original nao ser anulado por nenhum homomorfismo
h.

Condigoes diferentes da convergéncia absoluta podem ser utilizadas para restringir
de outras formas as algebras, porque a condicao de nao anulacao dos homomorfismos
basicamente garante que o elemento inverso pertence a algebra.

A transformada de Fourier definida no capitulo 6 é homomorfismo da algebra convo-
lutiva L'(S%), que engloba os funcionais das algebras. Seria interessante observar se as

convolugoes destes funcionais apresentam propriedades notaveis.

3.2 Avaliacoes polinomiais dos elementos da algebra

Trata-se da considerac@o de elementos P : End(V) — End(V') da forma

k
p(L) =) a,L",
n=0

restritos a L € Alg(A) e a, € R, ¥n. Os casos de nota sdo, em especial, identidades
algébricas respeitadas pelas matrizes das operacoes, a exemplo do polinomio caracteristico.

A investigagao do caso em que L é elemento nilpotente de uma algebra finita sobre uma
aritmética nilpotente s6 requer a consideracao dos polinomios até certo grau, a depender
das operagoes envolvidas. Isso é 1til, frente a lei de correspondéncia, pois avaliacoes de

grau infinito de elementos de algebras de operagoes aritméticas infinitas ficam efetivamente
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reduzidas a avaliagoes polinomiais de elementos das algebras de operacoes nilpotentes,

exemplificados mais abaixo com a exponencial e o logaritmo.

Afirmagao 3.2.1 Por construgao, todo elemento de Sny (S,) de A € uma avaliag¢do po-

linomial da fungdo sucessora s (c).

Dem.: E o teorema da Avaliagao Gerativa aplicado a meta-aritmética de primeiro nivel

de A.

3.2.1 Poténcias restritas

A agao dos polinomios sobre as operagoes é determinada pela combinagao das poténcias.
Portanto, resta-nos compreender o comportamento das poténcias. Para os fins deste texto,
me limitarei a expressar apenas poténcias dos elementos puramente aditivos ou multipli-

cativos. Torna-se evidente que sao respectivamente

k

N-1 N-1
Z a,s" | = Z UnSn, sendo
n=0 n=>0
_ i jo U1 4+ Ju)!
R (RO ¢ i

| |
Jitit A jutw=n Jizee Jw

com 0 <ty <---<ty, j1+ -+ Jw=FK, ouseja, uma particao de n com k elementos, e

N k N
E a, f" 1 = E UnSn, sendo
n=1 n=1

Uy = Z aﬁ.....agz(j};:.mfjﬂm!u)-

t]11~...~tfu“’ =n

com 1<t < - <ty, 1+ -+ Jjuw =k, ou seja, uma fatoragdo de n com k elementos.

3.2.2 O caso infinito. A avaliacao Exponencial. A avaliacao logaritmica.

No caso infinito, a presenca de uma norma ¢é suficiente para expressar as circunstancias
em que as avaliagoes convergem. Por exemplo, a convergéncia da expressao na norma
do operador ¢ suficiente para obter a convergéncia da aplicacao sobre operacoes lineares
continuas em V.

Fora a avaliacao inversao, as avaliacoes mais importantes que veremos virao da aplicagao
das fungoes EXP, LN : Alg(A) — Alg(A), e existem quando houverem racionais em R
analogos aos coeficientes destas fungoes no caso R = Q. EXP estd sempre bem definida,

quando existe. J& LN fica limitada as operacoes invertiveis.
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No caso de uma aritmética nilpotente finita de ordem N, as avaliagoes podem se tornar

finitas, a depender do indice de nilpoténcia da entrada.

sendo este ultimo a inversao.

3.3 Alg(A) restrita a cada uma das operagoes aritméticas

3.3.1 Invertibilidade em Alg(A)

Uma caracterizagao de invertibilidade dos elementos de uma algebra comutativa com
unidade é dada através de homomorfismos de algebra nao nulos, as vezes chamados de
funcionais multiplicativos e a transformada de Gelfand.

Alg(A), no entanto, ndo é comutativa. Por conta disso, investigaremos operagao por

operacao.

3.3.2 Restricao da algebra a adicao aritmética

Definicao 3.3.1 (Espago de Soma) Chamamos de espago de soma S de um espago
aritmético o subespaco de Hom(M, M) gerado pelas iteragoes nao nulas de s. Para os casos
circular e nilpotente, Sy = [s°, s, -+, sV71].

Definicio 3.3.2 (Algebra de Soma) Chamamos de dlgebra de soma a dlgebra ge-

rada por considerar S4 munido da operacdo de composicao, e também a chamamos de
Sa.

Para aritméticas nilpotentes de ordem N, os elementos de S4 sao exatamente os b

da forma

N-1

b= bus",

n=0
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onde b, € R, Vn.

A operacao de composicao entre estas funcoes nos permite interpretar o espaco de
soma como uma algebra sobre o anel R finita, associativa e comutativa, se R é finito
e comutativo. Neste caso, os elementos respeitam uma lei semelhante a multiplicacao

polinomial, sob a forma

N-1 N-1 N-1
boc= Z b,s" | o Z s | = Z s" Z bic;. (3.1)
n=0 n=0 n=0 i+j=n

Nota-se que a diferenca é a anulagao de todos os termos com fator s = 0g,. Assim
Sy ¢ isomorfo a R[x]/(z"™) como 4lgebra.

Os elementos invertiveis de S sao precisamente aqueles cujo primeiro coeficiente é
invertivel em R. Se R é um corpo e a aritmética nilpotente, todo elemento nao invertivel

da algebra ¢é nilpotente, e S4 comporta-se como anel local.

Teorema 3.3.1 (Invertibilidade na algebra de soma) Seja b = Zg;ol b,s" € Sa.

Entio b=' € S, se, e somente se, b," € R.

Demonstragdo 3.3.1 Se tomarmos boc = Id na equagao (3.1), temos que o coeficiente
do primeiro componente da multiplicacao arbitraria é bocy = 1, ou seja, by € invertivel em
R.

Por outro lado, se by ¢ invertivel em R, existe

1
cn = —
0 bo
1
Cp — _b_o Z biCj,
j#n
i+j=n
que satisfaz por construgao
boc= IdSA.

Teorema 3.3.2 Ezxplicitamente, se b = 25;01 b,s™ € invertivel em Sy, ¢ = b~ tem a

forma
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1y b by D2\ ,
€= bgs (bg E s :

sendo seus coeficientes c;, representdveis por co = by e, se k > 1,

1 Z bl b (Gt )]

= (=bo)irt=tiu jileee gl

jivit+tiwvw=k
1< < <oy

sendo a soma dependente das solucoes do problema de particionar-se k em ordem crescente
(jia Vi, W, € Nl)

Dem.: Para by = 1, basta considerar que

L 1d - N-1 ) . N-1 ) N-1 k
bl = 7R k:O(—1) (b—Id)F =) (-1) (Z bnsn>

k=0 n=0
N-1 N-1 ) )
" . + et g )!
= JId+ 3 (_1)k Z bl 'biw (J1 ' | .]')
n=1 k=0 1+ Hiw=k ]1 . jUJ'
Jiti+-+jwtw=n
N-1 ) o ) (j1+"'+jw)!
=1ld+ Z s" Z (=17l by ! Gl
1+ et Jw-

n=1 Jti++Jjwtw=n

onde j; > 1,Vi, 1 < t; < -+ < ty, sendo a quantidade w qualquer. Se by # 1, entdo

g = b/by recai no caso anterior, com coeficientes g, = b, /by, 0 que prova o teorema.

Automorfismos lineares aditivos

Aqui* estudamos algumas relacoes aditivas entre os geradores do espaco e observamos

as formas particulares de mudanca de base.

Teorema 3.3.3 Dados m,v elementos de M, m gerador de A, existe um unico h € Sy

tal que h(m) = v. Se v € gerador, h € elemento invertivel de Sa, automorfismo aditivo do
modulo M.

Demonstragcao 3.3.2 Basta notar que se m = my € gerador, my,--- ,my € base de M,

e portanto existem ji,--- ,Jjn € R tais que

N N-1
V= Z]nmn = (Z jn+15n) (m)
n=1 n=0

Originalmente inversao e triangulacdo aditiva.

4
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A unicidade decorre do fato dos m, comporem uma base, e portanto representarem uni-
camente v, e o elemento de Sy a direita (que chamamos de h) é o unico que leva m a
representacao a esquerda , pela correspondéncia gerativa.

Além disso, vimos que se v € gerador, 7, € invertivel, e portanto h € invertivel, e um

automorfismo.

Neste caso, podemos escrever a inversao

m = h~*(v),
tendo h™1 coeficientes tais como na demonstracao anterior.

Mais que isso, h é tal que

Un = 8" (v) = 8" (R(m)) = h(s" " (m)) = h(ma),

estabelecendo uma bijecao entre as duas bases que preserva sua ordem.
Este processo, que originalmente denotei triangulagao, é uma caso particular de mu-
danca de base. Estes automorfismos determinam precisamente as bases tornadas equiva-

lentes pela relagao presente no final do capitulo 2.

3.3.3 Restricao da algebra a multiplicagao aritmética

Definigao 3.3.3 (Espago de Multiplicagao) Chamamos de espago de multiplicacao
Fa de um espago aritmético o subespago de Hom(M, M) gerado pelos elementos de As.

Para os casos circular e nilpotente, Fa = [f1, f2, --+, fn].

Definicao 3.3.4 (Algebra de multiplicagao) Chamamos de dlgebra de multiplicacao
a dlgebra gerada por considerar Fa munido da operacao de composicao, e também a cha-

mamos de Fy.

Para aritméticas nilpotentes, os elementos de F4 sao exatamente os b da forma

N
b=D_buf",
n=1

onde b, € R, Vn.

A operagao de composicao entre estas funcoes nos permite interpretar o espacgo de
multiplicacao como uma algebra sobre o anel R comutativa e finita, se R assim o for.
Seus elementos respeitam uma lei semelhante a multiplicagao de séries de Dirichlet, sob

a forma
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boc= (Z bns"> ) (Z cns”> = Z fn Z bic;. (3.2)

ij=n
Os elementos invertiveis de F4 sao precisamente aqueles cujo primeiro coeficiente é
invertivel em R, como no caso de S4. Se R é um corpo, todo elemento nao invertivel da

algebra é nilpotente, e F'y comporta-se como anel local, da mesma maneira que S4.

Teorema 3.3.4 (Invertibilidade na algebra de multiplicagao) Sejab = ZnN:1 b, f" €

Fy. Entio b=' € Fy se, e somente se, b* € R.

Demonstragdo 3.3.3 Se tomarmos boc = Id na equacao (3.2), temos que o coeficiente
do primeiro componente da multiplicacao arbitraria é bycy = 1, ou seja, by € invertivel em
R.

Por outro lado, se by € invertivel em R, existe

N
Cc= Z cnfn
n=1

com coeficientes recursivamente definidos como

Cl = —
by
1
Cp = —7 E bz‘Cj,
b1
JF#n
i J=n

que satisfaz por constru¢ao bic; =0, n > 2, o que conclui a demonstracao de

i-j=n

boc=Idp,.

Teorema 3.3.5 Ezxplicitamente, se b = Zf:[:l b f*, c=b"1 tem a forma

L, b, b, (b B\, b, (b babs
C:b_lfl_b_%f2_b_%f3_<¥_§)f4_b_%f5_ b—%—2¥ o
br. (bs babi | B by 1
0T (28 920 T2 ) e (29 U3 _
! (b2 i tu) o \e ) (3:3)

sendo seus coeficientes ¢y, representdveis por c; = by e, se k > 2,

o L Z b b (it )
P b L (=by)itetie il
v{l»...»v;zuw:k

1<v << vy
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sendo a soma dependente das solugoes do problema de fatorar-se k como poténcias de
multiplos naturais positivos j; de w numeros naturais v; maiores que 2, independente de
ordem (o peso concernente a ordem jd estd explicito combinatorialmente no termo), w
qualquer.

Dem.: Para by = 1, basta considerar que

Id toz2 (V) logy(N) N k
Id+ (b—1Id) ; ; ;
N log, (V) . '
1 g gw)!
I S SR et
n=2 k=1 J1++iw=k Jic e Jw:

! :
tihe Lt =n

N . .

. L . 4+t T !

1S S (e (‘hjl" .jf'),
s Lo !

J1 Jw _
t ety =n

onde j; > 1,Vi, 2 < t; < -+ < ty, sendo a quantidade w qualquer. Se by # 1, entdo
g = b/by recai no caso anterior, com coeficientes g, = b, /b1, o que prova a afirmagao.
Automorfismos lineares multiplicativos

O resultado é anédlogo ao aditivo.

Teorema 3.3.6 Dados m,v elementos de M, m gerador de A, existe um unico h € F4 tal

que h(m) = v. Se v € gerador, h é elemento invertivel de F, automorfismo multiplicativo
do modulo M.

Demonstragcao 3.3.4 Basta notar que se m = my € gerador, my,--- ,my € base de M,

e portanto existem ji,--- ,Jjn € R tais que

A unicidade decorre do fato dos m, comporem uma base, e portanto representarem uni-
camente v, e o elemento de Fy a direita (que chamamos de h) é o inico que leva m a
representacao a esquerda , pela correspondéncia gerativa.

Além disso, vimos que se v € gerador, ji € invertivel, e portanto h € invertivel, e um

automorfismo.

Neste caso, podemos escrever a inversao

m = h"(v),
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tendo h™! coeficientes tais como na demonstracdo anterior.

Da mesma maneira, tal h preserva a ordem das bases. O resultado acima foi

inicialmente chamado por mim de triangulacao multiplicativa.

3.3.4 Decomposicao em fatores elementares: forma compositiva das in-

versoes

As inversoes aditiva e multiplicativa vistas foram executadas do ponto de vista espacial.
No entanto, podemos expressar o elemento inverso por meio de composicoes de diferencas

entre a identidade e as operagoes aritméticas dadas, como

(30 - ynsn)7 (fl - ynfﬂ)?

e todos os elementos invertiveis das algebras restritas sao portanto construidos pela com-
posicao destas diferencas simples. Todos os coeficientes a seguir pode ser combinato-
rialmente compreendidos, mas nos limitaremos, na maior parte, apenas a afirmar sua

existéncia.

Teorema 3.3.7 (Inversao aditiva compositiva (forma direta)) Seja a € S}, com

N-1 - L .
a=7 "y AnSp, ap = 1. Entdo existem tnicos by,---, by_1 € R tais que

a”' = Op5 (50 — bisi),

Dem.: E um outro uso do Principio de Ezclusao-Inclusao. Basta notar que se a, €
o coeficiente nao nulo distinto de ag de menor indice do elemento a € S4, o elemento
a(sg — ansy) tem o menor coeficiente nao nulo maior ou igual ao indice n + 1 de sp41,
de onde, recursivamente, pode-se eliminar todos os coeficientes, restando como produto

apenas o termo Sg.

Corolério 3.3.1 (Inversao aditiva compositiva (forma inversa)) Sejaa € S}, com

N-1
a=> "0 QnSn, ao = 1.

Entao existem tnicos by,---, by_1 € R tais que
N-1
a= Oy (50 — bisk),

Dem.: E aplicagdo do teorema anterior para b= a™*.

Além disso, vale
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b, = Z (—1)%ay, -~ ay, e

U+ uw=n

w
an = E (=1)%by, -+ - by,
V1t U =n
sendo as somas indexadas por particoes convencionais no caso dos u; e particoes em

somandos distintos no caso dos v;.

Este resultado é sumamente importante, porque vale em completa generalidade para
qualquer espaco aritmético nilpotente, qualquer que seja o anel de coeficientes R. Todo
espaco destes respeita, portanto, uma forma universal de fatoracao em termos de dife-
rencas da identidade para a base operacional. E, desta forma, um resultado mais
fundamental que o teorema fundamental da algebra. De fato, a forma direta da
inversao se transforma no teorema de Gauss sobre a decomposicao de polinomios de
coeficientes reais em fatores lineares e quadraticos de coeficientes reais, e no teorema
fundamental da &lgebra quando se admitem os niimeros complexos como coeficientes.

O argumento para o teorema seguinte é quase idéntico ao caso aditivo.

Teorema 3.3.8 (Inversao multiplicativa compositiva (forma direta)) Sejaa € F},

N
coma=y_ anfn, a1 =1.

Entao existem by,---, by_1 € R tais que

a' = Oply(fi — bifr)-

Teorema 3.3.9 (Inversao multiplicativa compositiva (forma inversa)) Seja a €

X, coma = Zf:[:l apfn, a1 = 1. Entao existem by,---, by_1 € R tais que

a=On_y(fi — brfr),

3.3.5 E-funcoes

Definida como

E = (S0 — Sn),
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generalizando a funcao estudada por Euler nos anos 1750 tem como coeficientes em S, 0s
nameros e,. Tais coeficientes sao nulos para todo n a menos de niimeros conhecidos como
numeros pentagonais generalizados de Euler, conforme o Teorema Pentagonal de Euler
para os mesmos. Tais nimeros sao exatamente os resultado indexados em naturais pelos

seguinte quatro polinomios h; : N; — N; de segundo grau

hi(n) =6n*> —Tn+2 = (2n — 1)(3n — 2),
ho(n) =6n® —5n+ 1= (2n —1)(3n — 1),
hs(n) = 6n® —n, e
hy(n) = 60 +n
sendo e, = —1, se p é imagem de hy, ho, e e, = +1, se p é imagem de hz ou hy.

A importancia da fungao é tremenda para o estudo da quantidade de partigoes p(n) e

soma ponderada de divisores o(n)/n, pois

N-1 N-1
- 1 n<n
i DD
n=1 n=1
N-1
INE) = -5 20
n
n=1

A fungao de Euler original claramente se anula no circulo complexo, pela forma com-

2mwifn

positiva. Isso significa que > >~ e e = 0, VA, um tremendo cancelamento apresentado

pelas freqiiéncias pentagonais. Retornaremos a estas freqiiéncias no capitulo 5.

3.3.6 Z-funcoes

Uma das utilidades na definicao de um espaco aritmético nilpotente aqui considerada

é a possibilidade de definir, em generalidade, as fun¢ées Z sobre o espaco gerado M.

Defini¢ao 3.3.5 (Z-fungao) Seja A = (z,s,0) espaco aritmético nilpotente de dimensao
N sobre um R-modulo M. O elemento Z : M — M de Fa tal que

N
Z=3 fn

n=1

serd chamado de Z-fun¢ao de A sobre M.

Sua caracteristica mais imediata e marcante é exposta na seguinte identidade.
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Teorema 3.3.10 (Produto de Euler generalizado para fungoes Z) Seja Z Z-fungdo

de um espaco aritmético nilpotente. Entao

_ fi
Z_l_‘[fl_fp7

p<N

onde 0s indices p sao 08 numeros primos.

Demonstracao 3.3.5 Basta notar que

f1 =
—— f;}
N
= Zanfm
n=1

onde, por distributividade®

a, = Z 1, (3.4)

b b
Pt Pl =n

onde p; # pj, set # j. Ou seja, a, soma quantas maneiras existem de multiplicar poténcias

de primos distintos que resultem em n.

Como wvale o Teorema Fundamental da Aritmética, temos que o termo da direita de

(3.4) € um, e portanto a, =1 ¥n, e o resultado segue.

As conseqiiéncias provenientes desta conexao, equivalente ao Teorema Fundamental
da Aritmética, sao de cardcter eminentemente algébrico. Correspondentes numeéricos e
combinatérios podem ser extraidos da conexao em termos dos coeficientes. Se conectam
assim de maneira aritmética, algébrica e combinatoria os niimeros primos e naturais. A
maior influéncia desta filosofia foi a descoberta da Lei das Fatoragoes Naturais, dada no
capitulo 4.

Como exemplo mais imediato do primeiro, a forma da funcao inversa de Z segundo a

algebra de operagoes multiplicativas:

5

O indice superior infinito foi usado por comodidade, é claro que toda f, é nilpotente e portanto existem
indices finitos para cada p.
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Corolario 3.3.2 Consideremos a funcao Z de um espaco aritmético nilpotente A. Entao

77 =1~ £) =Y uln)f.

sendo v a funcao de Mobius definida com imagem em R.

J& um exemplo de identidade elementar associada a esta construcao vem da identidade

o0

L' = "L —1
Id+L Id Z d)",

n=0

valida sob condigoes especiais, como a existéncia de uma norma de uma algebra de Banach.
Aplicando para L = Z, temos que Z — Id é nilpotente e portanto a expressao é finita e

inteligivel, e nos mostra que

Zyt=1d— (Zy — Id) + (Zy — 1d)* —

Por unicidade dos coeficientes desta expressao, conclui-se uma relagao que expressa

p(n) pelas di(n), conforme escrito no capitulo 4.

3.4 Exemplos particulares das inversoes aritméticas

vistas

Corolario 3.4.1 Sejat € C e by # 0. Se

b(t) = bot + byt + byt + -+ |

entao
t=b(1) L by b b -
B by b3 Boob ‘

Demonstragcao 3.4.1 Consideremos a aritmética® A = (t, s;) do exemplo 2.1.3. A
inversao aditiva 3.3.2 de um elemento b € Sy aplicada ao elemento b(t) € V retorna o

gerador t de A, exatamente quando by' € C, isto €, by # 0.

6 Ou mesmo (Id(C),-Id(C), sendo - a multiplicacio complexa induzida sobre as fungdes C — C
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Ezplicitamente, vimos que cog = bgl € R € equivalente a existéncia da transformagcao

1 b b b?
C:_SO__ls_ _2__1 82_"',
R R
em Sy, que, quando avaliada em c(b(t)) =t para o espago aritmético particular, rende

1 by by 02 ,
t=—bt)— =bt)t——=— L )b)2—---
ot = e — (72— 1) oo

1 b, (b B2,
=b(t)(———2t— (=2 —L)2— ).
“(bo 2 (bg b

Em outras palavras, a inversao aditiva €, para as séries de poténcias, a inversao do

produto usual.

Corolario 3.4.2 Nas mesmas condicoes do coroldrio anterior, a inversao multiplicativa
3.3 se lé que se by # 0 e

b(t) = byt + bot? + bst® + - - -,
entao

1 b b by b2 b bs . bsb
t =—b(t) — 2b(t?) — 2b(t%) — [ 5 — =2 | b(t}) — 2b(t*) — (5 — 25> | B(%) —--- .
by b? b b

Corolario 3.4.3 Para o espaco aritmético dos exponenciais de naturais do exemplo 2.1.4,

a inversao multiplicativa 3.3 se lé que se by #0 e

1

1
Mﬂ=h+%§+%y

_I_...’

entao

1 by 1 by 1 (b B2 1 by, 1 [bs _bobs 1
1= —b(t)— =2b(t)= — =b(t)= — (= — 2 ) b(t)= — =b(t)= — ([ — — 222 ) b(t)— — - --
) b2 5 b 3 (b% b D5 b2 B3 R 5

e (Lol b1 (b B b1 (bbb 1
— by b% ot b% 3t b% b‘% 4t b% 5t b% b;l; 6t .

Em outras palavras, a inversao multiplicativa €, para as séries de Dirichlet, a inversao

do produto usual.
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Corolario 3.4.4 Para o espaco aritmético de sendides do exemplo 2.1.2, a inversao mul-

tiplicativa 3.3 se lé que se by # 0 e

b(t) = by sin(z) + by sin(2z) + bgsin(3z) + -- -,

entao

, 1 by b3 by b3 bs be babs
=—b(t) — 2b(2t) — —=b(3t) — | = — = | b(4t) — =b(5t) — | = — 2= ) b(6t) — - - -

3.4.1 Aplicacoes particulares para representagoes de fungoes

Exemplo 3.4.1 Consideremos a série de Fourier da forma

o0 .
Z sin(nx) 0, se x = 2nk;
1 5 {%} , noutros casos.

De acordo com o coroldrio (3.4.4) acima, podemos inverter a expressao a fim de obter

o0

sin(2rz) =7 Y @ (% — {nx}) .

n=1

n#k/2x, VKEZ

A condi¢ao n # k/2x elimina infinitos miltiplos de termos, quando x é um nimero raci-
onal. Para que conservemos a cada avaliacdo a presenca de todos os termos, € necessdrio
que tomemos sequéncias sobre irracionais. Por exemplo, se considerarmos uma sequéncia

oy, de irracionais positivos tais que o, — 0, quando y — 00, certamente

g %n) G - {nay}) = sin(2ra,) — 0.

Se o limite da expressao fosse uniforme, poderiamos comutar os limites em n ey, o

que garantiria

Mas este nao € o caso.

Na imagem abaixo, a inversao com termos até 17, convergindo para a fun¢ao seno.
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sendo g(z) = 2?/4 — 7z /2 + 72 )6 e f(x) = 2n{x/27}.

De acordo com o coroldrio (3.4.4), podemos inverter a expressao a fim de obter

cos(2mz) =7y “fg) ({nz}? — {nz} + 1/6).

Neste caso a fun¢ao é mais bem comportada, porém ndao fornece meios de avaliar a soma

2 1i(n)/n.

O leitor pode experimentar unir as duas férmulas anteriores através do teorema de
Pitagoras!

Muitos outros exemplos sao possiveis. Por exemplo, a inversao multiplicativa para a

funcao e® — 1, dentro da aritmética das x, 2%, 23, - - - retorna

etc.

3.4.2 Condigoes de convergéncia para inversoes de vetores avaliados em
uma variavel
Para o caso aditivo, basta notarmos que se gx(z) = > .o, frtn(2), entao fy(z) =

9r(2) — gr+1(2). A finitude da expressao mostra que a convergéncia da inversao s6 depende

da convergéncia da série inicial.
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J& no caso multiplicativo, se gi(z) = > .o fen(2), entdo fy(z) = >0, u(n)gen(2),
que é outra expressao infinita. A somabilidade absoluta das somas combinadas rende a
condicao suficiente para a convergéncia do caso multiplicativo, analogamente ao dado por
Hardy e Wright (2008, p. 308): a convergéncia da série D, |fux(2)| = >_,d(c)|fex(2)],
onde d(n) é a quantidade de divisores de n.

De fato, quando isto acontece, podemos certamente garantir a convergéncia do termo
invertido. No entanto, o termo invertido pode convergir mesmo quando a original nao
converge! A anulagao decorrente da oscilagao de sinal dos coeficientes é consideravel, mas
dificil de determinar com precisao.

Este problema é sem duvida um dos mais fundamentais da area, localizado no con-
texto de aritméticas de espagos de funcoes, e esta ligado aos profundos problemas de

convergéncia, como a hipotese de Riemann.

3.5 A determinacao de S e F'}

Conforme descobri, os elementos destes grupos’ sao exatamente os elementos gera-
dos pelas composigoes das diferencas entre a identidade e elementos da base operacional
considerada, isto é, por elementos da forma (sg — ynsn) € (fi — anfn), respectivamente.
Mais que isto, as formas compositivas inversas sao unicas. Para compreender estes grupos,
portanto, nos é suficiente compreender estes elementos, os quais chamaremos de fatores
elementares.

A seguir determinamos perfeitamente suas ordens, e portanto as ordens de todos os
elementos. A determinacao do grupo pelo conhecimento dessas ordens é uma matéria

atualmente reconhecida como OD-caracterizabilidade.

Afirmacao 3.5.1 A ordem de (sg — ys,) em S} é o menor k € N que simultaneamente

respeita k -y =0 (k € ordem de y no grupo aditivo do anel R) e nk > N.

Dem.: Para determinar as ordens destes elementos, notemos que se k € sua ordem,

k

k .

(50— ysa) =3 () (—ysa)f = 50
=0

nos retorna a condi¢ao k -y = 0 no coeficiente de s, da expansao. Como todos os termos

sequintes da expansao tem o fator k-y, a menos do ultimo, sao nulos. Ja o ultimo termo,

(—ys,)¥, € nulo se, e somente se, nk > N. Fica portanto determinado que a ordem de

(so — ysn) € 0 menor k que simultaneamente respeita k -y =0 e nk > N.

7 Novamente, nos resumimos ao caso linear especial, do qual o geral decorre em poucos passos.
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Corolério 3.5.1 Seja a € S};. Entdo a ordem de a € o minimo maltiplo comum das

ordens de seus fatores elementares.

Dem.: Conseqiiéncia da forma inversa compositiva da inversao aditiva (3.3.1) e a

aplicacao da afirmagao acima.

Exemplo 3.5.1 A funcao E tem decomposicao

E=0Op5 (s0—s").

Neste caso, todos os fatores elementares tem k igual a caracteristica de R. Se essa

caracteristica for k > N, o expoente de todo fator elementar de E em S} € k.

Afirmacao 3.5.2 A ordem de (f1 —yf,) em F; € o menor k € N que simultaneamente

respeita k -y =0 (k é ordem de y no grupo aditivo do anel R) e n* > N (estritamente).

Dem.: Para determinar as ordens destes elementos, notemos que

k
k )
. k _ o i
(huht =2 (@)< yfa)' = fi
também nos retorna a condicdo k -y = 0 no coeficiente de f,, da expansdo. Da mesmo

forma que no caso aditivo, todos os elementos, a menos do ultimo, sdo nulos. Jd o ultimo

termo, (—yfn)¥, € nulo se, e somente se, n* > N, e conclui-se a demonstracao.

Corolario 3.5.2 Seja a € F. Entao a ordem de a é o minimo maltiplo comum das

ordens de seus fatores elementares.

Dem.: Conseqiiéncia da forma inversa compositiva da inversao multiplicativa (3.5.9)

e a aplicacao da afirmacdo acima.
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4 Investigacoes combinatdérias na algebra de

operacoes

Conforme comentamos na se¢ao 3.3.6, o produto de Euler 3.3.10

fi
Z = ,
p1<_J[V hi=t
implica a relacao primitiva
1= Z 1, Vvn e N. (4.1)

by b,
Py e Pw’ =N

Este capitulo busca trazer nossas atencoes para a classe de féormulas convolutivas
elementares obtidas pela analise dos coeficientes de elementos da algebra de operagoes
Alg(A).

Consideremos, por exemplo, as identidades algébricas

N N
Z0Y Mfa=JD(Z)e Y Aifo= JQ(ZZ)

obtida por manipulagoes do produto de Euler,

fi A A al
Jz(Z)Zl;[fl—fg :gfl_fpfl—i_fp :ZO;)\nfn.

onde A é a funcao de Lioville, que retorna para cada natural 1 ou -1, dependendo de sua
quantidade total de fatores primos ser par ou impar, respectivamente. Os correspondentes

primitivos sao respectivamente
1, sen=k keN;

aben 0, noutros casos, e

a?-b=n

A manipulacao mais bésica a se definir é a de poténcia.
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4.1 Poténcias naturais de uma Z-funcao

De todas as poténcias de elementos de Alg(A), as k-ésimas poténcias de uma Z-fungao
determinam como coeficientes as funcdes dy.(n) = >, . _ 1, que conta a quantidade
de produtos de naturais iguais a n. Escrevemos a soma destas fungoes entre o valores 1
e N como Dy(N) = >,y di(n). Uteis, também, sdo as fungées di(n) = 3. 1,

cujos fatores devem ser n; > 2, Vi. Estas fungoes sao importantissimas, pois carregam uma

Ny NE=n

informacao aritmética fina. De fato, podemos escrever

N N N/n
7 = ZdQ(n)fn = Z Z fnfm
n=1 n=1 m=1
VN VN VN
=D fafm 2>, D> falm
n=1 m=1 n=1 \/N<m<N/m
VN N/n VN VN
=22 2 Fubn=2_ 2 Jofn
n=1 m=1 n=1m=1

A avaliacao do funcional soma em ambos os lados gera a equagao

Dy(N)=2 3 |N/n] - [VN]?,

ng\/ﬁ

que, ao utilizarmos a estimativa conhecida para os nimeros harmonicos, retorna a esti-

mativa

Dy(N) = Nlog N + (2v —1)N + A(N),

onde A(N) = O(V/N). Este erro foi dado por Dirichlet, e o problema de limitar o
termo de erro é conhecido como o problema do divisor. Hardy conjecturou que A(N) =

O(N=t/%), Ve > 0, e provou um resultado do tipo w para o caso sem ¢. Para k > 2, é
possivel obter elementarmente (TITCHMARSH, 1986, p. 313) que

A(N) = O(N'= /¥ 1og ().

Nota-se que Dyy1(N) = Y.<, Di(x/n), pois Z"' = Z o ZF, e que Di(N) =
o () DiN)(=1)*, pois (Z — f1)F = 321, () Z (=),
De maneira mais marcante, podemos encontrar duas conexoes entre a teoria das

funcoes decompositoras e os niimeros primos. A primeira decorre do fato de que'

1 A expressio é valida e mesmo finita, uma vez que Z é unipotente em qualquer espaco aritmético finito

nilpotente.
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-1 fl o fl -
ST RYZoh ,;(‘”k(z —hY
:Z<—1>k2di< anz 1)*d; (n).
k=0 n=1 n=1

Pelo produto de Euler, isto implica imediatamente que?

oo

Z kd*

k=0

Ainda mais, LN (Z) rende, da mesma forma,

= (—1)k k, sen = p¥;
Z( k” di(n) = !/ P (4.2)

k
k=0 0, noutros casos,

conforme provaremos um pouco mais abaixo.

4.2 Algumas equacoes algébricas e primitivas impli-
cadas pelo produto de Euler generalizado

Teorema 4.2.1 A funcaées d, respeitam a formula

dn(J) = Snpy * - b

b1

onde a fatoragdo de j é j = pi* - ...-pb» e S, x denota o k-ésimo niimero n-simplicial:

k+tn—1
Snk:( o ),k:0,1,2---,n:1,2,3---.
' n—1

Dem.: As poténcias de Z revelam por meio de

e do produto de Fuler

2 Reforgamos que estas somas sdo finitas. De fato, dj(n) = 0, se n < 2*.



92 Capitulo 4. Investigagdes combinatorias na dlgebra de operagoes

as relagoes

dn(J) = Snpy * - " Snpe-

Isso evidencia de forma muito clara a independéncia do valor dos primos particulares

das decomposicoes.

4.2.1 Construgao de Z a partir de P

Ao partirmos do produto de Euler generalizado e tirarmos o logaritmo de ambos os

lados, obtemos

1 = 1 k
LN(Z) = LN (];[ fljifp) :;;%fp
:Z%Jk(P).

Note como naturalmente surge a aplicacao das terceiras operagoes iterativas da meta
aritmética de segunda nivel, as J,,. Ao retomarmos a forma original pela avaliacao expo-

nencial, chegamos a representacao

1
gitgil e gl g

2-% % d(Pr)ene s (P
n=0 jig1+Jwgw=n
1<g1<<gw

Este processo pode ser generalizado a fim de isolar cada umas das contribuigoes de
nimeros gerados por uma quantidade fixa de primos, que serda conteido do préximo

teorema.
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Teorema 4.2.2 Podemos encontrar os elementos de Fy, denotados Py, cujos coeficien-
tes a, sao indicadores de n ter exatos k fatores primos, através de somas e multiplicagcoes
de poténcias de J,,(P), m € N, sendo J,, a m-ésima terceira operagio aritmética itera-
tiva da meta-aritmética de sequndo nivel de A. Para o obtermos, nos serd ttil considerar

o produto

1

K((an)t) =[] Tt .

Qn

parat € R ou C. Podemos expandi-lo para a série de poténcias

o0

K((an),t) =Y vmt™,

m=0

com

Um = Z (fllo-'-oflm)7 UO:L

l;€(an)
1<i<m

sendo os l; membros iguais ou distintos de («,), e nao levando em conta dife-
rencas de ordem para os termos do somatorio.

Ao mesmo tempo, obtemos

(K (o), 1) = " S () = D007 (),

onde definimos, por comodidade, A =3 fa,. Estamos agora em condigoes de recombi-

nar a série acima retomando a exponencial. Obtemos:

k
m=1 m m—1 k=0 m k'
= t"h(n),
n=0
com
) ) 1
hin) = Z J (A7) 0.0 Jg, (A7) - IR o 1
g1+ Jwgw=n grJi e Gw Jw!

1<g1 < <guw
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onde a quantidade de termos somados a direita da ultima igualdade coincide com o
numero de particoes de n. Por unicidade dos coeficientes de uma série de poténcias,

somos levados a concluir que v, = h,, ou seja,

, : 1
E (fpo..of,)= E Jg (A7) 0.0y, (A) - —— .
|. gl |
Li(an) gLt dwgw=n JUI e o Ju:
1<i<m 1<g1<-<gw

Por exemplo, tomar n = 2 nos rende

2

vg = Z (fi,0 fi,) = % Zfan + % ij(@n)-

) On On

A aplicagao do problema para o caso em que a seqiéncia (cv,) € a seqiéncia dos primos
nos rede a solu¢ao para a representacao dos P, em funcao da transformacao P sugerida.

Toma assim a forma

1
gt g gu!

Po= > Jp(PM)o..ody, (P)

J191+Jwgw=n
1<g1 < <gw

A teoria da fung¢io K((ay),t) gera outros resultados similares, permitindo extensa
mvestigacao combinatoria. Nos limitemos a mostrar mais um exemplo de formulas do
género, como a formula andloga obtida pela consideragao da expansdo em série de poténcias

na varidvel t de K1 ((ay,),t)

} , (—1)i+td
Yo (fuowofi)=D" Y Ju(AM) ooy, (A7) ! Ju |
l;€(an) J1g1+Jwgw=n gl ]1 e gw ]w
1<i<m 91<-"<gu

desta vez sendo os l; necessariamente membros distintos de (a,,), e igualmente
nao levando em conta diferencas de ordem na construgao dos termos do somatorio a

esquerda.

O teorema acima é uma generalizagao para a linguagem deste livro do teorema analogo

para séries de Dirichlet, dado no meu trabalho anterior (Rolim, 2020, p. 102).

4.2.2 7' e os polinémios multiplicativos

Nesta subsecao, utilizaremos os métodos anteriores para descrever uma curiosa classe de
polinomios que emergem da exponenciagao numérica de Z, a saber a familia de polinomios

dn(t) definida por
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Zt = Z Qn(t>fn'

E possivel determinar os qn(t) perfeitamente tomando o logaritmo e retomando o
exponencial com t dentro do argumento.
Outra forma de defini-los é através da descricao das d,, em termos dos nimeros trian-

. b
gulares, que demos acima. Neste caso, se n = py* - - - plw, vale

qn(t) = St7b1 'St,bw
[t b—2 t+ b, —2
S\ t—1 t—1 )

Para t fracionario, a combinagao ¢ interpretada adequadamente com o simbolo de Po-

chhammer.

Duas propriedades convolutivas satisfeitas pelos polinémios ¢, (1)

Afirmagao 4.2.1 Sejam t,r € C, q, os polinomios definidos acima. Entdao

q(t+r)= Z ¢n(t)qr(r).

n-k=l

Demonstracao 4.2.1 A exponenciacao de transformagcoes comutativas respeita
Zt o Zr — ZtJrr

de onde a identidade seque ao efetuarmos composicao a direita e identificarmos os coefi-

cientes de ambos os lados da equacao.

Afirmacao 4.2.2 Nas mesmas condicoes, vale

o (NV/k
o=y ",

Na norma euclidiana. Além disso,

Q)= qnlgt) ,

pk.n=l
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Demonstragao 4.2.2 A diferenciacio em t de Z' é (Z') = LN(Z) o Z*, de onde a

primeira identidade seque ao se avaliar em t = 0 e retirar a norma. Como também

(21 = S d,(0) fu

concluimos que -

in =3 =

pk.n=I

de onde novamente a identidade seque ao efetuarmos a composicao a direita na primeira

expressao e identificarmos os coeficientes de ambos os lados da equagao.

4.2.3 O verdadeiro escopo das formulas primitivas

Se P(X) = ZZ:O a, X", entdo, por um lado,

k

N k
P(Z) =3 anZ" =3 f; D dn(i)an;

n=0

por outro,

n=0 p
k
f1
= an
nz; 1;[ (fl - fp)n
Teorema 4.2.3 Vale que

2 (—1)F 1/4, sen =p’, para algum p primo, ou
> g -
k=1 0, noutros casos.

Dem.: Como, por um lado,

ILn(Z) = Ln (H 7 ‘il fp) = —ZLn(fl — fp)
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e, por outro,

00 Nk
In(z) = In(fi + (2 - ) = > T (2 - oy
-y EES gmn =3 8y S m),
k=1 n=1 n=1 k=1

por unicidade dos coeficientes, a prova estd terminada.

A expressao anteriora nos permite descrever a contagem ponderada de primos de

Riemann J(z) através da édlgebra de convolugdes da seqiiéncia contante igual a 1, Yh >
[log,(N)]:

(_1 k+1

D I D D D

1<k<h 1<n<N ap-....ap=n
Arr; a;>2, Vi

M(N)=1+ Y (-DF > > 1L

1<k<h 1<n<N ap-.aj=n
Arr; a;>2, Vi

A crucial fun¢ao generalizada de Euler E computa convolutivamente a quantidade de
partigoes p(n) e a soma ponderada dos divisores o(n)/n através de, respectivamente, F~!
e —LN(E):

pn)= Y (-DF D e,
1<k<h

a1+...+ak:n
Arr; a;>1, Vi

1§kj§h aj+...tap=n
Arr; a; >1, Vi
Sendo e,, tais que com e, € {1,—1} e havendo quatro polinémios de segundo grau
hi,t = 1,2,3,4 que indexam pelos naturais exatamente os pentagonais generalizados,
sendo e, = —1, se p é imagem de hy, ho, e e, = +1, se p é imagem de hz ou hy.
Estas formulas permitem a expressao destas importantes quantidades aritméticas
através de funcoes elementares. Com algumas poucas manipulagoes, a expressao da con-

tagem ponderada de primos de Riemann em poténcias de dois transforma-se em
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S (N |

1<k<v 1<k<v 1<y, L1 <2V

A expressao correspondente para a propria contagem de primos 7, obtida de J pelas

formulas da préxima subseccao, é

R VR Dl (A TC I DI e i

oo lyge
1<i<e?  d)l g <2e L tfd=1

Cada termo em [ da férmula anterior tem propriedades importantes, porque o analogo

algébrico é bem comportado, conforme veremos a seguir.

4.2.4 Construgao de P a partir de Z e as Lei das Fatoragoes Naturais

Trata-se de uma conseqiiéncia apoiada no produto de Euler generalizado para Fjy, a

duplicidade de representagoes de uma Z-funcao:

Z = an = H(fl _fp)il'

p<N

Conforme vimos, isso implica em

llogs(N)] 4
LN(Z)= ) EJk(P).
k=1

A inversao multiplicativa espacial pode ser aplicada para as terceiras operacoes aritméticas
iterativas da meta-aritmética de segundo nivel, afinal tém a propriedade multiplicativa.

Isso rende, finalmente,

[loga (V)] ,U(kf)
P = —~LNJ(Z

> EENG2)),

k=1
que determina a construcao de P a partir de Z. A seguir, verificaremos algumas das con-
seqiiéncias desta lei, tanto em seu aspecto combinatorio, onde faremos uma conjectura,
quanto a respeito de uma funcao indicadora de primos. Esta funcao, de caracter combi-
natério primitivo, é formulada inteiramente em termos de problemas de fatoracao natural,
sem referenciar a primos. Na verdade, podemos reordenar a iltima equacao através de

um indice ¢ tal que ¢ = kv, onde v é indice do polinomio de LN:
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[logo (V)] [logo(N)/k]

P:Zpr: Z Ji Z %_kl)vﬂ(z_fl)v
IOgQ(N)J
Z Z )"3.(Z - f1)°. (4.3)

A forma exata dada acima carrega uma estrutura muito importante e, acredito, negli-

genciada pela historia. De fato, vejamos a soma termo a termo c=1, 2,---:

1> fa=> fn

2<n 2<n
2
2<n 2<n1<ng 2<n

3
an) _ng = Z 31fn2+2 Z fnlfnzfng

2<n 2<nj,ng, distintos 2<ni<ngo<ns

4 2
1

2<n1,ns, distintos 2<n1<n2

-3 Z 31fn2fn3_6 Z fn1fn2fn3fn4

2<ni,ng2,n3 distintos 2<n1<-<ny

(Zn) Zf”’ = ffus 2D S A D funkg

-+ 62]%1 32fn3 + 122f31fn2fn3fn4
+24an1fn2fn3fn4fn5

Verifica-se que cada termo de (4.3) conta certos tipos de natural com pesos in-
teiros! Em outras palavras, a divisdo 1/c¢ é cancelada combinatorialmente de maneira nao
triviall® Para cada p-ésimo termo da soma em (4.3), este fato ¢ equivalente ao endomor-
fismo de Frobénius ? ser automorfismo de corpo ciclico de ordem p, inclusive destacando
sozinho o caso p = 2, tnico primo par. A férmula descreve uma estrutura reveladora,
pois mostra como, de maneira natural, a relacao que ocorre nos corpos ciclicos pode ser
estendida para os demais anéis ciclicos, em especial aos de ordem livre de quadrados.

Através destas contagens, que principiam a contar, respectivamente, pelos nimeros
2,4,12,24,48,96,---2"3, - -, podemos decididamente dizer que existe a fun¢ao in-
dicadora de primos através da dlgebra convolutiva, andloga a férmula (4.2), e cujos pesos

sao todos niimeros inteiros, através das caracterizagoes das contagens escritas acima,

3 Por exemplo, o caso ¢ = 6.
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que atribuem os pesos de acordo com a classe de niimero composto que o niimero pertence,
razao pela qual escolhemos chamar esta atribuicao de Lei das Fatoragoes Naturais.
Disto, se conclui os exemplos escritos na introducao a respeito da funcao contagem de

primos 7(N), obtida por através da func¢ao indicadora de primos.
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5 A R-algebra simetrizada de operacoes

Como veremos, antes de mais nada a R-algebra simetrizada é um R-espago simetrizado.
A nocao de composicao que lhe confere o cardcter de algebra deve ser construida com certos
caprichos, pois composigoes de tamanho 2(N — 1) dos geradores ja serdo suficientes para

gerar toda a algebra de matrizes N x N.

5.1 Definicao. Forma das composicgoes e sua lei. Tradugao
espacial da sucessao circular pela nilpotente e sua

adjunta.

Definigao 5.1.1 A R-dlgebra simetrizada de operagies é Alg(A) = (E(A),+,0,-T), ou

seja, Alg(A) dotado da operacao involutiva de transposicdo.

Se desejarmos, podemos falar da simetrizacao de cada uma das dlgebras restritas a

operagoes particulares.

Afirmacao 5.1.1 A simetrizacio S, de Sa tem geradores s e sI™1, sendo a 4ltima a

contra-sucessao de s. De fato, s s

E possivel investigarmos S 4 através do calculo exato das composigoes entre as s, e as
s,[fl]. Mais precisamente, descrever as combinacoes de composicoes finitas de operagoes
aditivas simetrizadas (nilpotentes ou enumeraveis). Estas composigoes sdo os y tais que
Yy = Qfﬁzlan, sendo a, € (A1,0), Vn elemento do mondide simetrizado de somas.

Posso observar que nos basta considerar as composi¢oes cujos termos alternam-se entre
os geradores. Para tanto, notemos primeiro que se houver dois a, consecutivos tais que
ambos sejam da algebra de operacoes original, ou ambos da &algebra adjunta, entao o
termo é nulo, se a soma de seus indices for maior que ord(A), ou é a operagao cujo indice
é a soma dos indices. A conclusao é que a composicao é descrita por, no maximo, k — 1
termos alternantes (ou menos, se novamente houverem vizinhos de mesmo gerador).

Portanto, basta-nos as y composigoes alternantes de k elementos a,,, alternando-se
estes ora entre pertencer a (Ay,0), ora a (AT, o). E digno de nota que certas composicoes
alternantes ainda podem ser reduzidas em termos, se um extremidade comportar-se como
a funcao identidade lateral. Além disso, existem composi¢coes nao nulas de k elementos,

T em separado.

nao importando a nilpoténcia de s e s
Consideremos convenientemente negativos os indices das somas transpostas, no espirito

de que s",(z;) = sL(z;) = xj_n, quando 1+ n < j, e nulas noutros j.
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Afirmacao 5.1.2 Se y = Oﬁzlan com indices r1,-- -1 € composicao alternante, entdo

. ¢ t
Y=5pqp sendol=1,=% 1, a=a,=min, y_ r,, b=b, =max,y 1, e

si(z;), se max(1,1 —a) < j <min(N,N —b);
St.ab(T;) =
0(), noutros casos.
Em outras palavras, é algum s;, numa faiza, e nula fora dela. Dos geradores do caso

enumerdvel, apenas as sT anulam vetores (pois s (x1) = 0), e portanto um elemento

alternante so deixa de ser injetivo se a < 0.

A composicao das composicoes alternantes é bem comportada. Mais precisamente,
lembremos que s; 45 é nula nas primeiras —a e nas ultimas b colunas, mas ¢ também nula
nas primeiras [ — a e ultimas b — [ linhas. Com esta nocao, as mesmas limitagoes podem
ser estipuladas para qualquer composicao sy 4 © Skup = Sk+1,y,d; Sendo esta posicao igual
a s limitada respectivamente nas colunas e linhas por —u, p [ —a, b—1[. A relagao entre
estes numeros e [ + k£ determina totalmente os y, d em mais poucos passos.

A razao de querermos limitar no numero de termos aceitos é que para um nuimero
suficientemente alto de termos, S4 torna-se a dlgebra de todas as matrizes N x N.

Vale ainda dizer que o caso enumeravel é totalmente distinto, e nunca atinge todo o

espaco dos operadores, por maior que seja o nimero de termos da composicao.

Afirmacao 5.1.3 No caso enumerdvel, as composicoes y cuja soma da Seqiéncia de
indices ¢ l, = 0 sao identidades em vizinhangas do infinito, isto €, existe m € N tal

que que para todo n tal que m < n, vale y(x,) = =,.

Mais que isso, y ~o Id. A nocao de igualdade em uma vizinhanca do infinito é
uma relagao de equivaléncia ~, as fungoes que particiona o conjunto destas composigoes
através das operacoes de soma e soma adjunta. Entao nao sé vale o resultado anterior,
mas, se [, = k, entao y ~o s. Essa equivaléncia mostrar que S, age de maneira
simplificada em vizinhancas do infinito, na nocao de ordem de uma base enumeravel.

Conjecturo, também, haver uma tendéncia da concentracao do ruido ao redor do centro
das matrizes, especialmente de composicoes longas, devido aos cancelamentos que ocorrem
nas extremidades, em boa parte das manipulagoes desta algebra, ainda que os elementos

que construiremos inicialmente nao os apresentem.

Teorema 5.1.1 (Tradugao entre as sucessoes espaciais nilpotente e circular) A
dlgebra Sa inclui como subdlgebra S;(A). Mais precisamente, se s e ¢ sao respectivamente

as extensoes nilpotente e circular de uma funcao sucessora de ordem N,

c:s—irs]TV_l, e
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T
Cp = Sn + Sn_p-

Isso implica

N—-1 N-—1 N-—1
T
nCp = QnSp + E AnSN _n>
n=1 n=1 n=1

. . ~ . . T
que traduz limpidamente as relagoes espaciais entre as ¢, Sp € S, .

A importancia deste teorema para a teoria é imensa, pois sendo um resultado mera-
mente espacial, existe desde S, como espacgo! E permanecem estas formulas véalidas ao
tomarmos as composi¢oes com nimero limitado ou ilimitado de termos.

Com algumas pesquisas, descobri que as matrizes canonicas dos elementos de S, ja
foram exatamente descritas na literatura, cunhadas como as matrizes de Toeplitz quadra-
das.

Mais precisamente, ¢ gera exatamente o conjunto das matrizes circulantes. A omissao
de elementos da base construida de s e s7 é chamada limitacao de banda.

As equacgoes de traducao versam sobre elementos sem componente identidade. Ao

inclui-lo em ambos os lados da equagao de traducao, podemos escrever

N-1 N-1 N-1

T
E ApCp = E Ay Sy + E AnSN_p-
n=0 n=0 n=1

Neste caso, obtemos a tradugao completa entre as extensoes circulares e nilpotentes.
Denotemos as trés somas acima por C, H, T. Nota-se que a diferenca C' — H, descrita
pelas somas adjuntas T, permanece nao incluindo a identidade! Assim T é um elemento
nao invertivel independentemente do anel R, e de fato nilpotente, de indice minimo N.
Em outras palavras, (C'— H)" = 0.

5.2 Teoria vaga dos correspondentes simetrizados

Existem elementos das dlgebras simetrizadas que admitem diagonalizacao. De fato,
para cada elemento da dlgebra original, ha mais de uma maneira de construir elementos
diagonalizaveis da algebra simetrizada que conservam propriedades do elemento original.
Do ponto de vista da estrutura combinatoria dos coeficientes, a formagao convolutiva ori-
ginal é complementada por uma estrutura maior e aparentemente mais complexa, mas
que na verdade é solivel como uma combinacao dos autovalores do correspondente sime-

trizado. O objetivo desse processo é obter informacoes sobre as convolugoes lineares.
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De fato, essa complementacao nao é tnica, e o que caracteriza um elemento como
correspondente em geral é deixado vago. No entanto, mostramos trés exemplos de cor-
respondéncia aditiva que preservam propriedades do elemento original em um sentido
forte.

Notemos que em todos esses casos, as avaliagoes polinomiais dos correspondentes re-
sultam em uma matriz da qual o correspondente da avaliacao polinomial da operacao
original pode ser facilmente diferenciado, sendo o componente puro do resultado (cujos
membros sao s, ou suas adjuntas).

Um caso de especial interesse, nao aprofundado aqui, é o de uma consideracao especial
de norma que se estenda a S tal que Su seja C.-algebra, estrutura bem compreendida e
rica em teoremas, inclusive espectrais (FOLLAND, 1995, p. 22). Nao é de meu conheci-
mento quais aspectos dos teoremas citados permanecem validos mesmo se omitirmos as
composigoes longas da algebra, a fim de evitar que descreva todo o grupo de matrizes
N x N.

5.2.1 Correspondente espacial simétrico

A correspondéncia se trata da transformacao linear s : Sni(A) — Sy tal que k(Id) =
Id e k(s,) = s, +5s.,sen > 1. Como ¢ espacial, existe ainda que consideremos admissivel

, . .~ . N
apenas um numero finito qualquer de composigoes. Assim, para ) ., aps, = v € Sniu(A),

k(v) = Z n(Sn + 52).

k(v) é simétrico, pois as matrizes k(s,) sdo todas simétricas. Mais que isso, sdo exa-
tamente a base do espago das matrizes de Toeplitz simétricas.

As composicoes destas fungoes nao sao fechadas dentro do subespaco destas corres-
pondentes. E possivel descrever as composigoes e avaliagoes polinomiais destes elementos
perfeitamente, através das leis sobre composicoes alternantes.

As avaliagbes polinomiais destas correspondentes constroem nos coeficientes do pro-
duto as somas de ”poténcias convolutivas”dos coeficientes da variavel. Esta, entao, pode
ser calculada rapidamente através da descrigao diagonal das k(s,). No entanto, neste caso
nao diagonalizam-se numa mesma base, ou tem os mesmos autovalores.

A descricao detalhada deste processo certamente vale a pena, mas nao o calculei.

5.2.2 Correspondente iterativo

A correspondéncia se trata da transformagao linear s : Sy (A) — S4 tal que k(s,) =
(s +s7)". Assim, para SN a,s, = v € Syu(A),
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N
k(v) = Z an(s+s)".
n=1

Novamente, comentamos que as composicoes destes elementos nao sao mais nilpoten-
tes. Mesmo assim, neste caso, sao fechadas no subespaco quando N = ¥,. Podem ser
descritas perfeitamente, através das composicoes alternantes.

Diferentemente do caso anterior, neste caso toda k(s,) é diagonalizdvel na mesma
base e autovalores: como k(s") = k(s)", s6 é necessario diagonalizar k(s) para descrever
os autovalores de todo espaco gerado por estes correspondentes, e assim todo analogo
convolutivo gerado pelas avaliacoes polinomiais destes.

Os autovalores da fungao desta sucessora simetrizada sao todos reais, como no caso

anterior, e ligados a avaliagoes cossenoidais de divisao racionais do circulo. vejamos um

exemplo.

Exemplo 5.2.1 Consideremos S4 para o R-espaco aritmético de dimensdo N = 4.
Neste caso, podemos calcular todo tipo de convolucao correspondente utilizando apenas
4 nimeros, os autovalores de s + s”.

Nesta dimensado, os autovalores sao o, —p, =1, e —p~ onde ¢ € a propor¢ao dureal,

1+5
(p: 2 *

Como todo correspondente destes é P(k(s)) para alguma avaliagao polinomial P, obte-

mos que nesta dimensao todos os correspondentes tem a forma M X Ap() X M~ sendo

-1 1 -1 1
_ | 5+vB) 5(1-v5) 3(1-v5) 3(1+V5)
H-1-+5) L1 -vh) 3(-1+VB) fa+vh) |’
1 1 1 1
L(-5+V5) ¥ Y8 L(5- /)
o L(5+v6) - ¥ L(54./5)
| E VB -8 % %6+VE)
HG-VE) B R L6V
P(—go) 0 0
Apy = 0 P(=¢™) 0_ 0
0 Ple™) 0
0 0 Py
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Notem como M ¢é completamente independente de P! Isso facilita tremendamente os
cdlculos. Além disso, P pode ser simplificado, utilizando o fato das raizes satisfazerem as

propriedades > =z +1 (p e —p ) er?=1—x (—pep )

5.2.3 Correspondente circular

A correspondéncia se trata da transformagao linear s : Sny(A) — Sy tal que k(s,) = ¢,.
Assim, para 25:1 anSy, = d € Snu(A),

N
= E AnCp .
n=1

J& antecipamos, pelas equagoes de traducao (5.1.1), que k(s,) = s, + s&_,,- A con-
volugao circular passa a ser uma soma entre convolugoes lineares: para cada n, n =

1,---, N, aagao de d e k(d) sobre um elemento qualquer de V Zivzl b,x, determina que

S aby= > ab,+ Y ab,

v+l= n modN v+l=n v+l=n+N
sendo 1 < v < N em todos os casos, 0 < [ < N —1 nos dois primeiros casose 1 <[ < N—1
no tltimo.
A sucessao circular ¢ é uma matriz ortogonal, e portanto diagonalizédvel pelo teorema
espectral para estas matrizes. Satisfaz ¢V = Id, que é de fato seu polindomio caracteristico.

Seus autovalores portanto sio exatamente as N N-ésimas rafzes de unidade e2™/N

) n =
0,---,N — 1.Seus N autovetores compoe a famosa matriz conhecida como matriz da

transformada de Fourier discreta de N pontos.

Lema 5.2.3.1 (Diagonalizagao das matrizes circulantes) Seja A uma aritmética fi-
nita de ordem N. Entao todo elemento W de So(A) diagonaliza em uma mesma base e,

N-1 .
sey o wac” =W € So(A), seus autovalores sio

]+1 Z w BQMHJ/N, ] =0,- N —1,
n=0

a avaliacao de Fy no vetor da primeira coluna de W.

Dem.: Todo elemento W de S,(A) é W = 2" Lw,c®, a avaliagio do polindémio
P:M(N xN)— M(N x N)(P(X) = 25:01 w,X™) em ¢, a fungdo sucessora estendida
circularmente, conforme comentamos em 3.2.1. A avaliagao de P na matriz diagonal dos
2min/Ny - j=1,---,N. De

fato, mesmo se P fosse de grau infinito, valeria o resultado, desde que P fosse analitico

autovalores implica que os autovalores de W sao da forma P(e

ao redor das raizes de unidade, pelo Teorema do Mapa FEspectral.
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Toda matriz diagonal conjugada pela matriz da transformada de Fourier discreta é

uma matriz circulante.

Teorema 5.2.1 (Decomposicao exponencial finita das convolugéGes circulares) A

agdo de um elemento genérico k € So(A) no espago considerado €

N-1 N 0
k(v) = E anc” E bz, | = E T, E anby.
n= =1 j=1 n+l=j mod N

Pela diagonalizagcao da fungao sucessora e o lema anterior,

1
k(v) = N X A x Fy(v),

que tem descricao simples quando v € expressa na base de autovetores.
Em particular, m-ésimas convolugoes circulares de mesmos coeficientes sao descritas
através de avaliacoes polinomiais das matrizes circulantes na primeira coluna de k™ =

%FN x A™ x Fy, e portanto

1 ;G=1)(b=1)
o m =2l
E al1"'alN—N§ Ap'e N
Li4-+lm=j mod N b=1
Como a m-ésima poténcia de uma matriz determina a m-ésima convolucao dos coefici-
entes, polinomios e séries de poténcias P analiticas ao redor dos autovalores determinam
problemas de composicoes convergentes ponderadas de convolugoes, que sao rapidamente

calculadas por

1 & G=1)(-1)
— ;U —1)0—1)
— E P(\)e ™~ .
N
b=1
Lema 5.2.3.2 [Lema de redugao] Sejam z1,-- - , zx nimeros complexos cujas formas po-
lares sao p1e,---  pneN. Se p.et® = Y nei Zn, €ntdo

N
Px = Zp%+2 Z pip; cos(b; — 0;), e
n=1

1<i<j<N

_ Xt O
2 n=1 |Pn]



108 Capitulo 5. A R-dlgebra simetrizada de operagoes

Afirmacao 5.2.1 (Célculo da norma e argumento dos autovalores envolvidos)
Seja W € So(A), sendo R =R. A aplicagio do lema anterior ao autovalores de W deter-

mina para j =0,--- ;N — 1 que

N
Nl = | D w2 +2 Y wpwy, cos(2mj(k — h)/N), e

n=1 1<k<h<N

2my ZnN:1 n-wn
N
N -3 ey fwn]

Arg(Njs1) = mod 27 = j - Arg(\s).

5.2.4 Comentarios acerca da simetrizacao multiplicativa

Trata-se do transporte destas ideias para Fs4. A simetrizacao resultante é tao ou mais
interessante que o caso aditivo, em especial, por serem matrizes esparsas. Nao me
alongarei, no entanto, sobre este tema. E digno de nota que a simetrizagao espacial mul-

tiplicativa pode dar resultados. Por exemplo, a fungao

N
Z=h+Y (fat+ )

é diagonalizavel, para todo N, e suas avaliacoes polinomiais estao mais fortemente ligados
as avaliacoes polinomiais dos elementos originais, pois as matrizes f)n? apresentam um
tremendo anulamento composicional com as f, nao presente no caso aditivo. E impor-
tante, portanto, investigar o problema dos autovalores de Z e a relagao entre o problema
convolutivo simetrizado e original.

Pode nao ser possivel investigar LN (Z), pois podem haver autovalores negativos, mas

deve ser possivel investigar os autovalores de Z ™.

5.3 Representacao finita de p, e > por exponenciais

de freqiiéncias pentagonais

Consideremos p,(n) e X(n) os correspondentes convolutivos circulares das convolugoes
lineares aditivas que geram p(n) e o(n)/n.

E possivel executar o calculo direto destas duas fungoes de uma maneira agradavel-
mente simples, através do famoso Teorema Pentagonal de Euler e das propriedades do
correspondente circular F, da fungao generalizada de Euler Fy;;, ao aplicarmos a decom-

posicao exponencial finita das convolucoes circulares e o lema de reducao.
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5.3.1 Calculo exato dos autovalores de F,

Em decorréncia do lema da redugao (5.2.3.2), o correspondente circular E, de ordem
N da funcao de Euler nilpotente de ordem N Ey; tem autovalores n;41 € A, (j =
0,---,N —1) tais que

1<k<h<N, k,hcP

||nj+1||:\/@p<N+2 S crencos(2ni(k — h)/N), ¢

2T S i P En
N - QpSN

sendo Qp<y =Dy 1eosp€ P e e, determinados em no capitulo 4 como os niimeros

Arg(mj1) = mod 2,

pentagonais generalizados de Euler’, com e, € {1, —1}: quatro equagdes h; : Ny — N; de

segundo grau

hi(n) =6n* —Tn+2 = (2n —1)(3n — 2),
ho(n) =6n* —5n+1=(2n—1)(3n — 1),
hs(n) = 6n®> —n, e
hy(n) = 6n* +n
indexam pelos naturais exatamente os pentagonais generalizados, sendo e, = —1, se p ¢

imagem de hy, ho, e e, = +1, se p ¢ imagem de hz ou hy.
Na ordem natural, os nimeros formados pelas h alternam-se perfeitamente nos na-
turais, formando ciclos de periodo 4 no sinal dos coeficientes nao nulos de Ey; — Id:

—1,—1,41,+1,....

Calculo no periodo completo

Nos é conveniente, na busca de simplificacoes, estudar o comportamento destes niimeros
a cada periodo, que fecha num nimero da forma hy. Consideremos, pois, N = hy(k) =
k? + k, para algum k € N. Neste caso, correram-se exatamente k perfodos, totalizando 4k

nimeros pentagonais contabilizados, de onde concluimos que

Qp§k2+k = 4k, Vk

e que, como hz(n) + hy(n) — hi(n) — he(n) = (6n* —n) + (6n* + n) — (6n> — T +2) —

(6n* —5n + 1) = 12n — 3, Vn, os angulos simplificam-se para

1 Sem o 0, expoente relativo & identidade
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(6k +3)

Arg(nj+1) = QWJM mod 2, (5.1)

Por outro lado, as normas dos autovalores sao no periodo completo sao

neal] = \/4k+2 S eencos@mith—1)/(K + k).

1<l<h<k2+k, l,heP

Nao me é claro como simplificar estas normas como o fizemos para os angulos.

5.3.2 A funcao particao

O elemento Ey;}, tem como coeficientes p(n), o ntimero de partigoes de n.
Como a &dlgebra Sy;(A) admite polinomio inversao H = Hy : Syu(A)* — Snu(A)
dos elementos invertiveis a = agld + B, sendo B nilpotente de ordem no minimo N, em

particular no caso linear especial® (ag = 1), como

A teoria deste capitulo nos leva a considerar a avaliagao deste mesmo polinomio H no

analogo circular F,:

1
H(EO) = N gl X AH(’I]) X FN, (52)
sendo
N-1
H(n) =Y (=1, — 1)
k=0
e 0 j-ésimo coeficiente p,(j) de H(E,) na base ordenada das operagoes ¢;, j =0,--- ,N—1

é o resultado final a se calcular.

Analisando-se a primeira coluna de ambos os lados de 5.2, obtém-se

in=1)

N
. 1 —273
m@zN;H%k N

2 Este caso é suficiente para Ex;. De qualquer forma, o caso linear geral (aq invertivel) segue rapida-

mente do especial
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Nao o fizemos explicitamente aqui, mas Arg(H(n(n))) pode ser calculado aplicando

novamente o lema da redugao para avaliar H(n,) n a n, em termos de

N—

H(n,) = Z<_1)k(nn -1k,

k=0

—_

ja que sabemos exatamente Arg(n,) por 5.1, so necessitando de mais alguma compreensao

sobre o tamanho das normas para atingir o célculo efetivo de p,(j).

5.3.3 A funcao soma dos divisores

A avaliagao logaritmica de Ey; tem como coeficientes o(n)/n. Procedendo com uma
andlise andloga a acima, verifica-se que a élgebra Sy;(A) admite polindmio logaritmico
G =Gy : Syiu(A)* — Syi(A) dos elementos invertiveis a = agld + B, que no caso linear

especial (ag = 1) é como

N-1 (=1)k+1
G(a) = ——F B".
@=3
k=1
A teoria deste capitulo nos leva a considerar a avaliagao deste mesmo polinomio G no

analogo circular FE,:

G(EO) = — ];1 X AG("]) X FN,
sendo
D
Glnn) = > (1, — 1",
(m) =) ———1)
k=1
e 0 j-ésimo coeficiente ¥; de G(E,) na base ordenada das operagoes ¢;j, j =0,--- ,N —1
é

Ji(n=1)

N
%) = 3 Glme
J N n )
n=1

podendo os G(7,,), assim como os H(n,), ser finitamente calculados, em especial pelo lema

de reducao, que provavelmente ainda pode ser aprimorado quanto ao resultado da norma.
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6 C-espectros de grupos finitos, 1. ,-espectros e
extracao de informacoes aritméticas dos gru-

pos de operacoes aritméticas invertiveis.

Este capitulo é dividido em duas secoes, e a proposta de um problema.

A primeira segao é uma breve exposicao sobre C-espectros de funcionais especiais
restritos de Alg(A) a Alg(A)*, em particular & imagem espectral da Z~!'-funcao, que
recupera trigonometricamente M(N), M a funcdo de Mertens, quando A é aritmética
finita nilpotente!. Nos apoiamos em Folland (1995) para o caso em que os grupos sao
abelianos localmente compactos, em especial gerados por R subanel unitario de C.

A segunda segao é uma generalizagao da teoria de caracteres sobre grupos finitos de
contradominio complexo tal como exposto em Babai (2002) para imagens em extensoes in-
tegrais de dominios de integridade R (em especial sobre corpos finitos, afinal todo dominio
finito é corpo). Isso foi feito por mim a fim de aplicar a teoria aos grupos comutativos
(S%,0), (F},o), restritas das fungoes invertiveis da algebra de operagoes Alg(A) com
respeito a composicao de fungoes, e seus subgrupos, e implicaria em representacoes trigo-
nométricas para os préprios funcionais restritos de Alg(A).

Isso se mostrou impossivel, porque (|S%]) = (|R)¥~1, (|R|) = |R| mod ¢ = 0, onde
¢ é a caracteristica de R. Considero que uma topologia sobre o fechamento algébrico do
corpo de fracoes do anel R, induza uma topologia sobre S, agora grupo topoldgico, e
permita a convergéncia das representagoes trigonométricas de funcionais restritos de S4.
De toda forma, isso nos distanciou das pretensoes finitistas.

Proponho, pois o problema: existe uma forma de construir uma representacao trigo-

nométrica finita dos funcionais f : S4 — R de Sy, para R finito?

6.1 C-espectros de funcionais restritos de Alg(A) a
Alg(A)"

Afirmacao 6.1.1 Seja R dominio finito comutativo com unidade?, seja A uma aritmética
finita nilpotente. Entao o grupo (Alg(A)*,0) das operagdes invertiveis com respeito a

composicao € finito.

1 Até agora, as inicas pessoas que viram este resultado estavam na primeira sessio da palestra de teoria

dos nimeros do IV CBJM, em Agosto de 2022, assim como algumas conjecturas sobre a representacao
trigonométrica dos funcionais.

Dominios nos livram de discursar sobre divisores de zero. E uma investigagao possivel, a de generalizar
para anéis mais gerais.

2
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Com C-espectro, queremos dizer a imagem de caracteres x : S; — C e a repre-
sentacdo trigonométrica das funcoes f € CC.

Verifica-se em poucas paginas a total validez das transformadas de Fourier abstratas,
finitas, de imagem complexa, sobre grupos abelianos finitos (BABAI, 2002). Como genera-
lizaremos essa nocao para o R-espectro na proxima secao, nela exporemos com detalhe as
defini¢oes e argumentos de Babai. Aqui, basicamente expomos que a teoria de caracteres
sobre estes grupos leva a conclusdao que toda f € C% pode ser escrita como uma tnica

combinagao linear de caracteres (rep. trigonométrica),

f:ZCxX

xeé

cujos coeficientes podem ser explicitamente calculados pela transformada f .G — C tal

que

isto é,

f=—=3 foox.

e mais: G = (Al, no caso finito.

Se A é aritmética finita nilpotente e R é anel finito comutativo com unidade, os
grupos Sy e F existem e sdo comutativos. Neste caso, a teoria da representacdo tri-
gonométrica pode descrever as funcoes em C livremente definidas sobre os grupos de
operagoes aritméticas. Assim, é possivel extrair informagoes de todos esses grupos. Ape-
sar disso, nao é possivel recuperar diretamente os funcionais de S4 com a representacao.
Isso sera possivel a seguir, no caso infinito, quando o préprio R é subanel de C.

Por outro lado, a teoria aritmética desenvolvida no presente texto pode adaptar-se a
anéis de qualquer natureza, mesmo infinitos. Basta escolhermos os anéis adequados para
que os grupos Sy, FX tornem-se compactos, ou abelianos e localmente compactos, am-
bientes proprios da analise harmonica abstrata; todos estes argumentos sao sustentados
por Folland (1995), dentro da teoria da dualidade de Pontrjagin.

Seja M (G) o conjunto das medidas de Radon complexas definidas em G. Se p € M (@),
du(x) = [ x(x)du(x) é uma fungao limitada continua (1995, p. 94). Seja B(G) = {¢, :
pe M@}
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Teorema 6.1.1 Seja f € B(G) N Li(G), entio f € Li(G). Além disso, se a medida de

Haar d¢ em G é adequadamente normalizada em relagao a dada medida de Haar dr em

~

G, vale dug(€) = J(€)d. ou seja,

f(x) = /G £()f(€)de. (1995, p.97)

Na verdade, a transformada de Fourier assim definida pode ser identificada com o
espectro homomérfico de L'(G) com operagao de soma convencional, e multiplicacao

como convolugao sobre todo o grupo (1995, p. 88).

Afirmagao 6.1.2 Se G € compacto e a medida de Haar € escolhida tal que |G| =1, a
medida dual em G é a de contagem. Se G € discreto e a medida de Haar é escolhida como

a de contagem, a medida dual em G ¢ a tal que |@\ =1.

Teorema 6.1.2 Se f € L'(G) e f € LY(G), entio

fa) = / E(@)f(€)de

para quase todo x. Se f € continua, a formula vale para todo x. Todas estas representacoes
sao unicas (1995, p. 102-103).

O teorema de Plancherel é generalizado para funcoes f € L'(G) N L*(G), valendo

[ fapde= [ ferae

Além disso, G forma uma base ortonormal para L?(G), quando G é compacto e |G| = 1
(1995, p. 100).
Podemos assim garantir o seguinte teorema, aplicando a teoria as estruturas algébricas

descobertas no presente texto.

Lema 6.1.0.1 Seja R subanel unital de C. Seja A aritmética finita. Entao Sy, F; €

grupo abeliano localmente compacto.

Teorema 6.1.3 Seja A R-espaco aritmético finito nilpotente. Seja R C C subanel unital
completo. Entdo os funcionais continuos f € L' sobre Sa (Fa) restritos a S} (F}) tais

que f € LY(G), respeitam ®

3 Reconsidero este importante teorema como incompleto, afinal os funcionais nao sdo propriamente

L'(G). Nao retornei a este problema, apenas imaginei se a algebra convolutiva das medidas complexas
de Radon M = M (G), como em Folland (1995, p. 94)., poderia fornecer a linguagem necesséria para
a expressao das relagoes intuidas nestas integrais.
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para todo v € Sy (Fa).

A transformada de Fourier tem a forma

i) = / @) f ().

Para S, conforme estabelecido pela forma inversa da inversio compositiva (3.3.1), exis-
‘ N-1
tem by € R tais que a = (O;5 (S0 — bisi), com a, = > o (=1)"by -+ by,,
particionando-se n em v; distintos entre si, v; € Ny, Vi. As imagens possiveis dos ca-
. . N-1
racteres sao determinadas por x(a) = [[,Z; x(so—bis;) e pelos expoentes encontrados em

na afirmagao (3.5.1), quando finitos. Isso nos leva a

fo= [ @)

= / H X (s0 — brsk) f(sn)andp(a).
(b1, by_1)ERN-1

k=1 n

i

I
o

No caso linear geral, notem que a linearidade de f implica que, para estas f , vale

(@)f@©)de+ | e fEde= | &@+y)f€)de, Yo,y € S,

¢eq ¢eq I=e

curiosamente apresentando uma espécie de semilinearidade nos caracteres.

Além disso, esta transformada comporta-se exatamente como os homomorfismos da
algebra L, com multiplicacao convolutiva (FOLLAND, 1995, p. 88).

Neste sentido, seria interessante que calculassemos a convolugao entre as nossas funcoes
de interesse, as funcoes de G em C que sao restrigoes dos funcionais de S4.

Em decorréncia da proposigao 4.4 de Folland (1995, p. 89), notemos que se G é com-
pacto, G é discreto, e a representagao trigonométrica complexa dos funcionais de Alg(A)

é um somatorio discreto.

6.1.1 Analise das transformada para as subalgebras de cada andar de
operacoes Aj
Os funcionais coeficientes restritos aos elementos invertiveis da algebra de operacoes

Tratemos aqui dos funcionais k, em S4 e F)4 que retornam o enésimo coeficiente a,, da

representacao das transformagoes nas respectivas bases aditivas e multiplicativas, restritos
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ao elementos invertiveis destas algebras. Notemos que é integravel sobre G, desde que
expandindo o dominio de integracao simetricamente desde a identidade. Sua transformada

de Fourier abstrata é*

G0 = [ as@duto)

onde a, = >

w ~ . 7’ . ’
o +vw:n(—1) by, - - - by, , € sua representacao trigonométrica é

Férmulas andlogas valem para F'5.

O funcional soma
O funcional soma ocorreu naturalmente na teoria das séries de Dirichlet e exponenciais,
. . N-—1 o, .
em geral. Pode ser descrito simplesmente como h = ) "~ k,, no caso aditivo, e h =

Z;V:l k,, no multiplicativo.

Representagoes trigonométricas da funcao de Mertens

Teorema 6.1.4 Vale

M(N) = /@E %df.

Demonstragao 6.1.1 A aplicagio do funcional soma h ao elemento Z~' € F rende
o valor M(N), para qualquer R subanel unital completo de C, sequndo o teorema 6.1.5.
A cada caractere, temos E(Z7Y) = &(Z)7L. Aplicando estes fatos d transformada inversa

que hd pouco vimos, seque a formula.

Representagoes trigonométricas da soma o (V) dos divisores de N

)n+1

Vale © = — Y Ve — N(R) = S GO (B — i)k, Vh > [logy(N)], sendo
que (E — f1)F = (—1)’“30 + 3 (M E(-1)R Como E € S}, podemos calcular seus

7

coeficientes como

kn(E):/gesX HX so — s")dE.

Nota pés-defesa: estes resultados, derivados nos ultlmos dias do desenvolvimento desta dissertagao,
estao incompletos. De fato, nao ha garantia de que a tomada simétrica do dominio de integragao,
analogamente ao ”sentido de Cauchy”de certas integrais, resolva o problema da funcao nao ser di-
retamente L. Portanto a aplicacao da teoria harmoénica para a representagao dos funcionais ficou
comprometida, a ser consertada, se possivel, em trabalhos futuros.
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Representacao trigonométrica das contagens de fatores naturais

Teorema 6.1.5 Vale

Di(N)= [ _ h(&&(Z)kde.

X
€eF;

Dem.: Simples soma de coeficientes de Zj,.

Quantidade ponderada de primos de Riemann

A relagao entre o comportamento espacial e o compositivo de Z rende primitivamente

O resultado anterior confere

h
k=1 i=1

N =3 ((—1>k D M (IVICEy ﬁ@s(Z)ids) .

6.2 R..-espectros

6.2.1 Desenvolvimento de representacoes trigonométricas de elementos
de R®

ext

Dado um espaco aritmético nilpotente sobre R como acima, suas subalgebras aditiva S 4
ou multiplicativa F4 sdo abelianas. Os grupos (S%,0), (F},o) contidos nas subalgebras

sdo subgrupos abelianos de (Alg(A)*, o), finitos.

Lema 6.2.1.1 (Teorema fundamental dos grupos abelianos finitos) Para cada grupo
abeliano finito € possivel construir uma soma direta de anéis ciclicos a ele isomorfa. Eziste
uma unica soma direta de grupos ciclicos de ordem da poténcia de primos que € a ele iso-

morfa, na ordem dos naturais.
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Funcionais lineares das algebras de operacgoes para os anéis R podem fornecer in-
formacoes ou representacoes dos coeficientes nas bases dos espacos de operagoes. Repre-
sentacoes destes funcionais através da teoria de caracteres sao interessantes, a medida que
estes se distribuem em relacao a composicao entre operacoes aritméticas, por exemplo os
X : (Sh,0) = (R*,:) de (R,+,-) tais que x(aob) = x(a) - x(b) e x(Id) = 1g.

Cada elemento a de um grupo abeliano finito G tem ordem finita m, menor natural
tal que a™* = Id € G. Assim certamente sua imagem através de um caractere de G em

um dominio R com unidade 15 é

x(a)™ = x(a™) = x(Id) = 1g, (6.1)

isto é, x(a) é uma raiz da unidade de R.

Chamaremos de principal o caractere y, tal que Im(xo) = {1g}.

De fato, a depender das solugoes da equacao (6.1), o caractere principal é o unico ca-
ractere possivel com imagem em R. Em outras palavras, R pode nao ter raizes da unidade
1 suficientes para que caracteres nao principais com imagem em R possam existir, dado
G. Conforme mostraremos, a existéncia destes caracteres nao principais permite repre-
sentar todos os elementos de alguns conjuntos R, H grupo, mas, por exemplo, falha em
representar as fungoes de um grupo abeliano finito H qualquer para R precisamente se
os H tém decomposicao fundamental que envolva grupos ciclicos nao representaveis pelas
raizes de unidade de R.

Isso nos motiva a estender integralmente o anel R de forma a incluir as raizes capazes
de representar os subgrupos ciclicos desejados. Neste sentido, pode-se optar por robustez
ou economia. No primeiro caso, a consideracao do fecho integral do anel de fragoes de R
certamente tem raizes suficientes para representar muito mais do que o necessario para
o exemplo atual, sobre grupos abelianos finitos G. No segundo, se admite uma extensao
integral de R artesanalmente, apenas sobre algumas raizes de unidade, a fim de represen-
tar no anel estendido somente os elementos necessarios para representar a decomposicao
ciclica dos G, em particular dos (S},0), (F5,0), em um anel R = Re(G). E este
sentido, o economico, o que gostariamos de empregar aqui.

Para avancarmos sobre o problema, devemos (1) mostrar algumas propriedades dos
caracteres, como comportamentos dos caracteres nao principais, o conjunto dos caracteres
como grupo, e o respeito dos caracteres a decomposicao dos grupos por somas diretas; (2)
resolver o problema de representacao trigonométrica de funcionais das algebras aditivas
e multiplicativas (S}, 0), (FJ,0); (3) Definir a transformada abstrata de Fourier e sua
inversa, e investigar a representagao de funcionais lineares g : Sy — R (ou F4) estendidos

(S4.0)

eri ., em especial o funcional soma sobre uma Z-funcao

ag:Sys— Ry, elementos de R

inversa.
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Conforme adiantamos no inicio do capitulo, os objetivos 3 e 4 nao sem mostraram

diretamente possiveis na perspectiva finitista.

Definigao 6.2.1 Aqui consideramos como caractere de G um homomorfismo x : (G,+) —
(Rt ).

A imagem de qualquer caractere é raiz da unidade de A:

x(a)" =x(n-a) =x(0g), VaeQqG.

Por conveniéncia, destacamos o caractere yo(a) =1, Va € G como principal.

Proposicao 6.2.1 Para todo caractere nao principal x de G,
S = Z x(a) = 0.

Demonstragdo 6.2.1 Como x € nao principal, existe b € G tal que x(b) # 1. Assim

X(b) - S =" x(b)-x(a) =D _ x(a+b) =5,

aceG acG
e S(x(b) — 1) =0, e portanto S =0, afinal R é dominio.

O conjunto G de caracteres forma naturalmente um grupo (@, -) com a operagao
herdada da multiplicagao do anel, chamado de Grupo Dual de G. De fato se x, sao

caracteres de G, entao podemos definir

(x¥)(a) := x(a)¥(a).
A associatividade da operagao ¢é imediata. Além disso, (x¢)(a + b) := x(a + b)(a +

b) = x(a)(a)x(b)y(b) = (x¥)(a)(x¥)(b), e portanto a operagao é fechada no grupo de
caracteres. Se Y(a) := x(—a), Ya € G, é ficil notar que ¥ é um caractere que satisfaz

XX = Xo, mostrando que (@, -) é mesmo um grupo.

Corolario 6.2.1 Sejam x e ¥ dois caracteres de G. Entao

thb(a) = (|G)), se x =

a€G 0, moutros casos,

sendo (|G]) = >_ cq 1r-

Dem.: O caso x = decorre do fato de ser x(—a)x(a) = x(0) = 1.
Se x # 1, entao X € um caractere nao principal, e o resultado seque da proposi¢ao
6.2.1.
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Esse corolario, generalizacao do resultado em C-espectros, mostra uma grande dife-
renga no caso da igualdade de caracteres, afinal (JG|) pode nao ser elemento invertivel de
R, ou pior®, pode ser 0.

A proposicao a seguir é possivel gragas a existéncia das raizes de unidade necessérias
para a representagao de G em R, (“n”é tomado como cardinalidade de um dos grupos

ciclicos da decomposigao de G).

Proposicao 6.2.2 Seja j € Z, w uma raiz de unidade n-ésima primitiva de Re.;. Entdao

o mapa X; : Ly, — R, tal que x;(a) = w’® satisfaz:

i) Xk = X; se, e somente se, j =k mod n;

W) Xj = X1

”Z) Zn = {X07 ) Xn—l};
Demonstracao 6.2.2 Demonstremos apenas t. De fato, se x € caractere qualquer
de Zn, sabemos que sua imagem € n-ésima raiz de unidade. Desta forma, hd j tal que

0<j7<n—1¢ex=Yx;, mostrando que todos os seus caracteres sao dessa forma.

Corolario 6.2.2 A afirmacao anterior nos permite concluir que

12
N)
3

L,

afinal

Yala) = w0, Vo e G

estabelece um isomorfismo de grupos, através dos elementos ;- x; € J + 1.

Proposicao 6.2.3 Se G = H,® Hs e h; é um caractere de H;, entdao x = hy ® hs tal que

x(a1,az) = hi(ar) - ha(as)

¢ um caractere de G, e todos seus caracteres sao dessa forma. Assim G = Hy ® Hs.

®  Como foi o caso com S}, etc
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Demonstragao 6.2.3 Se x € um caractere qualquer de G, x(a + b,c) = x(a,c)x(b,c)
para qualquer ¢ € Hy, e portanto sua restricao a Hy se comporta como um caractere deste.

O mesmo se dd para a sequnda entrada, e verifica-se sem demora a forma dos caracteres
de G.

Corolario 6.2.3 Vale

G=~d@.

I

Demonstracao 6.2.4 Pelo teorema fundamental dos grupos abelianos finitos, temos que
G € congruente a uma soma direta de grupos ciclicos cujas ordens sao poténcias de primos

~

Ly, ® -+ @ Ly, . Pelas proposigcoes anteriores G~ Ly ®--- D an, e o coroldrio seque.

Se consideramos RS, = {f : G — Rey} equipado com a soma induzida da soma em
R..; de suas imagens e com a multiplicacao por escalares do anel, Rgpt se torna um modulo
livre de dimensao G. Quando (|G|) é invertivel em R, podemos definir um produto interno

pela equacao®

(f.9) === Y _ fla)g(a).

G

Teorema 6.2.1 G forma uma base ortonormal de Rg,.

Demonstragdo 6.2.5 A ortogonalidade decorre do coroldrio (6.2.1). Pelo coroldrio (6.2.3),
G| = |G| = dim(R¢

o). Assim G € um conjunto linearmente independente de cardinali-

dade igual a dimensao do espaco, e portanto uma base do espaco.
Também é possivel estabelecer relagoes de ortogonalidade duais.

Afirmacgao 6.2.1 Sejam a,b € G. Entao

(|G’)7 se a = b;

> xla)x(b) =

G 0, moutros casos.

6 O leitor atento pode perceber que nao definimos o conjugado sobre os caracteres, e ndo toda funcao f.

No entanto, é possivel estender naturalmente o conjugado para toda f : G — Ry, uma vez que sao
combinacoes de caracteres.
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6.2.2 A “transformada de Fourier”de grupos através de caracteres em
dominios estendidos

G

A conclusao das afirmagcoes anteriores é que toda funcao f € R,

pode ser escrita como

f= Zcxx.

xeé

Esta representacao, chamada trigonométrica, tem seus coeficientes determinados como

CX:(Xaf)

por ortonormalidade. A transformada de Fourier abstrata é definida em G por meio desta

expressao para os coeficientes como

FO) =G -ex = fla)x(a).

aeG

O estudo dos valores desta transformada, quando passivel de execugao, pode revelar in-
formagcoes importantes a respeito da funcao f, uma vez que a representacao trigonométrica

¢ o mesmo que a transformada inversa

1 .
f==x> f0x
quando (|G]) ¢ invertivel.

Aplicacao aos funcionais de S4

A aplicacao da teoria diretamente a S4 ou F)4 nao é possivel, desde que a caracteristica
de R divide a ordem destes grupos.

Como coloquei, considero que uma topologia sobre o fechamento algébrico R do corpo
de fragoes do anel R, induza uma topologia sobre S, agora grupo topoldgico, e per-
mita a convergeéncia das representacoes trigonométricas de funcionais restritos de S4. Em
particular, seriam finalmente obtidas representacoes dos funcionais com imagem no anel
original R. Como a teoria exige anéis infinitos, sao de toda forma tratados pela proxima

secao.

6.2.3 Provaveis formulas analogas para anéis infinitos

Todo grupo localmente compacto admite uma medida de Haar a esquerda, segundo o

teorema 2.10 em Folland (1995, p. 37). A medida tem imagem real, positiva. Para a teoria
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aqui desenvolvida, seria importante que a imagem da medida se encontrasse em R..;.
Como isso pode nao ser garantido, a perspectiva do fechamento algébrico R do corpo de
fracoes de R resolve o problema, e acredito ser possivel transportar a teoria das medidas
de Haar sem problemas para medidas com imagem em R. No entanto nao confirmei a
hipotese.

E claro que uma nocao de compacidade local do anel unital R provavelmente implica
diretamente na compacidade local dos grupos das transformagoes aritméticas invertiveis,
sejam circulares ou nilpotentes (ou mesmo uma adaptagado da norma de Banach em Sy).

O caso infinito precisa ser investigado. A aplicacao de uma norma de Banach nestas
algebras deve ser suficiente para expressar as condi¢oes de convergéncia no infinito. Mais
ainda, deve-se estudar o espectro de homomorfismos, cujos ntcleos sao exatamente os
ideais maximais da algebra.

Quando R é abeliano, os grupos de composicao de elementos invertiveis das algebras
restritos a uma operacao aritmética sao abelianos. A teoria das transformadas de Fourier
sobre grupos G = S ou G = FJ abelianos localmente compactos (sendo o espago
aritmético R-mdédulo), permite representar os funcionais f : Alg(A) — R restritos a G
através do espectro em R, dos caracteres y : G — R. Em vista da forma inversa da

inversao compositiva aditiva (3.3.1), as equagoes passam a ter a forma

foo = [ @it

= /(b H X(80 — brsk) f(sn)andp(a),

1, by—1)eRN T T

=z

3
Il
=)

com

f(a) = / _ Fooxt@ydv().

X
€S

—

onde p é a medida de Haar em S} e v é a medida de Haar induzida em S7.
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7 Analise assintotica para a contagem ponderada
de primos conforme a teoria de residuos com-

plexos

Apesar deste capitulo utilizar técnicas da andlise complexa fora do escopo da aritmética
desenvolvida no livro, um de seus passos chave envolve a mudanca de paradigma de per-
guntas sobre fatoragao prima para perguntas sobre fatoracao natural, tal como elaborado
no capitulo 4, culminando na Lei das Fatoragoes Naturais. De fato, foi através da re-
presentacao da inversa de ((s) por suas poténcias naturais que obtivemos os resultados
principais deste capitulo, todos do segundo semestre de 2020, ainda na minha graduagao.

Conforme vimos, a expressao primitiva para a contagem ponderada de primos é

Jx)= > % o> 1= ) %D;@), (7.1)

1<k<h 1<n<z  ap-..cap=n 1<k<h
Arr; a;>2, Vi

sendo os a; > 2 e h qualquer nimero tal que h > |log,(z)], uma vez que k > log,(x)
implica Dj(x) = 0.

7.0.1 Aproximacao das fungoes decompositoras

As fungdes decompositoras Dj(z) podem ser aproximadas por simetrias existentes na
fatoracao natural dos naturais em ordem. Estas aproximagoes podem variar na precisao,

desde a mais elementar

(7.2)

a aproximagao Wy (x) pelo problema hiperbélico continuo, de erro Ej(z)

xz/a1 (a1--ag—1)
/ / / 1 dak da1 + Ek( )

:x.z JED™ 1y 4 By (7.3)

— (k: —n)!

e finalmente a mais completa descricao que, apesar de passivel de obtencao elementar,

alcangaremos pelo célculo de residuos de uma fungao complexa:
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complexos

Di(w) = Wi(x) + Yi(x) + Ag(),

sendo os Yy (z) e Aj(z) definidos na préxima secao.

A identidade (7.1) e a aproximagao (7.2) rendem

onde

gn(—Inz) = — Z #

1<k<h

(7.5)

e gn(t) é polinomio de Taylor de grau |h] de 1 — €', o que implica g,(z) — 1 se h,x —

00, h > |logy(x)], e portanto somos levados a considerar

Por outro lado, ao combinarmos (7.1) com a aproximagao (7.3) obtemos

1\k+1 k nk—n ) (— n+1
J(x) = Z % (m : Z 1 (]E: z(n)ll) + (=1)" + Ek(x))

1<k<h n=1

1
= — Z E++A1(x,h)+A2(3:,h).

1<k<h

O primeiro termo cresce como In h e é bem compreendido. O segundo, o qual chamaremos

termo principal e denotaremos por A(x,h), é

= It (@) (< 1)

Ai(z,h) =z - Z (=1 HZ

1<k<h n=1 (k—n)!
In*=" () (=1)k+!
— . -1 n+1
DA k(k —n)!
1<n<h n<k<h
z
= —_ -1
Z hln(l') gh,n( nl'),
1<n<h

sendo g, (t) polinomio de Taylor de grau |h| de

n
k=1

Vo(t) = (n— 1!+ (=1)" (et z": Mt”"“(—l)’““) :
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pois

Vi(t)=1—¢

Vota(t) = <_1)n+1 Z k(k _tn —1)! = (_1)n+1 Z ]{;(]Z;__Z)ltk -

n+1<k<oo n<k<oo
_ (—1) Z_JL_n ot
(k—n)! k(k —n)!
n<k<oco n<k<oo

= (=)™ + nV,(t),

de onde (7.10) segue por indugao.

Fica claro que g5 ,(t) = (n — 1)! quando ¢ — —o0 e chegamos a aproximacao

oz x 2z 6 ([ =Dl
A S TR TR we T me

Podemos! ser bem mais precisos que isso para A;(z, h), pois é facil mostrar a igualdade

8Al mh) 21<]<h ]')) . Em particular, w — 1/111( ) — 1/1} ln(x), quando h —

Q.

O terceiro é

(_1)k+1
Ay h) = 3 R,
1<k<h
que redne os termos de erro originados da aproximacao das fun¢oes decompositoras pela
integral (7.3). Para obtermos resultados ainda mais precisos acerca de J(x), nos serd
necessario apelar a aproximagao (7.5) obtida pelo cdlculo de residuos. A préxima segao se

dedicard a obtengao desta aproximagcao e a uma caracterizagdo bem mais precisa de J(x).

Aproximacoes do calculo de residuos

E sabido que os residuos de (¢(s)—1)*z%/s sao tanto da forma® Di(z)—A%(z), Af(z) =
o(x) como da forma z - P,_1(In(x)), onde P,(t) é um polinémio de grau n na variavel t
(TITCHMARSH, 1986, p. 312-313%). Calculemos explicitamente os residuos.

1

Esta precisdo, muito bem vinda, nado pode ser reproduzida por mim para As. Por este motivo, pre-
servamos a exposicao da expansao assintética semiconvergente, pois as mesmas técnicas heuristicas
levarao ao principal resutlado do capitulo.

De fato, conjectura-se que Aj(z) = O(z+=1/k)+€) " principalmente devido & férmula de Voronoi
do inicio do século passado e alguns subsequentes trabalhos de Hardy. Esta hipdtese é equivalente a
hipé6tese de Lindelof (TITCHMARSH, 1986, p. 330).

3 Titchmarsh falava dos semelhantes Dy (z). Os resultados valem analogamente para Dj(z).
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Nos é 1til notar que

1

(s)—1= poie sA(s), (7.7)

onde A(s) = [[“(z — r7°"tdx converge para Re(s) > 0. Assim

v =y (Bl

n=

e portanto os tais residuos sao os provenientes dos polos em s € C de

SapE

n=0

Tratemos separadamente do caso n = 0. Devemos, pois, tratar dos resfduos de x*/s(s—1)*.

O caso s = 0 rende imediatamente o residuo (—1)¥. O caso s = 1 depende do célculo de

1 d¥'a’/s
G a1 W

Como

d*txs /s _ Z (k—1)! I ()" (—1)!

dk—1 alb! sb+l
a+b=k—1
a,b>0, com ordem
k—1
E—1)! —1)kl=a
I SN
al gh—a
a=0
esta parte do residuo se mostra
k—1
In“(z
T ( )( 1)k 1 a,
a!
a=0

exatamente conforme Wy (z) em (7.3). Podemos assim escrever Dj(z) = Wy (x) + Yi(z) +

Aj(x), sendo Wi (z) o residuo dado acima e Yj(x) igual ao restante dos residuos em n =
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1,---,k—1. Desta forma, nota-se que Ey(z) = Yi(z)+Aj}(z). Encontremos explicitamente
a representagao de Yi(z). Nos casos n = 1,-- -k — 1 os residuos sdo todos provenientes de

s =1, e tomam a forma

(1). (7.8)

§ (_1)n(7]j,> dkflfnl.ssnflAn(S)
(k—1—n)! dsk—1-n

=1

3

Se h(t) = fi(t)f2(t)f3(t), certamente sua k-ésima derivada em t depende de todas as

solucoes em a b, ¢ € N de

0= RO ORI

a+b+c=k
a, b, ¢ >0

Antes de aplicarmos isto para (7.8), devemos compreender a k-ésima derivada do termo

A™(s). Analogamente ao processo exposto acima, serd

M — Z At (s) . . A(tn)<3)L

dsk
t1+"‘+tn:k

N lw k! n!
S eee t (tl!)ll D (tw')lw ll‘ S s ® lw‘

Ity 4+ Hlwtw=k

onde t; # tj, se i # j, e l; > 1, t; > 0,Vi, sem ordem, afinal organizamos a partigao ja

contando a multiplicidade dos elementos. Conclui-se que

dk—l—nxssn—lAn(S>

dsk—1-n (®)
_ Z |:lna<x)xttnlb(n 1) (s—b) dcj;l;(S) (t) (K —a!z!; n)!

a+bt+c=k—1—n
a, b, ¢ >0, b<n—1

e portanto, por (7.8), obtemos finalmente a representacao®

Yi(z) =
k—1 k—1—n k—1-n—a 1 l
k In“(x) Yy nl n—1
_1 n 1 w
xZ( ) (n) Z al Z Z ()l - (D)l \k—1—n—a—c¢
n=1 a=0 c=0 l1t1 4+ +Hlwtw=c
li4-+lw=n

(7.9)

4 E importante notar que na férmula apresentada a tltima combinacdo ora mostra-se nula. Poderfamos

explicitar a condicdo de ¢ majorar k — 2n — a. Reservamos essa notagdo, porém, para uma futura
simplificacao em indice v das somas j a se definir.
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onde fizemos

Vi dof A(k)(l) = / —(:v — =) (—Inz)*dx
1
derivando sob o sinal da integral.

Aproximacao aprimorada da contagem de primos

Os resultados contidos nesta sec¢ao partem da férmula (7.1) e da caracterizagao Dj(x) =

Wi(x) + Yi(z) + Aj(x) obtida na secao anterior. Haviamos colocado

J)=- ) %+A1(x,h)+A2(a:,h),

1<k<h

sendo A;(x,h) o termo principal

Az h) =Y %gm— In),

1<n<h

com gpn(t) polindmio de Taylor de grau |h] de

n
k=1

Vo(t) = (n— 1!+ (=1)" (et Y mt”"“(—l)'““) : (7.10)

Conforme estabelecemos, Ej(x) = Yj(x) + Aj(x), e portanto

Aol h) = 3 D () = B h) + Bala ),
onde®
1\k+1 k41
B =Y Vv ¢ B =Y %A}Z(az)

E importante notar que By(z) = O(x%“), Ve > 0 é equivalente a hipotese de Lindelof
(TITCHMARSH, 1986, p. 330). Trataremos deste termo posteriormente. Nesta se¢ao, nos
dedicaremos a uma compreensao mais sélida do termo Bj(x). De fato, como In({(s)) =
5 floo J(x)x™*"1dx e os resultados classicos de Riemann, von Mangoldt e Hadamard fazem
J(z) = Li(z) + O(x*"), Ve > 0, onde a = sup,,¢(,—o Fe(p), a hipétese de Riemann

> Notemos que B;(z) parte de k = 2, afinal Y;(z) = 0.
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nos leva a esperar de B;(z) um comportamento da forma® O(z/? + €) ou O(z¢) Ve > 0,
afinal Li(z) tem expansio assintética divergente z(In"*(z) + - -+ (n — 1)/ In""(2)) + - - -

Contemplemos, pois, Bi(x). Chamemo-lo primeiro termo de erro e o estudemos.

Calculo heuristico do primeiro termo de erro

Heuristico, pois simplesmente ignoremos duas caudas no processo, termos de erro adi-
cionais.
Invertendo as somas em a e n na representacao (7.9)de Yi(z) para evidenciar a forma

x - Pr_o(In(z)), onde Py(t) é algum polinomio de grau k na variavel ¢, obtemos

Yi(z) =
k—2 k—1—a k—1-n—a 1 1
In®(x) (k> 0 7RI i < n—1 )
x n!(—1)" ! - :
—~ al n ; lltﬁ;ﬁwc (il - ()l \E—1—n—a—c¢

li4+lw=n

Como tomaremos By (x,h) = 3", _op Yi(z)(—=1)*""/k, nos serd itil reordenar a soma por
cortes diagonais, assim como fizemos para Wy(x). Neste caso, a maior poténcia de In(z)

¢ k — 2, para cada k > 2; a segunda maior é k — 3, para cada k > 3, etc. Escrevemos

)R Ik () A k
Bi(z,h) =z - Z Z ( ]3: (k—g;)? n!(n)%,n

2<v<h v<k<h
v—1

=x- Z Zn!awk(—lnx,h,n,v),
2<v<h n=1

onde escrevemos

v—1—n

—1- 1y L
Vb n—1
on — _1 n 1 w .
Qwn = (=1) z; 2. (tll)lllll-...-(tw!)lwlw!(v—l—n—c)

1t 4+ FHlwtw=c
li4+lw=n

(C1H () )
k(=Tnz, h,n,v) = Z k (n) (k —v)!

6 Como o termo que origina o polo em s = 1 ja foi exposto como A;(x), Bi(x) ou compoe parte

dos termos que originam os polos internos da faixa critica, ou compoe um termo de crescimento
O(z*) Ve > 0, que cria um polo em s = 0 anulado pelo termo s fora da integral, como em outros casos
de séries de Dirichlet, a exemplo de 7(s).
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Afirmamos que k(t, h,n,v) é polinémio de Taylor de grau |h] — v em t da fungao

Gltn,0) = et Z (” - 1) (0= 1); - g1

n! 1

Realmente, podemos partir da série de poténcias da fungao exponencial para construir

tanto

Ccomo

dn—lmv—lez (a)l ® /-1
tn—v— t — tn—v . tv— e t
Rt > ()

a+b=n—1
= n—1
_ it 1 atnflfa -
e ;(n ) "

A seguir escreveremos G(t,n,v) = k(t, h,n,v) + ra(t, h,n,v), reservando o termo ry da

cauda para posterior analise. Temos, portanto, que

By(z,h) = H(—Inxz,h) — Ry(—Inx, h),

onde
v—1
H(t,h)=uz- Z Zn!ava(t,n, v)
2<v<h n=1
e

v—1
Ry(t,h) =x - Z Zn!avﬁnrg(t, h,n,v).
2<v<h n=1
Prossigamos a andlise a partir de H(—Inxz, h). Evidenciemos das somas de indice n

e i as k-ésimas poténcias de logaritmo em ordem, e cortemos os termos lineares em .

Obtém-se:
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Recolhamos novamente a soma por cortes diagonais. Chegamos a representacao

H(~Inz,h)= Y (-1 Y o Zaw n(”:tg) (0= Dion

2<k<h k<v<h

Por hora finalizamos as analises de B;(z) expandindo os a, ,—n, de onde obtemos

H(—Inzx, h) Z Z Z j(=Inz, h k,n,c), (7.11)

2<k<h n=1

escrevendo’

. fv=1-n Ver e Ve
t,h,k.n,c) = ook (Y — Diton - . TS
.]( ) 1y 7”70) Z (k’ _1- n) (U )k I-n Z (tl)!llll! .o (tw)!lwlw!

k<v<h Iyt 4+ Hwtw=c
2n—c<v li4+lw=v—n

v—mn-—1
n—1—c
Estas fungoes j podem ser inteiramente compreendidas em seu limite em h, conforme

desejavamos. H& trés anos atras, me desinteressei deste problema, tendo calculado, no

entanto, os primeiros casos, expostos a seguir.

Computacao exata dos trés primeiros £ = 2,3,4 termos de H através do horizonte
h — oo

Em k£ = 1, ndo ha termo assintético de By(x, h).

Em k=2 temosn=1,c=0e

bl

J6h2,1,00=% 3 M

|
o< T (v+1)!

de onde se conclui claramente que

1 1
1 t,h,2,1,0 .
hggo]( 1,0) = 0 In(z) N In(z)

Em £k = 3, temos os casos n =1,¢c=0,n=2,c=0,n=2,c =1, correspondendo a

j(t,h,3,1,0) + j(t, h,3,2 0)+j(t h,3,2,1) =
v 3 1

Olrl —vo In(x))” 2 Oln
=% Z 7 +ln(:1:) Z = (('U)—)2) _7 Z 7

3<v<h 4<v<h 3<v<h

" Conforme mencionamos na definicio das constantes a, ., a combinagao ora rende termos nulos, aqui

explicitamente cortados pela condicao 2n — ¢ < v.
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cujos limites sao

lim (j(t,h,3,1,0) + j(¢, h,3,2,0) + j(t, h, 3,2, 1)) pliTal Bl P 1
1m _ B '
o S LTI S ST ESS £ In(z) 2 In(z)

Ja em k = 4, temos seis termos, n =1,c=0,n=2,c=0,n=2,c=1,n=3,¢=0,

n=3,c=1en=3,c= 2 totalizando

Gt hy4,1,0) + Gt 7, 4,2,0) + j(t, b 4,2, 1) + j(t, b, 4,3,0) + (£, h,4,3,1) + j(t, h,4,3,2) =
v | v -1 v
_ Z ( Y0 H(J})) (U—|—2) + Z ( Y0 D(ZE)) (1} o 1)2(21—0— 1)

e O w’(z), ~ , ()
+ 7% 09;_4 %(U +3) - ﬁ(lﬁ) 2SUSZh_5 (—7((;11(93?”“@@ —1)
— 7170 In(x) 5;h (—7& hi(g?”’ o 1121(56) 5;@;}1 (—7((;} hi(:;;?”

g

4<v<h

com limite

1im (j(t’h’47170)+j(t7h747270)+](t7h7472’]‘)+](t7h74’370)+j(t’h’47371)+j(t7h747372)) =

h—o00

1 5 Yo n(z) 3 2 "o 1
= — — 1 — 295 — — 3

* (xVO (% 2 7 In(x) = 2% In(z) In(z)? + M0
1

28le) o) - ), 2)

2
_ ] _ _ _ _
Y170 D(%) 21n(x)<+—70 9 717 9 9

P S
In*(z)  2In(z))
Fica assim compreendido que é possivel obter informagoes sobre a fun¢ao em x limy, ., Bi(x, h),

que pode guardar o segredos da hipotese de Riemann.
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8 Conclusao

Esta dissertagao desenvolveu com sucesso uma axiomatica simples, que conseguiu unir
os conceitos aritméticos aos da algebra linear. As conseqiiéncias desta uniao sao tremendas
e s6 investigamos alguns temas de sua superficie. Isso é evidenciado pelo trabalho estar
repleto de sugestoes para futuros estudos. Em particular, a teoria supera parcialmente o
uso de funcgoes geradoras numéricas, e nao exige o estudo delicado de quaisquer regides
de convergéncia das fungoes.

A nossa investigagao aritmética inicial aparentemente é um trabalho radicalmente ori-
ginal, que é transportado com toda naturalidade para o espago aritmético, onde podemos
aplicar a teoria tao desenvolvida da &algebra linear. O comportamento das algebras de
operacoes e seus homomorfismos, conforme vimos, guardam informacgoes aritméticas da
mais alta importancia, que podem ser extraida por métodos diversos, com a vantagem da
solidez e naturalidade logica dos principios estabelecidos. Esta naturalidade foi a princi-
pal responsavel pela aparicao de resultados relevantes que extrapolaram completamente
as intencgoes do trabalho, como as formas inversas das inversoes compositivas, ou ainda os
autovetores das matrizes aditivas circulares formarem a matriz de transformada discreta
de Fourier de N pontos.

De todos os estudos futuros propostos, talvez o mais importante seja o estudo do
grupo fundamental destas dlgebras topoldgicas e de seus homomorfismos, e o estudo de
sua monodromia. A aplicacao do Teorema da Correspondéncia de Lefschetz por Grothen-
diek para analisar algumas séries de Dirichlet, que culminou na prova de Deligne da
ultima conjectura de Weil, deixa evidente a importancia da compreensao topoldgica para
estes problemas. Outro estudo importante a se fazer é o estudo do fechamento algébrico
do corpo de fracoes de uma algebra de operacgoes nilpotentes, que poderia revelar uma
teoria espectral mais refinada da algebra. Também é preciso estudar a algebra mista de
operacoes, em particular utilizar a analise harmonica sobre grupo compactos para estudar

o grupo das operacoes invertiveis desta algebra nao comutativa.
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