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RESUMO

Modelos mateméaticos de reservatorios de petréleo tém sido utilizados h&
décadas. Estes modelos consistem em um sistema de Equacdes Diferenciais Parciais
gue descrevem o escoamento de fluidos dentro de um meio poroso, juntamente com
um conjunto de condi¢des iniciais e de contorno. A confiabilidade das predicdes
atingidas depende do qudo bem o modelo matematico representa a fisica do
fendbmeno. Como sao feitas hipoteses simplificadoras para possibilitar a obtencéo da
solugéo numeérica, erros sao introduzidos. Desta forma, surgem diferentes resultados
para um mesmo problema, a depender da orientacdo da malha, e este efeito, chamado
de Efeito de Orientacdo de Malha, € o foco deste trabalho. Sua reducéo ou eliminagéo
traz mais qualidade para os resultados obtidos. Este trabalho propde um método
Quasi-Isotrépico, que reconstréi valores de velocidade e mobilidade total na face do
volume de controle de forma que leva o erro de truncamento a se tornar menos
anisotropico, para uma malha cartesiana, aplicando esta formulacdo na simulacédo de
reservatorios de petroleo e comparando os resultados com as formulacdes
convencionais. O método proposto € aplicado em malhas quadrangulares para trés
problemas: adveccao-difuséo linear; padrdo 1/4 de 5 pocos com relacdo constitutiva
piston-like; problema de 3 pocos com relagcao constitutiva brooks-corey. Ao analisar o
desempenho do Método Quasi-Isotropico nos dois problemas de petroleo, observa-se
melhora em ambos, para todos os casos simulados, demonstrando o sucesso obtido
na construcdo da formulacao.

Palavras-chave: Simulacdo de Reservatérios; Efeito de Orientacdo de Malha; Quarto
de 5 Pocos; Método de Volumes Finitos Isotropico; Método Quasi-lsotropico.



ABSTRACT

Mathematical models of oil reservoirs have been used for decades. These
models consist of system of Partial Differential Equations that describe the flow of fluids
within a porous medium along with a set of initial and boundary conditions. The
reliability of the predictions depends on how well the mathematical model represents
the physics of the phenomenon. As simplifying hypotheses are made to enable the
numerical solution to be obtained, errors are introduced. In this way, different results
are obtained for the same problem, depending on the orientation of the grid, and this
effect, called the Grid Orientation Effect, is the focus of this work. Its reduction or
elimination brings more reliability to the results obtained. This work proposes a Quasi-
Isotropic method, which reconstructs values of velocity and total mobility at the edge
in a way that leads to the truncation error becoming less anisotropic, for a cartesian
mesh, applying this formulation in the simulation of oil reservoirs and comparing results
with conventional formulations. The proposed method is applied in square meshes for
three problems: advection-linear diffusion; standard 1/4" of 5 wells with piston-like
constitutive relation; 3-well problem with a constitutive brooks-corey relation. When
analyzing the performance of the Quasi-lsotropic Method in both oil reservoir
problems, an improvement is observed in both, for all simulated cases, demonstrating
the success obtained in the construction of the formulation.

Keywords: Reservoir Simulation; Grid Orientation Effect; Quarter 5-Spot; Isotropic
Finite Volume Method; Quasi-Isotropic Method.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Algoritmo da Estratégia IMPES ... 28
Figura 2 — Dominio genérico a ser estudado.............ccovvvvivuiiiiiiieeeeeeeeeiee e e e e 29
Figura 3 — Dominio genérico ap0s a diSCretizaCao.............uuueeevieeeeeeieeiiiiiieeeeeeeeeenanns 30
Figura 4 — Volume de controle em detalne................uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 30
Figura 5 — Malha cartesiana retangular.....................uueeuiiiiiiiiiiiiiie 32
Figura 6 — Elemento bidimensional estudado..............ccooeuvuiiiiiiiieeiieeeicce e, 35
Figura 7 — Face e elementos utilizados na reconstrucao Isotrépica...............c.cceeeue. 41
Figura 8 — Peso de cada elemento para o célculo do valor médio na face ............... 44
Figura 9 — Peso de cada elemento para o célculo do gradiente na face................... a7

Figura 10 — Esténcil e pesos utilizados na reconstrucédo da velocidade na face de
QL= ST 49

Figura 11 — Campo inicial (de 0 a 2.5) utilizado no problema de advecc¢ao-difuséo linear

.................................................................................................................................. 52
Figura 12 — Campo de erro em t = 1.5s utilizando o método convencional............... 53
Figura 13 — Campo de erro em t = 1.5s utilizando o método isotropico .................... 54
Figura 14 — Dominio de simulacdo do Quarto de 5 POGOS ........ccceeevviiiiiiiiiieieeeennnnns 55
Figura 15 — Comportamento esperado ao iniciar a injecao de agua no dominio ...... 56

Figura 16 — Frente de Saturacdo do Método Convencional variando razédo de
mMobilidade € MalN@ ...........uui e 57
Figura 17 — Frente de Saturacdo do Método Quasi-Isotropico variando razédo de
MODIliIdade € MAINA .......coo e e 58

Figura 18 — Comparativo entre os métodos Convencional e Quasi-Isotropico para

malha 20x20 e Razao de Mobilidade M = 10 .......cccooiiiiiiiiiiii e, 59
Figura 19 — Comparativo entre os métodos Convencional e Quasi-Isotropico para
malha 20x20 e Razéo de Mobilidade M =100 ..........couvviiiiiiiieieieecee e 59
Figura 20 — Comparativo entre os métodos Convencional e Quasi-Isotropico para
malha 40x40 e Razao de Mobilidade M = 10 ........ccooiiiiiiiiiiii e, 60
Figura 21 — Comparativo entre os métodos Convencional e Quasi-Isotropico para
malha 40x40 e Razao de Mobilidade M = 100 ............uuuuuimmmiiiiiiiiiiiiiiiees 60

Figura 22 — Dominio computacional utilizado demonstrando-se as malhas para duas

das quatro rotagdes analisadas (0° € 30°) ....ciieieiiiiieiiiiiie e 62



Figura 23 — Contornos de Saturacdo de Agua para a Rotagdo de 0° ....................... 63

Figura 24 — Contornos de Saturacdo de Agua para a Rotagéo de 15° ..................... 64
Figura 25 — Contornos de Saturacéo de Agua para a Rotagdo de 22,5° .................. 64
Figura 26 — Contornos de Saturacéo de Agua para a Rotagdo de 30° ..................... 65
Figura 27 — Comparativo da Curva de Breakthrough com 0°............ccoveiiiiiieninnnnnns 66
Figura 28 — Comparativo da Curva de Breakthrough com 15°...........ccccceeiiiiiiiiinnnnnns 66
Figura 29 — Comparativo da Curva de Breakthrough com 22,5°...........ccccvviiiiiinnnnne 67
Figura 30 — Comparativo da Curva de Breakthrough com 30°..............euiiiiiiiiininnnnne 67



LISTA DE SIGLAS E ABREVIATURAS

CDS Central Differencing Scheme

EDP Equacéo Diferencial Parcial

ENO Essentially Non-Oscillatory

EOM Efeito de Orientacdo de Malha

FCT Flux-Corrected Transport

GOE Grid Orientation Effect

IMPES  Implicite Pressure Explicit Saturation
MPFA Multi-Point Flux Approximation

MQI Método Quasi-Isotrépico

MVF Método dos Volumes Finitos

NNN Next-Nearest-Neighbor

NNNN Next-Next-Nearest-Neighbor

SUDS Skew Opstream Differencing Scheme
SUWDS Skew Upstream Weighted Differencing Scheme
TPFA Two-Point Flux Approximation

TVD Variation Diminishing

ubS Upstream Differencing Scheme

10



1.1
1.2.
1.3.

2.1.
2.2.
2.3.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.4.1.
3.4.2.
3.4.3.
3.4.4.
3.4.5.
3.5.
3.5.1.
3.5.2.

4.1.

4.2.

SUMARIO

INEFOTUGEO .. 13
LN oL =TT =] o] = Tk o ISP 13
ReVISA0 BiblOGrafiCa .......uuuviiii e 14
(@ oY= 1Yo 1= PSS 21
Modelo MatemMALICO.......ccoeeiee e 22
(=T o = I = T o USSP 22
Conservacao da Massa e Equacéo da Saturacao..........cccceeeeeeeeeeeeeeennnnnnnn. 22
[STo TUE=Tox= To Jo F= W od €11 Y- T LSRR 25
FOrmulagao NUMEIICA .......uueiiiiiieiieiiieecc e 27
EStrat@gia IMPES ...t 27
Discretizagdo da EqUagdo da PreSS80.........ccceeeveiiiei i 29
Discretizagdo da Equacgdo da Saturagao ........ccooeeveeeiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 32
Método dos Volumes FinitosS ISOtrOPiCO ......cooiiiiiiiiiiiiiiee e 34
Equacao Governante Discretizada..........ccccoeeeeeieii i, 34
Valor Médio Integral por Expansao Multidimensional............cccccccceeeeee.. 36
Anisotropia do Método Convencional ...........cccovviiiiiiiii e, 38
Ponderacéo Isotropica paraValornaFace ........cccceeeeeeii 41
Ponderacéo Isotropica para Gradiente na Face...........ccccceeeeeeeeeeeeeeeeeeee, 44
MEtodo QUASI-ISOtFOPICO.....uuiii e eeeaans a7
Reconstrucao da Velocidade ... 48
Reconstrucao da Mobilidade Total ... 49
RESUITAUOS ..oeeeeeiiiiie et e e e e e e et s s e e e e e e e e e e etann e e e e eeeeeeennes 51
AdVECCEAO-DIfUSEO LINGAN ... ..uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 51
Quarto de 5 Pocos com relagéo constitutiva do tipo Piston-Like............ 54

11



4.3. Injecdo com 2 pocos produtores com relacdo constitutiva do tipo Brooks-
Corey61

5. CONCIUSBES ..o 69
REFERENCIAS . ..ottt ettt es et 71
APENDICE A — Isotropia de Operadores Diferenciais...........ccccccceeveeeveeveeevennane., 76

12



1. Introducéo

1.1. Apresentacéo

Modelos matematicos de meios porosos tém sido utilizados desde a segunda
metade do século XIX (DARCY, 1856). Estes modelos consistem em um conjunto de
Equacdes Diferenciais Parciais (EDP) que descrevem o escoamento de fluidos dentro
de um meio poroso, juntamente com um conjunto de condic¢des iniciais e de contorno
(CHEN; HUAN; MA, 2006). A confiabilidade das predicdes atingidas com estes
modelos depende do qudo bem o modelo matematico representa a fisica do

fendmeno.

No desenvolvimento de um modelo, para que 0 escoamento possa ser descrito
de forma exata, € necessario tratar situacfes muito simples. No entanto, ao tratar de
modelos reais, ha inUmeros fatores que aumentam a complexidade e impossibilitam a
obtencéo da solucédo exata: seja do ponto de vista da geometria, da ndo-linearidade
das propriedades, ou até mesmo do ponto de vista da homogeneidade e isotropia do
reservatorio. E nas restricbes necessarias para obtencéo da solucdo analitica que a
necessidade pela solucdo numérica ganha forga.

Desde a década de 50, quando os computadores digitais se tornaram mais
acessiveis, métodos numéricos sao usados para prever, entender e otimizar
escoamentos em reservatorios de petroleo. De acordo com Chen, Huan e Ma (2006),
em simulagbes com malhas na ordem de 100.000 elementos, cerca de 80 a 90% do
tempo computacional é gasto resolvendo sistemas lineares, por isso a necessidade
de uma boa programacéao, bons métodos para solugcéo de sistemas, e principalmente

de um bom computador.

Na solucdo numeérica dos problemas de transporte usando a maioria dos
métodos numeéricos da literatura, incluindo o Método dos Volumes Finitos, é
necessaria uma malha computacional, isto é, uma subdivisdo do dominio em
pequenos volumes de controle que ndo se interceptam. Por ser uma solugao
aproximada, ha erros relacionados ao truncamento devido a representacao por série

de Taylor (BRAND; HEINEMANN; AZIZ, 1991; KUMAR, 2004; SHUKLA; GIRI, 2014).
13



A grande problematica abordada neste trabalho € o chamado Efeito de
Orientacéo de Malha, descrito pela primeira vez no trabalho de Todd, O’Dell e Hirasaki
(1972). Consiste na obtencédo de diferentes resultados para um mesmo problema
simulado, devido a diferenca na orientagdo da malha. Neste primeiro trabalho, o
problema analisado foi um quarto de 5 pocos, em que as malhas paralelas e diagonais

geraram resultados diferentes.

Como bem observado por Kumar (2004) e Shukla e Giri (2014), ha termos
anisotropicos (isto €, que variam com a dire¢cao) no erro de truncamento, quando se
utiliza a metodologia convencional de discretizacdo das equacdes. Como observado
também por Brand, Heinemann e Aziz (1991) e Hurtado, Maliska e Silva (2007), para
simulacdo do escoamento em reservatorios de petroleo, este erro de truncamento
também depende da razdo de mobilidade, do esquema de interpolacdo usado e do
grau de refinamento da malha. Contra-intuitivamente, Brand, Heinemann e Aziz (1991)
observaram um termo exponencial inversamente dependente da malha, isto €, quanto

menores 0s volumes, mais critico é o Efeito de Orientacdo de Malha.

Desta forma, o Efeito de Orientacdo de Malha é causado exatamente por causa
dos termos anisotrépicos, ou rotacionalmente variantes, presentes no erro de

truncamento gerado por cada esquema de interpolagéo.

1.2. Revisao Bibliografica

Desde o inicio da década de 70, antes mesmo do surgimento do Método de
Volumes Finitos, h4 um esforco da comunidade cientifica em investigar e propor
solucbes para o Efeito de Orientacdo de Malha, principalmente devido a sua
criticidade nos problemas de escoamento bifasico em meio poroso. Desde Todd, na
década de 70, até os atuais trabalhos de Kozdon, Mallison e Gerritsen (2011),
Edwards (2011s), Eymard, Guichard e Masson (2012), Lamine e Edwards (2015) e
outros importantes autores da area, a atividade de simulacdo de reservatorios se

preocupa em minimizar (ou até resolver) este efeito.

O primeiro trabalho a reportar Efeito de Orientacdo de Malha na literatura foli,

como dito anteriormente, o de Todd, O’Dell e Hirasaki (1972). Foi publicado simulando
14



casos relacionados a reservatérios de petréleo usando diferencas finitas em malhas
cartesianas uniformes retangulares. Neste artigo, que foi um marco importante, foi
proposto o uso de ponderacdo da mobilidade usando dois pontos a montante, em
oposto a de um ponto normalmente usada. Todd, O’Dell e Hirasaki (1972) concluiram
que isto reduz a dispersdo numérica das frentes de saturacédo e também que reduz a
sensibilidade do seu deslocamento a orientagcdo da malha. Os autores fizeram uma
andlise de estabilidade para limitar o passo de tempo e automatizaram a sele¢éo deste
passo com base em controle de overshoot e erros de truncamento. Mencionaram, nos
resultados, que em um exemplo, o tempo computacional da aproximacao por dois
pontos para a mesma acuracia foi 40 vezes menor quando comparado a aproximacao
de um ponto. Mencionaram também que o tempo computacional péde ser reduzido

por causa do calculo do passo de tempo ideal.

Poucos anos depois, Raithby (1976) tratou o problema do ponto de vista de
aplicacdo na éarea de fluidodindmica descrevendo quatro limitagcbes das solucbes
obtidas pelo Esquema com Ponderacdo a Montante Convencional (Upstream
Differencing Scheme, também chamado de UDS) para problemas de escoamento:
fendbmenos transientes de alta frequéncia; niumero de Peclet menor que 5; termos
fonte com determinadas formas; desalinhamento entre a direcdo do escoamento e a
malha. O autor prop6s dois novos métodos de esquemas com ponderacao a montante
(Upstream Schemes), um mais simples, chamado Skew Upstream Differencing
Scheme (SUDS), e outro mais complexo, chamado Skew Upstream Weighted
Differencing Scheme (SUWDS). Reportou que o SUDS reduz erros devido ao
desalinhamento do escoamento com relacdo a malha e que o SUWDS, além de
reduzir ainda mais estes erros, também remove a restricdo quanto ao namero de

Peclet.

Na linha de estudar novos esquemas para reduzir o Efeito de Orientacdo de
Malha, surgiram varios trabalhos em seguida. Yanosik e McCraken (1979), em um
trabalho que também foi um marco para este ramo da simulacdo, propuseram o
chamado Esquema de Nove Pontos (Nine-Points Scheme), que torna o calculo de
fluxos multidimensional, melhorando a qualidade da solucdo. Da mesma forma,
Christie e Bond (1985) analisaram um esquema com corre¢ao no fluxo (FCT - Flux
Corrected Transport) j& proposto na literatura, que é eficiente na reducéo da difuséo

numeérica.
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Shubin e Bell (1984) analisaram o Efeito de Orientacdo de Malha em
escoamentos misciveis. Comentaram problemas com razdo de mobilidade adversa e
indicaram o surgimento de uma nova familia de esquemas de diferencas finitas que
procuram minimizar a dependéncia da dire¢do da malha na solugdo. Mostraram os
efeitos em problemas de quarto de cinco pocos e sete pocos invertido devido a
orientacdo da malha. De forma a complementar o trabalho, fizeram uma analise de
estabilidade linear de Von Neumann para inimeros casos e demonstraram 0 passo
de tempo necessario. De forma importante também para melhor compreender o Efeito
de Orientacdo de Malha, estudaram o efeito do estiramento da malha (malha com

espacamento em X diferente de Y) no escoamento da frente de saturacao.

Nos anos seguintes, trabalho como Schneider e Raw (1986), Levy, Powell e
Leer (1989) e Roe e Sidilkover (1992) trataram o Efeito de Orientacdo de Malha em

problemas mais genéricos, saindo da linha de simulacéo de reservatorios.

Schneider e Raw (1986) propuseram um novo esquema que leva em
consideracdo a direcdo do escoamento para solucdo de problemas de adveccéo-
difusdo, tendo conseguido bons resultados na reducdo da difusdo numérica, baixa

sensibilidade a orientacdo da malha e auséncia de oscilaces.

Ja Levy, Powell e Leer (1989) trataram das equacfes de Euler em dominios
bidimensionais em malhas distorcidas, tendo conseguido resultados melhores do que

0 método convencional, no entanto, mais caros computacionalmente.

Roe e Sidilkover (1992) apresentaram uma abordagem mais matematica para
encontrar um meétodo 6timo (com menor erro de truncamento) de ponderacédo a
montante em 2 e 3 dimensdes. De forma a contribuir nesta linha, o trabalho
demonstrou que o Upwind convencional é a pior escolha possivel, se tratando de
ponderacéo bidimensional, com maior restricdo no passo de tempo e maior difusao
numeérica. Ao otimizar a ponderacdo, criando o chamado N-Scheme (Narrow
Scheme), melhorou o custo computacional, quando comparado ao esquema
convencional, em cerca de 90 vezes para o0 caso bidimensional e cerca de 750 vezes

para o tridimensional.

Bajor e Cormack (1989) discutiram um método de caracterizacdo do Efeito de

Orientacédo de Malha, a Geometria de Campo Radial (RFG - Radial Fied Geometry).
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O artigo comparou a solucéo para esténcis de 5 e 9 pontos, relacionando o erro com
a razdo de mobilidade e com o refinamento da malha, tal como Hurtado, Maliska e
Silva (2007) alguns anos depois também fizeram, testando outros esquemas de
interpolagéo.

Depois de 19 anos da primeira publicacdo na linha de estudo do Efeito de
Orientacdo de Malha (TODD; O’DELL; HIRASAKI, 1972), o importante trabalho de
Brand, Heinemann e Aziz (1991) demonstrou matematicamente que o erro de
truncamento para escoamentos em reservatorios, quando enfrentando razdo de
mobilidade adversa, conta com um termo exponencial relacionado ao refinamento da

malha, ou seja: quanto maior o refinamento, maior o erro.

Na area de pesquisa de solu¢des de alta ordem, que apesar de ndo ser a area
de concentracado deste trabalho, tem um importante papel no aumento da acuracia
dos resultados obtidos em simuladores, como demonstrado em Todd, O’Dell e
Hirasaki (1972), varios trabalhos desenvolveram e analisaram métodos importantes,
como Chen et al. (1991), Bourgeat e Koebbe (1996), Ollivier-Gooch e Altena (2002),
Maliska e Czesnat (2003), Tran, Masson e Smaili (2005), Ollivier-Gooch, Nejat e
Michalak (2007), Lamine e Edwards (2013), Lamine e Edwards (2015). As linhas de
pesquisa em esquemas de alta ordem se desenvolveram por conta da reducdo na
difusdo numérica que estes esquemas trazem, melhorando substancialmente a

qualidade da solucao.

Ja para os métodos chamados MPFA (Multipoints Flux Approximation, ou
Aproximacao de Fluxo por Multiplos Pontos, em traducgéo livre), um dos trabalhos mais
importantes foi o de Aavatsmark (2007), que propés uma melhora no calculo do fluxo,
deixando a Aproximacdo de Fluxo de Dois Pontos (TPFA - Two Point Flux
Approximation) e usando uma Aproximacdo de Fluxo de Multi-Pontos (MPFA -
Multipoints Flux Approximation), dos tipos O e L. O método MPFA-O é o mais classico
e intuitivo, jA o MPFA-L é mais novo, menos intuitivo, no entanto parece ser mais

robusto. Foi discutida a monotonicidade e convergéncia dos dois métodos.

Uma familia de métodos chamada de Verdadeiramente Multidimensionais
também se desenvolveu bastante nas ultimas décadas, com trabalhos importantes
como Kozdon, Malisson e Gerritsen (2009), Lamine e Edwards (2010), Eymard,
Guichard e Masson (2011), Edwards (2011), Kozdon, Mallison e Gerritsen (2011),
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Eymard, Guichard e Masson (2012), Keilgavlen, Kozdon e Malisson (2012), Souza et
al. (2018).

Kozdon, Malisson e Gerritsen (2009) investigaram esquemas verdadeiramente
multidimensionais com ponderacdo a montante para simular escoamentos com razao
de mobilidade adversa em meios porosos. Os autores usaram uma analise das
equacOes modificadas para prever os angulos preferidos de escoamento para malhas
estruturadas com o0s métodos convencionais, e propuseram um esquema

conservativo multidimensional.

Lamine e Edwards (2010) apresentaram um esquema verdadeiramente
multidimensional com ponderacdo a montante que reduz a difusdo cruzada para
malhas ndo estruturadas de quadrilateros. Os beneficios foram demonstrados nas
solucbes de problemas como o quarto de cinco pocos, feito com varias malhas e
permeabilidades diferentes. O artigo tratou das condicbes de estabilidade,
consisténcia e positividade (monotonicidade).

Eymard, Guichard e Masson (2011) propuseram um novo procedimento para
eliminar o Efeito de Orientacao de Malha em simulacao de reservatérios, baseado na
modificacdo do esténcil da equacéo de adveccdo, sem modificar o esténcil do calculo
de pressdo. O método do artigo € considerado pelos autores como uma extensao
natural dos métodos de 9 pontos, como em Yanosik e McCraken (1979), com a
vantagem de que se aplica em malhas estruturadas nao-regulares e demanda

praticamente nenhuma interven¢éo nos codigos comerciais para ser implementado.

Edwards (2011) introduziu novos esquemas multidimensionais de ponderacéo
a montante para simulacao de reservatorios que reduzem significativamente a difuséo
cruzada, conseguem uma aproximacgao local de fluxo conservativa e ndo apresentam

oscilacgoes.

Kozdon, Mallison e Gerritsen (2011) desenvolveram um método monotono e
multidimensional. Um acoplamento local dos fluxos foi introduzido através das
chamadas Regifes de Interagdo, resultando em um esténcil compacto. O fluxo € uma
composicado que depende da orientacdo do escoamento, isto €, 0 método € do tipo

Flow Oriented, ou seja, Orientado pelo Escoamento. O método garantiu valores
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positivos de massa e saturacao (que sempre somam 1, ou 100%). O artigo focou numa

discretizac&o robusta da equacao hiperbdlica em multiplas dimensodes.

Keilgavlen, Kozdon e Malisson (2012) apresentaram uma plataforma para
esquemas multidimensionais com ponderacdo a montante (Upwind) para
escoamentos multifasicos em malhas bidimensionais genéricas (nao-estruturadas).
Os métodos multidimensionais de transporte foram acoplados com o MPFA-L para
resolver a equacdo de pressdo. Os resultados mostraram reducdo consideravel no
Efeito de Orientacdo de Malha quando comparado ao UDS (Upwind convencional) e
0 método explicito multidimensional permitiu passos de tempo ainda maiores. Para o

método implicito o nimero de iteracdes ndo-lineares também foi menor.

Kozdon, Gerritsen e Christie (2008) mostraram que ha certos aspectos do
Efeito de Orientacdo de Malha que podem surgir no tratamento do escoamento
proximo ao pog¢o no inicio da simulacdo. Mostraram dois possiveis métodos para
reduzir a interacdo heterogénea proxima ao poco e tornar a solucdo independente da
orientacdo da malha. O artigo foi capaz de estabelecer a combinacdo de fatores que
causa este efeito: instabilidade fisica do escoamento com razdo de mobilidade
adversa, escoamento nas proximidades do poco de injecéo e erros que dependem da
rotacdo no esquema numeérico. Nao conseguiram retirar a dependéncia da
instabilidade fisica, mas mostraram gque ao remover 0s erros anisotrépicos, o Efeito

de Orientacéo de Malha é reduzido.

Para modelagem de heterogeneidades e anisotropias, o trabalho de Crumpton,
Shaw e WARE (1995) propds um novo esquema para resolver equacoes de difuséo
elipticas com tensor variando fortemente. Este tipo de modelagem € util quando a
difusividade é representada por uma matriz nao-diagonal, que pode ocorrer quando o
meio é anisotropico. Além deste novo esquema, o artigo também descreveu a
aplicacdo de um esquema de Multigrid para solu¢cdo numeérica de forma eficiente do
método proposto. O método demonstrou convergéncia de segunda ordem, e se
mostrou adequado para casos com fortes descontinuidades, além do mais, quando
utilizado com uma permeabilidade diagonal, é reduzido aos métodos convencionais
(TPFA).

Ja Lipnikov et al. (2007) propuseram um esquema de Volumes Finitos N&o-
Linear para resolver a equacdo de difusdo permanente. Demonstraram que o
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esquema € monoétono (preserva a positividade da solugdo analitica) mesmo para

malhas triangulares com coeficientes fortemente anisotropicos e heterogéneos.

Para solucdo de problemas em malhas n&o-estruturadas, os trabalhos de

Ollivier-Gooch (1997) e Lipnikov et al. (2007) desenvolveram melhor estas técnicas.

Ollivier-Gooch (1997) apresentou um novo esquema de reconstrucdo que €
conservativo, permite apenas oscilacdes assintoticamente pequenas, é facil de
implementar em malhas arbitrarias, tem boas propriedades de convergéncia e é
computacionalmente eficiente. O novo método é testado com problemas de
propagacgéo unidimensional de escalar, problemas de choque em tubos e de

aerodinamica bidimensional.

Dada a alta aplicabilidade destes métodos em diversas fisicas e tipos de
malhas, Herbin e Hubert (2008) apresentaram varios casos para serem testados em
varias malhas desafiadoras para possibilitar benchmarking (validacdo de modelos).
Em todos os casos, a equacéo tratada foi a de difusdo, com tensor de difusividade
anisotrépico (em alguns casos, 0 tensor ainda é heterogéneo ou descontinuo). As
malhas foram triangulares ou quadrangulares, podendo ser distorcidas ou nao-

conformes.

Finalmente, uma outra familia de métodos, que é o foco deste trabalho, sdo os
chamados isotrépicos, ainda pouco explorados, com trabalhos significativos de Kumar
(2004) e Shukla e Giri (2014).

Kumar (2004) propds uma modificacdo ao Método de Diferencas Finitas,
criando uma vertente chamada Diferencas Finitas Isotropicas. O método envolve
manipular a ponderacdo dos volumes vizinhos de modo a obter, no erro de
truncamento, o primeiro termo rotacionalmente invariante, isto é, independente da
direcdo, também chamado de isotropico. O erro ndo é completamente isotropico,
apenas o primeiro termo, que representa uma grande parcela. O problema-exemplo &
a solidificagédo simétrica de um dendrito de 6 pontas, no qual verifica-se a eficacia do

método isotropico na determinacdo do angulo das pétalas.

Ja o trabalho de Shukla e Giri (2014), motivador e maior base desta dissertacéo,
prop6s uma modificacdo ao Método de Volumes Finitos, criando uma vertente

chamada Volumes Finitos Isotropicos, similar ao trabalho feito por Kumar (2004),
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porém no contexto de Método de Volumes Finitos. A grande limitacédo do trabalho € o
tipo de malha, apenas Cartesiana Uniforme Quadrangular. Os autores, utilizando o
método proposto, resolvem casos de: adveccdo-difusdo linear, nao-linear e
anisotropica; equacao de reacdo-difusdo; equacdo de Fisher-Kolmogorov; equacao
de Gray-Scott; Navier-Stokes bidimensional e incompressivel. Resolve ainda casos
3D com as mesmas restricoes, e utiliza duas ponderacdes diferentes, NNN (Next-
Nearest-Neighbor) e NNNN (Next-Next-Nearest-Neighbor), simulando adveccao-

difusao linear e nao linear.

Observa-se que ha quase 50 anos se estuda o Efeito de Orientacdo de Malha,
procurando entender sua origem, quais fatores mais o influenciam, e o mais
importante: inimeras formas de reduzi-lo, seja utilizando formulagdes orientadas pelo
escoamento, de alta ordem, multiplos pontos, isotropicas. Isto é a prova de que esta
preocupacao nao so é atual como é latente, tendo possibilidade de aplicacédo tanto na

academia como em cédigos comerciais.

1.3.0bjetivos

Este trabalho tem como objetivo propor e avaliar formas alternativas de reduzir
o Efeito de Orientacdo de Malha na simulagcado de reservatorio de petréleo, aplicando
estas técnicas principalmente aos problemas do padrdo de Quarto de 5 Pocos

(Quarter 5-Spot) e problema de 3 Pocos.

Para isto, ird adaptar a ponderagéo isotropica, proposta por Shukla e Giri
(2014), para utilizar seus coeficientes no calculo dos valores da velocidade e

mobilidade total nas faces dos volumes de controle.

Também objetiva, por consequéncia, a obtencdo de um Método Quasi-
Isotropico baseando-se na aproximacéo linear do Método de Volumes Finitos

Isotropico para uma malha quadrada (cartesiana com espagcamentos iguais).

Ao aplicar estas técnicas, ira comparar, do ponto de vista de Efeito de

Orientacdo de Malha, a qualidade do resultado aos métodos convencionais.
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2. Modelo Matematico

Neste capitulo, serdo descritas as equacdes governantes que regem O
escoamento bifasico 4gua-6leo em um meio poroso. Também serdo descritas as

hipoteses simplificadoras utilizadas para representar o0 escoamento no reservatorio.
2.1.Lei de Darcy

A Lei de Darcy, apresentada no trabalho de Darcy (1856), veio do experimento
de um escoamento em um leito poroso. Quando generalizada como a equacdo da
velocidade de Darcy (vi), para uma dada fase (em que o indice i pode ser w para agua
e 0 para o 0leo) é dada por (CHEN; HUAN; MA, 2006):

1
Vi =— ;kivpi (1)

l

7

Em que p; é a viscosidade dindmica da fase i, p; a sua pressao e k; a
permeabilidade efetiva, que pode ser dada pelo produto da permeabilidade relativa e

absoluta (tensor k):

K; = k,;k (2)
2.2.Conservacéao da Massa e Equacao da Saturacao

Todo problema de escoamento envolve conservacdo da massa. Esta

conservacgao estabelece que (ISLAM et al., 2010):
Massa que Entra + Massa Injetada = Massa Acumulada + Massa que Sai  (3)

No entanto, além da massa total na célula, deve haver a conservacdo da

guantidade de cada espécie, de forma que:

Espécie que Entra + Espécie Injetada = Espécie Acum. + Espécie que Sai + Espécie que Reage (4)
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Resolvendo a conservacdo das concentracdes, também chamadas de

saturacao, resolve-se, por consequéncia, a conservagao da massa total.

O fato de que a saturagdo, ou fracdo massica, é a razao entre a massa da
espécie i e a massa total da célula, define-a de forma que:

m; m;
Sp= b= 5)
m Z]-=W,Omj

Logicamente, a soma de todas as fracbes deve ser unitaria, constituindo uma

equacao de restricdo para o sistema (HELMIG, 1997):

O volume de uma célula em que é calculada a conservacao é chamado de Vc,

de forma que:

n=Ldﬂ %

Que para um volume de controle regular se obtém:
V. = AxAyAz (8)

Na equacao, Ax, Ay e Az sdo os espacamentos na malha nas diregbes x, y e z
respectivamente. No entanto, devido a existéncia da porosidade do meio, o volume
fluido na verdade € apenas uma fracdo do volume total da célula - o resto € a matriz

rochosa.

Esta fragao é, por definicdo, a porosidade do meio, @:

[’vazio
= 9

E equacao para a saturacdo entdo € dada por (CHEN; HUAN; MA, 2006):

a(¢piS:)

T +V - (pivi) = q; (10)
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Na equacéao acima foi considerado o escoamento imiscivel (sem transferéncia
de massa entre as fases), horizontal, sem efeito da capilaridade e da gravidade.
Substituindo a Eq. (1) na Eq. (10), encontra-se:

a(¢piS)

Fyam V - (pikiVpy) + q; (11)

Considerando os fluidos e a matriz incompressiveis, a equacao se torna:

%Bi_y. (i kinl-) + & (12)
at M i

E importante observar que a substituicio da velocidade (advinda da Lei de
Darcy) na equacdo de saturacdo pode levar a uma formulagdo monolitica ou
segregada. Na literatura, a formulagdo segregada € largamente utilizada, tornando o
par de EDPs uma equacéo eliptica (Equacédo da Pressdo) e uma outra hiperbdlica
(Equacao da Saturagéo). (TODD; O’'DELL; HIRASAKI, 1972; YANOSIK; MCCRAKEN,
1979; HURTADO; MALISKA; SILVA, 2007; KOZDON; MALLISON; GERRITSEN,
2011)

Apds manipulacdes algébricas, a equacao da saturacdo de agua pode ser
apresentada como (SOUZA, 2015):

as,,

? =V FW(SW) + Qw (13)

Em que Qu = qu/pw € o fluxo F,,(S,,), desprezando o termo de gravidade, é dado

pela equacéo:

Fo(Sy) = £ (S)) (14)

A variavel fw € bastante importante, chama-se fluxo fracionario de agua (ou de
6leo, caso o indice seja 0), e significa a razdo entre a vazao de agua e a vazao total
transportada no meio poroso. Nos casos em que os efeitos da gravidade e da
capilaridade s&o desprezados, o fluxo fracionario é descrito por (FANCHI, 2001;
CHEN; HUAN; MA, 2006):

Aw

fw = 7 (15)
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A letra A indica mobilidade total (A = Aw + Ao), j& 0 seu indice Aw indica que a

mesma é a mobilidade relativa da agua:

CY 16
T

Como ja foi dito anteriormente, kw € a permeabilidade relativa da agua, e é
funcdo da sua saturacdo. Uma das formas de calcular a permeabilidade relativa é
usando a relagéo constitutiva piston-like (SOUZA, 2015):

S2 _
M(1-S2)+S2’

kro =1—kpy (17)

krw =

Como pode ser visto em Yanosik e McCraken (1979) e Hurtado, Maliska e Silva
(2007), o uso da relagao piston-like leva a mais Efeito de Orientacdo de Malha. Por

fim, o parametro M é a razao de mobilidade, ou seja, Ho/pw (FANCHI, 2001).

Uma outra relagdo constitutiva para a permeabilidade relativa é a de Brooks-
Corey (COREY, 1954 apud SOUZA, 2015):

kpy = kw,max(se)nw; ko = ko,max(l — 5¢)"o (18)
Em que a saturacao efetiva, Se, € dada por:

Sw - Swi

S, =———— 19
¢ 1_Swi_Sor ( )

Que, quando desconsidera-se a saturacdo irredutivel de 4gua e residual de

6leo, se torna Se = Sw e entdo resulta em:

krw = kw,max(Sw)nW; kyo = ko,max(1 - Sw)no (20)

2.3.Equacéo da Presséo

Além da equacéao de transporte de saturacdo, obtida na secao anterior, apés
manipulagdes algébricas e desconsideracdo da gravidade, pode ser encontrada uma
equacao eliptica para o célculo da pressdo (SOUZA, 2015):

V-3=0 (21)
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Em que Q = Qw + Qo = quw/pw *+ qo/po € a vazao especifica de inje¢do ou producao

e U = Uw *+ Uo € a velocidade total:
# = —AkVp (22)
Substituindo, portanto, encontra-se:

V- (-1kVp) = Q (23)
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3. Formulacdo Numérica

O sistema de Equacbes Diferenciais Parciais (para pressao e saturacao), ou
EDPs, apresentado anteriormente, que modelam o escoamento bifasico em meio
poroso, é aplicavel para as mais variadas geometrias e condi¢cdes de contorno. No
entanto, quanto mais complexa a situacdo modelada, mais improvavel que haja

solucéo analitica.

Desta forma, a solu¢cdo numérica se oferece como uma maneira viavel de obter
0s resultados necesséarios deste modelo. A grande questdo é que 0 sistema
apresentado para modelagem é composto por EDPs, e o computador, principal
ferramenta para obtencédo de solucdo numérica, ndo € capaz sequer de compreender
uma EDP.

Para possibilitar este tipo de solugdo através de maquinas binarias, é
necessario transformar o sistema de EDPs em um sistema linear algébrico (que o
computador consegue resolver). O procedimento de conversao de um sistema de

EDPs para um sistema linear algébrico € a discretizagcdo numérica.

A discretizacdo numérica transforma um dominio continuo em varios pequenos
volumes de controle que néo se interceptam. Cada uma das Equacdes Diferenciais
Parciais € resolvida através da integracdo nestes pequenos volumes de controle,
chamados também de células ou elementos. Esta integracdo transforma as
quantidades diferenciais e continuas em quantidades discretas, resultado em um
sistema finito e linear. Este € o proposito do Método de Volumes Finitos, utilizado neste
trabalho para modelagem de reservatérios (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007).

3.1.Estratégia IMPES

A modelagem do escoamento bifasico em meio poroso é feita através de uma
equacdao de pressédo e outra de saturacao. Além destas duas equacdes representarem
juntas o fenbmeno, € importante observar que as mesmas se encontram fortemente
acopladas.
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Neste trabalho, € utilizada uma das mais populares estratégias de lidar com
este acoplamento, o IMPES (Implicit Pressure - Explicit Saturation, ou Pressao
Implicita Saturacdo Explicita, em traducdo livre), proposta por Sheldon e Cardwell
(1959) e Stone e Garder (1961).

A estratégia IMPES se propde a resolver primeiro esta equacao, e em seguida,
através da Lei da Darcy (DARCY, 1856; CHEN; HUAN; MA, 2006), obter o campo de
velocidades.

Através dos campos de velocidade e presséo € possivel calcular o novo campo
de saturacgéo e entdo avancar no tempo de simulacao, reiniciando o ciclo recalculando

0 novo campo de presséo (SOUZA, 2015).
A Figura 1 mostra em detalhes como o algoritmo da estratégia IMPES funciona.

Figura 1 — Algoritmo da Estratégia IMPES

Condigéo Inicial, S, (X.0)

A 4

Solu¢ao Implicita da
Equagao de Pressao

Calculo do Campo

p————p | de Velocidades [
(Lei de Darcy)

Solu¢ao Explicita da
Equacao de Saturacao

n
2 rF inal

" =1+ At

Fim

Fonte: Souza (2015)
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3.2.Discretizacdo da Equacéo da Presséao

Para iniciar o procedimento de discretizacdo da equacéao de pressdo (Equacao
2.21), € necessério antes conhecer e discretizar o dominio modelado. A Figura 2

mostra um dominio genérico.

Figura 2 — Dominio genérico a ser estudado

Fronteira de

Neumann. 'y

/G)

Pogo Produtor. T’

Q

o

Fonte: Souza (2015)

Pogo Injetor. I,

Fronteira de e
Dirichlet, T,

As varias fronteiras I' sdo descritas na figura. E indicada a fronteira de Dirichlet,
I'D, em que os valores da variavel sdo conhecidos. Também ¢ indicada a fronteira de
Neumann, 'N, em que os valores da derivada da variavel sdo conhecidos. Vale
observar que, para condigBes de simetria, utiliza-se a derivada nula, isto €, fronteira

de Neumann com valor nulo.

Ao discretizar o dominio da Figura 2 em diversos pequenos volumes de

controle, encontra-se um padrdo como mostrado na Figura 3.
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Figura 3 — Dominio genérico apods a discretizacao

Fonte: Souza (2015)

Em destaque na Figura 3, observa-se um volume especifico, como melhor

detalhado na Figura 4.

Figura 4 — Volume de controle em detalhe

Volume de
controle genérico

Fonte: Souza (2015)

Na Figura 3 e 4 sdo destacados os nés J e |, o volume de controle em si, Q;,

sua superficie de controle I; e a normal a face 1, IVU.

A integral da Equacéo 21 no volume de controle entédo se torna:

JQAV’-ﬁin = Jﬂ QdQ; (24)

L
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Usando o Teorema da Divergéncia de Gauss (VERSTEEG; MALALASEKERA,

2007), no lado esquerdo da Equacédo 24 se obtém:

f v-ndl; = QdQ; (25)
r

I Qz

Para volumes de controle poligonais, ambos os lados da igualdade podem ser
aproximados utilizando o Teorema do Valor Médio:

'z ijer Iz
QdQ; = Q1O; (27)
Qp

Em que a integral transformada pelo Teorema da Divergéncia de Gauss deixou
de ser uma integral no volume para passar a ser uma integral de superficie, e entdo

ser considerada com um somatoério nas faces do volume.

Portanto, unido as duas partes, a equacao discretizada da pressao se torna:

Z f 171] ’ ﬁl] = QZQZ (28)

ier 't

Substituindo a velocidade total na face, ¥;;, pelos termos da Lei de Darcy:

Z f (—AKVP) ) ﬁu = Q1 (29)
rjer It
O indice I1J indica que os valores sao avaliados na face IJ. O problema é que,
no Método de Volumes Finitos centrado na célula, ou cell-centered, os valores das
variaveis sao associados ao centroide do volume, de forma que para obter o valor na
face, € necessario realizar uma interpolacdo (PATANKAR, 1980; MALISKA, 2004;
VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007).

Para exemplificar o esquema centrado (CDS - Central Differencing Scheme),
um dos mais simples da literatura, sera usada uma malha estruturada retangular,

como mostrada na Figura 5.
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Figura 5 — Malha cartesiana retangular

C
W &

W p ‘ E

Az

Fonte: Elaborada pelo autor

O gradiente de presséo, para um caso unidimensional, € avaliado nas faces 'w’

e ’e’. Para o esquema CDS:

(a_P) =PP‘PW_(6_P> _DPe—Pp (30)
ox/,, Ax ' \ox/, Ax

Neste trabalho, utilizou-se o0 método MPFA-O, ja apresentado anteriormente.
Como detalhado em Aavatsmark (2007), o método MPFA, ou MultiPoint Flux
Approximation, em oposicédo ao TPFA (Two Point Flux Approximation, como descrito
nas equacdes acima), deixa de usar apenas dois pontos para calcular o fluxo na face,
e passa utilizar varios pontos ao redor do volume. Desta forma, a solucao se torna

computacionalmente mais cara, no entanto, aumenta sua precisao.
3.3.Discretizacdo da Equacédo da Saturacéao

Da mesma forma que na discretizacéo da Equacdo de Pressao, na Saturacao
se integra no volume de controle. Por ser uma equacéao transiente (dependente do

tempo), também se integra no tempo. Portanto, integrando a Equacao 13:

t t t
GAY S
f f d)WaQZ Jt = — f f V-E,0Q0; 0t + f f Q,0Q; 0t (31)

ty Qf to Qf ty Qf

Sabendo que I?‘szwﬁ e usando o Teorema da Divergéncia de Gauss
(MALISKA, 2004; VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007):
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t t t

ff¢a(3i:vaﬂzat=—f ffwﬁ-?umzamf fQWanat (32)

to QZ to Fz to QZ

Pelo Teorema do Valor Médio:

t t t
aSWat— ! ff U - 10Q; ot + ! f‘ at (33)
at - va n L (I)Z QW
FZ to

1O

to tO
Resolvendo a integral de superficie do fluxo como um somatério de todas as
faces do volume:

t t

ot = 5);; - Ny 0 1t‘a 34
—— 0t =— f;;(fwv)u Iy t+EJ‘th (34)

1
ot ¢E'Ql:

to tO Ije
Tendo a discretizacdo espacial feita, pode-se continuar com a discretizacao
temporal. Utilizando um esquema do tipo Euler Progressivo:
t

N
j—wat = SpH - Sq

ot z (33)

to
Em que Sv’},‘gl € o valor da saturacdo no volume no instante n + 1 (valor futuro)

e Sw,, no instante n (valor atual).

Desta forma, a equacao da saturacao € discretizada explicitamente como:
n+1 n At S\ AT At An
Swz = Swz - (PT Z (fwv)lj ) NI] + EQW (36)
1Jely

Para simplificar a notacao, o 'n’ indicando o instante atual pode ser suprimido,

e ser especificado o instante de tempo apenas quando diferente de 'n’, tornando-se:

I E (fy)ps - N +—At() (37)

wp T Ywg N wv/I] 1] w
¢y, ¢

1jely

Observa-se, no entanto, que a equac¢éo mostra o uso do fluxo avaliado na face,
isto &, (f,,v);;. A forma como sera calculado este fluxo na face altera fortemente a

solucéo.
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Um dos exemplos deste calculo € o fluxo de Roe, também chamado de
Ponderacdo a Montante, ou Upwind. Imaginando um escoamento unidimensional da
esquerda para a direita, ao avaliar o fluxo de Roe numa face qualquer, o valor
considerado para a variavel na face sera o do volume a esquerda, isto €, a montante
do escoamento. Caso 0 escoamento passe a ser da direita para a esquerda, entdo o
valor na face considerado sera o do volume de controle a direita, também a montante

do escoamento.

3.4.Método dos Volumes Finitos Isotrépico

O Método dos Volumes Finitos Isotropico € uma variante do MVF proposta por
Shukla e Giri (2014), com base no trabalho anterior de Kumar (2004).

O trabalho de Shukla e Giri (2014) € o motivador e maior base desta
dissertacdo. No artigo, os autores propuseram uma modificacdo ao Método de
Volumes Finitos e resolveram inUmeras equacfes governantes de diferentes
problemas, com 2 e 3 dimensdes. A grande limitacao do trabalho foi o tipo de malha,

apenas Cartesiana Uniforme Quadrada.

Nesta sec¢do, é explicado melhor o procedimento adotado no trabalho, para

facilitar a compreensao da metodologia desta dissertacao.

3.4.1. Equacgéo Governante Discretizada

A equacéo a ser discretizada € genérica para problemas de adveccéao-difuséo

ou
S, TVFot,U) =506t U) (38)

Em que U é considerado o vetor das variaveis, x = (X,y) é o vetor de posi¢ao

bidimensional, t € o tempo, F é o vetor de fluxo e S é o termo fonte.

O vetor de fluxo inclui termos difusivos e advectivos, sendo definido como:

34



F=F(x,y,t,U) + G*(x,y,t,U) — D(x,y,t,U)VU(x, y,t) (39)

Em que, por definicdo, F? € o vetor de fluxo advectivo na direcdo x e G* na
direcdo y e D € o tensor de difusividade. Logo a equacao genérica pode ser escrita

como:

oU  0F%(x,y,t,U) 94G3(x,y,t,U
5t (xai] )+ (xa;' )=V-(D(x,y,t,U)VU(x,y,t))+S(x,y,t,U) (40)

Sabendo que

U
ox
U
[y

D(x,y,t,U)VU(x,y,t) =D (41)

Encontra-se que a equacdo genérica, expandindo os termos advectivos e

difusivos sera:

oU  0F%(x,y,t,U) 0G*(x,y,t,U)
at dx ady

9 U
-— —_— 4?2
% [D(x, Y6, U) ay] +5(x,y,6,U) (42)

a[D( tU)aU]+
0x oY b 0x

A equacao governante é discretizada para o elemento bidimensional quadrado

estudado, I;; = [xi_%, xi%] X [yj_%, yj%], mostrado na Figura 6.
Figura 6 — Elemento bidimensional estudado

{‘rh y_;+%)

(z; 51-},-'_;)“],, . s (-’ff“ %:?Jj)

Fonte: Elaborada pelo autor

Fazendo a integral de area em todo o dominio I;; a equacao discretizada sera:
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>dxdy=

ﬂ ou  0F*(x,y,t,U) 0G*(x,y,t,U)
—+ +
.\ 0t ox ay

ij

ff g [D( tU)aU]+ g [D( tU)aU]+S( t,U) |dxd (43)
Iij ax x,y; ) ax ay x,y; ) ay x:y; ] X y

Dividindo ambos os lados equacgdo por h?, que é a area do elemento, e

rearranjando a equagéao, encontra-se:

d 1 v o1 xil 1 y..1 xig

d _f J+2f ZU(x,y, ) dxdy | = _zf 1+2f S(x,y,t,U) dx dy

v, 1 Jx 1 h Vit 4
2 2 2

[y

! 1fy’+%1=a( tU)d 1fyj+%n( tU)U ( t)d
-7 7 x ) ) ) - 7 x- ) ) ) x- ) )
hhy.1 i+%y y hy.1 l+%y X l+%y Y
-3 J—3
1/1 Y.,2 1 rY.,1
+E<E'f ]+2 F‘a (xi_l’y) t}U) dy_ﬁ'[ ]+2D(Xi_lry; t;U) UX <xi_lly; t) dy)
V.1 2 V.1 2 2
J=3 J=3
! 1fx”%(;a( tU)d lfx”%D( tU)U ( t)d
h\hJ, | x,yj%, ' X7 h ‘. x,yj%, ’ y x,yj%, x
2 2

- 1jx”%(;a< tU)d 1fxi+%D< tU)U ( t)d (44)
h h . x;yj_%) ) h . x:yj_%; ) y xryj_%; X

Utilizando o conceito de valor médio, é possivel simplificar a equacdo da

seguinte forma:

. 1
Jo_ _ Ay 2+Si,j (45)

Em que a barra simboliza a média no volume e o circunflexo, a integral na face.
3.4.2. Valor Médio Integral por Expansédo Multidimensional

A representacdo para expansao por série de Taylor Multidimensional é dada

por:
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k .
fa+rw =y E0TD  pm (46)
=0

Em que a é o ponto de referéncia da expanséo e h é a distancia percorrida.

Fazendo:

o[-t

Encontra-se ent&o o valor da variavel em qualquer ponto (i + a, j + ), com base
em um ponto ja conhecido (i,j):

R2a® (Uyy); j 2h?aP(uyy), . R (uyy),

Uisajep = Uij + ha(ux)i,j + hﬁ(u)’)i,j + 2xx by - by > i,j

R a3 (Uyr)i j 3h3“23(uxxy)i,j 3h3aﬁ2(u"”’)i,j h333(u3’”’)i,j hat (e,

4h4a3ﬁ(uxxxy)i'j N 6h40l232(uxxyy)i,j N 4h4a[’)3(uxyyy)i,j N h4ﬂ4(uyyyy)i_j
24 24 24 24

+0(h®) (48)
Desta forma, é possivel calcular a aproximacgéao do valor médio no volume, valor

médio na face e valor médio do gradiente na face com base no valor do centroide.

Para o valor médio no volume:

4

1920

(Vout Suay) +0G)  (49)

1/2 1/2 h2
ﬁi‘j = J ui+a‘j+ﬁda dﬂ = ui'j + ﬁ(vzu)u + 3 g

-1/27-1/2
Para o valor médio na face:

1/2 h? 3

h h? h
B2, = f—1/z ui%’jwdﬁ = Ui+ 5 (ij + 35 (eddij + 57 (V)i + 75 (V) + 0(h*) (50)

E finalmente, para o valor médio do gradiente na face:

1/2
(ﬁ)_1_=J (u_1_ >dﬁ
X 1+§.] 1/2 L+§,]+[3 X

h h? h no .
= (uy);; + 5 ()i + 12 (Uyxr)ij + o4 (Vou,);,; + 18 (V)i + O(h ) (51)

Também € possivel estender o conceito de média para os volumes vizinhos, ja

que a e B ndo se restringem a valores de modulo até 1:
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=u;; + h(aux + ,Buy)i,j + h? Uy + APUy, + o

(42 +1 12a% +1 12p% +1 4B% +1
h oa Pl + Tﬁuxxy to Gy Tﬁuwy

B+ (@
ﬁi+a,j+[3_f 1[ 1 L+a,j+ﬁdadﬁ
b= 2
(12a2 +1 1282 + 1 >
Uyy
ij

i
. [80a* +40a” +1 4a + a 12a? + 1\ [12p% + 1
1920 Unxx 5 Plxaxy 24 24 ) Hxxwy
463 + B 808* + 4082 + 1
T Ty T 1920

uyyyyl+-0(h5) (52)

3.4.3. Anisotropia do Método Convencional

O valor médio na face computado através do Método de Volumes Finitos
Convencional, usando um esquema centrado (CDS), € dado por:
. Upprj + Uy
¢, =2 (53)
i+3,] 2
Fazendo a = 1 e B = 0, encontra-se o valor médio da varidvel no volume a

direita:

_ h? h3
Ujpq,j = U + huy, + (13uxx + uyy) + (Suxxx + uxyy) +

4

1920 + 0(h®) (54)

. 124
(V U+ 120Uyppy + Tuxxyy)

Ja fazendo a =0 e B = 0, encontra-se o valor médio no volume atual:
2 4

= +hv2 +
J T TV T 1920

— 4 4 5
o (v u+ guxxyy) +0(h%) (55)

Substituindo na Equacao 3.53, no calculo do valor médio na face calculado pelo

MVF Convencional:

h h?
ﬁic+lj =u;; + Eux (7uxx - uyy) + (Suxxx + uxyy) +0(h") (56)
=

Substituindo V2u = uyy + U,y € V2Uy = Uy, + Uyyy, ENCONtra-se
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2 3 2 3

SUx t " 7 (o) + 75 (W) + —(Vzu) + h—(Vzux) +0(*)  (57)

~C _
u 1 —ui,j+2

i+§,j
Sabendo que o valor exato na face é dado como ja disposto na Equacao 50:

h 2 h? h3
U 1. =u;+ E(ux)i,j + E(uxx)i,j + ﬁ(vzu)i,j 48( “uy);j + 0(h*) (58)

l+§,]

Separa-se 0s termos na equacao de forma conveniente:
c h h? o h2 h3 .
U 1. =\U; + Eux + ﬁ (V2u) + E 4% ux) (uxx) + (uxxx) + 0(h*) (59)

Substituindo o termo em parénteses pelo valor exato da propriedade na face e
comparando-o com o valor computado pelo Método dos Volumes Finitos
Convencional, encontra-se o erro de truncamento anisotrépico no célculo do valor
médio na face

h2 h3
B1, = 8,1+ () + 35 () + 0 (R (60)

Ja o gradiente na face, pelo Método dos Volumes Finitos convencional, é

computado como:

ul+1] ai,j

()1 ;

(61)

Realizando o mesmo procedimento de substituicido de forma conveniente,
encontra-se o erro de truncamento anisotropico no célculo do valor médio do gradiente

na face:

h? h3
(ux) = (u ) 1 + (uxxx) + (uxxxx) + 0(h4) (62)

Para finalmente analisar o erro de truncamento de toda a equacéao discretizada,

considera-se a seguinte equacgéo de adveccédo-difusédo
Uy + cOu, + C(Y)uy = v(uxx + uyy) + eu (63)

Discretizando-a em esténcil simétrico, sua forma integral se torna
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da;; ™ (A N ) LY ( _ )
—=—(1 -1 — -1
at - r Mk T Mt T (Ml T M-S

v 7 =~ ~
+ E [(ux)i-i-%,j - (uX)i—%,j + (uy)i,j (uy)”__] + Eul J

(64)

Utilizando o Método dos Volumes Finitos Convencional, a equac¢éo se torna:

dﬂij c® c c c® c c
W= (g€, —af, J+——(af -
ho\ g i o\t i

[(ux - @)1, + (), 1~ (), o] +em
Em que
c h? h?
~ A 4
=y = ui+11 (uxx) + (uxxx) + O(h )
c h? h?
~i—l,j = ﬁi + E (Uxx) — E (W) + 0(h4)
~C A~
ui,j+% - ui,j+§ (uyy) + 12 (uyyy) +0(h*)
h? h3
~C A~
Ly ~ %2 Tt (uyy) = 12 (uyyy) + 0
h2 h3
()1, = @)1, + 75 Obena) + 535 () + 0(Y)
>

3

A h? h
(ag)i—%,j = (ux)i—%,j + E (uxxx) - ﬁ (uxxxx) + 0(h4)

hz h3
E (uyyy) + 24 (uyyyy) +0(h")

(3),, = (@), 1

l_]—_

B2 B3
(uy)l]__ (1 y)l]__ 12 7 (Uyyy) — 24 7 (Uyyyy) + 0(h")

O erro de truncamento sera a diferenga entre as duas equagodes:
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(69)
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c™ c»
F=i-T(a,1,-0,0 ) - (2, -2, 1)
{ h l+%,] l—%,] h l,]+% l,]—%
v _
+ A [(ux)i+%,j - (ux)i—%,j + (uy)i,j+% - (uy)i,j—%] + eui‘j} —

¢ . W .
———(a¢, —a¢, )-=—(u -uC ||+
{ h < i+2) i—%.f) h ( Lty i,j—%>

v
Visc _(wC ~C _(7C =
ty [(ux)i+%,j (), 1, + (5 )i,j+% (@) i.j—%] et } 74

Substituindo os valores da variavel e seu gradiente na face:

hZ
E=2 (2P Uy + 2¢PUy, — Vi — Viyyyy) + 0(R*) (75)

Portanto, a solucdo pelo Método de Volumes Finitos Convencional é uma
aproximacao anisotropica. Esta anisotropia € justificada pela presenca de derivadas

direcionais no termo de menor poténcia de h.
3.4.4. Ponderacdao Isotrépica para Valor na Face

Para a reconstrucédo isotrépica do valor médio em uma face (a direita, neste
caso), serdo utilizados os 6 volumes com vizinhanca de n6 a face, mostrados na
Figura 7.

Figura 7 — Face e elementos utilizados na reconstrucéo Isotrépica

R R

—i+1j

ij i+1,j

L J
ij-1 |i+1j-1

Fonte: Elaborada pelo autor
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Na construgdo da equacéao € desejavel que os pesos de cada elemento (wi,)
sejam selecionados de modo que a equacao final se torne do tipo

i, =1

2y2 3
1) = B+ am kP O(R) (76)

Em que ayz, € um coeficiente genérico ndo nulo a ser calculado, de forma que
o0 erro de truncamento seja isotrdpico, ou invariavel rotacionalmente. Ou seja, de forma
que o primeiro termo do erro de truncamento (diferenca entre a aproximagao pelo

Método de Volumes Finitos Isotropico e a solucao exata) seja isotropico.

Como demonstrado anteriormente, a solugcéo exata para o valor da propriedade
na face é dada por:

h

hZ
ui%d_ =u;; + > (Uy)ij + o (3uxx + uW)i,j +0(h®) (77)

Substituindo esta equacéo no valor isotrépico desejado, dado pela Equacéo 76:

- h h?
u;%‘j =t ()i + o4 (Buyy + uyy)l.'j + ayz, h*VZ2u + 0(h3) (78)

As aproximacdes do valor médio das células no esténcil sdo dadas pela

substituicdo de a e 3 na Equacéo 52.

_ 12a? +1 1262+ 1

Upyajp = Uij + h(au, + ﬂuy)i'j + h? <T Uyy + APUyy + Tuyy> +0(h®) (79)
i

i,J

Logo, substituindo as coordenadas referentes aos 6 volumes vizinhos a face:

hZ

Uijo1 = —huy + 2 (txx + 13uy,) + 0(h%) (80)
h2

U;=u+ o (uax + uyy) + 0(h®) (81)

hZ
Ui =u+hu, + 7 (uyx + 13uy,) + 0(h%) (82)

hZ

Uiypjo1 = U+ hu, — hu, + 22 (13w — 24uyy + 13uy,) + 0(R®) (83)

h2
Upy1; = U+ hu, + 22 (13uyy + uyy) + 0(R%) (84)
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h2
Uissjar = U+ huy + huy + 27 (13uyy + 24w,y + 13uy,) + 0(h*) (85)

Sabendo que cada valor médio de célula tera seu peso, a aproximacao para o

valor da face é dada por:

U 1. = Wita,j+pUita,j+pB (86)
aef{0,1}uBe{-1,0,1}

Substituindo, encontra-se:

h2
~1 _
ui%'j = tw;jq [u — hu, + o2 (uxx + 13uyy)l

h2
+a)l-,j [u + ﬁ (uxx + uyy)

h2
+hu, + ﬁ(uxx + 13u,,)

tw;j+1

h2
+wiqj-1 |u + hu, — huy, + ﬁ(13uxx — 24u,, + 13uyy)l

hZ
twit1, [u + hu, + o2 (13uxx + uyy)l

h2
+Wit1,j41 Iu + huy + hu, + o (13w + 24uy, + 13uyy)l (87)

Entdo forma-se o seguinte sistema:

ur1 1 1 1 1 1 0 [ @ij-1 71 11 7

U | 0 0 0 1 1 1 0 Wi, 1/2

Uy -1 0 1 -1 0 1 0 Wi j+1 0

Uy |1 1 1 13 13 13 —-24||Wi+1j-1|=]| 3 (88)
Uy |0 0 0 -1 0 1 0 Wit1,j 0

Uyy 113 1 13 13 1 13 —24||Wi+1,j+1 1

simt0 0 1 0 0 -1 0 1L aye, L 0 -

Em que a ultima equacdo surge da simetria imposta entre 0S pesos.

Resolvendo, encontra-se:

[ Wij-1 T _1/12_

Wj j 4'/12
wi,j+1 1/12
Wit1,j-1|=11/12 (89)

Wit1,j 4/12
Wi+t1,j+1 1/12
L A2y 1 1 1/6
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Portanto:

Ujpioq AU+ Uy jyq + Uiy jo1 + Ajgq j+ Ujgr h?
ﬁ{ L= i,j—1 i,j i,j+1 i+1,j-1 i+1,j i+1,j+1 — ﬁ, ,+—V2u + 0(h3) (90)
l+§v1 12 i+ J 6

N[ =

Ponderando, assim como calculado, da seguinte forma:

Figura 8 — Peso de cada elemento para o calculo do valor médio na face

1 |
L ] L]
iLj+1 i+1,j+1
——
4 4 4
[ ] [ ]
i,j —1 i+ 1,
—
1 1
L ] L ]
i,j—1 i+1,j-1

Fonte: Elaborada pelo autor
3.4.5. Ponderacdo Isotrépica para Gradiente na Face

Para a reconstrucao isotropica do gradiente em uma face (a direita, neste caso),

serdo utilizados os mesmos volumes usados para o valor médio.

Na construgédo da equacgao é desejavel que os pesos de cada elemento (wi,))

sejam selecionados de modo que a equacéo final se torne do tipo

(@),1; = @)1, + Gy, WP + O0) (91)
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Em que ayz,, € também um coeficiente genérico ndo nulo a ser calculado.

Como demonstrado anteriormente, solucdo exata para o valor do gradiente na face é

dada por:

h 2 h? n?
(ux)i+%,j = (ux)i,j + E (uxx)i,j + E (uxxx)i,j + ﬁ (Vzux)i,j + E (Vzuxx)i,j + 0(h4) (92)

Substituindo na equacao desejada:

h 2 h?
(@3 1= (Uy)ij + E(uxx)i,j + P (Uyxn)ij T o4 (V) ; + agz, h*V?u, + 0(h%) (93)

l+2

As aproximacdes do valor médio das células no esténcil também sao dadas

pela substituicdo de a e B na Equacgao 52.

Uipgj+p = Upj + h(aux + ﬂuy)i‘j + h? <T Uy T APUy + 4 . + 0(h®) (94)

12a? +1 1262 +1
Uyy
L,j
Tendo os valores ja calculados nas Equacdes 80 a 85, e sabendo que cada
valor médio de célula tera seu peso, a aproximacao para o gradiente na face é dada

por:

Wita,j+pUita,j+p (95)
ae{0,1}upe{-1,0,1}

S

~1
Uy), 1. =
CONY
Expandindo a soma e substituindo cada valor médio, encontra-se:

~ Wi j-1 h2
(u;)i+%’j = +- l;l_ [u — hu, + ﬁ(uxx + 13uyy)l

wi,j hz
+— Iu +o7 (px + uyy)l
Wi 41 h?
+—— [+huy + o7 (e + 13uyy)l
Wit - h?
= [u + Rty = huy + > (1315 — 241y, + 13uyy)l
Wit1,j h?
+ % Iu + hu, + o2 (13uxx + uyy)l

Witq1,j+1 h?
— | b+ by, + ﬁ(13uxx + 24uy, + 13u,,) (96)

Formando o sistema:
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— wij—l -

url1 1 1 1 1 1 0 ) r 07
uy 1 0 -1 1 0 -1 0 Wi,j 0
Uee |1 1 1 13 13 13 0 || Pij+1 12
Uy O 0 0 -1 0 1 0 [||Wi+1j-1|=]0 97)
Uyy 113 1 13 13 1 13 0 Wit1,j 0
Uexx | 0 0 O 5 5 5 =24 |1 Wi+1,j+1 3
UeyyL O 0 O 13 1 13 —241] ayz,, 1 L1
A solucéo é dada por
r (‘)i,j—l E _—1/12_
(Ul',j —10/12
(Ul"j+1 —1/12
Wiy1j-1|=| 1/12 (98)
Wit1,j 10/12
Wi+t1,j+1 1/12
L vy, 1] 1712 |
Aplicando os pesos, encontra-se
11 — 10U ; — Uy g + Upgq o1 + 10Ujpq; + Uiyq s
~ _ = ij—1 ij ij+1 i+1,-1 i+1) i+1,)+1
@)1, =7, 12 99)
Finalmente:
(@), 1, = (fly). 1 +h—2V2u + 0(h3) (100)
ity Yivgj 127 7

A partir da equacéo, observa-se que o menor termo do erro de truncamento, de
poténcia h?, contém apenas operadores diferenciais isotropicos (detalhados no

Apéndice A), portanto a discretizagdo é isotropica.

Pondera-se, assim como calculado, da seguinte forma:
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Figura 9 — Peso de cada elemento para o célculo do gradiente na face

3 !
i,j+1 i+1,j+1
-10 10

|
[—
Y —

i1 P11

Fonte: Elaborada pelo autor

3.5.Método Quasi-Isotropico

O método proposto neste trabalho leva em consideracdo a ponderacao
apresentada nas sec¢fes anteriores (3.4. Método de Volumes Finitos Isotrépico).
Adapta os pesos encontrados por Shukla e Giri (2014) para reconstrucao do valor da

velocidade e mobilidade total na face do volume de controle estudado.

Vale ressaltar que a construcao apresentada anteriormente utiliza a equacao
de adveccdao-difusao linear. Portanto, ndo € esperado que a mesma faca com que 0s
problemas de petroleo, que da forma estudada neste trabalho s&o néo-lineares,
tenham solucgdes isotropicas, no entanto, € esperada uma melhora substancial no que
diz respeito a reducgédo do Efeito de Orientacéo de Malha. Por isso, por ter esséncia no
meétodo isotropico linear de Shukla e Giri (2014), mas ser aplicado em um cenario nao-
linear, 0 método proposto é chamado de Método Quasi-Isotropico (MQI).

O fluxo na face é calculado como mostrado anteriormente na Equacao (37):

ﬁwl] = (fwﬁ)lj (101)
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Isto é, o fluxo para agua na face formada pela aresta entre os nés l e J é
formado por um produto do fluxo fracionério de agua (f,, = 4,,/4) e da velocidade,

ambos calculados na face.

Nas proximas sec¢Oes, sera detalhado o procedimento de reconstrucdo tanto

para a velocidade como para a mobilidade total, utilizada no calculo do fluxo
fracionario.

3.5.1. Reconstrucao da Velocidade

Para reconstrucdo do valor da variavel na face, de acordo com a Equacéo 90,
devemos utilizar:

~0I Vi1 40+ Vgt Vi o F AV F Vi
vy = (102)
5] 12
Em que QI indica o uso do Método Quasi-Isotrépico. Isto é:
~QI  _ —_
V1.7 Z Wita,j+BVi+a,j+p (103)
l+§,j

aef{0,1}uBe{-1,0,1}

Em que 0s pesos, w;4,j+p, S80 dados na Figura 10.
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Figura 10 — Esténcil e pesos utilizados na reconstrucdo da velocidade na face de

interesse
1 1
[ ] [ ]
i,j+1 i+1,j+1
—
4 45 4
[ ] [ ]
ij — i+ 1,j
—
1 1
L ] [ ]
i,j—1 i+1,j—1

Fonte: Elaborada pelo autor

Vale observar que toda a construgdo dos pesos realizada por Shukla e Giri
(2014), e consequentemente utilizada neste trabalho, tem como requisito a malha ser

guadrada, isto €, cartesiana e com espacamentos iguais.

E importante ressaltar que, para os pesos utilizados na construgdo do MQI,
caso sejam desconsiderados os volumes que ndo sdo adjacentes a face, isto é, uma
ponderacédo de 1/2 para o volume a esquerda e 1/2 para o volume a direita, 0 método
se torna o convencional, em que é realizada uma média aritmética dos dois volumes

diretamente conectados a face.
3.5.2. Reconstrucao da Mobilidade Total

Da mesma forma, para reconstrugédo do valor da mobilidade total na face, de

acordo com a Equacao 90, devemos utilizar:

QI QI SWi,j—l + 4SWi,j + SWi,j+1 + SWi+1,j—1 + 4SWi+1,j + SWi+1,j+1
A 1. = SW 1. ]= A

(104)

i+§,] 12
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Em que QI indica o uso do Método Quasi-Isotropico. O arranjo dos pesos

utilizados € igual ao da velocidade, mostrado na Figura 10.

Observa-se que, para o Método Quasi-lsotropico, € necessario calcular a
saturacao na face utilizando a ponderacéo de Shukla e Giri (2014), e com este valor
obtido, calcular a mobilidade total, e ndo calcular as 6 mobilidades totais no esténcil e

em seguida usar a ponderacao.
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4. Resultados

Neste capitulo, serdo discutidos trés exemplos que validam a construcéo e

implementacdo do Método Quasi-Isotropico, comparando com formulacfes
convencionais:

e Adveccao-Difusdo Linear (reproduzindo a comparacdo do método
convencional com o isotrépico de Shukla e Giri, que é a base para a
construcéo do Método Quasi-Isotrépico);

e Quarto de 5 pocos com relagdo constitutiva piston-like (comparando o
método Convencional com o Método Quasi-Isotropico);

e Injecdo com simetria radial com relagdo constitutiva brooks-corey

(comparando o método Convencional e o Método Quasi-Isotrépico)

Para todos os casos, tratam-se os problemas de forma adimensional, e todas
as malhas utilizadas sao cartesianas quadrangulares uniformes, devido a restricédo até

mesmo da prépria ponderacdo utilizada na construcdo do método.

4.1.Adveccdao-Difusédo Linear

Para solucéo do problema de Adveccéo-Difusdo Linear proposto por Shukla e
Giri, foi programado um simulador que conta com o0 processo de geracao de malhas
estruturadas cartesianas 2D (resolvendo malhas de até 400 x 400 subdivisdes),
solucéo através da escolha do método (convencional, isotrépico ou quasi-isotropico)
e poés-processamento. A ferramenta foi completamente desenvolvida no Matlab
R2019a.

O problema a ser resolvido é o transporte de uma propriedade escalar de forma

linear, dentro do dominio quadrado Q = [-1,1]%, modelado pela equacéo:
us + V- (cu) = vwu (105)

Em que ¢ = (—wy,wx) é o campo de velocidade, em que o pulso esta girando em

torno de seu préprio eixo com velocidade angular w = 11/2, e v = 1072 é a difusividade.
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Os contornos sdo modelados por uma condicdo homogénea de Dirichlet e a

disposicéo inicial do campo desta propriedade no espaco € axissimétrica, dada por:

u(x,0) = Aexp (— ”j;l/|2> (106)

Em que A = 2.5. O campo € mostrado na Figura 11.

Figura 11 — Campo inicial (de 0 a 2.5) utilizado no problema de adveccéao-difuséo

linear

Escalar

. 2.5

Fonte: Elaborada pelo autor

A solucao analitica é dada por:

( t)—i L (107)
W= AP\ T+ D

Pela solugéo analitica e pela propria natureza do problema, o que é esperado
€ que o pico do pulso reduza com o tempo e a propriedade va aumentado a largura

de seu pulso, como se 0 mesmo estivesse derretendo.

O tempo final a ser simulado é de t = 1.5, entdo o0 pico esperado é ué(x,y,t) =
ue(0,0,1.5) = 1.
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Utilizando o método convencional o valor do pico foi de u®(x,y,t) = u¢(0,0,1.5) =
1,00098. Portanto o erro maximo encontrado (que é no centro), foi de 9.8x1074. Como
0 método convencional faz com que o erro de truncamento se torne anisotrépico,
conforme ja demonstrado, é esperado que o campo de erro absoluto tenha direcdes
preferenciais, e é isto que € mostrado na Figura 12. A cor azul simboliza o erro nulo,
ja o vermelho, o erro maximo, de 0,00098 no centro. Percebe-se o surgimento de

estruturas com dire¢des preferenciais (anisotropicas).

Figura 12 — Campo de erro em t = 1.5s utilizando o método convencional

Erro

. 9.8x107*

Fonte: Elaborada pelo autor

Ja utilizando o método isotrépico, o valor do pico foi de u'(x,y,t) = u'(0,0,1.5) =
1.0012. Portanto, o erro maximo encontrado (que também é no centro), foi de
1.2x1073. E importante observar que, apesar do erro maximo no método isotropico ser
maior do que no método convencional, devido a ponderagéo adotada, ndo ha direcao
preferencial no erro, como mostra a Figura 13. Esta caracteristica € muito util,
principalmente para problemas com solucdo axissimétrica, como € o caso deste
estudado, pois mantém a esséncia axissimétrica da solucdo, ainda que haja um erro

radial.
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Figura 13 — Campo de erro em t = 1.5s utilizando o método isotrépico

Erro

. 1.2x10°2

Fonte: Elaborada pelo autor

E importante observar que, apesar de todo este esforco para reduzir a
anisotropia, o valor do erro absoluto € irrisério proximo ao valor total, de forma que o
erro relativo maximo se aproxima de 0.1%, isto é, tanto a solucdo analitica como as
solugcBes convencional ou isotropica apresentam o mesmo formato como solucéo,

ainda que o valor, radialmente, contenha um pequeno erro.

Ja na préoxima aplicacdo, que diz respeito a simulacdo de reservatérios de
petréleo, os erros relativos passam a ser ndo so significativos, como criticos, atingindo
até mesmo 100% e distorcendo completamente os resultados. E neste tipo de
problema que o método isotrépico encontra grande aplicabilidade e possibilidades de

aplicacdes que impactarao de fato os resultados da simulacéo.

4.2.Quarto de 5 Pogos com relagdo constitutiva do tipo Piston-Like

Para escoamento bifasico, agua e 0leo, imiscivel em reservatorios de petroleo,
0 padrdao de Quarto de 5 Pocos é um problema classico, atil para avaliar o

desempenho de técnicas que reduzem o Efeito de Orientacdo de Malha.
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O dominio de simulacéo € ilustrado na Figura 14. A linha sélida representa uma
instancia do padréo de repeticdo (de 5 pocos, em que 0s 4 da ponta sdo produtores e
0 poco central € injetor), j& as linhas tracejadas representam a simetria (de um quarto
do dominio).

Figura 14 — Dominio de simulacéo do Quarto de 5 Pocos

@ Injetor

() Produtor

Fonte: Elaborada pelo autor

O padrédo de solucédo esperado, no inicio da injecéo, € radial, de forma que a
frente de saturacdo de agua deve se deslocar sem direcdo preferencial, como mostra
a Figura 14. A radialidade esperada da solucdo advém, além do arranjo dos pocos,
da isotropia e homogeneidade do reservatorio estudado.

Para a solucdo numérica, foram utilizadas malhas cartesianas de 20x20, 40x40

subdivisdes, e razdes de mobilidade de 10 e 100.

O dominio utilizado foi tamanho unitéario, isto €, [0,1] x [0,1]. Foi imposta uma
vazao unitéria no pocgo injetor, e a pressao imposta no poco produtor foi nula. A relagéo
constitutiva foi do tipo piston-like (SOUZA, 2015), que traz maiores distor¢cdes nos
resultados, tornando mais explicitas as instabilidades numéricas:

SZ _
M(1—S2)+ S’

ko =1—kyy (108)

krw =
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Figura 15 — Comportamento esperado ao iniciar a injecao de agua no dominio

O

Fonte: Elaborada pelo autor

A solucao esperada é isotropica e o fato do meio ser isotrépico e homogéneo
possibilita este comportamento. Caso alguma anisotropia se faca presente, fica claro

gue seu surgimento é devido a formulacdo numérica utilizada.

A condicao de contorno €, pela prépria natureza do problema, simetria em todas

as arestas do dominio.

Para simplificacédo, a representacdo do campo de saturacdo de agua se dara
sem escala de cores, ou seja, azul sendo 6leo (Sw= 0) e vermelho sendo agua (Sw=
1).

Ao utilizar o método Convencional os resultados sédo apresentados na Figura
16.
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Figura 16 — Frente de Saturacdo do Método Convencional variando razdo de
mobilidade e malha

M =100

Saturacdo de
Agua (Sw)

.1

Malha
40 x 40

Fonte: Elaborada pelo autor

E importante ressaltar que os resultados estio espelhados, devido & simetria
do problema. Isto é, a representacdo acima, de malhas 40x40 e 80x80, foram
montadas através da solucdo de apenas 1/4 do dominio com malhas 20x20 e 40x40
respectivamente, reduzindo o esforgco computacional necessario. Este procedimento

foi adotado para todos casos deste exemplo.

O desempenho observado na Figura 16 ilustra a grande distor¢do no campo de
saturacdo ao utilizar o método convencional, que deveria ser radial. llustra uma
biparticdo da frente em duas direcbes (que também sdo as direcbes da malha),

reduzindo a confiabilidade dos resultados.
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Ao utilizar o Método Quasi-Isotropico os resultados sdo apresentados na Figura
17.

Figura 17 — Frente de Saturagdo do Método Quasi-Isotrépico variando razao de
mobilidade e malha

M =100

_-H'-.==.-'H-_ Saturagéo de

==. .== Agua (Sw)
Malha EE EE 1
20 x 20 L | i .

I= =I

.=II====II=.

Malha
40 x 40

Fonte: Elaborada pelo autor

Ao comparar os resultados obtidos, para os mesmos valores de razéo de

mobilidade e mesma malha, obtém-se os resultados mostrados nas figuras a seguir.
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Figura 18 — Comparativo entre os métodos Convencional e Quasi-lsotrépico para
malha 20x20 e Razéao de Mobilidade M = 10

Método Convencional Método Quasi-Isotropico  saturagio de

Agua (Sw)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 19 — Comparativo entre os métodos Convencional e Quasi-lsotrépico para
malha 20x20 e Razéao de Mobilidade M = 100

Método Convencional Método Quasi-Isotropico  Saturacio de

Agua (Sw)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 20 — Comparativo entre os méetodos Convencional e Quasi-lsotrépico para
malha 40x40 e Razéao de Mobilidade M = 10

Método Convencional Metodo Quasi-Isotropico  Saturacdo de

Agua (Sw)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 21 — Comparativo entre os métodos Convencional e Quasi-lsotrépico para
malha 40x40 e Razéao de Mobilidade M = 100

Método Convencional Método Quasi-Isotropico  Saturacio de

Agua (Sw)

Fonte: Elaborada pelo autor

Observa-se que em todos 0s casos, a utilizagdo do Método Quasi-Isotropico

trouxe melhora no resultado.

Diferentemente dos resultados da se¢ao anterior, em que foram comparados

resultados de um problema de Adveccéo-Difusdo Linear, as melhorias no resultado

ocorrem de fato nos valores absolutos e sdo notaveis a olho nu. Nos casos de

Adveccao-Difusao Linear, observaram-se os gréaficos de erro de truncamento. Eles se
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tornaram isotropicos, no entanto, em termos de erro absoluto, quase nenhuma

mudanca ocorreu (com variacdo de 0,1% no erro maximo).

J& no caso de Quarto de 5 Pocos, a melhora trazida pelo Método Quasi-
Isotropico é perceptivel no préprio resultado (e ndo s6 no seu erro de truncamento).
Observa-se um arredondamento da frente de saturacéo, isto €, uma aproximacao do
comportamento real do problema, e a diferenga no erro chega a ser de 100% absoluto,
isto €, em um volume que na verdade deveria ser 100% de 6leo, o método

convencional esta mostrando 100% de agua e vice-versa.

E importante ressaltar também que, como mencionado durante a demonstrag&o
da construcdo do método, a ponderacao utilizada no Método Quasi-Isotropico toma
como referéncia os pesos construidos para casos lineares. Por isso, os resultados
para 0 Quarto de 5 Pocos, apesar de apresentarem melhora, ndo se tornaram
perfeitamente isotrdpicos, isto é, rotacionalmente invariantes, mas apenas reduziram

a anisotropia advinda do Efeito de Orientag&o de Malha.

Os ganhos para aplicacdes reais do Método Quasi-Isotropico sao de grande
potencial, pois sua utilizacdo pode implicar em maior precisdo no escoamento de agua
no reservatério durante a recuperacdo secundaria. Desta forma, os célculos dos
parametros referentes a producéo no reservatorio se tornardo mais precisos: o corte

de agua, curva de producéo dos pocos, estimativa da vida do reservatério etc.

O exemplo a sequir ilustra bem este ganho em termos de curva de producéo e

corte de agua.

4.3.Injecao com 2 pocgos produtores com relagcao constitutiva do tipo Brooks-

Corey

O problema analisado a seguir, obtido de Kozdon et al. (2011), consiste em um
meio isotropico, com dimensdes [-0,5;0,5]?, inicialmente saturado com éleo (Sw = 0).
O reservatorio € composto por duas regiées: uma interna, de permeabilidade unitaria

e outra, externa, de permeabilidade 10°. A permeabilidade da regido externa é
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escolhida de forma a se comportar como uma barreira, restringindo o escoamento a

regido circular interna, de raio 0,5.

Um poco injetor é posicionado no centro do dominio, prescrevendo-se vazao
unitaria, e sdo posicionados dois pocos produtores (poco 1 a esquerda e poco 2 a
direita), simetricamente. E imposta presséo nula, e suas coordenadas sdo definidas

como:
(%12,¥12) = {F0,3 cos(n/6); —0,3 sin(r/6)} (109)

O estudo dos diversos cendrios para este problema se d4 com base na rotagcédo
do dominio fixando a posicéo dos poc¢os, conforme mostrado na figura a seguir.

Figura 22 — Dominio computacional utilizado demonstrando-se as malhas para duas

das quatro rotacdes analisadas (0° e 30°)

Fonte: Kozdon et al. (2011)

A malha utilizada no problema tem 51x51 subdivisbes e é cartesiana e
quadrangular. No presente trabalho sdo simuladas 4 configuracdes diferentes de
rotacao: 0°, 15°, 22,5° e 30°.

A rotacdo no dominio é realizada pois, devido a simetria dos pocos e do
problema em si, é esperado que as curvas de breakthrough sejam iguais. Desta forma,
qualquer diferenca nas duas curvas (dos dois pog¢os produtores) advém de Efeito de
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Orientacdo de Malha, isto €, de retardos ou avancos na frente de saturacdo de agua

devido ao seu angulo com as direcdes preferenciais da malha.

A relacdo constitutiva de brooks-corey é utilizada, com os parametros para
agua e oleo respectivamente nw = 4 e no = 2. A razdo de mobilidade adotada &€ M =
100 e o tempo adimensional para constru¢cdo dos contornos é 0,1 Volume Poroso

Injetado (VPI). A porosidade € unitaria.

Na rotacdo padrdo, os contornos resultantes para os dois métodos sao

apresentados nas figuras a seguir.

Nas Figuras 23 a 26 sdo mostrados os contornos de saturacdo de agua para

as 4 configuracdes de rotacao estudadas.

Figura 23 — Contornos de Saturacdo de Agua para a Rotac&o de 0°
Saturacdo de

Agua (Sw)

(a) Método Convencional (b) Método Quasi-Isotropico

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 24 — Contornos de Saturacéo de Agua para a Rotacdo de 15°
Saturacdo de

Agua (Sw)

(a) Método Convencional (b) Método Quasi-Isotropico
Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 25 — Contornos de Saturacdo de Agua para a Rotacéo de 22,5°
Saturagdo de

Agua (Sw)

(a) Método Convencional (b) Método Quasi-Isotropico

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 26 — Contornos de Saturacéo de Agua para a Rotacdo de 30°
Saturacdo de

Agua (Sw)

(a) Método Convencional (b) Método Quasi-Isotropico
Fonte: Elaborada pelo autor

Os ganhos em termos de reducédo de anisotropia nos resultados podem ser
observados principalmente pelo arredondamento da frente de saturacdo de 4gua em
todos os casos. Deve-se observar também uma certa instabilidade nos contornos
intermediarios para o Método Quasi-Isotropico, principalmente nas direcdes da malha.
Isto se deve principalmente ao fato de a ponderacao utilizada como base nao levar
em consideracao todas as nuances caracteristicas de um problema de petroleo, por
ter sido construida por Shukla e Giri para problemas de advecao-difusédo lineares.
Desta forma, a anisotropia ndo é totalmente eliminada, fato que pode ser observado
pela dificuldade, ainda que menor, da frente de saturacdo se propagar nas direcdes

paralelas a malha.

Outro resultado relevante para o comparativo do desempenho dos dois
métodos € a andlise da curva de breakthrough (chegada de agua no poco produtor),
isto é, a saturacdo de agua nos poc¢os produtores no decorrer da injecdao. O
comparativo das curvas de breakthrough com 0° (com malha simétrica) serve de

referéncia para os comparativos com a malha rotacionada.
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Saturacdo de Agua (Sw)

Saturacdo de Agua (Sw)

Figura 27 — Comparativo da Curva de Corte de Agua com 0°

0,4
0,35
0,3
0,25
——P1 Convencional
0,2
—— P2 Convencional
0,15 ——P1 Quasi-Isotrépico
——— P2 Quasi-Isotrépico
0,1
0,05
0
0,03 0,05 0,06 0,06
Volume Poroso Injetado
Fonte: Elaborada pelo autor
Figura 28 — Comparativo da Curva de Corte de Agua com 15°
0,4
0,35
0,3
0,25 _ -
- -
P — = =P1 Convencional
0,2
1 —— P2 Convencional
0,15 : : — — —P1 Quasi-Isotrépico
11 P2 Quasi-Isotrdpico
0,1 11
[}
[}
0,05 1
(N}
I
0 -
0,03 0,04 0,05 0,06

Volume Poroso Injetado

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 29 — Comparativo da Curva de Corte de Agua com 22,5°

0,4
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0,3

0,25

Saturacdo de Agua (Sw)

0,2

0,15

0,1

0,05

0,03

0,04 0,05 0,06
Volume Poroso Injetado

Fonte: Elaborada pelo autor

— — =P1 Convencional

P2 Convencional

= = =P1 Quasi-Isotrépico

P2 Quasi-Isotrépico

Figura 30 — Comparativo da Curva de Corte de Agua com 30°
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Percebe-se que as curvas mais internas (isto é, utilizando método quasi-
isotrépico) apresentam um espacamento menor, quando comparadas as mais
externas (que utilizam o método convencional). Este resultado demonstra a influéncia
positiva do método estudado na reducdo do Efeito de Orientacdo de Malha, pois,
guanto mais préximas as curvas estdo, menor é a diferenca no breakthrough dos
pocos produtores. Idealmente, como pode ser visto na Figura 27, em que ha simetria
do escoamento, as curvas devem ser iguais, e quanto maior o espagcamento entre

elas, maior a distor¢éo advinda a rotacéo da malha.
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5. Conclusdes

No presente trabalho, foi estudada uma formulagcdo numérica baseada no
Método de Volumes Finitos Isotropico, de Shukla e Giri (2014), adaptando-a para
problemas de petréleo, mais especificamente escoamento bifasico em reservatorios
homogéneos e isotropicos. O método proposto neste trabalho, chamado Método
Quasi-Isotropico, realiza a reconstrucdo dos valores de velocidade e mobilidade total
na face com base na ponderacdo linear utilizada por Shukla e Giri, na estratégia

segregada de solucéo das equacdes de transporte do escoamento.

Para o problema de advecéao-difusédo linear avaliado neste trabalho, o pulso
gaussiano girando em torno de seu proprio eixo, o erro tornou-se isotrépico, no entanto
aumentou levemente seu valor absoluto, continuando em uma ordem desprezivel. Isto
mostra o valor real do método: a proposicao inicial, de tornar o erro rotacionalmente
invariante, foi cumprida; no entanto, resultados em termos absolutos ainda continuam
na mesma ordem de grandeza. Foi constatado que este ganho é mais facilmente
observado para problemas de petréleo. Este problema teve como objetivo validar a

aplicacao do método e reproduzir os resultados ja obtido por Shukla e Giri.

Desta forma, quando aplicado nos outros dois exemplos apresentados nos
resultados, foco deste trabalho, observaram-se ganhos reais, ndo s6 na isotropia do

erro, mas também em seu valor absoluto.

O segundo exemplo, um problema classico na area de petréleo, o 1/4 de 5
pocos, demonstrou claramente os ganhos que o Método Quasi-Isotropico trouxe. A
frente de saturacdo mais arredondada em todos os casos ndo deixou duvida da
efetividade do método em reduzir o Efeito de Orientacdo de Malha. Apesar do erro
nao se tornar de fato isotropico, a sua anisotropia reduziu de forma notavel. Uma
observacéo a ser realizada em relagdo comportamento dos contornos com este novo
método é que, apesar de melhorar a qualidade da resposta para o escoamento nao-
paralelo a malha, hd um pequeno retardo para o escoamento que coincide com as
direcGes preferenciais da malha. Esta anisotropia pode ser reduzida aprofundando
mais o conhecimento acerca do erro de truncamento e da forma como 0S pesos

escolhidos na reconstrucéo das variaveis na face o afeta.
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O terceiro exemplo, problema de 3 pocos proposto por Kozdon et al. (2011),
em que sao posicionados 1 injetor centralizado, 2 produtores simétricos e a malha é
rotacionada, também demonstrou o ganho de duas formas. Os graficos de contornos
de saturacdo de 4gua, apoés a aplicacdo do Método Quasi-Isotropico, se tornaram mais
independentes da rotacdo imposta a malha. Ja as curvas de saturacdo de agua nos
pocos produtores se tornaram mais similares, efeito positivo que foi observado em
todos os 3 angulos testados. Foi observada uma pequena instabilidade, que pode ser
avaliada e tratada com maior profundidade nos desenvolvimentos futuros advindos

deste trabalho.

O potencial do método proposto neste trabalho, demonstrado através dos bons
resultados obtidos, deixa latente a necessidade de desenvolvé-lo e aprimoréa-lo ainda

mais. Possiveis trabalhos futuros incluem:

e Andlise mais aprofundada do erro de truncamento e sua relacdo com a
ponderacéo utilizada, de forma a reduzir a anisotropia ainda presente levando
em consideracao caracteristicas fisicas do problema e do material, bem como
levar em consideracdes caracteristicas da malha, para permitir o uso do
método de maneira mais efetiva em malhas retangulares, heterogéneas ou até
mesmo nao-estruturadas

e Construir uma ponderacao isotrépica para equacdes nao-lineares, para permitir
0 uso deste método na equacédo de transporte;

e Modificar a formulacdo de forma a aplica-la localmente quando houver
beneficio e utilizar outro método, como o convencional, quando ndo houver

ganho.
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APENDICE A - Isotropia de Operadores Diferenciais

A.1 Introducgéo

Serao investigadas as propriedades de invariancia rotacional, ou isotropia, de

alguns operadores diferenciais. A isotropia diz respeito a seguinte caracteristica:
f(x) = f(Rx) = f(x") (110)
Em que R é a matriz de rotacdo bidimensional:

__[cos@ —sin@
R_[sine —cosf (11

E x e X’ sdo os vetores bidimensionais de posicao

I , _[x'1_[xcos8 —ysinf
X_[y] ex _[y’]_[xsin9+ycost9 (112)

E importante perceber que:

ox' ox' ay' ay'
— = +— = —sjinf:— =sinf:— = 11
o cosf; 3y sin@; o sin@; 3y cos (113)

Ja a funcéo f a ser testada € do tipo:

f=fly)=f&y)=f(x'Cy)y xy) (114)
A.2. Diferencial Simples

Os diferenciais em x e y, pela Regra da Cadeia, sao:

of of ox'  of oy’ of of .

9% 9% Ox + 3y dx 9% cos 6 + ay,smt9 (115)
of of ox' of ay'  Of of

dy axdy Ty ay ox sinf@ + 3y cos 6 (116)

Portanto o diferencial simples nao é isotrépico.
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A.3. Diferencial Duplo

O diferencial duplo para x € visto como

0%f _ 0 0f
0x2  9x dx

Substituindo pelo diferencial simples

0 /0 0
—( fcos@+ f
0x

Ep 3y’ sin 0)

Distribuindo e substituindo novamente os diferenciais

a(af 9+af'9> 9+a<af 0+6f_9>_9
9x' \ox' <% ay' Sy ) eos dy' \ox' cos ay'sm st
Portanto
0°f 0*f 0°f 02 f
= —= 2 i in2
o = 53z T 52 €08 6+ %3y’ sin @ cos 0 + 2y sin“ 6
Seguindo o mesmo procedimento
o0*’f  9*f 0% f 92f
= — = i -2 ; 2
Y T 992 T 3x sin“ 6 %3y’ sin@ cos 6 + 3y cos“ 6

Logo, nenhum dos diferenciais duplos € isotrépico.

A.4. Diferencial Triplo

Para x

L0} 9 0%
XXX 9x3 T 9x dx?

Substituindo o diferencial duplo

d (02 R 02
— j;c0329+2 ,f,sin9c059+ fzsinzg
dx \ox' dx'dy oy’

1

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)



Distribuindo

0% of 9% of 9% of
— cos20 +2 —si —sin? 124
527 9% O 6+ %3y Ox sin @ cos 6 + 5y 0x sin“ 6 (124)

Substituindo o diferencial simples e mudando a notacao para simplificacdo da

expressao

0y (0,1 cOs 6 + 0,7 sin6) cos? 6 + 20,7,1(9,+ cos 6 + 0, sin 6) sin 6 cos 6
+0,17,1(0,7 cos 6 + 0, sin 6) sin? 6 (125)

Distribuindo

(047275 €OS O + 0,11, SIN6) 05?0 + 2(0,1,7,7 €OS O + 01,1y sin 6) sin 6 cos 6

xyy
+(8,77y COSO + 0,1, sin O) sin? @ (126)

y yyy

Portanto
Oxxx = Oy1y5 €OS® 0 + 301,17, SIn 6 cOS? @ + 307,17 sin® B cos  + 0ryyryr sin® 6 (127)
Analogamente

Oyyy = 0yy1y1yr €0S> O — 301,11 5iN 6 €0s* B + 30,1,7,,1 SIN* B COS @ — 01,1, 5N 6 (128)

Portanto os diferenciais triplos ndo sao isotrépicos.
A.4. Diferencial N

Percebe-se que:
Oex.nf = (0)"f = (0,1 cos6 + 0, sin6)" f (129)
dyy.of =(9,)"f = (0, sin@ +d,r cos6)"f (130)

Na forma do Bindmio de Newton

n
l
(0,7 cos 6 + 9, sin H)nf = z m (0,7 cos )" (9, sin H)k (131)
k=0 '
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n
n! k
(—ax, sin@ + d, cos H)nf = z Prr—— (=0, sin 9)""‘(6yr cos 9) (132)
= k!(n—k)!

Portanto o operador isotrépico de soma de diferenciais genérico é

(axx...x + ayy...y)f =

!
Z =11 (nn._ ol [(ax, cos )" (2, sin H)k + (=0, sin6)"7*(a, cos B)k] (133)
k=0 |

Para k = 0 e k = n o coeficiente deve ser 1, portanto
(cos@)*+ (—sinf)* =1 (134)
(cos@)™ + (sinf)* =1 (135)
O unico valor que satisfaz estas duas equacdes € n = 2.

A Ultima restricdo, dos coeficientes diferentes de 0 e n, € serem nulos. Para n

=2 e k=1, o Unico coeficiente que obedece a esta restricao:
(0, cos 0)(6yr sin 9) + (—0d, sin 9)(6y/ cos 9) =0 (136)

Portanto, n = 2 & a unica solugdo. Portanto 0Oy, + 0yy = 0,1y + 0,1y € UM

operador isotrépico, também chamado de Laplaciano.
A.5. Divergente

O operador Divergente é dado por

of  of
Vof=——+ 3 (137)
Substituindo
_9f of of of
\Y f FCOSH-Fa—y,SII’lH—FSI 9+a—y,C059 (138)

Ou seja, o Divergente nao é isotropico
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A.6. Laplaciano

O operador Laplaciano é dado por
Vif =V Vf = 0y + 0y (139)

Substituindo os diferenciais

Zf 62 2 62
2 2 : (2 .2
372 08 0 + %0y’ sinf cos 6 + 3y sin“ 6 + 922 sin“ 6
02 Zf
-2 sin 6 cos § + — cos* 6 (140)
ox'dy’ A

Agrupando, os termos com dx’'dy’ no denominador se cancelam:

2 2

(sin? 0 + cos? 0) + f (sin? 8 + cos? ) (141)

6y’2

dx'?

Substituindo a identidade trigonométrica, por fim, encontra-se:

9°f 9*f 9 f 9%f

= 142
oxZ 3y " oxZ T ay? (142)
Portanto, o operador Laplaciano é isotropico.
A.7. Laplaciano do Diferencial Simples
O Laplaciano do Diferencial € dado por
03 93 0% o 0% a 0% 0 9% 0
v =L, 0 0 0f O Oof_ 9 9, 9" 9f (143)
0x3  0xdy? 0x?0x O0y?dx o0x'*0x 9y'*0x
Logo
0% 0%\ /o0f of .
ﬁ-i_a_yz (WCOSB + ay,SII'l 9) (144)
Distribuindo
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63 63 03 63

ax,3 cos @ +WSH'19 +WCOSH + ay,3

sin @ (145)

Portanto, o Laplaciano do Diferencial Simples néo é isotrépico.
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