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Resumo

Neste trabalho, estudamos polinémios de Tchebyshev do primeiro tipo, inicialmente
apresentamos um recorte da biografia do Pafnuty Lvovich Tchebyshev, em seguida
apresentamos os polinomios de Tchebyshev do primeiro tipo usando as identidades
trigonométricas e a formula de Moivre, apresentamos propriedades basicas sobre tais
polinémios, demonstramos resultados a respeito desses polinémios e por fim algumas
aplicacOes sdo apresentadas.

Palavras-chave: Polindmios de Tchebyshev. Recorréncia. Férmula de Moivre. Iden-

tidades trigonométricas.
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Abstract

In this article we study Tchebyshev’s polynomials of the first type, beginning with a
presentation from the biography of Pafnuty Lvovich Tchebyshev, then we present
chebyshev’s polynomials of the first type using trigonometric identities and Moivre’s
formula, presenting basic properties about such polynomials and demonstrating
results referring to these polynomials and finally some applications are presented.

Key-words: Tchebyshev’s polynomials. Recurrence. Moivre’s formula. Trigonometric

identities.
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1 Introducao

1.1 Apresentacdo da tematica e justificativa

Os polinémios de Tchebyshev foram apresentados em 1853 para a Academia de Sao
Petersburgo, segundo [Nassuiro-1]. Tais polinémios possuem esse nome em homenagem ao
matemético Russo Pafnuty Lvovitch Tchebyshev (1821 - 1894), considerado o pai fundador
da matematica Russa. Hoje, na literatura especializada ¢ possivel encontrar pelo menos
quatro classes de polinémios intitulados de polindmios de Tchebyshev. A saber, polinémios
de Tchebyshev do primeiro tipo, polinémios de Tchebyshev do segundo tipo, polinémios
de Tchebyshev do terceiro tipo e polindémios de Tchebyshev do quarto tipo, veja mais
detalhes em [Mason-1]|. No presente trabalho, estudaremos algumas das propriedades dos
polinémios de Tchebyshev do primeiro tipo, estes polindmios estao relacionados com a
formula de Moivre e podem ser obtidos de forma recursiva. Neste trabalho eles serao
representados por 7T, e veremos que podem ser obtidos de diversas formas, uma delas é

atraves das identidades trigonométricas.

Sobre os polinémios de Tchebyshev, o escritor e matematico estadunidense, Philip
Davis escreveu a seguinte frase "Os polinémios de Tchebyshev sao densos na Anélise
Numérica', até arriscariamos em dizer que os "polinémios de Tchebyshev sdo densos na

Mateméatica'.

Este trabalho mostra um estudo sobre os polindomios de Tchebyshev do primeiro
tipo de forma didatica, procurando escrever as demonstragoes de maneira detalhada e de

facil compreensao.

1.2 Objetivos

Temos como objetivo geral desenvolver um estudo sobre os polinémios de Tchebyshev
do primeiro tipo. Para isso, precisaremos dos seguintes objetivos especificos, analisar
definicao e teoremas sobre os polinémios de Tchebyshev do primeiro tipo, classificar as
propriedades do polinémio de Tchebyshev do primeiro tipo e, por fim, exemplificar os

polinémios de Tchebyshev do primeiro tipo através de aplicagoes.

1.3 Metodologia

Inicialmente, foi realizado estudo sobre os polindmios de Tchebyshev do primeiro
tipo através do artigo do jornal E Matematica, oxente! [Silval-1] e plataforma de streaming
Youtube, nos enderegos [Silva2-1] e [Silva3-1]. Em seguida, fizemos pesquisa bibliogréfica

em artigo [Silval-1], livro [Mason-1], sites [Wikipédial-1] e [Wikipédia2-1] e dissertagoes de
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mestrado [Lobo-1] e [Pereira-1], para podermos escrever o trabalho, foi utilizado o overleaf,
ferramenta on-line com escrita em KTEX, usando como referéncia [Souza-1], aperfeicoando

o pouco conhecimento obtido anteriormente na escrita EIEX.

1.4 Estrutura do trabalho

O presente trabalho de conclusao de curso foi dividido em trés capitulos. No primeiro,
apresentamos a introdugao, onde se encontra a justificativa, os objetivos, a metodologia e

a estrutura do trabalho.

No segundo capitulo, apresentaremos um pouco da histéria do matematico Russo
Pafnuty Lvovick Tchebyshev, em seguida obteremos os polindomios de Tchebyshev do pri-
meiro tipo através de identidades trigonométricas, mostraremos a definicao dos polindmios
de Tchebyshev do primeiro tipo e provaremos alguns teoremas importantes, como a lei de
recursividade e algumas propriedades dos polinomios de Tchebyshev do primeiro tipo. No
terceiro capitulo, resolveremos algumas questoes utilizando os polinomios de Tchebyshev

do primeiro tipo, suas propriedades e também alguns resultados.
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2 Referencial tedrico

As principais referéncias consultas para a produgao deste capitulo foram [Wikipédia2-1],
[Silval-1].

2.1 Contexto historico

Figura 1 — Pafnuty Lvovich Tchebyshev

(Fonte: [Wikipédia2-1])

Pafnuty Lvovich Tchebyshev nasceu no ano de 1821, em Okatovo na Russia.
Tchebyshev foi educado em casa por sua mae e sua prima, sua mae o ensinou a ler
e escrever enquanto sua prima o ensinava francés e aritmética. Desde crianca, Tchebyshev
mancava e usava bengala, devido a sua dificuldade de locomogao, chamada marcha de
Tendrelenburg, que o impedia de brincar com as outras criancas, ele resolveu se dedicar a

matematica.

Em 1832 sua familia resolveu se mudar para Moscou, onde ele continuou seus
estudos em casa e teve um dos melhores professores de matematica e fisica da época,

chamado P. N. Pogorelski.

Em 1837 Tchebyshev passou nos exames e ingressou na Universidade de Moscou.
Teve como um de seus professores N. D. Brashman, sendo uma das suas maiores referéncias,

o qual foi instruido por Brashman em mecénica pratica.
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Em 1841 Tchebyshev foi medalhista de prata por seu trabalho sobre o calculo das
raizes das equagoes, onde derivou um algoritmo de aproximacao para a solucao de equagoes
algébricas de enésimo grau baseado no método de Newton. Também concluiu os estudos

como o aluno mais destacado.

Passando por dificuldades devido a fome na Russia, sua familia resolveu deixar
Moscou, mesmo assim Tchebyshev continuou estudando matematica durante seis meses, e
em 1843 passou para o mestrado, defendendo sua tese "Um ensaio sobre Anélise Elementar
da Teoria da probabilidade” em 1846.

Tornou-se professor na Universidade de Sao Petersburgo depois de promover sua
tese pro venia legendi sobre a integracao com a ajuda de logaritmos. Em 1849 defendeu
sua tese de doutorado sobre "A Teoria das Congruéncias'e em 1850 foi eleito professor
extraordinario na Universidade de Sao Petersburgo, em 1860 foi eleito professor ordinario e
em 1872 se tornou professor merecido apds 25 anos lecionando. Por fim, em 1882 resolveu

dedicar-se a pesquisa, deixando de ser professor na universidade.

Pafnuty Lvovich Tchebyshev deixou varios trabalhos notaveis, dentre eles: os
polinémios de Tchebyshev, as desigualdades de Tchebyshev, teorema de Tchebyshev,

Teoria dos ntimeros e anélises matematicas.

2.2 Polindbmios de Tchebyshev do primeiro tipo

Existe diversas formas para apresentar os polindomios de Tchebyshev do primeiro tipo,
uma delas é através das identidades trigonométricas, por isso, comecaremos relembrando
algumas dessas identidades envolvendo a fungao cosseno, para introduzirmos os polinémios
de Tchebyshev do primeiro tipo. A fim de facilitar a compreensao dos resultados, usaremos

as seguintes notacgoes:
e N denota o conjunto dos niimeros naturais; a saber, {1,2,3,...};
e Z[z] denotard o conjunto dos polindmios na varidvel x e coeficientes inteiros;

e R[z| denotard o conjunto dos polindmios na varidvel x e coeficientes reais.
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Inicialmente, note que seja qual o € R as seguintes identidades sao validas:

cos (2a) = cos(a+ )
= COS(COoS( — Sin arsin «
= cos’a — sin® a

2

= cos’a — (1 — cos?

@)
= cosa—1+cos’a

= 2cos’a—1,

cos (3a) = cos(2a + «)
= cos(2a) cos o — sin (2ar) sin «
= (2cos’a — 1) cosa — 2sin v cos asin
_ 3 L2
= 2cos”a —cosa — 2sin” acos o
= 2cos’a —cosa — 2(1 — cosa) cos
= 2cos’a —cosa — (2 —2cosa)cosa
= 2cos’a — cosa — 2cosa + 2cos? o

= 4dcos®a —3cosa,

cos(4a) = cos(3a + )
= cos (3a) cosa — sin (3a) sin «v
= (4cos®a — 3cosa)cosa — (3sina — 4sin® a)sina
= 4cos*a —3cos’a — 3sin’ a + 4sint o
= 4cos*a —3cos’a — 3(1 — cos® a) + 4(1 — cos® a)?
= 4cos’a—3cos’a — 3+ 3cos® a+ 4(1 — 2cos® a + cos’ a)
= 4cos*a—3cos’a—3+3cos’a+4 —8cos® a+ 4cos’ a

= 8costa —8cos’a + 1.

Dessa forma, vemos que cos (2a), cos (3a) e cos (4a) podem ser escritos em fungao do
cos a. De fato, se pode perceber que cos(na), seja qual for n € N, pode ser escrito em
funcao do cos a. Podemos provar essa afirmacgao usando o Principio de indugao finita como
segue. Com maior razao, essa afirmacao é verdadeira para n = 1, agora usando a hipotese
de que

cos(na) = f(cos )
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para alguma funcao f, podemos ver que

cos((n+1)a)

= cos(na + «)

= cos(na) cos(a) — sin(na) sin(«)

= f(cos(a)) cos(a) — sin(na) sin(«)

= f(cos(a)) cos(a) — sin((n — 1)a) sin(a) cos(a) — cos((n — 1)a) sin?(a)

f(cos(a)) cos(a) — sin((n — 1)a) sin(a) cos(a) — cos((n — 1)a)(1 — cos®(a)).
Pecerbe que das trés parcelas do lado direito na igualdade acima, a segunda parcela

é a tnica claramente ndo dependente explicitamente do cos(a), e afim de reescrever esta
parcela como uma expressao dependente apenas de cos(«), reproduza o argumento usando
para gerar a quarta igualdade do conjunto de igualdades acima. Finalmente, perceba que

esse procedimento deve ser repetido n — 2 vezes e obteremos ao final uma soma cujas

parcelas dependem apenas de cos(a).

Também, podemos perceber, que as identidades sugerem que existem polinémios
Ti(x), To(x), T3(x), Ty(x), ..., Tu(x) ... € Z[z] tais que

cos(a) = Ti(cosa)
cos (2a) = Ty(cos )
cos (3a) = Ts(cosa)
cos (4a) = Ty(cosa)
cos (na) = Ty(cosa)
Por exemplo, esses polindmios sao exatamente

Ty(z) = «

Ty(z) = 22°—1

T3(z) = 42— 3z

Ty(z) = 8z*—8z" + 1.

Diante disso, surge o seguinte questionamento: dado n € N, existe um polinomio
T, (z) € Zx] tal que cos (na) = T, (cos a)? Obtemos a resposta para tal questionamento

pelo seguinte teorema.
Teorema 2.2.1. Dado n € N, eziste um polinomio T, () € Z[x] tal que
cos(na) = T,,(cos a)

seja qual for a € R.
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Demonstracao. Iniciaremos utilizando a férmula do Binémio de Newton, temos

n

(cosa+isina)" = Z ( Z ) (cos a)”*k(@' sin oé)kj

k=0

2 = —1. De outra forma, temos a férmula de Moivre

onde i é tal que 7
(cosa +isina)™ = cos(na) + isin (na).

Portanto,

cos(na) + isin(na) = > ( Z ) (cos )" *(isin )"

k=0

= Z (cos )" (isina)’ + ( T ) (cos )" *(isina)!
n n—=2y/ - .+ 2 n n—3/- .+ 3
- ) (cosa)"“(isina)” + ( 5 ) (cos )" (isin «)
n n—d(; i V4
+ A (cos )" *(isina)* + ...
= " (cosa)™ + " (cos )" Yisin o
0 1
n n—2(_ i 2 n n=3( ;i 3
+ ) (cosa)" *(—sina”) + ( 5 ) (cos )" (—isina”)
n n—4 o4
+ A (cosa)"“sina” + ...

Agora, separaremos a parte real da parte imaginaria, obtendo

cos(na) + isin (na)

= [ ( g ) (cosa)™ — ( Z ) (cos )" ?(—sina?) + ( Z ) (cosa)" *sina* + ...
+ z{ ( le ) (cosa)" tsina — ( Z ) (cosa)"3sina® + ]

Igualando as partes reais dos dois membros, temos

cos(na)

= {( Z ) (cos )™ — ( Z ) (cos )" ?(—sina?) + ( Z ) (cosa)" *sina* + }

2

Sabendo que sin?x = 1 — cos? x e que os senos que aparacem na identidade acima

possuem expoentes pares, obteremos entao um polindémio T,,(x) € Z[x], tal que
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cos (na) = T, (cos a).

]

Observando o resultado do teorema acima, podemos perceber um novo modo para

obter os polindmios que caracterizam cos(na), por exemplo

Ti(x) = =

Ty(z) = 22°—1

Ty(z) = 4a® -3z
Ty(z) = 8x* -8z +1.

Os quais obtivemos anteriormente utilizando as identidades trionométricas. De fato,

2 2
cos(2a) = ( ) cos® % asin’ o — ( ) cos® % asin®

————cos"a— ———sin“ «
0!(2 —0)! 21(2 — 2)!

= cos’a— (1 —cos® )

= cos’a—1+cos’a

= 2cos’a — 1.

Temos também,

cos(3a) = ( 5 ) cos” Y asin® o — ( 5 ) cos® 2 asin? o

3' 3 .0 3' s 2
cos " asmm & — ———— CosasIn” «

0!(3 —0)! 21(3 —1)!
= cos’a — 3cosa(l — cos® a)
= cos’a — 3cosa + 3cos®

= 4cos®a —3cosa.

Além disso,

4 4 4
cos(da) = ( ) cos C asin® o — ( ) cos 2asin? o + ( A ) cos’*asin?

41 4] 4]
m COS4 0] Sino o — m COS2 (8 Sin2 o+ m COS4_4 8% Sin4 «
= cos’a —6cos’a+ 6cost a4 (1 — cos® a)?
= cos*a—6cos’a+ 6costa+ 1 — 2cos?® a + cost o

= 8cos*a — 8cos®a + 1.
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Observemos que,

Ti(z) = =

Ty(z) = 22° —1

Ts(z) = 42— 3z
Ty(x) = 8z —8r*+1

Tudo isso nos leva introduzir a seguinte definigao.

Definicao 2.2.1. Para cada inteiron € N e a € R com o € [—1,1] o polinémio T,,(x) €
Z|x] tal que cos(na) = T, (cos ) é denominado de n-ésimo polindmio de Tchebyshev do

primeiro tipo.

Observacao 2.2.1. Com o auzilio do WolframAlpha podemos encontrar o j—ésimo

polinomio de Tchebyshev do primeiro tipo usando o endereco da internet
hitps:/ /www.wolframalpha.com/
e a sintazxe
jth chebyshev polynomial of the first kind
ou
chebyshev Tk, z],
para gerar o polinomio de Tchebyshev do primeiro tipo de grau k na varidvel x.

Com o que foi exposto acima, temos uma lei de recorréncia, a qual é de grande
utilidade para obtermos os membros da familia de polindmios de Tchebyshev do primeiro

tipo, como mostraremos a seguir.

Proposicao 2.2.1 (Lei de recorréncia). Seja (T,,(2))nen @ sequéncia dos polindmios de

Tchebyshev do primeiro tipo. Para cada n € N € vdlida a sequinte recorréncia

T()(I’) = 1,
Ti(z) = =z,
Toir(z) = 22T,(x) — Thq(x),

seja qual for x € R.
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Demonstracao. De fato, seja quais forem n € Ny e a € R

cos[(n +1)a] = cos(na + a) = cos (na) cos o — sin (na) sin «
= 2cos (na) cos a — cos (na) cos a — sin (nav) sin «
= 2cos (na) cos a — [cos (na) cos a + sin (na) sin o/

= 2cos (na)cosa — cos (n — 1)a.

Como
cos[(n+1)a] = T,i(cosa),
cosa = Ti(cosa),
cos (na) = T,(cosa)e
cos(n—1)a = T, 1(cosa),

temos

cos [(n 4+ 1)a] = 2cos (na) cosa — cos (n — 1)«

em outras palavras
Thi1(cosa) = 2T (cos )T, (cos ) — T;,—1(cos )

e finalmente
Toii1(x) = 22T, (z) — Ty—1(2),

seja qual for x € R, como queriamos demonstrar. O

A seguir, temos a representacao grafica dos primeiros seis polinomios de Tchebyshev

feitas no aplicativo Geogebra.

Figura 2 — Grafico de To(z) =1

(Fonte: Autoria propria)
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Figura 3 — Gréfico de Ty(z) =«

9

(Fonte: Autoria prépria)

Figura 4 — Gréfico de Ty(z) = 222 — 1

4 3 2 4 [ 1
f

(Fonte: Autoria prépria)

Figura 5 — Gréfico de T3(z) = 423 — 3z

f
i

(Fonte: Autoria prépria)
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Figura 6 — Gréficos de Ty(z) = 8z* — 822 + 1

/\
Y

(Fonte: Autoria propria)

Figura 7 — Graficos de Ty(z), T1(x),- - , T5(z)

/g ‘Flf

(Fonte: Autoria prépria)

2.2.1 Propriedades

Proposicao 2.2.2 (Soma dos coeficientes). A soma dos coeficientes do polinémio de

Tchebyshev do primeiro tipo T,(x) € igual a 1.

Demonstragcao. Usando o Teorema 2.2.1 sabemos que
cos(na) = T,,(cos @)

seja qual for a € R. Em particular, considerando cos«a = 1, por exemplo a = 0, e neste

caso, temos
T, (1) = cos(0) =1,

e este é a soma dos coeficientes do polinomio de Tchebyshev do primeiro tipo. O]
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Proposicao 2.2.3. Para todo k € N, as sequintes propriedades sao vdlidas.

a) O termo linear em Topy1(x) € igual a (—1)F (2k + 1)z.

b) O termo constante em Top(z) € igual a (—1)F.

Demonstragdo. Prova do item a): usando o Teorema 2.2.1 sabemos que
cos((2k 4+ 1)) = Tog41(cos @)
seja qual for o € R. Escreva cosa = x e considere a = arccos x com a € [—7, 7], assim
cos((2k + 1) arccos x) = Topy1(x)
onde

Tyq(x) = (2k + 1) sin((2k 4 1) arccos :1:)72
—x

T3, (0) = (2k + 1) sin((2k + 1) arccos 0) = (2k + 1) sin ((% + 1)7;) — (—1)*(2k + 1),

e este é o coeficiente do termo linear em Toi ().

Prova do item b): usando o Teorema 2.2.1 sabemos que
cos(2ka)) = Ty (cos a)

seja qual for a € R. Em particular, considerando cosa = 0, por exemplo a = 7, e neste
caso, temos

T (0) = cos(km) = (—1)F,
e este é o termo constante em Ty (). O

Proposigao 2.2.4. Para cada n € N o polinomio de Tchebyshev do primeiro tipo T, (x),

cumpre as sequintes condigoes.
a) T,,(—z) = (=1)"T,,(x);

b) T,(1) = 1;

c¢) Tn(=1) = (=1

d) T5,(0) = (=1)";

e) T2n+1 (O) = O;
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Demonstragio. Prova do item a): usando o Teorema 2.2.1 sabemos que
cos(na) = T, (cos a)
seja qual for @ € R. Agora, fazendo cos(a) = —x, segue que a = arccos(—zx) e

T, (—z) = cos(n arccos(—x))
= cos(n arccos(x) + nm)

(—1)" cos(n arccos(z))

= (=1)"T(2).

Prova do item b): usando o Teorema 2.2.1 sabemos que
cos(na) = T, (cos a)

seja qual for o € R. Agora, fazendo cos(a) = 1, podemos considerar & = 0 e segue que
T.(1) = 1.

Prova do item c): basta considerar a igualdade do item a) com z = 1 e usar a

igualdade do item b).

Prova do item d): este resultado é o mesmo resultado mencionado no item b) da

Proposicao 2.2.3.

Finalmente, a prova do item e) segue da Proposi¢ao 2.2.1, onde

Tl(O) = 0,
Tons1(0) = 20 To(0) — Ton_1(0),

para todo n € N, ou seja

TI(O) = 0,
Toni1(0) = =Ty, 1(0),

para todo n € N, consequentemente, usando o Principio de Inducao finita, podemos

concluir que Ty,,1(0) = 0 para todo n € N. O

Proposicao 2.2.5. O grau n-ésimo polinomio de Tchebyshev do primeiro tipo € igual a n,

ou seja, gr(T,(x)) = n.

Demonstrag¢io. Provaremos por indugao sobre n. Para n = 1 temos que gr(Ti(z)) =
gr(x) = 1. Suponhamos que gr(7T,(z)) = n por hipdtese de indugao. Por outro lado,

sabemos que:
Toi1(x) = 22T, (z) — Ty—1 ().
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Entao,

gr(22T,(z)) = gr(2z) + gr(Tn(zx))

= 1+n.

e T,_1(x) = cos((n — 1) arccos(x)) o que nos leva a concluir que T, _1(z) é uma expressao

polinomial de grau n — 1 em z, gragas ao Teorema 2.2.1. Consequentemente

gr(Thi1(x)) =1+ n.

Proposigao 2.2.6. Para cada n € N o coeficiente dominante de T, (x)é igual a 2" .

Demonstra¢io. Vamos primeiro mostrar para n = 1, temos T1(z) = x e seu coeficiente

dominante é 1, onde
217t =20 =1,

Suponhamos que para T, (z) seja verdadeiro o resultado, ou seja, o coeficiente dominante

é 21 nossa hipdtese de inducao.

Usando a relagdo de recorréncia
Toi1(x) = 22T, (z) — Th—1(x)
entdo o coeficiente dominante de T,,41(x) é

21 . 2n71 — 2(n+1)71.

Teorema 2.2.2. Para quaisquer m,n € N, tem-se que

Ton(z) = T ((To(2)) = T(T()),

seja qual for x € R.

Demonstracao. Basta ver que usando o Teorema 2.2.1 temos
T, (z) = cos(narccos(z))
seja qual for z € R, e

T,,((T,,(x)) = cos(marccos(T,(x)))

= cos(m arccos(cos(n arccos(x)))

= cos(mn arccos(x))

= Ton(T).
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Teorema 2.2.3. Para qualquer n € N, os zeros do polindmio T, (x) sao tais que

e[}

para todo k = —|5],—|5] +1,...,=1,0,1,..., 5] = L, [5].

Demonstracao. Basta ver que

é equivalente a

cos(n arccos(z)) = 0,

e consequentemente

2k
arccos(z) = =Ty l, keZ,
n 2n
ot 2%
T T
=———, kez,
arccos(x) " o

em outras palavras

ou

Agora, podemos perceber que
'(41{: + 1> |
oS 0
L\ 2n J

'<4k — 1) 1
Ccos \ 7r_

para qualquer k € N ¢ igual a

para qualquer k& € Z\N, bem como

para qualquer k € Z\N é igual a

[ (t5)r

para qualquer £ € N. Além disso, lembramos que o Teorema Fundamental da Algebra
assegura que polindmio de grau n com coeficientes reais possui no maximo n raizes reais.

Portanto, os zeros do polindémio T, (x) sdo tais que

e[}

para todo k = —[ 5], = (5] + L., ~L,0,1,..., [5] — L[ 5). 0
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Exemplo 2.2.1. Por ezemplo, para encontrarmos as raizes de Ty(x)

temos n = 4 e suas raizes sao

ek=1= x=cos <4'21j:1>7r = cos &

e k=2= 1 =cos (4'22.11)71' =cos T

e k=3= 1z =cos <4'§’.1'1>7r = cos 137

24 8

e k=4= 1 =cos (““)ﬁ = cos 1=

Corolario 2.2.1. Para qualquer n € N, a sequinte igualdade é valida

T, (z) =2""1 11 {m — cos K

ke{—I_%J7—I_%J+17~~7—170,17~-7L%J—LL%J}

Proposigao 2.2.7. Para cadan € N e x € [—1,1], vale
|T.(z)| < 1.
Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.1 sabemos que

T, (x) = T, (cos o) = cos(na)

4k + 1

S8at — 8a% + 1,

il

sabemos também que os valores que o cosseno pode assumir para qualquer valor de x

podem variar apenas entre —1 e 1. Assim,

cos(na) € [—1,1] = |T,(x)| < 1.

]

Teorema 2.2.4. Qualquer polinomio de grau n e coeficientes reais pode ser escrito como

uma soma de polinomios de Tchebyshev do primeiro tipo de grau no mazximo n; isto é, se

p(z) € Rz], entao existem nimeros reais ag, ay, as, . .., a, tais que
p(z) = agTo(x) + a1 Th(x) + -+ + a, T ().

Demonstracao. Primeiro, provaremos que

5]
n
" =9l-n Z (k) Tn_k(ﬂf)
k=0

seja qual for n € N e x € R. Gragas ao bindmio de Newton, temos

(ez‘G 1 e—iG)n _ zn: (Z) piln—F) ,—iko

k=0
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e usando a férmula de Euler, bem como escrevendo entre parénteses o primeiro e o ultimo

termo, o segundo e o penultimo termo, e assim por diante, temos

(eie 4 efie)n _ (eme 4 6*1'"9) 4 <711> (ei(nq)e 1 efi(an)G) 4 (2

= 2cos(nf) + 2 @ cos((n — 2)0) + 2(”5) cos((n — 4)0) + ...

perceba que o nimero de parénteses ¢ igual a

Por outro lado, usando a féormula de Euler, sabemos que
(e 4 e = (2cos(0))" = 2" cos™ ()

e dai, deduzimos que

n> (ei(n—4)9 + efi(n74)9) + ..

. L] . N ,
Aqui 37,2, denota a soma reduzida a metade se n € par, e neste caso k = . Consequente-

mente 2]

pl

cos™(0) =2'"" ) <n> cos((n — 2k)0).
im0 \F

Finalmente, usando a definigao de T},(x), obtemos

L5l /)

" = 2ln Z ( >Tn2k<l’)
im0 \F

uma vez que x = cos(f).

]

Assim, podemos escrever a poténcia de ™ em funcao dos polindmios de Tchebyshev

do primeiro tipo, como exemplificaremos nas igualdades abaixo, as quais sdo casos particu-

lares da identidade mostrada no Teorema 2.2.4
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1= To(ZC)

x=T(x)
22 = ;(To +T)(2)
R i(3T1 + T3)(x)

1
ot = g(3T0 + 4Ty + Ty (z)
1
1
ZL‘6 = 33(107}) + 15T2 + 6T4 + TG)(.T)

r’ = (35T1 + 2175 + 715 + T7) ()

64
1
- To5 (35T + 56T, + 28T + 8Ty + 1) (x)
29 = 55 (12671 + 84Ty + 3675 + 9Ty + To) ()

Exemplo 2.2.2. Para melhor entendimento, apresentaremos o sequinte caso particular.

2

5 (Yoo

7,(x) + @ Ty(a) + @ To(z)

1
8

1 41 14l

8 - 2@
1 41 14l
3

1

8

1

:T4(:13) + Ty (x)

T2(0) + o) + 5 MTO(@}

:T4(a:) +ATy(z) + ; - 6T0(x)]

= STio) + ;TZ(:C) + zTO(x).

Teorema 2.2.5. Para m,n € N tais que m > n. Mostre que os polinomios de Tchebyshev

do primeiro tipo T, (z) e T,,(z) cumprem a segquinte condi¢io
Tonin(x) + Thn(z) = 2T, (2) T, (),

para todo v € R.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.1, temos

T, (cos ) = cos(ma)T,(cos ) = cos(na).

Assim,
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Tonin(cosa) = cos(m + n)aT,,_,(cosa) = cos(m — n)a.
Usando as identidades trigonométricas temos,

cos(m + n)a + cos(m — n)a =

= 2008((m+n)a—|2—(m—n)a> - COS ((m+n)a;(m—n)a>

= 2 cos(ma)cos(na).

Substituindo temos,
Tinsn(cosa) + Tpyp(cosa) = 21, (z) T, (),
para todo = € R. O

Teorema 2.2.6. Se o é um nimero real tal que cos a € drracional, entdo cos(%) € irracional

para todo n € N.

Demonstragio. Demonstraremos a contra-positiva, ou seja, se cos & € racional, entao cos a
’ . (0% _ p
¢ racional. Suponhamos que cos(%) = oycomp,q € Z e q # 0. Pelo Teorema 2.2.1 sabemos

que cos(na) = T, (cosna), onde T,,(z) € Z é um polinémio de Tchebyshev do primeiro

tipo. Entao,
o) a
COS v = COS (n) = Tn<cosn> = Tn<p> €Q,
n n q
pois todos os coeficientes de T,,(z) sao todos inteiros. ]

Corolario 2.2.2. Mostre que cos 19 € irracional.

Demonstracao. Sabemos que cos 1° = cos (178ro>’ Pelo Teorema 2.2.6 temos que se cos «

jus
¢ irracional, entao cos (g) Sendo cos (Z) = % ¢ irracional, entao cos (g) = cos (g)

U
¢ irracional. Da mesma maneira temos que cos | & | = cos ( 75 ) ¢ irracional. Usando o

U
Teorema 2.2.6 novamente, temos que cos g‘) ¢ irracional. Por fim, cos (%,f‘) = cos <1§r0>

é irracional.
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3 Aplicaces dos polinomios de Tchebyshev do primeiro tipo

Neste topico, mostraremos resolugoes de questoes utilizando o polinémio de Tchebyshev

do primeiro tipo.

Para resolvermos as questoes 1, 2 e 3 precisaremos do seguinte lema, o qual o

resultado foi retirado da referéncia [Lobo-1].

Lema 3.0.1. Seja um polinomio de grau n de coeficientes complexos
P(z) = apz™ + ap12™ t + -+ ayx + a,

onde a, # 0, e sejam r1,7o, ..., 1T, suas raizes, temos as sequintes relagcoes de Girard-Viete:

a) A soma das raizes, é dada por:

b) O produto das raizes, é dada por:
(=1)"—=

Qn

Demonstracio. Sejam p(z) = apz™ + ap_12" 1 + - + a1 + ag, a forma desenvolvida de
0

p(x) ep(z) =ay(x—r)(x—719)...- -+ (x —ry), a sua forma fatorada, com ry,79,...,7,

as raizes do polindmio. Podemos perceber que o coeficiente de x™ sera a,,, tanto na forma

desenvolvida, quanto na fatorada.

Em seguida, formamos o termo em 2"~ !, obtido fazendo a distributiva na forma

fatorada, multiplicando z em cada fator, exceto em um deles. Teremos,

an<_r1 — g — e — frn)xnil = —an<T1 —+ 79 + ...+ Tn)xnfl == _a/nslajnilv

onde S de nota a soma das raizes de p.

Para formar com "2, fazemos o mesmo de antes, mas agora escolhendo apenas

duas raizes na distributiva. Assim,

an((=m1)(=r2) + (=12)(=73) + ...+ (1) (=rn))2"

) 2
= ap(rire +rors+ ... F rp_17)x" 7 = a,Sex™ .

k

Na formulagao do termo 2" escolheremos k fatores da forma (—ry)(—r3) ... (—rg)

e, sendo S; a soma dos produtos das raizes de p, tomadas k a k, teremos,
an(—1)*Spaz™ ",
O termo independente sera formado com o produto das n raizes, sendo aq dado por:
an(=11)(=72) ... (=7n) = an(=1)"r1iry .. .1 = apy (= 1)"S,,.
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Assim, chegamos a conclusao de que:
P(2) = @™ + a1 2"+ a2+ ag
= 2" — @ S12" T L an (1S 4 4 an(—1)"S,,

de onde tiramos as relagoes:

Sl _ _an—l
an
€
Qo
S = (—1)"=
(-1

A questao a seguir é uma adaptacao da questao trés da referéncia [Silval-1].

Questao 1. Calcule o valor do produto

7 5% 4037w
P—cos()-cos(>~~cos( >
2020 2020 2020

Resolucgao. Pelo Teorema 2.2.3 temos que as raizes do polindbmio de Tchebyshev do

primeiro tipo Tig10(z), sdo

B ( T > B ( o > B (40377T>
g = COS 72020 , L1 = COS 72020 s , L1009 — COS 2020 .

Usando as relagoes de Girard-Vieté, sabemos que o produto das raizes de um polinémio

P(z) = apa® + ap_12" 1+ + a; + ap € R[]

¢ dado por (—1)2‘—2. Pela Proposicao 2.2.6 temos que o coeficiente dominante do polindmio
de Tchebyshev do primeiro tipo é 2"~ e pela Proposi¢io 2.2.3 o termo constante de
tor(z) é (—1)*. Dessa maneira , temos que o coeficiente dominante e o termo constante

do polindémio de Tchebyshev do primeiro tipo Tig1p(z) sdo
(io1p = 210101 — 91009
ap = (—1)°% = —1.
p ( s ) ( o1 ) (403777)
=cos|——)-cos(——]---cos
2020 2020 2020

— (_1>1010 . (2:02

Assim,

1
91009

O

A questao a seguir é uma adaptacao da questao quatro da referéncia [Silval-1].
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Questao 2. Mostre que

s 5% 97 137
P = cos <> - COS () - COS () - COS <>
10 10 10 10
(F5) s (35) e (55) s ()
+ cos|—|-cos|— ) -cos{— | -cos|——
10 10 10 10
<7T> <57T> (137T> (17#)
+ cos|—|-cos|— ) -cos{——) - -cos|——
10 10 1 10
o on () () e (55) = ()
Ccos 10 CcOos 10 Ccos 1 Ccos 10
_ 5
16

Resolugao. Pelo Teorema 2.2.3 temos que as raizes do polinémio de Tchebyshev do

primeiro tipo T5(x), sdo

= cos (51 = on (5 ) = o (55 )0 = o8 (5 ) = o8 (37
Ty = COS 10 ,T1 = COS 10 , T = COS 10 , T3 = COS 10 , Ty = COS 0 )

Usando as relagoes de Girard-Vieté, sabemos que a soma dos produtos das raizes de um
polindémio

P(z) = as2® + ayz* 4 asx® + asx® + ay + ap € R|7]
¢ dado por ol Pela Proposicao 2.2.6 temos que o coeficiente dominante do polinomio de
Tchebyshev do primeiro tipo é 27! e pela Proposicao 2.2.3 o termo linear de tox 41 () é
(—1)*(2k + 1)z. Dessa maneira , temos que o coeficiente dominante e o termo linear do

polinémio de Tchebyshev do primeiro tipo T5(x) sdo

as =2°"1 =16
ap = (=1)?-(2-2+1) =5.
Assim,

A questao a seguir é uma adaptacao da questao cinco da referéncia [Silval-1].

Questao 3. Mostre que:

<7r) (57r> (177r) V11
cos|—)-cos|{— ) ---cos| — ) = —.
22 22 22 32

Resolugao. Pelo Teorema 2.2.3 temos que as raizes do polinémio de Tchebyshev do

primeiro tipo Ti1(x), sdo

=cos (g5) ma = s (5 )+ = con (55 )
Ty = COS 7 , L1 = COS 9 ) , T19 = COS 5 )
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Pela Proposicao 2.2.6 temos que o coeficiente dominante do polinémio de Tchebyshev do
primeiro tipo é 2"~ ! e pela Proposicdo 2.2.3 o termo linear de toxy1(z) é (—1)%(2k + 1)z.
Dessa maneira , temos que o coeficiente dominante e o termo linear do polinémio de

Tchebyshev do primeiro tipo 711(x) sdo

aj; = 21171 — 210
ap = (-1D"(2-54+1) = —11.

Assim,
Ti(x) = 202" —aga® +--- — 112,

Usando o Teorema 2.2.3, podemos encontrar

((4~3— 1)7r> (117r) T
3 =cos | ——————) =cos| —— ) =cos - =0,
2-11 22 2

que é uma das raizes. Dessa forma,

Ti(x) = 202" —aga® +--- — 112

= (2191 —qg2® 4+ ... — 11)z.

Também podemos encontrar as demais raizes

<7r) (57r> <97r) (177T> <217r>
r9g = cos|—),xy=cos|—|,x9 =cos|—),x4 =cos| —— ), x5 =cos | — |,
22 22 22 22 22
<257r> <297r> (337r> (37%) <417r>
g = coS|——),x7=cos|——),x3 =cos|— ),x9g =cos | —— ), 219 = cos | — |,
22 22 22 22 22
sendo essas as raizes do polinémio
f(z) =2"2" —aga® + .. — 11.
Podemos observar que
<217T> B < s )
cos | 5 = €08 | oo
<177T> <57r)
cos | — | = —cos|—
22 22
Fazendo entdo, a mudanga de varidvel 2% = ¢, no polinémio f(z) temos

f(z) =2 —agt* +--- — 11,

9 ( 7T> 9 (57T> 9 (9%) 9 <177r)
cos” [ =— |, cos” [ — ), cos” | — ), cos” [ — ).
22 22 22 22

Dessa forma, usando as relagoes de Girard-Viete, temos que o produto dessas raizes é

9 ( ’/T> 9 (57T> 9 (177r) 11
cos” | —)-cos” (=) -cos” | — ) = .
22 22 22 210
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Assim,

Portanto,

Questao 4. Mostre que

(22 =1 0 0O --- 0 0 O]
1 2 -1 0 -~ 0 0 0
0 -1 22 -1 -~ 0 0 0
T, (z) = det
1 2z -1
-1
L 0 x—(nxn)

Resolugao. Usaremos o célculo do determinante, segundo o desenvolvimento de Laplace,

fixando a primeira coluna.

-1 0 0
2 -1 0 0 --- 0
-1 22 -1
-1 2z -1 0 --- 0 Lio
n\¥) = ae + (—=1)(— e — T
T, det | ) . ] D(=D " det | 0 1 2
o o o o0 - «x
0O 0 O T

= 22T, 1(z) + [(—1)T—2(x) + 0]
= 22T, 1(x) — T,,—o(x).
O

Para resolvermos a questao cinco, precisaremos do seguinte teorema, o qual o

resultado foi retirado da referéncia [Pereira-1].

Teorema 3.0.1. Se t; ety com ty #ty ety,ts # 0, sdo raizes da equacao caracteristica
t2 — pt — q = 0, entdo todas as solugoes da recorréncia a, — pan_1 — qn_o = 0 sdo da

forma x,, = citl + cot? com ¢y e ¢y constantes.

Demonstragdo. Seja u, uma solucao qualquer de a,, — pa,,_1 — qa,_o = 0.

Vamos primeiro tentar escrever u; e us na forma desejada. Ou seja, vamos tentar

determinar c; e co tais que u,, seja da forma cit} + cot7.

Escrevendo igualdades para u; e ug, podemos formar um sistema de equacoes do

qual as constantes ¢; e ¢y sejam solugoes:

Cltl + CQtQ = U
Clt% —+ Cgt% = U9
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ou seja,

_ Upty — ug
TR —h)
€
Uz —uity
TRt

Note que, estas solugoes sao possiveis ja que ty # ty e t1,t9 # 0.

Tomemos v,, = u,, — c1t] — coty. Vamos provar que v, = 0 para todo n. Temos,
Uy, — PUn—1 — QU = (Up, — Plip_1 — QUn_2) — 17265 — pty — q) — oty > (t3 — pta — q).

O primeiro paréntese € igual a zero ja que u, é soluc¢ao a,, — pa,_1 — qa,_o =0 e o0s
dois ultimos parénteses sdo iguais a zero pois t; e ty sdo raizes da equacao t> — pt — ¢ = 0.
Assim, v, — pv,_1 — qu,,_9 = 0.

Além disso, como c¢;t; + oty = uy € c1t3 + cots = Uy, temos v; = vy = 0. Entretanto,

se Up — PUp_1 — qQU,_o = 0 e v; = vy = 0, entao v,, = 0 para todo n. O

Questao 5. Mostre que

(z = Va2 — )" + (2 + Va2 - 1)

T, (z) = 5

Resolucao. Pela lei de recorréncia temos
Thi1(z) = 22T, () — Thoi ().

Substituindo T,,(z) = cy?, temos

it = 2meyy — ey

yntt = 2zyr —yr T (yn )
yi =2xy, — 1

seja y2 — 22y, + 1 = 0, temos

B 20 4+ 4x?2 — 4
n 2

Yz

B 20 4+ 4x?2 — 4
N 2

B 20 + 2v/x2 — 1

Yz 5

Yz

assim,

simplificando

Yp = £ Va?—1.
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Dai,
T.(x) =ci(x+ Va2 = 1)" + co(x — Vaz — 1)"

e Ton41(0) = 0, temos
0= Cl(\/__1)2n+1 +02(_\/__1)2n+1 — Cl(\/__1)2n+1 _ CQ(\/__1)2n+1.

Seja ¢; = cg e T,(1) = (—1)", temos

Cc1+ g = 1
e
1
Cl1 = Cy = 5
Portanto,
1 1
T.(z) = 5(:5 — V2 -1)"+ 5(3: + Va2 —1)"
O
Questao 6. Mostre que
cos(n arccos(x)), e [—1,1]
T.(z) = cosh(narccosh(x)), x>1
(—1) cosh(narccosh(—x)), x<-1
Resolugao. Pelo Teorema 2.2.1, temos
T, (z) = cos(na)
considerando cosa = z, com x € [—1, 1], a = arccos(z) , para = > 1, temos
1, i .
r=cosa = 5(6’“ + e ') = cosh(ia)
i = arccosh(z)
a = —iarccosh(x)
assim,
T, (x) = cosh(ina) = cosh(narccosh(z)).
Parar<—-1=—x>1
T, (—z) = cosh(narccosh(—x))
(—1)"T,(z) = cosh(narccosh(—x))
T, (x) = (—=1)"(narccosh(—x)).
O
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos algumas maneiras de se obter os polinomios de
Tchebyshev do primeiro tipo, além disso, vimos como esses polinémios podem ser usados
nas resolucoes de alguns problemas que podem ser encontrados em olimpiadas, por
exemplo. A construcao desse trabalho exigiu revisao de conceitos e de resultados algébricos,
geométricos e analiticos, além de uma pesquisa de historia da matematica, e também uma

revisao da escrita em IXTEXno Overleaf.
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