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Resumo

Na presente tese, consideramos efeitos de flutuacoes quanticas de vacuo de campos
escalares como consequéncia de espacos-tempo com topologia nao-trivial, condicoes de
contorno e corregoes de temperatura.

O primeiro sistema fisico que investigamos diz respeito a um campo escalar carregado
que possui modos quanticos que se propagam em um espaco-tempo conico, como o de
uma corda coésmica ou desclinagao. O campo escalar também é submetido a uma condigao
quase-periodica que generaliza as conhecidas condigoes periddica e anti-peridédica bastante
utilizadas na literatura. Neste sentido, calculamos expressoes analiticas exatas e fechadas
para a func¢ao de dois pontos de Wightman, para o valor esperado de vacuo (VEV) do
campo escalar ao quadrado, bem como para o VEV de todas as componentes do tensor
energia-momento. Adicionalmente, também consideramos o calculo do VEV da densidade
de corrente induzida pelo sistema em questao e obtivemos que a tinica componente nao
nula é a azimutal. Por fim, analisamos casos particulares para as expressoes obtidas
assumindo certos valores para os parametros associados ao espaco-tempo conico e a quase-
periodicidade [I].

Um segundo sistema fisico considerado é o de um liquido classico que efetivamente
pode ser descrito em termos de suas vibracoes sonoras quantizadas, ou seja, em termos
de fonons. Na descricao efetiva considerada, os fonons sao caracterizados por um campo
escalar real nao massivo que obedece uma equacgao de Klein-Gordon efetiva, com a veloci-
dade da luz substituida pela velocidade do som. Deste modo, consideramos dois cenarios
para analisar a propagacao dos modos sonoros. O primeiro deles é o espaco-tempo de
Minkowski, onde o campo escalar real ¢ submetido a condi¢oes de contorno do tipo Di-

richlet, Neumann e mista aplicados a um e dois planos paralelos. No segundo cenério,



levamos em consideracao que os modos quantizados do campo escalar se propagam no
espaco-tempo com topologia conica da corda césmica, ou desclinacao, e obedecem uma
condicao de contorno quase periddica. Assim, em cada cenério, obtemos expressoes ana-
liticas fechadas para a funcao de dois pontos e para a flutuacao de densidade quadratica
média renormalizada do liquido. Apontamos caracteristicas especificas deste observavel
fisico tragando seus graficos [2].

Para complementar a analise do sistema de fénons, como generalizacao do trabalho
estudado na Ref. [2], estudamos agora flutuagoes quanticas, a temperatura finita, de um
liquido cléssico induzidas pela topologia de um espago-tempo com topologia conica, bem
como por uma condi¢ao de contorno quase periddica. O espago-tempo conico pode ser
uma desclinagao ou uma corda cosmica, como ja mencionado. Neste contexto, conside-
ramos novamente um campo de fonons representando excitacoes quanticas da densidade
do liquido. O campo escalar real que descreve as excitacoes quanticas obedece uma equa-
cao de Klein-Gordon efetiva com a velocidade do som substituida pela velocidade da luz.
Obtemos expressoes analiticas fechadas para a funcao térmica de Hadamard e, consequen-
temente, a flutuacao da densidade quadratica média renormalizada do liquido juntamente
com grandezas termodinamicas tais como energia interna, energia livre, energia total e
densidades de entropia. Discutimos também os casos limites, incluindo regimes de baixas
e altas temperaturas, e as situagoes em que h& apenas o espaco-tempo conico ou a quase

periodicidade [3].

Palavras-chave: Efeito Casimir, espaco-tempo conico, condigoes de contorno, fonons,

temperatura.



Abstract

In the present thesis, we consider the effects of quantum vacuum fluctuations of scalar
fields as a consequence of space-time with non-trivial topology, boundary conditions and
temperature corrections.

The first physical system we investigate is that of a charged scalar field whose quantum
modes propagate in a conical spacetime, such as cosmic string or disclination. The scalar
field is also subject to a quasi-periodic condition that generalizes the well-known periodic
and anti-periodic conditions widely used in literature. In this sense, we calculate exact
and closed analytical expressions for the two-point Wightman function, for the vacuum
expected value (VEV) of the scalar field squared, as well as for the VEV of all components
of the energy-momentum tensor. Furthermore, we also consider the VEV of the current
density induced by the system in question and obtained that the only non-zero component
is the azimuthal one. Finally, we analyze particular cases for the obtained expressions
assuming specific values for the parameters associated with the conical space-time and
quasi-periodicity [I].

A second physical system considered is that of a classical liquid, which may effectively
be described in terms of its quantized sound vibrations, that is, in terms of phonons. In the
effective description considered, the phonons are characterized by a non-massive real scalar
field that obeys an effective Klein-Gordon equation, with the speed of light replaced by
the speed of sound. Thus, we consider two scenarios to analyze the propagation of sound
modes. The first one is the Minkowski space-time, where the real scalar field is subject
to Dirichlet, Neumann and mixed boundary conditions applied to one and two parallel
planes. In the other scenario, we take into account that the quantized modes of the scalar

field propagate in the space-time describing the conical topology of the cosmic string,



or declination, and obey a quasi-periodic boundary condition. Thus, in each scenario,
we obtain closed analytical expressions for the two-point function and the renormalized
mean square density fluctuation of the liquid. We point out specific characteristics of this
physical observable by plotting its graphs [2].

To complement the analysis of the phonon system, as a generalization of the work
conducted in Ref. [2], we have studied now quantum fluctuations, at finite temperature,
of a classical liquid induced by the conical topology of a cosmic string, or disclination,
as well as by a quasi-periodic boundary condition. In this context, we consider again a
phonon field representing quantum excitations of the liquid density. The real scalar field
describing quantum excitations obeys an effective Klein-Gordon equation with the speed
of sound replaced by the speed of light. We obtain closed analytic expressions for the
Hadamard thermal function and, consequently, for the fluctuations of the renormalized
mean square density of the liquid along with thermodynamic quantities such as internal
energy, free energy, total energy and entropy densities. We also discuss some limiting
cases, including low and high-temperature regimes and situations in which there is either

conical space-time or quasi-periodicity [3].

Keywords: Casimir effect, conic spacetime, boundary conditions, phonons, tempera-

ture.
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Introducao

Os efeitos de flutuacoes do vacuo quantico surgem sempre que o estado fundamental de
um campo relativistico (escalar, vetorial, fermionico) é de alguma forma perturbado, seja
pela implementacao de condigdes de contorno ou pela presenca de campos externos [5] [0,
7, 18]. Esses efeitos também ocorrem em espagos-tempo curvos, em principio, unicamente
como consequéncia da geometria ou da existéncia de uma topologia nao trivial [6, [7]
8, 9, 10]. Evidentemente, condi¢bes de contorno e/ou campos externos também podem
ser considerados nesses espagos-tempo curvos, caso em que ocorre um efeito associado a
cada um desses ingredientes, separadamente. Pode-se citar, como exemplos de efeitos de
vacuo quantico, flutuagées do cone de luz classico |11}, [12], movimento browniano induzido
[13, 14, 15], densidade de corrente induzida de um campo carregado 16l 17, 18] e os mais
conhecidos, desvio de Lamb [5], efeito Casimir [5, [6, [7, 8, 19] e varios outros. Na presente
tese, iremos apenas considerar o efeito Casimir e a densidade de corrente induzida.

Como previsto originalmente, e ja verificado experimentalmente |20} 21], 22, 23], 24} 25],
o efeito Casimir surge quando duas placas paralelas descarregadas sao colocadas no vacuo,
muito préximas, a uma distancia da ordem de pum, resultando em uma interacao atrativa
entre as placas, como consequéncia da modificacao das flutuacoes quanticas do vacuo
do campo eletromagnético [26]. O célculo da intensidade da forga atrativa, é claro, é
realizado considerando o espago-tempo de Minkowski com o campo satisfazendo condicoes
de Dirichlet em ambas as placas. No entanto, teoricamente, muitos trabalhos tém sido
desenvolvidos considerando o efeito Casimir em espagos-tempo curvos, com topologia
nao trivial, juntamente com condi¢oes de contorno [0 [7, 8, 19]. Nesse contexto, o valor
esperado de vacuo do tensor energia-momento também foi considerado [9, [10) 27, 28|
29, 130, 31, 32, B3, B4]. Devemos lembrar que a densidade de energia de Casimir é a

componente 00 do valor esperado de vacuo do tensor de energia-momento.
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Outro observavel fisico de interesse é a densidade de corrente induzida associada a um
campo carregado. No contexto da abordagem semi-cléssica da teoria quantica de campos,
por exemplo, o valor esperado de vacuo da densidade de corrente pode ser usado como
fonte nas equacoes de Maxwell, proporcionando um maior entendimento da dinamica
do campo eletromagnético. Essa linha de pesquisa tem sido contemplada em diversos
trabalhos nos tltimos anos [16] 17, 18] 34]. Observe que, na auséncia de um campo de
calibre, pode existir uma densidade de corrente induzida quando, por exemplo, é adotada
uma condicao de contorno quase periodica, que é o caso que iremos considerar.

Um espaco-tempo muito interessante com topologia nao trivial é aquele gerado pelo
campo gravitacional de uma corda cosmica idealizada, ou seja, fina, reta e muito longa
[35, 6, B7]. Corda cosmica é um defeito topolégico com densidade linear de massa [38],
previsto em muitas extensoes do Modelo Padrao de fisica de particulas e, mais recente-
mente, no contexto da teoria das cordas [39 40]. Cordas cosmicas podem ter varias con-
sequéncias cosmologicas, gravitacionais e astrofisicas |35} 36, 37, [39, 40, [4T], 42| 43, [44] [45],
o que torna sua fisica de grande interesse. Deve-se ressaltar que o analogo da corda cos-
mica em matéria condensada é a desclinacdo [46]. Ambos, corda cosmica e desclinagio,
sao descritos por um espaco-tempo conico.

O efeito Casimir pode ser usado para entender o comportamento de materiais em
nanoescala e, nesse sentido, pode aparecer quando considera se, por exemplo, tubos de
atomos de carbono (nanotubos de grafeno) na escala de comprimento da ordem de 10™%m,
a escala exata em que o efeito Casimir se torna mais relevante. Um modelo analogo no
qual uma condicao de contorno quase peridédica imita as propriedades dos nanotubos
pode muito bem ser construido. Neste cenario, a condicao de contorno quase periddica é

introduzida por meio da identificagao [10],
d(t,r, 0, 2) = e PO(t,r, o + 2, 2), (1)

causando uma dependéncia explicita do parametro 3 pelo campo escalar, ®, obedecendo a
condicao. A conexao entre a condicao de contorno quase periddica e a fisica de nanotubos
ocorre pela maneira como a folha de carbono é cortada, determinando as propriedades
do nanotubo. Isso esta diretamente relacionado ao angulo de fase cujos valores ocorrem

no intervalo 0 < < 1. De acordo com a teoria, as propriedades de um nanotubo
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sao determinadas pelo vetor quiral (também conhecido como vetor circunferencial) C =
nyd, +nods, onde ny e ny sa0 ntimeros inteiros conhecidos como indices quirais. O grafeno,
por exemplo, apresenta uma simetria hexagonal, com o angulo quiral assumindo valores
entre 0° e 60°, embora muitas vezes possa ser encontrado em um intervalo 0° < 275 < 30°.
Neste caso, outro nanotubo equivalente também pode ser encontrado no intervalo 30° <
273 < 60° [47]. A diferenca estéa na helicidade da rede de grafeno, onde os pontos ao redor
do tubo mudam do lado direito para o esquerdo, modificando as propriedades 6pticas do
sistema. Em termos de pares quirais (n, ny), existem dois casos especiais. Se escolhermos
f = 0, isso caracteriza um nanotubo Zigzag com par quiral (n;,0) que pode representar
um semimetal quando n; —ns = 3p ou um semicondutor quando n, —ny # 3p, com p € Z.
Para 8 = 1/3, o angulo de fase torna-se 60° e representa o nanotubo Armchair, que é
sempre um nanotubo de metal descrito pelo par quiral (n,n), ou seja, ny = ny. Além
disso, o nanotubo quiral ocorre para o intervalo 0° < 275 < 30°, podendo ser semimetal
ou semicondutor, seguindo as mesmas condi¢oes do caso do nanotubo Zigzag.

O papel do campo escalar na teoria do grafeno pode ser interpretado como sendo
um potencial escalar, ®(x), relacionado ao campo elétrico estatico livre F(z), dado por
E(z) = =V, ®(x) [48]. Ele pode ser usado na teoria quantica de campos para representar
excitagoes de férmions de Dirac sem spin no grafeno, e suas flutuagoes podem ser relaci-
onadas a um campo quantico caracterizando plasmons[] no grafeno [49]. Outra aplicagao
¢ no contexto de nanorings de grafeno. Nesse caso, dependendo da forma do nanoring
(Armchair ou Zigzag), ele pode ser caracterizado por um campo escalar dependente da
posi¢ao denotado por m(x), representando uma massa dependente da posi¢ao [50].

Semelhante aos fotons, que representam ondas de luz quantizadas, os fonons sao quase-
particulas (excitacoes coletivas) que podem ser interpretadas como ondas sonoras quan-
tizadas devido a vibracao de uma rede atomica. Assim, diversas propriedades podem
ser examinadas em um sistema descrito por fonons, os quais sao representados por um
campo escalar real quantico. Em particular, se o comprimento de onda das excitagoes co-

letivas for muito maior que a distancia interatomica, a relacao de dispersao para os fonons

I Plasmons sdo excitacoes coletivas em decorréncia de oscilacdes quantizadas de um plasma. Sao muitas
vezes chamados de quase-particulas visto que ndo sao exatamente particulas como elétrons, prétons e

néutrons. Mas exibem algumas caracteristicas de particulas como carga e spin.
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serd aproximadamente linear[51], com o campo escalar real obedecendo uma equacdo de
Klein-Gordon efetiva. Embora a teoria dos fonons tenha sido desenvolvida por Einstein
em 1907 [52], e Debye em 1912 [53], somente em 1941 a mesma foi aplicada ao superfluido
por Landau [54] e posteriormente, em um sistema constituido por um liquido cléssico,
por Percus e Yevick (1958) [55]. Além disso, muitos estudos sobre propriedades de fonons
em fluidos foram publicados tais como superconducao por interagao fonon-elétron [56],
espalhamento fonon-fonon [57], e na capacidade calorifica de véarios fluidos [58].

Além disso, como se sabe, a presenca de condigoes de contorno e a topologia nao
trivial, assim como a geometria do espacgo-tempo, podem modificar o comportamento
quantico das propriedades do sistema, como, por exemplo, alterar as flutuacoes quanticas
de vacuo de um campo quantico. O caso de um liquido classico nao é diferente, ou seja,
as mudancas locais em sua densidade de massa dependem da topologia ou geometria do
espaco-tempo efetivo e da condigao de contorno sob a qual o liquido é submetido. Neste
contexto, Unruh [59] propds um experimento envolvendo ondas sonoras em um fluido como
um modelo analogo para estudar a evaporagao de buracos negros. Mais recentemente, do
ponto de vista cosmologico e astrofisico, foi considerado um superfluido de féonons para
estudar a matéria escura [60, 61, [62].

Ao descrevermos o sistema do liquido classico em termos de suas vibragoes sonoras
quantizadas, podemos submeter & condi¢oes de contorno especificas os modos sonoros
(fonons) descritos por um campo escalar real para obter um efeito Casimir analogo [26], de
forma similar ao que é feito no contexto da teoria quantica de campos. Consequentemente,
podemos considerar um liquido classico que simula um cenério em que é possivel calcular
flutuagoes de densidade, da mesma forma que para o efeito Casimir, porém substituindo a
velocidade da luz pela velocidade do som [63]. Originalmente, as flutuacoes de densidade
foram calculadas por L. H. Ford [64] [65], considerando uma topologia nao trivial, como a
topologia conica da corda cosmica ideal e diferentes condi¢bes de contorno.

Na teoria quantica de campos, como ja mencionado, os fonons sao representados por
um campo escalar real sem massa com spin—0. Como o campo escalar pode ser submetido
a condigoes de contorno, alteracoes nas flutuacoes quanticas do seu estado fundamental
(vacuo quantico) serao exibidas. Isso foi considerado, por exemplo, por T. H. Boyer [66],

no caso de duas placas paralelas, onde uma delas é uma placa condutora perfeita e a outra
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infinitamente permeavel. Para realizar este estudo, Boyer utilizou condigoes de contorno
mistas para representar possiveis diferencas nas propriedades das placas e encontrou um
resultado repulsivo, em que a forga foi multiplicada pelo fator 7/8, em contraste com a
forca atrativa que surge entra as duas placas quando sao submetidas apenas as condi-
¢oes de contorno de Dirichlet ou Neumann, por exemplo. Assim, a diferenca nos fatores
multiplicativos é atribuida a diferenca nas propriedades das placas.

Sabemos também que a teoria quantica de campos a temperatura zero esta bem esta-
belecida e constitui a base do Modelo Padrao da Fisica de Particulas, fornecendo véarias
previsoes que foram verificadas com alta precisao através de experimentos. No entanto,
temperatura exatamente zero nao ocorre no universo e, para termos modelos mais rea-
listas, é preciso incluir correcoes de temperatura. A presenca da temperatura modifica
o comportamento e as propriedades do sistema, como visto, por exemplo, no estudo de
supercondutores realizado pelo fisico holandés Heike Kamerlingh Onnes que descobriu em
1911 que em baixas temperaturas, a resisténcia elétrica do material vai para zero [67].
No entanto, um modelo de temperatura finita é geralmente mais complicado do que o de
temperatura zero, exigindo técnicas matematicas ou mesmo numeéricas mais sofisticadas.

Por outro lado, o modelo de vibragao da rede proposto por Einstein em 1907 e Debye
em 1912 [52] 53] tornou possivel conectar as vibragdes elementares de um sélido com o
calor especifico. Quanticamente, como as vibragoes da rede podem ser entendidas por
meio de excitagoes sonoras quantizadas, a transferéncia de calor neste cenério foi estu-
dada recentemente em [68], reforcando que a teoria dos fonons esté relacionada de forma
direta com a temperatura. Assim, torna-se natural explorar os efeitos térmicos e quanti-
cos quando os fonons sao incluidos em um sistema, uma vez que representam vibracoes
quanticas em solidos e fluidos. Embora o sélido e o fluido se diferenciem pela organi-
zagao da rede atomica, as grandezas termodinamicas do fluido podem ser interpretadas
da mesma forma que as do soélido com a diferenca da possivel diregao de polarizacao das
ondas sonoras, que no fluido é apenas longitudinal e no sélido longitudinal e transversal
[51]. Assim, a temperatura mostra-se de alta significincia, uma vez que as excitagoes
sonoras aumentam com a temperatura.

Outro componente que afeta as flutuagdes quanticas de um campo é a topologia do

espaco-tempo, onde os modos dos fénons podem se propagar. A topologia ndo trivial
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do espaco-tempo induz uma modificacao nas flutuagoes quanticas do campo, da mesma
forma que uma condi¢do de contorno também induz [19, [7, 69, [70, [7T], [72] [73]. O espago-
tempo de uma corda cosmica, por exemplo, tem uma topologia conica que é descrita pelo
parametro da corda césmica ¢ > 1. Este ultimo esta associado a densidade de massa
linear da corda cosmica, ji, por meio da relacao ¢~! = 1 — G, onde G é a constante
gravitacional de Newton [35] 36, 37]. Em contraste, no caso de uma desclinagao, o defeito
analogo da corda césmica em matéria condensada, o parametro de desclinacao assume
valores tais que ¢ > 0 [46].

Além da topologia nao trivial do espago-tempo, a flutuacdo quantica de um campo
também pode ser modificada por uma condigao de contorno imposta [I9]. De particular
interesse, temos o espaco-tempo conico da corda coésmica ou da desclinagao em conjunto
com a condicao quase periddica dada por (|1f) aplicada ao campo. Observe que recuperamos
a condicao periddica conhecida para [ = 0, bem como a condicao anti-periédica para
B =1/2. Assim, a solugao da equacao de movimento apresentard a dependéncia explicita
do parametro ¢, bem como do parametro [, como veremos.

No contexto dos efeitos de temperatura finita considerando a topologia conica do
espaco-tempo da corda cosmica, Davies e Sahni [74] analisaram a corda césmica imersa
em um banho de radiacao de calor primordial. Além disso, os efeitos térmicos foram
explorados em varios outros cenarios usando a acdo euclidiana [75] [76, [77] e o método
do heat-kernel |78 [79]. Recentemente, os efeitos de temperatura finita na densidade de
corrente induzida considerando sistemas fermiénicos e bosoénicos no espago-tempo da corda
cosmica também foram estudados |80, 8I]. No presente trabalho, desejamos investigar
os efeitos térmicos em um cenario onde um campo quantico de fonons esta sujeito a
uma condicao quase periddica e cujos modos se propagam em um espaco-tempo com
topologia conica, que pode ser uma corda césmica ou uma desclinagao. Os modos dos
fonons representam vibragoes em um meio liquido da mesma forma que considerado na
Ref. [2] & temperatura zero, proporcionando uma boa oportunidade para estudar um
sistema analogo em matéria condensada, ao efeito Casimir na teoria quantica de campos.
Aqui, a funcao térmica de Hadamard é obtida nesta configuracdo e permite calcular
observaveis fisicos termalizados como a densidade do liquido, energia interna, energia livre

e densidades de entropia. Este método introduz correcoes de temperatura nos observaveis
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usando a matriz de densidade e a funcao de particao associada a uma relacao de anti-
comutagao entre a solugao de campo e seu complexo conjugado.

A presente tese esta organizada da seguinte forma: no capitulo [I] serd mostrado alguns
resultados de teoria quantica de campos necessarios para desenvolver a presente tese,
incluindo uma se¢ao para uma breve revisao do efeito Casimir. No capitulo [2] estudamos
um sistema constituido pela condicao em conjunto com o espago tempo com topologia
conica da corda cosmica ou da desclinacao. Neste cenario, analisamos o VEV do tensor
energia-momento de campo escalar complexo, bem como o VEV da densidade de corrente
induzida. No capitulo[3]|consideramos o mesmo sistema adotado no capitulo[2] assim como
também consideramos condicoes de contorno de Dirichlet, Neumann e mista. Analisamos
a influéncia desses elementos nas vibragoes sonoras quantizadas de um fluido classico,
simulando assim um efeito Casimir anédlogo. Ja no capitulo 4| fazemos uma extensao
a temperatura finita do estudo feito no capitulo |3| para modelos de fénons no espaco-
tempo da corda césmica em conjunto com a condicao anti-periodica . Neste sentido,
calculamos quantidades termodinamicas tais como a densidade do liquido, energia interna,
energia livre e densidades de entropia. Por tltimo, encerramos a tese no capitulo

apresentando as conclusoes.
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Capitulo 1

Resultados de teoria quantica de

campos

Neste capitulo sera feito um resumo de resultados fundamentais de Teoria Quantica
de Campos (TQC) para o desenvolvimento do trabalho. Sabemos da enorme abrangéncia
dessa teoria, porém, aqui vamos nos limitar basicamente a teoria para campos escalares.
Em geral, as referéncias tomadas para a escrita dos capitulos sao alguns livros os quais
serao citados no devido momento, em conjuntos com notas de aulas acumuladas durante

todo o percurso académico.

1.1 Mecanica Quantica Relativistica

Vamos nesse momento revisar alguns conceitos basicos de teoria da relatividade espe-
cial, entre eles o espaco-tempo de Minkowski e as transformacoes de Lorentz, necessarios
para a descricao de uma mecanica quantica relativistica. Além disso, vamos aqui defi-
nir notagoes que serao usadas ao decorrer da presente tese tomando como base as Refs.
182, 83 [84].

A descricao do espaco-tempo sera representada pelo quadrivetor

= (22" 2% 2% = (2"), 2°=ct. (1.1)

A meétrica usual para o espaco tempo quadridimensional é dada pelo tensor fundamental
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Guv, que é conhecido como métrica (ou espago-tempo) de Minkowski, descrito pela matriz

1 0 0 0
0 -1 0 0
(guu) = ) (1'2)
0O 0 -1 0
0 O 0 -1

ou ainda pela notagdo g, = diag(l,—1,—1,—1). J& o produto escalar no espacgo de
Minkowski é dado por
x-y=atg,r =2" 4" -7 7, (1.3)
onde temos a mudanca de indices ocasionada pela aplicacao da métrica ao quadrivetor
T, = g’ (1.4)

A inversa de g, serd denotada por ¢g"” os quais sao tensores covariantes e contravari-
antes, respectivamente. Note que a componente temporal do vetor é invariante diante
da operacao utilizando a métrica, enquanto as componentes espaciais tem o sinal
invertido.

Seja a transformacao de Lorentz A : = — 2/, em que é dada da seguinte maneira
't = A" xv. (1.5)

Porém, essa transformacao deve ser invariante ao tomarmos o produto escalar. Dessa

forma, a transformacao deve ocorrer tal que
Gu NN, = o (1.6)
Consequentemente, das Eqs. , , , segue a invariancia do produto escalar
-y = A P g N y” = 2P 9oy’ = 1 - y. (1.7)
Observe que a transformagao dos vetores covariantes se da por
), = gt = gul 72 = g\ g™ xs = A, Pug. (1.8)

Para um boost na diregao x, a matriz A*, possui a forma:

vy =By 00
- 0 0
U (1.9)
O 0 10
0O 0 01
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Consequentemente, as transformacoes de Lorentz correspondentes sao dadas por
oV =y(a' — Bet), ¥ =27 ¥ =23 o =~(ct - Bat), (1.10)

sendo =2, v = (1 — B?)71/2. O significado fisico dessa transformacio se d4 no fato de
que a velocidade da luz é a mesma para qualquer sistema inercial.

Considerando agora as derivadas, temos as seguintes notacoes

0 10
O = e (0,) = (E&av) . (1.11)

Dessa forma, a parte contravariante da derivada ¢ dada por (0*) = (%%, —V). Temos
ainda o operador D’alembertiano [, o qual é definido como o produto das derivadas

covariante e contravariante
1 02
c2 Ot? ’

onde A é o operador Laplaciano. E importante destacar que o operador D’alembertiano

0= 0"9, = (1.12)

¢ invariante mediante transformagoes de Lorentz, isto ¢, 9,0 = 9,0".
Podemos definir o quadrivetor p*, também chamado de quadrimomento que é a genera-
lizacao do vetor momento classico em 3 dimensodes, escrito em um espaco de 4 dimensoes.

Este quadrivetor é escrito da seguinte forma

(") = <§,ﬁ> : (1.13)

O produto escalar p,p", o qual também ¢é um invariante de Lorentz, é dado por
pT=pupt=— —p  =mc. (1.14)

O procedimento de quantizacao a ser adotado, na sequéncia, permite que energia F e

momento p sejam promovidos a operadores de tal forma que:

0
E h— 1.1
7 - g, (1.16)

Considerando agora a relacao relativistica energia-momento expressa pela Eq. (1.14), os

operadores acima definidos, apos atuarem em uma dada fungao ¢(x), fornecem

(F?0,0" + m*c*)y(x) = 0. (1.17)
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A equacao é conhecida como equacgao de Klein-Gordon. Ela foi proposta em 1926
como a descri¢ao relativistica para a equagao de Schrédinger. O procedimento usado para
chegar na Eq. ¢ chamado de primeira quantizacao. Além disso, para m = 0, ela
é reduzida para a equacao de onda. No inicio, quando foi proposta, a equacao de Klein-
Gordon apresentou um problema devido a densidade de probabilidade nao ser positiva
definida, além da energia negativa por causa da segunda ordem da derivada temporal,
0 que nao ocorria na equacao de Schrodinger devido a linearidade temporal da equacao.
Mais tarde essa energia negativa foi atribuida a antiparticulas, solucionando o problema da
energia negativa da equagao de Klein-Gordon. Apesar dos problemas iniciais, a equacao de
Klein-Gordon ¢ utilizada para descrever particulas de spin-0, uma vez que na teoria para
campos escalares nao ha graus de liberdade que possamos associar ao spin da particula,

consequentemente nao contém spin.

1.2 Teoria do Campo Escalar e Quantizacao

Como sabemos, um campo escalar associa um valor escalar a cada ponto do espago e,
além disso, é invariante pelas transformacoes de Lorentz. Nesta secao vamos trabalhar de
uma forma mais detalhada os resultados para a teoria do campo escalar.

Seja um campo escalar (¢, x) definido em todos os pontos (¢, Z) do espago-tempo de

Minkowski em n dimensoes. Esse campo satisfaz a equacao de Klein-Gordon
(O+m?)e =0, (1.18)

onde consideramos unidades naturais tais que h = ¢ = 1, 0 = n*¥9,0, e n*¥ & o tensor
métrico no espaco de Minkowski. Algo que precisa ser destacado, é que ao quantizarmos
a teoria, essa massa ¢ atribuida ao campo.

A equacao (|1.18]) pode ser obtida a partir da densidade lagrangiana
1 72 2 2
L= 50" 0updsp —m7e7), (1.19)

em que tomando a integral com relacao as todas as n dimensoes da densidade de lagran-

giana acima, definimos a agao da teoria escalar como

S = /i dt/ﬁ(x)dn_lx. (1.20)
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Agora considerando que a evolucao do sistema entre os instantes t; e t5 é dado de modo

que obedeca ao principio de Hamilton, as variacoes em relacao a ¢ devem satisfazer
08 =0. (1.21)
A solucgao para a Eq. ¢ uma solucao do tipo onda plana, a qual é expressa por
o(t, T) = ARt (1.22)

em que A é uma constante de normalizacdo e w é a frequéncia angular de oscilacao do

campo, escrita como
w = (K+m?)? (1.23)

com o médulo do vetor de onda k dado por

n—1 1/2
ko= |k = <Zk§) . (1.24)
=1

Além disso, as componentes cartesianas de k podem assumir os valores
—0o <k <oo; i=1,...,n—1

No conjunto de solugoes da Eq. ((1.22)) encontram-se apenas as solugdes cujas frequéncias

sdo positivas com relagao a t, e que sao autofun¢oes do operador 9/0t:

%gp(t,f) = —iwp(t,¥); w>0. (1.25)

Ja a constante de normaliza¢do A presente na solu¢do de onda plana (1.22)), é obtida

usando a expressao geral [85]

—i/d"fﬂ\/—_g {00 ()05 (x)] = [O1ps ()]0 (2)} = Goor, (1.26)

em que o representa o conjunto de ntimeros quanticos do sistema e o simbolo delta no
lado direito da equacao acima é a funcao delta de Dirac quando o ntiimero quantico for
continuo, e delta de Kronecker quando o mesmo for discreto.

Em se tratando de campos classicos, apesar de solucionar diversos problemas como os
presentes na eletrodinamica classica, muitos fenémenos que exibem propriedades quan-

ticas nao podem ser explicados apenas por campos classicos, como é o caso do efeito
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fotoelétrico, por exemplo. Dessa forma, tais fenomenos podem ser melhores explicados
utilizando o conceito de particulas, decorrente de um campo quantizado. Com isso, uti-
lizamos um procedimento chamado de quantizacao, o qual permite explicar toda uma
fenomenologia da mecanica quantica usando um conceito modificado de campos.

O processo de quantizacao consiste na transformacao das variaveis canonicas em ope-
radores e dos parénteses de Poisson em comutadores, ou seja, tratando o campo ¢ como

um operador e impondo as seguintes relacoes de comutacao considerando tempos iguais

[gp(t,f)7(’0(t,f/)] - 0,
[7(t, @), n(t,2")] = 0, (1.27)
[o(t, Z),n(t, )] = 6" (¥ —7T").
Note que 7 é a variavel canonicamente conjugada a ¢ definida por
oL
= (1.28)

—— = 0.
9(9(9p))
Com o sistema quantizado, a evolucao temporal dos operadores vem da relacao

dA
— =—i|AH 1.2
= — —ilA H) (129)

com A sendo um operador genérico e H a hamiltoniana do sistema. Dali, temos que ¢ e

7 evoluem temporalmente por

§b<t7 f) = Z.[H> gp(t, f)]u

w(t,7) = i[H,7(t,T)], (1.30)
em que para o caso do campo escalar real, a hamiltoniana H é dado por
1
H = 3 /dgf (7 + (Vo)* + m*¢?) . (1.31)

Temos ainda que a combinacdo das Egs. e (1.31), nos confirma que ¢ também
satisfaz a equagao de Klein-Gordon.

Como consequéncia da quantizacao, a solucao da equacgao de Klein-Gordon ([1.22))
pode entao ser escrita em termos de uma decomposicao de Fourier. Assim as solucoes
e seus respectivos complexos conjugados formam uma base ortonormal completa
que satisfazem o produto escalar . Desta forma, o operador campo ¢ pode ser

expandido como

pt,7) =Y Afape/ T 4 glemiFawn), (1.32)
k
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em que az € ai

3 sao, respectivamente, os operadores de destruicao e criacao de estados.

Partindo agora do ponto em que as relagoes de comutacao entre ¢ e 7 sao equivalentes,

entao tém-se as seguintes relacoes de comutacao entre os operadores a; e a%:
lag,ap] = 0,
bt 1.33
[aE7 aE,] 07 ( )
Tt
[aE, aEl] = 5]@]{;/.

Na descricao de Heisenberg para a mecanica quantica, o estado quéantico [¢)) nao
muda conforme o tempo, e reside no espago de Hilbert. Dessa forma, se faz conveniente
tomar uma base no espaco de Hilbert mais adequada a tal invariancia temporal. Para
tal, usamos a chamada representacao Fock. Logo, os vetores Ket de base normalizada,
denotados por | ), podem ser construidos a partir do vetor |0), chamado de vacuo, ou
estado de nenhuma particula. O estado |0) tem a propriedade de ser aniquilado ou criado

por todos os operadores ay e aL respectivamente:

ak0) =0, [1;) = al|0); Vk. (1.34)

Além disso, a partir do estado de vacuo podemos encontrar o valor esperado renormalizado
da energia de vacuo, o qual para um espago-tempo sem condicoes de contorno ou fronteira
é zero. A renormalizacao se trata de um método usado para se extrair uma parte finita
da energia de vacuo provenientes da perturbacao do vicuo quantico. Existem diversas
formas de renormalizagao, onde algumas serao usadas nessa tese e descritas conforme a
necessidade. Ao se introduzir condicoes de contorno ou fronteira, esse valor esperado do
vacuo passa a ser diferente de zero, caracterizando o conhecido efeito Casimir [26].
Podemos agora construir estados de muitas particulas aplicando diversos operadores de
criagao ao estado de vacuo, desde que todos os seus momentos k1, ko, . . ., k; sejam distintos
para o caso de férmions respeitando o principio de exclusao de Pauli, mas podendo ser
iguais para bosons, obtendo assim |1, 1g,, ..., 1x;) = aLlaLQ . .aLj|O>. Ao aplicarmos
o operador de criagio al diversas vezes no vacuo, obtemos (n!)~'/2(al)"0) = |ng). O
termo n! um fator de normalizacdo que surge ao aplicarmos sucessivas vezes o operador
criagdo. Além disso, temos ainda a relagao desses operadores atuando em um estado |n),
sendo a algebra descrita por al|[ng) = (n 4 1)"/2|(n +1);) para o operador de criacao, e

ar|ng) = n'/2|(n — 1)) para o operador de destruicio.
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Seguindo a algebra dos operadores atuando em um estado quantico, vamos entao

introduzir o operador N, também chamado de operador niimero através da relacao
N = /dSkaLak. (1.35)

Devido a nao comutatividade dos operadores de criacao e destruicao, operador nimero
possui uma caracteristica de corresponder ao nimero de particulas em cada estado do

sistema, como veremos abaixo
N|0) =0,
Na}, |0) = af [0),

Nazl a};:g |0> - 20/21 CLITCQ |0>’

Naj, ---a} |0) = na}, ---a} |0). (1.36)

Desta forma, o operador ntimero também é conhecido como operador nimero de particu-
las. Mais detalhes e propriedades desses operadores podem ser encontradas nas referéncias
[6, [86], uma vez que aqui vamos nos concentrar apenas no necessario para o desenvolver

da presente tese.

1.3 Teorema de Noether

E conhecido da mecanica classica que a invaridncia da acdo conduz a existéncia de
simetrias que estao associadas a grandezas conservadas. Desta forma, invariancia da acao
por translagoes espaciais, rotacoes e translacoes temporais esta associada a conservagao do
momento linear, momento angular e energia, respectivamente. Formalmente, é o teorema
de Noether quem estabelece a conexao entre cada simetria obedecida pela lagrangiana e

a correspondente grandeza conservada [87].

Teorema (Teorema de Noether). A todo grupo de transformagoes continuas de ¢ que

mudam L, no mdrimo por uma divergéncia, eriste associada uma corrente conservada.

Para uma descricao de teoria de campos local, seja a densidade lagrangiana uma funcao

local do campo p(z) e suas derivadas. Consideramos a transformagao infinitesimal abaixo
p(r) = ¢'(2) + adp(x), (1.37)
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com « sendo um parametro infinitesimal, e dp descreve a variagdo da configuracao de
campo. Chama-se essa transformacao de simetria, caso a equacao de movimento decor-
rente das equacoes de Euler-Lagrange seja invariante por tais transformacoes. Este serd o
caso se o efeito das transformacoes permanecer invariante. No entanto, também é possivel
que o efeito mude por um termo de superficie, uma vez que isso nao desempenha um papel
no calculo das equagoes de Euler-Lagrange (ou seja, as equagoes de movimento). Para

que (1.37) defina uma simetria, a lagrangiana deve se transformar como
L(z)— L(z)+ adLl(x) (1.38)

onde 6L(z) = 0,J"(x). Por outro lado, podemos calcular a variacdo de £ diretamente.

Sendo assim,

adl = g—i(aégo) + < 5 (gf@) d,(adp)
S om0 R e € | R

Usando as equagoes de Euler-Lagrange no segundo termo, o mesmo se torna zero, e o
restante pode ser escrito como 9,,7* = 0. Isso mostra que sempre que houver uma simetria

continua associada a um sistema, podemos definir uma corrente dada por

oL
= 5o — T 1.40

que é conservada.

Além disso, em se tratando de corrente conservada, podemos também definir uma

carga associada

Q :/dBZEJO(t7X), (1.41)

tal que serd constante no tempo e vai gerar as transformagoes de simetria. Tomando
a derivada com relacao ao tempo em ambos os lados da equagao acima, obtemos como

resultado

d
d_cf = /dgxatJO(t,X)

= —/d%ﬁf(t,x) — 0. (1.42)
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Logo, percebemos que a carga também é conservada. Torna-se importante destacar que
se existe uma simetria, existird também uma carga conservada que é a geradora das
transformacoes de simetrias infinitesimais. A reciproca também é verdadeira, ou seja,
se existir uma carga conservada na teoria, através de relacoes de comutacao, ela gera
transformacoes infinitesimais. Em resumo, esse é o teorema de Noether, muito importante
no estudo de simetrias em sistemas dinamicos.

Como exemplo de aplicacao do teorema de Noether, vamos usar a equacao de Klein-

Gordon, cuja densidade lagrangiana £ é dada por

L = |8u0> —m?|p]?, (1.43)

em que |p| ¢ um campo escalar complexo. A densidade lagrangiana (|1.43]) é invariante

sob a transformacao de calibre de primeira espécie
o(z) = e“p(), (1.44)
com « constante. Para « infinitesimal temos que
o(x) = p(z) + iap(x). (1.45)
o que significa
dp(x) =ip(x), dp(x)" = —ip(x)". (1.46)

Neste caso, temos que a quantidade J* = 0 e o valor da corrente se torna

(@) = i[(0"¢ ) — " (8"p)], (1.47)

-,

onde as componentes do quadrivetor sao j* = (jo,j') = (p,j). Assim, definimos a densi-

dade de probabilidade, p, e a densidade de corrente, j

1.4 Tensor Energia-Momento

Outra consequéncia do teorema de Noether é a obtencao do tensor energia-momento.
Para isso, vamos considerar um translacdo no espaco-tempo x — 2'¥ = x# — a* tal que

essa transformacao nos leva a transformagao de campo [84]
o(x) = o(x+a) = p(z) + a"0,0(z). (1.48)
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Aqui assumimos que a densidade lagrangiana depende explicitamente apenas dos campos

e de suas derivadas. Com isso,

L(z) = L(p(x), Oup (). (1.49)

Uma vez que a lagrangiana ¢ um escalar, a mesma também tem uma transformagcao

infinitesimal da forma
L(zx)=L+ad"d,L=L+a,d,(n"L). (1.50)
Da equacao (1.39) obtida no teorema de Noether, temos que

5L =0, <a(?9—f@5@) . (1.51)

Logo, ao substituirmos as equagoes (1.49) e (1.50)) no resultado (L.51)), obtemos

oL
" — kv =
a,0, (8(0"90)8 ©—n E) 0. (1.52)

Como a, é um parametro arbitrario, podemos reescrever a equacao acima na notacao

0, " =0, (1.53)
onde
oL
= Yo — nt 1.54
a(amp)a =L, (1.54)

é o tensor energia-momento.

A partir do tensor energia-momento, 7},,, podemos encontrar os operadores hamilto-
niano e de momento para o campo. Esses operadores sao de grande importancia para
explorarmos o significado fisico por trés dos estados de Fock ja definidos anteriormente,
além de carregarem informacoes que podem ser extraidas do sistema. Considerando a
densidade de lagrangiana para o campo de Klein-Gordon, o tensor energia-momento sera
[6]:

1 1
T;w - ,u%paz/(p - inuun ﬁaaSOa[?‘P + §m290277,ul/7 (155)

o qual se obtém a densidade hamiltoniana tomando as coordenadas temporais do tensor,

ou seja,
n—1
1

Ty = 3 (Orp)? + ;(@- ) +mPo? | (1.56)



Ja para a densidade de momento temos
Ttizﬁtgoazw; 1= 1,...,’/1—1 (157)

em termos de coordenadas de Minkowski. Vale ressaltar que para o lagrangiana do campo
de Klein-Gordon, o tensor energia-momento 7, é simétrico.

Os operadores hamiltoniano e momento sao obtidos apds uma integracao em todo o
espaco. Assim, seja a solucao de onda livre ¢ dada por e substituindo na equacao
chegamos a expressao final para a hamiltoniana em termos dos operadores de
criacao e destruicao ao tomarmos as coordenadas temporais do tensor energia-momento.

Com isso chegamos em

1 1
H = §/dn_1k(akaz + azak)w = /d"_lk(azak + §)w (1.58)

Considerando agora uma componente temporal e outra espacial do tensor energia-momento,

obtemos

B — /dn_lgp Tti = /dn_ll{} aLakki, (159)
t

o qual é o operador momento. Os detalhes de como obter esses resultados pode ser
encontrado na Ref. [88].

Retornando para a Eq. (1.58)), podemos observar que na hamiltoniana, a soma ¢ infi-
nita, pois se trata das energias do estado fundamental de infinitos osciladores harmonicos,
também conhecida como energia de ponto zero. Essa energia pode ser removida do calculo
através do processo de renormalizacao o qual nao vamos entrar em detalhes, uma vez que
essa energia, mesmo que divergente, é de nosso interesse. Se nao calcularmos essa ener-
gia em todo espaco, mas considerarmos que esteja limitado em um pequeno espago entre
duas placas paralelas, vamos obter uma energia dependente do espaco entre essas placas,
o qual gera uma forca entre elas. Esta forca, também conhecida como efeito Casimir é
uma evidéncia da existéncia da flutuacao do vacuo, que serd melhor contextualizado mais

A frente.

1.5 Funcoes de Green

Em teoria de campos, as fungoes de dois pontos, mais conhecidas como funcoes de

Green, tém um papel essencial para a teoria, uma vez que elas carregam informagoes do
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sistema fisico. Nesta tese vamos mostrar algumas aplicagoes nas quais a funcao de Green
é fundamental para a obtencao dos observaveis fisicos. Basicamente, a funcao de Green
(fun¢ao de dois pontos) fornece a amplitude de probabilidade de que uma dada particula
¢ criada em um ponto x do espaco, e observada em um outro ponto z’.

Além disso, a descricao da funcao de Green em teoria de campos nao é idéntica a
usada em teoria das equacoes diferenciais. Embora a funcao de Green também satisfaca
uma equacao com uma funcao d no lado direito da mesma, esta equacao é geralmente nao
linear. As funcoes de Green de particulas livres sao excecoes: sao as funcgoes de Green
das equagoes lineares para os operadores de campo de Heisenberg [89]. O termo fungao
Green foi originalmente aplicado apenas a este caso, mas foi posteriormente estendido
para qualquer sistema interativo.

As varias funcoes de Green podem ser expressas como valores esperados de produtos
de operadores de campo em varios estados, sendo o mais comum para o estado de vacuo
(valor esperado do vacuo). Em termos de campo escalar, é de particular importancia o

valor esperado do anticommutador dos campos, denotado por

GW(w,a") = (0l{e(), p(«)}|0), (1.60)

onde G & chamado de funcio elementar de Hadamard [6]. Essa funcio de Green pode

ser dividida em suas partes de frequéncia positiva e negativa como
GW(z, ') =Wt (z,2') + W (z,2), (1.61)
em que W¥ é conhecida como funcoes de Wightman, que sdo dadas por

Wz, o) = (0ffp(x)p(2")]0),
W= (a,2") = (0llp(2)e(2)]|0).

Usando a equacio de campo de Klein-Gordon ([T.18)) é possivel perceber que G| W+

(1.62)

satisfazem a equagao homogénea
(O +m*)¥Y(z,2') = 0. (1.63)

Note que as fungoes de Green apresentadas nesta secao foram considerados como
valores esperados de produtos dos operadores de campo em um estado puro, ou seja, o

estado de vacuo. No entanto, ao considerarmos um sistema cuja temperatura seja diferente
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de zero, tal sistema nao é mais descrito por um estado puro, mas por uma distribuicao
estatistica para todos esses estados. Para um sistema com temperatura diferente de zero,
as funcoes de Green sao dadas pela média do valor esperado que é obtida dos produtos
dos operados de campos que atuam nos estados puros [89] 90, 91 92].

Suponha entao que [1;) seja um estado puro, sendo um autoestado do hamiltoniano
cH =), a,ta com valor proprio de energia E;. Sendo assim, o mesmo também sera
um autoestado do operador de nimero total dado pelo operador nimero N = )", azak.
Em um sistema em equilibrio com temperatura 7', quando temos o ntimero de particulas
e a energia variando, ele é descrito pelo ensemble grande canodnico de estados. Logo, a

probabilidade de o sistema estar no estado |¢;) é dada por

p; = e PEimum) 7=1 (1.64)
onde g = kBLT, kg é a constante de Boltzmann, n; o nimero de particulas do sistema, g
o potencial quimico e
Z =Y e ) (1.65)
J

¢ a grande funcao de particao. A relacao entre a funcao de particio Z e o potencial

termodinamico 2 é expressa por [93] 94]
Z — e P (1.66)
Portanto, a equacao torna-se
pi = PO Fitum), (1.67)
Seja entao a média, a uma temperatura 7' = (kp3)~!, de um operador A expressa por
(A)s = Zl)z'(l/ﬂAWD' (1.68)

O operador de densidade quantico pode agora ser definido em termos dos operadores

ntimero N e hamiltoniano H

p = exp[B(Q+ uN — H)]. (1.69)

10s simbolos :: que acompanham a hamiltoniana significa que ela estd renormalizada através do
operador de ordenamento normal, o qual coloca o operador de destruicao a direita do operador criagao,

assim nos livrando do problema gerado pelo termo %w que nos levaria a uma densidade de energia infinita.
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Dessa forma, a probabilidade (1.64) passa a ser escrita na forma matricial da seguinte

maneira
pi = (Wil plvi). (1.70)

Levando em conta que a probabilidade total deve ser unitéria, entao o traco da matriz

densidade deve obedecer a relacao

trp="> (Wlpli) =1, (1.71)

)

onde da Eq. (1.68) chegamos ao resultadd?|

(A)p = Y (Wiloley) (W] Al)

)

= Y (WilpAl) = tr(pA). (1.72)

1

Retornando as definicoes das funcoes de Green apresentadas no inicio dessa secao, po-
demos agora definir as fungoes térmicas de Green substituindo os valores esperados do
vacuo nas defini¢oes das func¢oes Green de temperatura zero pela média do ensemble ( ).
Com isso, para o caso de o campo escalar, a funcao de Green a temperatura finita sera

descrita por
W5 (z,2') = (0l[p()p(a)]]0)s,
Wy (z,2") = (0l[p(2")e(2)]|0).

Por simplicidade, vamos considerar que o potencial quimico seja nulo, uma vez que nao

(1.73)

trataremos com reagoes quimicas ou fenomenologias que envolvam tal propriedade. Con-

sideremos também a equacao de movimento de Heisenberg escrita como
o(t, &) = ettt (g Z)eH(t-t0), (1.74)
Na representacao de Heisenberg, os estados sao independentes do tempo, entretanto, os

operadores dependem explicitamente do tempo (Detalhes veja [86]). Tomando Wp(zx, 2’),

obtemos
Wit Z;t", &) = Wy (t + 16,7, 7") (1.75)

e da mesma forma para W, (Para maiores detalhes ver [6]). Assim, podemos definir a

propriedade para as funcoes térmicas de Green

Wit &t &) = WE(t+ip, &t &). (1.76)

2Esse resultado detalhado pode ser encontrado na Ref [86] p. 176
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Além disso, da propriedade obtida da Eq. (1.75]), a fun¢ao de Hadamard adquire a seguinte
propriedade

GO T, 2" = Wit @)+ Wy (&t 1)
= Wy (t+if,zt,2") + Wy (t+ip,7;t',7')

= Gt +iB,3;¢,7"). (1.77)

Note que a funcao térmica de Hadamard obedece a uma condicao de periodicidade. Para
a presente tese, os resultados até aqui apresentados para fungoes de dois pontos em geral
sao suficientes. Porém, para discursoes mais aprofundadas, principalmente envolvendo a

parte térmica da func¢do de dois pontos, podem ser encontrados nas Refs. [89, 00, 92].

1.6 Efeito Casimir em (3+ 1)D

Como ja mencionado neste trabalho, o efeito Casimir surge ao colocarmos duas placas
paralelas neutras suficientemente proximas uma da outra, gerando assim uma forca que
pode ser atrativa ou repulsiva. Isso ocorre pois os comprimentos de onda possiveis para
as ondas eletromagnéticas entre as duas placas sao restringidos. Como consequéncia disso
temos menos foétons entre as placas que fora dela, assim gerando uma densidade de energia
menor internamente que no exterior dessas placas. Basicamente temos uma quantidade
menor de particulas colidindo no interior das placas que no exterior, isso ocasiona entao
uma diferenca de pressao que gera uma forca atrativa entre as placas.

Este efeito foi descoberto em 1948 pelo holandés Hendrik Casimir [26]. A partir de tal
descoberta, a visao de vacuo sofreu uma grande mudanca, ao percebermos que o vicuo
que antes era um total vazio pela visao da mecanica classica, agora se tinha algo a mais
considerando uma abordagem quantica. Esse algo a mais sao forcas atrativas derivadas
das flutuagoes quanticas provenientes do vacuo quéantico, que é formado por criacao e
aniquilacao de particulas a todo instante de forma rapida, algo que a concepgao classica
nao seria possivel de explicar.

Apesar de no trabalho original, Casimir ter usado uma configuragdo com campos
eletromagnéticos, na presente tese vamos considerar o efeito para o campo escalar consi-

derando a condicao de Dirichlet, que consiste em termos dois pontos distintos do mesmo
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eixo, onde em ambos os pontos o campo é anulado. Essa condicao de contorno para um
campo escalar massivo em (1 4 1)D foi primeiramente tratado por Hays [95] e posterior-
mente sua generalizagdo em (N + 1)D por Wolfram e Ambjern [96]. Nesta se¢do vamos
apenas considerar o caso (3 + 1)D, que é o nimero de dimensdes maximo que se tem
respaldo fisico experimental.

—
Y

Seja um campo escalar p(t,¥), com & = x,y, z, solu¢ao da equagdo de Klein-Gordon

(1.17) no espaco-tempo quadrimensional

m2c?

fLZ

O+ Je(t,T) =0, (1.78)

onde m é a massa do campo e [] o operador D’alembertiano em quatro dimensoes, dado
por

- to _ o o o (1.79)

Vamos considerar uma configuragdo usada no trabalho original [26] com duas placas pa-
ralelas, em formato quadrado com lado L e colocadas a uma distancia a uma da outra

situada na direcao do eixo z.

. o
() Placas Metdlicas Descarregadas

. Flutuacdes de Vacuo
. Forga Casimir

Figura 1.1: Configuracao das placas paralelas para a obtencao da forca de Casimir
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O volume gerado entre essas placas serd entdo V = L2%a, onde L > a, e vamos
considerar todos os modos dentro desse volume, ignorando qualquer contribuicao das
arestas. Seja ainda a condicao de contorno de Dirichlet atuando no campo escalar definido
no intervalo 0 < z < a. Essa condicao tem como objetivo entendermos como o efeito

Casimir atua diante de condi¢oes de contorno impostas. Assim,

o(t,z,y,0) = p(t,z,y,a) = 0. (1.80)

A solucdo normalizada, da Eq. (1.78)), correspondente a condigdo dada seré

1/2
e B (¢, 7) = (W) eFilent—heky) gip | - (1.81)

em que as frequéncias de oscilagoes sao

m2ct 1/2
Wy = ( = + k2 + kD + c%i) : (1.82)

onde k, = = & o momento discretizado na diregao z, com n =1,2,3,. ...
A solugao geral sob a condicao de contorno de Dirichlet (1.80)) para a Eq. (1.78]), sera

a combinagao linear de todas as solugoes de (1.81)), ou seja, a soma de todos os valores de

n

p(t,7) = [e7(t, D)as + o5 (¢, D)al] (1.83)

o

Z:/Ooodkx /Ooodk:yi : (1.84)

n=1

onde

sendo a, e af os operadores de destruigdo e criacdo de uma particula escalar, respectiva-
mente. Os operadores citados obedecem a relagao de comutagao descrita na Eq. . A
forma de atuacao desses operadores ja foi mostrada anteriormente, onde inclui sua forma
de atuar tanto no estado de vacuo como em outros estados de forma geral.
Considerando o tensor energia-momento para o campo escalar antes definido para n
dimensoes na Eq. , para o operador de densidade de energia no caso em questao

tem a seguinte forma

Too(1,7) = {i[am(t,f)]? + > [op( D) + e @%f)} . a8y
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Para se obter a densidade de energia de vacuo do campo se faz necessario aplicar o

operador descrito pela Eq. (1.85) no estado de vacuo |0). Dessa forma, ao usarmos a

solucao ([1.81)) escrita na base (1.83) chegamos em

h Z m2ct cos 2k, 2

<O|T00(t )|0) = 2 2ah ~ Wn

(1.86)

Ao integrarmos a Eq. ([1.86]) com relacdo as coordenadas espaciais, considerando o inter-
valo [0, a] na direc¢@o z, o qual é definido de acordo com a condi¢do de Dirichlet imposta,

obtemos a energia total de vacuo. Desta forma,

/daz/dy/ dz(0[To(t, 7)|0)
Y e S fufo e
= g (%)2;%, (1.87)

onde L? ¢ a area das placas que estao posicionadas a uma distancia a. Note que o segundo
termo do lado direito nao contribui, assim a energia total é consequéncia do primeiro
termo. Porém, essa energia obtida é claramente infinita, logo, se faz necessério o uso de
um processo de regularizacao de maneira a extrair a parte finita dessa energia devido a
presenca da condicao de contorno imposta. Fxistem diversos métodos de regularizacao,
como a introducdo de um fator exponencial e~ |7, 19], uso da funcdo de Abel-Plana
[97], entre outros. Aqui vamos seguir o processo de renormalizagiao através da funcao zeta
[98,09]. Seguindo com isso, precisamos redefinir a Eq. em termo de um parametro

5 como se segue abaixo:

Eo(a) = g <%)2 ;w;%, (1.88)

onde no limite s — —=, retornamos a equacao original. Apés a introducao do parametro

s, a integral nos momentos k, e k, podem ser efetuadas usando coordenadas polares,
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obtendo assim
i =3 (&) frele - €27 )
_ﬁm(zw) Z 1+s [<%>2+ <%>T_s

_ 5 L\? 1 7 2(1-8) 9 911-s 1.89

onde oo = Tf“

A parte referente ao somatorio pode ser escrito em termos da funcao zeta

de Epstein-Hurwitz dada por
Cenl(z, M) =) [k + M’ (1.90)
k=1

o qual é definida para Re(s) > % Porém, aqui vamos fazer uso da continuacao analitica
de ([1.90)) expressa por [96] 98| 99

M 22 \/_F(S_1_1/2>M1 2Z 93/2—2 1/2 1-2z ©

iz M) = ==3 2 T(s—1) T(z—1) ;fl/“(%kM)’
(1.91)
onde
fulz) = K:’;ix), (1.92)

sendo K, () a funcdo modificada de Bessel de segunda espécie, também conhecida como
fungao de Macdonald. Usando entdo a continuagdo analitica acima definida, na Eq. (1.89),

onde ¢ considerado z = s — 1, chegamos ao seguinte resultado

hme (L\? 1 1 /mey\20-9) a T'(s—3/2) rmec\3-2s
Eola) ==~ (%) _1+S{‘§(?) t5 AT (7))
a 25/2 s

\/_F(S_ s ( >3 zssz/Q . 2]{37‘(‘(1/)} (1.93)

Note que o primeiro termo é independente do parametro de contorno a e é finito, assim
ele caracteriza uma contribuicdo da energia total uma vez que apenas a diferenca das
energias que sao levadas em conta, sendo assim podendo ser descartada. O segundo
termo corresponde a uma densidade de energia constante e teriamos esse termo mesmo na
auséncia dos planos [96]. Ela é cancelada quando adicionamos uma constante a densidade

hamiltoniana. Por dltimo, o Gnico termo fisicamente relevante para energia que seja finito
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Eola) :? (%) (—11+ ) %ri/i) <%>328 g;f?’/“ (2kma). (1.94)

Tomando finalmente o limite do parametro s — —2

5> chegamos ao resultado da energia

renormalizada para o caso do campo escalar massivo entao expresso por

E(a,m) = — % (%)2 (%)4 g} 2 (2kma). (1.95)

Considerando o regime em que m < 1, podemos tomar o limite assintotico da funcao de

Bessel para argumentos pequenos
2 (03
K0 (2] a0
Logo, a Eq. ([1.95) se torna
hel? <= 1 hm?c L?

E{)en(aﬂ 0) = 1671'2(13 ﬁ - _14405 (197)
k=1

Acima foi usado o fato que o somatoério pode ser escrito em termos da funcao zeta de
Riemann, ou seja, Yoo & = ((4) = g—é. O resultado obtido (1.97) é equivalente ao
campo escalar nao massivo encontrado na literatura [7, [19]. O fato de ter um resultado
negativo, se atribui a uma energia atrativa entre as placas, também chamada de energia
de Casimir, o que nos gera uma forca de atracao entre as placas. Essa forca foi provada
experimentalmente por Spaarnay em 1958 [20] para o caso em que consideramos cam-
pos eletromagnéticos. Embora tenha tido exito em principio, o experimento nao foi tao
conclusivo pois o erro da medida era da mesma ordem do resultado obtido. De fato essa
forca foi comprovada por Steve Lamoreaux em 1997, onde se mediu a forca de Casimir
considerando uma lente esférica de 4 cm de diametro e uma placa 6ptica de quartzo com
cerca de 2,5 cm de diametro, em que ambas estavam revestidas com cobre e ouro [21].

Note que a energia de Casimir é proporcional a a3

, Ou seja, converge muito rapidamente
para zero uma vez que as placas sao afastadas. Para o caso em que temos ma > 1, a

energia de Casimir tem a seguinte forma

ren ﬁCL2 m 3/2 —zmceca/h
By (am) =~ (%) g~2mea/h (1.98)

onde percebermos que decresce exponencialmente ao afastarmos as placas, ou seja, a —
0o. Logo, para ambos os casos, a energia de Casimir é muito pequena, e esse é 0 motivo

pelo qual essa energia se manifesta apenas em micro/nano escalas.

42



Capitulo 2

Efeitos de flutuacoes quantica de vacuo
em um espaco-tempo coénico com uma

condicao quase-periodica

Neste capitulo vamos entao aplicar a condicao de quase periodicidade no cenario de
corda cosmica usando como referéncia uma folha de grafeno enrolada que nos leva ao
conhecido nanotubo de carbono, onde obtemos um modelo andlogo para explorar propri-
edades e efeitos desse espaco.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Sec[2.1] obtém-se a solucdo da
equagao de Klein-Gordon em um espaco-tempo conico (corda cosmica ou desclinagao)
com uma condicao de contorno quase-periodica, juntamente com uma expressao analitica
fechada e exata para a fungdo de dois pontos de Wightman. Na Sec[2.2] calculamos
explicitamente o valor esperado do vacuo do quadrado do campo, do tensor energia-
momento e da densidade de corrente induzida. Além disso, ao longo desse capitulo usamos

unidades naturais, G = h=c=1.

2.1 Funcao de Wightman

Desejamos aqui investigar as mudancas nas flutuagoes quanticas do vacuo de um campo
escalar carregado que surge como consequéncia de um espago-tempo cénico com uma con-

di¢do quase-periddica. Porém, antes de irmos propriamente para o célculo das flutuacoes
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quanticas, se faz necessario definir o espago que se quer estudar, bem como a condicao a
ser utilizada. Além disso, essas caracteristicas ja citadas na introducao, afetam de forma
substancial a forma da funcao de Wightman. A funcao de Wightman é uma func¢ao de
dois pontos, ou seja, ela conecta dois pontos diferentes no espaco que ao mesmo tempo é
solucao da equacgao diferencial de Klein-Gordon. Esta secao serd dedicada a construgao
de tal funcao e mais detalhes serao dados no momento apropriado.

O espago-tempo a ser considerado aqui é o da corda cosmica (ou desclinagao), ambos
caracterizados por uma topologia conica. Como um defeito topologico, sua natureza
unidimensional nos permite usar coordenadas cilindricas para apresentar o elemento de

linha que descreve um espago-tempo conico em (3 + 1) dimensdes:
ds® = g datde” = dt* — dr* — r*dy® — d2?, (2.1)

onde as coordenadas cilindricas assumem valores no intervalo » > 0, 0 < ¢ < 27/q
e —00 < (t,z) < 400. A presenca da corda cosmica é caracterizada pelo parametro
q > 1, que ¢ dado em termos da densidade de massa linear da corda césmica, pu, ou seja,
¢ ' =1-4Gu, onde G ¢é a constante gravitacional de Newton [35] 36l 37]. Além disso,
em sistemas de matéria condensada, o parametro ¢ caracteriza uma desclinagao e pode
assumir quaisquer valores tais que ¢ > 0 [46].

Os modos de um campo escalar que se propagam no espaco-tempo conico devem

obedecer a uma condi¢ao de contorno quase-periddica descrita por
O(t,r,p,2) = e ZPD(t,r, 0 + 21 /q, 2), (2.2)

onde 3 é um parametro adimensional definido no intervalo 0 < § < 1 e regula o angulo
de fase presente em ((2.2)).

A principal motivagao para o uso da condigao quase-periddica (2.2]) pode ser vista de
uma forma mais clara através da figura2.1] onde a folha de grafeno pode ser cortada de trés
formas distintas, como visto na figura a esquerda. Esse corte serd dependente do angulo
quiral, o qual tera papel fundamental na forma com que o nanotubo de carbono tera, figura
a direita, e mais importante que isso, nas suas propriedades, onde serao modificadas a
depender desse angulo. Dessa forma, o angulo £ da nossa condi¢ao de contorno, também

terd um papel semelhante, onde podera modificar as propriedades dos observaveis fisicos
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Armchair: n = m

Zigrag: (n, 0)

Figura 2.1: Imagens retiradas da Ref. [4]

em questao, uma vez que teremos uma dependéncia explicita nos resultados que serao
apresentados mais a frente.
A teoria de campo escalar carregado que queremos considerar aqui é obtida, no espaco-

tempo curvo de (3 4+ 1) dimensdes, por meio da seguinte agao:
S = /dm4 9] [¢" V.2V, 0* — (m* + £R)|D?] (2.3)

onde g = det(g,,), R é o escalar de Ricci, V, é a derivada covariante e { é um fator
numérico, tAmbem chamado de constante de acoplamento com a gravidade. Esse nome
da, pois no t R|®? t 1 to ent 1
se da, pois no termo & se encontra o acoplamento entra o campo escalar e o campo
gravitacional. No caso sem massa, a acdo e o campo escalar obedecem a uma simetria
1 . . . ~
conforme se escolhermos = ¢, levando a uma teoria de campo escalar invariante nao
minimamente acoplada sob transformacao conforme [6]. Observe que ndo estamos con-
siderando um campo de calibre, A,(x), que normalmente é levado em consideracao em
varios casos [16], 17, [18].
A obtencao da equagao de Klein-Gordon para um campo escalar carregado nao mini-

mamente acoplado ®(z), segue da agdo (2.3) uma vez que a mesma é definida como

S— / dziL. (2.4)
Dai, tomando a variagao da acao com relacao a ®, e considerando que o resultado dessa
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variacao seja nulo, 05 = 0, chegamos a equagao de Klein-Gordon, no qual é escrita como

ﬁa( 919",) +m> + £R| ®(z) = 0. (2.5)
Note que estamos considerando um defeito conico que tem associado a ele uma funcao
escalar de Ricci do tipo delta de Dirac e, portanto, tem uma curvatura infinita na origem,
mas zero quando 7 # 0 |35, 36]. Para evitar a contribui¢do da curvatura do infinito na
origem, e as complicagoes decorrentes disso (ver por exemplo [100]), estaremos interessados
apenas no caso do campo escalar minimamente acoplado, & = 0. Essa escolha se da pelo
fato de evitarmos uma contribuicao de uma funcao delta de Dirac proveniente do escalar
de curvatura no espaco-tempo da corda.

No espaco-tempo conico dado pelo elemento de linha , a equacao de Klein-Gordon
para o campo escalar minimamente acoplado, ®(z), assume a forma

0 19 ( 9\ 1o &
[ﬁ — = (r§> — — ——+m*| ®(z) = 0. (2.6)

Desse modo, a solucao regular na origem da equacao acima para o campo escalar
minimamente acoplado obedecendo & condigao de contorno quase-periodica (2.2) é dada
por

D(t, 1, ¢, 2) = Ae e 12 g (nr), (2.7)

onde J,(x) é a funcao de Bessel de primeira espécie, A é uma constante de normalizagao,
wp =m?+n*+v?ek=(n,nv)éo conjunto de niimeros quanticos. Note ainda que,
caso 8 = 0, os efeitos da condicao de quase periodicidade desaparecem, e retornamos ao
resultado usual para o espaco-tempo da corda cosmica sob condicao periddica.
A constante de normalizacao, A, presente na solugao é calculada usando a con-
digao
/d?)l‘\/g(bk Cbk/ = L(Skk/, (28)
2wk
onde a notacao Oy representa a delta de Kronecker no caso do niimero quantico discreto
n, e delta de Dirac no caso dos ntimeros quanticos continuos n e v. Portanto, usando as

Egs. (2.7) e (2.8) descobrimos que a constante de normalizacao A ¢ dada por

2 nq
|A]” = —ka(27r)2' (2.9)
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A solucao normalizada completa é, portanto, escrita como

1
nq ? —iwgt+i(n+B)qptivz
d = |——— k v Joln ) 2.10

O espectro das flutuagoes quanticas do vacuo do campo escalar em um espaco-tempo
coOnico com condicao quase-periddica considerada aqui, quando comparado com o espaco-
tempo de Minkowski, é definitivamente modificado, o que é previsivel, uma vez que o
sistema estd imerso em uma topologia nao trivial, junto a acao de uma condigao de
contorno. As mudancas nas flutuacées quanticas do vacuo sdo, entdo, estudadas por
meio da fungdo de Wightman de frequéncia positiva definida no estado de vacuo |0) e
dada em termos do produto do operador de campo fﬁ(x) em pontos diferentes, ou seja,
W (z,2') = (0|®(z)®(«')|0). O operador de campo uma vez expandido em termos do
conjunto completo de fungoes de modo normalizado, Eq. , nos permite escrever a

fungao Wightman na forma

W(z,a') = ) la)Ph(z)

q e—ikat

- 2(27)22 o B IR T 5y (1) gl 9 (), (2:11)
k

onde At =t —t', Ap =9 — ¢, Az =z — Z e usamos a notacao
S af ay (2.12)
k o 0 n=—00

O procedimento para realizar as integrais e a soma acima requer que primeiro fagamos

uma rotacao de Wick A7 = iAt em (2.11) e, em seguida, usamos as identidades [101]

—WE AT ATQ

2 /OO _e2,,2_
= — ds (A §TWg 452 . 213
Y A (2.13)

Para a integracao do ntimero quantico 7, usamos

e

* 242 1 242 rr!
/0 1 alet )1 (1) o) (11)e ™ = g€ 37 Ljnrg)) (2—52> (2.14)

Isso nos permite avaliar as integrais em v e 7 para obter

q < ds 752m27A42 —1 - n
W(z,2') = m/o el 17 @ 1PAY Z eI Ly (17 /28%),  (2.15)

n=—oo
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onde AC? = AT2+Az?+ 12412 Fazendo a substituigao w = rr’/2s* em (2.15) e tomando

os limites adequados, podemos chegar a seguinte expressao

qelquW S dw mzr'r, ACZ}U o0 ivAZ—
W@ o) = sz |, wirt ) e S (. 8.0). (216
onde
S(w, B,q) }E: M Ly (w). (2.17)

Por fim, podemos observar que ainda ha integrais em w e v e uma soma em n a ser
realizada. A integral em v é uma integral do tipo gaussiano e pode ser facilmente obtida.

Além disso, a soma em n pode ser calculada usando a formula de soma [102].

1 .
S(w, B,q) = - Z oW cos(2nm/q—qAp) ib(2nT—gAp)

g e e I el
0 eweoshy[cosh(qy) — cos[q(Ap + jm)]] '

Onde a soma em n precisa ser considerada sob a restrigao [9, 17, 32] 102]

A A
B A = (2.19)
2 o 2 o
Retornado para a Eq. (2.16) com as devidas substituigdes, torna-se possivel realizar

a integral em w, fornecendo a forma fechada para a funcio de Wightman [[]

(27

n

jigsn [, coshlqy(1 — B)] — cosh(qby)e~ 9(Aptjm)
2271' j—X:_je A / y Cosh(qy) — COS[ (AQO i ]W)} f (mO'y)} ,

2
W(;E,I/) _ m>2€iqﬁA<p {ZeiB(Qﬂ-nqA@)fi(mO-n)

(2.20)
onde a funcdo f,(z) é definida em termos da fun¢do Macdonald K,(z) como
Ky ()
Julz) = =2, (2.21)
e
o2 AC? 2nm
L= — ——=A 2.22
2rr 2rr! COS( q <,0>, ( 2)
o? A2
/A 2.99
2rr’ 2rr! ( b)

Ver Refs. [9, 17, 32] para um procedimento semelhante.
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Observe que no caso ¢ < 2, o primeiro termo no lado direito da s6 existe para
n = 0 [9, 17, B2]. Este termo, no limite de coincidéncia z’ — z, diverge no céalculo dos
observaveis fisicos e como tal deve ser subtraido para obter a quantidade renormalizada
finita.

E evidente que, no caso de o espaco-tempo conico na auséncia da condicio de quase
periodicidade (8 = 0), a expressao (2.20) se reduz & expressao conhecida para a funcao

de Wightman no espago-tempo conico puro [27], 28], ou seja,
/ m2
Wi(z,z") = (27)2 ;fl(man)

_ a4 Z/Oody sin(gm + jale) fl(may)}. (2.23)
+,

o cosh(qy) — cos[g(Ap + jm)]

Por outro lado, na auséncia do parametro que define o espago-tempo conico (¢ = 1),
chegamos em um espaco-tempo de Minkowski influenciado pela condicao de contorno de
quase periodicidade, no qual a funcao de Wightman torna-se

m2

W{fl(mgo)

e8¢ sin(w3) /Oo cosh[y(1 — B)] + cosh(by)e 2%
S S dy
T 0 coshy + cos Ay

Wi(z,z") =

fl(may)} .
(2.24)

O primeiro termo no lado direito da expressao acima é o termo mencionado anteriormente,
que diverge no limite de coincidéncia 2’ — x (69 — 0). E definido como a funcio
Hadamard

m2

GH<.I', $/) = W

fi(may), (2.25)

que deve ser subtraido no calculo dos observaveis fisicos [29, 30]. Na verdade, a Eq. (2.25)
é a contribuicao (divergente) de Minkowski para a funcao de Wightman.
No caso do campo escalar nao massivo, podemos obter a funcao de Wightman a partir

da Eq. (2.20) tomando o limite m — 0. Isto nos da

Wi(x,z') =

ijmqf3
(2m)? o2 227T Z Je

> coshlgy(l — B)] — cosh(qﬁy) a(Bptim)
X /0 d [cosh(qy) — cos[q(Ap + Jﬂ)” } . (2.26)

eBaly { etB(2mn—qAp)
n
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E simples mostrar que o caso sem massa das Eqs. (2.23), (2.24) e (2.25) segue da Eq.
(2.26), mostrando a consisténcia de nossos resultados.

A expressao exata para a funcao de Wightman, Eq. (2.20), em um espago-tempo
coOnico com condicao de contorno de quase periodicidade nos permitira, na proxima secao,
estudar os observaveis fisicos que nos interessam, a saber, o VEV do campo ao quadrado,

o VEV do tensor de energia-momento e a densidade de corrente induzida.

2.2 Observaveis fisicos

2.2.1 Valor esperado de vacuo de ®2(x)

Formalmente, o procedimento padrao para calcular o VEV do campo ao quadrado E],
(®?), & calcular a fungao Wightman (2.20) no limite de coincidéncia 2/ — x [32} [17, 9],
isso é,

(®%) = lim W (xz,2'). (2.27)

' =z
No entanto, para realizar este procedimento, precisamos primeiro subtrair a parte diver-
gente descrita pela fun¢do Hadamard (2.25)). No limite de coincidéncia temos, portanto,

o VEV renormalizado do campo ao quadrado

(02 en = lim [W(z,2") — Gp(z,2")]

' —x

2m2 la/2]

:W Z*COS(QWnﬁ)ﬁ(Qstn)_%/OoodyM(y,ﬁ,q)fl@mrsy) , (2.28)

onde s, = sin(nw/q), e s, = cosh(y/2) e

M(y, ﬂ, q) _ Sin[qﬂ-(l — B)] CO;:S(}?gZ))tZZSS}(lgg(l — b)] Sin(‘]ﬁﬂ-) ) (229)

Observe que [q/2] representa a maior parte inteira de ¢/2 e o simbolo (*) presente no sinal
do somatorio em n significa que, para o caso em que ¢ ¢ um numero inteiro e maior que

2, a soma em n deve ser substituida por [32] [17, @] 27, 28]

lq/2] 1 !
* 5 (2.30)
n=1 n=1
2A partir de agora usaremos a notacao (0]0[0) = (O) .
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Isso ocorre, pois o nimero de geodésicas existentes entre dois pontos no local, é pro-
porcional ao parametro da corda q. Pode-se notar isso a partir de uma interpretacao
geométrica encontrada nas Refs. [103 [104]:

O caso do campo escalar nao massivo é obtido de tomando o limite m — 0.

Isso fornece

[Q/Z] . [e'e)
(O = — Z*C%(%ﬁn) Q/ dyM(y,ﬁ,Q) . (2.31)
0

8m2r? | &= sin’(n7/q) o cosh®(y/2)

Consequentemente, as flutuagoes do vacuo quantico do campo escalar nao sao em média
zero, como podemos ver claramente através das expressoes para o VEV renormalizado do
campo ao quadrado nos casos de campo escalar massivo e nao massivo dados pelas Egs.
e , respectivamente. E claro em ambas as expressoes que quando tomado ¢ = 1
e 0 =0 o VEV renormalizado da média quadratica do campo é zero, como deveria ser.
Também é claro que, no caso 3 = 0, os resultados em e recuperam o VEV do
campo ao quadrado em um espago-tempo conico (corda cosmica ou desclinagao) [27, 28].
Por outro lado, no caso ¢ = 1, o primeiro termo no lado direito das Eqs. e Sao
nulos e obtemos o VEV do campo ao quadrado em um espago-tempo de Minkowski devido
a insercao da condicao de quase periodicidade. Vale ressaltar que, no limite mr > 1, o
VEV do campo ao quadrado para o caso massivo é exponencialmente suprimido.
No limite oposto, mr < 1, Eq. fornece o VEV do campo ao quadrado no caso sem
massa, Eq. (2-31).

Se faz interessante também analisar o caso § = 1/2 (campo escalar torcido) separa-
damente para o VEV renormalizado do campo ao quadrado na Eq. . A expressao

exata para qualquer valor de ¢ é dada por

[4/2] n [e’s)
<(I)2>ren _ 1 Z* (_1) q / dyM(% 1/27 CI) ) (2'32)

8m?r? | = sin’(nm/q) 27 cosh?(y/2)

Deve-se lembrar, entretanto, que para ¢ < 2 o primeiro termo do lado direito nao estéa
presente.
Em particular, se o parametro conico ¢ ¢ um ntmero inteiro, a expressao (2.32)) pode

ser simplificada observando a Eq. (2.30) dependendo da paridade do parametro. Isso
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fornece uma expressao algébrica para a soma em n no lado direito de (2.32)), ou seja,
q—1 n 1

1
2 £ gin mr/q 12

n=1

—(* +2), para ¢ — par. (2.33)

Observe que a soma em n acima é zero para ¢-impar. Portanto, para valores pares de ¢,

no caso de campo escalar torcido sem massa, da Eq. (2.32]), temos

(D) ren = — (¢* +2), (2.34)

967212
onde M(y,1/2,q) = 0 para ¢ pares. A expressao na Eq. foi obtida anteriormente
na Ref. [31] para qualquer valor de ¢q. Na verdade, uma continuagao analitica pode
ser assumida para o resultado na Eq. para ser valido para qualquer valor de gq.
Uma andalise numérica de comparando-o com a expressao geral original ,
considerando qualquer valor de g, mostra que a continuacao analitica de valida
para qualquer valor de g, é plausivel e esta de acordo com qualquer que seja o valor
de ¢ que tomarmos.

Por outro lado, ao considerar apenas valores impares de ¢, vamos ter contribuicao para
o VEV do quadrado do campo de ambos os termos do lado direito de . A expressao
é entao escrita como

1 [ e
(®) ren ~ 167212 {; m

gsin(qm/2) [ . [cosh(qy/2)]™*
TR [

} , para ¢ — impar. (2.35)

Observe que uma continuacao analitica pode entao ser assumida para a expressao acima
por ser valida para qualquer valor de ¢, uma vez que ela reproduz os valores de
para qualquer valor de g devido a correcao presente no somatoério.

Para o caso em que nao haja defeito conico na Eq. , ou seja, ¢ = 1, obtemos que
a integral resultante em y ¢ dada por 7, levando a

1

(1)2 ren — T 54 9 9"
(@ 32722

(2.36)

que esta em acordo com as Refs. 31, [105]. Note que obtemos o mesmo resultado ([2.36))
fazendo ¢ = 1 em ([2.34)), como deveria ser. Portanto, nossas expressoes (2.28) e (12.31])

para o VEV do campo ao quadrado para os campos escalares massivos e sem massa

recuperam os resultados conhecidos ha muito tempo (2.34)) e (2.36) [31], 105].
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Como sabemos da Mecanica Quéntica, a interpretagio para o valor |¢(x,t)|* é a pro-
babilidade de encontramos a particula no ponto x e no tempo t. Semelhante a isto, a
quantidade (®?),,, pode ser interpretada como a intensidade das flutuagoes do vacuo
quantico em determinado ponto, sendo essa intensidade zero na auséncia de uma con-
dicao de contorno e de um espaco-tempo nao trivial como visto nos resultados ja aqui

apresentados.

2.2.2 VEV do tensor energia-momento

Retornando agora para o calculo do VEV do tensor de energia-momento que surge
como consequéncia do espaco-tempo conico com condicao quase-periodica. A partir dessa
quantidade, é possivel entao o célculo da energia. Porém, o modelo aqui estudado, con-
sidera uma corda idealizada, tornando-se impossivel obter uma quantidade finita para a
energia ao tomarmos [ = 0, pois teremos entao um volume infinito, ou seja, ao integrar-
mos em todo o espago-tempo conico, esta quantidade ird divergir.

Uma forma de contornarmos esse problema é considerarmos um modelo em que a corda
possui uma estrutura finita, o que torna possivel encontrar um valor finito para a energia
(Ver [106]). Para o caso em estudo, vamos entdo calcular as quantidades em termos de sua
densidade, ou seja, a densidade de energia. Podemos fazer isso considerando a expressao
do VEV do tensor de energia-momento para um campo escalar carregado derivado em
[32, 33]. Esta expressdo, ao assumir a auséncia de um quadri-vetor do campo de calibre,

é dada por
x'—x

(T} = 2 Tim D0, W (z,2) + 2 Kg _ i) g — €7,V — €R | (B2, (2.37)

onde R, é o tensor de Ricci e [J é o operador D’alembertiano. Além disso, usando a Eq.

([2.28) podemos obter (I(®?), ou seja,

lq/2]
() ren = —% Z* cos(2mnb) [(2mr)*s, f3(2mrs,) — 252 fo(2mrs,)]
n=1
_% & dyM (y, 3,q) [(er)233f3(2mrsy) — 233f2(2m7“8y)} } (2.38)
0

Observe que a tnica contribuicao derivada no operador d’Alembertiano é devida a compo-

nente radial, 7. Portanto, a partir das Eqs. (2.37)), (2.38) e (2.20]) para o caso minimamente
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Figura 2.2: Densidade de energia de vacuo renormalizada para o campo escalar massivo,
p = (TD)1en, em unidades de m*, plotada em termos de mr (a esquerda) e 8 (a direita).
Observe que o valor § = 1/11 foi tomado para o grafico a esquerda e mr = 1 para o

grafico a direita.

acoplado, & = 0, descobrimos que o VEV renormalizado do tensor de energia-momento

para um campo escalar massivo é dado por

4 la/2] 0o
(Tt = 25 | 2 cosCnnB) P (2. s0) = 5 | antt.s.oFzemns) ¢ (239

onde as fun¢oes F¥(u, s) sao definidas como

(u,5) = u’s"fs(us) — [25" + 1] fa(us),
(u,8) = —falus),
Fy(u,s) = u’s”fs(us) — fa(us),

(u, s)

= F)(u,s). (2.40)

Algumas observacoes valem a pena ser apontadas nesta fase. Primeiramente, podemos
notar que o VEV do tensor de energia-momento apresenta uma invariancia de boost
na dire¢ao z que leva a F3(u, s) = F{(u, s). Além disso, para calcular a componente (2,2)
do VEV do tensor de energia-momento, (2.39), usamos a Eq. (52) de [28]. Observe
também que, na auséncia de um defeito conico (¢ = 1), ainda ha uma contribuigao

diferente de zero para o VEV do tensor de energia-momento vindo do segundo termo do
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lado direito da Eq. devido a condicao quase periddica . Por outro lado, na
auséncia da condicao quase periddica , recuperamos 0 VEV do tensor de energia-
momento gerado pela presenca de um defeito conico E] 27, 28]. O VEV do tensor de
energia-momento, no limite mr > 1, é exponencialmente suprimido, enquanto no limite
oposto, mr < 1, fornece a expressdo sem massa como a contribui¢do dominante (ver
Eq. ) Evidentemente, quando r — 0, o tensor de energia-momento diverge. Esses
comportamentos assintoticos sao mostrados no grafico a esquerda da Fig. para a
componente (0,0) (densidade de energia), considerando diferentes valores do parametro
conico g. E claro que para um determinado valor de 3, o sinal da densidade de energia
muda a medida que o valor de ¢ aumenta. O gréfico a direita da Fig. para a densidade
de energia é em termos de [ e mostra que ela comega a oscilar conforme o valor de ¢
aumenta.

Finalmente, provamos que o VEV do tensor de energia-momento satisfaz tanto a

condicao de conservacao covariante
V(T )ren =0, (2.41)
quanto a identidade de traco para um campo escalar massivo carregado, ou seja,

(T 1en = 6(€ — 1/6)V,V*(D?) en + m*(D?)en. (2.42)

m

Para a segunda identidade, podemos verificar de maneira direta apenas substituindo o
VEV do campo ao quadrado dado pela Eq. na expressao acima. J& para a identi-
dade de conservagao covariante precisamos de alguns passos antes, como veremos a seguir.

Para verificarmos a condicao de conservacao covariante , vamos escrever uma

lagrangiana associada ao elemento de linha (2.1]), o qual obtemos
L =1 -7 —r?p? — % (2.43)

em que o ‘ponto’ significa derivada com relacao ao parametro afim 7. Dada a equacgao de

d (0L\ oL
dr (aj;i) TV (2:44)

Euler-Lagrange da forma

®Na verdade, nio recuperamos exatamente a mesma expressio que nas Refs. [27, 28], que considerou
um campo escalar real. E a expressio obtida neste ultimo multiplicada por dois que recuperamos. Este
fator de dois vem de (2.37) que ¢é a defini¢do do VEV do tensor de energia-momento de um campo escalar

carregado.
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se torna possivel obter as equacoes da geodésica. Assim, substituindo (2.43) em (2.44),

obtemos duas equacoes nao nulas que sao

i—rg® =0,
) (2.45)
G+ Zrp = 0.
r
Seja agora a equacao da geodésica dada por [107]
dx? da® da*
- a7 ) 2.46
dr? b dr dr ’ (2.46)

onde I'?. é o simbolo de Christoffel. Comparando as equagoes da geodésica Eq. ([2.45)

com a equacao acima obtida, vemos que
rh——p T2,—T2 =~ (2.47)
2= T 127 21— 00 :
sdo as unicas conexdes ndo nulas. Entdo, da Eq. (2.41)), temos que

VM<T#>ren = (%T,ﬁ‘ + T

pot v

= 81T11 + FiQTzz + F§1T11

1 1
:aﬂ+;ﬂ+;ﬁ. (2.48)

Dessa forma, para que a condicao de conservagao covariante seja satisfeita, precisamos
que

(T5) =10, (T1) + (T1) = 0, (r(TY)) . (2.49)

O que de fato temos, garantindo assim que a conservagao covariante exista. Vale ressaltar
que como (TH) depende exclusivamente de 7, todas as outras componentes da Eq.
sao nulas, o que simplifica nosso célculo.

O VEV renormalizado do tensor de energia-momento no caso do campo escalar sem
massa ¢ obtido exatamente tomando o limite m — 0 do caso massivo, Eq. . Isso

fornece

lq/2]

Z* cos(2mnb)H! (s,) — % /000 dyM(y,b,q)H! (sy) p,  (2.50)

1

167274

<Tﬁ>ren =
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Figura 2.3: Densidade de energia de vacuo escalar para o campo nao massivo renormali-

4

zado, p = (T?)en, em unidades de r~*, plotado em termos de 3.

onde as fungoes H*(s) sdo definidas como

4 2
Hy(s) = 2 S
2
H11<S) - _ga
6
}¥§(S) = 527
H3(s) = HJ(s). (2.51)

E importante notar que a expressio desaparece para distancias radiais muito gran-
des e diverge quando r vai para zero, em ambos os casos com uma poténcia de r—*. Para
ver o comportamento de em relacdo a B seu grafico ¢ mostrado na Fig. e é
muito semelhante ao caso massivo, ou seja, conforme o parametro conico ¢ aumentado
, 0 VEV do tensor de energia-momento no caso do campo escalar sem massa comega a
oscilar mais. Além disso, quando 8 = 0, nosso resultado é consistente com a expressao
para o tensor de energia-momento puramente como consequéncia de um defeito conico
encontrado nas Refs. [27, 28], para um campo escalar real. Por outro lado, na auséncia
de um defeito conico, ou seja, ¢ = 1, a tnica contribui¢ao vem do segundo termo no lado
direito de ([2.50)).

Como fizemos na secao anterior para o VEV do campo ao quadrado, consideremos
também separadamente o caso do campo escalar torcido, ou seja, quando = 1/2. Nova-

mente, para simplificar, pegaremos valores inteiros de ¢ e analisaremos o primeiro termo
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no lado direito de (2.50). Neste caso, ao fazer uso de (2.30]), obtemos

LS ) =

n=1

¢ +2

4

2,—-1,3,2 — 2.52
i 2-13.2)], g-pr @52

onde os numeros entre parénteses representam os elementos diagonais. Assim, o VEV do

tensor energia-momento, neste caso, é dado por

2
2
<T#>ren = T

(17 17 _37 1) -

4
16;%4 {7‘]36468 (2,—1,3,2)} , (2.53)
onde M(y,1/2,q) = 0 para g par. Embora tenha sido obtido usando o resultado
, uma continuacao analitica pode ser assumida para que seja valida para qualquer
valor de ¢, do mesmo modo como acontece para a expressao (2.34). De fato, tomando
qualquer valor de ¢, podemos verificar numericamente que a Eq. ¢ consistente com
a Eq. , para § = 1/2. O resultado também é consistente com o obtido na
Ref. [31], para um campo escalar real.

Na auséncia de um defeito conico (¢ = 1), a contribuicao é exclusivamente devida ao

campo escalar torcido sem massa e carregado, e pode ser obtida a partir de (2.53)) como

1

T"en = ————(—5,3, -9, —5). 2.54
(T hen = 5= ) (2:54)

A expressao acima também é consistente com o resultado obtido nas Refs. [31 [105] para

um campo escalar torcido real no espaco-tempo de Minkowski.

2.2.3 Densidade de corrente induzida

Um campo escalar complexo obedecendo a uma condi¢ao de quase periodicidade ([2.2))
em um espaco-tempo conico, também tem uma densidade de corrente induzida como
resultado de suas flutuagoes quanticas de vacuo serem modificadas. Formalmente, o VEV

da densidade de corrente induzida é obtido como [17]

(Ju) =1 lim (0, — 0, )W (x, ). (2.55)

' —x
Esta densidade de corrente induzida surge de fato devido a acao ser invariante sob
a condicao de quase-periodicidade . Como a tltima afeta apenas a coordenada ¢, a
simetria de agao existente induz apenas uma densidade de corrente azimutal diferente de

zero, de acordo com o teorema de Noether.
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Para calcular a componente ¢ do VEV da densidade de corrente (2.55)), a melhor
abordagem é tomar primeiro a derivada em relagao a ¢ de (2.15) e, entdao, toma-se o

limite de coincidéncia 2’ — z. Neste caso temos

>~ d 2 2 1?2 >
Vo = _(2%)2/0 S—je—s TR Y (At B) gy (r7/257). (2.56)

n=—oo

A soma em n presente na expressao acima foi calculada na Ref. [I7], cujo resultado é

N 2w L2 2km
Z q(n + B) Ly n+p) (W) :? Z* sin <T) Sin(Qkﬂ-ﬁ)ewCos(ka/q)
n=Tee k=1
+ 2| dy sinhye Mgy, 8, q), (2.57)
am Jo
onde
sin(gm3) sinh|(1 — — sinh sin|(1 — T
o0 q) — SnlamB)sihl(1 — |Bl)ay] — sinhlyas) sinl(1 — Bar] o

cosh(qy) — cos(qm)
Fazendo uso do resultado deste dltimo, somos capazes de realizar a integral em s para

obter
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Figura 2.4: Densidade de corrente induzida renormalizada, (2.59)), em unidades de m?,
plotada em termos de mr (& esquerda) e 5 (& direita). Observe que 8 = 1/6 foi tomado

para o grafico a esquerda e mr = 1 para o grafico a direita.

m* la/2 2km q [~
<J"9> = ? Z* sin <T) sin(2k7rﬁ)f2(2m7’8k) + %/(; dyg(y7 57 Q)f2(2mr5y) : (259)
k=1
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A densidade de corrente induzida (2.59) associada a um campo escalar massivo e
carregado é exponencialmente suprimida no regime mr > 1, como podemos ver ao con-
siderarmos o limite assintotico da funcao f,(z),

379 [ a/2] —2mrsy, oo —2mrsy

(J?) = 8_17“ (%) / kz* sin (%Tﬂ> sin(QkWB)W + %/0 dyg(y,ﬁ,q)esT 2.60)
enquanto fornece como contribuicao principal a expressao para o campo escalar sem massa
e carregado no regime mr < 1. Além disso, se mantivermos m fixo e tomarmos r — 0,
a densidade de corrente induzida diverge. Esses comportamentos assintoticos sao
mostrados no grafico a esquerda da Fig. 2.4 Também mostra que a densidade de corrente
induzida ¢ aumentada a medida que ¢ aumenta. No grafico da direita da Fig. por
outro lado, para um valor fixo de mr, a dependéncia da densidade de corrente induzida
em [ a faz oscilar mais & medida que ¢ aumenta. O grafico a direita da Fig. também
mostra que a densidade de corrente induzida é positiva quando 8 < 0,5 e negativa para
£ > 0,5, desaparecendo quando # = 0,5. Ou seja, nao ha densidade de corrente induzida
para um campo escalar torcido.

Agora, se tomarmos o limite m — 0 em , encontramos a expressao fechada exata
para a densidade de corrente induzida de um campo escalar sem massa e carregado

la/2] .
1 . (2km\ sin(2kw() q /Oo 9(y,B,q)
Jey . 4 [ gy 90D L6
e PO G Fr ity R ] B

E facil ver que esta expressio vai para zero se r — oo e diverge quando r — 0, em ambos
os casos com poténcia de 7. Na Fig. a densidade de corrente induzida é plotada
em termos de 8 e mostra que quanto mais ¢ é aumentado, mais a densidade de corrente
induzida oscila. Também mostra, novamente, que a densidade de corrente induzida é
positiva quando § < 0,5 e negativa para [ > 0,5, desaparecendo no caso escalar torcido
8 =0,5.

Deve-se notar que, a partir das Eqgs. e , se tomarmos $ = 0 nao ha
densidade de corrente induzida unicamente pelo espago-tempo conico, nem hé densidade
de corrente induzida no caso de um campo escalar torcido, § = 1/2. Por outro lado,
se considerarmos um espacgo-tempo de Minkowski com condicao quase-periodica, ou seja,
q =1, temos

4

(J#) = % /OOO dyg(y, B,1) fo(2mrs,), (2.62)
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Figura 2.5: Densidade de corrente induzida renormalizada, (2.61)), em unidades de r—*,

plotada em termos de 3 para o caso nao massivo.

que é a contribuigao pura induzida pela condigao de quase-periodicidade (2.2). O caso do

campo escalar sem massa segue de (2.62)), no limite m — 0, e é dado por

sin(r5) /°° sinh(y)[sinh[(1 — B)y] — sinh(yB)]
J?) = ————— d . 2.63
79 327314 4 cosh®(y/2) ( )
A integral acima possui solu¢ao analitica, que nos leva ao resultado
1-28)(—1+2
ey BU=28) (=142 26

1272p4 ’
o que é consistente com a densidade de corrente induzida sendo zero quando § = 0 e

S =1/2, como pode ser visto nas Eqs. (2.59) e (2.61]) - (2.63).

Nao ¢ inesperado que uma densidade de corrente seja induzida, pois impomos que o
campo escalar carregado deve obedecer a condigao (2.2). A agao (2.3) é simétrica sob ([2.2))
e isso permite obter os resultados (2.59), (2.61)), (2.62)) e (2.63]). Estes sdo novos resultados

a luz do sistema fisico particular que consideramos, ou seja, um campo escalar massivo e
carregado se propagando em um espago-tempo conico sob a condi¢ao de contorno (2.2)).
Este tltimo é de fato uma condicao quase periddica que, como explicado anteriormente
na introducao desse capitulo, pode imitar as propriedades dos nanotubos. Neste cenério
particularmente interessante, com aplicagoes potenciais, também obtivemos as expressoes
para os VEVs do campo ao quadrado (2.28)) e tensor energia-momento (2.59) no caso do

campo escalar massivo e carregado, que sao mais gerais do que os resultados das Refs.

311, [105).
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Assim, foi possivel observar que de fato o parametro do espago cénico ¢ em conjunto
com a parametro angular 5 tornam-se de vital importancia na obtencao dos observéiveis
fisicos nao nulos como o caso do tensor energia-momento e da densidade de corrente
induzida. Esse dltimo dependendo apenas de [ para um valor nao nulo, e apenas para
a coordenada axial ¢, jA que a condi¢ao de contorno afeta apenas essa coordenada na
solucao da equacao de Klein-Gordon.

Este capitulo é de vital importancia para o trabalho, uma vez que alguns resultados
serao utilizados em outros capitulos com excecao de constantes associadas ao sistema em

uso.
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Capitulo 3

Efeitos de condicoes de contorno e
topologia nao trivial nas flutuacoes da

densidade de um liquido classico

O objetivo nesse presente capitulo é generalizar o resultado obtido em [64] [65] para a
corda cosmica introduzindo a condigao quase periodica dada pela Eq. com isso, a
solucao da equacao de movimento apresentard a dependéncia explicita do parametro .
O parametro ¢, por outro lado, codifica a estrutura conica do espago-tempo [35, 36| [37].

Em [64], [65], os autores encontraram a flutuacdo da densidade quadratica média re-
normalizada do fluido para ¢ > 0 em diversos cenarios, onde um deles é o espago-tempo
da corda considerando o caso particular § = 0, que representa a condicao de contorno
periodica e em outro momento calculam a mesma quantidade para condig¢ao de contorno
de Neumann considerando a configuracao de uma e duas placas planas paralelas. Neste
capitulo, obtemos a flutuacao da densidade quadratica média renormalizada para o caso
geral, ¢ > 0, e [ arbitrario. Além disso, revisamos o resultado das referéncias citadas, no
que se trata da influéncia das condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann e estudamos
as consequéncias da condicao de contorno mista nas flutuacoes de densidade nos casos de
dois planos paralelos no espaco-tempo de Minkowski.

O capitulo esta organizado da seguinte forma: Na Sec. [3.1) damos uma revisao geral
da teoria dos fonons em um liquido classico. Na Sec. encontramos uma expressao

analitica fechada e exata para a funcao de dois pontos juntamente com a flutuacao da
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densidade quadratica média do liquido, como consequéncia da imposicao de uma condicao
quase-periddica no campo escalar sem massa cujos modos se propagam na estrutura conica
do espago-tempo de uma corda cosmica, ou desclinacao. Na Sec. [3.3] também calculamos
explicitamente tanto a funcao de dois pontos quanto a flutuacao da densidade quadratica
média associada ao campo escalar sem massa representando os modos do fonon do liquido

impondo condigoes de contorno de Dirichlet, Neumann e mistas nas placas paralelas.

3.1 Fonon em um liquido

Nesta secao, damos uma breve revisao da teoria da flutuacao da densidade quantica de
um fluido classico, como um liquido, proveniente das oscilagoes de ponto zero, andlogas
a teoria relativistica de campos quanticos, tomando como referéncia modelos anélogos
da gravitacao. A teoria dos fonons como ondas sonoras quantizadas é construida sob a
presenca de perturbacoes na densidade de massa do fluido que pode ser escrita na forma
o = p— po, com pg sendo uma densidade de massa média constante, e p’ a variacao da
densidade, que é pequena (p’ < pg). As pequenas perturbagoes levam a uma relagao de
dispersao linear w = ulk|, onde u é a velocidade do som no liquido. Assim, a perturbagao
da densidade de massa p’ esta relacionada com a velocidade do fluido ¢ pela equacao de
continuidade na seguinte forma, [51]

/
%—pt =V - (pV) = —pV - U. (3.1)
A aproximagado pode ser feita uma vez que p' e ¥ sdo de mesma ordem e os termos de
segunda ordem sao desprezados. Se o fluido for irrotacional, pode-se escrever a velocidade
do fluido em termos de um gradiente de um campo escalar real sem massa, ou seja, v = V.
O campo escalar, ¢, portanto, representa as excitag¢oes quanticas (féonons) do fluido, que
no nosso caso é um liquido. Como consequéncia, a densidade de massa perturbada pode

estar relacionada a um campo escalar sem massa ¢ de acordo com a equacgao [51]

" _ 2
ot poV=o. (3.2)

Esta é essencialmente a equacao da continuidade para um liquido com velocidade v = V¢

[59], onde o campo escalar real ¢ é o potencial de velocidade. Seguindo as regras usuais
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de quantizagao, a descricao quantica para o liquido é alcancada quando substituimos as
grandezas hidrodinamicas classicas por operadores expressos em termos dos operadores
de aniquilagao e criagao ¢y, éL, respectivamente. Eles satisfazem a seguinte relacao de

comutacao
[ckCH = S, (3.3)

com 0y sendo uma delta Kronecker ou uma delta de Dirac dependendo se o conjunto
de modos do campo k for discreto ou continuo, respectivamente. Como jéa foi dito ante-
riormente, consideramos a quantizagao de ondas sonoras em um fluido obedecendo uma
relagao de dispersao linear w = u|k|. Esta é uma aproximagao valida desde que os com-
primentos de onda sejam muito maiores do que a separacao interatdomica.

Vamos considerar primeiro os operadores densidade de liquido e velocidade expressos
em termos das variaveis microscopicas, as coordenadas das particulas.

Um liquido classico pode ser descrito especificando sua densidade p e seu vetor de

corrente f, que sao definidos da seguinte maneira:
p(i) = Y mad(7u =), () =D Fad(Fa 7). (3-4)

A soma é feita sobre as particulas do sistema, e 7, e p, sdo os vetores posicao e mo-
mento das particulas de massa m,. Para descrever as flutuacoes de um liquido classico é
necessario representar as quantidades p e j por operadores.

Consideremos entao uma particula de massa m. O operador p para esta particula é

definido de tal forma que seu valor esperado seja [108§]

/ By (7)) = ml() 2 (3.5)

Assim, o operador
p(r) = md(ry —7), (3.6)

satisfaz esta condi¢ao. Da mesma forma, para um sistema de muitas particulas, o operador
p teré a forma apresentada pela Eq. (3.4).

J& para o caso do vetor corrente na mecanica quantica, ele é igual a

[0 (V) — VY (] 3.)
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Mais uma vez, para simplificar, vamos considerar a densidade de momento classica para
uma particula j': po (E — 7). O operador quantico simetrizado correspondente é igual a
[108]

j =358R —7) + (R —p]. (3.8)

onde p'= (h/i)V ¢é o operador momento (V atua na coordenada 7). Vamos mostrar agora

que o valor esperado do operador Eq. (3.8)) é igual & Eq. (3.7). Para isso temos entao

[viv=g; [ [orvoti -+ wsE - ve] av,

—

_ % / —0VA(F = 1) + 43R — V] av;
= LYY - vy, (3.9)

onde usamos uma integragao por partes no primeiro termo para chegar a esse resultado,

que é o mesmo de (3.7).

As relacoes de comutacao entre esses operadores podem ser obtidas diretamente pelo

calculo do comutador de J com p. Assim, obtemos

~

NGLGRENIGRVGESDY

Pl (987, — 1)+ 67, — V] 607 — )

- 5(Fa - F/) [Vaé(Fa - F) + 6(7:;1 - F)Va]}

=3 ", — ) (Vi )

]

= —ilip(F) (VO(F = 7)) . (3.10)

Para se chegar a esse resultado, ao expandirmos o comutador, se faz necessario usar a

seguinte transformacao [51]
0Py = M)V (Fa — 7)) = 0(Fy — ) (VO(F = 7)) + 0(F — 7)(T, — TV, (3.11)

onde no primeiro termo do lado direito da equagdo, o termo (V§(7— 7’)) denota apenas
o gradiente da funcao delta. Além disso, devido a presenca do fator §(7, — 7), pode ser
feito a troca de (Vi, (7, — ")) por (Vo(r'—7"")).

Agora usando o operador velocidade do liquido © no lugar de j que é definido por

j=5(po —0p), (3.12)



em conjunto com a relacdo de comutagdo (3.10)), é possivel encontramos a relagao de

comutacao entre os operadores p e v. Logo, de calculos andlogos ao jé feito, chegamos em
o(F)p(r') = p(r"o(r) = =ik (Vo(r = 7")) (3.13)

em que é usado o fato de os operadores p(7) e p(7’) comutarem entre si. Entao, substi-
tuindo 0(r) = VgZ;(F), encontramos a relacao de comutacao entre os operadores densidade

e potencial de velocidade expresso por

P(F)p(r') = p(i")o(F) = —ihd (7 — 7). (3.14)
Por altimo vamos trocar o operador densidade p pela sua parte variavel dado por p' =
p— po. Com isso obtemos uma descri¢ao para a teoria quantica de um fluido, uma vez que
os operadores de perturbacao de densidade e potencial de velocidade também obedecem

a seguinte regra de comutacgao
GNP (') = 5 (F")o(7) = —ihd (i — 7). (3.15)

Observe que a relacao entre os operadores é analoga ao conjugado canénico do campo
e seu conjugado de momento expresso como a derivada temporal do proprio campo na
teoria quéantica de campos. A equacdo acima é anéloga aos operadores de coordenada
e momento da particula, nesse sentido, p' e ¢ agem como “coordenadas” e “momento”
canonicamente conjugados.

Finalmente, o operador de perturbagao de densidade pode ser expresso em termos da

derivada temporal do operador potencial de velocidade

7t =25 5(t, 7). (3.16)

Claramente, substituindo (3.16)) em (3.2]) da a equacdo de Klein-Gordon para um campo

escalar real sem massa, ou seja,

82
[ia_t . vﬂ 6=0. (3.17)

A tnica diferenca com a teoria do campo relativistico é que se deve considerar a velocidade

do som, u, no liquido ao invés da velocidade da luz, ¢, no vacuo (para mais detalhes veja
[510).

67



A seguir, estudamos as modificagoes nas flutuagoes do vacuo quantico considerando
que os modos de fonon se propagam no espago-tempo da corda cosmica em (3+1) di-
mensoes sob uma condi¢ao quase-peridédica. Também consideramos os modos de fonon se
propagando no espaco-tempo de Minkowski obedecendo as condi¢oes de contorno mista,
Dirichlet e Neumann. Observe que a geometria ideal da corda césmica pode, por exemplo,
aparecer como um defeito em um cristal liquido na forma de uma desclinacao. Calculamos
as expressoes fechadas e analiticas para a funcao de dois pontos e a flutuacao da densidade
quadréatica média renormalizada para cada caso. Além disso, alguns calculos para o caso

da corda cosmica serao omitidos, pois ja foram detalhados no capitulo anterior.

3.2 Fonons em um espaco-tempo conico

O elemento de linha que representa o espaco-tempo conico de uma corda cosmica
efetiva ou de uma desclinagao, considerado em uma teoria liquida, deve conter a velocidade
do som w substituindo a velocidade da luz c¢. Nesse sentido, o elemento de linha de um

espago-tempo conico em (3 + 1) dimensdes, em coordenadas cilindricas, é dado por
ds* = g, datdr” = uidt* — dr* — r*dyp* — d2?, (3.18)

onde as coordenadas do espago-tempo sao definidas nos intervalos: » > 0, ¢ € [0,27/¢| e
t,z € (—oo,+00). Como mencionamos anteriormente, o parametro ¢ codifica a estrutura
conica do espaco-tempo, que se torna um parametro de desclinacao em sistemas de matéria
condensada, como sistemas envolvendo cristais liquidos. Neste ultimo caso, o parametro
conico pode assumir valores ¢ > 0 [46]. Quando ¢ = 1, a estrutura conica desaparece, e
recupera-se o espaco-tempo de Minkowski.

A equacao de Klein-Gordon em coordenadas cilindricas, considerando o elemento de

linha (3.18)), é escrita como

10> 10 0 1 02 0?
[E@ — ;E (T@) - 7’_28_@2 - @] ¢(t,7’, 2 Z) =0. (319)

Vamos resolver a equacao acima submetendo sua solucao a condicao quase periddica

o(t,r, p,2) = e Pt r, 0+ 27/q, 2), (3.20)
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com 0 < 8 < 1. Assim, para um campo escalar real sem massa no espaco-tempo efetivo
da corda cosmica caracterizado pelo elemento de linha (3.18)), a solu¢do da Eq. (3.19),
sob a condicao quase periddica (3.20), ¢ dado por [I]

O(t, 1,0, 2) = Ae™ e DL g (). (3.21)

O parametro A na solucao acima é uma constante de normalizacao, w,? =u?(?P+1n%) éa
relacdo de dispersao, k = (n,n,v) é o conjunto de nimeros quanticos e J,(z) é a funcao
de Bessel de primeiro tipo. A constante de normalizacao A pode ser obtida considerando
a regra de comutagao , dai obtemos

qu*hn

Ayl = ) 2
A 2(27)2 pow,

(3.22)

Como se sabe, os fonons podem ser vistos como excitacoes de ondas sonoras de um
campo escalar real sem massa, no nosso caso, a solucao normalizada completa , com
. Essas excitagoes sao formalmente construidas uma vez que quantizamos o campo
escalar real sem massa em termos dos operadores de aniquilacao e de criacao de fonons

Cr € é;, respectivamente. Assim, o operador de campo é escrito como

ég(tﬂ‘,% 2) = Z [Akéke—iwkt+iuz+iQ(n+ﬁ)<P + Azéleiwkt—iw—iq(n-&-ﬁ)%] Jont6/(07), (3.23)
{k}

onde

Z:/;zu/oofzn i (3.24)

{k} n=-—00
é a soma sobre todos os ntimeros quanticos.
Passemos agora ao calculo da funcdo de dois pontos G(w,w’), onde w = (t,7,¢,2). A
funcao de dois pontos é importante para calcular a flutuagao dadensidade quadratica mé-
dia renormalizada, que é o observavel fisico de interesse em nossa investigacao. Podemos

entao fazer uso do operador de campo ({3.23) para calcular G(w,w') de acordo com [G]

~

Glw,w') = (pw)o(w')), (3.25)

onde ( ) é o valor esperado do vacuo. A substituicao da Eq. (3.23) na Eq. (3.25)) fornece
2
no__ § : qu hn wAz+ig(n+ L) Ap—iwg At /
el = {k} Q(QW)QPOWke ' S e () a1 (770, (3.26)
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com At =t—t', Ap=p— ¢ e Az =2z — 2. Além disso, para resolver as integrais em v
e 1) presentes na fung¢ao de dois pontos (3.26]) podemos fazer a rotagao de Wick iAt = At
e usar o seguinte identidade

e—wk AT

2 /OO —s2w2Ar2/4g2
_ dse™ 5 wi—AT /4s ) 3.97
o N (3.27)

A integral em 7 pode, entdo, ser obtida usando a Eq. (21) da Ref. [I01]. Assim, a fungao
de dois pontos ({3.26) torna-se

2 igBAp 00 00 A2
qu-h e"l A ds —(su)22— A
G<w7 w/> = 871'2,00 \/E /; dve A /(; 5—26 4(su)? I(ﬁ, AQO, .Z'), (328)

onde AC? = w?AT2 + 12 + 172, 2 =1rr'/2(su)?, e

o0

I(B,Ap,x) = "By (). (3.29)

n=-—oo
A solugao dessas integrais foram obtidas no Cap. [2| com o auxilio da férmula da soma
(2.18). Consequentemente, nos ¢ fornecido a forma fechada e exata para a fungio de dois
pontos, ou seja,

igBA
G(w, w/) _ qUFL€ Eand 1 Z eiﬂ(an—qua)i
2@m) o | 4 -

00 —iq(jm+A
b $ jeiqu/ dyicosh[qy(l—ﬂ)]—cosh(fJBy)e aGmt “’)}7 (3.30)
0

27 P oy cosh(qy) — cos[q(Ap + j7)]

onde o, e 0, sdo dadas pelas equagoes (2.22a) e (2.22b)), respectivamente.

Observe ainda que a soma em n na funcao da expressao acima esta restrita ao mesmo
intervalo encontrado no capitulo anterior (2.19)[1l, 101l 102].

Deve-se notar também que para ¢ < 2, a Unica contribuicao no primeiro termo do
lado direito da Eq. vem de n = 0, que é a contribuicao de Minkowski para a
funcao de dois pontos. Como ¢ amplamente conhecido, este ultimo diverge no limite de
coincidéncia w’ — w, e deve ser subtraido para calcular os observaveis fisicos, fornecendo
assim uma quantidade renormalizada finita. Como consequéncia, a funcao de dois pontos

renormalizada é obtida como

Gren(w,w") = G(w,w') — Gy (w, w'), (3.31)
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onde Gy(w,w') é o termo n = 0 da soma em (3.30) que representa a contribui¢ao de
Minkowski, ou seja,
h 1
Gai(w, w) = — (3.32)

~ 8m2prr! oy’
onde oy ¢ dado pela Eq. (2.22a). Podemos ver que a contribui¢do de Minkowski acima ¢
claramente divergente no limite de coincidéncia w’ — w. Devemos salientar que, exceto
pelas constantes associadas ao sistema de fonons, a funcao de dois pontos na Eq. é
semelhante a funcdo Wightman obtida no Cap. [2 [I] para o caso sem massa, mostrando

a consisténcia do nosso resultado.

3.2.1 Flutuacao da densidade quadratica média

O efeito local na flutuagao da densidade quadratica média devido & condicao quase-
periodica (3.20) no espago-tempo da corda cosmica pode ser calculado usando a
Eq. (3.16). O valor esperado de vacuo (p(w)) se anula devido ao fato de o operador p(w)
depender linearmente dos operadores de aniquilacao e criacao éL e ¢,. Para calcular a

flutuacao da densidade quadrética média, temos que considerar o produto

2 2
a N as pe 0
p(w)p(w') = u_iatat'

[P(w)(w)]. (3.33)

Assim, tomando o valor esperado de vacuo da expressao acima, pode-se encontrar a flu-

tuacao da densidade quadratica média, em termos de G(w,w’), na forma

o
ut otot!

(p(w)p(w')) G(w,w’). (3.34)

Agora, tomando o limite de coincidéncia w’ — w e subtraindo a contribuicao de Minkowski
(3.32), podemos finalmente encontrar uma forma fechada para a flutuagao da densidade

quadratica média renormalizada

2 2
(PP)ren = i lim

- /
ut w—w OOt Ghren (1, ')
lq/2]
h, 2 <~ M
_ e QZ*M _ 2/ PRECACILIL I G
2murt | £ sin'(mn/q) T Jo cosh®(y/2)

onde a funcao M(y, 3, q) esté definida na Eq. (2.29).
Deve-se notar que, a flutuacao da densidade quadratica média é uma funcao elementar

de r, ou seja, (p*)ren < 774, que significa a expressao (3.35) diverge quando r — 0 e vai para
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zero quando r — oco. Na auséncia da corda césmica, ou seja, ¢ = 1, a tnica contribuicao
se deve a condigdo quase periodica ([3.20)), originaria do segundo termo do lado direito da
Eq. . Por outro lado, na auséncia da condicao quase periddica, ou seja, 5 = 0, o
efeito na flutuacao da densidade quadrética média é inteiramente devido & topologia nao
trivial da corda césmica. Na Fig. tragamos a flutuacao da densidade quadratica média
apresentada na Eq. , em funcdo do parametro  para varios valores do parametro
de corda cosmica q. Observe que, se tomarmos ¢ = 1 e § = 0 na Eq. , ou seja,
na auséncia de qualquer condicao de contorno ou topologia nao trivial, a flutuacao da

densidade quadratica média renormalizada desaparece, como esperado.

0.006

0.004 - / 3 G=2.5 —===

0.002 - ' \

0

U'A(ﬁp(])_1(pz)ren

L ; \
-0.002 7 5

0004

-0.006 L£
0

I I I I I I I I I
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

B

Figura 3.1: Flutuagao da densidade quadratica média renormalizada adimensional, (3.35)),

em termos de 3, considerando valores diferentes para o parametro de corda cosmica q.

3.2.2 Casos Particulares

Vamos agora focar nossa atencao para trés casos particulares para a flutuacao da

densidade quadratica média obtida na Eq. (3.35]), ou seja, o caso § = 0 (somente corda

cosmica), ¢ = 1 (somente condi¢do periddica), e o caso = % (campo torcido).

Para uma contribui¢ao somente da topologia conica da corda césmica, 5 = 0, da Eq.

(3.35), temos

[q/2]
hpo 1 q / >, M(y,0,q9)
hren = — 2) - -= [ d Y 3.36
() 32m2urt ; sin*(mn/q) 7w Jy Y cosh®(y/2) (3.36)

Além disso, se considerarmos apenas valores inteiros de ¢ na Eq. (3.36)), o segundo termo

do lado direito se anula, e a tnica contribuicao vem do primeiro termo. Assim, usando a
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Eq. (??7), podemos realizar a soma em n para obter

hp
<,02>ren = —m (—11 -+ 10q2 -+ q4), (337)

que é sempre negativo para qualquer valor de ¢. De fato, a expressao acima para a
flutuacao da densidade quadrética média é uma funcao analitica de ¢ e, consequentemente,
pode ser estendida para qualquer valor de ¢, além dos valores inteiros. Podemos verificar
numericamente que ambas as expressoes e fornecem o mesmo resultado para
qualquer valor de ¢q. Observe que a Eq. se anula para ¢ = 1, como esperado.
Observe também que a Eq. ¢ consistente com o resultado encontrado na Ref. [64].

O caso em que temos apenas efeitos de flutuacao devido a condi¢ao quase-periddica

(3.20), tomando ¢ = 1 na Eq. (3.35)), apenas o segundo termo do lado direito contribui,

ou seja,
> ~ hpo > sin(B) (cosh(By) + coshly(1 — B)])
(P hren = 64m3urt / dy CoshG(y/Q)
hpo 2
Wﬁ(ﬁ - 1)(8-2), (3.38)

onde a integral em y foi resolvida exatamente. O resultado acima, para a flutuagao
da densidade quadratica média diferente de zero como consequéncia da condicao quase-
periddica, é exato e se anula para 3 = 0.

Finalmente, consideramos o caso em que = 1/2, ou seja, o campo escalar torcido.

Da Eq. (3.35) temos, entdo,

la/2]
hpo (=1)" q [, M(y,1/2,q)
en = —55 5320 —= [ d bk 2 3.39
() 32m2riu ; sin'(mn/q) ™ J Y cosh?(y/2) (3:39)

Além disso, podemos considerar apenas valores inteiros do parametro de corda césmica q.
Neste caso, M(y,1/2,q)=0, e como consequéncia, apenas o primeiro termo no lado direito
da Eq. (3.39) contribui para a flutuacao da densidade quadratica média. Isto fornece

_ hipo = (=1)"
16m2urt < sin*(mn/q)’

<92>ren =

hp

onde usamos a Eq. (?7). Embora tenhamos obtido o resultado acima considerando valores

inteiros de ¢, a Eq. (3.40) é uma fungdo analitica de ¢ e pode ser estendida para todos os
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valores do parametro da corda cosmica. De fato, uma verificacdo numérica mostra que as
Eqgs. e dao o mesmo resultado para qualquer valor de ¢. Além disso, como
pode ser visto, a expressao ¢ sempre positiva para fonons em um espacgo-tempo
conico. Observe que, comparando a Eq. , para § = 1/2, com a Eq. , para
q = 1, pode-se ver também que elas fornecem o mesmo resultado, mais uma vez mostrando

a consisténcia de nossos resultados.

3.3 Dirichlet, Neumann e condicoes de contorno mistas

Nesta secao, nos concentramos no estudo dos modos dos foénons submetidos a condi-
¢oes de contorno de Dirichlet, Neumann e mistas no espago-tempo de Minkowski. Essas
condicoes de contorno serao tomadas considerando um e dois planos paralelos, conse-
quentemente apresentando modificacoes nas flutuacoes da densidade quadratica média do
liquido.

Algo a ser adiantado é que todas as constantes de normalizacao desta secao, sdo obtidas
da mesma maneira que para o caso anterior, ou seja, usando a condicao . Assim,
podemos omitir essa parte sem prejuizo para o entendimento das questoes aqui abordadas,

com o objetivo de nao tornar a leitura repetitiva.

3.3.1 Um plano

Vamos comecar considerando as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann aplica-
das em um plano colocado no ponto z = 0. Assim, a solu¢ao do operador de campo escalar
normalizado para a equacao de Klein-Gordon, Dé(m) = 0, sob condicoes de contorno de

Dirichlet e Neumann, ¢ direta e é dada por

1

hu? 2 _ A , A A _ sin(k,z

QO(’ZU) _ E ( ;L ) <Ck€zwkt—zkwx—zkyy + CLG_Zwkt+Zk1’m+Zk”y> ( ) 7<341)
{k} (2m)*wxpo cos(k,z)

onde w representa as coordenadas cartesianas do espago-tempo plano (x,y, z), {k} repre-
senta o conjunto de niimeros quanticos continuos (k, ky, k.), wi = u*(k2 + k; + k2) € a

relacdo de dispersdo, e as funcgoes sin(nz) e cos(nz) representam as condi¢oes de contorno
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de Dirichlet e Neumann, respectivamente. A funcao de dois pontos nesses casos sera

_uh 1 n 1
C4m2py A2 —AC T (24 22+ A

G(w,w") (3.42)

com AC? = Az? + Ay? — u?At?. Observe que os sinais de menos e mais representam
solucoes de condigoes de contorno de Dirichlet ¢ Neumann, respectivamente. O primeiro
termo do lado direito é a contribuicao divergente de Minkowski no limite de coincidéncia

w’ — w e deve ser subtraido no processo de renormalizacdo. Portanto, a partir das Eqs.

(3.34) e (3.42)), a flutuagao da densidade quadratica média renormalizada é dada por

hpo 1
32um? 24’

<p2>ren ==+ (343)

onde z é a distancia a partir do plano colocado em z = 0. Observe que o resultado acima,
para condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann, diverge no plano de contorno. Em
particular, a expressao para a condicao de contorno de Neumann é consistente com o

resultado obtido nas Refs. [64] [65].

3.3.2 Dois planos paralelos

Agora, desejamos considerar os modos do campo escalar de fénons sujeitos a condicoes
de contorno mistas, Dirichlet e Neumann em dois planos paralelos em z = 0 e z = a. Como
esperado, essas condicoes de contorno fazem com que as flutuacoes do vacuo quantico do
campo escalar do fénon sejam modificadas, resultando em uma flutuacao da densidade

quadratica média diferente de zero, como veremos a seguir.

Condigao de contorno mista

Para analisar os efeitos da condi¢ao de contorno mista nos modos de fonon, conside-
ramos dois planos paralelos nos pontos z = 0 e z = a, onde exigimos que o campo escalar
obedeca & condicao de contorno de Dirichlet no primeiro ponto e a condicao de contorno

de Neumann no segundo, ou seja,
¢<t,l’,y,2 = O) = Oa 8Z¢(t,x,y,z)lzza = O (344)

A solucao do operador de campo escalar normalizado para a equacao de Klein-Gordon, sob

a condicao de contorno mista acima, € escrita em termos dos operadores de aniquilagao e
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criacao de fonons, ¢ e cL, na forma

1
A hu? 2 . , .
d(w) = Z <L) (Cke—zwkt-i-zkzx-‘rlk’yy + Czezwkt—zkzx—kyy) sin(k,z), (3.45)

o 16a7m2wypo

_ @ntD)r

onde o momento na direcao z foi discretizado, ou seja, k, o

,comn =0,1,2 ..
[97]. Observe também que {k} representa os ntimeros quanticos (k;, k,,n), e wi = u*(k2+
k2 +k2) € a relagao de dispersao.

Como antes, para obter a flutuacao da densidade quadréatica média, precisamos encon-

trar a funcao de dois pontos. Portanto, usando o operador de solucao de campo escalar,

(3.45), na Eq. (3.25)), para a fun¢ao de dois pontos, temos

/ hu2 —ikrcosf - anAt : : /
Gw,w') = Tanin dk,dk,e Z sin(k,z) sin(k,z")
hu2 00 o0 zwnAt
- 2a7rp0/ dk k Jo(kr) Z o sin(k,z) sin(k,z"), (3.46)

n=0

onde r = \/(z — 2')? + (y — v'). Para obter o resultado na Eq.(3.46)), usamos coordena-
das polares para k; e ky, e resolvemos a integral angular em 6 que deu origem a funcao
de Bessel Jy(kr) de primeiro tipo. Observe que, nesta equacio, ainda falta resolver tanto
a integral em k quanto o somatoério em n. Este dltimo pode ser resolvido aplicando a

seguinte formula de Abel-Plana [97]

g;f (n+%) - /OOO dr f(z) —z’/ooo dz miﬁ; i(l_m. (3.47)

Com este método, a contribuicao divergente de Minkowski se torna evidente, e podemos

renormalizar a funcao de dois pontos removendo este termo. O procedimento consiste em

substituimos a Eq. (3.46)) na formula de Abel-Plana acima, o que resulta em

hu? 8] 00 plwz At
Glw,w') = / dk k Jo(kr) {/ dx sin(az) sin(az")
0 0

2a7 pg Wy

B 2/00 cosh(Av/a? — k2) sin(iaz) sin(iozz’)}’

dz
a/m e 41 uv a? — k2

T

onde w, = uvk?+a? e a = . A expressao acima para a funcgao de dois pontos

(3.48)

inclui a contribuicao divergente de Minkowski proveniente do primeiro termo no lado
direito, bem como a contribuicao finita no segundo termo. Assim, a funcao de dois pontos

renormalizada pode ser escrita como
Gren(w,w') = G(w,w') — Gy (w,w'), (3.49)
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sendo Gyi(w, w’) a contribuigao divergente de Minkowski, que calcularemos a seguir. Para

este proposito, vamos considerar o primeiro termo no lado direito da Eq. (3.48)), ou seja,

hu 00 00 eiuAt\/kQ—i—aQ
Gi(w,w') = 27Tap0/0 dr sin(az) sin(az’)/o dk kJo(kr) i (3.50)

Usando a formula de Euler, a integral em k pode ser resolvida através da seguinte relacao

(veja Ref. [109]).

o0 T sin(byv/z? + z2) 1 cos(zv/ b — ?)
0 VI 2T cos(bVa? + 22) b* = | sin(zvb2 — @)

Isso nos fornece entao

) hu 00 . ’ ) efom/er(uAt)Q
Gi(w,w'") = dx sin(az)sin(az') —————
2m%apo Jo r2 — (uAt)?
hu /oo e« r2—(uAt)?
= da [cos(a(z — 2')) — cos(a(z + )| ——
i, dor ool ) —costale + ) s
hu 1 1
_ _ 52
472 pqg {Az2+AC2 (z—i—z’)Q—l—ACz}’ (3.52)

onde AC? = r? — (uAt)2. O primeiro termo no lado direito da Eq ¢ a contribuigao
de Minkowski, G\(w,w’), que deve ser removido, pois diverge quando tomamos a limite
de coincidéncia w’ — w. Deve-se notar que, o segundo termo é finito no limite de coinci-
déncia, e é a contribuicao devido & presenca da condicao de contorno de Dirichlet aplicada
no primeiro plano.

Agora, podemos prosseguir com o segundo termo no lado direito da Eq. (3.48)), ou

seja,
Ga(w,w') = f / dk k:(fo(kﬂ‘)/ dx &2 (u2 tva? — k?) sin(iaz)sin(iaz’)
Tpo Jo ka/m e 41 Vo — k2

~ o N : 573
hu / i sin(iaz) sin(iaz’) / ks Jo(kr) cos(iulAtva? — k ) (3.53)
0

TP e2mr 1 B Va2 — k2
A integral em k na contribuicao da funcdo de dois pontos acima pode ser resolvida em-
pregando o mesmo método da Ref. [109]@, ou seja, usando a seguinte relagao

@ cos(byva? — z2)

1pag. 203, secao 2.12.23, Eq. (8).
2pag. 201, se¢ao 2.12.21, Eq. (6).

Jo(cx)dr = (b* + ) V2 sin(aVb? + ). (3.54)
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Assim, resulta na seguinte expressao

Go(w,w') =

hu /OO i sin(iaz) sin(iaz’) sin(ay/1? — (uAt)?) (3.55)

T po eo 41 r? — (uAt)?
Por fim, a partir da Eq. (3.49)), a funcdo de dois pontos renormalizada é encontrada

coletando o segundo termo no lado direito da Eq. (3.52)), juntamente com a expressao na

Eq. (3.55)). Isto nos leva a

N hu [1 1
Guatist) =~ T ae

/OO d 1 sin(ay/r? — (uAt)?)
- a
0 e2aa 41 r? — (uAt)?

sin(iaz) sin(iozz’)} . (3.56)

Condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann

Por complemento, vamos também considerar ambos os planos paralelos sujeitos as
condigdes de contorno de Dirichlet ou de Neumann, o qual foram obtidos em [64], 65].
Neste caso, a solucao do operador de campo escalar para a equagao de Klein-Gordon é

dada por

1 )
2 sin XXz

iwpt—ikez—ikyy T —iwkt—&-ikwx—l—ikyy) a 3.57
{z: (16a7r Wkpo) (Cke tae  (3.57)

cos & »
a

onde sin "z (n = 1,2,3,...) indica a solu¢ao sob a condigao de contorno de Dirichlet e
cos Tz (n=0,1,2,3,...) sob a condicdo de contorno de Neumann [97]. Assim, seguindo
08 mesmos passos mostrados acima, para o caso de condicao de contorno mista, o resultado

para Dirichlet ou Neumann aplicado nos dois planos paralelos ¢ dado por

hu 1 1
/ — :i:_
Gren(x -T) ﬂ_gpo { 4 [<Z+Z,)2 + ACQ]

+/°° o 1 sin(ay/r2 — (uAt)?) | sin(ioz)sin(iaz’) (358)

e2ac _ r2 — (uAt)2 COS(iOéZ> COS(i()éZ/)

onde usamos a formula de Abel-Plana apresentada na Ref. [97], dada por

if :/ood:z: f(x)+%f(0)+z'/oooda:f(m)_f(_m). (3.59)

e27rx -1
k=0

Os sinais de menos e mais na Eq. (3.58)) se referem as condigoes de Dirichlet e Neumann,

respectivamente.
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No que segue, usaremos a fungao de dois pontos na Eq. (3.56|) para o caso de condigdo
de contorno mista, e na Eq. (3.58) para as condigoes de contorno de Dirichlet ou Neumann,

para calcular a flutuacao da densidade quadratica média.

Flutuacao da densidade quadratica média

Para encontrar a flutuacio da densidade quadratica média renormalizada, (p*).en,

como resultado da implementagao da condi¢ao de contorno mista, usamos as Eqs. (3.34)

e (3.56). Isto fornece

hpo hpo /OO dor o cosh(2az) — 1 (3.60)
0

2 — —
(P hren = 32m2uzt 272w 3e2ea 3

A integral em « acima pode ser dividida em duas integrais. A primeira parte é dada por

% o? 7t 7¢(4)
d - - 3.61
/0 “ 3e20 137 5760a*  Gdat’ (3:61)

onde ((4) = % é a funcao zeta de Riemann. Por outro lado, a segunda integral pode ser

calculada como [109]

/°° dov o cosh(202) 2 /°° o sinh(2a:2)
0 3e2ax 4 3 923 Jo 8(3e%a 4 3)
_ 8_3 i /°° o 1 (2az)?nHl
9z* — J, 8(3e2 4+ 3) (2n + 1)!
1 7t cos(nz/a)

= 162" 96a’sini(r2/a) (cos*(mz/a) +5),  (3.62)

onde usamos a expansao em série de Taylor para a funcdo hiperbdlica sinh(x). Conse-
quentemente, resolvemos a integral na segunda linha primeiro, realizamos a soma em n

em seguida e extraimos as derivadas em relacao a z. Finalmente, com as integrais nas

Eqgs. (3.61) e , a flutuagdo da densidade quadratica média (3.60) ¢ escrita como

hpom® (7 cos(mz/a)
192ua* | 60  sin*(7z/a)

<P2>ren =

(cos?(mz/a) + 5)} . (3.63)

Na Fig. tracamos a flutuacao da densidade quadratica média adimensional para o caso
da condicao de contorno mista dado acima, como uma fungao do parametro adimensional
z/a, onde um dos planos passa pelo ponto z = 0 e o outro o ponto z = a. Podemos ver

que a Eq. (3.63) diverge como 1/z* préximo ao plano em z = 0 com Dirichlet e como
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Figura 3.2: Flutuagdo de densidade quadratica média renormalizada adimensional, (3.63)),

como consequéncia de uma condi¢ao de contorno mista, em termos de z/a.

—1/(z — a)* proximo ao plano em z = a com condigoes de contorno de Neumann. Isso é
evidente na Fig3.2]

Vamos agora considerar a flutuacao da densidade quadratica média para as condigcoes
de contorno de Dirichlet e Neumann. Gracgas ao valor esperado de vacuo renormalizado

encontrado na Eq. (3.34) com a fun¢do de dois pontos na Eq. (3.58), chegamos ao

resultado final
B fipo? 1 3-2 sin®(rz/a)
96ua* |15 sin*(mz/a)

onde, mais uma vez, os sinais de menos e mais estao associados as condicoes de contorno

</02>ren = (364)

de Dirichlet e Neumann, respectivamente. Como podemos ver, para o caso da condicao de
contorno de Neumann, a flutuacao da densidade quadratica média é sempre negativa, o
que esta de acordo com o resultado em [64] [65]. No entanto, para a condi¢do de contorno
de Dirichlet, o segundo termo é dominante e, como consequéncia, a flutuacao da densidade
quadratica média é sempre positiva, consistente com o resultado para a mesma condicao
de contorno em um plano. Tracamos na Figf3.3] a flutuagao de densidade quadratica
média adimensional como uma funcao de z/a em ambos os casos de Dirichlet e
Neumann. Como no caso de condi¢ao mista, observamos que, a flutuacao da densidade
média quadratica renormalizada diverge de acordo com 1/2% no limite z — 0 e de acordo
com 1/(z —a)* no limite z — a para o caso da condigao de contorno de Dirichlet imposta

em ambos os planos. Por outro lado, considerando a condicao de contorno de Neumann,
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Figura 3.3: Flutuagao da densidade quadratica média renormalizada adimensional, (3.64)),

em funcao de z/a.

a densidade quadratica média diverge com o sinal oposto em ambos os limites. Este
comportamento ¢ mostrado na Fig. [3.3]

E interessante notar a transicio de um valor positivo para um valor negativo na Fig.
para o caso da condicao de contorno mista, onde a flutuacao da densidade quadratica mé-
dia renormalizada diverge positivamente no plano sob condi¢ao de contorno de Dirichlet e
diverge negativamente no plano com condi¢ao de contorno de Neumann. Este comporta-
mento é consistente com o resultado mostrado na Fig. [3.2] Os resultados para condigoes
de contorno mistas e de Dirichlet encontrados, respectivamente, nas Eqgs. e
no contexto de flutuagoes de vacuo quantico de fonons originados de flutuacoes de den-
sidade de liquidos, foram obtidos na Ref. [2]. O resultado em para a flutuagao
da densidade quadratica média sob a condicao de contorno de Neumann foi previamente
estudado nas Refs. [64, [65]. Fica claro que o estudo de fonons representando excitagoes
quanticas do potencial de velocidade de um liquido cléssico, representado por um campo
escalar real, uma vez submetido a condigoes de contorno como mista, Dirichlet e Neu-
mann, bem como a topologia nao trivial de uma corda césmica, produz uma flutuacao da
densidade quadratica média renormalizada diferente de zero, andloga ao efeito Casimir
na teoria quantica de campos [7].

Foi entao mostrado que, os parametros ¢ e 5 na parte do espago-tempo conico, além

de obtermos valores nao nulos para os observaveis, ambos tem o controle do tipo de
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interacao proveniente do defeito, sendo possivel obtermos resultados no qual a forca é
atrativa ou repulsiva em analogia ao efeito Casimir eletromagnético. Da mesma forma
mostramos para a condi¢oes de contorno mista que é possivel também controlarmos o

tipo de interacao nela contida a partir da distancias das placas.
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Capitulo 4

Efeitos quanticos de flutuacoes térmicas
em um liquido classico em um
espaco-tempo conico com uma condicao

quase-periodica

A introducao de correcoes de temperatura estudadas neste capitulo, visa generalizar
os resultados obtidos em [2], expostos no capitulo anterior |3} e complementar os obtidos
nas Refs. [64] 65] para a parte do estudo envolvendo fonons no espago-tempo conico da
cordas cosmica ou desclinacao.

E importante destacar que neste capitulo, o parametro § sera usado para denotar a
constante de Boltzmann, § = 1/kgT, assim como usado na literatura, e ndo mais o para-
metro para a condicao de quase-periodicidade, o qual a partir de agora sera representado
por b.

O presente capitulo seguird a seguinte ordem. Na Sec[4.T] apresentamos o processo
de termalizacao calculando expressoes analiticas fechadas e exatas para a funcao de Ha-
damard, bem como para a flutuacao da densidade quadratica média do liquido, como
consequéncia da imposicao de uma condicao quase peridédica no campo de fonons na es-
trutura conica de uma corda cosmica (ou desclinacio). Na Sec[d.2]calculamos e analisamos
a influéncia da temperatura nas densidades de energia do sistema, ou seja, densidade de

energia interna, densidade de energia livre e densidade de energia total. Em Sec[4.3] tam-
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bém calculamos a densidade de entropia e discutimos seu comportamento em fun¢ao da

temperatura.

4.1 Flutuacoes térmicas na densidade quadratica mé-
dia

No Cap. estudamos modificacoes nas flutuacoes quanticas do vacuo considerando
que os modos dos fonons se propagam no espago-tempo efetivo da corda cosmica em (3+1)
dimensoes sob uma condigao de contorno quase periddica a temperatura zero. No entanto,
o efeito da temperatura pode ser significativo em quantidades fisicas. A temperatura
pode modificar ou gerar fendmenos interessantes, principalmente no contexto de fluidos.
Aqui, abordaremos alguns dos aspectos fisicos da temperatura finita considerando um
dos sistemas fisicos estudados em [2] & temperatura zero, mais especificamente, o espago-
tempo da corda cosmica com uma condicao quase-periddica. A investigacao aqui também
é valida para a desclinacao.

Como nosso intuito é expandir os resultados do capitulo anterior, usaremos o mesmo
elemento de linha para uma corda cosmica efetiva ou espago-tempo de desclinacao em um
liquido, ou seja,

ds® = g datda? = u2dt2 — dr® — r2dg?® — d2?, (4.1)

comr >0, p€[0,2n/q] e t,z € (—o0,+00) onde ¢ codifica a conicidade do espago-tempo
e u a velocidade do som no liquido. Quando ¢ = 1, nao existird estrutura conica , e
recupera-se o espaco-tempo de Minkowski.

A solucao da equacao de Klein-Gordon sem massa em um espago-tempo conico com

condigao quase-periodica permanece a mesma, e é escrita como [2]
o(t,r, @, 2) = Ae*m’“tei”zeiqm%)“’Jq‘n+b‘ (nr), (4.2)
em que a condicao quase-periddica é dada por
d(t,r, 0, 2) = e D(t,r, o+ 21/q, 2), (4.3)

com 0 < b < 1. Observe que para b=0e b= 1/2 a condigao (4.3) recupera as condigoes

periodicas e antiperiodicas amplamente conhecidas, respectivamente.
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O parametro A na solugao acima é uma constante de normalizagao, wi = u?(v? +n?) é
a relagao de dispersao, k = (n,7,v) é o conjunto de nimeros quanticos e J,(z) é a fungao
de Bessel de primeiro tipo. Na segunda forma quantizada, o operador de campo ¢é escrito

como

qg(t’ r, o, Z) _ Z [Akéke—i(wkt—uz—q(n—l—b)cp) + AZ@Lei(wkt_Vz_q(n+b)@) Jq\n+b|<77r)a (44)
{k}

com a constante de normalizacao

qu?hn

Apl = =—=——.
A 2(27m)2 powr

(4.5)

O simbolo

s fufn

{k} n=—o0

denota a soma sobre todos os nimeros quanticos. Para estudar o comportamento da flu-
tuacao da densidade em um cenario de temperatura finita, calculamos a funcao térmica
de Hadamard, cujo construcao e propriedades foram mostradas na Sec. [L.5] que é fun-
damental para obter os observaveis fisicos associados ao sistema, ou seja, a flutuagao da
densidade quadratica média, a densidade de energia livre, e a densidade de entropia.

Como visto anteriormente, a funcao térmica de Hadamard pode ser calculada usando
[6]
GO (x,2') = Tr[o(¢" (') p(x) + ()¢ (")), (4.7)

onde x = (7,7,¢,2) e ¢ é a matriz densidade,

o=2"te M (4.8)
com (8 = kBLT e H é o operador hamiltoniano. A funcao de particao Z é descrita por

Z = Tr[e ). (4.9)

Como precisamos lidar com um campo escalar, a seguinte relacao para os operadores de

criacao e destruicao serd considerada

AdoA 500’

e
Tr[oa, a,| = TSNEE (4.10)

em que compativel com a estatistica de Bose-Einstein.
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Substituindo o operador de campo (4.4) na Eq. (4.7) e considerando a relagdo em

(4.10), obtemos

qu hn ’Ll/ z n
GOe,a') = D2 g e AN ) (rm) o 57)
(k) 0wk

) ) —iwi At iwg At
% |:<ezkat +€1kat) +9 <6 +e ):| . (411)

efhor — 1

Deve-se notar que a funcao térmica de Hadamard acimaP_-] pode ser dividida em duas partes

considerando os termos entre parénteses no lado direito de (4.11)), ou seja,
GV (z,2") = GV (z,2') + Ggpl)(x, z'). (4.12)

O primeiro termo no lado direito, refere-se a funcao de Hadamard a temperatura zero.
O segundo termo é a parte com temperatura diferente de zero da funcao térmica de
Hadamard. Como vemos, todo o efeito da temperatura estd presente nesta ultima que é
a parte que nos interessa nesse capitulo, pois a parte nao térmica ja foi investigada em
Bl Portanto, podemos nos concentrar na parte térmica da fungdo de Hadamard de dois

pontos. Da Eq. (4.11), obtemos

qu2hn (efikat + eikat)

ilvAz+q(n+b)Ayg] ,
42 pouwy, ePhwi — 1 € Jatn+0) (1) Jgnr (7'0). (4.13)

{k}
Além disso, a Eq. (4.13) pode ser calculada usando a identidade

(v — 1)t = Z e . (4.14)

j=1
Entao, fazendo a rotacao de Wick 1At = A7, tomando a seguinte identidade

e~ wk(6AT+5h])

2 & .
— ﬁ /0‘ d$€782w£7(5AT+ﬁ/5‘7)2/482’ (415)

Wk

!Note que para chegarmos ao resultado , foi considerado o caso minimamente acoplado para a
Eq. . Se tivéssemos considerado a constante de acoplamento &, teriamos uma dependéncia explicita
nao s6 da temperatura 7', mas também do pardmetro . Nas refs. [I10] [ITT] foi discutido uma relagao
que limita os valores de &£ usando o coeficiente de calor especifico ¢,, bem como em [I11] também define
limites para esse mesmo parametro em relacdo ao parametro de desclinagao g, mostrando em ambos os

casos nao podemos tomar qualquer valor arbitrario para &.
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onde § = +1 refere-se a frequéncias positivas e negativas, e considerando a Eq. (2.14)), é
possivel colocar a funcdo térmica de Hadamard (4.13)) na forma
igbAyp

2h n
e S s

— j=1 n=—o00

o0 . ds _(su)2v2—-2
/ dl/@wAZ / _Se ) 1(su)2 Iq\n+b| (rr’/Q(su)Q), (416)
— 0

2
0o S

onde AC? = (§AT + Bhj)?u®+7?+r%. Finalmente, usando a formula de soma (2.18)) (veja

também (A.10) na Ref. [102]) a soma no indice n pode ser realizada e, consequentemente,

a Eq. (4.16]) torna-se

igbAp

uhe , 1
G(l) ib(2mn—qAp)
Do =t 52 S Sl

o=+,— j=1

Z eitabr / 1 cosh[gy(1 — b)] — cosh(gby)e”"m+2¢)
2m ay cosh(qy) — cos[q(Ap + ()] ;

=t —
(4.17)
com
AC? A2
= — 2 — A
On i + 27’7’/ cos(2mn/q v),
AC?
_ 4.18
Ty rr’! 27“7" ( )

Observe que a soma em n estéa restrita ao intervalo definido em (2.19)) [2] 102]. Portanto,

o efeito da temperatura se encontra nas funcgoes o, e o, através de A¢ definidos abaixo

da Eq. (4.16).

Por questao de complemento, podemos seguir um procedimento semelhante e encontrar

a parte de temperatura zero de (4.12]), que é obtida como

quhei®he

1 5 1
S E - § ib(2mn—qAyp) _~
8m2porr! Sl { q ¢ o

G (x, )

n
n

Z gelﬁqu/ 1 Cosh[qy(l — b)] — cosh(gby)e~talr+A¢) |
o ay cosh(qy) — cos[q(Ap + ()]

=+,
(4.19)

A fungao de dois pontos a temperatura zero, representada pela Eq. (4.19) esta de acordo
com o resultado encontrado no capitulo anterior e na Ref. [2], como esperado. Observe

que, considerando n = 0 na Eq. (4.19), obtemos a contribuicdo de Minkowski, como
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j& feito anteriormente, e que deve ser subtraida no processo de renormalizacao por ser
divergente. Vale ressaltar que o processo de renormalizacao é responsavel por remover o
termo divergente da expressao, que surge tomando o limite de coincidéncia 2’ — z (para
o processo detalhado, veja [2]). No entanto, em contraste com a parte de temperatura
zero, o termo n = 0 na Eq. nao ¢é divergente e pode dar uma contribuicao relevante
para os observaveis fisicos, como veremos na proxima secao.

Como encontramos a funcao térmica de Hadamard em sua forma analitica,
agora podemos calcular os observaveis fisicos relevantes da teoria. Isso é feito a partir de

agora.

4.1.1 Flutuacao da densidade quadratica média

Tendo em maos a funcao de Hadamard de dois pontos a temperatura finita, podemos
calcular uma das quantidades fisicas mais importantes no contexto das excitacoes quan-
ticas de um fluido classico, a flutuacao da densidade quadratica média, no espaco-tempo
conico efetivo impondo a condicao quase periodica . E simples perceber que
devido a natureza linear do operador de densidade p com os operadores de aniquilacao ¢ e
criagao é', o valor esperado de vicuo (p) desaparece [2]. Consequentemente, a densidade
quadratica média (p®) deve ser analisada, mas primeiro é conveniente reescrevé-la em ter-
mos da funcao térmica de Hadamard. Para calcular a flutuacao da densidade quadratica

média, comecamos considerando o produto

p@p) = BT b)) (1.20)

A média do conjunto de um operador arbitrario A submetido a temperatura T = (kg3)~!
é dada por [6]
<A>B = Z Qi<¢i’*’4|wi> = Tl"(ﬁf‘i)a (4.21)

onde 9; = (¢;|0|Y;), com ¢ sendo a matriz de densidade descrita pela Eq. (4.8]).
Portanto, fazendo o mesmo procedimento para a Eq. (4.20)), vamos obter a densidade
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quadréatica média a temperatura finita que pode ser escrita como segue
2 92
~ Al o Po 0 1 (1) /
(@)pa)) = B GO, o)
2 92
Py 0° 1 1 1
= o2 <G(T)(x’ o)+ Gi )($’$/)>

= (p(@)p(a))r + (p(x)p(a"))o- (4.22)

Como fizemos antes para a funcao de Hadamard de dois pontos, a densidade quadrética
média pode ser dividida em duas partes, as contribuicoes de temperatura zero e diferente
de zero. A parte de temperatura zero ja foi calculada no capitulo anterior [3| Portanto,
vamos continuar nos concentrando na contribuicao com temperatura diferente de zero.
Tomando o limite de coincidéncia 2’ — x, podemos encontrar uma forma fechada para a

parte térmica da densidade quadratica média, ou seja,

hipo 0 3 [Q/2]* . [
— ﬁ; W + ; 2 cos(2bmn) Fj(sy) —;/O dyM (y, b, q)Fj(sy)} 7
(4.23)
em que definimos s, = sin(mn/q), s, = cosh(y/2), M(y,b,q) dado por e
Fi(s) = S(uhy)” — (2rs). (4.24)

[(uphj)? + (2rs)?*
O parametro s deve ser substituido por s, para o segundo termo no lado direito de (4.23)
e s, para o terceiro termo. O primeiro termo do lado direito de surge do somatorio
ao considerarmos n = 0, que corresponde ao termo de radiacao de corpo negro que surge
da contribuicao de Minkowski a temperatura finita, que como ja mencionado, nao diverge.

Realizando a soma em j neste termo, ela pode ser expressa como

2
2\rad T Po
= — 4.25
ks 30h3 54ub ( )

Podemos agora definir a contribuicao térmica renormalizada para a flutuagao da densidade

quadratica média como
(") = (p*)r — ()7, (4.26)
onde a contribuigdo de Minkowski (4.25)) é removida. Deste momento em diante, cada

componente térmico dito renormalizado, significa que o termo de radiagao correspondente
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foi removido. Além de ser um procedimento geral remover a contribuicao de Minkowski
para obter grandezas renormalizadas, no caso de expressoes térmicas, também é necessério
fornecer o comportamento classico correto em altas temperaturas para a densidade de
energia livre e densidade de entropia.

Observe que, tomando o limite 5 — oo (ou seja, T — 0), a parte térmica de (4.26))
se anula, o que significa que a flutuacao da densidade quadratica média é reduzida a
contribuicdo do vicuo a temperatura zero na Eq. (4.22)), ou seja, (p?) — (p*)o como

esperado. A contribuicao de temperatura zero é dada por

82
<p2>ren _ pO hm G(l) (l‘,.ﬁE,)

O T yh e Oty e
lq/2]
h 2b ©  M(y,b
2m2urt | = sin*(mn/q) 7 Jo cosh™(y/2)

) .. 1 o . . .
onde Gﬁeg significa G(()) sem a contribuicao de Minkowski obtida por n = 0. Temos
ainda que esse resultado ¢ o mesmo obtido anteriormente em (3.35)), mantendo assim a,
consisténcia da teoria com temperatura zero.

A soma em j presente na Eq. (4.23) pode ser realizado usando a férmula de recorréncia

(4.28)

=~ (3m? — w? 1 — 73w? coth(mw)csch? (Tw)
S| ]

(m? +w?)® 2w

m=1

Portanto, a Eq. (4.26) passa a ser escrita de tal forma que nos leva ao seguinte resultado

[q/2] o
(pPyten — 3% 7’4 Z 2 cos(2bmn) F(s,,) ——/0 dyM (y, b, q)F(sy)}, (4.29)
onde o parametro adimensional v é definido como v = h;—ﬁ e
Z Fi( [1 — (277ys)? coth (2mys) esch® (2mys)] . (4.30)

Na Eq. (4.29), tanto a soma finita em n quanto a integral sobre y s6 podem ser calculadas
adotando-se uma abordagem numérica. Observe que a flutuacao da densidade quadratica

—4 0 que significa que diverge na corda, r — 0, e vai a zero

média é proporcional a r
longe dela, no limite  — oco. Para altas temperaturas, § < 1, a fun¢ao F'(s) pode ser
aproximada por

1 4(27ys)?
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Figura 4.1: Flutuacdo da densidade quadratica média para b = 0,8 (painel esquerdo) e

g = 1 (painel direito) em funcao da temperatura.

Assim, a flutuacao da densidade quadratica média vai para

la/2]
2 2 M
()~ 0y 2eos@hmn) g / g, MW b.9) (4.32)
0

T=00 ™ 3om2pdy, sd m sy

Deve-se notar que a densidade quadratica média acima é independente da temperatura
no limite de alta temperatura, T — oo. Isso pode ser claramente observado nos graficos
da Figli.1] Por outro lado, os graficos também mostram que a Eq. tende a zero
quando T"— 0, como esperado.

Além disso, podemos considerar dois casos particulares importantes, a contribuicao
do espago-tempo de Minkowski submetido a condi¢ao de quase-periodicidade (¢ = 1) e o
caso de um espaco-tempo conico apenas (b = 0). Para b = 0 a funcdo M (y,b,q) se torna

M(y.0.4) = cosh(qsgi;r)l(irqc)os(wq)’ (433)

e a expressao em fornece apenas a contribuicao do espago-tempo conico. Portanto,
neste caso, para q € 7, ¢ facil ver que a contribuicao integral na Eq. é nulo, e
apenas o termo de soma permanece para ¢ > 2. Para ¢ < 2, por outro lado, nao hé
contribui¢ao de soma para a densidade quadratica média . Obviamente, no caso de
g =1 (sem estrutura conica) e b = 0, a flutuacdo da densidade quadratica média é zero.
Por outro lado, para ¢ = 1, a tinica contribuicao vem do espaco-tempo de Minkowski com
a condi¢ao de quase-periodicidade. Neste caso, temos M(y,b, 1), e a tnica parte nao nula
da Eq. estd na integral sobre y. Esta analise permanece a mesma para todos os

outros observaveis obtidos abaixo.
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4.2 Energia interna, energia livre e energia total do sis-
tema

Outra grandeza fisica importante é a energia do sistema. Nesse sentido, a energia de
um liquido pode ser tomada como o valor esperado do vacuo do operador hamiltoniano

escrito em termos do operador de campo escalar sem massa ¢ como [51]

2

A 1 U
H=|[| &z |=0-p0+ p—1p
/ ! {QU pv+p2pop]

1 v or . Lo

Como foi considerado um sistema composto por uma corda cosmica idealizada, teremos
entao uma energia infinita, como ja dito no Cap. No entanto, é possivel definir o

operador de densidade hamiltoniano # como sendo o integrando da Eq. (4.34)), ou seja,
Y PSP IR

onde o primeiro termo do lado direito esta associado ao operador de densidade de energia
cinética e o segundo termo ao operador de densidade de energia interna [51], 64] [65]. O
valor médio do operador de densidade hamiltoniano pode ser entao calculado, usando a

funcao Hadamard (4.11)), da seguinte forma

(H) = lim % 9,0y GV (x, z') + %@&yG(l)(x,x’) : (4.36)

' —x
onde & preciso tomar o limite de coincidéncia ' — x, apds subtrair as contribuicoes
provenientes do espago de Minkowski, e assim obtermos a densidade de energia total do
sistema. De forma analoga ao que foi feito anteriormente, a Eq. pode ser dividida
em duas partes,

(H) = (H)r + (H)o, (4.37)

representando a densidade de energia devido & presenga de temperatura (H)7, e a contri-

buicao de temperatura zero (H)o. A contribuigdo térmica (H)r pode ser escrita como

1 1
(H)p = lim 2 500y + 0,0, + —0,0, + 0.0 GV (z,2). (4.38)

' >z 2 7!
Antes de proceder ao calculo da energia total do sistema, vale a pena explorar as quantida-

des fisicas relevantes atribuidas & energia interna, ou seja, a densidade de energia livre do
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fluido e a densidade de entropia do sistema a temperatura finita. Também exploraremos o
impacto da condicao de contorno e da topologia nao trivial nas quantidades mencionadas

acima.

4.2.1 Densidades de energia interna e livre

A densidade de energia interna é identificada como sendo o segundo termo do lado

direito do operador hamiltoniano (3.44) [51 64} [65], ou seja,

U2

U = lim @@@éG(I)(x,x/) CAY (4.39)

' —x u2 Lo
Observe que na expressao acima ha contribuicoes devido & densidade quadratica média
de temperatura zero e sua correcao térmica na Eq. . E facil verificar que a
contribuicao da radiacao do corpo negro em para a energia interna acima concorda
com a discutida em [51Jf] como deveria ser.

Note ainda que, conforme a energia interna possui o mesmo comportamento que a
densidade quadratica média, ela possui uma densidade de energia negativa. Isso pode ser
atribuido ao um fenémeno chamado subvacuo, que pode implicar em alguns fenémenos
exoticos que nao serao explanados aqui, mas que podem ser encontrados em [I12] e nas
referéncias nele contidas.

Uma vez que existe uma forma analitica para a densidade de energia interna, é pos-

sivel calcular a densidade de energia livre associada ao sistema considerando a definicao
o (F

U=-7T— (= 4.40

o (T) | (4.40)

com F sendo a densidade de energia livre. Ao integrarmos a equagao acima com relagao

termodindmica

a temperatura, o resultado obtido nos dard uma densidade de energia livre que inclui um
termo independente da temperatura. Nesse sentido, escrevendo a expressao em termos

da flutuacao da densidade quadréatica média, temos
u? 1 u? 1 u?
F=-T— [dT=(p*) = -T— | dT= (p*)1 + —(p?*)o + C, 4.41
© fargiet = T fargte ) (141)
onde C' é a constante de integracao independente da temperatura. Mostraremos em breve

que a constante deve ser zero. Como nosso interesse estd nos efeitos da temperatura

2Capitulo 22
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(primeiro termo no lado direito de (4.41))), a contribuigao ndo térmica sera descartada por

momento. Portanto, a densidade de energia livre térmica ¢ dada por

hi 1
G N o

j=1
4 [Q/Q] 00

7—4 Z*2cos(2b7m)hj(sn)—g/ dyM (y,b,q)h;(sy) | ¢ (4.42)

r 7 Jo

n=1
com

1

hi(s) = ————— (4.43)

(7% + 47°s)?

Fazendo a soma em j, obtemos a seguinte forma para densidade de energia livre

i 4 74 la/2] q [
Fr = 72\ 90 ; 2 cos(2bmn)h(s,) — ;/0 dyM (y,b,q)h(sy)| p (4.44)
onde
- 1
h(s) = Z h;(s) = 32,051 [1— 7ys (coth(2mys) + 2msyesch®(2mys))] - (4.45)
j=1

No limite, T — 0, a densidade de energia livre térmica vai para zero, como esperado.
O primeiro termo do lado direito da Eq. é o termo de radiacao de corpo negro
(contribui¢ao térmica de Minkowski). Para a verificagao de consisténcia, pode-se verificar
que este termo coincide com o da Ref. [51] uma vez que é independente do limite e de
condigoes impostas ao sistema. O segundo e o terceiro termos da HEq. surge da
condicdo de contorno quase peridédica e espaco-tempo conico. A densidade de energia
livre térmica renormalizada em funcao da temperatura para varios valores do parametro
de quase-periodicidade b e parametro de conicidade ¢ é mostrada na Fig[d.2] Os graficos
também mostram que (4.44) vai para zero quando 7" — 0.

Vale ressaltar que, ao contrario do regime de baixa temperatura, que possui o mesmo
limite se comparado a densidade de energia interna, a densidade de energia livre apresenta
um comportamento linear no limite de alta temperatura. Para ver isso melhor, pode-se

tomar o limite assintotico das fungoes hiperbolicas na Eq. (4.44), que resulta em

[q/2]
hay cos(20mn) ¢ /°° M(y,b,q)
ren _ E *9 S dy————=~ 4.46
FT 327T,r,4 ot S;’L + T 0 Y 52 ’ ( )
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Figura 4.2: Densidade de energia livre para b = 0,8 (painel esquerdo) e ¢ = 1 (painel

direito) em fungao da temperatura.

onde v x kgT. O comportamento linear proporcional a kgT', para a temperatura 1" alta
é previsto pela teoria classica e s6 é recuperado se removermos a contribuicao da radiacao

de corpo negro de (4.44), no primeiro termo no lado direito. Isso é claramente mostrado
na Figld.2]

4.2.2 Densidade Total de Energia

Finalmente, vamos estudar a densidade de energia total de um liquido produzindo
vibragoes na forma de ondas sonoras quantizadas. Como ja mencionado, a densidade
de energia total ¢ composta pela densidade de energia cinética e densidade de energia
interna, esta ultima dada pela Eq. . Assim, para obter a densidade de energia total
da Eq. , precisamos calcular a densidade de energia cinética dada pelos termos da
derivada espacial. As componentes r e z sao facilmente obtidas pelo mesmo processo da
componente temporal. No entanto, para encontrar a componente ¢, devemos seguir um

outro caminho e usar a Eq. (4.16) e, consequentemente, tomar as derivadas. Isto nos leva

em
lim 9.0 G(U( /) li QUH eiquLp Z i/oo d Az /oo ds 7(511)21/2—%
1m / r,x)=lm —/——r ve &, -~
et et il o' = 27T2p0 \/E Pl S 0 52
> eIGR  b) Lypy (rr [2(50)°). (4.47)
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Para prosseguir, vamos usar, no resultado acima, a relagdo de recorréncia [28|

d? d
¢ (n + ) Lyjnip (W) = [wzw + wo = w? | Ly (w). (4.48)

Depois de empregar novamente a formula de soma (2.18) [2] para Ay = 0, podemos
simplificar a Eq. (4.47). Logo, ao somarmos o resultado das trés componentes espaciais,

descobrimos que a parte cinética assume a seguinte forma

. Po 1 (1) no_ uh 3
x/lg; 9 V.-V (.CL’,%’) 7.(.2p0 py {Uﬁﬂj
4 la/2] [2(3_42 _221_62 22 41mn
Y % J Sn) Y ( Sn)+ g COS( q )}
— 2 2mh
|2 et (1)

B % /0°° dyM(y.b.q) [77(3 — 4s7) — 29°(1 — 6s7) + 2v° cosh(2y)]} } |

(4% +47°s})?
(4.49)
Finalmente, somando a densidade de energia interna (4.39) com a densidade de energia

cinética (4.49) a densidade de energia total é obtida como

2uh 3
w0 =5 G

j=1
i [l ;>
+3 > r2cos(2mbn)x;(sa) — ;/ dyM(y, b, a)x;(sy) | ¢ (4.50)
n=1 0
com
-2 2 2.4 2.2
Jo(3 —28%) +87y%s" —4dy°s
Xj(S)Z[ ( ) ) (4.51)

7% + 472572
Observe que negligenciamos a contribui¢ao da temperatura zero na Eq. (4.50]), uma vez
que nosso objetivo é estudar a influéncia da temperatura no sistema. Na expressao acima,

ao realizarmos a soma em j, somos levados ao seguinte resultado

2

T
e = 15(ufi)3 g+
274uﬁ la/2] q [
5 Z*Qcos(?nbn)x(sn)—;/ dyM(y,b,q)x(sy) ¢, (4.52)
n=1 0
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onde

X =3

1 [(1-2s%) 7y
:3274 [ i + - coth (271ys)

4y(1 — s?)

+-2m%~%csch? (277ys) (1 —
s

coth(2ﬂys))}. (4.53)

Por questao de complemento, também podemos exibir, seguindo os mesmos passos
acima, a contribuicao da temperatura zero para a densidade de energia. Nesse caso dado

por

lq/2] 2 0o 2
uli o [1-2s2] ¢ [1—2s)]
(H)o = ~16n2d gn 2cos(27rbn)T - ;/0 M(y,b,q) 33 . (4.54)

No contexto de liquidos, a densidade de energia total a temperatura zero submetido a
condicao de quase-periodicidade na presenca do espaco-tempo conico foi calculado pri-
meiramente em [3]. Observe que a Eq. ¢ compativel com a densidade de energia
de um campo escalar quantico sem massa estudado no [2] (Ver Eq. (2.51))).

Para encontrar uma forma renormalizada para a densidade de energia total na Eq.
, devemos subtrair a contribuicao da radiacao do corpo negro no primeiro termo
do lado direito. Seu comportamento é mostrado na Fig[4.3] Semelhante a densidade de
energia livre, a densidade de energia total torna-se linear em temperatura para 7'
grande, satisfazendo a previsao classica.

Devemos agora discutir algumas consideracoes gerais sobre as energias calculadas aqui.
Todas elas sdo proporcionais a r~4 e consequentemente, proximos a origem, r — 0, diver-
gem. No entanto, para r — oo eles convergem para zero. Note também que, se comparado
com o efeito Casimir, o parametro b da condicao de contorno quase-periodica pode con-
trolar o tipo de interacdo, ou seja, pode ser repulsiva (energia positiva), atrativa (energia
negativa), ou mesmo nula dependendo do valor do parametro ¢. Isso pode ser visto no
painel direito da Figld.3] O mesmo argumento também ¢ véalido para o parametro conico

q, que fica evidente no painel esquerdo da figura.
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Figura 4.3: Densidade de energia total renormalizada para b = 0 (painel esquerdo) e

g = 1,5 (painel direito) em fun¢ao da temperatura.

4.3 Densidade de entropia

Outra importante grandeza termodinamica a ser explorada é a entropia. Foi entao
calculada a densidade de entropia tomando a derivada da densidade de energia livre dada

em (4.41), em relagao a temperatura, na seguinte forma [113]

oF
S="ar
hu > 4kB
s ]Zl { (ufij)1p?
473]{;]3 [‘I/2] q 00
T ; 2 cos(2bmn)n;(sn) — — /0 dyM (y, b, q)n;(sy) | ¢ (4.55)
onde
j2
ni(s) = 7533 (4.56)

(4% + 49%s%)?
e consideramos a expressao (4.44)) para a densidade de energia livre para obter a entropia.
Observe que a contribuicao da temperatura zero para a densidade de energia livre nao
contribui para a entropia. Além disso, para obter uma forma fechada para a densidade

de entropia, podemos realizar a soma em j usando a seguinte formula de recorréncia

Z"J = 5 (coth (2n7s) + 2y (1 — dmys coth (277s)) esch? (277s)) . (457)
’}/S
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Isto ns resulta em

lq/2]
2k T3 kp 2 cos(2mbn) q [ My,b,q)
_ ) Nwecostembn) oy g [ MW, 0.4) (458
A5udh3 w3 nz:; 32s3 () 7T/ 32s3 n(sy) (4.58)
com

n(s) = (coth (2mys) + 2mys (1 — 4mys coth (2mys)) esch® (2mys)) . (4.59)
Observe que, substituindo a densidade de energia livre (4.41)) e a densidade de entropia
(4.55) na transformada de Legendre F' = U — T'S, concluimos que a constante C' na
densidade de energia livre total (4.41) deve ser nulo para obter a densidade de energia
interna total (4.39). A densidade de entropia renormalizada em fung¢ao da temperatura
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Figura 4.4: Densidade de entropia para b = 0,8 (painel esquerdo) e ¢ = 1 (painel direito)

em funcao da temperatura.

para varios parametros conicos e quase-periodicidade b e ¢, respectivamente, sao mostra-
das na Figld.4 Esse resultado se deve as flutuagoes da densidade de energia do campo,
que caracterizam um efeito andlogo ao efeito Casimir. Como pode ser visto nos graficos
presente na Fig[i.4] a densidade de entropia se anula quando 7" — 0, independente dos
valores dos parametros b e q. Este resultado é consistente com a terceira lei da termodi-
namica (teorema do calor de Nernst) [113, I14]. Por outro lado, em altas temperaturas,

a densidade de entropia (4.58)) pode ser aproximada por

la/2]
kg 2cos(2wbn) ¢ /oo M(y,b,q)
Sren O AR dy—2"-—"-~ 4.60
32713 ;:1: S% 7 Jo Y 32 ) ( )

que é independente da temperatura, e esta de acordo com o limite classico. Os comporta-

mentos em baixas e altas temperaturas observadas aqui podem ser vistas nos graficos da
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Fig. Outro ponto a ser observado é que a densidade de entropia renormalizada, ({4.58|)
sem o termo de radiacio, ¢ proporcional a r—3. Portanto, converge para zero como r — 00
e diverge como r — 0 para qualquer caso aqui apresentado. Embora o modelo de fénon
analogico tenha sido estudado em [2] [64], [65] em vérios casos, este capitulo foi baseado no
artigo [3], o qual foi o primeiro a tratar o respectivo modelo em um espago-tempo conico
com condicao de quase-periodicidade a temperatura finita.

Por fim, a introducao da temperatura de fato foi bem sucedida, onde mostramos a
influéncia da temperatura na flutuacao da densidade quadratica média, bem como cal-
culamos as densidades de energias e entropia em termos da temperatura. Uma vez que
obtida as quantidades termodinamicas, foi também mostrado através de graficos e apro-
ximagoes nas expressoes o fato de concordarem com os limites classicos para todas as

quantidades aqui encontradas.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Em se tratando de energia de vacuo quantico, também conhecida como efeito Casimir,
como foi apresentado ao decorrer da presente tese, se trata de uma energia relativamente
sensivel a modifica¢des no sistema, podendo assim existir uma alteragao nessa energia ou
até mesmo surgimentos de observaveis fisicos que antes seriam nulos, apenas pela insercao
de uma condicao de contorno ou na presenca de um espago-tempo nao trivial.

Seguindo essa ideia, consideramos inicialmente uma condi¢ao de contorno quase-periddica,
tendo como motivacao a sua aplicacao em nanotubos de carbono, sendo satisfeita por um
campo escalar carregado massivo cujos modos se propagam em espaco-tempo conico de
(3+1) dimensdes que pode ser tanto uma desclinagdo, onde o parametro conico ¢ pode
assumir qualquer valor acima de zero, ou uma corda césmica com ¢ > 1. Sob essas condi-
¢oes, a equacao de Klein-Gordon é resolvida para o campo escalar e a solu¢ao normalizada
¢ mostrada como dependente de, ¢, e, 5, o parametro que caracteriza a condi¢ao
quase-periodica . A solucao normalizada é entao usada para obter uma expressao
exata e analitica para a funcdo de Wightman, tanto nos casos de campo escalar carregado
massivo quanto sem massa, ou seja, as Eqgs. e (2:26).

As expressoes obtidas para a funcdo de Wightman, nos forneceram os meios para
obter como observaveis fisicos, a média quadratica do campo, o tensor energia-momento e
a densidade de corrente induzida, sendo calculados para valores diferentes de zero. Isso foi
claramente mostrado nas expressoes e para o VEV do campo ao quadrado,
nas expressoes e para o VEV do tensor energia-momento e nas expressoes
e para a densidade de corrente induzida. Todas essas expressdes foram
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obtidas nos casos de campo escalar massivo e sem massa e mostraram depender tanto dos
parametros conicos quanto do quase-periodicidade g e (3, respectivamente. As expressoes
para a densidade de energia, ou seja, a componente 00 do tensor energia-momento e para
a densidade de corrente induzida também foram plotadas, em termos de mr e [, nas
Figs[2.212.5

A modificagao nas flutuagoes do vacuo quantico do campo escalar carregado, causadas
pela condicao quase-periddica e pelo parametro conico certamente faz a média dos obser-
vaveis fisicos analisados possuirem valores diferentes de zero. Verificamos que no caso de
nao haver condicao quase-periodica, ou seja, = 0, nossos resultados correspondem com
resultados anteriores encontrados na literatura. Notamos, no entanto, que neste caso a
densidade de corrente induzida é igual a zero, o que nos diz que o defeito conico por si
s6 nao induz corrente. Além disso, nao ha densidade de corrente induzida por um campo
escalar torcido, como observado nas Eqs. e ([2.58), e que podem ser verificadas facil-
mente pelos graficos em termos de 3 para o caso do campo massivo e para o campo
nao massivo. Com relacao aos VEV do campo ao quadrado e tensor energia-momento,
no caso do campo escalar torcido, os resultados aqui mostrados sao consistentes com os
anteriores encontrados, por exemplo, nas Refs. [31] [105].

Portanto, considerando um cendario em que os modos de um campo escalar carregado
se propagam em um espago-tempo conico e sao submetidos a uma condi¢ao nao periddica,
os resultados relatados nas Refs. [31], 105] onde foram analisados o campo escalar torcido
e sem massa, foram aqui generalizados. Nossos resultados para os VEV’s do campo ao
quadrado e tensor energia-momento, por outro lado, sao obtidos no caso massivo de um
campo escalar carregado e dependem da fase /3, que inclui todos os valores possiveis (ndo
apenas o caso do campo torcido). Além disso, também foi obtido uma densidade de
corrente induzida que no contexto do cenério proposto é nova. A densidade de corrente
induzida se da como consequéncia da simetria obedecida pela acao sob a condicao
([2.2), de acordo com o teorema de Noether, mostrado aqui na Sec. [I.3] Além disso,
deve-se ressaltar novamente que a fisica associada a condicao quase-periodica, utilizada
no cenério aqui proposta, tem ligacao com a fisica dos nanotubos. Ou seja, a forma como
uma folha de carbono é cortada pode ser associada aos diferentes valores do angulo de

fase no intervalo 0 < 8 < 1, e consequentemente a diferentes propriedades que possam
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surgir.

Posteriormente, iniciamos o estudo para um modelo analogo de fénons, o qual foi in-
vestigado os efeitos em um liquido classico devido a presenca de condicoes de contorno
diversas e pela topologia nao trivial de uma corda cosmica ideal na flutuacao da den-
sidade quadratica média. Considerando o regime em que os comprimentos de onda sao
muito maiores que a separagao interatdmica, assumimos que a relagao de dispersao linear
de fonons é valida. Com isso, transformando as grandezas hidrodinamicas classicas em
operadores quantizados, esses escritos em termos da segunda quantizagao, bem como re-
lacionando a segunda quantizacao das flutuacoes de densidade ao potencial de velocidade
escalar, o problema se transforma na conhecida equacao de Klein-Gordon para um campo
escalar sem massa com a velocidade da luz substituida pela velocidade do som. Neste
cenario, os fonons representam excitacoes quanticas de um campo escalar real sem massa
associado ao potencial de velocidade do liquido classico.

Além disso, estudamos o campo de fonons quantizado na presenca da topologia nao tri-
vial de uma corda coésmica, bem como na presenca de condigoes de contorno de Dirichlet,
Neumann e condicoes de contorno mistas no espaco-tempo Minkowski. No espaco-tempo
ideal de cordas cosmicas em (3+1) dimensbes, com parametro conico g > 0, também
consideramos os modos do fénon obedecendo a uma condi¢ao quase-periddica, caracteri-
zada pelo parametro §. O caso ¢ = 1 nos leva aos resultados da auséncia da estrutura
coOnica. Sob as condicoes mencionadas acima, a equacao de Klein-Gordon foi resolvida, e
a solucao normalizada é mostrada em . A solucao entao foi usada para obter uma
expressao exata e analitica para a funcao de dois pontos, ou seja, a Eq. corresponde
ao resultado do Cap[2]

As expressoes fechadas para a funcao de dois pontos nos possibilitaram obter a flutua-
cao da densidade quadratica média renormalizada do liquido dada em . Verificamos
que no caso de 8 = 0, nossos resultados concordam com resultados anteriores encontrados
na literatura [64], 65]. Além disso, também mostramos que a flutuagao da densidade mé-
dia quadratica renormalizada difere de zero, mesmo na auséncia do defeito conico devido
a condicao de quase-periodicidade. No entanto, quando ¢ = 1 e § = 0, ele desaparece,
como esperado. Como é usual no espaco-tempo das cordas cosmicas, por ser ideal, a

flutuacao da densidade quadratica média renormalizada diverge no defeito. Um gréafico

103



adimensional da flutuagao da densidade quadrética média renormalizada em termos do
parametro quase-periodico § é mostrado na Fig3.1]

Adicionalmente, investigamos os modos de fonons obedecendo & condicao de contorno
mista, e revisamos as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann, impostas a um e dois
planos paralelos no espago-tempo de Minkowski referentes aos trabalhos [64], 65]. Encon-
tramos, entao, uma forma analitica para as funcoes de dois pontos em cada caso, ou seja,
as Eqgs. e (3.58), bem como a flutuacio da densidade quadratica média renormali-
zada nas Egs. e . Mostramos que as condicoes de contorno modificam essa
quantidade fisica, como esperado, uma vez que as excitagoes quanticas de fonons em um
liquido sao anéalogas as da teoria quantica de campos na presenca de placas paralelas com
as mesmas condicoes de contorno. Obteve-se que a flutuacao da densidade quadratica mé-
dia renormalizada é sempre positiva para os planos com condicao de contorno de Dirichlet
e negativa com condig¢ao de contorno de Neumann, independentemente dos parametros do
sistema. Porém, no caso de contorno misto, pode ser negativo ou positivo dependendo da
distancia dos planos, caracterizado pelo parametro a. Isso é consistente porque a flutua-
cao da densidade quadratica média renormalizada é positiva quando se considera apenas
um plano com Dirichlet e negativa quando se considera apenas Neumann. Em todos esses
casos, a flutuacao da densidade média quadratica renormalizada diverge nos planos. Isso
é mostrado nos graficos das Figs. [3.2 e

Também investigamos a influéncia da temperatura em um dos casos anteriores. Nesse
ponto, foi escolhido o caso com a topologia nao-trivial de (3-+1) dimensdes no espago-
tempo conico, com parametro de conicidade ¢ > 0 em conjunto com a condicao quase-
periodica, caracterizados pelo parametro b (nesse momento, b é o parametro que controla
a condigao de quase-periodicidade) em um liquido classico descrito por ondas sonoras
quantizadas. A influéncia da temperatura também foi investigada em grandezas fisicas
relevantes, como a densidade quadratica média do liquido e as grandezas termodinamicas,
densidade de energia livre, de energia interna e de entropia. Com a solucao da equagao
de Klein-Gordon dada em , a temperatura foi introduzida através funcao térmica de
Hadamard, Eq. , considerando as solucoes de frequéncia positiva e negativa. Nas
condi¢oes mencionadas acima, as solugoes foram empregadas para obter uma expressao

analitica para a fun¢ao térmica de Hadamard (4.17), caracterizando a dependéncia ex-
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plicita da temperatura juntamente com uma contribuigao independente da temperatura.
Além disso, mostramos que esta solucao térmica desaparece no limite 7' — 0 como deve-
ria acontecer, levando aos resultados na auséncia da temperatura apresentado no Cap.
[2]. Devido a forma analitica da funcao térmica de Hadamard, a flutuagdo da densidade
média quadratica foi obtida para o caso térmico . O comportamento da flutuacao
da densidade quadratica meédia renormalizada foi mostrado na Figld.T] onde ela tende a
uma, constante para 1" — oo, conforme descrito pela Eq. .

Além disso, a relagao direta entre a flutuacao da densidade quadratica média e a densi-
dade de energia interna U foi apresentada na Eq. , mostrando que ambos sao iguais,
exceto por uma constante multiplicativa, mostrando também que a densidade de energia
inerna pode se apresentar como subvicuo no sistema estudado. Tomando a Eq. ,
uma expressao analitica para a densidade de energia livre foi encontrada. A andlise da
parte renormalizada mostra que em altas temperaturas, ela ¢ linear com relacao a tempe-
ratura, correspondendo ao resultado da Fig[4.2] Isto é precisamente o que esta previsto no
limite classico. Vale ressaltar ainda que o termo de radiacao de ambas as grandezas, repre-
sentando a contribui¢do de Minkowski, concorda com o resultado em [51]. Os resultados
obtidos também sao consistentes com os de [74], onde os resultados sao casos particulares
das expressoes aqui apresentadas. Finalmente, a densidade de energia total foi obtida pela
soma da densidade de energia interna , encontrada anteriormente, com a densidade
de energia cinética dada em fornecendo a Eq. . O comportamento da parte
renormalizada em fun¢do da temperatura pode ser visto na Fig [£.3] Assim, concluimos
que a densidade de energia total tem um comportamento semelhante se comparada com
a densidade de energia livre renormalizada, porém, com sinal contrario.

Por ultimo, encontramos uma expressao fechada para a densidade de entropia, Eq.
, sendo uma das grandezas mais importantes da termodinamica. Exploramos seu
limite assintotico T — 0, que vai a zero seguindo a terceira lei da termodinamica. Em altas
temperaturas, a densidade de entropia converge para uma constante, consistente
com o limite classico. O comportamento da densidade de entropia com a temperatura
pode ser visto na Figll.4 Verificamos também que quando T — 0, a parte térmica de
todos os observaveis fisicos obtidos aqui se anula, restando apenas a contribuicao nao

térmica apresentada no Cap. 3| ([2]).
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Com relagao as perspectivas futuras, o estudo de modelos com grafeno possui uma
gama de aplicagbes, em se tratando de modelos analogos de nanotubos Cap. 2l Podemos
trabalhar a questao da supercondutividade e transicao de fase nesse modelo, além de suas
propriedades termodinamicas, uma vez que se terd um sistema com temperatura finita.

Para o efeito analogo ao Casimir em um sistema de fonons trabalhado no Cap. [3]
correcoes de temperatura para placas planas podem ser calculados em conjunto com
seus observaveis fisicos de uma forma semelhante ao que foi feito no Cap. [ Além
disso, também h& a possibilidade de estudar propriedades de fluidos como viscosidade,

condutividade térmica caracterizado pelo transporte de calor e difusividade do sistema.
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