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Resumo

Na presente tese, consideramos efeitos de �utuações quânticas de vácuo de campos

escalares como consequência de espaços-tempo com topologia não-trivial, condições de

contorno e correções de temperatura.

O primeiro sistema físico que investigamos diz respeito a um campo escalar carregado

que possui modos quânticos que se propagam em um espaço-tempo cônico, como o de

uma corda cósmica ou desclinação. O campo escalar também é submetido a uma condição

quase-periódica que generaliza as conhecidas condições periódica e anti-periódica bastante

utilizadas na literatura. Neste sentido, calculamos expressões analíticas exatas e fechadas

para a função de dois pontos de Wightman, para o valor esperado de vácuo (VEV) do

campo escalar ao quadrado, bem como para o VEV de todas as componentes do tensor

energia-momento. Adicionalmente, também consideramos o cálculo do VEV da densidade

de corrente induzida pelo sistema em questão e obtivemos que a única componente não

nula é a azimutal. Por �m, analisamos casos particulares para as expressões obtidas

assumindo certos valores para os parâmetros associados ao espaço-tempo cônico e à quase-

periodicidade [1].

Um segundo sistema físico considerado é o de um líquido clássico que efetivamente

pode ser descrito em termos de suas vibrações sonoras quantizadas, ou seja, em termos

de fônons. Na descrição efetiva considerada, os fônons são caracterizados por um campo

escalar real não massivo que obedece uma equação de Klein-Gordon efetiva, com a veloci-

dade da luz substituída pela velocidade do som. Deste modo, consideramos dois cenários

para analisar a propagação dos modos sonoros. O primeiro deles é o espaço-tempo de

Minkowski, onde o campo escalar real é submetido a condições de contorno do tipo Di-

richlet, Neumann e mista aplicados a um e dois planos paralelos. No segundo cenário,
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levamos em consideração que os modos quantizados do campo escalar se propagam no

espaço-tempo com topologia cônica da corda cósmica, ou desclinação, e obedecem uma

condição de contorno quase periódica. Assim, em cada cenário, obtemos expressões ana-

líticas fechadas para a função de dois pontos e para a �utuação de densidade quadrática

média renormalizada do líquido. Apontamos características especí�cas deste observável

físico traçando seus grá�cos [2].

Para complementar a análise do sistema de fônons, como generalização do trabalho

estudado na Ref. [2], estudamos agora �utuações quânticas, à temperatura �nita, de um

líquido clássico induzidas pela topologia de um espaço-tempo com topologia cônica, bem

como por uma condição de contorno quase periódica. O espaço-tempo cônico pode ser

uma desclinação ou uma corda cósmica, como já mencionado. Neste contexto, conside-

ramos novamente um campo de fônons representando excitações quânticas da densidade

do líquido. O campo escalar real que descreve as excitações quânticas obedece uma equa-

ção de Klein-Gordon efetiva com a velocidade do som substituída pela velocidade da luz.

Obtemos expressões analíticas fechadas para a função térmica de Hadamard e, consequen-

temente, a �utuação da densidade quadrática média renormalizada do líquido juntamente

com grandezas termodinâmicas tais como energia interna, energia livre, energia total e

densidades de entropia. Discutimos também os casos limites, incluindo regimes de baixas

e altas temperaturas, e as situações em que há apenas o espaço-tempo cônico ou a quase

periodicidade [3].

Palavras-chave: Efeito Casimir, espaço-tempo cônico, condições de contorno, fônons,

temperatura.
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Abstract

In the present thesis, we consider the e�ects of quantum vacuum �uctuations of scalar

�elds as a consequence of space-time with non-trivial topology, boundary conditions and

temperature corrections.

The �rst physical system we investigate is that of a charged scalar �eld whose quantum

modes propagate in a conical spacetime, such as cosmic string or disclination. The scalar

�eld is also subject to a quasi-periodic condition that generalizes the well-known periodic

and anti-periodic conditions widely used in literature. In this sense, we calculate exact

and closed analytical expressions for the two-point Wightman function, for the vacuum

expected value (VEV) of the scalar �eld squared, as well as for the VEV of all components

of the energy-momentum tensor. Furthermore, we also consider the VEV of the current

density induced by the system in question and obtained that the only non-zero component

is the azimuthal one. Finally, we analyze particular cases for the obtained expressions

assuming speci�c values for the parameters associated with the conical space-time and

quasi-periodicity [1].

A second physical system considered is that of a classical liquid, which may e�ectively

be described in terms of its quantized sound vibrations, that is, in terms of phonons. In the

e�ective description considered, the phonons are characterized by a non-massive real scalar

�eld that obeys an e�ective Klein-Gordon equation, with the speed of light replaced by

the speed of sound. Thus, we consider two scenarios to analyze the propagation of sound

modes. The �rst one is the Minkowski space-time, where the real scalar �eld is subject

to Dirichlet, Neumann and mixed boundary conditions applied to one and two parallel

planes. In the other scenario, we take into account that the quantized modes of the scalar

�eld propagate in the space-time describing the conical topology of the cosmic string,
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or declination, and obey a quasi-periodic boundary condition. Thus, in each scenario,

we obtain closed analytical expressions for the two-point function and the renormalized

mean square density �uctuation of the liquid. We point out speci�c characteristics of this

physical observable by plotting its graphs [2].

To complement the analysis of the phonon system, as a generalization of the work

conducted in Ref. [2], we have studied now quantum �uctuations, at �nite temperature,

of a classical liquid induced by the conical topology of a cosmic string, or disclination,

as well as by a quasi-periodic boundary condition. In this context, we consider again a

phonon �eld representing quantum excitations of the liquid density. The real scalar �eld

describing quantum excitations obeys an e�ective Klein-Gordon equation with the speed

of sound replaced by the speed of light. We obtain closed analytic expressions for the

Hadamard thermal function and, consequently, for the �uctuations of the renormalized

mean square density of the liquid along with thermodynamic quantities such as internal

energy, free energy, total energy and entropy densities. We also discuss some limiting

cases, including low and high-temperature regimes and situations in which there is either

conical space-time or quasi-periodicity [3].

Keywords: Casimir e�ect, conic spacetime, boundary conditions, phonons, tempera-

ture.
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Introdução

Os efeitos de �utuações do vácuo quântico surgem sempre que o estado fundamental de

um campo relativístico (escalar, vetorial, fermiônico) é de alguma forma perturbado, seja

pela implementação de condições de contorno ou pela presença de campos externos [5, 6,

7, 8]. Esses efeitos também ocorrem em espaços-tempo curvos, em princípio, unicamente

como consequência da geometria ou da existência de uma topologia não trivial [6, 7,

8, 9, 10]. Evidentemente, condições de contorno e/ou campos externos também podem

ser considerados nesses espaços-tempo curvos, caso em que ocorre um efeito associado a

cada um desses ingredientes, separadamente. Pode-se citar, como exemplos de efeitos de

vácuo quântico, �utuações do cone de luz clássico [11, 12], movimento browniano induzido

[13, 14, 15], densidade de corrente induzida de um campo carregado [16, 17, 18] e os mais

conhecidos, desvio de Lamb [5], efeito Casimir [5, 6, 7, 8, 19] e vários outros. Na presente

tese, iremos apenas considerar o efeito Casimir e a densidade de corrente induzida.

Como previsto originalmente, e já veri�cado experimentalmente [20, 21, 22, 23, 24, 25],

o efeito Casimir surge quando duas placas paralelas descarregadas são colocadas no vácuo,

muito próximas, a uma distância da ordem de µm, resultando em uma interação atrativa

entre as placas, como consequência da modi�cação das �utuações quânticas do vácuo

do campo eletromagnético [26]. O cálculo da intensidade da força atrativa, é claro, é

realizado considerando o espaço-tempo de Minkowski com o campo satisfazendo condições

de Dirichlet em ambas as placas. No entanto, teoricamente, muitos trabalhos têm sido

desenvolvidos considerando o efeito Casimir em espaços-tempo curvos, com topologia

não trivial, juntamente com condições de contorno [6, 7, 8, 19]. Nesse contexto, o valor

esperado de vácuo do tensor energia-momento também foi considerado [9, 10, 27, 28,

29, 30, 31, 32, 33, 34]. Devemos lembrar que a densidade de energia de Casimir é a

componente 00 do valor esperado de vácuo do tensor de energia-momento.
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Outro observável físico de interesse é a densidade de corrente induzida associada a um

campo carregado. No contexto da abordagem semi-clássica da teoria quântica de campos,

por exemplo, o valor esperado de vácuo da densidade de corrente pode ser usado como

fonte nas equações de Maxwell, proporcionando um maior entendimento da dinâmica

do campo eletromagnético. Essa linha de pesquisa tem sido contemplada em diversos

trabalhos nos últimos anos [16, 17, 18, 34]. Observe que, na ausência de um campo de

calibre, pode existir uma densidade de corrente induzida quando, por exemplo, é adotada

uma condição de contorno quase periódica, que é o caso que iremos considerar.

Um espaço-tempo muito interessante com topologia não trivial é aquele gerado pelo

campo gravitacional de uma corda cósmica idealizada, ou seja, �na, reta e muito longa

[35, 36, 37]. Corda cósmica é um defeito topológico com densidade linear de massa [38],

previsto em muitas extensões do Modelo Padrão de física de partículas e, mais recente-

mente, no contexto da teoria das cordas [39, 40]. Cordas cósmicas podem ter várias con-

sequências cosmológicas, gravitacionais e astrofísicas [35, 36, 37, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45],

o que torna sua física de grande interesse. Deve-se ressaltar que o análogo da corda cós-

mica em matéria condensada é a desclinação [46]. Ambos, corda cósmica e desclinação,

são descritos por um espaço-tempo cônico.

O efeito Casimir pode ser usado para entender o comportamento de materiais em

nanoescala e, nesse sentido, pode aparecer quando considera se, por exemplo, tubos de

átomos de carbono (nanotubos de grafeno) na escala de comprimento da ordem de 10−9m,

a escala exata em que o efeito Casimir se torna mais relevante. Um modelo análogo no

qual uma condição de contorno quase periódica imita as propriedades dos nanotubos

pode muito bem ser construído. Neste cenário, a condição de contorno quase periódica é

introduzida por meio da identi�cação [10],

Φ(t, r, φ, z) = e−2πiβΦ(t, r, φ+ 2π, z), (1)

causando uma dependência explícita do parâmetro β pelo campo escalar, Φ, obedecendo à

condição. A conexão entre a condição de contorno quase periódica e a física de nanotubos

ocorre pela maneira como a folha de carbono é cortada, determinando as propriedades

do nanotubo. Isso está diretamente relacionado ao ângulo de fase cujos valores ocorrem

no intervalo 0 ≤ β < 1. De acordo com a teoria, as propriedades de um nanotubo
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são determinadas pelo vetor quiral (também conhecido como vetor circunferencial) C⃗ =

n1a⃗1+n2a⃗2, onde n1 e n2 são números inteiros conhecidos como índices quirais. O grafeno,

por exemplo, apresenta uma simetria hexagonal, com o ângulo quiral assumindo valores

entre 0◦ e 60◦, embora muitas vezes possa ser encontrado em um intervalo 0◦ ≤ 2πβ ≤ 30◦.

Neste caso, outro nanotubo equivalente também pode ser encontrado no intervalo 30◦ ≤

2πβ ≤ 60◦ [47]. A diferença está na helicidade da rede de grafeno, onde os pontos ao redor

do tubo mudam do lado direito para o esquerdo, modi�cando as propriedades ópticas do

sistema. Em termos de pares quirais (n1, n2), existem dois casos especiais. Se escolhermos

β = 0, isso caracteriza um nanotubo Zigzag com par quiral (n1, 0) que pode representar

um semimetal quando n1−n2 = 3p ou um semicondutor quando n1−n2 ̸= 3p, com p ∈ Z.

Para β = 1/3, o ângulo de fase torna-se 60◦ e representa o nanotubo Armchair, que é

sempre um nanotubo de metal descrito pelo par quiral (n, n), ou seja, n1 = n2. Além

disso, o nanotubo quiral ocorre para o intervalo 0◦ < 2πβ < 30◦, podendo ser semimetal

ou semicondutor, seguindo as mesmas condições do caso do nanotubo Zigzag.

O papel do campo escalar na teoria do grafeno pode ser interpretado como sendo

um potencial escalar, Φ(x), relacionado ao campo elétrico estático livre E(x), dado por

E(x) = −∇xΦ(x) [48]. Ele pode ser usado na teoria quântica de campos para representar

excitações de férmions de Dirac sem spin no grafeno, e suas �utuações podem ser relaci-

onadas a um campo quântico caracterizando plasmons1 no grafeno [49]. Outra aplicação

é no contexto de nanorings de grafeno. Nesse caso, dependendo da forma do nanoring

(Armchair ou Zigzag), ele pode ser caracterizado por um campo escalar dependente da

posição denotado por m(x), representando uma massa dependente da posição [50].

Semelhante aos fótons, que representam ondas de luz quantizadas, os fônons são quase-

partículas (excitações coletivas) que podem ser interpretadas como ondas sonoras quan-

tizadas devido à vibração de uma rede atômica. Assim, diversas propriedades podem

ser examinadas em um sistema descrito por fônons, os quais são representados por um

campo escalar real quântico. Em particular, se o comprimento de onda das excitações co-

letivas for muito maior que a distância interatômica, a relação de dispersão para os fônons

1Plasmons são excitações coletivas em decorrência de oscilações quantizadas de um plasma. São muitas

vezes chamados de quase-partículas visto que não são exatamente partículas como elétrons, prótons e

nêutrons. Mas exibem algumas características de partículas como carga e spin.
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será aproximadamente linear[51], com o campo escalar real obedecendo uma equação de

Klein-Gordon efetiva. Embora a teoria dos fônons tenha sido desenvolvida por Einstein

em 1907 [52], e Debye em 1912 [53], somente em 1941 a mesma foi aplicada ao super�uido

por Landau [54] e posteriormente, em um sistema constituído por um líquido clássico,

por Percus e Yevick (1958) [55]. Além disso, muitos estudos sobre propriedades de fônons

em �uidos foram publicados tais como supercondução por interação fônon-elétron [56],

espalhamento fônon-fônon [57], e na capacidade calorí�ca de vários �uidos [58].

Além disso, como se sabe, a presença de condições de contorno e a topologia não

trivial, assim como a geometria do espaço-tempo, podem modi�car o comportamento

quântico das propriedades do sistema, como, por exemplo, alterar as �utuações quânticas

de vácuo de um campo quântico. O caso de um líquido clássico não é diferente, ou seja,

as mudanças locais em sua densidade de massa dependem da topologia ou geometria do

espaço-tempo efetivo e da condição de contorno sob a qual o líquido é submetido. Neste

contexto, Unruh [59] propôs um experimento envolvendo ondas sonoras em um �uido como

um modelo análogo para estudar a evaporação de buracos negros. Mais recentemente, do

ponto de vista cosmológico e astrofísico, foi considerado um super�uido de fônons para

estudar a matéria escura [60, 61, 62].

Ao descrevermos o sistema do líquido clássico em termos de suas vibrações sonoras

quantizadas, podemos submeter à condições de contorno especí�cas os modos sonoros

(fônons) descritos por um campo escalar real para obter um efeito Casimir análogo [26], de

forma similar ao que é feito no contexto da teoria quântica de campos. Consequentemente,

podemos considerar um líquido clássico que simula um cenário em que é possível calcular

�utuações de densidade, da mesma forma que para o efeito Casimir, porém substituindo a

velocidade da luz pela velocidade do som [63]. Originalmente, as �utuações de densidade

foram calculadas por L. H. Ford [64, 65], considerando uma topologia não trivial, como a

topologia cônica da corda cósmica ideal e diferentes condições de contorno.

Na teoria quântica de campos, como já mencionado, os fônons são representados por

um campo escalar real sem massa com spin−0. Como o campo escalar pode ser submetido

a condições de contorno, alterações nas �utuações quânticas do seu estado fundamental

(vácuo quântico) serão exibidas. Isso foi considerado, por exemplo, por T. H. Boyer [66],

no caso de duas placas paralelas, onde uma delas é uma placa condutora perfeita e a outra
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in�nitamente permeável. Para realizar este estudo, Boyer utilizou condições de contorno

mistas para representar possíveis diferenças nas propriedades das placas e encontrou um

resultado repulsivo, em que a força foi multiplicada pelo fator 7/8, em contraste com a

força atrativa que surge entra às duas placas quando são submetidas apenas às condi-

ções de contorno de Dirichlet ou Neumann, por exemplo. Assim, a diferença nos fatores

multiplicativos é atribuída a diferença nas propriedades das placas.

Sabemos também que a teoria quântica de campos à temperatura zero está bem esta-

belecida e constitui a base do Modelo Padrão da Física de Partículas, fornecendo várias

previsões que foram veri�cadas com alta precisão através de experimentos. No entanto,

temperatura exatamente zero não ocorre no universo e, para termos modelos mais rea-

listas, é preciso incluir correções de temperatura. A presença da temperatura modi�ca

o comportamento e as propriedades do sistema, como visto, por exemplo, no estudo de

supercondutores realizado pelo físico holandês Heike Kamerlingh Onnes que descobriu em

1911 que em baixas temperaturas, a resistência elétrica do material vai para zero [67].

No entanto, um modelo de temperatura �nita é geralmente mais complicado do que o de

temperatura zero, exigindo técnicas matemáticas ou mesmo numéricas mais so�sticadas.

Por outro lado, o modelo de vibração da rede proposto por Einstein em 1907 e Debye

em 1912 [52, 53] tornou possível conectar as vibrações elementares de um sólido com o

calor especí�co. Quanticamente, como as vibrações da rede podem ser entendidas por

meio de excitações sonoras quantizadas, a transferência de calor neste cenário foi estu-

dada recentemente em [68], reforçando que a teoria dos fônons está relacionada de forma

direta com a temperatura. Assim, torna-se natural explorar os efeitos térmicos e quânti-

cos quando os fônons são incluídos em um sistema, uma vez que representam vibrações

quânticas em sólidos e �uidos. Embora o sólido e o �uido se diferenciem pela organi-

zação da rede atômica, as grandezas termodinâmicas do �uido podem ser interpretadas

da mesma forma que as do sólido com a diferença da possível direção de polarização das

ondas sonoras, que no �uido é apenas longitudinal e no sólido longitudinal e transversal

[51]. Assim, a temperatura mostra-se de alta signi�cância, uma vez que as excitações

sonoras aumentam com a temperatura.

Outro componente que afeta as �utuações quânticas de um campo é a topologia do

espaço-tempo, onde os modos dos fônons podem se propagar. A topologia não trivial
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do espaço-tempo induz uma modi�cação nas �utuações quânticas do campo, da mesma

forma que uma condição de contorno também induz [19, 7, 69, 70, 71, 72, 73]. O espaço-

tempo de uma corda cósmica, por exemplo, tem uma topologia cônica que é descrita pelo

parâmetro da corda cósmica q > 1. Este último está associado à densidade de massa

linear da corda cósmica, µ0, por meio da relação q−1 = 1 − Gµ0, onde G é a constante

gravitacional de Newton [35, 36, 37]. Em contraste, no caso de uma desclinação, o defeito

análogo da corda cósmica em matéria condensada, o parâmetro de desclinação assume

valores tais que q > 0 [46].

Além da topologia não trivial do espaço-tempo, a �utuação quântica de um campo

também pode ser modi�cada por uma condição de contorno imposta [19]. De particular

interesse, temos o espaço-tempo cônico da corda cósmica ou da desclinação em conjunto

com a condição quase periódica dada por (1) aplicada ao campo. Observe que recuperamos

a condição periódica conhecida para β = 0, bem como a condição anti-periódica para

β = 1/2. Assim, a solução da equação de movimento apresentará a dependência explícita

do parâmetro q, bem como do parâmetro β, como veremos.

No contexto dos efeitos de temperatura �nita considerando a topologia cônica do

espaço-tempo da corda cósmica, Davies e Sahni [74] analisaram a corda cósmica imersa

em um banho de radiação de calor primordial. Além disso, os efeitos térmicos foram

explorados em vários outros cenários usando a ação euclidiana [75, 76, 77] e o método

do heat-kernel [78, 79]. Recentemente, os efeitos de temperatura �nita na densidade de

corrente induzida considerando sistemas fermiônicos e bosônicos no espaço-tempo da corda

cósmica também foram estudados [80, 81]. No presente trabalho, desejamos investigar

os efeitos térmicos em um cenário onde um campo quântico de fônons está sujeito a

uma condição quase periódica e cujos modos se propagam em um espaço-tempo com

topologia cônica, que pode ser uma corda cósmica ou uma desclinação. Os modos dos

fônons representam vibrações em um meio líquido da mesma forma que considerado na

Ref. [2] à temperatura zero, proporcionando uma boa oportunidade para estudar um

sistema análogo em matéria condensada, ao efeito Casimir na teoria quântica de campos.

Aqui, a função térmica de Hadamard é obtida nesta con�guração e permite calcular

observáveis físicos termalizados como a densidade do líquido, energia interna, energia livre

e densidades de entropia. Este método introduz correções de temperatura nos observáveis
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usando a matriz de densidade e a função de partição associada a uma relação de anti-

comutação entre a solução de campo e seu complexo conjugado.

A presente tese está organizada da seguinte forma: no capítulo 1 será mostrado alguns

resultados de teoria quântica de campos necessários para desenvolver a presente tese,

incluindo uma seção para uma breve revisão do efeito Casimir. No capítulo 2 estudamos

um sistema constituído pela condição (1) em conjunto com o espaço tempo com topologia

cônica da corda cósmica ou da desclinação. Neste cenário, analisamos o VEV do tensor

energia-momento de campo escalar complexo, bem como o VEV da densidade de corrente

induzida. No capítulo 3 consideramos o mesmo sistema adotado no capítulo 2, assim como

também consideramos condições de contorno de Dirichlet, Neumann e mista. Analisamos

a in�uência desses elementos nas vibrações sonoras quantizadas de um �uido clássico,

simulando assim um efeito Casimir análogo. Já no capítulo 4 fazemos uma extensão

à temperatura �nita do estudo feito no capítulo 3 para modelos de fônons no espaço-

tempo da corda cósmica em conjunto com a condição anti-periódica (1). Neste sentido,

calculamos quantidades termodinâmicas tais como a densidade do líquido, energia interna,

energia livre e densidades de entropia. Por último, encerramos a tese no capítulo 5

apresentando as conclusões.
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Capítulo 1

Resultados de teoria quântica de

campos

Neste capítulo será feito um resumo de resultados fundamentais de Teoria Quântica

de Campos (TQC) para o desenvolvimento do trabalho. Sabemos da enorme abrangência

dessa teoria, porém, aqui vamos nos limitar basicamente a teoria para campos escalares.

Em geral, as referências tomadas para a escrita dos capítulos são alguns livros os quais

serão citados no devido momento, em conjuntos com notas de aulas acumuladas durante

todo o percurso acadêmico.

1.1 Mecânica Quântica Relativística

Vamos nesse momento revisar alguns conceitos básicos de teoria da relatividade espe-

cial, entre eles o espaço-tempo de Minkowski e as transformações de Lorentz, necessários

para a descrição de uma mecânica quântica relativística. Além disso, vamos aqui de�-

nir notações que serão usadas ao decorrer da presente tese tomando como base as Refs.

[82, 83, 84].

A descrição do espaço-tempo será representada pelo quadrivetor

x = (x0, x1, x2, x3) = (xµ), x0 = ct. (1.1)

A métrica usual para o espaço tempo quadridimensional é dada pelo tensor fundamental
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gµν , que é conhecido como métrica (ou espaço-tempo) de Minkowski, descrito pela matriz

(gµν) =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , (1.2)

ou ainda pela notação gµν = diag(1,−1,−1,−1). Já o produto escalar no espaço de

Minkowski é dado por

x · y = xµgµνx
ν = x0 · y0 − x⃗ · y⃗, (1.3)

onde temos a mudança de índices ocasionada pela aplicação da métrica ao quadrivetor

xµ = gµνx
ν . (1.4)

A inversa de gµν será denotada por gµν os quais são tensores covariantes e contravari-

antes, respectivamente. Note que a componente temporal do vetor é invariante diante

da operação (1.4) utilizando a métrica, enquanto as componentes espaciais tem o sinal

invertido.

Seja a transformação de Lorentz Λ : x→ x′, em que é dada da seguinte maneira

x′µ = Λµ
νx

ν . (1.5)

Porém, essa transformação deve ser invariante ao tomarmos o produto escalar. Dessa

forma, a transformação deve ocorrer tal que

gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ. (1.6)

Consequentemente, das Eqs. (1.3), (1.5), (1.6), segue a invariância do produto escalar

x′ · y′ = Λµ
ρx

ρgµνΛ
ν
σy

σ = xρgρσy
σ = x · y. (1.7)

Observe que a transformação dos vetores covariantes se dá por

x′µ = gµνx
′ν = gµνΛ

ν
αx

α = gµνΛ
ν
αg

αβxβ = Λ β
µ xβ. (1.8)

Para um boost na direção x, a matriz Λµ
ν possui a forma:

Λµ
ν =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

. (1.9)
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Consequentemente, as transformações de Lorentz correspondentes são dadas por

x1′ = γ(x1 − βct), x2′ = x2, x3′ = x3, ct′ = γ(ct− βx1), (1.10)

sendo β = v
c
, γ = (1− β2)−1/2. O signi�cado físico dessa transformação se dá no fato de

que a velocidade da luz é a mesma para qualquer sistema inercial.

Considerando agora as derivadas, temos as seguintes notações

∂µ =
∂

∂xµ
; (∂µ) =

(
1

c

∂

∂t
,∇
)
. (1.11)

Dessa forma, a parte contravariante da derivada é dada por (∂µ) =
(
1
c
∂
∂t
,−∇

)
. Temos

ainda o operador D'alembertiano □, o qual é de�nido como o produto das derivadas

covariante e contravariante

□ = ∂µ∂µ =
1

c2
∂2

∂t2
−∆, (1.12)

onde ∆ é o operador Laplaciano. É importante destacar que o operador D'alembertiano

é invariante mediante transformações de Lorentz, isto é, ∂′µ∂
′µ = ∂µ∂

µ.

Podemos de�nir o quadrivetor pµ, também chamado de quadrimomento que é a genera-

lização do vetor momento clássico em 3 dimensões, escrito em um espaço de 4 dimensões.

Este quadrivetor é escrito da seguinte forma

(pµ) =

(
E

c
, p⃗

)
. (1.13)

O produto escalar pµpµ, o qual também é um invariante de Lorentz, é dado por

p2 = pµp
µ =

E2

c2
− p⃗ 2 = m2c2. (1.14)

O procedimento de quantização a ser adotado, na sequência, permite que energia E e

momento p⃗ sejam promovidos a operadores de tal forma que:

E → iℏ
∂

∂t
, (1.15)

p⃗ → ℏ
i
∇. (1.16)

Considerando agora a relação relativística energia-momento expressa pela Eq. (1.14), os

operadores acima de�nidos, após atuarem em uma dada função ψ(x), fornecem

(ℏ2∂µ∂µ +m2c2)ψ(x) = 0. (1.17)
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A equação (1.17) é conhecida como equação de Klein-Gordon. Ela foi proposta em 1926

como a descrição relativística para a equação de Schrödinger. O procedimento usado para

chegar na Eq. (1.17) é chamado de primeira quantização. Além disso, para m = 0, ela

é reduzida para a equação de onda. No início, quando foi proposta, a equação de Klein-

Gordon apresentou um problema devido à densidade de probabilidade não ser positiva

de�nida, além da energia negativa por causa da segunda ordem da derivada temporal,

o que não ocorria na equação de Schrödinger devido à linearidade temporal da equação.

Mais tarde essa energia negativa foi atribuída a antipartículas, solucionando o problema da

energia negativa da equação de Klein-Gordon. Apesar dos problemas iniciais, a equação de

Klein-Gordon é utilizada para descrever partículas de spin-0, uma vez que na teoria para

campos escalares não há graus de liberdade que possamos associar ao spin da partícula,

consequentemente não contém spin.

1.2 Teoria do Campo Escalar e Quantização

Como sabemos, um campo escalar associa um valor escalar a cada ponto do espaço e,

além disso, é invariante pelas transformações de Lorentz. Nesta seção vamos trabalhar de

uma forma mais detalhada os resultados para a teoria do campo escalar.

Seja um campo escalar φ(t, x) de�nido em todos os pontos (t, x⃗) do espaço-tempo de

Minkowski em n dimensões. Esse campo satisfaz a equação de Klein-Gordon

(□+m2)φ = 0, (1.18)

onde consideramos unidades naturais tais que ℏ = c = 1, □ = ηµν∂µ∂ν e ηµν é o tensor

métrico no espaço de Minkowski. Algo que precisa ser destacado, é que ao quantizarmos

a teoria, essa massa é atribuída ao campo.

A equação (1.18) pode ser obtida a partir da densidade lagrangiana

L =
1

2
(ηµν∂µφ∂νφ−m2φ2), (1.19)

em que tomando a integral com relação as todas as n dimensões da densidade de lagran-

giana acima, de�nimos a ação da teoria escalar como

S =

∫ t2

t1

dt

∫
L(x)dn−1x. (1.20)
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Agora considerando que a evolução do sistema entre os instantes t1 e t2 é dado de modo

que obedeça ao princípio de Hamilton, as variações em relação a φ devem satisfazer

δS = 0. (1.21)

A solução para a Eq. (1.18) é uma solução do tipo onda plana, a qual é expressa por

φ(t, x⃗) = Aeik⃗·x⃗−iωt, (1.22)

em que A é uma constante de normalização e ω é a frequência angular de oscilação do

campo, escrita como

ω = (k2 +m2)1/2, (1.23)

com o módulo do vetor de onda k⃗ dado por

k = |⃗k| =

(
n−1∑
i=1

k2i

)1/2

. (1.24)

Além disso, as componentes cartesianas de k⃗ podem assumir os valores

−∞ < ki <∞; i = 1, . . . , n− 1.

No conjunto de soluções da Eq. (1.22) encontram-se apenas as soluções cujas frequências

são positivas com relação a t, e que são autofunções do operador ∂/∂t:

∂

∂t
φ(t, x⃗) = −iωφ(t, x⃗); ω > 0. (1.25)

Já a constante de normalização A presente na solução de onda plana (1.22), é obtida

usando a expressão geral [85]

−i
∫
dnx

√
−g {φσ(x)[∂tφ

∗
σ′(x)]− [∂tφσ(x)]φ

∗
σ′(x)} = δσσ′ , (1.26)

em que σ representa o conjunto de números quânticos do sistema e o símbolo delta no

lado direito da equação acima é a função delta de Dirac quando o número quântico for

contínuo, e delta de Kronecker quando o mesmo for discreto.

Em se tratando de campos clássicos, apesar de solucionar diversos problemas como os

presentes na eletrodinâmica clássica, muitos fenômenos que exibem propriedades quân-

ticas não podem ser explicados apenas por campos clássicos, como é o caso do efeito
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fotoelétrico, por exemplo. Dessa forma, tais fenômenos podem ser melhores explicados

utilizando o conceito de partículas, decorrente de um campo quantizado. Com isso, uti-

lizamos um procedimento chamado de quantização, o qual permite explicar toda uma

fenomenologia da mecânica quântica usando um conceito modi�cado de campos.

O processo de quantização consiste na transformação das variáveis canônicas em ope-

radores e dos parênteses de Poisson em comutadores, ou seja, tratando o campo φ como

um operador e impondo as seguintes relações de comutação considerando tempos iguais

[φ(t, x⃗), φ(t, x⃗ ′)] = 0,

[π(t, x⃗), π(t, x⃗ ′)] = 0,

[φ(t, x⃗), π(t, x⃗ ′)] = iδn−1(x⃗− x⃗ ′).

(1.27)

Note que π é a variável canonicamente conjugada a φ de�nida por

π =
∂L

∂(∂(∂tφ))
= ∂tφ. (1.28)

Com o sistema quantizado, a evolução temporal dos operadores vem da relação

dA

dt
= −i[A,H], (1.29)

com A sendo um operador genérico e H a hamiltoniana do sistema. Daí, temos que φ e

π evoluem temporalmente por

φ̇(t, x⃗) = i[H,φ(t, x⃗)],

π̇(t, x⃗) = i[H, π(t, x⃗)], (1.30)

em que para o caso do campo escalar real, a hamiltoniana H é dado por

H =
1

2

∫
d3x⃗

(
π2 + (∇φ)2 +m2φ2

)
. (1.31)

Temos ainda que a combinação das Eqs. (1.30) e (1.31), nos con�rma que φ também

satisfaz a equação de Klein-Gordon.

Como consequência da quantização, a solução da equação de Klein-Gordon (1.22)

pode então ser escrita em termos de uma decomposição de Fourier. Assim as soluções

(1.22) e seus respectivos complexos conjugados formam uma base ortonormal completa

que satisfazem o produto escalar (1.26). Desta forma, o operador campo φ̂ pode ser

expandido como

φ̂(t, x⃗) =
∑
k

A[ak⃗e
i(k⃗·x⃗−ωt) + a†

k⃗
e−i(k⃗·x⃗−ωt)], (1.32)
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em que ak⃗ e a†
k⃗′
são, respectivamente, os operadores de destruição e criação de estados.

Partindo agora do ponto em que as relações de comutação entre φ e π são equivalentes,

então têm-se as seguintes relações de comutação entre os operadores ak⃗ e a
†
k⃗′
:

[ak⃗, ak⃗′ ] = 0,

[a†
k⃗
, a†

k⃗′
] = 0,

[a†
k⃗
, a†

k⃗′
] = δk,k′ .

(1.33)

Na descrição de Heisenberg para a mecânica quântica, o estado quântico |ψ⟩ não

muda conforme o tempo, e reside no espaço de Hilbert. Dessa forma, se faz conveniente

tomar uma base no espaço de Hilbert mais adequada a tal invariância temporal. Para

tal, usamos a chamada representação Fock. Logo, os vetores Ket de base normalizada,

denotados por | ⟩, podem ser construídos a partir do vetor |0⟩, chamado de vácuo, ou

estado de nenhuma partícula. O estado |0⟩ tem a propriedade de ser aniquilado ou criado

por todos os operadores ak e a
†
k respectivamente:

ak|0⟩ = 0, |1k⟩ = a†k|0⟩; ∀k. (1.34)

Além disso, a partir do estado de vácuo podemos encontrar o valor esperado renormalizado

da energia de vácuo, o qual para um espaço-tempo sem condições de contorno ou fronteira

é zero. A renormalização se trata de um método usado para se extrair uma parte �nita

da energia de vácuo provenientes da perturbação do vácuo quântico. Existem diversas

formas de renormalização, onde algumas serão usadas nessa tese e descritas conforme a

necessidade. Ao se introduzir condições de contorno ou fronteira, esse valor esperado do

vácuo passa a ser diferente de zero, caracterizando o conhecido efeito Casimir [26].

Podemos agora construir estados de muitas partículas aplicando diversos operadores de

criação ao estado de vácuo, desde que todos os seus momentos k1, k2, . . . , kj sejam distintos

para o caso de férmions respeitando o princípio de exclusão de Pauli, mas podendo ser

iguais para bósons, obtendo assim |1k1 , 1k2 , . . . , 1kj⟩ = a†k1a
†
k2
. . . a†kj |0⟩. Ao aplicarmos

o operador de criação a†k diversas vezes no vácuo, obtemos (n!)−1/2(a†k)
n|0⟩ = |nk⟩. O

termo n! um fator de normalização que surge ao aplicarmos sucessivas vezes o operador

criação. Além disso, temos ainda a relação desses operadores atuando em um estado |n⟩,

sendo a algebra descrita por a†k|nk⟩ = (n + 1)1/2|(n + 1)k⟩ para o operador de criação, e

ak|nk⟩ = n1/2|(n− 1)k⟩ para o operador de destruição.
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Seguindo a álgebra dos operadores atuando em um estado quântico, vamos então

introduzir o operador N , também chamado de operador número através da relação

N =

∫
d3ka†kak. (1.35)

Devido a não comutatividade dos operadores de criação e destruição, operador número

possui uma característica de corresponder ao número de partículas em cada estado do

sistema, como veremos abaixo

N |0⟩ = 0,

Na†k1|0⟩ = a†k1|0⟩,

Na†k1a
†
k2
|0⟩ = 2a†k1a

†
k2
|0⟩,

...

Na†k1 · · · a
†
kn
|0⟩ = na†k1 · · · a

†
kn
|0⟩. (1.36)

Desta forma, o operador número também é conhecido como operador número de partícu-

las. Mais detalhes e propriedades desses operadores podem ser encontradas nas referências

[6, 86], uma vez que aqui vamos nos concentrar apenas no necessário para o desenvolver

da presente tese.

1.3 Teorema de Noether

É conhecido da mecânica clássica que a invariância da ação conduz a existência de

simetrias que estão associadas à grandezas conservadas. Desta forma, invariância da ação

por translações espaciais, rotações e translações temporais está associada à conservação do

momento linear, momento angular e energia, respectivamente. Formalmente, é o teorema

de Noether quem estabelece a conexão entre cada simetria obedecida pela lagrangiana e

a correspondente grandeza conservada [87].

Teorema (Teorema de Noether). A todo grupo de transformações continuas de φ que

mudam L, no máximo por uma divergência, existe associada uma corrente conservada.

Para uma descrição de teoria de campos local, seja a densidade lagrangiana uma função

local do campo φ(x) e suas derivadas. Consideramos a transformação in�nitesimal abaixo

φ(x) 7→ φ′(x) + αδφ(x), (1.37)
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com α sendo um parâmetro in�nitesimal, e δφ descreve a variação da con�guração de

campo. Chama-se essa transformação de simetria, caso a equação de movimento decor-

rente das equações de Euler-Lagrange seja invariante por tais transformações. Este será o

caso se o efeito das transformações permanecer invariante. No entanto, também é possível

que o efeito mude por um termo de superfície, uma vez que isso não desempenha um papel

no cálculo das equações de Euler-Lagrange (ou seja, as equações de movimento). Para

que (1.37) de�na uma simetria, a lagrangiana deve se transformar como

L(x) 7→ L(x) + αδL(x) (1.38)

onde δL(x) = ∂µJ µ(x). Por outro lado, podemos calcular a variação de L diretamente.

Sendo assim,

αδL =
∂L
∂φ

(αδφ) +

(
∂L

∂(∂µφ)

)
∂µ(αδφ)

= α∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
+ α

[
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)]
(δφ). (1.39)

Usando as equações de Euler-Lagrange no segundo termo, o mesmo se torna zero, e o

restante pode ser escrito como ∂µjµ = 0. Isso mostra que sempre que houver uma simetria

contínua associada a um sistema, podemos de�nir uma corrente dada por

jµ =
∂L

∂(∂µφ)
δφ− J µ, (1.40)

que é conservada.

Além disso, em se tratando de corrente conservada, podemos também de�nir uma

carga associada

Q =

∫
d3xJ0(t,x), (1.41)

tal que será constante no tempo e vai gerar as transformações de simetria. Tomando

a derivada com relação ao tempo em ambos os lados da equação acima, obtemos como

resultado

dQ

dt
=

∫
d3x∂tJ

0(t,x)

= −
∫
d3x∇⃗ · J⃗(t,x) = 0. (1.42)
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Logo, percebemos que a carga também é conservada. Torna-se importante destacar que

se existe uma simetria, existirá também uma carga conservada que é a geradora das

transformações de simetrias in�nitesimais. A recíproca também é verdadeira, ou seja,

se existir uma carga conservada na teoria, através de relações de comutação, ela gera

transformações in�nitesimais. Em resumo, esse é o teorema de Noether, muito importante

no estudo de simetrias em sistemas dinâmicos.

Como exemplo de aplicação do teorema de Noether, vamos usar a equação de Klein-

Gordon, cuja densidade lagrangiana L é dada por

L = |∂µφ|2 −m2|φ|2, (1.43)

em que |φ| é um campo escalar complexo. A densidade lagrangiana (1.43) é invariante

sob a transformação de calibre de primeira espécie

φ(x) 7→ eiαφ(x), (1.44)

com α constante. Para α in�nitesimal temos que

φ(x) 7→ φ(x) + iαφ(x). (1.45)

o que signi�ca

δφ(x) = iφ(x), δφ(x)∗ = −iφ(x)∗. (1.46)

Neste caso, temos que a quantidade J µ = 0 e o valor da corrente se torna

jµ(x) = i [(∂µφ∗)φ− φ∗(∂µφ)] , (1.47)

onde as componentes do quadrivetor são jµ ≡ (j0, j⃗) ≡ (ρ, j⃗). Assim, de�nimos a densi-

dade de probabilidade, ρ, e a densidade de corrente, j⃗.

1.4 Tensor Energia-Momento

Outra consequência do teorema de Noether é a obtenção do tensor energia-momento.

Para isso, vamos considerar um translação no espaço-tempo x 7→ x′µ = xµ − aµ tal que

essa transformação nos leva a transformação de campo [84]

φ(x) 7→ φ(x+ a) = φ(x) + aµ∂µφ(x). (1.48)
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Aqui assumimos que a densidade lagrangiana depende explicitamente apenas dos campos

e de suas derivadas. Com isso,

L(x) ≡ L(φ(x), ∂µφ(x)). (1.49)

Uma vez que a lagrangiana é um escalar, a mesma também tem uma transformação

in�nitesimal da forma

L(x) ≡ L+ aµ∂µL = L+ aν∂µ(η
µνL). (1.50)

Da equação (1.39) obtida no teorema de Noether, temos que

δL = ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
. (1.51)

Logo, ao substituirmos as equações (1.49) e (1.50) no resultado (1.51), obtemos

aν∂µ

(
∂L

∂(∂νφ)
∂νφ− ηµνL

)
= 0. (1.52)

Como aν é um parâmetro arbitrário, podemos reescrever a equação acima na notação

∂µT
µν = 0, (1.53)

onde

T µν =
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ− ηµνL, (1.54)

é o tensor energia-momento.

A partir do tensor energia-momento, Tµν , podemos encontrar os operadores hamilto-

niano e de momento para o campo. Esses operadores são de grande importância para

explorarmos o signi�cado físico por trás dos estados de Fock já de�nidos anteriormente,

além de carregarem informações que podem ser extraídas do sistema. Considerando a

densidade de lagrangiana para o campo de Klein-Gordon, o tensor energia-momento será

[6]:

Tµν = ∂µφ∂νφ− 1

2
ηµνη

αβ∂αφ∂βφ+
1

2
m2φ2ηµν , (1.55)

o qual se obtém a densidade hamiltoniana tomando as coordenadas temporais do tensor,

ou seja,

Ttt =
1

2

[
(∂tφ)

2 +
n−1∑
i=1

(∂iφ)
2 +m2φ2

]
. (1.56)

32



Já para a densidade de momento temos

Tti = ∂tφ∂iφ; i = 1, . . . , n− 1 (1.57)

em termos de coordenadas de Minkowski. Vale ressaltar que para o lagrangiana do campo

de Klein-Gordon, o tensor energia-momento Tµν é simétrico.

Os operadores hamiltoniano e momento são obtidos após uma integração em todo o

espaço. Assim, seja a solução de onda livre φ dada por (1.32) e substituindo na equação

(1.55) chegamos a expressão �nal para a hamiltoniana em termos dos operadores de

criação e destruição ao tomarmos as coordenadas temporais do tensor energia-momento.

Com isso chegamos em

H =
1

2

∫
dn−1k(aka

†
k + a†kak)ω =

∫
dn−1k(a†kak +

1

2
)ω. (1.58)

Considerando agora uma componente temporal e outra espacial do tensor energia-momento,

obtemos

Pi =

∫
t

dn−1x Tti =

∫
dn−1k a†kakki, (1.59)

o qual é o operador momento. Os detalhes de como obter esses resultados pode ser

encontrado na Ref. [88].

Retornando para a Eq. (1.58), podemos observar que na hamiltoniana, a soma é in�-

nita, pois se trata das energias do estado fundamental de in�nitos osciladores harmônicos,

também conhecida como energia de ponto zero. Essa energia pode ser removida do cálculo

através do processo de renormalização o qual não vamos entrar em detalhes, uma vez que

essa energia, mesmo que divergente, é de nosso interesse. Se não calcularmos essa ener-

gia em todo espaço, mas considerarmos que esteja limitado em um pequeno espaço entre

duas placas paralelas, vamos obter uma energia dependente do espaço entre essas placas,

o qual gera uma força entre elas. Esta força, também conhecida como efeito Casimir é

uma evidência da existência da �utuação do vácuo, que será melhor contextualizado mais

à frente.

1.5 Funções de Green

Em teoria de campos, as funções de dois pontos, mais conhecidas como funções de

Green, têm um papel essencial para a teoria, uma vez que elas carregam informações do
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sistema físico. Nesta tese vamos mostrar algumas aplicações nas quais a função de Green

é fundamental para a obtenção dos observáveis físicos. Basicamente, a função de Green

(função de dois pontos) fornece a amplitude de probabilidade de que uma dada partícula

é criada em um ponto x do espaço, e observada em um outro ponto x′.

Além disso, a descrição da função de Green em teoria de campos não é idêntica à

usada em teoria das equações diferenciais. Embora a função de Green também satisfaça

uma equação com uma função δ no lado direito da mesma, esta equação é geralmente não

linear. As funções de Green de partículas livres são exceções: são as funções de Green

das equações lineares para os operadores de campo de Heisenberg [89]. O termo função

Green foi originalmente aplicado apenas a este caso, mas foi posteriormente estendido

para qualquer sistema interativo.

As várias funções de Green podem ser expressas como valores esperados de produtos

de operadores de campo em vários estados, sendo o mais comum para o estado de vácuo

(valor esperado do vácuo). Em termos de campo escalar, é de particular importância o

valor esperado do anticommutador dos campos, denotado por

G(1)(x, x′) = ⟨0|{φ(x), φ(x′)}|0⟩, (1.60)

onde G(1) é chamado de função elementar de Hadamard [6]. Essa função de Green pode

ser dividida em suas partes de frequência positiva e negativa como

G(1)(x, x′) = W+(x, x′) +W−(x, x′), (1.61)

em que W± é conhecida como funções de Wightman, que são dadas por

W+(x, x′) = ⟨0|[φ(x)φ(x′)]|0⟩,

W−(x, x′) = ⟨0|[φ(x′)φ(x)]|0⟩.
(1.62)

Usando a equação de campo de Klein-Gordon (1.18) é possível perceber que G(1), W±

satisfazem a equação homogênea

(□+m2)G (x, x′) = 0. (1.63)

Note que as funções de Green apresentadas nesta seção foram considerados como

valores esperados de produtos dos operadores de campo em um estado puro, ou seja, o

estado de vácuo. No entanto, ao considerarmos um sistema cuja temperatura seja diferente
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de zero, tal sistema não é mais descrito por um estado puro, mas por uma distribuição

estatística para todos esses estados. Para um sistema com temperatura diferente de zero,

as funções de Green são dadas pela média do valor esperado que é obtida dos produtos

dos operados de campos que atuam nos estados puros [89, 90, 91, 92].

Suponha então que |ψi⟩ seja um estado puro, sendo um autoestado do hamiltoniano

: H :=
∑

k a
†
kak

1 com valor próprio de energia Ei. Sendo assim, o mesmo também será

um autoestado do operador de número total dado pelo operador número N =
∑

k a
†
kak.

Em um sistema em equilíbrio com temperatura T , quando temos o número de partículas

e a energia variando, ele é descrito pelo ensemble grande canônico de estados. Logo, a

probabilidade de o sistema estar no estado |ψi⟩ é dada por

ρi = e−β(Ei−µni)Z−1, (1.64)

onde β = 1
kBT

, kB é a constante de Boltzmann, ni o número de partículas do sistema, µ

o potencial químico e

Z =
∑
j

e−β(Ej−µnj), (1.65)

é a grande função de partição. A relação entre a função de partição Z e o potencial

termodinâmico Ω é expressa por [93, 94]

Z → e−βΩ. (1.66)

Portanto, a equação (1.64) torna-se

ρi = eβ(Ω−Ei+µni). (1.67)

Seja então a média, a uma temperatura T = (kBβ)
−1, de um operador A expressa por

⟨A⟩β =
∑
i

ρi⟨ψi|A|ψi⟩. (1.68)

O operador de densidade quântico pode agora ser de�nido em termos dos operadores

número N̂ e hamiltoniano Ĥ

ρ̂ = exp[β(Ω + µN̂ − Ĥ)]. (1.69)

1Os símbolos :: que acompanham a hamiltoniana signi�ca que ela está renormalizada através do

operador de ordenamento normal, o qual coloca o operador de destruição à direita do operador criação,

assim nos livrando do problema gerado pelo termo 1
2ω que nos levaria a uma densidade de energia in�nita.
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Dessa forma, a probabilidade (1.64) passa a ser escrita na forma matricial da seguinte

maneira

ρi = ⟨ψi|ρ|ψi⟩. (1.70)

Levando em conta que a probabilidade total deve ser unitária, então o traço da matriz

densidade deve obedecer a relação

trρ =
∑
i

⟨ψi|ρ|ψi⟩ = 1, (1.71)

onde da Eq. (1.68) chegamos ao resultado2

⟨A⟩β =
∑
ij

⟨ψi|ρ|ψj⟩⟨ψj|A|ψi⟩

=
∑
i

⟨ψi|ρA|ψi⟩ = tr(ρA). (1.72)

Retornando as de�nições das funções de Green apresentadas no início dessa seção, po-

demos agora de�nir as funções térmicas de Green substituindo os valores esperados do

vácuo nas de�nições das funções Green de temperatura zero pela média do ensemble ⟨ ⟩β.

Com isso, para o caso de o campo escalar, a função de Green a temperatura �nita será

descrita por

W+
β (x, x′) = ⟨0|[φ(x)φ(x′)]|0⟩β,

W−
β (x, x′) = ⟨0|[φ(x′)φ(x)]|0⟩β.

(1.73)

Por simplicidade, vamos considerar que o potencial químico seja nulo, uma vez que não

trataremos com reações químicas ou fenomenologias que envolvam tal propriedade. Con-

sideremos também a equação de movimento de Heisenberg escrita como

φ(t, x⃗) = eiH(t−t0)φ(t0, x⃗)e
−iH(t−t0). (1.74)

Na representação de Heisenberg, os estados são independentes do tempo, entretanto, os

operadores dependem explicitamente do tempo (Detalhes veja [86]). Tomando Wβ(x, x
′),

obtemos

W+
β (t, x⃗; t′, x⃗ ′) = W−

β (t+ iβ, x⃗; t′, x⃗ ′) (1.75)

e da mesma forma para W−
β (Para maiores detalhes ver [6]). Assim, podemos de�nir a

propriedade para as funções térmicas de Green

W±
β (t, x⃗; t′, x⃗ ′) = W∓

β (t+ iβ, x⃗; t′, x⃗ ′). (1.76)

2Esse resultado detalhado pode ser encontrado na Ref [86] p. 176
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Além disso, da propriedade obtida da Eq. (1.75), a função de Hadamard adquire a seguinte

propriedade

G
(1)
β (t, x⃗; t′, x⃗ ′) = W+

β (t, x⃗; t′, x⃗ ′) +W−
β (t, x⃗; t′, x⃗ ′)

= W−
β (t+ iβ, x⃗; t′, x⃗ ′) +W+

β (t+ iβ, x⃗; t′, x⃗ ′)

= G
(1)
β (t+ iβ, x⃗; t′, x⃗ ′). (1.77)

Note que a função térmica de Hadamard obedece a uma condição de periodicidade. Para

a presente tese, os resultados até aqui apresentados para funções de dois pontos em geral

são su�cientes. Porém, para discursões mais aprofundadas, principalmente envolvendo a

parte térmica da função de dois pontos, podem ser encontrados nas Refs. [89, 90, 92].

1.6 Efeito Casimir em (3 + 1)D

Como já mencionado neste trabalho, o efeito Casimir surge ao colocarmos duas placas

paralelas neutras su�cientemente próximas uma da outra, gerando assim uma força que

pode ser atrativa ou repulsiva. Isso ocorre pois os comprimentos de onda possíveis para

as ondas eletromagnéticas entre as duas placas são restringidos. Como consequência disso

temos menos fótons entre as placas que fora dela, assim gerando uma densidade de energia

menor internamente que no exterior dessas placas. Basicamente temos uma quantidade

menor de partículas colidindo no interior das placas que no exterior, isso ocasiona então

uma diferença de pressão que gera uma força atrativa entre as placas.

Este efeito foi descoberto em 1948 pelo holandês Hendrik Casimir [26]. A partir de tal

descoberta, a visão de vácuo sofreu uma grande mudança, ao percebermos que o vácuo

que antes era um total vazio pela visão da mecânica clássica, agora se tinha algo a mais

considerando uma abordagem quântica. Esse algo a mais são forças atrativas derivadas

das �utuações quânticas provenientes do vácuo quântico, que é formado por criação e

aniquilação de partículas a todo instante de forma rápida, algo que a concepção clássica

não seria possível de explicar.

Apesar de no trabalho original, Casimir ter usado uma con�guração com campos

eletromagnéticos, na presente tese vamos considerar o efeito para o campo escalar consi-

derando a condição de Dirichlet, que consiste em termos dois pontos distintos do mesmo
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eixo, onde em ambos os pontos o campo é anulado. Essa condição de contorno para um

campo escalar massivo em (1 + 1)D foi primeiramente tratado por Hays [95] e posterior-

mente sua generalização em (N + 1)D por Wolfram e Ambjørn [96]. Nesta seção vamos

apenas considerar o caso (3 + 1)D, que é o número de dimensões máximo que se tem

respaldo físico experimental.

Seja um campo escalar φ(t, x⃗), com x⃗ = x, y, z, solução da equação de Klein-Gordon

(1.17) no espaço-tempo quadrimensional

(□+
m2c2

ℏ2
)φ(t, x⃗) = 0, (1.78)

onde m é a massa do campo e □ o operador D'alembertiano em quatro dimensões, dado

por

□ =
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2
. (1.79)

Vamos considerar uma con�guração usada no trabalho original [26] com duas placas pa-

ralelas, em formato quadrado com lado L e colocadas a uma distância a uma da outra

situada na direção do eixo z.

Figura 1.1: Con�guração das placas paralelas para a obtenção da força de Casimir
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O volume gerado entre essas placas será então V = L2a, onde L ≫ a, e vamos

considerar todos os modos dentro desse volume, ignorando qualquer contribuição das

arestas. Seja ainda a condição de contorno de Dirichlet atuando no campo escalar de�nido

no intervalo 0 < z < a. Essa condição tem como objetivo entendermos como o efeito

Casimir atua diante de condições de contorno impostas. Assim,

φ(t, x, y, 0) = φ(t, x, y, a) = 0. (1.80)

A solução normalizada, da Eq. (1.78), correspondente a condição dada será

φ(±)
n (t, x⃗) =

(
c

(2π)2aωn

)1/2

e∓i(ωnt−kx−ky) sin knz, (1.81)

em que as frequências de oscilações são

ωn =

(
m2c4

ℏ2
+ c2k2x + c2k2y + c2k2n

)1/2

, (1.82)

onde kn = πn
a
é o momento discretizado na direção z, com n = 1, 2, 3, . . ..

A solução geral sob a condição de contorno de Dirichlet (1.80) para a Eq. (1.78), será

a combinação linear de todas as soluções de (1.81), ou seja, a soma de todos os valores de

n

φ̂(t, x⃗) =
∑
σ

[
φ(−)
n (t, x⃗)âσ + φ(+)

n (t, x⃗)â†σ
]
, (1.83)

onde ∑
σ

=

∫ ∞

0

dkx

∫ ∞

0

dky

∞∑
n=1

, (1.84)

sendo âσ e â†σ os operadores de destruição e criação de uma partícula escalar, respectiva-

mente. Os operadores citados obedecem a relação de comutação descrita na Eq. (1.33). A

forma de atuação desses operadores já foi mostrada anteriormente, onde inclui sua forma

de atuar tanto no estado de vácuo como em outros estados de forma geral.

Considerando o tensor energia-momento para o campo escalar antes de�nido para n

dimensões na Eq. (1.56), para o operador de densidade de energia no caso em questão

tem a seguinte forma

T̂00(t, x⃗) =
ℏc
2

{
1

c2
[∂tφ̂(t, x⃗)]

2 +
3∑

i=1

[∂iφ̂(t, x⃗)]
2 +

m2c2

ℏ2
φ̂2(t, x⃗)

}
. (1.85)
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Para se obter a densidade de energia de vácuo do campo se faz necessário aplicar o

operador descrito pela Eq. (1.85) no estado de vácuo |0⟩. Dessa forma, ao usarmos a

solução (1.81) escrita na base (1.83) chegamos em

⟨0|T̂00(t, x⃗)|0⟩ =
ℏ
2a

∑
σ

ωn −
m2c4

2aℏ
∑
σ

cos 2knz

ωn

. (1.86)

Ao integrarmos a Eq. (1.86) com relação as coordenadas espaciais, considerando o inter-

valo [0, a] na direção z, o qual é de�nido de acordo com a condição de Dirichlet imposta,

obtemos a energia total de vácuo. Desta forma,

E0(a) =

∫
dx

∫
dy

∫ a

0

dz⟨0|T̂00(t, x⃗)|0⟩

=
ℏ
2

(
L

2π

)2∑
σ

ωn −
m2c4

2aℏ
∑
σ

1

ωn

∫
dx

∫
dy

∫ a

0

cos(2knz)dz

=
ℏ
2

(
L

2π

)2∑
σ

ωn, (1.87)

onde L2 é a área das placas que estão posicionadas a uma distância a. Note que o segundo

termo do lado direito não contribui, assim a energia total é consequência do primeiro

termo. Porém, essa energia obtida é claramente in�nita, logo, se faz necessário o uso de

um processo de regularização de maneira a extrair a parte �nita dessa energia devido à

presença da condição de contorno imposta. Existem diversos métodos de regularização,

como a introdução de um fator exponencial e−δωn [7, 19], uso da função de Abel-Plana

[97], entre outros. Aqui vamos seguir o processo de renormalização através da função zeta

[98, 99]. Seguindo com isso, precisamos rede�nir a Eq. (1.87) em termo de um parâmetro

s como se segue abaixo:

E0(a) =
ℏ
2

(
L

2π

)2∑
σ

ω−2s
n , (1.88)

onde no limite s→ −1
2
, retornamos a equação original. Após a introdução do parâmetro

s, a integral nos momentos kx e ky podem ser efetuadas usando coordenadas polares,
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obtendo assim

E0(a) =
ℏ
2

(
L

2π

)2

2πc
∞∑
n=1

∫
dk k

[
k2 +

(nπ
a

)2
+
(mc

ℏ

)2]−s

= ℏπc
(
L

2π

)2 ∞∑
n=1

1

2(−1 + s)

[(nπ
a

)2
+
(mc

ℏ

)2]1−s

= ℏπc
(
L

2π

)2
1

2(−1 + s)

(π
a

)2(1−s)
∞∑
n=1

[
n2 + α2

]1−s
, (1.89)

onde α = mca
πℏ . A parte referente ao somatório pode ser escrito em termos da função zeta

de Epstein-Hurwitz dada por

ζEH(z,M) =
∞∑
k=1

[k2 +M2]−z, (1.90)

o qual é de�nida para Re(s) > 1
2
. Porém, aqui vamos fazer uso da continuação analitica

de (1.90) expressa por [96, 98, 99]:

ζEH(z,M) = −M
−2z

2
+

√
π

2

Γ(s− 1− 1/2)

Γ(s− 1)
M1−2z +

23/2−zπ1/2α1−2z

Γ(z − 1)

∞∑
k=1

f1/2−z(2πkM),

(1.91)

onde

fµ(x) =
Kµ(x)

xµ
, (1.92)

sendo Kµ(x) a função modi�cada de Bessel de segunda espécie, também conhecida como

função de Macdonald. Usando então a continuação analítica acima de�nida, na Eq. (1.89),

onde é considerado z = s− 1, chegamos ao seguinte resultado

E0(a) =
ℏπc
2

(
L

2π

)2
1

−1 + s

{
−1

2

(mc
ℏ

)2(1−s)

+
a

2
√
π

Γ(s− 3/2)

Γ(s− 1)

(mc
ℏ

)3−2s

+
a√
π

25/2−s

Γ(s− 1)

(mc
ℏ

)3−2s
∞∑
k=1

f3/2−s (2kπα)

}
. (1.93)

Note que o primeiro termo é independente do parâmetro de contorno a e é �nito, assim

ele caracteriza uma contribuição da energia total uma vez que apenas a diferença das

energias que são levadas em conta, sendo assim podendo ser descartada. O segundo

termo corresponde a uma densidade de energia constante e teríamos esse termo mesmo na

ausência dos planos [96]. Ela é cancelada quando adicionamos uma constante à densidade

hamiltoniana. Por último, o único termo �sicamente relevante para energia que seja �nito
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é

E0(a) =
ℏπc
2

(
L

2π

)2
1

(−1 + s)

a√
π

25/2−s

Γ(s− 1)

(mc
ℏ

)3−2s
∞∑
k=1

f3/2−s (2kπα) . (1.94)

Tomando �nalmente o limite do parâmetro s → −1
2
, chegamos ao resultado da energia

renormalizada para o caso do campo escalar massivo então expresso por

Eren

0 (a,m) =− ℏca
2

(
L

π

)2 (mc
ℏ

)4 ∞∑
k=1

f2 (2kπα) . (1.95)

Considerando o regime em que m ≪ 1, podemos tomar o limite assintótico da função de

Bessel para argumentos pequenos

Kα(z) ∼
Γ(α)

2

(
2

z

)α

. (1.96)

Logo, a Eq. (1.95) se torna

Eren

0 (a, 0) =− ℏcL2

16π2a3

∞∑
k=1

1

k4
= −ℏπ2c

1440

L2

a3
. (1.97)

Acima foi usado o fato que o somatório pode ser escrito em termos da função zeta de

Riemann, ou seja,
∑∞

n=1
1
k4

= ζ(4) = π4

90
. O resultado obtido (1.97) é equivalente ao

campo escalar não massivo encontrado na literatura [7, 19]. O fato de ter um resultado

negativo, se atribui a uma energia atrativa entre as placas, também chamada de energia

de Casimir, o que nos gera uma força de atração entre as placas. Essa força foi provada

experimentalmente por Spaarnay em 1958 [20] para o caso em que consideramos cam-

pos eletromagnéticos. Embora tenha tido exito em princípio, o experimento não foi tão

conclusivo pois o erro da medida era da mesma ordem do resultado obtido. De fato essa

força foi comprovada por Steve Lamoreaux em 1997, onde se mediu a força de Casimir

considerando uma lente esférica de 4 cm de diâmetro e uma placa óptica de quartzo com

cerca de 2,5 cm de diâmetro, em que ambas estavam revestidas com cobre e ouro [21].

Note que a energia de Casimir é proporcional a a−3, ou seja, converge muito rapidamente

para zero uma vez que as placas são afastadas. Para o caso em que temos ma ≫ 1, a

energia de Casimir tem a seguinte forma

Eren

0 (a,m) = −ℏcL2

8
√
2

(m
aπ

)3/2
e−2mca/ℏ, (1.98)

onde percebermos que decresce exponencialmente ao afastarmos as placas, ou seja, a →

∞. Logo, para ambos os casos, a energia de Casimir é muito pequena, e esse é o motivo

pelo qual essa energia se manifesta apenas em micro/nano escalas.
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Capítulo 2

Efeitos de �utuações quântica de vácuo

em um espaço-tempo cônico com uma

condição quase-periódica

Neste capítulo vamos então aplicar a condição de quase periodicidade no cenário de

corda cósmica usando como referência uma folha de grafeno enrolada que nos leva ao

conhecido nanotubo de carbono, onde obtemos um modelo análogo para explorar propri-

edades e efeitos desse espaço.

Este capítulo está organizado da seguinte forma. Na Sec.2.1 obtém-se a solução da

equação de Klein-Gordon em um espaço-tempo cônico (corda cósmica ou desclinação)

com uma condição de contorno quase-periódica, juntamente com uma expressão analítica

fechada e exata para a função de dois pontos de Wightman. Na Sec.2.2 calculamos

explicitamente o valor esperado do vácuo do quadrado do campo, do tensor energia-

momento e da densidade de corrente induzida. Além disso, ao longo desse capítulo usamos

unidades naturais, G = ℏ = c = 1.

2.1 Função de Wightman

Desejamos aqui investigar as mudanças nas �utuações quânticas do vácuo de um campo

escalar carregado que surge como consequência de um espaço-tempo cônico com uma con-

dição quase-periódica. Porém, antes de irmos propriamente para o cálculo das �utuações
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quânticas, se faz necessário de�nir o espaço que se quer estudar, bem como a condição a

ser utilizada. Além disso, essas características já citadas na introdução, afetam de forma

substancial a forma da função de Wightman. A função de Wightman é uma função de

dois pontos, ou seja, ela conecta dois pontos diferentes no espaço que ao mesmo tempo é

solução da equação diferencial de Klein-Gordon. Esta seção será dedicada a construção

de tal função e mais detalhes serão dados no momento apropriado.

O espaço-tempo a ser considerado aqui é o da corda cósmica (ou desclinação), ambos

caracterizados por uma topologia cônica. Como um defeito topológico, sua natureza

unidimensional nos permite usar coordenadas cilíndricas para apresentar o elemento de

linha que descreve um espaço-tempo cônico em (3 + 1) dimensões:

ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − dr2 − r2dφ2 − dz2, (2.1)

onde as coordenadas cilíndricas assumem valores no intervalo r ≥ 0, 0 ≤ φ ≤ 2π/q

e −∞ < (t, z) < +∞. A presença da corda cósmica é caracterizada pelo parâmetro

q > 1, que é dado em termos da densidade de massa linear da corda cósmica, µ, ou seja,

q−1 = 1 − 4Gµ, onde G é a constante gravitacional de Newton [35, 36, 37]. Além disso,

em sistemas de matéria condensada, o parâmetro q caracteriza uma desclinação e pode

assumir quaisquer valores tais que q > 0 [46].

Os modos de um campo escalar que se propagam no espaço-tempo cônico (2.1) devem

obedecer a uma condição de contorno quase-periódica descrita por

Φ(t, r, φ, z) = e−i2πβΦ(t, r, φ+ 2π/q, z), (2.2)

onde β é um parâmetro adimensional de�nido no intervalo 0 ≤ β < 1 e regula o ângulo

de fase presente em (2.2).

A principal motivação para o uso da condição quase-periódica (2.2) pode ser vista de

uma forma mais clara através da �gura 2.1, onde a folha de grafeno pode ser cortada de três

formas distintas, como visto na �gura a esquerda. Esse corte será dependente do ângulo

quiral, o qual terá papel fundamental na forma com que o nanotubo de carbono terá, �gura

a direita, e mais importante que isso, nas suas propriedades, onde serão modi�cadas a

depender desse ângulo. Dessa forma, o ângulo β da nossa condição de contorno, também

terá um papel semelhante, onde poderá modi�car as propriedades dos observáveis físicos
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Figura 2.1: Imagens retiradas da Ref. [4]

em questão, uma vez que teremos uma dependência explicita nos resultados que serão

apresentados mais à frente.

A teoria de campo escalar carregado que queremos considerar aqui é obtida, no espaço-

tempo curvo de (3 + 1) dimensões, por meio da seguinte ação:

S =

∫
dx4
√

|g|
[
gµν∇µΦ∇νΦ

∗ − (m2 + ξR)|Φ|2
]
, (2.3)

onde g = det(gµν), R é o escalar de Ricci, ∇ν é a derivada covariante e ξ é um fator

numérico, támbem chamado de constante de acoplamento com a gravidade. Esse nome

se dá, pois no termo ξR|Φ|2 se encontra o acoplamento entra o campo escalar e o campo

gravitacional. No caso sem massa, a ação e o campo escalar obedecem a uma simetria

conforme se escolhermos ξ = 1
6
, levando a uma teoria de campo escalar invariante não

minimamente acoplada sob transformação conforme [6]. Observe que não estamos con-

siderando um campo de calibre, Aµ(x), que normalmente é levado em consideração em

vários casos [16, 17, 18].

A obtenção da equação de Klein-Gordon para um campo escalar carregado não mini-

mamente acoplado Φ(x), segue da ação (2.3) uma vez que a mesma é de�nida como

S =

∫
dx4L. (2.4)

Daí, tomando a variação da ação com relação a Φ, e considerando que o resultado dessa

45



variação seja nulo, δS = 0, chegamos a equação de Klein-Gordon, no qual é escrita como[
1√
|g|
∂(
√

|g|gµν∂ν) +m2 + ξR

]
Φ(x) = 0. (2.5)

Note que estamos considerando um defeito cônico que tem associado a ele uma função

escalar de Ricci do tipo delta de Dirac e, portanto, tem uma curvatura in�nita na origem,

mas zero quando r ̸= 0 [35, 36]. Para evitar a contribuição da curvatura do in�nito na

origem, e as complicações decorrentes disso (ver por exemplo [100]), estaremos interessados

apenas no caso do campo escalar minimamente acoplado, ξ = 0. Essa escolha se dá pelo

fato de evitarmos uma contribuição de uma função delta de Dirac proveniente do escalar

de curvatura no espaço-tempo da corda.

No espaço-tempo cônico dado pelo elemento de linha (2.1), a equação de Klein-Gordon

(2.5) para o campo escalar minimamente acoplado, Φ(x), assume a forma[
∂2

∂t2
− 1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
− 1

r2
∂2

∂φ2
− ∂2

∂z2
+m2

]
Φ(x) = 0. (2.6)

Desse modo, a solução regular na origem da equação acima para o campo escalar

minimamente acoplado obedecendo à condição de contorno quase-periódica (2.2) é dada

por

Φ(t, r, φ, z) = Ae−iωkteiνzeiq(n+β)φJq|n+β|(ηr), (2.7)

onde Jα(x) é a função de Bessel de primeira espécie, A é uma constante de normalização,

ωk = m2 + η2 + ν2 e k = (n, η, ν) é o conjunto de números quânticos. Note ainda que,

caso β = 0, os efeitos da condição de quase periodicidade desaparecem, e retornamos ao

resultado usual para o espaço-tempo da corda cósmica sob condição periódica.

A constante de normalização, A, presente na solução (2.7) é calculada usando a con-

dição ∫
d3x
√

|g|Φk(x)Φ
∗
k′(x) =

1

2ωk

δkk′ , (2.8)

onde a notação δkk′ representa a delta de Kronecker no caso do número quântico discreto

n, e delta de Dirac no caso dos números quânticos contínuos η e ν. Portanto, usando as

Eqs. (2.7) e (2.8) descobrimos que a constante de normalização A é dada por

|A|2 = ηq

2ωk(2π)2
. (2.9)
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A solução normalizada completa é, portanto, escrita como

Φk(x) =

[
ηq

2ωk(2π)2

] 1
2

e−iωkt+i(n+β)qφ+iνzJq|(n+β)|(ηr). (2.10)

O espectro das �utuações quânticas do vácuo do campo escalar em um espaço-tempo

cônico com condição quase-periódica considerada aqui, quando comparado com o espaço-

tempo de Minkowski, é de�nitivamente modi�cado, o que é previsível, uma vez que o

sistema está imerso em uma topologia não trivial, junto a ação de uma condição de

contorno. As mudanças nas �utuações quânticas do vácuo são, então, estudadas por

meio da função de Wightman de frequência positiva de�nida no estado de vácuo |0⟩ e

dada em termos do produto do operador de campo Φ̂(x) em pontos diferentes, ou seja,

W (x, x′) = ⟨0|Φ̂(x)Φ̂(x′)|0⟩. O operador de campo uma vez expandido em termos do

conjunto completo de funções de modo normalizado, Eq. (2.10), nos permite escrever a

função Wightman na forma

W (x, x′) =
∑
k

Φk(x)Φ
∗
k(x

′)

=
q

2(2π)2

∑
k

e−iωk∆t

ωk

eiν∆zei(n+β)q∆φηJq|(n+β)|(ηr)Jq|(n+β)|(ηr
′), (2.11)

onde ∆t = t− t′, ∆φ = φ− φ′, ∆z = z − z′ e usamos a notação

∑
k

=

∫ ∞

−∞
dν

∫ ∞

0

dη
∞∑

n=−∞

. (2.12)

O procedimento para realizar as integrais e a soma acima requer que primeiro façamos

uma rotação de Wick ∆τ = i∆t em (2.11) e, em seguida, usamos as identidades [101]

e−ωk∆τ

ωk

=
2√
π

∫ ∞

0

ds e−s2ω2
k−

∆τ2

4s2 . (2.13)

Para a integração do número quântico η, usamos∫ ∞

0

ηJq|(n+β)|(ηr)Jq|(n+β)|(ηr
′)e−η2s2 =

1

2s2
e−

r2+r′2
4s2 Iq|(n+β)|

(
rr′

2s2

)
. (2.14)

Isso nos permite avaliar as integrais em ν e η para obter

W (x, x′) =
q

2(2π)2

∫ ∞

0

ds

s3
e−s2m2−∆ζ2

4s2 e−iqβ∆φ

∞∑
n=−∞

einq∆φIq|(n+β)|(rr
′/2s2), (2.15)
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onde ∆ζ2 = ∆τ 2+∆z2+r′2+r2. Fazendo a substituição w = rr′/2s2 em (2.15) e tomando

os limites adequados, podemos chegar a seguinte expressão

W (x, x′) =
qeiqβ∆φ

2(2π)2(2rr′)1/2

∫ ∞

0

dw

w1/2
e−

m2rr′
2w

−∆ζ2w
2rr′

∫ ∞

−∞
dνe−iν∆Z− ν2rr′

2w S(w, β, q), (2.16)

onde

S(w, β, q) =
∞∑

n=−∞

einq∆φIq|(n+β)|(w). (2.17)

Por �m, podemos observar que ainda há integrais em w e ν e uma soma em n a ser

realizada. A integral em ν é uma integral do tipo gaussiano e pode ser facilmente obtida.

Além disso, a soma em n pode ser calculada usando a fórmula de soma [102].

S(w, β, q) =
1

q

∑
n

ew cos(2nπ/q−q∆φ)eib(2nπ−q∆φ)

− 1

2πi

∑
j=+,−

jeijqβπ
∫ ∞

0

dy
cosh[qy(1− β)]− cosh(qβy)e−iq(jπ+∆φ)

ew cosh y[cosh(qy)− cos[q(∆φ+ jπ)]]
, (2.18)

Onde a soma em n precisa ser considerada sob a restrição [9, 17, 32, 102]

−q
2
+

∆φ

φ0

≤ n ≤ q

2
+

∆φ

φ0

. (2.19)

Retornado para a Eq. (2.16) com as devidas substituições, torna-se possível realizar

a integral em w, fornecendo a forma fechada para a função de Wightman 1

W (x, x′) =
m2

(2π)2
eiqβ∆φ

{∑
n

eiβ(2πn−q∆φ)f1(mσn)

− q

2iπ

∑
j=+,−

jejiqβπ
∫ ∞

0

dy
cosh[qy(1− β)]− cosh(qby)e−iq(∆φ+jπ)

cosh(qy)− cos[q(∆φ+ jπ)]
f1(mσy)

}
,

(2.20)

onde a função fµ(x) é de�nida em termos da função Macdonald Kµ(x) como

fµ(x) =
Kµ(x)

xµ
, (2.21)

e

σ2
n

2rr′
=

∆ζ2

2rr′
− cos

(
2nπ

q
−∆φ

)
, (2.22a)

σ2
y

2rr′
=

∆ζ2

2rr′
+ cosh y. (2.22b)

1Ver Refs. [9, 17, 32] para um procedimento semelhante.
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Observe que no caso q < 2, o primeiro termo no lado direito da (2.20) só existe para

n = 0 [9, 17, 32]. Este termo, no limite de coincidência x′ → x, diverge no cálculo dos

observáveis físicos e como tal deve ser subtraído para obter a quantidade renormalizada

�nita.

É evidente que, no caso de o espaço-tempo cônico na ausência da condição de quase

periodicidade (β = 0), a expressão (2.20) se reduz à expressão conhecida para a função

de Wightman no espaço-tempo cônico puro [27, 28], ou seja,

W (x, x′) =
m2

(2π)2

{∑
n

f1(mσn)

− q

2π

∑
j=+,−

∫ ∞

0

dy
sin(qπ + jq∆φ)

cosh(qy)− cos[q(∆φ+ jπ)]
f1(mσy)

}
. (2.23)

Por outro lado, na ausência do parâmetro que de�ne o espaço-tempo cônico (q = 1),

chegamos em um espaço-tempo de Minkowski in�uenciado pela condição de contorno de

quase periodicidade, no qual a função de Wightman torna-se

W (x, x′) =
m2

(2π)2

{
f1(mσ0)

−e
iβ∆φ sin(πβ)

π

∫ ∞

0

dy
cosh[y(1− β)] + cosh(by)e−i∆φ

cosh y + cos∆φ
f1(mσy)

}
.

(2.24)

O primeiro termo no lado direito da expressão acima é o termo mencionado anteriormente,

que diverge no limite de coincidência x′ → x (σ0 → 0). É de�nido como a função

Hadamard

GH(x, x
′) =

m2

(2π)2
f1(mσ0), (2.25)

que deve ser subtraído no cálculo dos observáveis físicos [29, 30]. Na verdade, a Eq. (2.25)

é a contribuição (divergente) de Minkowski para a função de Wightman.

No caso do campo escalar não massivo, podemos obter a função de Wightman a partir

da Eq. (2.20) tomando o limite m→ 0. Isto nos dá

W (x, x′) =
eiβq∆φ

(2π)2

{∑
n

eiβ(2πn−q∆φ)

σ2
n

− q

2iπ

∑
j=+,−

jeijπqβ

×
∫ ∞

0

dy
cosh[qy(1− β)]− cosh(qβy)e−iq(∆φ+jπ)

[cosh(qy)− cos[q(∆φ+ jπ)]]σ2
y

}
. (2.26)
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É simples mostrar que o caso sem massa das Eqs. (2.23), (2.24) e (2.25) segue da Eq.

(2.26), mostrando a consistência de nossos resultados.

A expressão exata para a função de Wightman, Eq. (2.20), em um espaço-tempo

cônico com condição de contorno de quase periodicidade nos permitirá, na próxima seção,

estudar os observáveis físicos que nos interessam, a saber, o VEV do campo ao quadrado,

o VEV do tensor de energia-momento e a densidade de corrente induzida.

2.2 Observáveis físicos

2.2.1 Valor esperado de vácuo de Φ2(x)

Formalmente, o procedimento padrão para calcular o VEV do campo ao quadrado 2,

⟨Φ2⟩, é calcular a função Wightman (2.20) no limite de coincidência x′ → x [32, 17, 9],

isso é,

⟨Φ2⟩ = lim
x′→x

W (x, x′). (2.27)

No entanto, para realizar este procedimento, precisamos primeiro subtrair a parte diver-

gente descrita pela função Hadamard (2.25). No limite de coincidência temos, portanto,

o VEV renormalizado do campo ao quadrado

⟨Φ2⟩ren = lim
x′→x

[W (x, x′)−GH(x, x
′)]

=
2m2

(2π)2


[q/2]∑
n=1

∗ cos(2πnβ)f1(2mrsn)−
q

2π

∫ ∞

0

dyM(y, β, q)f1(2mrsy)

 , (2.28)

onde sn = sin(nπ/q), e sy = cosh(y/2) e

M(y, β, q) =
sin[qπ(1− β)] cosh(qβy) + cosh[qy(1− b)] sin(qβπ)

cosh(qy)− cos(qπ)
. (2.29)

Observe que [q/2] representa a maior parte inteira de q/2 e o símbolo (∗) presente no sinal

do somatório em n signi�ca que, para o caso em que q é um número inteiro e maior que

2, a soma em n deve ser substituída por [32, 17, 9, 27, 28]

[q/2]∑
n=1

∗ → 1

2

q−1∑
n=1

. (2.30)

2A partir de agora usaremos a notação ⟨0|Ô|0⟩ = ⟨Ô⟩ .
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Isso ocorre, pois o número de geodésicas existentes entre dois pontos no local, é pro-

porcional ao parâmetro da corda q. Pode-se notar isso a partir de uma interpretação

geométrica encontrada nas Refs. [103, 104]:

O caso do campo escalar não massivo é obtido de (2.28) tomando o limite m → 0.

Isso fornece

⟨Φ2⟩ren =
1

8π2r2


[q/2]∑
n=1

∗ cos(2πβn)

sin2(nπ/q)
− q

2π

∫ ∞

0

dy
M(y, β, q)

cosh2(y/2)

 . (2.31)

Consequentemente, as �utuações do vácuo quântico do campo escalar não são em média

zero, como podemos ver claramente através das expressões para o VEV renormalizado do

campo ao quadrado nos casos de campo escalar massivo e não massivo dados pelas Eqs.

(2.28) e (2.31), respectivamente. É claro em ambas as expressões que quando tomado q = 1

e β = 0 o VEV renormalizado da média quadrática do campo é zero, como deveria ser.

Também é claro que, no caso β = 0, os resultados em (2.28) e (2.31) recuperam o VEV do

campo ao quadrado em um espaço-tempo cônico (corda cósmica ou desclinação) [27, 28].

Por outro lado, no caso q = 1, o primeiro termo no lado direito das Eqs. (2.28) e (2.31) são

nulos e obtemos o VEV do campo ao quadrado em um espaço-tempo de Minkowski devido

a inserção da condição de quase periodicidade. Vale ressaltar que, no limite mr ≫ 1, o

VEV do campo ao quadrado para o caso massivo (2.28) é exponencialmente suprimido.

No limite oposto, mr ≪ 1, Eq. (2.28) fornece o VEV do campo ao quadrado no caso sem

massa, Eq. (2.31).

Se faz interessante também analisar o caso β = 1/2 (campo escalar torcido) separa-

damente para o VEV renormalizado do campo ao quadrado na Eq. (2.31). A expressão

exata para qualquer valor de q é dada por

⟨Φ2⟩ren =
1

8π2r2


[q/2]∑
n=1

∗ (−1)n

sin2(nπ/q)
− q

2π

∫ ∞

0

dy
M(y, 1/2, q)

cosh2(y/2)

 . (2.32)

Deve-se lembrar, entretanto, que para q < 2 o primeiro termo do lado direito não está

presente.

Em particular, se o parâmetro cônico q é um número inteiro, a expressão (2.32) pode

ser simpli�cada observando a Eq. (2.30) dependendo da paridade do parâmetro. Isso
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fornece uma expressão algébrica para a soma em n no lado direito de (2.32), ou seja,

1

2

q−1∑
n=1

(−1)n

sin2(nπ/q)
= − 1

12
(q2 + 2), para q − par. (2.33)

Observe que a soma em n acima é zero para q-ímpar. Portanto, para valores pares de q,

no caso de campo escalar torcido sem massa, da Eq. (2.32), temos

⟨Φ2⟩ren = − 1

96π2r2
(q2 + 2), (2.34)

onde M(y, 1/2, q) = 0 para q pares. A expressão na Eq. (2.34) foi obtida anteriormente

na Ref. [31] para qualquer valor de q. Na verdade, uma continuação analítica pode

ser assumida para o resultado na Eq. (2.34) para ser válido para qualquer valor de q.

Uma análise numérica de (2.34) comparando-o com a expressão geral original (2.32),

considerando qualquer valor de q, mostra que a continuação analítica de (2.34) válida

para qualquer valor de q, é plausível e está de acordo com (2.32) qualquer que seja o valor

de q que tomarmos.

Por outro lado, ao considerar apenas valores ímpares de q, vamos ter contribuição para

o VEV do quadrado do campo de ambos os termos do lado direito de (2.32). A expressão

é então escrita como

⟨Φ2⟩ren =
1

16π2r2

{
q−1∑
n=1

(−1)n

sin2(nπ/q)

−q sin(qπ/2)
π

∫ ∞

0

dy
[cosh(qy/2)]−1

cosh2(y/2)

}
, para q − ímpar. (2.35)

Observe que uma continuação analítica pode então ser assumida para a expressão acima

por ser válida para qualquer valor de q, uma vez que ela reproduz os valores de (2.34)

para qualquer valor de q devido a correção presente no somatório.

Para o caso em que não haja defeito cônico na Eq. (2.35), ou seja, q = 1, obtemos que

a integral resultante em y é dada por π
2
, levando a

⟨Φ2⟩ren = − 1

32π2r2
. (2.36)

que está em acordo com as Refs. [31, 105]. Note que obtemos o mesmo resultado (2.36)

fazendo q = 1 em (2.34), como deveria ser. Portanto, nossas expressões (2.28) e (2.31)

para o VEV do campo ao quadrado para os campos escalares massivos e sem massa

recuperam os resultados conhecidos há muito tempo (2.34) e (2.36) [31, 105].
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Como sabemos da Mecânica Quântica, a interpretação para o valor |ψ(x, t)|2 é a pro-

babilidade de encontramos a partícula no ponto x e no tempo t. Semelhante a isto, a

quantidade ⟨Φ2⟩ren pode ser interpretada como a intensidade das �utuações do vácuo

quântico em determinado ponto, sendo essa intensidade zero na ausência de uma con-

dição de contorno e de um espaço-tempo não trivial como visto nos resultados já aqui

apresentados.

2.2.2 VEV do tensor energia-momento

Retornando agora para o cálculo do VEV do tensor de energia-momento que surge

como consequência do espaço-tempo cônico com condição quase-periódica. A partir dessa

quantidade, é possível então o cálculo da energia. Porém, o modelo aqui estudado, con-

sidera uma corda idealizada, tornando-se impossível obter uma quantidade �nita para a

energia ao tomarmos β = 0, pois teremos então um volume in�nito, ou seja, ao integrar-

mos em todo o espaço-tempo cônico, está quantidade irá divergir.

Uma forma de contornarmos esse problema é considerarmos um modelo em que a corda

possui uma estrutura �nita, o que torna possível encontrar um valor �nito para a energia

(Ver [106]). Para o caso em estudo, vamos então calcular as quantidades em termos de sua

densidade, ou seja, a densidade de energia. Podemos fazer isso considerando a expressão

do VEV do tensor de energia-momento para um campo escalar carregado derivado em

[32, 33]. Esta expressão, ao assumir a ausência de um quadri-vetor do campo de calibre,

é dada por

⟨Tµν⟩ = 2 lim
x′→x

∂µ′∂νW (x, x′) + 2

[(
ξ − 1

4

)
gµν□− ξ∇µ∇ν − ξRµν

]
⟨Φ2⟩, (2.37)

onde Rµν é o tensor de Ricci e □ é o operador D'alembertiano. Além disso, usando a Eq.

(2.28) podemos obter □⟨Φ2⟩, ou seja,

□⟨Φ2⟩ren = − 8m4

(2π)2


[q/2]∑
n=1

∗ cos(2πnb)
[
(2mr)2s4nf3(2mrsn)− 2s2nf2(2mrsn)

]
− q

2π

∫ ∞

0

dyM(y, β, q)
[
(2mr)2s4yf3(2mrsy)− 2s2yf2(2mrsy)

]}
. (2.38)

Observe que a única contribuição derivada no operador d'Alembertiano é devida à compo-

nente radial, r. Portanto, a partir das Eqs. (2.37), (2.38) e (2.20) para o caso minimamente
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Figura 2.2: Densidade de energia de vácuo renormalizada para o campo escalar massivo,

ρ = ⟨T 0
0 ⟩ren, em unidades de m4, plotada em termos de mr (à esquerda) e β (à direita).

Observe que o valor β = 1/11 foi tomado para o grá�co à esquerda e mr = 1 para o

grá�co à direita.

acoplado, ξ = 0, descobrimos que o VEV renormalizado do tensor de energia-momento

para um campo escalar massivo é dado por

⟨T µ
ν ⟩ren =

m4

π2


[q/2]∑
n=1

∗ cos(2πnβ)F µ
ν (2mr, sn)−

q

2π

∫ ∞

0

dyM(y, β, q)F µ
ν (2mr, sy)

 ,(2.39)

onde as funções F µ
ν (u, s) são de�nidas como

F 0
0 (u, s) = u2s4f3(us)− [2s2 + 1]f2(us),

F 1
1 (u, s) = −f2(us),

F 2
2 (u, s) = u2s2f3(us)− f2(us),

F 3
3 (u, s) = F 0

0 (u, s). (2.40)

Algumas observações valem a pena ser apontadas nesta fase. Primeiramente, podemos

notar que o VEV do tensor de energia-momento (2.39) apresenta uma invariância de boost

na direção z que leva a F 3
3 (u, s) = F 0

0 (u, s). Além disso, para calcular a componente (2,2)

do VEV do tensor de energia-momento, (2.39), usamos a Eq. (52) de [28]. Observe

também que, na ausência de um defeito cônico (q = 1), ainda há uma contribuição

diferente de zero para o VEV do tensor de energia-momento vindo do segundo termo do
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lado direito da Eq. (2.39) devido à condição quase periódica (2.2). Por outro lado, na

ausência da condição quase periódica (2.2), recuperamos o VEV do tensor de energia-

momento gerado pela presença de um defeito cônico 3 [27, 28]. O VEV do tensor de

energia-momento, no limite mr ≫ 1, é exponencialmente suprimido, enquanto no limite

oposto, mr ≪ 1, fornece a expressão sem massa como a contribuição dominante (ver

Eq. (2.50)). Evidentemente, quando r → 0, o tensor de energia-momento diverge. Esses

comportamentos assintóticos são mostrados no grá�co à esquerda da Fig. 2.2 para a

componente (0,0) (densidade de energia), considerando diferentes valores do parâmetro

cônico q. É claro que para um determinado valor de β, o sinal da densidade de energia

muda à medida que o valor de q aumenta. O grá�co à direita da Fig. 2.2 para a densidade

de energia é em termos de β e mostra que ela começa a oscilar conforme o valor de q

aumenta.

Finalmente, provamos que o VEV do tensor de energia-momento satisfaz tanto a

condição de conservação covariante

∇µ⟨T µ
ν ⟩ren = 0, (2.41)

quanto a identidade de traço para um campo escalar massivo carregado, ou seja,

⟨T µ
µ ⟩ren = 6(ξ − 1/6)∇µ∇µ⟨Φ2⟩ren +m2⟨Φ2⟩ren. (2.42)

Para a segunda identidade, podemos veri�car de maneira direta apenas substituindo o

VEV do campo ao quadrado dado pela Eq. (2.28) na expressão acima. Já para a identi-

dade de conservação covariante precisamos de alguns passos antes, como veremos a seguir.

Para veri�carmos a condição de conservação covariante (2.41), vamos escrever uma

lagrangiana associada ao elemento de linha (2.1), o qual obtemos

L = ṫ2 − ṙ2 − r2φ̇2 − ż2, (2.43)

em que o `ponto' signi�ca derivada com relação ao parâmetro a�m τ . Dada a equação de

Euler-Lagrange da forma
d

dτ

(
∂L
∂ẋi

)
− ∂L
∂xi

= 0, (2.44)

3Na verdade, não recuperamos exatamente a mesma expressão que nas Refs. [27, 28], que considerou

um campo escalar real. É a expressão obtida neste último multiplicada por dois que recuperamos. Este

fator de dois vem de (2.37) que é a de�nição do VEV do tensor de energia-momento de um campo escalar

carregado.
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se torna possível obter as equações da geodésica. Assim, substituindo (2.43) em (2.44),

obtemos duas equações não nulas que são
r̈ − rφ̇2 = 0,

φ̈+
2

r
ṙφ̇ = 0.

(2.45)

Seja agora a equação da geodésica dada por [107]

dx2

dτ 2
+ Γa

bc

dxb

dτ

dxc

dτ
= 0, (2.46)

onde Γa
bc é o símbolo de Christo�el. Comparando as equações da geodésica Eq. (2.45)

com a equação acima obtida, vemos que

Γ1
22 = −r, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

r
, (2.47)

são as únicas conexões não nulas. Então, dá Eq. (2.41), temos que

∇µ⟨T µ
ν ⟩ren = ∂µT

µ
ν + Γµ

µαT
α
ν

= ∂1T
1
1 + Γ1

12T
2
2 + Γ2

21T
1
1

= ∂1T
1
1 +

1

r
T 1
1 +

1

r
T 2
2 . (2.48)

Dessa forma, para que a condição de conservação covariante seja satisfeita, precisamos

que

⟨T 2
2 ⟩ = r∂r⟨T 1

1 ⟩+ ⟨T 1
1 ⟩ = ∂r

(
r⟨T 1

1 ⟩
)
. (2.49)

O que de fato temos, garantindo assim que a conservação covariante exista. Vale ressaltar

que como ⟨T µ
ν ⟩ depende exclusivamente de r, todas as outras componentes da Eq. (2.41)

são nulas, o que simpli�ca nosso cálculo.

O VEV renormalizado do tensor de energia-momento no caso do campo escalar sem

massa é obtido exatamente tomando o limite m → 0 do caso massivo, Eq. (2.39). Isso

fornece

⟨T µ
ν ⟩ren =

1

16π2r4


[q/2]∑
n=1

∗ cos(2πnb)Hµ
ν (sn)−

q

2π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)Hµ
ν (sy)

 , (2.50)

56



-0.015

-0.01

-0.005

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

r4 ρ

β

q=1.0
q=3.0
q=3.5
q=4.0

Figura 2.3: Densidade de energia de vácuo escalar para o campo não massivo renormali-

zado, ρ = ⟨T 0
0 ⟩ren, em unidades de r−4, plotado em termos de β.

onde as funções Hµ
ν (s) são de�nidas como

H0
0 (s) =

4

s2
− 2

s4
,

H1
1 (s) = − 2

s4
,

H2
2 (s) =

6

s4
,

H3
3 (s) = H0

0 (s). (2.51)

É importante notar que a expressão (2.50) desaparece para distâncias radiais muito gran-

des e diverge quando r vai para zero, em ambos os casos com uma potência de r−4. Para

ver o comportamento de (2.50) em relação a β seu grá�co é mostrado na Fig. 2.3 e é

muito semelhante ao caso massivo, ou seja, conforme o parâmetro cônico é aumentado

, o VEV do tensor de energia-momento no caso do campo escalar sem massa começa a

oscilar mais. Além disso, quando β = 0, nosso resultado é consistente com a expressão

para o tensor de energia-momento puramente como consequência de um defeito cônico

encontrado nas Refs. [27, 28], para um campo escalar real. Por outro lado, na ausência

de um defeito cônico, ou seja, q = 1, a única contribuição vem do segundo termo no lado

direito de (2.50).

Como �zemos na seção anterior para o VEV do campo ao quadrado, consideremos

também separadamente o caso do campo escalar torcido, ou seja, quando β = 1/2. Nova-

mente, para simpli�car, pegaremos valores inteiros de q e analisaremos o primeiro termo
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no lado direito de (2.50). Neste caso, ao fazer uso de (2.30), obtemos

1

2

q−1∑
n=1

(−1)nHµ
ν (sn) =

[
7q4 + 8

360
(1, 1,−3, 1)− q2 + 2

9
(2,−1, 3, 2)

]
, q − par, (2.52)

onde os números entre parênteses representam os elementos diagonais. Assim, o VEV do

tensor energia-momento, neste caso, é dado por

⟨T µ
ν ⟩ren =

1

16π2r4

[
7q4 + 8

360
(1, 1,−3, 1)− q2 + 2

9
(2,−1, 3, 2)

]
, (2.53)

onde M(y, 1/2, q) = 0 para q par. Embora (2.53) tenha sido obtido usando o resultado

(2.52), uma continuação analítica pode ser assumida para que seja válida para qualquer

valor de q, do mesmo modo como acontece para a expressão (2.34). De fato, tomando

qualquer valor de q, podemos veri�car numericamente que a Eq. (2.53) é consistente com

a Eq. (2.50), para β = 1/2. O resultado (2.53) também é consistente com o obtido na

Ref. [31], para um campo escalar real.

Na ausência de um defeito cônico (q = 1), a contribuição é exclusivamente devida ao

campo escalar torcido sem massa e carregado, e pode ser obtida a partir de (2.53) como

⟨T µ
ν ⟩ren =

1

128π2r2
(−5, 3,−9,−5). (2.54)

A expressão acima também é consistente com o resultado obtido nas Refs. [31, 105] para

um campo escalar torcido real no espaço-tempo de Minkowski.

2.2.3 Densidade de corrente induzida

Um campo escalar complexo obedecendo a uma condição de quase periodicidade (2.2)

em um espaço-tempo cônico, também tem uma densidade de corrente induzida como

resultado de suas �utuações quânticas de vácuo serem modi�cadas. Formalmente, o VEV

da densidade de corrente induzida é obtido como [17]

⟨Jµ⟩ = i lim
x′→x

(∂µ − ∂µ′)W (x, x′). (2.55)

Esta densidade de corrente induzida surge de fato devido à ação (2.3) ser invariante sob

a condição de quase-periodicidade (2.2). Como a última afeta apenas a coordenada φ, a

simetria de ação existente induz apenas uma densidade de corrente azimutal diferente de

zero, de acordo com o teorema de Noether.
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Para calcular a componente φ do VEV da densidade de corrente (2.55), a melhor

abordagem é tomar primeiro a derivada em relação a φ de (2.15) e, então, toma-se o

limite de coincidência x′ → x. Neste caso temos

⟨Jφ⟩ = − q

(2π)2

∫ ∞

0

ds

s3
e−s2m2− r2

2s2

∞∑
n=−∞

q(n+ β)Iq|(n+β)|(r
2/2s2). (2.56)

A soma em n presente na expressão acima foi calculada na Ref. [17], cujo resultado é

∞∑
n=−∞

q(n+ β)Iq|(n+β)|(ω) =
2ω

q2

[q/2]∑
k=1

∗ sin

(
2kπ

q

)
sin(2kπβ)eω cos(2kπ/q)

+
ω

qπ

∫ ∞

0

dy sinh ye−ω cosh yg(y, β, q), (2.57)

onde

g(y, β, q) =
sin(qπβ) sinh[(1− |β|)qy]− sinh(yqβ) sin[(1− |β|)qπ]

cosh(qy)− cos(qπ)
. (2.58)

Fazendo uso do resultado deste último, somos capazes de realizar a integral em s para

obter
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Figura 2.4: Densidade de corrente induzida renormalizada, (2.59), em unidades de m4,

plotada em termos de mr (à esquerda) e β (à direita). Observe que β = 1/6 foi tomado

para o grá�co à esquerda e mr = 1 para o grá�co à direita.

⟨Jφ⟩ = m4

π2


[q/2]∑
k=1

∗ sin

(
2kπ

q

)
sin(2kπβ)f2(2mrsk) +

q

2π

∫ ∞

0

dyg(y, β, q)f2(2mrsy)

. (2.59)
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A densidade de corrente induzida (2.59) associada a um campo escalar massivo e

carregado é exponencialmente suprimida no regime mr ≫ 1, como podemos ver ao con-

siderarmos o limite assintótico da função fµ(x),

⟨Jφ⟩ = 1

8r

(m
πr

)3/2
[q/2]∑
k=1

∗ sin

(
2kπ

q

)
sin(2kπβ)

e−2mrsk

s
5/2
k

+
q

2π

∫ ∞

0

dyg(y, β, q)
e−2mrsy

s
5/2
y

,(2.60)
enquanto fornece como contribuição principal a expressão para o campo escalar sem massa

e carregado no regime mr ≪ 1. Além disso, se mantivermos m �xo e tomarmos r → 0,

a densidade de corrente induzida (2.59) diverge. Esses comportamentos assintóticos são

mostrados no grá�co à esquerda da Fig. 2.4. Também mostra que a densidade de corrente

induzida é aumentada à medida que q aumenta. No grá�co da direita da Fig. 2.4, por

outro lado, para um valor �xo de mr, a dependência da densidade de corrente induzida

em β a faz oscilar mais à medida que q aumenta. O grá�co à direita da Fig. 2.4 também

mostra que a densidade de corrente induzida é positiva quando β < 0, 5 e negativa para

β > 0, 5, desaparecendo quando β = 0, 5. Ou seja, não há densidade de corrente induzida

para um campo escalar torcido.

Agora, se tomarmos o limite m→ 0 em (2.59), encontramos a expressão fechada exata

para a densidade de corrente induzida de um campo escalar sem massa e carregado

⟨Jφ⟩ =
1

8π2r4


[q/2]∑
k=1

∗ sin

(
2kπ

q

)
sin(2kπβ)

sin4(kπ/q)
+

q

2π

∫ ∞

0

dy
g(y, β, q)

cosh4(y/2)

 . (2.61)

É fácil ver que esta expressão vai para zero se r → ∞ e diverge quando r → 0, em ambos

os casos com potência de r−4. Na Fig. 2.5 a densidade de corrente induzida é plotada

em termos de β e mostra que quanto mais q é aumentado, mais a densidade de corrente

induzida oscila. Também mostra, novamente, que a densidade de corrente induzida é

positiva quando β < 0, 5 e negativa para β > 0, 5, desaparecendo no caso escalar torcido

β = 0, 5.

Deve-se notar que, a partir das Eqs. (2.59) e (2.61), se tomarmos β = 0 não há

densidade de corrente induzida unicamente pelo espaço-tempo cônico, nem há densidade

de corrente induzida no caso de um campo escalar torcido, β = 1/2. Por outro lado,

se considerarmos um espaço-tempo de Minkowski com condição quase-periódica, ou seja,

q = 1, temos

⟨Jφ⟩ = m4

2π3

∫ ∞

0

dyg(y, β, 1)f2(2mrsy), (2.62)
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Figura 2.5: Densidade de corrente induzida renormalizada, (2.61), em unidades de r−4,

plotada em termos de β para o caso não massivo.

que é a contribuição pura induzida pela condição de quase-periodicidade (2.2). O caso do

campo escalar sem massa segue de (2.62), no limite m→ 0, e é dado por

⟨Jφ⟩ = sin(πβ)

32π3r4

∫ ∞

0

dy
sinh(y)[sinh[(1− β)y]− sinh(yβ)]

cosh6(y/2)
. (2.63)

A integral acima possui solução analítica, que nos leva ao resultado

⟨Jφ⟩ = β(1− 2β)(−1 + 2β)

12π2r4
, (2.64)

o que é consistente com a densidade de corrente induzida sendo zero quando β = 0 e

β = 1/2, como pode ser visto nas Eqs. (2.59) e (2.61) - (2.63).

Não é inesperado que uma densidade de corrente seja induzida, pois impomos que o

campo escalar carregado deve obedecer à condição (2.2). A ação (2.3) é simétrica sob (2.2)

e isso permite obter os resultados (2.59), (2.61), (2.62) e (2.63). Estes são novos resultados

à luz do sistema físico particular que consideramos, ou seja, um campo escalar massivo e

carregado se propagando em um espaço-tempo cônico sob a condição de contorno (2.2).

Este último é de fato uma condição quase periódica que, como explicado anteriormente

na introdução desse capítulo, pode imitar as propriedades dos nanotubos. Neste cenário

particularmente interessante, com aplicações potenciais, também obtivemos as expressões

para os VEVs do campo ao quadrado (2.28) e tensor energia-momento (2.59) no caso do

campo escalar massivo e carregado, que são mais gerais do que os resultados das Refs.

[31, 105].
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Assim, foi possível observar que de fato o parâmetro do espaço cônico q em conjunto

com a parâmetro angular β tornam-se de vital importância na obtenção dos observáveis

físicos não nulos como o caso do tensor energia-momento e da densidade de corrente

induzida. Esse último dependendo apenas de β para um valor não nulo, e apenas para

a coordenada axial φ, já que a condição de contorno afeta apenas essa coordenada na

solução da equação de Klein-Gordon.

Este capitulo é de vital importância para o trabalho, uma vez que alguns resultados

serão utilizados em outros capítulos com exceção de constantes associadas ao sistema em

uso.
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Capítulo 3

Efeitos de condições de contorno e

topologia não trivial nas �utuações da

densidade de um líquido clássico

O objetivo nesse presente capitulo é generalizar o resultado obtido em [64, 65] para a

corda cósmica introduzindo a condição quase periódica dada pela Eq. (2.2) com isso, a

solução da equação de movimento apresentará a dependência explícita do parâmetro β.

O parâmetro q, por outro lado, codi�ca a estrutura cônica do espaço-tempo [35, 36, 37].

Em [64, 65], os autores encontraram a �utuação da densidade quadrática média re-

normalizada do �uido para q > 0 em diversos cenários, onde um deles é o espaço-tempo

da corda considerando o caso particular β = 0, que representa a condição de contorno

periódica e em outro momento calculam a mesma quantidade para condição de contorno

de Neumann considerando a con�guração de uma e duas placas planas paralelas. Neste

capítulo, obtemos a �utuação da densidade quadrática média renormalizada para o caso

geral, q > 0, e β arbitrário. Além disso, revisamos o resultado das referências citadas, no

que se trata da in�uência das condições de contorno de Dirichlet e Neumann e estudamos

as consequências da condição de contorno mista nas �utuações de densidade nos casos de

dois planos paralelos no espaço-tempo de Minkowski.

O capítulo está organizado da seguinte forma: Na Sec. 3.1, damos uma revisão geral

da teoria dos fônons em um líquido clássico. Na Sec. 3.2, encontramos uma expressão

analítica fechada e exata para a função de dois pontos juntamente com a �utuação da
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densidade quadrática média do líquido, como consequência da imposição de uma condição

quase-periódica no campo escalar sem massa cujos modos se propagam na estrutura cônica

do espaço-tempo de uma corda cósmica, ou desclinação. Na Sec. 3.3, também calculamos

explicitamente tanto a função de dois pontos quanto a �utuação da densidade quadrática

média associada ao campo escalar sem massa representando os modos do fônon do líquido

impondo condições de contorno de Dirichlet, Neumann e mistas nas placas paralelas.

3.1 Fônon em um líquido

Nesta seção, damos uma breve revisão da teoria da �utuação da densidade quântica de

um �uido clássico, como um líquido, proveniente das oscilações de ponto zero, análogas

à teoria relativística de campos quânticos, tomando como referência modelos análogos

da gravitação. A teoria dos fônons como ondas sonoras quantizadas é construída sob a

presença de perturbações na densidade de massa do �uido que pode ser escrita na forma

ρ′ = ρ − ρ0, com ρ0 sendo uma densidade de massa média constante, e ρ′ a variação da

densidade, que é pequena (ρ′ ≪ ρ0). As pequenas perturbações levam a uma relação de

dispersão linear ω = u|k|, onde u é a velocidade do som no líquido. Assim, a perturbação

da densidade de massa ρ′ está relacionada com a velocidade do �uido v⃗ pela equação de

continuidade na seguinte forma, [51]

∂ρ′

∂t
= ∇ · (ρv⃗) ≈ −ρ0∇ · v⃗. (3.1)

A aproximação pode ser feita uma vez que ρ′ e v⃗ são de mesma ordem e os termos de

segunda ordem são desprezados. Se o �uido for irrotacional, pode-se escrever a velocidade

do �uido em termos de um gradiente de um campo escalar real sem massa, ou seja, v⃗ = ∇ϕ.

O campo escalar, ϕ, portanto, representa as excitações quânticas (fônons) do �uido, que

no nosso caso é um líquido. Como consequência, a densidade de massa perturbada pode

estar relacionada a um campo escalar sem massa ϕ de acordo com a equação [51]

∂ρ′

∂t
= −ρ0∇2ϕ. (3.2)

Esta é essencialmente a equação da continuidade para um líquido com velocidade v⃗ ≡ ∇ϕ

[59], onde o campo escalar real ϕ é o potencial de velocidade. Seguindo as regras usuais
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de quantização, a descrição quântica para o líquido é alcançada quando substituímos as

grandezas hidrodinâmicas clássicas por operadores expressos em termos dos operadores

de aniquilação e criação ĉk, ĉ
†
k, respectivamente. Eles satisfazem a seguinte relação de

comutação [
ĉk, ĉ

†
k′

]
= δkk′ , (3.3)

com δkk′ sendo uma delta Kronecker ou uma delta de Dirac dependendo se o conjunto

de modos do campo k for discreto ou contínuo, respectivamente. Como já foi dito ante-

riormente, consideramos a quantização de ondas sonoras em um �uido obedecendo uma

relação de dispersão linear ω = u|k|. Esta é uma aproximação válida desde que os com-

primentos de onda sejam muito maiores do que a separação interatômica.

Vamos considerar primeiro os operadores densidade de líquido e velocidade expressos

em termos das variáveis microscópicas, as coordenadas das partículas.

Um líquido clássico pode ser descrito especi�cando sua densidade ρ e seu vetor de

corrente j⃗, que são de�nidos da seguinte maneira:

ρ(r⃗) =
∑
a

maδ(r⃗a − r⃗), j⃗(r⃗) =
∑
a

p⃗aδ(r⃗a − r⃗). (3.4)

A soma é feita sobre as partículas do sistema, e r⃗a e p⃗a são os vetores posição e mo-

mento das partículas de massa ma. Para descrever as �utuações de um líquido clássico é

necessário representar as quantidades ρ e j⃗ por operadores.

Consideremos então uma partícula de massa m. O operador ρ̂ para esta partícula é

de�nido de tal forma que seu valor esperado seja [108]∫
d3r1ψ

∗(r⃗1)ρ̂ψ(r⃗1) = m|ψ(r⃗)|2. (3.5)

Assim, o operador

ρ̂(r⃗) = mδ(r⃗1 − r⃗), (3.6)

satisfaz esta condição. Da mesma forma, para um sistema de muitas partículas, o operador

ρ̂ terá a forma apresentada pela Eq. (3.4).

Já para o caso do vetor corrente na mecânica quântica, ele é igual a

ℏ
2i
[ψ∗(r⃗)∇ψ(r⃗)− ψ(r⃗)∇ψ∗(r⃗)]. (3.7)
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Mais uma vez, para simpli�car, vamos considerar a densidade de momento clássica para

uma partícula j⃗ = p⃗δ(R⃗ − r⃗). O operador quântico simetrizado correspondente é igual a

[108]

ĵ =
1

2
[p⃗δ(R⃗− r⃗) + δ(R⃗− r⃗)p⃗ ]. (3.8)

onde p⃗ = (ℏ/i)∇ é o operador momento (∇ atua na coordenada r⃗). Vamos mostrar agora

que o valor esperado do operador Eq. (3.8) é igual à Eq. (3.7). Para isso temos então∫
ψĵψ =

ℏ
2i

∫ [
ψ∗∇δ(R⃗− r⃗)ψ + ψ∗δ(R⃗− r⃗)∇ψ

]
dV,

=
ℏ
2i

∫ [
−ψ∇δ(R⃗− r⃗)ψ∗ + ψ∗δ(R⃗− r⃗)∇ψ

]
dV,

=
ℏ
2i

[ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗] , (3.9)

onde usamos uma integração por partes no primeiro termo para chegar a esse resultado,

que é o mesmo de (3.7).

As relações de comutação entre esses operadores podem ser obtidas diretamente pelo

cálculo do comutador de ĵ com ρ̂. Assim, obtemos

ĵ(r⃗)ρ̂(r⃗ ′)− ρ̂(r⃗ ′)ĵ(r⃗) =
∑
a

maℏ
2i

{[∇aδ(r⃗a − r⃗) + δ(r⃗a − r⃗)∇a] δ(r⃗a − r⃗ ′)

− δ(r⃗a − r⃗ ′) [∇aδ(r⃗a − r⃗) + δ(r⃗a − r⃗)∇a]}

=
∑
a

maℏ
i
δ(r⃗a − r⃗) (∇δ(r⃗ − r⃗ ′))

= −iℏρ̂(r⃗) (∇δ(r⃗ − r⃗ ′)) . (3.10)

Para se chegar a esse resultado, ao expandirmos o comutador, se faz necessário usar a

seguinte transformação [51]

δ(r⃗a − r⃗)∇aδ(r⃗a − r⃗ ′) = δ(r⃗a − r⃗) (∇δ(r⃗ − r⃗ ′)) + δ(r⃗a − r⃗)δ(r⃗a − r⃗ ′)∇a, (3.11)

onde no primeiro termo do lado direito da equação, o termo (∇δ(r⃗ − r⃗ ′)) denota apenas

o gradiente da função delta. Além disso, devido a presença do fator δ(r⃗a − r⃗), pode ser

feito a troca de (∇δa(r⃗a − r⃗ ′)) por (∇δ(r⃗ − r⃗ ′)).

Agora usando o operador velocidade do liquido v̂ no lugar de ĵ que é de�nido por

ĵ =
1

2
(ρ̂v̂ − v̂ρ̂), (3.12)
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em conjunto com a relação de comutação (3.10), é possível encontramos a relação de

comutação entre os operadores ρ̂ e v̂. Logo, de cálculos análogos ao já feito, chegamos em

v̂(r⃗)ρ̂(r⃗ ′)− ρ̂(r⃗ ′)v̂(r⃗) = −iℏ (∇δ(r⃗ − r⃗ ′)) , (3.13)

em que é usado o fato de os operadores ρ̂(r⃗) e ρ̂(r⃗ ′) comutarem entre si. Então, substi-

tuindo v̂(r⃗) = ∇ϕ̂(r⃗), encontramos a relação de comutação entre os operadores densidade

e potencial de velocidade expresso por

ϕ̂(r⃗)ρ̂(r⃗ ′)− ρ̂(r⃗ ′)ϕ̂(r⃗) = −iℏδ(r⃗ − r⃗ ′). (3.14)

Por último vamos trocar o operador densidade ρ̂ pela sua parte variável dado por ρ̂′ =

ρ̂−ρ0. Com isso obtemos uma descrição para a teoria quântica de um �uido, uma vez que

os operadores de perturbação de densidade e potencial de velocidade também obedecem

à seguinte regra de comutação

ϕ̂(r⃗)ρ̂′(r⃗ ′)− ρ̂′(r⃗ ′)ϕ̂(r⃗) = −iℏδ(r⃗ − r⃗ ′). (3.15)

Observe que a relação entre os operadores é análoga ao conjugado canônico do campo

e seu conjugado de momento expresso como a derivada temporal do próprio campo na

teoria quântica de campos. A equação acima é análoga aos operadores de coordenada

e momento da partícula, nesse sentido, ρ′ e ϕ agem como �coordenadas� e �momento�

canonicamente conjugados.

Finalmente, o operador de perturbação de densidade pode ser expresso em termos da

derivada temporal do operador potencial de velocidade

ρ̂′(t, r⃗) = −ρ0
u2

˙̂
ϕ(t, r⃗). (3.16)

Claramente, substituindo (3.16) em (3.2) dá a equação de Klein-Gordon para um campo

escalar real sem massa, ou seja, [
1

u2
∂2

∂t2
−∇2

]
ϕ = 0. (3.17)

A única diferença com a teoria do campo relativístico é que se deve considerar a velocidade

do som, u, no líquido ao invés da velocidade da luz, c, no vácuo (para mais detalhes veja

[51]).
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A seguir, estudamos as modi�cações nas �utuações do vácuo quântico considerando

que os modos de fônon se propagam no espaço-tempo da corda cósmica em (3+1) di-

mensões sob uma condição quase-periódica. Também consideramos os modos de fônon se

propagando no espaço-tempo de Minkowski obedecendo às condições de contorno mista,

Dirichlet e Neumann. Observe que a geometria ideal da corda cósmica pode, por exemplo,

aparecer como um defeito em um cristal líquido na forma de uma desclinação. Calculamos

as expressões fechadas e analíticas para a função de dois pontos e a �utuação da densidade

quadrática média renormalizada para cada caso. Além disso, alguns cálculos para o caso

da corda cósmica serão omitidos, pois já foram detalhados no capítulo anterior.

3.2 Fônons em um espaço-tempo cônico

O elemento de linha que representa o espaço-tempo cônico de uma corda cósmica

efetiva ou de uma desclinação, considerado em uma teoria líquida, deve conter a velocidade

do som u substituindo a velocidade da luz c. Nesse sentido, o elemento de linha de um

espaço-tempo cônico em (3 + 1) dimensões, em coordenadas cilíndricas, é dado por

ds2 = gµνdx
µdxν = u2dt2 − dr2 − r2dφ2 − dz2, (3.18)

onde as coordenadas do espaço-tempo são de�nidas nos intervalos: r ≥ 0, φ ∈ [0, 2π/q] e

t, z ∈ (−∞,+∞). Como mencionamos anteriormente, o parâmetro q codi�ca a estrutura

cônica do espaço-tempo, que se torna um parâmetro de desclinação em sistemas de matéria

condensada, como sistemas envolvendo cristais líquidos. Neste último caso, o parâmetro

cônico pode assumir valores q > 0 [46]. Quando q = 1, a estrutura cônica desaparece, e

recupera-se o espaço-tempo de Minkowski.

A equação de Klein-Gordon em coordenadas cilíndricas, considerando o elemento de

linha (3.18), é escrita como[
1

u2
∂2

∂t2
− 1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
− 1

r2
∂2

∂φ2
− ∂2

∂z2

]
ϕ(t, r, φ, z) = 0. (3.19)

Vamos resolver a equação acima submetendo sua solução à condição quase periódica

ϕ(t, r, φ, z) = e−2πiβϕ(t, r, φ+ 2π/q, z), (3.20)
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com 0 ≤ β < 1. Assim, para um campo escalar real sem massa no espaço-tempo efetivo

da corda cósmica caracterizado pelo elemento de linha (3.18), a solução da Eq. (3.19),

sob a condição quase periódica (3.20), é dado por [1]

ϕ(t, r, φ, z) = Ae−iωkteiνzeiq(n+β)φJq|n+β|(ηr). (3.21)

O parâmetro A na solução acima é uma constante de normalização, ω2
k = u2(ν2 + η2) é a

relação de dispersão, k = (n, η, ν) é o conjunto de números quânticos e Jµ(x) é a função

de Bessel de primeiro tipo. A constante de normalização A pode ser obtida considerando

a regra de comutação (3.15), daí obtemos

|Ak| =

√
qu2ℏη

2(2π)2ρ0ωk

. (3.22)

Como se sabe, os fônons podem ser vistos como excitações de ondas sonoras de um

campo escalar real sem massa, no nosso caso, a solução normalizada completa (3.21), com

(3.22). Essas excitações são formalmente construídas uma vez que quantizamos o campo

escalar real sem massa em termos dos operadores de aniquilação e de criação de fônons

ĉk e ĉ
†
k, respectivamente. Assim, o operador de campo é escrito como

ϕ̂(t, r, φ, z) =
∑
{k}

[
Akĉke

−iωkt+iνz+iq(n+β)φ + A∗
kĉ

†
ke

iωkt−iνz−iq(n+β)φ
]
Jq|n+β|(ηr), (3.23)

onde ∑
{k}

=

∫ ∞

∞
dν

∫ ∞

0

dη

∞∑
n=−∞

, (3.24)

é a soma sobre todos os números quânticos.

Passemos agora ao cálculo da função de dois pontos G(w,w′), onde w ≡ (t, r, φ, z). A

função de dois pontos é importante para calcular a �utuação dadensidade quadrática mé-

dia renormalizada, que é o observável físico de interesse em nossa investigação. Podemos

então fazer uso do operador de campo (3.23) para calcular G(w,w′) de acordo com [6]

G(w,w′) = ⟨ϕ̂(w)ϕ̂(w′)⟩, (3.25)

onde ⟨ ⟩ é o valor esperado do vácuo. A substituição da Eq. (3.23) na Eq. (3.25) fornece

G(w,w′) =
∑
{k}

qu2ℏη
2(2π)2ρ0ωk

eiν∆z+iq(n+β)∆φ−iωk∆tJq|n+β|(rη)Jq|n+β|(r
′η), (3.26)
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com ∆t = t− t′, ∆φ = φ− φ′ e ∆z = z − z′. Além disso, para resolver as integrais em ν

e η presentes na função de dois pontos (3.26) podemos fazer a rotação de Wick i∆t = ∆τ

e usar o seguinte identidade

e−ωk∆τ

ωk

=
2√
π

∫ ∞

0

dse−s2ω2
k−∆τ2/4s2 . (3.27)

A integral em η pode, então, ser obtida usando a Eq. (21) da Ref. [101]. Assim, a função

de dois pontos (3.26) torna-se

G(w,w′) =
qu2ℏ
8π2ρ0

eiqβ∆φ

√
π

∫ ∞

−∞
dνeiν∆z

∫ ∞

0

ds

s2
e
−(su)2ν2− ∆ζ2

4(su)2 I(β,∆φ, x), (3.28)

onde ∆ζ2 = u2∆τ 2 + r2 + r′2, x = rr′/2(su)2, e

I(β,∆φ, x) =
∞∑

n=−∞

einq∆φIq|n+β|(x). (3.29)

A solução dessas integrais foram obtidas no Cap. 2 com o auxílio da fórmula da soma

(2.18). Consequentemente, nos é fornecido a forma fechada e exata para a função de dois

pontos, ou seja,

G(w,w′) =
quℏeiqβ∆φ

2(2π)2ρ0rr′

{
1

q

∑
n

eiβ(2πn−q∆φ) 1

σn

− 1

2πi

∑
j=+,−

jeijqβπ
∫ ∞

0

dy
1

σy

cosh[qy(1− β)]− cosh(qβy)e−iq(jπ+∆φ)

cosh(qy)− cos[q(∆φ+ jπ)]

}
, (3.30)

onde σn e σy são dadas pelas equações (2.22a) e (2.22b), respectivamente.

Observe ainda que a soma em n na função da expressão acima está restrita ao mesmo

intervalo encontrado no capítulo anterior (2.19)[1, 101, 102].

Deve-se notar também que para q < 2, a única contribuição no primeiro termo do

lado direito da Eq. (3.30) vem de n = 0, que é a contribuição de Minkowski para a

função de dois pontos. Como é amplamente conhecido, este último diverge no limite de

coincidência w′ → w, e deve ser subtraído para calcular os observáveis físicos, fornecendo

assim uma quantidade renormalizada �nita. Como consequência, a função de dois pontos

renormalizada é obtida como

Gren(w,w
′) = G(w,w′)−GM(w,w

′), (3.31)
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onde GM(w,w
′) é o termo n = 0 da soma em (3.30) que representa a contribuição de

Minkowski, ou seja,

GM(w,w
′) =

uℏ
8π2ρ0rr′

1

σ0
, (3.32)

onde σ0 é dado pela Eq. (2.22a). Podemos ver que a contribuição de Minkowski acima é

claramente divergente no limite de coincidência w′ → w. Devemos salientar que, exceto

pelas constantes associadas ao sistema de fônons, a função de dois pontos na Eq. (3.30) é

semelhante à função Wightman obtida no Cap. 2 [1] para o caso sem massa, mostrando

a consistência do nosso resultado.

3.2.1 Flutuação da densidade quadrática média

O efeito local na �utuação da densidade quadrática média devido à condição quase-

periódica (3.20) no espaço-tempo da corda cósmica (3.18) pode ser calculado usando a

Eq. (3.16). O valor esperado de vácuo ⟨ρ̂(w)⟩ se anula devido ao fato de o operador ρ̂(w)

depender linearmente dos operadores de aniquilação e criação ĉ†k e ĉk. Para calcular a

�utuação da densidade quadrática média, temos que considerar o produto

ρ̂(w)ρ̂(w′) =
ρ20
u4

∂2

∂t∂t′
[ϕ̂(w)ϕ̂(w′)]. (3.33)

Assim, tomando o valor esperado de vácuo da expressão acima, pode-se encontrar a �u-

tuação da densidade quadrática média, em termos de G(w,w′), na forma

⟨ρ̂(w)ρ̂(w′)⟩ =
ρ20
u4

∂2

∂t∂t′
G(w,w′). (3.34)

Agora, tomando o limite de coincidência w′ → w e subtraindo a contribuição de Minkowski

(3.32), podemos �nalmente encontrar uma forma fechada para a �utuação da densidade

quadrática média renormalizada

⟨ρ2⟩ren =
ρ20
u4

lim
w′→w

∂2

∂t∂t′
Gren(w,w

′)

= − ℏρ0
32π2ur4

2

[q/2]∑
n=1

∗ cos(2βπn)

sin4(πn/q)
− q

π

∫ ∞

0

dy
M(y, β, q)

cosh4(y/2)

 , (3.35)

onde a função M(y, β, q) está de�nida na Eq. (2.29).

Deve-se notar que, a �utuação da densidade quadrática média é uma função elementar

de r, ou seja, ⟨ρ2⟩ren ∝ r−4, que signi�ca a expressão (3.35) diverge quando r → 0 e vai para
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zero quando r → ∞. Na ausência da corda cósmica, ou seja, q = 1, a única contribuição

se deve à condição quase periódica (3.20), originária do segundo termo do lado direito da

Eq. (3.35). Por outro lado, na ausência da condição quase periódica, ou seja, β = 0, o

efeito na �utuação da densidade quadrática média é inteiramente devido à topologia não

trivial da corda cósmica. Na Fig. 3.1, traçamos a �utuação da densidade quadrática média

apresentada na Eq. (3.35), em função do parâmetro β para vários valores do parâmetro

de corda cósmica q. Observe que, se tomarmos q = 1 e β = 0 na Eq. (3.35), ou seja,

na ausência de qualquer condição de contorno ou topologia não trivial, a �utuação da

densidade quadrática média renormalizada desaparece, como esperado.
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Figura 3.1: Flutuação da densidade quadrática média renormalizada adimensional, (3.35),

em termos de β, considerando valores diferentes para o parâmetro de corda cósmica q.

3.2.2 Casos Particulares

Vamos agora focar nossa atenção para três casos particulares para a �utuação da

densidade quadrática média obtida na Eq. (3.35), ou seja, o caso β = 0 (somente corda

cósmica), q = 1 (somente condição periódica), e o caso β = 1
2
(campo torcido).

Para uma contribuição somente da topologia cônica da corda cósmica, β = 0, da Eq.

(3.35), temos

⟨ρ2⟩ren = − ℏρ0
32π2ur4

2

[q/2]∑
n=1

∗ 1

sin4(πn/q)
− q

π

∫ ∞

0

dy
M(y, 0, q)

cosh4(y/2)

 . (3.36)

Além disso, se considerarmos apenas valores inteiros de q na Eq. (3.36), o segundo termo

do lado direito se anula, e a única contribuição vem do primeiro termo. Assim, usando a
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Eq. (??), podemos realizar a soma em n para obter

⟨ρ2⟩ren = − ℏρ0
1440π2ur4

(−11 + 10q2 + q4), (3.37)

que é sempre negativo para qualquer valor de q. De fato, a expressão acima para a

�utuação da densidade quadrática média é uma função analítica de q e, consequentemente,

pode ser estendida para qualquer valor de q, além dos valores inteiros. Podemos veri�car

numericamente que ambas as expressões (3.36) e (3.37) fornecem o mesmo resultado para

qualquer valor de q. Observe que a Eq. (3.37) se anula para q = 1, como esperado.

Observe também que a Eq. (3.37) é consistente com o resultado encontrado na Ref. [64].

O caso em que temos apenas efeitos de �utuação devido à condição quase-periódica

(3.20), tomando q = 1 na Eq. (3.35), apenas o segundo termo do lado direito contribui,

ou seja,

⟨ρ2⟩ren =
ℏρ0

64π3ur4

∫ ∞

0

dy
sin(βπ) (cosh(βy) + cosh[y(1− β)])

cosh6(y/2)

=
ℏρ0

48π2ur4
β(β2 − 1)(β − 2), (3.38)

onde a integral em y foi resolvida exatamente. O resultado acima, para a �utuação

da densidade quadrática média diferente de zero como consequência da condição quase-

periódica, é exato e se anula para β = 0.

Finalmente, consideramos o caso em que β = 1/2, ou seja, o campo escalar torcido.

Da Eq. (3.35) temos, então,

⟨ρ2⟩ren = − ℏρ0
32π2r4u

2

[q/2]∑
n=1

∗ (−1)n

sin4(πn/q)
− q

π

∫ ∞

0

dy
M(y, 1/2, q)

cosh4(y/2)

 . (3.39)

Além disso, podemos considerar apenas valores inteiros do parâmetro de corda cósmica q.

Neste caso, M(y, 1/2, q)=0, e como consequência, apenas o primeiro termo no lado direito

da Eq. (3.39) contribui para a �utuação da densidade quadrática média. Isto fornece

⟨ρ2⟩ren = − ℏρ0
16π2ur4

q−1∑
n=1

(−1)n

sin4(πn/q)
,

=
ℏρ0

11520π2ur4
(88 + 40q2 + 7q4), (3.40)

onde usamos a Eq. (??). Embora tenhamos obtido o resultado acima considerando valores

inteiros de q, a Eq. (3.40) é uma função analítica de q e pode ser estendida para todos os
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valores do parâmetro da corda cósmica. De fato, uma veri�cação numérica mostra que as

Eqs. (3.39) e (3.40) dão o mesmo resultado para qualquer valor de q. Além disso, como

pode ser visto, a expressão (3.40) é sempre positiva para fônons em um espaço-tempo

cônico. Observe que, comparando a Eq. (3.38), para β = 1/2, com a Eq. (3.40), para

q = 1, pode-se ver também que elas fornecem o mesmo resultado, mais uma vez mostrando

a consistência de nossos resultados.

3.3 Dirichlet, Neumann e condições de contorno mistas

Nesta seção, nos concentramos no estudo dos modos dos fônons submetidos a condi-

ções de contorno de Dirichlet, Neumann e mistas no espaço-tempo de Minkowski. Essas

condições de contorno serão tomadas considerando um e dois planos paralelos, conse-

quentemente apresentando modi�cações nas �utuações da densidade quadrática média do

líquido.

Algo a ser adiantado é que todas as constantes de normalização desta seção, são obtidas

da mesma maneira que para o caso anterior, ou seja, usando a condição (3.15). Assim,

podemos omitir essa parte sem prejuízo para o entendimento das questões aqui abordadas,

com o objetivo de não tornar a leitura repetitiva.

3.3.1 Um plano

Vamos começar considerando as condições de contorno de Dirichlet e Neumann aplica-

das em um plano colocado no ponto z = 0. Assim, a solução do operador de campo escalar

normalizado para a equação de Klein-Gordon, □ϕ̂(x) = 0, sob condições de contorno de

Dirichlet e Neumann, é direta e é dada por

φ(w) =
∑
{k}

(
ℏu2

(2π)3ωkρ0

) 1
2 (
cke

iωkt−ikxx−ikyy + c†ke
−iωkt+ikxx+ikyy

) sin(kzz)

cos(kzz)

 , (3.41)

onde w representa as coordenadas cartesianas do espaço-tempo plano (x, y, z), {k} repre-

senta o conjunto de números quânticos contínuos (kx, ky, kz), ω2
k = u2(k2x + k2y + k2z) é a

relação de dispersão, e as funções sin(nz) e cos(nz) representam as condições de contorno
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de Dirichlet e Neumann, respectivamente. A função de dois pontos nesses casos será

G(w,w′) =
uℏ

4π2ρ0

[
1

∆z2 −∆ζ2
± 1

(z + z′)2 +∆ζ2

]
, (3.42)

com ∆ζ2 ≡ ∆x2 + ∆y2 − u2∆t2. Observe que os sinais de menos e mais representam

soluções de condições de contorno de Dirichlet e Neumann, respectivamente. O primeiro

termo do lado direito é a contribuição divergente de Minkowski no limite de coincidência

w′ → w e deve ser subtraído no processo de renormalização. Portanto, a partir das Eqs.

(3.34) e (3.42), a �utuação da densidade quadrática média renormalizada é dada por

⟨ρ2⟩ren = ± ℏρ0
32uπ2

1

z4
, (3.43)

onde z é a distância a partir do plano colocado em z = 0. Observe que o resultado acima,

para condições de contorno de Dirichlet e Neumann, diverge no plano de contorno. Em

particular, a expressão para a condição de contorno de Neumann é consistente com o

resultado obtido nas Refs. [64, 65].

3.3.2 Dois planos paralelos

Agora, desejamos considerar os modos do campo escalar de fônons sujeitos a condições

de contorno mistas, Dirichlet e Neumann em dois planos paralelos em z = 0 e z = a. Como

esperado, essas condições de contorno fazem com que as �utuações do vácuo quântico do

campo escalar do fônon sejam modi�cadas, resultando em uma �utuação da densidade

quadrática média diferente de zero, como veremos a seguir.

Condição de contorno mista

Para analisar os efeitos da condição de contorno mista nos modos de fônon, conside-

ramos dois planos paralelos nos pontos z = 0 e z = a, onde exigimos que o campo escalar

obedeça à condição de contorno de Dirichlet no primeiro ponto e a condição de contorno

de Neumann no segundo, ou seja,

ϕ(t, x, y, z = 0) = 0, ∂zϕ(t, x, y, z)|z=a = 0. (3.44)

A solução do operador de campo escalar normalizado para a equação de Klein-Gordon, sob

a condição de contorno mista acima, é escrita em termos dos operadores de aniquilação e
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criação de fônons, ck e c
†
k, na forma

ϕ̂(w) =
∑
{k}

(
ℏu2

16aπ2ωkρ0

) 1
2 (
cke

−iωkt+ikxx+ikyy + c†ke
iωkt−ikxx−kyy

)
sin(knz), (3.45)

onde o momento na direção z foi discretizado, ou seja, kn = (2n+1)π
2a

, com n = 0, 1, 2, ...

[97]. Observe também que {k} representa os números quânticos (kx, ky, n), e ω2
k = u2(k2x+

k2y + k2n) é a relação de dispersão.

Como antes, para obter a �utuação da densidade quadrática média, precisamos encon-

trar a função de dois pontos. Portanto, usando o operador de solução de campo escalar,

(3.45), na Eq. (3.25), para a função de dois pontos, temos

G(w,w′) =
ℏu2

4aπ2ρ0

∫
dkxdkye

−ikr cos θ

∞∑
n=0

eiωn∆t

ωn

sin(knz) sin(knz
′)

=
ℏu2

2aπρ0

∫ ∞

0

dk k J0(kr)
∞∑
n=0

eiωn∆t

ωn

sin(knz) sin(knz
′), (3.46)

onde r =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2. Para obter o resultado na Eq.(3.46), usamos coordena-

das polares para kx e ky, e resolvemos a integral angular em θ que deu origem à função

de Bessel J0(kr) de primeiro tipo. Observe que, nesta equação, ainda falta resolver tanto

a integral em k quanto o somatório em n. Este último pode ser resolvido aplicando a

seguinte fórmula de Abel-Plana [97]
∞∑
n=0

f

(
n+

1

2

)
=

∫ ∞

0

dx f(x)− i

∫ ∞

0

dx
f(ix)− f(−ix)

e2πx + 1
. (3.47)

Com este método, a contribuição divergente de Minkowski se torna evidente, e podemos

renormalizar a função de dois pontos removendo este termo. O procedimento consiste em

substituímos a Eq. (3.46) na fórmula de Abel-Plana acima, o que resulta em

G(w,w′) =
ℏu2

2aπρ0

∫ ∞

0

dk k J0(kr)

{∫ ∞

0

dx
eiωx∆t

ωx

sin(αz) sin(αz′)

− 2

∫ ∞

ka/π

dx
cosh(∆

√
α2 − k2)

e2πx + 1

sin(iαz) sin(iαz′)

u
√
α2 − k2

}
, (3.48)

onde ωx = u
√
k2 + α2 e α = xπ

a
. A expressão acima para a função de dois pontos

inclui a contribuição divergente de Minkowski proveniente do primeiro termo no lado

direito, bem como a contribuição �nita no segundo termo. Assim, a função de dois pontos

renormalizada pode ser escrita como

Gren(w,w
′) ≡ G(w,w′)−GM(w,w

′), (3.49)
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sendo GM(w,w
′) a contribuição divergente de Minkowski, que calcularemos a seguir. Para

este propósito, vamos considerar o primeiro termo no lado direito da Eq. (3.48), ou seja,

G1(w,w
′) =

ℏu
2πaρ0

∫ ∞

0

dx sin(αz) sin(αz′)

∫ ∞

0

dk kJ0(kr)
eiu∆t

√
k2+α2

√
k2 + α2

. (3.50)

Usando a fórmula de Euler, a integral em k pode ser resolvida através da seguinte relação

(veja Ref. [109]1).

∫ ∞

0

x√
x2 + z2

 sin(b
√
x2 + z2)

cos(b
√
x2 + z2)

 J0(cx)dx = ± 1√
b2 − c2

 cos(z
√
b2 − c2)

sin(z
√
b2 − c2)

 .(3.51)

Isso nos fornece então

G1(w,w
′) =

ℏu
2π2aρ0

∫ ∞

0

dx sin(αz) sin(αz′)
e−α

√
r2−(u∆t)2√

r2 − (u∆t)2

=
ℏu

4π2ρ0

∫ ∞

0

dα [cos(α(z − z′))− cos(α(z + z′))]
e−α

√
r2−(u∆t)2√

r2 − (u∆t)2

=
ℏu

4π2ρ0

{
1

∆z2 +∆ζ2
− 1

(z + z′)2 +∆ζ2

}
, (3.52)

onde ∆ζ2 = r2 − (u∆t)2. O primeiro termo no lado direito da Eq (3.52) é a contribuição

de Minkowski, GM(w,w
′), que deve ser removido, pois diverge quando tomamos a limite

de coincidência w′ → w. Deve-se notar que, o segundo termo é �nito no limite de coinci-

dência, e é a contribuição devido à presença da condição de contorno de Dirichlet aplicada

no primeiro plano.

Agora, podemos prosseguir com o segundo termo no lado direito da Eq. (3.48), ou

seja,

G2(w,w
′) =

ℏu
πρ0a

∫ ∞

0

dk kJ0(kr)

∫ ∞

ka/π

dx
cosh(u∆t

√
α2 − k2)

e2πx + 1

sin(iαz) sin(iαz′)√
α2 − k2

=
ℏu
πρ0a

∫ ∞

0

dx
sin(iαz) sin(iαz′)

e2πx + 1

∫ α

0

dk kJ0(kr)
cos(iu∆t

√
α2 − k2)√

α2 − k2
. (3.53)

A integral em k na contribuição da função de dois pontos acima pode ser resolvida em-

pregando o mesmo método da Ref. [109]2, ou seja, usando a seguinte relação∫ a

0

x
cos(b

√
a2 − x2)√

a2 − x2
J0(cx)dx = (b2 + c2)−1/2 sin(a

√
b2 + c2). (3.54)

1pág. 203, seção 2.12.23, Eq. (8).
2pág. 201, seção 2.12.21, Eq. (6).
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Assim, resulta na seguinte expressão

G2(w,w
′) =

ℏu
π2ρ0

∫ ∞

0

dα
sin(iαz) sin(iαz′)

e2aα + 1

sin(α
√
r2 − (u∆t)2)√

r2 − (u∆t)2
. (3.55)

Por �m, a partir da Eq. (3.49), a função de dois pontos renormalizada é encontrada

coletando o segundo termo no lado direito da Eq. (3.52), juntamente com a expressão na

Eq. (3.55). Isto nos leva a

Gren(w,w
′) =− ℏu

π2ρ0

{
1

4

1

[(z + z′)2 +∆ζ2]

−
∫ ∞

0

dα
1

e2aα + 1

sin(α
√
r2 − (u∆t)2)√

r2 − (u∆t)2
sin(iαz) sin(iαz′)

}
. (3.56)

Condições de contorno de Dirichlet e Neumann

Por complemento, vamos também considerar ambos os planos paralelos sujeitos às

condições de contorno de Dirichlet ou de Neumann, o qual foram obtidos em [64, 65].

Neste caso, a solução do operador de campo escalar para a equação de Klein-Gordon é

dada por

φ(w) =
∑
{k}

(
ℏu2

16aπ2ωkρ0

) 1
2 (
cke

iωkt−ikxx−ikyy + c†ke
−iωkt+ikxx+ikyy

) sin nπ
a
z

cos nπ
a
z

 , (3.57)

onde sin nπ
a
z (n = 1, 2, 3, . . . ) indica a solução sob a condição de contorno de Dirichlet e

cos nπ
a
z (n = 0, 1, 2, 3, . . . ) sob a condição de contorno de Neumann [97]. Assim, seguindo

os mesmos passos mostrados acima, para o caso de condição de contorno mista, o resultado

para Dirichlet ou Neumann aplicado nos dois planos paralelos é dado por

Gren(x, x
′) =

ℏu
π2ρ0

{
±1

4

1

[(z + z′)2 +∆ζ2]

+

∫ ∞

0

dα
1

e2aα − 1

sin(α
√
r2 − (u∆t)2)√

r2 − (u∆t)2

 sin(iαz) sin(iαz′)

cos(iαz) cos(iαz′)

 , (3.58)

onde usamos a fórmula de Abel-Plana apresentada na Ref. [97], dada por

∞∑
k=0

f(k) =

∫ ∞

0

dx f(x) +
1

2
f(0) + i

∫ ∞

0

dx
f(ix)− f(−ix)

e2πx − 1
. (3.59)

Os sinais de menos e mais na Eq. (3.58) se referem as condições de Dirichlet e Neumann,

respectivamente.
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No que segue, usaremos a função de dois pontos na Eq. (3.56) para o caso de condição

de contorno mista, e na Eq. (3.58) para as condições de contorno de Dirichlet ou Neumann,

para calcular a �utuação da densidade quadrática média.

Flutuação da densidade quadrática média

Para encontrar a �utuação da densidade quadrática média renormalizada, ⟨ρ2⟩ren,

como resultado da implementação da condição de contorno mista, usamos as Eqs. (3.34)

e (3.56). Isto fornece

⟨ρ2⟩ren =
ℏρ0

32π2uz4
− ℏρ0

2π2u

∫ ∞

0

dα α3 cosh(2αz)− 1

3e2aα + 3
. (3.60)

A integral em α acima pode ser dividida em duas integrais. A primeira parte é dada por∫ ∞

0

dα
α3

3e2aα + 3
=

7π4

5760a4
=

7ζ(4)

64a4
, (3.61)

onde ζ(4) = π4

90
é a função zeta de Riemann. Por outro lado, a segunda integral pode ser

calculada como [109]∫ ∞

0

dα α3 cosh(2αz)

3e2aα + 3
=

∂3

∂z3

∫ ∞

0

dα
sinh(2αz)

8(3e2aα + 3)

=
∂3

∂z3

∞∑
n=0

∫ ∞

0

dα
1

8(3e2aα + 3)

(2αz)2n+1

(2n+ 1)!

=
1

16z4
− π4

96a4
cos(πz/a)

sin4(πz/a)
(cos2(πz/a) + 5), (3.62)

onde usamos a expansão em série de Taylor para a função hiperbólica sinh(x). Conse-

quentemente, resolvemos a integral na segunda linha primeiro, realizamos a soma em n

em seguida e extraímos as derivadas em relação a z. Finalmente, com as integrais nas

Eqs. (3.61) e (3.62), a �utuação da densidade quadrática média (3.60) é escrita como

⟨ρ2⟩ren =
ℏρ0π2

192ua4

{
7

60
+

cos(πz/a)

sin4(πz/a)
(cos2(πz/a) + 5)

}
. (3.63)

Na Fig. 3.2 traçamos a �utuação da densidade quadrática média adimensional para o caso

da condição de contorno mista dado acima, como uma função do parâmetro adimensional

z/a, onde um dos planos passa pelo ponto z = 0 e o outro o ponto z = a. Podemos ver

que a Eq. (3.63) diverge como 1/z4 próximo ao plano em z = 0 com Dirichlet e como
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Figura 3.2: Flutuação de densidade quadrática média renormalizada adimensional, (3.63),

como consequência de uma condição de contorno mista, em termos de z/a.

−1/(z − a)4 próximo ao plano em z = a com condições de contorno de Neumann. Isso é

evidente na Fig.3.2.

Vamos agora considerar a �utuação da densidade quadrática média para as condições

de contorno de Dirichlet e Neumann. Graças ao valor esperado de vácuo renormalizado

encontrado na Eq. (3.34) com a função de dois pontos na Eq. (3.58), chegamos ao

resultado �nal

⟨ρ2⟩ren = −ℏρ0π2

96ua4

[
1

15
± 3− 2 sin2(πz/a)

sin4(πz/a)

]
, (3.64)

onde, mais uma vez, os sinais de menos e mais estão associados às condições de contorno

de Dirichlet e Neumann, respectivamente. Como podemos ver, para o caso da condição de

contorno de Neumann, a �utuação da densidade quadrática média é sempre negativa, o

que está de acordo com o resultado em [64, 65]. No entanto, para a condição de contorno

de Dirichlet, o segundo termo é dominante e, como consequência, a �utuação da densidade

quadrática média é sempre positiva, consistente com o resultado para a mesma condição

de contorno em um plano. Traçamos na Fig.3.3 a �utuação de densidade quadrática

média adimensional (3.64) como uma função de z/a em ambos os casos de Dirichlet e

Neumann. Como no caso de condição mista, observamos que, a �utuação da densidade

média quadrática renormalizada diverge de acordo com 1/z4 no limite z → 0 e de acordo

com 1/(z− a)4 no limite z → a para o caso da condição de contorno de Dirichlet imposta

em ambos os planos. Por outro lado, considerando a condição de contorno de Neumann,
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Figura 3.3: Flutuação da densidade quadrática média renormalizada adimensional, (3.64),

em função de z/a.

a densidade quadrática média diverge com o sinal oposto em ambos os limites. Este

comportamento é mostrado na Fig. 3.3.

É interessante notar a transição de um valor positivo para um valor negativo na Fig. 3.3

para o caso da condição de contorno mista, onde a �utuação da densidade quadrática mé-

dia renormalizada diverge positivamente no plano sob condição de contorno de Dirichlet e

diverge negativamente no plano com condição de contorno de Neumann. Este comporta-

mento é consistente com o resultado mostrado na Fig. 3.2. Os resultados para condições

de contorno mistas e de Dirichlet encontrados, respectivamente, nas Eqs. (3.63) e (3.64)

no contexto de �utuações de vácuo quântico de fônons originados de �utuações de den-

sidade de líquidos, foram obtidos na Ref. [2]. O resultado em (3.64) para a �utuação

da densidade quadrática média sob a condição de contorno de Neumann foi previamente

estudado nas Refs. [64, 65]. Fica claro que o estudo de fônons representando excitações

quânticas do potencial de velocidade de um líquido clássico, representado por um campo

escalar real, uma vez submetido a condições de contorno como mista, Dirichlet e Neu-

mann, bem como a topologia não trivial de uma corda cósmica, produz uma �utuação da

densidade quadrática média renormalizada diferente de zero, análoga ao efeito Casimir

na teoria quântica de campos [7].

Foi então mostrado que, os parâmetros q e β na parte do espaço-tempo cônico, além

de obtermos valores não nulos para os observáveis, ambos tem o controle do tipo de
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interação proveniente do defeito, sendo possível obtermos resultados no qual a força é

atrativa ou repulsiva em analogia ao efeito Casimir eletromagnético. Da mesma forma

mostramos para a condições de contorno mista que é possível também controlarmos o

tipo de interação nela contida a partir da distancias das placas.
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Capítulo 4

Efeitos quânticos de �utuações térmicas

em um líquido clássico em um

espaço-tempo cônico com uma condição

quase-periódica

A introdução de correções de temperatura estudadas neste capítulo, visa generalizar

os resultados obtidos em [2], expostos no capítulo anterior 3, e complementar os obtidos

nas Refs. [64, 65] para a parte do estudo envolvendo fônons no espaço-tempo cônico da

cordas cósmica ou desclinação.

É importante destacar que neste capítulo, o parâmetro β será usado para denotar a

constante de Boltzmann, β = 1/kBT , assim como usado na literatura, e não mais o parâ-

metro para a condição de quase-periodicidade, o qual a partir de agora será representado

por b.

O presente capítulo seguirá a seguinte ordem. Na Sec.4.1 apresentamos o processo

de termalização calculando expressões analíticas fechadas e exatas para a função de Ha-

damard, bem como para a �utuação da densidade quadrática média do líquido, como

consequência da imposição de uma condição quase periódica no campo de fônons na es-

trutura cônica de uma corda cósmica (ou desclinação). Na Sec.4.2 calculamos e analisamos

a in�uência da temperatura nas densidades de energia do sistema, ou seja, densidade de

energia interna, densidade de energia livre e densidade de energia total. Em Sec.4.3 tam-
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bém calculamos a densidade de entropia e discutimos seu comportamento em função da

temperatura.

4.1 Flutuações térmicas na densidade quadrática mé-

dia

No Cap. 3, estudamos modi�cações nas �utuações quânticas do vácuo considerando

que os modos dos fônons se propagam no espaço-tempo efetivo da corda cósmica em (3+1)

dimensões sob uma condição de contorno quase periódica à temperatura zero. No entanto,

o efeito da temperatura pode ser signi�cativo em quantidades físicas. A temperatura

pode modi�car ou gerar fenômenos interessantes, principalmente no contexto de �uidos.

Aqui, abordaremos alguns dos aspectos físicos da temperatura �nita considerando um

dos sistemas físicos estudados em [2] à temperatura zero, mais especi�camente, o espaço-

tempo da corda cósmica com uma condição quase-periódica. A investigação aqui também

é válida para a desclinação.

Como nosso intuito é expandir os resultados do capítulo anterior, usaremos o mesmo

elemento de linha para uma corda cósmica efetiva ou espaço-tempo de desclinação em um

líquido, ou seja,

ds2 = gµνdx
µdxν = u2dt2 − dr2 − r2dφ2 − dz2, (4.1)

com r ≥ 0, φ ∈ [0, 2π/q] e t, z ∈ (−∞,+∞) onde q codi�ca a conicidade do espaço-tempo

e u a velocidade do som no líquido. Quando q = 1, não existirá estrutura cônica , e

recupera-se o espaço-tempo de Minkowski.

A solução da equação de Klein-Gordon sem massa em um espaço-tempo cônico com

condição quase-periódica permanece a mesma, e é escrita como [2]

ϕ(t, r, φ, z) = Ae−iωkteiνzeiq(n+b)φJq|n+b|(ηr), (4.2)

em que a condição quase-periódica é dada por

Φ(t, r, φ, z) = e−2πibΦ(t, r, φ+ 2π/q, z), (4.3)

com 0 ≤ b < 1. Observe que para b = 0 e b = 1/2 a condição (4.3) recupera as condições

periódicas e antiperiódicas amplamente conhecidas, respectivamente.
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O parâmetro A na solução acima é uma constante de normalização, ω2
k = u2(ν2+η2) é

a relação de dispersão, k = (n, η, ν) é o conjunto de números quânticos e Jµ(x) é a função

de Bessel de primeiro tipo. Na segunda forma quantizada, o operador de campo é escrito

como

ϕ̂(t, r, φ, z) =
∑
{k}

[
Akĉke

−i(ωkt−νz−q(n+b)φ) + A∗
kĉ

†
ke

i(ωkt−νz−q(n+b)φ)
]
Jq|n+b|(ηr), (4.4)

com a constante de normalização

|Ak| =

√
qu2ℏη

2(2π)2ρ0ωk

. (4.5)

O símbolo ∑
{k}

=

∫ ∞

−∞
dν

∫ ∞

0

dη

∞∑
n=−∞

, (4.6)

denota a soma sobre todos os números quânticos. Para estudar o comportamento da �u-

tuação da densidade em um cenário de temperatura �nita, calculamos a função térmica

de Hadamard, cujo construção e propriedades foram mostradas na Sec. 1.5, que é fun-

damental para obter os observáveis físicos associados ao sistema, ou seja, a �utuação da

densidade quadrática média, a densidade de energia livre, e a densidade de entropia.

Como visto anteriormente, a função térmica de Hadamard pode ser calculada usando

[6]

G(1)(x, x′) = Tr[ϱ̂(ϕ∗(x′)ϕ(x) + ϕ(x)ϕ∗(x′))], (4.7)

onde x ≡ (τ, r, φ, z) e ϱ̂ é a matriz densidade,

ϱ̂ = Z−1e−βĤ , (4.8)

com β = 1
kBT

e Ĥ é o operador hamiltoniano. A função de partição Z é descrita por

Z = Tr[e−βĤ ]. (4.9)

Como precisamos lidar com um campo escalar, a seguinte relação para os operadores de

criação e destruição será considerada

Tr[ϱ̂â+σ âσ′ ] =
δσσ′

eβℏωk − 1
, (4.10)

em que compatível com a estatística de Bose-Einstein.
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Substituindo o operador de campo (4.4) na Eq. (4.7) e considerando a relação em

(4.10), obtemos

G(1)(x, x′) =
∑
{k}

qu2ℏη
8π2ρ0ωk

ei[ν∆z+q(n+b)∆φ]Jq|n+b|(rη)Jq|n+b|(r
′η)

×
[(
e−iωk∆t + eiωk∆t

)
+ 2

(
e−iωk∆t + eiωk∆t

eβℏωk − 1

)]
. (4.11)

Deve-se notar que a função térmica de Hadamard acima1 pode ser dividida em duas partes

considerando os termos entre parênteses no lado direito de (4.11), ou seja,

G(1)(x, x′) = G
(1)
0 (x, x′) +G

(1)
T (x, x′). (4.12)

O primeiro termo no lado direito, refere-se à função de Hadamard à temperatura zero.

O segundo termo é a parte com temperatura diferente de zero da função térmica de

Hadamard. Como vemos, todo o efeito da temperatura está presente nesta última que é

a parte que nos interessa nesse capítulo, pois a parte não térmica já foi investigada em

3. Portanto, podemos nos concentrar na parte térmica da função de Hadamard de dois

pontos. Da Eq. (4.11), obtemos

G
(1)
T (x, x′) =

∑
{k}

qu2ℏη
4π2ρ0ωk

(e−iωk∆t + eiωk∆t)

eβℏωk − 1
ei[ν∆z+q(n+b)∆φ]Jq|n+b|(rη)Jq|n+b|(r

′η). (4.13)

Além disso, a Eq. (4.13) pode ser calculada usando a identidade

(ey − 1)−1 =
∞∑
j=1

e−jy. (4.14)

Então, fazendo a rotação de Wick i∆t = ∆τ , tomando a seguinte identidade

e−ωk(δ∆τ+βℏj)

ωk

=
2√
π

∫ ∞

0

dse−s2ω2
k−(δ∆τ+ℏβj)2/4s2 , (4.15)

1Note que para chegarmos ao resultado (4.11), foi considerado o caso minimamente acoplado para a

Eq. (2.5). Se tivéssemos considerado a constante de acoplamento ξ, teríamos uma dependência explicita

não só da temperatura T , mas também do parâmetro ξ. Nas refs. [110, 111] foi discutido uma relação

que limita os valores de ξ usando o coe�ciente de calor especi�co cv, bem como em [111] também de�ne

limites para esse mesmo parâmetro em relação ao parâmetro de desclinação q, mostrando em ambos os

casos não podemos tomar qualquer valor arbitrário para ξ.
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onde δ = ±1 refere-se a frequências positivas e negativas, e considerando a Eq. (2.14), é

possível colocar a função térmica de Hadamard (4.13) na forma

G
(1)
T (x, x′) =

qu2ℏ
4π2ρ0

eiqb∆φ

√
π

∑
δ=+,−

∞∑
j=1

∞∑
n=−∞

einq∆φ

∫ ∞

−∞
dνeiν∆z

∫ ∞

0

ds

s2
e
−(su)2ν2− ∆ζ2

4(su)2 Iq|n+b|(rr
′/2(su)2), (4.16)

onde ∆ζ2 = (δ∆τ+βℏj)2u2+r2+r′2. Finalmente, usando a fórmula de soma (2.18) (veja

também (A.10) na Ref. [102]) a soma no índice n pode ser realizada e, consequentemente,

a Eq. (4.16) torna-se

G
(1)
T (x, x′) =

uℏeiqb∆φ

4π2ρ0rr′

∑
δ=+,−

∞∑
j=1

{∑
n

eib(2πn−q∆φ) 1

σn

− q

2πi

∑
ℓ=+,−

ℓeiℓqbπ
∫ ∞

0

dy
1

σy

cosh[qy(1− b)]− cosh(qby)e−iq(ℓπ+∆φ)

cosh(qy)− cos[q(∆φ+ ℓπ)]

}
,

(4.17)

com

σn =
∆ζ2

rr′
+

∆z2

2rr′
− cos(2πn/q −∆φ),

σy =
∆ζ2

rr′
+

∆z2

2rr′
+ cosh y. (4.18)

Observe que a soma em n está restrita ao intervalo de�nido em (2.19) [2, 102]. Portanto,

o efeito da temperatura se encontra nas funções σn e σy através de ∆ζ de�nidos abaixo

da Eq. (4.16).

Por questão de complemento, podemos seguir um procedimento semelhante e encontrar

a parte de temperatura zero de (4.12), que é obtida como

G
(1)
0 (x, x′) =

quℏeiqb∆φ

8π2ρ0rr′

∑
δ=+,−

{
1

q

∑
n

eib(2πn−q∆φ) 1

σn

− 1

2πi

∑
ℓ=+,−

ℓeiℓqbπ
∫ ∞

0

dy
1

σy

cosh[qy(1− b)]− cosh(qby)e−iq(ℓπ+∆φ)

cosh(qy)− cos[q(∆φ+ ℓπ)]

}
.

(4.19)

A função de dois pontos a temperatura zero, representada pela Eq. (4.19) está de acordo

com o resultado encontrado no capítulo anterior e na Ref. [2], como esperado. Observe

que, considerando n = 0 na Eq. (4.19), obtemos a contribuição de Minkowski, como
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já feito anteriormente, e que deve ser subtraída no processo de renormalização por ser

divergente. Vale ressaltar que o processo de renormalização é responsável por remover o

termo divergente da expressão, que surge tomando o limite de coincidência x′ → x (para

o processo detalhado, veja [2]). No entanto, em contraste com a parte de temperatura

zero, o termo n = 0 na Eq. (4.17) não é divergente e pode dar uma contribuição relevante

para os observáveis físicos, como veremos na próxima seção.

Como encontramos a função térmica de Hadamard (4.17) em sua forma analítica,

agora podemos calcular os observáveis físicos relevantes da teoria. Isso é feito a partir de

agora.

4.1.1 Flutuação da densidade quadrática média

Tendo em mãos a função de Hadamard de dois pontos a temperatura �nita, podemos

calcular uma das quantidades físicas mais importantes no contexto das excitações quân-

ticas de um �uido clássico, a �utuação da densidade quadrática média, no espaço-tempo

cônico efetivo (4.1) impondo a condição quase periódica (4.3). É simples perceber que

devido à natureza linear do operador de densidade ρ̂ com os operadores de aniquilação ĉ e

criação ĉ†, o valor esperado de vácuo ⟨ρ̂⟩ desaparece [2]. Consequentemente, a densidade

quadrática média ⟨ρ̂2⟩ deve ser analisada, mas primeiro é conveniente reescrevê-la em ter-

mos da função térmica de Hadamard. Para calcular a �utuação da densidade quadrática

média, começamos considerando o produto

ρ̂(x)ρ̂(x′) =
ρ20
u4

∂2

∂t∂t′
[ϕ̂(x)ϕ̂(x′)]. (4.20)

A média do conjunto de um operador arbitrário Â submetido à temperatura T = (kBβ)
−1

é dada por [6]

⟨Â⟩β =
∑
i

ϱi⟨ψi|Â|ψi⟩ = Tr(ρ̂Â), (4.21)

onde ϱi = ⟨ψi|ϱ̂|ψi⟩, com ϱ̂ sendo a matriz de densidade descrita pela Eq. (4.8).

Portanto, fazendo o mesmo procedimento para a Eq. (4.20), vamos obter a densidade
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quadrática média à temperatura �nita que pode ser escrita como segue

⟨ρ̂(x)ρ̂(x′)⟩ =
ρ20
u4

∂2

∂t∂t′
1

2
G(1)(x, x′)

=
ρ20
u4

∂2

∂t∂t′
1

2

(
G

(1)
T (x, x′) +G

(1)
0 (x, x′)

)
= ⟨ρ̂(x)ρ̂(x′)⟩T + ⟨ρ̂(x)ρ̂(x′)⟩0. (4.22)

Como �zemos antes para a função de Hadamard de dois pontos, a densidade quadrática

média pode ser dividida em duas partes, as contribuições de temperatura zero e diferente

de zero. A parte de temperatura zero já foi calculada no capítulo anterior 3. Portanto,

vamos continuar nos concentrando na contribuição com temperatura diferente de zero.

Tomando o limite de coincidência x′ → x, podemos encontrar uma forma fechada para a

parte térmica da densidade quadrática média, ou seja,

⟨ρ2⟩T =
ρ20
u4

lim
x′→x

∂2

∂t∂t′
1

2
G

(1)
T (x, x′)

=
ℏρ0
π2u

∞∑
j=1

 3

(uβℏj)4
+

[q/2]∑
n=1

∗ 2 cos(2bπn) Fj(sn) −
q

π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)Fj(sy)

}
,

(4.23)

em que de�nimos sn = sin(πn/q), sy = cosh(y/2), M(y, b, q) dado por (2.29) e

Fj(s) =
3(uβℏj)2 − (2rs)2

[(uβℏj)2 + (2rs)2]3
. (4.24)

O parâmetro s deve ser substituído por sn para o segundo termo no lado direito de (4.23)

e sy para o terceiro termo. O primeiro termo do lado direito de (4.23) surge do somatório

ao considerarmos n = 0, que corresponde ao termo de radiação de corpo negro que surge

da contribuição de Minkowski a temperatura �nita, que como já mencionado, não diverge.

Realizando a soma em j neste termo, ela pode ser expressa como

⟨ρ2⟩radT =
π2ρ0

30ℏ3β4u5
. (4.25)

Podemos agora de�nir a contribuição térmica renormalizada para a �utuação da densidade

quadrática média como

⟨ρ2⟩renT = ⟨ρ2⟩T − ⟨ρ2⟩radT , (4.26)

onde a contribuição de Minkowski (4.25) é removida. Deste momento em diante, cada

componente térmico dito renormalizado, signi�ca que o termo de radiação correspondente

89



foi removido. Além de ser um procedimento geral remover a contribuição de Minkowski

para obter grandezas renormalizadas, no caso de expressões térmicas, também é necessário

fornecer o comportamento clássico correto em altas temperaturas para a densidade de

energia livre e densidade de entropia.

Observe que, tomando o limite β → ∞ (ou seja, T → 0), a parte térmica de (4.26)

se anula, o que signi�ca que a �utuação da densidade quadrática média é reduzida à

contribuição do vácuo a temperatura zero na Eq. (4.22), ou seja, ⟨ρ2⟩ → ⟨ρ2⟩0 como

esperado. A contribuição de temperatura zero é dada por

⟨ρ2⟩ren0 =
ρ20
u4

lim
x′→x

∂2

∂t∂t′
G(1)

reg(x, x
′)

= − ℏρ0
32π2ur4

2

[q/2]∑
n=1

∗ cos(2bπn)

sin4(πn/q)
− q

π

∫ ∞

0

dy
M(y, b, q)

cosh4(y/2)

 , (4.27)

onde G(1)
reg signi�ca G

(1)
0 sem a contribuição de Minkowski obtida por n = 0. Temos

ainda que esse resultado é o mesmo obtido anteriormente em (3.35), mantendo assim a

consistência da teoria com temperatura zero.

A soma em j presente na Eq. (4.23) pode ser realizado usando a fórmula de recorrência

∞∑
m=1

(3m2 − w2)

(m2 + w2)3
=

[
1− π3w3 coth(πw)csch2(πw)

]
2w4

. (4.28)

Portanto, a Eq. (4.26) passa a ser escrita de tal forma que nos leva ao seguinte resultado

⟨ρ2⟩renT =
ℏρ0

32π2r4u


[q/2]∑
n=1

∗ 2 cos(2bπn)F (sn) −
q

π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)F (sy)

}
, (4.29)

onde o parâmetro adimensional γ é de�nido como γ = r
ℏuβ e

F (s) =
∞∑
j=1

Fj(s) =
1

s4
[
1− (2πγs)3 coth (2πγs) csch2 (2πγs)

]
. (4.30)

Na Eq. (4.29), tanto a soma �nita em n quanto a integral sobre y só podem ser calculadas

adotando-se uma abordagem numérica. Observe que a �utuação da densidade quadrática

média é proporcional a r−4, o que signi�ca que diverge na corda, r → 0, e vai a zero

longe dela, no limite r → ∞. Para altas temperaturas, β ≪ 1, a função F (s) pode ser

aproximada por

F (s) ≈ 1

s4

[
1− 4(2πγs)3

e4πγs

]
. (4.31)
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Figura 4.1: Flutuação da densidade quadrática média para b = 0, 8 (painel esquerdo) e

q = 1 (painel direito) em função da temperatura.

Assim, a �utuação da densidade quadrática média vai para

⟨ρ2⟩renT→∞ ≈ ℏρ0
32π2r4u


[q/2]∑
n=1

∗ 2 cos(2bπn)

s4n
− q

π

∫ ∞

0

dy
M(y, b, q)

s4y

 . (4.32)

Deve-se notar que a densidade quadrática média acima é independente da temperatura

no limite de alta temperatura, T → ∞. Isso pode ser claramente observado nos grá�cos

da Fig.4.1. Por outro lado, os grá�cos também mostram que a Eq. (4.29) tende a zero

quando T → 0, como esperado.

Além disso, podemos considerar dois casos particulares importantes, a contribuição

do espaço-tempo de Minkowski submetido a condição de quase-periodicidade (q = 1) e o

caso de um espaço-tempo cônico apenas (b = 0). Para b = 0 a função M(y, b, q) se torna

M(y, 0, q) =
sin(πq)

cosh(qy)− cos(πq)
, (4.33)

e a expressão em (4.29) fornece apenas a contribuição do espaço-tempo cônico. Portanto,

neste caso, para q ∈ Z, é fácil ver que a contribuição integral na Eq. (4.29) é nulo, e

apenas o termo de soma permanece para q ≥ 2. Para q < 2, por outro lado, não há

contribuição de soma para a densidade quadrática média (4.29). Obviamente, no caso de

q = 1 (sem estrutura cônica) e b = 0, a �utuação da densidade quadrática média é zero.

Por outro lado, para q = 1, a única contribuição vem do espaço-tempo de Minkowski com

a condição de quase-periodicidade. Neste caso, temos M(y, b, 1), e a única parte não nula

da Eq. (4.29) está na integral sobre y. Esta análise permanece a mesma para todos os

outros observáveis obtidos abaixo.
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4.2 Energia interna, energia livre e energia total do sis-

tema

Outra grandeza física importante é a energia do sistema. Nesse sentido, a energia de

um líquido pode ser tomada como o valor esperado do vácuo do operador hamiltoniano

escrito em termos do operador de campo escalar sem massa ϕ̂ como [51]

Ĥ =

∫
d3x

[
1

2
v̂ · ρv̂ + ρ̂

u2

2ρ0
ρ̂

]
=

∫
d3x

1

2
ρ0

[
∇ϕ̂ · ∇ϕ̂+

1

u2
∂tϕ̂∂tϕ̂

]
. (4.34)

Como foi considerado um sistema composto por uma corda cósmica idealizada, teremos

então uma energia in�nita, como já dito no Cap. 2. No entanto, é possível de�nir o

operador de densidade hamiltoniano Ĥ como sendo o integrando da Eq. (4.34), ou seja,

Ĥ =
ρ0
2

[
∇ϕ̂ · ∇ϕ̂+

1

u2
∂tϕ̂∂tϕ̂

]
, (4.35)

onde o primeiro termo do lado direito está associado ao operador de densidade de energia

cinética e o segundo termo ao operador de densidade de energia interna [51, 64, 65]. O

valor médio do operador de densidade hamiltoniano pode ser então calculado, usando a

função Hadamard (4.11), da seguinte forma

⟨H⟩ = lim
x′→x

ρ0
2

[
∂i∂i′G

(1)(x, x′) +
1

u2
∂t∂t′G

(1)(x, x′)

]
, (4.36)

onde é preciso tomar o limite de coincidência x′ → x, após subtrair as contribuições

provenientes do espaço de Minkowski, e assim obtermos a densidade de energia total do

sistema. De forma análoga ao que foi feito anteriormente, a Eq. (4.36) pode ser dividida

em duas partes,

⟨H⟩ = ⟨H⟩T + ⟨H⟩0, (4.37)

representando a densidade de energia devido à presença de temperatura ⟨H⟩T , e a contri-

buição de temperatura zero ⟨H⟩0. A contribuição térmica ⟨H⟩T pode ser escrita como

⟨H⟩T = lim
x′→x

ρ0
2

[
1

u2
∂t∂t′ + ∂r∂r′ +

1

rr′
∂φ∂φ′ + ∂z∂z′

]
G

(1)
T (x, x′). (4.38)

Antes de proceder ao cálculo da energia total do sistema, vale a pena explorar as quantida-

des físicas relevantes atribuídas à energia interna, ou seja, a densidade de energia livre do
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�uido e a densidade de entropia do sistema a temperatura �nita. Também exploraremos o

impacto da condição de contorno e da topologia não trivial nas quantidades mencionadas

acima.

4.2.1 Densidades de energia interna e livre

A densidade de energia interna é identi�cada como sendo o segundo termo do lado

direito do operador hamiltoniano (3.44) [51, 64, 65], ou seja,

U = lim
x′→x

ρ0
u2
∂t∂t′

1

2
G(1)(x, x′) =

u2

ρ0
⟨ρ2⟩. (4.39)

Observe que na expressão acima há contribuições devido à densidade quadrática média

de temperatura zero (4.27) e sua correção térmica na Eq. (4.23). É fácil veri�car que a

contribuição da radiação do corpo negro em (4.23) para a energia interna acima concorda

com a discutida em [51]2, como deveria ser.

Note ainda que, conforme a energia interna possui o mesmo comportamento que a

densidade quadrática média, ela possui uma densidade de energia negativa. Isso pode ser

atribuído ao um fenômeno chamado subvácuo, que pode implicar em alguns fenômenos

exóticos que não serão explanados aqui, mas que podem ser encontrados em [112] e nas

referências nele contidas.

Uma vez que existe uma forma analítica para a densidade de energia interna, é pos-

sível calcular a densidade de energia livre associada ao sistema considerando a de�nição

termodinâmica

U = −T 2 ∂

∂T

(
F
T

)
, (4.40)

com F sendo a densidade de energia livre. Ao integrarmos a equação acima com relação

a temperatura, o resultado obtido nos dará uma densidade de energia livre que inclui um

termo independente da temperatura. Nesse sentido, escrevendo a expressão em termos

da �utuação da densidade quadrática média, temos

F = −T u
2

ρ0

∫
dT

1

T 2
⟨ρ2⟩ = −T u

2

ρ0

∫
dT

1

T 2
⟨ρ2⟩T +

u2

ρ0
⟨ρ2⟩0 + C, (4.41)

onde C é a constante de integração independente da temperatura. Mostraremos em breve

que a constante deve ser zero. Como nosso interesse está nos efeitos da temperatura

2Capítulo 22
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(primeiro termo no lado direito de (4.41)), a contribuição não térmica será descartada por

momento. Portanto, a densidade de energia livre térmica é dada por

FT =− ℏu
π2

∞∑
j=1

{
1

(uℏβj)4

+
γ4

r4

[q/2]∑
n=1

∗2 cos(2bπn)hj(sn)−
q

π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)hj(sy)

 , (4.42)

com

hj(s) =
1

(j2 + 4γ2s2)2
. (4.43)

Fazendo a soma em j, obtemos a seguinte forma para densidade de energia livre

FT =
ℏu
π2

− π4

90(uℏβ)4
− γ4

r4

[q/2]∑
n=1

∗2 cos(2bπn)h(sn)−
q

π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)h(sy)

 ,(4.44)

onde

h(s) =
∞∑
j=1

hj(s) =
1

32γ4s4
[
1− πγs

(
coth(2πγs) + 2πsγcsch2(2πγs)

)]
. (4.45)

No limite, T → 0, a densidade de energia livre térmica vai para zero, como esperado.

O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.44) é o termo de radiação de corpo negro

(contribuição térmica de Minkowski). Para a veri�cação de consistência, pode-se veri�car

que este termo coincide com o da Ref. [51] uma vez que é independente do limite e de

condições impostas ao sistema. O segundo e o terceiro termos da Eq. (4.44) surge da

condição de contorno quase periódica e espaço-tempo cônico. A densidade de energia

livre térmica renormalizada em função da temperatura para vários valores do parâmetro

de quase-periodicidade b e parâmetro de conicidade q é mostrada na Fig.4.2. Os grá�cos

também mostram que (4.44) vai para zero quando T → 0.

Vale ressaltar que, ao contrário do regime de baixa temperatura, que possui o mesmo

limite se comparado a densidade de energia interna, a densidade de energia livre apresenta

um comportamento linear no limite de alta temperatura. Para ver isso melhor, pode-se

tomar o limite assintótico das funções hiperbólicas na Eq. (4.44), que resulta em

F ren
T ≈ ℏuγ

32πr4

−
[q/2]∑
n=1

∗2
cos(2bπn)

s3n
+
q

π

∫ ∞

0

dy
M(y, b, q)

s3y

 , (4.46)
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Figura 4.2: Densidade de energia livre para b = 0, 8 (painel esquerdo) e q = 1 (painel

direito) em função da temperatura.

onde γ ∝ kBT . O comportamento linear proporcional a kBT , para a temperatura T alta

é previsto pela teoria clássica e só é recuperado se removermos a contribuição da radiação

de corpo negro de (4.44), no primeiro termo no lado direito. Isso é claramente mostrado

na Fig.4.2.

4.2.2 Densidade Total de Energia

Finalmente, vamos estudar a densidade de energia total de um líquido produzindo

vibrações na forma de ondas sonoras quantizadas. Como já mencionado, a densidade

de energia total é composta pela densidade de energia cinética e densidade de energia

interna, esta última dada pela Eq. (4.39). Assim, para obter a densidade de energia total

da Eq. (4.38), precisamos calcular a densidade de energia cinética dada pelos termos da

derivada espacial. As componentes r e z são facilmente obtidas pelo mesmo processo da

componente temporal. No entanto, para encontrar a componente φ, devemos seguir um

outro caminho e usar a Eq. (4.16) e, consequentemente, tomar as derivadas. Isto nos leva

em

lim
x′→x

∂φ∂φ′G
(1)
T (x, x′) = lim

φ′→φ

quℏ
2π2ρ0

eiqb∆φ

√
π

∑
δ=+,−

∞∑
j=1

∫ ∞

−∞
dνeiν∆z

∫ ∞

0

ds

s2
e
−(su)2ν2− ∆ζ2

4(su)2

∞∑
n=−∞

einq∆φq2(n+ b)2Iq|n+b|(rr
′/2(su)2). (4.47)
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Para prosseguir, vamos usar, no resultado acima, a relação de recorrência [28]

q2(n+ b)2Iq|n+b|(w) =

[
w2 d

2

dw2
+ w

d

dw
− w2

]
Iq|n+b|(w). (4.48)

Depois de empregar novamente a fórmula de soma (2.18) [2] para ∆φ = 0, podemos

simpli�car a Eq. (4.47). Logo, ao somarmos o resultado das três componentes espaciais,

descobrimos que a parte cinética assume a seguinte forma

lim
x′→x

ρ0
2
∇ · ∇′G(1)(x, x′) =

uℏ
π2ρ0

∞∑
j=1

{
3

uℏβj

+
γ4

r4

[q/2]∑
n=1

∗2 cos(2πbn)
[j2(3− 4s2n)− 2γ2(1− 6s2n) + 2γ2 cos(4πn

q
)]

(j2 + 4γ2s2n)
3

− q

π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)
[j2(3− 4s2y)− 2γ2(1− 6s2y) + 2γ2 cosh(2y)]

(j2 + 4γ2s2y)
3

]}
.

(4.49)

Finalmente, somando a densidade de energia interna (4.39) com a densidade de energia

cinética (4.49) a densidade de energia total é obtida como

⟨H⟩T =
2uℏ
π2

∞∑
j=1

{
3

(uℏjβ)4

+
γ4

r4

[q/2]∑
n=1

∗2 cos(2πbn)χj(sn)−
q

π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)χj(sy)

 , (4.50)

com

χj(s) =
[j2(3− 2s2) + 8γ2s4 − 4γ2s2]

[j2 + 4γ2s2]3
. (4.51)

Observe que negligenciamos a contribuição da temperatura zero na Eq. (4.50), uma vez

que nosso objetivo é estudar a in�uência da temperatura no sistema. Na expressão acima,

ao realizarmos a soma em j, somos levados ao seguinte resultado

⟨H⟩T =
π2

15(uℏ)3β4

+
2γ4uℏ
π2r4


[q/2]∑
n=1

∗2 cos(2πbn)χ(sn)−
q

π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)χ(sy)

 , (4.52)
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onde

χ(s) =
∞∑
j=1

χj(s)

=
1

32γ4

[
(1− 2s2)

s4
+
πγ

s
coth (2πγs)

+2π2γ2csch2 (2πγs)
(
1− 4πγ(1− s2)

s
coth (2πγs)

)]
. (4.53)

Por questão de complemento, também podemos exibir, seguindo os mesmos passos

acima, a contribuição da temperatura zero para a densidade de energia. Nesse caso dado

por

⟨H⟩0 = − uℏ
16π2r4


[q/2]∑
n

∗ 2 cos(2πbn)
[1− 2s2n]

s4n
− q

π

∫ ∞

0

M(y, b, q)
[1− 2s2y]

s4y

 . (4.54)

No contexto de líquidos, a densidade de energia total à temperatura zero submetido a

condição de quase-periodicidade na presença do espaço-tempo cônico foi calculado pri-

meiramente em [3]. Observe que a Eq. (4.54) é compatível com a densidade de energia

de um campo escalar quântico sem massa estudado no 2 (Ver Eq. (2.51)).

Para encontrar uma forma renormalizada para a densidade de energia total na Eq.

(4.52), devemos subtrair a contribuição da radiação do corpo negro no primeiro termo

do lado direito. Seu comportamento é mostrado na Fig.4.3. Semelhante à densidade de

energia livre, a densidade de energia total (4.52) torna-se linear em temperatura para T

grande, satisfazendo a previsão clássica.

Devemos agora discutir algumas considerações gerais sobre as energias calculadas aqui.

Todas elas são proporcionais a r−4 e consequentemente, próximos à origem, r → 0, diver-

gem. No entanto, para r → ∞ eles convergem para zero. Note também que, se comparado

com o efeito Casimir, o parâmetro b da condição de contorno quase-periódica pode con-

trolar o tipo de interação, ou seja, pode ser repulsiva (energia positiva), atrativa (energia

negativa), ou mesmo nula dependendo do valor do parâmetro q. Isso pode ser visto no

painel direito da Fig.4.3. O mesmo argumento também é válido para o parâmetro cônico

q, que �ca evidente no painel esquerdo da �gura.
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Figura 4.3: Densidade de energia total renormalizada para b = 0 (painel esquerdo) e

q = 1, 5 (painel direito) em função da temperatura.

4.3 Densidade de entropia

Outra importante grandeza termodinâmica a ser explorada é a entropia. Foi então

calculada a densidade de entropia tomando a derivada da densidade de energia livre dada

em (4.41), em relação à temperatura, na seguinte forma [113]

S =− ∂F
∂T

=
ℏu
π2

∞∑
j=1

{
4kB

(uℏj)4β3

+
4γ3kB
uℏr3

[q/2]∑
n=1

∗2 cos(2bπn)ηj(sn)−
q

π

∫ ∞

0

dyM(y, b, q)ηj(sy)

 , (4.55)

onde

ηj(s) =
j2

(j2 + 4γ2s2)3
, (4.56)

e consideramos a expressão (4.44) para a densidade de energia livre para obter a entropia.

Observe que a contribuição da temperatura zero para a densidade de energia livre não

contribui para a entropia. Além disso, para obter uma forma fechada para a densidade

de entropia, podemos realizar a soma em j usando a seguinte fórmula de recorrência

∞∑
j=1

ηj(s) =
1

128γ3s3
π
(
coth (2πγs) + 2πγs (1− 4πγs coth (2πγs)) csch2 (2πγs)

)
. (4.57)
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Isto ns resulta em

S =
2k4Bπ

2T 3

45u3ℏ3
+
kB
πr3


[q/2]∑
n=1

∗2 cos(2πbn)

32s3n
η(sn)−

q

π

∫ ∞

0

dy
M(y, b, q)

32s3y
η(sy)

 , (4.58)

com

η(s) =
(
coth (2πγs) + 2πγs (1− 4πγs coth (2πγs)) csch2 (2πγs)

)
. (4.59)

Observe que, substituindo a densidade de energia livre (4.41) e a densidade de entropia

(4.55) na transformada de Legendre F = U − TS, concluímos que a constante C na

densidade de energia livre total (4.41) deve ser nulo para obter a densidade de energia

interna total (4.39). A densidade de entropia renormalizada em função da temperatura
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Figura 4.4: Densidade de entropia para b = 0, 8 (painel esquerdo) e q = 1 (painel direito)

em função da temperatura.

para vários parâmetros cônicos e quase-periodicidade b e q, respectivamente, são mostra-

das na Fig.4.4. Esse resultado se deve às �utuações da densidade de energia do campo,

que caracterizam um efeito análogo ao efeito Casimir. Como pode ser visto nos grá�cos

presente na Fig.4.4, a densidade de entropia se anula quando T → 0, independente dos

valores dos parâmetros b e q. Este resultado é consistente com a terceira lei da termodi-

nâmica (teorema do calor de Nernst) [113, 114]. Por outro lado, em altas temperaturas,

a densidade de entropia (4.58) pode ser aproximada por

Sren ≈ kB
32πr3


[q/2]∑
n=1

∗2 cos(2πbn)

s3n
− q

π

∫ ∞

0

dy
M(y, b, q)

s3y

 , (4.60)

que é independente da temperatura, e está de acordo com o limite clássico. Os comporta-

mentos em baixas e altas temperaturas observadas aqui podem ser vistas nos grá�cos da
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Fig.4.4. Outro ponto a ser observado é que a densidade de entropia renormalizada, (4.58)

sem o termo de radiação, é proporcional a r−3. Portanto, converge para zero como r → ∞

e diverge como r → 0 para qualquer caso aqui apresentado. Embora o modelo de fônon

analógico tenha sido estudado em [2, 64, 65] em vários casos, este capítulo foi baseado no

artigo [3], o qual foi o primeiro a tratar o respectivo modelo em um espaço-tempo cônico

com condição de quase-periodicidade a temperatura �nita.

Por �m, a introdução da temperatura de fato foi bem sucedida, onde mostramos a

in�uência da temperatura na �utuação da densidade quadrática média, bem como cal-

culamos as densidades de energias e entropia em termos da temperatura. Uma vez que

obtida as quantidades termodinâmicas, foi também mostrado através de grá�cos e apro-

ximações nas expressões o fato de concordarem com os limites clássicos para todas as

quantidades aqui encontradas.
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Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Em se tratando de energia de vácuo quântico, também conhecida como efeito Casimir,

como foi apresentado ao decorrer da presente tese, se trata de uma energia relativamente

sensível a modi�cações no sistema, podendo assim existir uma alteração nessa energia ou

até mesmo surgimentos de observáveis físicos que antes seriam nulos, apenas pela inserção

de uma condição de contorno ou na presença de um espaço-tempo não trivial.

Seguindo essa ideia, consideramos inicialmente uma condição de contorno quase-periódica,

tendo como motivação a sua aplicação em nanotubos de carbono, sendo satisfeita por um

campo escalar carregado massivo cujos modos se propagam em espaço-tempo cônico de

(3+1) dimensões que pode ser tanto uma desclinação, onde o parâmetro cônico q pode

assumir qualquer valor acima de zero, ou uma corda cósmica com q ≥ 1. Sob essas condi-

ções, a equação de Klein-Gordon é resolvida para o campo escalar e a solução normalizada

(2.10) é mostrada como dependente de, q, e, β, o parâmetro que caracteriza a condição

quase-periódica (2.2). A solução normalizada é então usada para obter uma expressão

exata e analítica para a função de Wightman, tanto nos casos de campo escalar carregado

massivo quanto sem massa, ou seja, as Eqs. (2.20) e (2.26).

As expressões obtidas para a função de Wightman, nos forneceram os meios para

obter como observáveis físicos, a média quadrática do campo, o tensor energia-momento e

a densidade de corrente induzida, sendo calculados para valores diferentes de zero. Isso foi

claramente mostrado nas expressões (2.28) e (2.31) para o VEV do campo ao quadrado,

nas expressões (2.39) e (2.50) para o VEV do tensor energia-momento e nas expressões

(2.59) e (2.61) para a densidade de corrente induzida. Todas essas expressões foram
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obtidas nos casos de campo escalar massivo e sem massa e mostraram depender tanto dos

parâmetros cônicos quanto do quase-periodicidade q e β, respectivamente. As expressões

para a densidade de energia, ou seja, a componente 00 do tensor energia-momento e para

a densidade de corrente induzida também foram plotadas, em termos de mr e β, nas

Figs.2.2-2.5.

A modi�cação nas �utuações do vácuo quântico do campo escalar carregado, causadas

pela condição quase-periódica e pelo parâmetro cônico certamente faz a média dos obser-

váveis físicos analisados possuírem valores diferentes de zero. Veri�camos que no caso de

não haver condição quase-periódica, ou seja, β = 0, nossos resultados correspondem com

resultados anteriores encontrados na literatura. Notamos, no entanto, que neste caso a

densidade de corrente induzida é igual a zero, o que nos diz que o defeito cônico por si

só não induz corrente. Além disso, não há densidade de corrente induzida por um campo

escalar torcido, como observado nas Eqs. (2.59) e (2.58), e que podem ser veri�cadas facil-

mente pelos grá�cos em termos de β 2.4 para o caso do campo massivo e 2.5 para o campo

não massivo. Com relação aos VEV do campo ao quadrado e tensor energia-momento,

no caso do campo escalar torcido, os resultados aqui mostrados são consistentes com os

anteriores encontrados, por exemplo, nas Refs. [31, 105].

Portanto, considerando um cenário em que os modos de um campo escalar carregado

se propagam em um espaço-tempo cônico e são submetidos a uma condição não periódica,

os resultados relatados nas Refs. [31, 105] onde foram analisados o campo escalar torcido

e sem massa, foram aqui generalizados. Nossos resultados para os VEV's do campo ao

quadrado e tensor energia-momento, por outro lado, são obtidos no caso massivo de um

campo escalar carregado e dependem da fase β, que inclui todos os valores possíveis (não

apenas o caso do campo torcido). Além disso, também foi obtido uma densidade de

corrente induzida que no contexto do cenário proposto é nova. A densidade de corrente

induzida se dá como consequência da simetria obedecida pela ação (2.3) sob a condição

(2.2), de acordo com o teorema de Noether, mostrado aqui na Sec. 1.3. Além disso,

deve-se ressaltar novamente que a física associada à condição quase-periódica, utilizada

no cenário aqui proposta, tem ligação com a física dos nanotubos. Ou seja, a forma como

uma folha de carbono é cortada pode ser associada aos diferentes valores do ângulo de

fase no intervalo 0 ≤ β ≤ 1, e consequentemente a diferentes propriedades que possam

102



surgir.

Posteriormente, iniciamos o estudo para um modelo análogo de fônons, o qual foi in-

vestigado os efeitos em um líquido clássico devido à presença de condições de contorno

diversas e pela topologia não trivial de uma corda cósmica ideal na �utuação da den-

sidade quadrática média. Considerando o regime em que os comprimentos de onda são

muito maiores que a separação interatômica, assumimos que a relação de dispersão linear

de fônons é válida. Com isso, transformando as grandezas hidrodinâmicas clássicas em

operadores quantizados, esses escritos em termos da segunda quantização, bem como re-

lacionando a segunda quantização das �utuações de densidade ao potencial de velocidade

escalar, o problema se transforma na conhecida equação de Klein-Gordon para um campo

escalar sem massa com a velocidade da luz substituída pela velocidade do som. Neste

cenário, os fônons representam excitações quânticas de um campo escalar real sem massa

associado ao potencial de velocidade do líquido clássico.

Além disso, estudamos o campo de fônons quantizado na presença da topologia não tri-

vial de uma corda cósmica, bem como na presença de condições de contorno de Dirichlet,

Neumann e condições de contorno mistas no espaço-tempo Minkowski. No espaço-tempo

ideal de cordas cósmicas em (3+1) dimensões, com parâmetro cônico q > 0, também

consideramos os modos do fônon obedecendo a uma condição quase-periódica, caracteri-

zada pelo parâmetro β. O caso q = 1 nos leva aos resultados da ausência da estrutura

cônica. Sob as condições mencionadas acima, a equação de Klein-Gordon foi resolvida, e

a solução normalizada é mostrada em (3.23). A solução então foi usada para obter uma

expressão exata e analítica para a função de dois pontos, ou seja, a Eq. (3.30) corresponde

ao resultado do Cap.2.

As expressões fechadas para a função de dois pontos nos possibilitaram obter a �utua-

ção da densidade quadrática média renormalizada do líquido dada em (3.35). Veri�camos

que no caso de β = 0, nossos resultados concordam com resultados anteriores encontrados

na literatura [64, 65]. Além disso, também mostramos que a �utuação da densidade mé-

dia quadrática renormalizada difere de zero, mesmo na ausência do defeito cônico devido

à condição de quase-periodicidade. No entanto, quando q = 1 e β = 0, ele desaparece,

como esperado. Como é usual no espaço-tempo das cordas cósmicas, por ser ideal, a

�utuação da densidade quadrática média renormalizada diverge no defeito. Um grá�co
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adimensional da �utuação da densidade quadrática média renormalizada em termos do

parâmetro quase-periódico β é mostrado na Fig.3.1.

Adicionalmente, investigamos os modos de fônons obedecendo à condição de contorno

mista, e revisamos as condições de contorno de Dirichlet e Neumann, impostas a um e dois

planos paralelos no espaço-tempo de Minkowski referentes aos trabalhos [64, 65]. Encon-

tramos, então, uma forma analítica para as funções de dois pontos em cada caso, ou seja,

as Eqs. (3.56) e (3.58), bem como a �utuação da densidade quadrática média renormali-

zada nas Eqs. (3.63) e (3.64). Mostramos que as condições de contorno modi�cam essa

quantidade física, como esperado, uma vez que as excitações quânticas de fônons em um

líquido são análogas às da teoria quântica de campos na presença de placas paralelas com

as mesmas condições de contorno. Obteve-se que a �utuação da densidade quadrática mé-

dia renormalizada é sempre positiva para os planos com condição de contorno de Dirichlet

e negativa com condição de contorno de Neumann, independentemente dos parâmetros do

sistema. Porém, no caso de contorno misto, pode ser negativo ou positivo dependendo da

distância dos planos, caracterizado pelo parâmetro a. Isso é consistente porque a �utua-

ção da densidade quadrática média renormalizada é positiva quando se considera apenas

um plano com Dirichlet e negativa quando se considera apenas Neumann. Em todos esses

casos, a �utuação da densidade média quadrática renormalizada diverge nos planos. Isso

é mostrado nos grá�cos das Figs. 3.2 e 3.3.

Também investigamos a in�uência da temperatura em um dos casos anteriores. Nesse

ponto, foi escolhido o caso com a topologia não-trivial de (3+1) dimensões no espaço-

tempo cônico, com parâmetro de conicidade q > 0 em conjunto com a condição quase-

periódica, caracterizados pelo parâmetro b (nesse momento, b é o parâmetro que controla

a condição de quase-periodicidade) em um líquido clássico descrito por ondas sonoras

quantizadas. A in�uência da temperatura também foi investigada em grandezas físicas

relevantes, como a densidade quadrática média do líquido e as grandezas termodinâmicas,

densidade de energia livre, de energia interna e de entropia. Com a solução da equação

de Klein-Gordon dada em (4.4), a temperatura foi introduzida através função térmica de

Hadamard, Eq. (4.7), considerando as soluções de frequência positiva e negativa. Nas

condições mencionadas acima, as soluções foram empregadas para obter uma expressão

analítica para a função térmica de Hadamard (4.17), caracterizando a dependência ex-
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plícita da temperatura juntamente com uma contribuição independente da temperatura.

Além disso, mostramos que esta solução térmica desaparece no limite T → 0 como deve-

ria acontecer, levando aos resultados na ausência da temperatura apresentado no Cap. 3

[2]. Devido à forma analítica da função térmica de Hadamard, a �utuação da densidade

média quadrática foi obtida para o caso térmico (4.23). O comportamento da �utuação

da densidade quadrática média renormalizada foi mostrado na Fig.4.1 onde ela tende a

uma constante para T → ∞, conforme descrito pela Eq. (4.32).

Além disso, a relação direta entre a �utuação da densidade quadrática média e a densi-

dade de energia interna U foi apresentada na Eq. (4.39), mostrando que ambos são iguais,

exceto por uma constante multiplicativa, mostrando também que a densidade de energia

inerna pode se apresentar como subvácuo no sistema estudado. Tomando a Eq. (4.41),

uma expressão analítica para a densidade de energia livre foi encontrada. A análise da

parte renormalizada mostra que em altas temperaturas, ela é linear com relação à tempe-

ratura, correspondendo ao resultado da Fig.4.2. Isto é precisamente o que está previsto no

limite clássico. Vale ressaltar ainda que o termo de radiação de ambas as grandezas, repre-

sentando a contribuição de Minkowski, concorda com o resultado em [51]. Os resultados

obtidos também são consistentes com os de [74], onde os resultados são casos particulares

das expressões aqui apresentadas. Finalmente, a densidade de energia total foi obtida pela

soma da densidade de energia interna (4.39), encontrada anteriormente, com a densidade

de energia cinética dada em (4.49) fornecendo a Eq. (4.52). O comportamento da parte

renormalizada em função da temperatura pode ser visto na Fig 4.3. Assim, concluímos

que a densidade de energia total tem um comportamento semelhante se comparada com

a densidade de energia livre renormalizada, porém, com sinal contrário.

Por último, encontramos uma expressão fechada para a densidade de entropia, Eq.

(4.58), sendo uma das grandezas mais importantes da termodinâmica. Exploramos seu

limite assintótico T → 0, que vai a zero seguindo a terceira lei da termodinâmica. Em altas

temperaturas, a densidade de entropia (4.58) converge para uma constante, consistente

com o limite clássico. O comportamento da densidade de entropia com a temperatura

pode ser visto na Fig.4.4. Veri�camos também que quando T → 0, a parte térmica de

todos os observáveis físicos obtidos aqui se anula, restando apenas a contribuição não

térmica apresentada no Cap. 3 ([2]).
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Com relação às perspectivas futuras, o estudo de modelos com grafeno possui uma

gama de aplicações, em se tratando de modelos análogos de nanotubos Cap. 2. Podemos

trabalhar a questão da supercondutividade e transição de fase nesse modelo, além de suas

propriedades termodinâmicas, uma vez que se terá um sistema com temperatura �nita.

Para o efeito análogo ao Casimir em um sistema de fônons trabalhado no Cap. 3,

correções de temperatura para placas planas podem ser calculados em conjunto com

seus observáveis físicos de uma forma semelhante ao que foi feito no Cap. 4. Além

disso, também há a possibilidade de estudar propriedades de �uidos como viscosidade,

condutividade térmica caracterizado pelo transporte de calor e difusividade do sistema.
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