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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo da area de figuras geométricas pla-
nas, além disso, por meio de uma analise histoérica, sao apresentados registros das
primeiras civilizagoes que utilizavam o pensamento geométrico em seu cotidiano e
as contribui¢oes para o desenvolvimento do calculo de areas. O estudo das areas
de figuras planas é abordado de forma simplificada, onde sao apresentados formulas
e métodos para calcular a 4rea de diferentes figuras planas, tais como: retangulos,
triangulos e poligonos em geral. Também é abordada a &rea do circulo, incluindo
defini¢oes importantes e um método baseado no calculo de areas de poligonos em ge-
ral. E uma contribuicio para o entendimento e aplicacao da geometria na resolucio

de problemas praticos e uma visao historica sobre o desenvolvimento da geometria.

Palavras - chave: Geometria; Calculo de Area; Figuras Planas.



Abstract

This work aims to study the area of flat geometric figures, in addition, through
a historical analysis, records of the first civilizations that used geometric thinking
in their daily lives and the contributions to the development of area calculation are
presented. The study of the areas of flat figures is approached in a simplified way,
where formulas and methods are presented to calculate the area of different flat
figures, such as: rectangles, triangles and polygons in general. The area of the circle
is also covered, including important definitions and a method based on calculating
the areas of polygons in general. It is a contribution to the understanding and ap-
plication of geometry in solving practical problems and a historical overview of the

development of geometry.

Key words: Geometry; Area Calculation; Flat Figures.
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Introducao

A geometria é um ramo da matematica com uma historia milenar que desempe-
nha um papel fundamental no entendimento e na descricao das formas e estruturas
presentes na natureza. No ambito da geometria plana, a analise das areas de fi-
guras desempenha um papel central, proporcionando ferramentas essenciais para a
compreensao e quantificacao de espacos delimitados por linhas e curvas.

O pensamento geométrico tem sua origem nas civilizagoes antigas, onde as neces-
sidades praticas e a curiosidade intelectual levaram ao desenvolvimento de conceitos
fundamentais que formaram a base da geometria e consequentemente seu aprimora-
mento. Diversas culturas antigas contribuiram para o desenvolvimento dessas ideias,
cada uma delas deixando sua marca distintiva no campo da geometria.

Essas civilizacoes antigas lancaram as bases do pensamento geométrico, integrando-
o em suas praticas didrias. O legado de suas descobertas influenciou profundamente
o desenvolvimento da geometria, preparando o terreno para os avancos notaveis que
viriam nos séculos seguintes. O pensamento geométrico tornou-se uma ferramenta
essencial para entender o mundo e foi um precursor para o desenvolvimento da
matematica como disciplina.

O trabalho foi dividido em trés capitulos, sendo o primeiro dedicado a historia
por tras de como se iniciou o trabalho com o calculo de areas. O segundo capitulo
trata-se da apresentacao de formulas e métodos para o calculo de area de figuras
como retangulos, triangulos e poligonos em geral. Para finalizar, o terceiro capitulo
foi dedicado ao estudo da area do circulo, através de uma abordagem que envol-
veu algumas definicdoes importantes e um método baseado no calculo de areas de
poligonos em geral apresentado no capitulo dois.

O presente trabalho tem como objetivo o estudo do cédlculo de area de figuras

geométricas planas iniciando-se através de uma anélise historica e finalizando com a

viil



apresentacao de formulas e métodos para calcular a area de diferentes figuras planas.
Conclui-se entao que o calculo de area de figuras planas contribui de fato para um
melhor entendimento da geometria e da mateméatica, o que nos auxilia na resolugao

de diversos problemas praticos que encontramos no nosso dia a dia.

X



Capitulo 1

Um Pouco de Histoéria

1.1 Introducao

Neste capitulo traremos um relato dos primordios da geometria passando pelas
primeiras civilizagoes que utilizavam do pensamento geométrico e a utilizavam em
seu cotidiano e contaremos um pouco do desenvolvimento do célculo de areas de

figuras geométricas planas através do conhecimento desses povos.

1.2 Egito

Desde a antiguidade o homem ja estava em contato com a natureza e esta lhe
proporcionava a interacao com uma variedade de formas geométricas ao qual ele
j& podia realizar comparagoes entre suas formas e tamanhos de modo a conseguir
realizar modificagdes no ambiente em sua volta. Através desse conhecimento empi-
rico as pessoas dessa época conseguiam produzir ferramentas, construir moradias e
principalmente no melhoramento dos processos agricolas.

Os egipcios ja dispunham de conhecimentos relacionados as figuras geométricas
de modo que conseguiam resolver problemas relativos as suas construgoes, ao cultivo
da terra e também pela necessidade de remarcar as areas apds a cheia do Rio Nilo,
pois quando as aguas baixavam era necessario dividir as terras em lotes para a
realizacao do plantio. Esse fato pode explicar a origem da palavra Geometria, que

deriva de dois radicais gregos geo que significa terra e metrein ao qual significa
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medir, ou seja, significa a medida da terra.

Um exemplo pratico do uso dos conceitos geométricos no Egito esta na medicao
das terras apos o Rio Nilo baixar suas &guas, onde uma corda nao elastica com
nos igualmente espacados era esticada a partir de estacas fincadas no solo de modo
que em cada estaca ficasse um n6é. A primeira e a segunda estaca ficavam a uma
distancia de trés unidades e a terceira estaca ficava em um ponto de modo a obter

um triangulo cujos lados medissem 3, 4 e 5 unidades de comprimento (Assis et al,
2008).

Q0 N\

1° estaca

2° estaca

3° estaca

Figura 1.1: Divisao de lotes para o plantio.

Para os trabalhadores egipcios o ato de medir as terras necessitava de algum tipo
de conhecimento geométrico para a realizacao dessas tarefas. A geometria utilizada
por esses trabalhadores era proveniente da pratica e eram como um conjunto de
técnicas que se seguiam rigorosamente. Seus conhecimentos e aplicacao da geome-
tria contribuiram para o desenvolvimento de sua civilizacao e para a construcao de
algumas das estruturas mais iconicas da historia e que estao de pé até os dias atuais.

No Egito, registros iniciais tratando do calculo de areas de circulos, retangulos
e tridngulos ocorreram um pouco depois de 2600 a.C, na época da construcao da
Grande Piramide de Gizé, cuja estrutura grandiosa e sua base quadrada bastante
precisa, pressupoem-se uma grande pericia na arte de realizar medi¢oes (Junior,
2019, p.04).

Os egipcios ainda foram responsaveis pela criacao do Papiro de Rhind, que é um
documento desenvolvido por volta de 1800 a.C. Nele, encontram-se 85 problemas
tratando de diversos temas da matematica, o de niimero 50 traz uma grande contri-
buicao para o calculo da area de circulos, sendo também responséavel por apresentar

uma boa aproximacgao para o nimero 7, onde seu valor era de 3,160493.
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1.3 Babilonia

Os babilonios também deram grandes contribuicoes para a matematica especi-
almente em relacao aos sistemas de numeracao onde foi possivel simplificar calculos
e desenvolver métodos para a resolucao de problemas de equacoes quadraticas e ci-
bicas. Sua geometria nao era tao desenvolvida em relacao quando comparada com
a matemética numeérica, seus conhecimentos geométricos eram rudimentares.

Assim como no Egito a geometria na babilonia tinha como foco o calculo de com-
primentos, de areas e volumes. Seus conhecimentos buscavam sempre uma aplicacao
pratica. Com a capacidade de calcular areas de figuras geométricas simples como
quadrados e retangulos eles utilizavam desse entendimento para determinar &reas
que seriam utilizadas para plantacao e também para a construcao de moradias.

Com relacao a areas de figuras planas os babilonios possuiam um grande conhe-
cimento para calcular a area de triangulos, no entanto, seus métodos so se aplicavam
para casos especificos como triangulos retangulos e o triangulo isésceles. Segundo
Luchetta (2008) os babilonios também estavam familiarizados com regras para o
calculo da &rea de um trapézio retangulo, do volume de um paralelepipedo reto-
retangulo, do volume de um prisma reto de base trapezoidal, do perimetro de uma
circunferéncia, do volume de um tronco de cone e de um tronco de piramide qua-
drangular regular.

Seus conhecimentos eram bastante utilizados na construgao civil e na arquitetura
para projetar edificios, templos e canais de irrigagao. Vale salientar que os babilo-
nios tinham como limitacao uma nao formalizacao tedrica desses conhecimentos.
Seus célculos eram contextualizados em torno de situagoes dos campos agricola, da

construcao civil, militar e agricola.

1.4 Grécia

Apos a derrocada egipcia e babilonica a Grécia se tornou a civilizagao responsavel
por dé continuidade aos estudos relacionados a geometria, inaugurando assim uma
Geometria Moderna, onde ao contrario do que faziam as civilizacoes anteriores em
que o conhecimento matematico tinha um carater intuitivo e experimental agora a

matematica estava firmada no raciocinio légico dedutivo.
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Tales de Mileto (c. 640 - ¢. 550 a. C) teria sido o primeiro a estudar a geometria
na Grécia, além de ser considerado o primeiro fil6sofo da tradicao ocidental. Por
isso, ele é considerado o “pai da matematica”, segundo historiadores isso se deve pelo
fato de que Tales teria sido o primeiro a ir ao Egito e ter contato com o conhecimento

desenvolvido por aquela civilizacao.

R N

Figura 1.2: Tales de Mileto.

Apos Tales, temos Pitagoras de Samos (c. 570 - ¢. 495 a.C.) contribuiu forte-
mente para o desenvolvimento da matematica, especialmente para o crescimento da
geometria moderna, pois utilizava-se do método dedutivo onde as provas sao sempre
realizadas a partir de postulados que fundamentam a matemética. Um exemplo se
sua importancia é o estudo que descreve a relacao entre os lados de um triangulo

retangulo, que é conhecido até hoje como Teorema de Pitagoras.

Figura 1.3: Pitagoras.
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Os gregos ganharam um grande destaque no desenvolvimento da matemética
devido a sistematizagao desses conhecimentos, ao contrario do que ocorriam com os
egipcios e babilonios. Outro estudioso que se destacou nesse periodo foi Fuclides
que com sua obra “Os Elementos” a matemética chegou ao apice na Grécia cléssica,
além disso, essa obra de Euclides é considerada no campo da matematica a mais
brilhante de todos os tempos e também a que mais influenciou no desenvolvimento

da matemética (Junior, 2019).

Figura 1.4: Euclides de Alexandria (suposta imagem).

“Os Elementos” é uma obra composta por treze livros onde os primeiros quatro
livros tratam da geometria plana. Com isso pode-se observar que a geometria é
tratada com grande énfase, mas traz também conhecimentos da teoria dos niimeros
e dlgebra elementar. Com relagdo a geometria e ao célculo de areas a obra associa

esse conceito com a igualdade entre figuras (Guedes, 2013).

Figura 1.5: Primeira edicao de Sir Henry Billingsley em lingua inglesa dos “Elemen-
tos” de Euclides, de 1570.



Capitulo 2

Areas de Figuras Planas

2.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos o conceito de Areas, um dos topicos mais importan-
tes quando tratamos da geometria. Esse estudo sera realizado de forma simplificada
e tratard da area de algumas figuras planas, ou seja, de algumas regioes poligonais.

O conceito de area pode ser entendido como sendo a medida total de uma super-
ficie. Desse modo, significa trabalhar nao s6 com o contorno de determinada figura,

mas todo o espaco que essa figura ocupa dentro de um plano.

2.2 Alguns Conceitos Importantes

Definicao 2.1 Dados trés pontos A, B e C, sendo esses pontos ndao colineares, a

reunido dos segmentos de reta AB, BCeAC chama-se de triangulo ABC.

Figura 2.1: Triangulo ABC (DOLCE; POMPEO,2013).
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Definicao 2.2 A reuniao de todos os pontos localizados na fronteira do tridngulo e

também dentro do tridngulo denomina-se regiao triangular.

Figura 2.2: Regiao triangular ABC (DOLCE; POMPEO, 2013).

Definicao 2.3 Uma regiao poligonal € a reuniao de um nimero finito de regioes

triangulares nao-sobrepostas e que estao no mesmo plano.

Figura 2.3: Regiao Poligonal (FREZZA;DIAS, 2017).

Exemplo 2.1 Temos na figura abaixo a representacao de um poligono ABCDEFX,
ao qual podemos determinar sua area através de sua decomposicao em cinco regioes
triangulares para em seguida realizarmos a soma dessas areas triangulares.

Apos esse processo fica mais facil calcularmos a area desse poligono, pois basta

somarmos a area de cada triangulo para obtermos a area total do poligono, logo:
Area Poligono (ABCDEFX) = A;+ Ay+As+ A4+ As.
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E F
Ay
D
M“ X
&
1] A

Figura 2.4: Poligono ABCDEFX.

Observacao 1 Se analisarmos bem temos que uma regiao triangular é em suma

uma regiao poligonal, além disso, uma regiao poligonal pode conter buracos.

Figura 2.5: Regido Poligonal com Buracos (TOFFOLIL; SODRE, 2020).

Observacao 2 Uma regiao poligonal pode ser dividida em diversas regioes triangu-

lares e de formas diferentes.

Para darmos continuidade ao estudo da area de regides poligonais precisamos
relembrar algumas informacoes importantes.

Axioma 1. A area de uma regiao poligonal corresponde a um ndmero real
positivo, ou seja, um nimero maior que zero.

Axioma 2. Se dois triangulos sao congruentes as regioes por eles delimitadas
possuem a mesma area.

Axioma 3. Se uma regiao poligonal é a reuniao de duas ou mais regioes poligo-
nais nao-sobrepostas (nao tenham pontos interiores em comum), entao sua area é a

soma de todas essas regioes.
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Figura 2.6: Regido poligonal dividida em vérios triangulos (TOFOLLI; SODRE,
2020).

Axioma 4. A 4area de uma regiao quadrada de lado a é igual a a®.

2.3 Area do Retangulo

Teorema 1. A drea de um retangulo é o produto das medidas de sua base por
sua altura.
Demonstracao: Consideremos um retangulo com altura a, base b e area Apg,

onde vamos considerar os quadrados de lados a, b e a+0.

a b
a a? Ar a
b AR 2| b

a b

Figura 2.7: Retangulo (PESCO; ARNAUT; 2010).

Pelo Axioma 3 teremos que:

CLQ—FAR—FAR—}—Z)Z:(CL—I-Z))Q
a? 4+ 2A5 + 0% = a® + 2ab + V?

AR:CLb

9
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2.4 Area do Paralelogramo

Teorema 2. A drea de um paralelogramo € o produto do comprimento de um
dos seus lados pelo comprimento da altura relativa a este lado.

Demonstracao: Dado o paralelogramo ABCD vamos tragar dois segmentos
AE e AF perpendiculares a reta que contém o segmento CD, onde formaremos um
retangulo ABFE, cuja area ¢ igual AB.BF.

sl _ d

Figura 2.8: Paralelogramo (SANTOS; VIGLIONE; 2011).

Observando a figura podemos observar que pelo caso LAL de congruéncia de

triangulo, temos que os triangulos ADE e BCF sao congruentes, logo:

Aaep) = Ausce) + Abe)
Aaepy = Aaser) + Aper)

Aapep) = ABrE)

2.5 Area do Triangulo

Teorema 3. A drea de um tridngulo retingulo é a metade do produto de sua
base por sua altura.

Demonstracao: Dado o tridangulo retangulo e sua area seja A. vamos completar
esse triangulo de modo que tenhamos um retangulo UVWX como indica a figura

abaixo.

10
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Figura 2.9: Triangulo retangulo (WATANABE; MELLO, 1971).

Pelo caso de congruéncia LLL, os triangulos UVX e VWX sao congruentes e pelo
Axioma 2 temos que eles possuem a mesma area. Pelo Axioma 3, teremos que
a AUVWX) = 2(UVX) e pelo Teorema 2 temos que a A(UVWX) = ab, logo

teremos que:
AUVX) =42,

Observacao 3 A partir desse teorema € possivel obter a férmula para a drea de

qualquer tridngulo.

Teorema 4: A drea de um tridngulo € igual ¢ metade do produto de qualquer
de seus lados pela altura correspondente.

Demonstracao: Dado o triangulo ABC, onde b representa sua base e h sua
altura. A partir disso vamos construir um segundo tridngulo com o ponto D sobre
a reta paralela AB e passando pelo ponto C. Desse modo, os segmentos AB e CD

serao congruentes.

Figura 2.10: Area de um triangulo (FREZZA; DIAS, 2017).

11
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Com isso, temos o quadrilatero ABCD que como vimos anteriormente sua area é
A(ABCD) = b.h. Além disso, os triangulos ABC e BDC sao congruentes pelo caso
LLL e pelo Axioma 2, suas areas sao iguais, logo:

A(ABC) = A(BDC)
A(ABCD) = A(ABC) + A(BDC)

A(ABCD) = 2.A(ABC)

b.h = 2.A(ABC)
AmBm_fg

2.6 Area de um Poligono Qualquer

Nos topicos anteriores foram conhecidas as areas do quadrado, retangulo, para-
lelogramo e do tridangulo. Agora, com essas informacoes pode-se calcular a area de
qualquer poligono, basta dividirmos esse poligono em figuras que ja sabemos calcu-
lar suas devidas areas e utilizarmos do Axioma 3, ou seja, a area de um poligono
serd a soma das figuras ao qual o dividimos.

Teorema 5. A drea do trapézio € igual & metade do produto da altura pela soma
das medidas de suas bases.

Demonstragao: Dado o trapézio MNPQ em que sua base maior ¢ representada
por B e sua base menor representada por b e onde h é sua altura. Em seguida
vamos dividir esse trapézio em dois triangulos de modo que pelo Axioma 3 teremos
que AIMNPQ) = A(MNQ) + A(NPQ). Como ja sabemos calcular a area de um

triangulo teremos que:

12
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Figura 2.11: Trapézio MNPQ (FREZZA; DIAS, 2017).
Como conhecemos a area de um triangulo teremos que:

A(MNPQ) = A(MNQ) + A(NPQ)

AMNPQ) = BTh-i—%
A(MNPQ):B.h;Lb.h
A(MNPQ):@

Teorema 6. A drea do losango € igual a metade do produto das medidas de suas
diagonazis.

Demonstracao: Com o conhecimento do calculo de drea de um triangulo temos
o losango MNPQ), onde o dividimos em dois triangulos, MQP e MNP. Além disso,

a diagonal MP representa a base desses triangulos e sua altura sera d /2.

13
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e
>~

|

Figura 2.12: Losango MNPQ (FREZZA; DIAS, 2017).

D

Como os dois triangulos sao iguais temos que A(MNPQ) = A(MQP)+A(MNP),
logo:
A(MNPQ) = A(MQP)+ A(MNP)
D.4
AMQP)=A(MNP) = TQ

D¢ D4 9D
AMMNPQ)=—2+—2% = d

2 2 4
D
A(MNPQ):Td

Definicao 2.4 Um poligono que possui todos seus lados e todos os seus dngulos

iternos congruentes € chamado poligono reqular.

Definicao 2.5 O apdtema é o segmento de reta que liga o centro de um poligono

reqular ao ponto médio de um de seus lados.

Figura 2.13: Poligono regular inscrito, onde o ponto O é seu centro e o segmento a
¢ o apotema (MOREIRA).
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Teorema 7. A drea de um poligono reqular € igual a metade do produto de seu
apotema pelo seu perimetro.

Demonstracao: Dado o poligono regular de n lados, onde a corresponde o seu
apotema e s a medida de cada lado desse poligono. Ao tracarmos os segmentos OR,

OL,OT,... o poligono fica dividido em n triangulos congruentes.

Figura 2.14: Poligono regular de n lados (TOFFOLI; SODRE, 2020).

Como visto anteriormente a area de cada um desses triangulos ¢ A; = sa/2, logo
a area desse poligono sera:
Ap=nA =22
2
Lembrando que ns = P, ou seja, o perimetro desse poligono com n lados. Logo a

area desse poligono regular com n lados é

AP:?
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Capitulo 3

Area do Circulo

3.1 Introducao

Apesar do circulo nao ser uma regiao poligonal podemos utilizar os conhecimen-

tos desenvolvidos no capitulo anterior para o calculo de sua area.

3.2 Algumas definicoes importantes

Definicao 3.1 A Circunferéncia € o conjunto de pontos contidos em um plano que
estao localizadas a uma mesma distincia de um ponto fixo chamado centro da cir-

cunferéncia.

Definicao 3.2 Circulo ¢ o conjunto de todos os pontos de um plano cuja distdincia

ao seu centro é menor ou tgual ao seu raio.

Figura 3.1: Circunferéncia e Circulo.

16
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Na figura acima podemos observar visualmente a diferenca entre a circunferéncia
e o circulo, onde a circunferéncia estar representada pela linha azul escuro, enquanto
o circulo é toda a regiao representada pela cor azul claro. Lembrando que O é ponto

central da figura e r representa o raio.

Definicao 3.3 O numero w € obtido pela relacao entre o perimetro e o didmetro de

uma circunferéncia que possui 1 cm de didmetro.

<
2r

3.3 Area do Circulo

Definicao 3.4 O perimetro de uma circunferéncia corresponde ao valor limite dos
perimetros dos poligonos requlares inscritos de n lados da circunferéncia a medida

que o nimero de lados aumenta indefinidamente.

A figura abaixo mostra uma circunferéncia de comprimento C e duas opcoes
de poligonos regulares inscritos nela, uma com trés lados e outra com dez lados

respectivamente.

Figura 3.2: Poligono com 3 e 10 lados inscrito em uma circunferéncia respectiva-
mente (FREZZA; DIAS, 2017).

A partir da figura anterior pode-se observar que a medida que o namero de

lados do poligono aumenta o perimetro desse poligono se aproxima cada vez mais

17
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do comprimento da circunferéncia, além disso, o perimetro do poligono serd sempre

menor que o comprimento da circunferéncia.

Definicao 3.5 A drea de um circulo € o limite das dreas das regioes poligonais

wmscritas no circulo quando o niumero de lados aumenta indefinidamente.

Teorema 8. A drea de um circulo C e raio r dado por Ac = 7r?.

Demonstracao: Dado um poligono regular de n lados inscritos na circunferén-

cia de raio r. Nesse caso consideremos o r sendo igual ao ap6tema desse poligono.

Figura 3.3: Poligono regular de n lados circunscrito na circunferéncia (KILHIAN,
2009).

De acordo com o Teorema 7 temos que a area de um poligono regular de n lados

é dada por:

Como a area desse poligono se aproxima da area do circulo teremos que:

nsr
2
Repare que n cresce indiscriminadamente, desse modo o poligono de n lados se
confunde com o circulo circunscrito, logo podemos aplicar o limite nessa expressao.
nsr

n—oo 2

18
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C = lim ns (3.2)
n—oo
Temos ainda que:
C
= — 3.3
m= (3.3)

Substituindo a equacao 3.2 na equacao 3.3, teremos que:

7= lim =~ (3.4)

n—oo 21

Multiplicando a equacgao 3.1 por r para o numerador e o denominador, teremos

que:
2
. nsr 1 . nsr . ns
Acg = lim — x — = lim =7r? lim — (3.5)
n—00 r n—oo 2r n—oo 2r
ou seja:
ns

Ao =7r? lim —
n—oo 21

No entanto, como lim, ., 57 = 7, concluimos que:

AC’ = 7T7"2
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