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Resumo da Dissertacao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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INFLUENCIA DO RAIO, DA DISTANCIA E DO MOVIMENTO
ESTOCASTICO NO PROBLEMA DE PERSEGUICAO MULTIDIMENSIONAL

David Eloi dos Santos Bitencourt

Agosto,/2023
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Programa: Modelagem Matematica e Computacional

Este trabalho investiga a influéncia do raio, da distancia e do movimento esto-
castico no problema de perseguicao multidimensional. A partir de simulagoes de
Monte Carlo, um ponto com movimento deterministico e um objeto com movimento
aleatorio realizam saltos discretos ou suficientemente pequenos para simular o com-
portamento continuo. Utiliza-se ferramentas da inferéncia estatistica para analisar
os achados em relacao ao percentual de capturas, variavel aleatoria. Tais achados
indicam uma relagao diretamente proporcional entre o percentual de capturas e o
raio, bem como a distribuicao probabilistica dos saltos. Ademais, o crescimento da
distancia inicial entre o ponto e o objeto podem alterar o comportamento da variavel

aleatoria.
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INFLUENCE OF THE RADIUS, THE DISTANCE AND THE STOCHASTIC
MOVEMENT IN THE PURSUIT PROBLEM

David Eloi dos Santos Bitencourt

August /2023

Advisor: Sérgio de Carvalho Bezerra

Program: Computational Mathematical Modelling

This work investigates the influence of the radius, the distance and the stochastic
movement in the multidimensional pursuit problem. Using Monte Carlo simulation,
a point in deterministic motion and an object in random motion take steps that are
discrete or sufficiently small to simulate the continuous behavior. We utilize tools
from the statistical inference to analyze the findings relative to the percentage of
captures, random variable. These findings allow us to indicate that there is a directly
proportional relationship between the percentage of captures and the radius, as well
as the probabilistic distribution of the steps. Furthermore the increase of the initial
distance between the point and the object can alter the behavior of the random

variable.
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[ perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da espe-

[ ranca matematica e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca

[ matematica fixal

Xvi

83



[4.65 Resultados do caso discreto tridimensional para » = 2 com o ponto

[ perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da espe-

| ranca matematica e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca

| Tica Tl

[4.66 Resultados do caso discreto tridimensional para » = 0,5 com o ponto

[ perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da espe-

| ranca matematica e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca

| Tica Tl

[4.67 Resultados do caso discreto tridimensional para r = 1 com o ponto

| perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da espe-

[ ranca matematica e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca

| matematica fixal

[4.68 Resultados do caso discreto tridimensional para r = 2 com o ponto

[ perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da espe-

[ ranca matematica e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca

[ matematica fixal
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacao investiga a influéncia do raio, da distancia e do movimento
estocastico no problema de persegui¢cao multidimensional. Utilizamos simulagoes
de Monte Carlo de um ponto com movimento deterministico e um objeto com
movimento aleatério que realizam saltos discretos ou suficientemente pequenos para
simular o comportamento continuo.

Ha& registros de problemas de perseguicao com abordagem matematica que datam
dos séculos XV e XVI, momento da passagem da Idade Média para a Idade
Moderna. A figura [I.I] mostra problema proposto por Leonardo da Vinci que
consistia em encontrar o ponto de interseccao e a curva de perseguicao da trajetoria
de um gato que sempre esta na dire¢ao de um rato em trajetoria retilinea, na qual
se movem em velocidades constantes arbitrarias e distintas (GUHA e BISWAS [3]).

Figura 1.1: Rascunho do problema definido por Da Vinci feito por GUHA e BISWAS
[3].

Da Vinci era um universalista, transitava entre diversas dreas do conhecimento, en-
tre elas a matematica. Essa formulagao é reflexo da mudancga de pensamento que

¢ a marca do Renascimento, contexto no qual os cientistas buscavam construir o



conhecimento a partir da observacao da natureza e mobilizando o empirismo. Nesse
periodo, o racionalismo greco-romano foi retomado para explicar o mundo e os seus
fenomenos.

Um problema similar apresentado na figura teve a solucao publicada por Pierre
Bouguer em 1732, refere-se a perseguicao de uma embarcagao mercante em rota re-
tilinea por um navio pirata que traga uma rota curvilinea com tangente em dire¢ao
ao objeto perseguido. Assim como no problema anterior, o que determina a captura
¢ apenas a velocidade de ambos (AZEVEDO e PELLUSO [1]).

O problema mencionado respondeu as necessidades dos estrategistas daquele pe-
riodo. A pirataria preocupava as nagoes e mercadores da época, uma vez que amea-
gava o comércio maritimo, principal ramo da economia mundial. A navegagao possi-
bilitava o intercambio comercial entre os continentes, pelo mar eram transportados
produtos valiosos e o custo do transporte era alto, assim fazia-se necessario combater

a pratica de apresamento e saques dos navios mercantes (GUHA e BISWAS [3]).
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Figura 1.2: Rascunho do problema definido por Bouguer e desenhado em AZEVEDO
e PELLUSO [1] com posigao do navio mercante (x,V,,t) e navio pirata (x,y) no
instante t>0 no qual a captura depende de suas velocidades.

Posteriormente, Frank Chorlton e Warren Colman apresentaram solucoes para o pro-
blema mencionado utilizando referencial relativo, considerando possivel inclinagao
a do caminho do objeto perseguido, e absoluto respectivamente (GUHA e BISWAS
131).

MUNGAN [5] soluciona o problema utilizando derivadas no tempo, velocidade e
aceleracao, e vetores com foco no significado fisico do problema. Além de propor,
conforme ilustrado na figura|l.3] que ao invés da perseguicao ser feita por um navio,
seja feita por um missil, o que abarca possiveis aplicagoes militares e para jogos
digitais. O autor é professor da Academia Naval dos Estados Unidos, seu traba-
lho foi publicado durante as guerras no Oriente Médio que marcaram o inicio do

século XXI. O modelo proposto comporta o avango tecnolégico daquele momento e



os possiveis usos da tecnologia. Se nos modelos de Da Vinci e Bouguer o objetivo
era entender sob quais circunstancias um objeto seria capturado, em MUNGAN [5]
o objetivo é atingir um alvo.

MUNGAN [5] apresenta também aplicagoes militares a exemplo da estimativa da
posicao do objeto perseguido para captura ou mira; em jogos para evitar que a presa
alcance um local seguro; no movimento dos animais, por exemplo o deslocamento
de uma aranha em sua teia; e na analise matematica como a tractriz, curva com a

tangente em direcao ao plano horizontal que pode representar uma perseguicao.
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Figura 1.3: A imagem com elementos descritos em lingua inglesa retrata a trajetoria
do missil e do navio de guerra. MUNGAN [5]

AZEVEDO e PELLUSO [1] abordam na figura o problema de Bouguer supondo
as embarcagoes como naves espaciais em uma abordagem relativistica, ou seja, con-
sidera que, conforme a teoria da relatividade de Einstein, a informacao, seja visual,
na forma de onda eletromagnética, ou sonora, na forma de onda mecanica, viaja
em velocidade finita e, por consequente, envolve o conceito de tempo retardado. No
trabalho mencionado, é possivel observar que as descobertas cientificas fomentam

um novo olhar sobre os problemas de perseguicao.
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Figura 1.4: AZEVEDO e PELLUSO [I] mostram que no tempo (¢ — ¢,), no qual
ocorre o reconhecimento da espaconave mercante pelos piratas, o primeiro corpo
muda de posicao.



Estes estudos utilizam a matematica e ramos da ciéncia para solucionar modelos
do mundo fisico e responder aos questionamentos do seu tempo. Neles, os corpos
realizam movimentos deterministicos, isto ¢, dadas as velocidades, suas trajetorias
podem ser determinadas assim como seu ponto de intersec¢ao. Quando o movimento
de um dos objetos é aleatério, tornar-se necessario pesquisar, formular e utilizar no-
vas abordagens matemaéticas.

GOMES [2] em sua dissertacao estuda o movimento estocéstico de um circulo que
persegue um ponto com trajetéria retilinea deterministica conforme descrito na fi-

gura |1.5] através de simulagao computacional e de métodos de otimizagcao.

o 2 4 6 8

Figura 1.5: Circulo com movimento aleatério perseguindo ponto com movimento
deterministico, ambos a direita. GOMES [2]

Neste trabalho, a partir da abordagem do problema de perseguicao proposto por
GOMES [2], sao formulados modelos de uma a trés dimensoes com coordenadas
cartesianas que se dividem em dois casos. No primeiro, o ponto é perseguido por
um objeto com movimento estocastico; no segundo, o ponto tenta capturar o objeto
com seus movimentos condicionados ao comportamento aleatério do objeto. Utili-
zamos ferramentas da inferéncia estatistica para analisar os resultados em relagao

ao percentual de capturas, variavel aleatoria estudada.

1.1 Objetivos

Neste trabalho temos cinco objetivos principais:
e Formular resultados para o problema de perseguicao em trés dimensoes.

e Investigar a influéncia de diferentes distribui¢des de probabilidade, com varia-
¢ao do respectivo valor esperado em cada eixo do plano cartesiano, em relacao
ao comportamento do percentual de capturas, variavel aleatéria considerada,

no caso bidimensional.

e Estabelecer relagao entre o raio da circunferéncia/esfera, a distancia inicial



entre o objeto e o ponto e do movimento aleatorio, esperanca matemética e va-

ridncia, em relagdo a variavel aleatéria para os modelos uni/bi/tridimensional.

e Analisar a tentativa de captura do ponto com movimentos deterministicos

condicionados ao objeto com movimento aleatoério.

e Comparar os resultados obtidos através de saltos discretos com os obtidos com
saltos suficientemente pequenos para simular uma dindmica de persegui¢ao em

movimento continuo.

1.2 Justificativa

Outras abordagens supracitadas foram feitas sobre o problema de perseguigao. Den-
tre as perspectivas exploradas, temos a perseguicao de objetos em movimento deter-
ministico, a abordagem relativistica e adigao de um objeto com movimento aleatério.
O presente estudo considera outras dimensoes do problema abordado por GOMES
[2] como o problema de perseguicao em trés dimensoes; em duas dimensoes, con-
siderando o movimento definido por uma distribuicao de probabilidade diferente
em cada dimensao, mostra-se o comportamento da variavel aleatoria, percentual de
capturas, em relacao a variagao do valor esperado através de superficies; o ponto
perseguir o objeto; é feita a simulacao com diferentes distribui¢oes de probabilidade
para o movimento do objeto; quanto aos saltos é feita a anélise entre o modelo dis-
creto e o que se assemelha ao continuo; a variagao da distancia inicial, fundamental
para a captura nos primeiros passos, entre outros.

O problema de perseguicao terd como abordagem a influéncia do raio, da distancia
inicial e do movimento aleatério no percentual de capturas em diferentes cenarios.
Essa abordagem busca entender a interferéncia de cada elemento no comportamento
da variavel aleatoria, percentual de capturas. Utilizamos probabilidade e ferramen-
tas matematicas para criar diferentes modelos para o problema, usamos a linguagem
de programacao R para executar as simulagoes de Monte Carlo e inferéncia estatis-

tica para analisar os achados.

1.3 Estrutura do trabalho

e Capitulo 2: Revisao bibliogréfica, levantamento dos fundamentos teéricos do
problema de perseguicao estudado, sua estocasticidade e relacao com o pro-

blema de perseguigao.

e Capitulo 3: Método proposto, descricao do modelo proposto e das ferramentas

matematicas e computacionais utilizadas para estuda-lo.



e Capitulo 4: Resultados e discussoes, evidéncias obtidas a partir da simulacao

computacional.

e Capitulo 5: Conclusoes sobre os resultados.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

O problema de perseguigao é abordado a partir do trabalho proposto por GOMES [2]
considerando diferentes distribui¢oes de probabilidade e valores de raio, de distancia
inicial e de esperanca mateméatica para o movimento estocastico e analisado através
de ferramentas da inferéncia estatistica. Outro modelo estudado é com o ponto com

saltos deterministicos tentando capturar o objeto com movimento aleatorio.

2.1 Distribuicoes de probabilidade

O circulo/esfera tem movimento pseudo-aleatério em cada coordenada que segue
uma distribui¢do uniforme, normal, Poisson ou exponencial. A simulacao é feita
para diferentes valores esperados e varidncias para observar o comportamento da

variavel aleatoria, percentual de capturas.

2.1.1 Distribuicao uniforme

O intervalo/circulo/esfera salta em cada eixo no intervalo de a, limite inferior até
b, limite superior da fun¢ao densidade de probabilidade (f.d.p.). A f.d.p. de uma

variavel aleatoria X com distribui¢do uniforme no intervalo [a, b] é:

b%, a<x<b
flz)=4""

) (2.1)
0, r<aoux>b

O valor esperado para o movimento do objeto no eixo horizontal é dado abaixo, para
os demais eixos os resultados sao andlogos.
b
B(X) = ;“. (2.2)
A esperanga matemética de X é o ponto médio do intervalo [a,b] (ROSS [@]). A

varidncia do movimento estocastico X é:



(2.3)

e o desvio padrao de X:

Dp(X) = ~—=. (2.4)

2.1.2 Distribuicao normal

O circulo/esfera se move no intervalo de menos infinito, limite inferior, até mais
infinito, limite superior da fungdo densidade de probabilidade (f.d.p.). A f.d.p. de
2

uma variavel aleatoria X com distribuicao normal com parametros p e o° é:

Fla, 1, \2) = a\}% exp (—% (”3 - “>2>. (2.5)

O valor esperado no eixo horizontal ¢ dado abaixo, para os demais eixos os resultados

sao analogos. Entao o valor esperado de X movimento aleatorio ¢ dado por:
E(X) = p, (2.6)
sendo a variancia da variavel aleatoria X, com distribuicao normal:
Var(X) = o? (2.7)
e o desvio padrao de X:

Dp(X) =o. (2.8)

2.1.3 Distribuicao Poisson

O circulo/esfera se move no conjunto 0,1,2,3.... A funcdo massa de probabilidade

(f.m.p.) de uma variavel X com distribuigao Poisson e parametro A > 0 é:

e AN

z!

f(xv)‘) =

O valor esperado no eixo horizontal é dado abaixo, para os demais eixos os resul-

. (2.9)

tados sao analogos. Entao a esperanca matemaética da variavel aleatoria X com
distribuicao Poisson é:
E(X) =\ (2.10)

Para a variancia da variavel aleatoria X com distribui¢ao Poisson temos:

Var(X) =\ (2.11)



e o desvio padrao de X é:
Dp(X) = V. (2.12)

2.1.4 Distribuicao exponencial

O circulo/esfera se move no intervalo de 0, limite inferior até oo é o limite superior
da fungao densidade de probabilidade (f.d.p.). A f.d.p. de uma variavel aleatoria X

com distribui¢ao exponencial de parametro A > 0 é:

fz) = e . (2.13)

O valor esperado no eixo horizontal é dado abaixo, para os demais eixos os resultados

sao analogos. Entao o valor esperado de X com distribuicao exponencial é:

1
E(X) = T (2.14)
Com a variancia de X com distribuicao exponencial:
1
Var(X) = e (2.15)
e o desvio padrao de X dado por:
1
Dp(X) = 1 (2.16)

2.2 Discretizacao do continuo

O modelo discreto considera saltos do objeto com valores aleatorios em cada eixo do
plano cartesiano. Esses saltos geram uma incerteza quanto ao ocorrido no trajeto,
ou seja, se houve ou nao captura. Neste estudo consideramos que nao ha variagao

no caminho entre duas posicoes, pois o objeto salta em trajetoria retilinea.
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Figura 2.1: Captura aproximada no enésimo passo. P, representa a posi¢ao do ponto
no enésimo passo, C,,_1 representa o objeto na posicao anterior e C,, na posicao atual.

Se o paralelogramo (caso bidimensional, conforme a figura , ou o prisma (caso
tridimensional), cujas extremidades sdo definidas pelo raio e o centro do objeto,
circulo ou esfera, na posicao atual e anterior, envolve o ponto, ele foi capturado.
Outro modelo foi elaborado para investigar o que ocorre nessa trajetéria, no qual o
tamanho do salto do ponto e o valor esperado do salto do objeto é discretizado em
valores 10 vezes menores de forma que a incerteza quanto a captura seja menor a
cada passo. Ou seja, aumenta a chance do objeto envolver o ponto em vez da captura
ser estimada pelo trajeto. Este modelo evidenciou uma alteragao no comportamento
do percentual de capturas e maximizou seus resultados.

O segundo modelo simula o comportamento do mundo real, continuo, em que, assim
como no primeiro, discreto, a diferenca entre o tamanho do salto do objeto e o
tamanho salto do ponto é sua velocidade relativa. Se calcularmos os quocientes
entre o tamanho do salto do ponto e os valores esperados do tamanho do salto do

objeto, obteremos as mesmas taxas para os modelos discreto e continuo.

2.3 Abordagem de Cadeia de Markov

Uma cadeia de Markov é um processo onde sequéncias ®,,,n € N que evoluem alea-
toriamente no tempo tem a memoria de sua trajetéria passada somente no seu valor
mais recente (MEYN e TWEEDIE [4]). H&4 uma generalizagdo quando o que ocorre
no instante seguinte depende de um numero fixo de instantes passados.

No problema de perseguicao abordado, o instante seguinte depende de um niimero
aleatorio de instantes passados. Para o caso unidimensional temos um ponto na

posicao = d com d > 0 perseguido por um intervalo de comprimento 2r cen-
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trado na origem (r < d), sendo a posi¢do x = (d;,dy) ou x = (dg,dy.d,) e
0 <r < /di+d;oul <r < ,/d2+d;+d2 para os casos bi/tridimensionais
respectivamente. Considera-se a perseguicao e a captura como estados, sendo que a
transi¢ao para o sucesso ocorre quando o intervalo/circulo/esfera tangencia, envolve
ou salta através do ponto. Consideraremos apenas o caso unidimensional para a
abordagem abaixo.

Podemos definir o evento de ndo captura até o enésimo passo (A,):

i
An:<Vi,¢:1,...,n\ZXj<is+d), (2.17)
j=1
sendo X; o tamanho do j-ésimo salto do intervalo, d a distancia inicial e s o tamanho
de cada salto do ponto. E o evento de captura até o enésimo instante como seu

complementar (AL):

A,E_(3¢,¢_1,...,n|Zijis+d>. (2.18)

Jj=1

Podemos definir o evento de nao captura no enésimo passo:

B, = (En:Xj <ns —|—d>, (2.19)

J=1

e seu complementar:
n
Bt = (Z X; > ns+ d) . (2.20)
j=1
A ocorréncia do evento A, é condi¢ao necessaria e suficiente para os eventos B;

ocorrer para todos os i =1,...,n.
A, =N" B, (2.21)

Sendo assim a ocorréncia de A¢ é condicao necesséaria e suficiente para a realiza-
¢ao de pelo menos um evento Bf com ¢ = 1,...,n. Se olharmos para os eventos
complementares, temos:

A = UL, BE. (2.22)

O modelo proposto, para n dimensoes, tem dois estados 0 e 1 descritos no grafo
abaixo, onde o estado 0 representa que a perseguicao continua para o instante se-
guinte e o estado 1 representa que a perseguicao e captura ja foi bem sucedida.
A chance de estando no estado 0 no instante n — 1 e permanecer no estado 0 no

instante seguinte é representada pelo valor ¢, cujo valor depende dos anteriores.

11



O estado 0 é transiente, ou seja, o estado 1 uma vez acessado a probabilidade de

retorno ¢ 0. O estado 1 de captura é absorvente, o sistema permanece neste estado

O

Figura 2.2: Grafo da representacao da cadeia de Markov.

com probabilidade 1.

O grafo da figura pode ser representado a cada passo pela matriz de probabi-

lidade estocastica dada na equacgao [2.23 na qual, assim como no modelo acima, ¢,

]_ _
P, = (q” q”) . (2.23)
0 1

A quantidade ¢,, para o caso unidimensional, representa a probabilidade de nao

depende de todos os passos,

captura no enésimo passo, que implica na nao captura em todos os eventos anteriores,

ou seja, ocorréncia do evento A,,.

n:P<ZXj<is+dVi,i:1,...,n>, (2.24)

j=1
Podemos dividir o somatoério da equa(;éo m pelo nimero de passos (i), para i

T X — E(X). Vamos supor que E(X) < s,

suficientemente grande temos que
podemos analisar o que ocorre com a probablhdade da equagao|2.19, evento B,, para

um namero de passos n suficientemente grande:

P(Zn:Xj<ns+d]E(X)<s>, (2.25)

J=1

divindindo ambos os lados da desigualdade por n, a probabilidade de nao captura
somente no enésimo passo, dado que F(X) < s, temos, com probabilidade 1 vai

existir ng, tal que para todo n > ng:
¢
P(ZJ—1< +—|E( ) < >=1, (2.26)
n

esse resultado é consequéncia da lei dos grandes ntimeros, ou seja, com probabilidade
1 a partir de um certo ng nao teremos captura. Consequentemente a probabilidade
de captura, evento complementar, para n suficientemente grande nesse caso tende a

0, ou seja, a captura nao ocorre para n suficientemente grande, todavia pode ocorrer

12



nos passos anteriores.
A partir da definicao do evento complementar ao de nao captura até o enésimo

instante (AEL) temos entao 1 — ¢, com probabilidade definida como:
1—qn:P<3¢,z':1,...,n\Zijz'erd). (2.27)
j=1

Essa probabilidade da equagao [2.24] também pode ser expressa usando a equagao
temos que P(A,,) pode ser escrita em termos da probabilidade da intersec¢ao

dos eventos B;, que representam a nao captura no i-ésimo passo.

P (ij <is+dVii= 1n> = P(A,) =P(BiN..NB,).  (2.28)

J=1

E possivel representar a probabilidade de interseccao dos eventos usando a definicdo

de probabilidade condicional:

No qual é introduzido a nocao de recursividade dentro do modelo estudado em

relagdo ao estado anterior, como em uma Cadeia de Markov.

dn—-1 = P(B1 N..N Bn—l)- (230)

O que permite a reescrita da equacao [2.29| obtida pelo teorema.

onde a substituicao da definicao da variavel aleatoria explicita a recursividade do

modelo estudado.

A partir dessa expressao, os ¢,’s sao valores limitados por 1 nao crescentes, e por-
tanto convergem para um valor fixo q. Temos duas situagoes, se ¢ = 0 dado qualquer
e > 0, existe ng tal que para todo n € N e n > ng, ¢, < €. Na outra situagao ¢ > 0

podemos tomar os limites na equagao [2.34}

lim g, = lim P(B,|BiN..NBy1)¢n-1, (2.33)

n——+00 n—-+00
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e simplificar g. Assim obtemos a partir da equacao [2.34;

lim P(B, | BiN..NBy_1)=1. (2.34)

n——+o0o

Também ¢é possivel pela definicao de probabilidade condicional reescrever a proba-

bilidade de intersec¢ao como:
P(BiN..NB,) =P(B,)P(BiN..NB,_1]| By). (2.35)

Portanto, demonstra-se na equagao [2.34] para o problema de persegui¢ao a formu-
lagdo de MEYN e TWEEDIE [4] em relagao a memoria de eventos passados estar

apenas na posicao atual.

2.4 Estimador do valor esperado do salto do objeto

O ponto na segao anterior evade do objeto com movimento deterministico, todavia
foi formulada outra situagao na qual o ponto persegue o objeto, conforme veremos
adiante.

No capitulo anterior foram apresentadas aplicagoes militares do problema de per-
seguicao abordadas por MUNGAN [5] e o conceito de tempo retardado abordado
por AZEVEDO e PELLUSO [I]. Dessa forma, elaboramos uma segunda situagao
de perseguicao na qual um objeto com movimento estocéastico foge do ponto com
movimento deterministico. Nessa situagao ¢ investigado se a média aritmética do
tamanho dos saltos do intervalo/circulo/esfera seria um parametro suficiente para
determinar os saltos do ponto e capturar o objeto.

A média amostral é o estimador pelo método dos momentos do valor esperado nas
distribui¢oes uniforme, normal, Poisson e exponencial. Optamos por utilizar a mé-
dia amostral enquanto estimador do valor esperado e aplicamos o conceito de tempo
retardado, ou seja, no passo atual nao utilizamos para o calculo do tamanho do salto
do ponto o valor do ultimo salto do objeto. Estimamos o valor esperado do salto do

objeto pela média aritmética de seus passos, do primeiro até o pentltimo.
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Capitulo 3
Método Proposto

A simulacao foi realizada com diferentes raios, distancias iniciais e esperangas ma-
tematicas do movimento estocastico para investigar a influéncia destes na variavel

aleatoria, percentual de capturas.

3.1 Definicao de captura

Sendo a ocorréncia do evento BEL, evento de captura no enésimo passo, condicao
suficiente para ocorréncia do evento AEL, evento de captura até o enésimo passo,
entao analisaremos em quais circunstancias o evento AEL ocorre com probabilidade
unitaria. Analogamente o evento B, evento de nao captura no enésimo passo, é
condi¢@o necessaria para ocorréncia de A,,, evento de nao captura dado que ela nao
ocorreu anteriormente, portanto analisaremos em quais circunstancias o evento AEL
nao ocorre com probabilidade unitaria.

A captura e sua probabilidade de ocorréncia sao definidas abaixo para cada caso.

3.1.1 Caso unidimensional

A probabilidade do evento de ndo captura até o enésimo passo (4,) é dada pela
probabilidade do evento complementar de captura, ou seja, nos quais o ponto tan-

genciaria, seria envolvido pelo intervalo ou seria ultrapassado pelo mesmo.
P(A)=1-P (Ag). (3.1)

A captura depende da posicao atual da extremidade a direita do intervalo em relagao
ao ponto. Entao, segundo GOMES [2], essa posigao pode ser determinada pela soma
dos movimentos aleatérios. Sendo r o raio, X,, a distancia do salto do centro do

intervalo no énesimo passo, d a distancia inicial e s o tamanho do salto do ponto,
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temos que
P(BE):P(X1+X2+...+anns+d). (3.2)

Podemos dividir ambos os lados da desigualdade por n.

X4 Xo 4o+ X d
P(BE):P( it e >s+—>. (3.3)

n n

Supondo que E(X) > s, para n suficientemente grande 21Xt s B( X)) entdo
temos que pela lei dos grandes ntimeros que, com probabilidade 1, ocorre captura.
A probabilidade de captura, evento A%, de acordo com GOMES [2]| para um valor

esperado maior que o do salto do ponto com n suficientemente grande tende a 1.

3.1.2 Caso bidimensional

Para o caso bidimensional utiliza-se a simulacao com as coordenadas x e y no R?
representadas no plano cartesiano com as distribuicoes apresentadas na se¢ao ante-
rior, inclusive associando distribui¢oes diferentes em cada eixo do plano.

A captura pode ocorrer quando o circulo envolve ou tangencia o ponto, o que de-

pende da relacao dada por:
(zp, — Xc,)* + (yp, — Ye,)? <12, (3.4)

onde xp, e yp, representam as coordenadas do ponto no plano no enésimo salto

deterministico e X¢, e Y, do énesimo salto aleatorio do centro do circulo.

0 05 1 15 2 25 3 BN 45 5 55 5 65N 7 75

Figura 3.1: Circulo ultrapassa o ponto no plano bidimensional

A captura também pode ocorrer quando o circulo ultrapassa o ponto, estando este

entre a posigao anterior e a atual, dependendo das condigoes descritas na figura [3.1}
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Os circulos C,, e C,,_1 representam a posi¢cao no énesimo salto e o anterior respecti-
vamente, sendo C,, o circulo com coordenadas (X¢,, Yo, ) € o circulo C),—1 é definido
analogamente. Uma reta [ é tragada no plano perpassando os centros dos circulos.

Entao a distancia entre a reta [ e o ponto é dada por:

laxp, + byp, + |

no qual a, b e ¢ sao constantes da equagao geral da reta I, ax + by + ¢ = 0.

dpy = (3.5)

Sao tracadas retas perpendiculares a esta, [, e [, 1, passando pelos centros dos
respectivos circulos. O codigo entao avalia que houve captura se duas condigoes
forem atendidas, caso o ponto P com coordenadas (xp,,yp,) esteja entre I, e l,,_1,

e se a distancia entre o ponto e a reta [ ¢ menor ou igual ao raio r, escrito como:
r>dp;. (3.6)

Nesse caso o movimento tem dois graus de liberdade e é possivel a nao captura
quando o circulo nao ultrapassa o ponto ou r < dp;, com uma das condigoes satis-

feitas temos a probabilidade de nao captura:
P(A)=1-P (Ag). (3.7)

Sendo ] o evento de captura no qual o circulo tangencia ou envolve o ponto, sua

probabilidade é dada por:
P(Cy)=P3n| (zp, — Xc,)? + (yp, — Ye,)* < 12). (3.8)

Se ajp bln,1 e

n—17

., sao constantes da equacgao geral da reta l,_1, € a;,, b, € ¢,
sao constantes da equacao da reta [,, entao a probabilidade do centro do circulo
ultrapassar o ponto no énesimo passo, evento U,, é dada pela probabilidade de
que substituindo as coordenadas do ponto nas retas perpendiculares a reta [, suas

equagoes resultem em valores que situem o ponto entre essas retas:

Assim, se Cy é o evento no qual a captura é estimada dado que o centro do circulo
ultrapassou o ponto e considerando que o centro do circulo realizou um movimento
retilineo no salto, calcula-se a distancia entre a reta definida pelos centros da posicao
atual e anterior do circulo e o ponto para verificar se a distancia desta ao ponto

é inferior ou igual ao raio, ou seja, se no trajeto retilineo o circulo envolveu ou
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tangenciou o ponto.
P(Cy)=P(3n|r>dp,NU,). (3.10)

Entao a probabilidade de captura é dada pela probabilidade da uniao dos eventos
Cl (§] 022
P(AY) = P(Cy) + P(Cy) — P(Cy N Cy). (3.11)

Captura por sobreposi¢ao no caso bidimensional

A captura por sobreposi¢ao (C) no caso bidimensional pode ocorrer quando o circulo

envolve ou tangencia o ponto, o que depende da relacao dada por:

3 n | (xpn - ch)2 + (ypn - ch)2 S r2’ (312)
Sendo d, a distancia inicial no eixo = e d, no eixo y, podemos definir o evento de
captura (C1,):

2

i 2 i
Cli =d1 ’ (dz—Fil‘p—ZXCj) + <dy+iyp—ZYCj> §T2 . (313)
j=1 j=1

Para avaliar a importancia do raio no caso bidimensional, podemos considerar o
caso com r = (), no qual a captura ocorrerd quando o centro do objeto e o ponto se

sobrepuserem. Isso ocorre quando as expressoes dentro dos parénteses forem nulas,

ou seja: .
d, +ivp =»_ Xc, (3.14)
j=1
e .
dy+iyp =Y Y. (3.15)
j=1

A probabilidade de captura nesse caso seria a probabilidade dessas expressoes serem
satisfeitas, o que para distribui¢oes continuas, como as utilizadas nesse trabalho com

excecao da Poisson, é nula.

P(OL) =P <E|Z | (dx+i$p = chj> N <dy—|-iyp = iYCJ’>> =0. (316)

Jj=1 J=1

Analisando a inequacao do evento de captura definido na equagao[3.13] divindo todos
23:1 XC]' ;

. S = =1 YC o
os termos por 2, sendo X = eY = %, substituindo os termos, temos:

d, T\ 2 d T\ 2 2
(7+$p—X) +(7y+yp—Y> S%- (3.17)

]
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Para quando d, = d, = 0, temos:

7,2

(zp — X)) + (yp - V) < o (3.18)

Considerando em R o tamanho do salto do ponto (z,,y,) como (f, it,) obtemos:

N

> 2 S 2

(X =)+ (Y —py)” < = (3.19)
Para ¢ suficientemente grande a variancia da amostra se aproxima da variancia da
populagao. Pelo Teorema de Cochran ¢ . ()_( — ux)z ~o. xiel. (l_/ — ,uy)2 ~

2 2 S indo:
o, - Xi, substituindo: )

r
o2 xXi+o, . X< rE (3.20)
Caso 0% = 07 = 0, temos:

2

o . x5 <

% (3.21)

O evento de captura no énesimo passo descrito pela inequagao [3.21] pode ser estudado
pelo lema de Borel-Cantelli, ou seja, caso os eventos (BE) sejam independentes e a
soma das probabilidades dos eventos mencionados divirja para infinito, podemos
afirmar que a captura ocorreré infinitas vezes.

A probabilidade de ocorréncia do evento (BE) no caso bidimensional ¢ dada pela

funcao distribuicao acumulada, analisamos para o raio unitario e variancia unitaria:

() GY G e

Entao realizamos a soma infinita na plataforma Wolfram Alpha:

ZP(X<> Zy<2 2) 00 (3.23)

Também ¢é possivel demonstrar integrando a funcao densidade de probabilidade da

qui-quadrado para 2 graus de liberdade:
X

(1 sree) -2 () =5 2)

1 1

0o (3.24)

Tentamos utilizar o lema de Borel-Cantelli para estudar o evento de captura (BY),
mas como a série divergiu e nao conseguimos garantir a independéncia, o resultado

nao pode ser afirmado. A inequacao pode ser reescrita considerando que d, =
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d, = d como feito nas simulagoes, desenvolvendo o produto notavel e fatorando:

> - > 2
d zp—X+yp—Y\ (X—aptyp-Y) 2
b < —. 3.25
(z’ + 2 + 4 — 272 ( )
Considerando novamente que o objeto e o ponto estao na mesma dire¢ao e sentido
com a mesma velocidade, ou seja, zp = E[X] e yp = E[Y] e que X — E[X]
e Y — E[Y]. O que tornaria a segunda parcela a esquerda da inequacdo nao

negativa, suficientemente pequena, portanto podemos considerar que dado € > 0,
(X*Herﬂy*Y)z

suficientemente pequeno, existe iy tal que para todo i > iy temos € > 1

Entao teriamos:

dpa—X4p—-Y\" _ (d pa—X+p—-Y\ 2
(—+“ iy ) g(—,+” Ty )—l—e< i (3.26)

7 2 7 2

Entao temos a inequagao:

! 2

d p,—X — Y\’ 2
( e =Xty ) <5 (3.27)
]

Captura estimada no caso bidimensional

Sendo a probabilidade de captura estimando o trajeto apos o salto dada na equacao
podemos analisar sua distribui¢do de probabilidade. A captura (C3) no caso
bidimensional pode ocorrer quando o circulo ultrapassa o ponto, estando este entre
a posicao anterior e a atual, dependendo das condi¢oes descritas na figura|3.1] para
isto o prisma cujas bases tem centro na posicao atual e anterior do circulo envolve
ou tangencia o ponto.

Dadas as inequacoes:

(a’lnxpn + blnypn + cln) S O S (alnflxpn + blnflypn + Clnfl) (328>

|a/'rPn + bypn —I— C|
va?+ b2 ‘

—1 -1
Temos que a = =Yg, , b= X¢, e c = Z?:l X, Z?zl Yo, — Z?Zl Xe, - E?Zl Yo,
Todavia do problema unidimensional concluimos que o objeto tem maior probabili-

T Z dp,l == (329)

dade de ultrapassar o ponto quando o valor esperado do objeto é maior que o salto
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deterministico do ponto, caso ambos tenham a mesma direcao e sentido.

r>dp = :

V(Yo + (Xe, )

(3.30)
Podemos simplificar considerando que o ponto salta na direcao z = y, portanto
xp, =yp, = C e colocando n em evidéncia.

n

)(ch—YC")OJFn((X—&>Y/—X(Y/—Y&)>‘

n n

V(Yo + (X, )

r>dp; = (3.31)

O denominador da equacao segue uma distribuicao qui-quadrado nao central, na
primeira parcela do numerador ha uma diferenca de variaveis normalmente distribui-
das que segue uma distribuicao normal e na segunda parcela temos duas subtragoes

em parénteses internos que analogamente seguem distribuicao normal, todavia o seu

produto:
_ _\ 2 _ 2

CXe\ o ()Y (X )y

X—-——|Y = — 3.32

< n) 2 2 ( )
© 2 2

o ey (X)) (K0

XY ——)= — 3.33

( n) 2 2 ( )

segue distribuicao qui-quadrado nao central, assim como sua diferenga. Entao temos
a razao de uma variavel com distribui¢cao normal por uma qui-quadrado nao central

mais a razao de uma qui-quadrado nao central por uma qui-quadrado nao central.

3.1.3 Caso tridimensional

No caso tridimensional utiliza-se a simulagao com as coordenadas x, y € z no espaco
euclidiano R? de forma anéloga.

A captura pode ocorrer quando a esfera envolve o ponto, o que depende da relagao
dada pela desigualdade em relacao a formula da esfera:

(xp, — Xc,)? + (yp, — Ye,)* + (2p, — Zc,)* <72, (3.34)

onde zp,, yp, € zp, representam as coordenadas do ponto e X¢,, Yo, € Z¢, do

centro da esfera.
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Figura 3.2: Circulo ultrapassa o ponto no plano tridimensional

Ou quando a esfera ultrapassa o ponto, estando este entre a posigao anterior e a
atual, com distancia entre a reta imaginaria [ que liga o centro da esfera no énesimo
salto a posicao do centro no salto anterior inferior ao raio como ilustrado na figura
0.2l

Dado um ponto () qualquer da reta [, nesse caso () é a coordenada do centro da esfera
na posicao anterior (X¢, ., Yo, |, Zc,_, ), € 7 o vetor diretor dado pela posicao atual
Yo.—Ye. 1, Ze.—Ze. ). Entao PO 6o

vetor dado pela posigao anterior da esfera em relagao ao ponto (X¢, , —xp,, Yo, , —

da esfera em relagao a anterior (X¢, —X¢

n—17?

yPn? chfl - an)'
A distancia do ponto P a reta [ é dada pelo quociente da norma do produto vetorial

entre 1@ e 7 pela norma de 7:

73 <7
dpy = T
V]

(3.35)

Sendo que o ponto P deve estar entre os planos o que contém o ponto C,_1 e 8 que
contém (', ambos perpendiculares ao vetor diretor.

Dado um ponto qualquer Ps do plano § com coordenadas (x,y, z). De acordo com
SANTOS [7] a equagao do plano § é dada igualando o produto escalar dos vetores

a zero, sendo C), as coordenadas do centro da esfera no n-ésimo passo, entao temos:
—
CoPy-V =0, (3.36)

para o plano o com ponto P, qualquer com coordenadas (z,y,z2), a equacdo do
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plano « é analogamente dada por:
PR
CoiPl-V =0 (3.37)

Nesse caso o movimento tem trés graus de liberdade e também é possivel a nao
captura quando a esfera ultrapassa o ponto e » < dp;. A Probabilidade do evento

de nao captura é:
P(A)=1-P (A,E), (3.38)

sendo a probabilidade de captura para quando a esfera tangencia ou envolve o ponto

dada por:
P(C) =P (3 n|(zp, — Xc,)* + (yp, — Yo,)> + (zp, — Zc,)? < 17). (3.39)

Dado que P, e Ps tem coordenadas (zp,,yp,,2p,). A probabilidade do centro da

esfera ultrapassar o ponto P no énesimo salto, evento U, é:
PU,) =P (CnP,B .V <0<C P 7), (3.40)

logo a probabilidade de captura dado que o centro da esfera ultrapassou o ponto P e
a distancia deste a reta [ que passa pelo centro da posigao atual e anterior da esfera

definem um caso de captura analogamente ao caso bidimensional como:
P(Cy) =P(3n|r>dp | Uy). (3.41)
Entao a probabilidade da uniao define a probabilidade da captura como:
P (A[;) — P(C)) + P(Cy) — P(C1 N Cy). (3.42)

Portanto para n dimensoes a captura dependeria da posicao de cada uma das novas

coordenadas do centro e do raio.

Captura por sobreposicao no caso tridimensional

Sendo as probabilidades de captura para o caso tridimensional anélogas, temos a

adicao de uma terceira coordenada:
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Se d, ¢ a distancia inicial no eixo z, d,, é no eixo y e d, ¢ no eixo z, entao o evento
de captura tridimensional no i-ésimo passo (C1,) é dado por:

. 2 ) 2 ) 2
Ji | (dz+iwp—Zch> +(dy+in—Zch) +<dz+iZP—Zch) <r?

j=1 j=1 j=1

(3.44)
Para avaliar a importancia do raio no caso tridimensional, analogamente ao caso
bidimensional consideraramos o caso com r = 0, no qual a captura ocorre quando

as expressoes dentro dos parénteses forem nulas, ou seja:

d, +irp = Xc,, (3.45)
j=1
dy+iyp = Y, (3.46)
j=1
e .
d. +izp = Zc,. (3.47)
j=1

Assim como no caso bidimensional a probabilidade dessas expressoes serem satisfei-

tas é nula.
P(3i||detizp=) Xo |N|dy+iyp=> Yo, |n|detizp=> Zc, | |=0.
j=1 j=1 j=1
(3.48)
Analisando a inequagao do evento de captura definido na equagao [3.44] divindo
_ o Xo - Yo - L Zc.
todos os termos por i2, sendo X = @, Y = @ e 7 = %C],

substituindo os termos, temos:

d B 2 d _ 2 d _ 2 2
<7w+xp_x) —|—<7y+yp—Y) +(TZ+ZP—Z> <. (3.49)

]

<

N

Para quando d, = d, = d, = 0, temos:

7,2

(vp = X) + (g = V)" + (2p = 2)" < . (3.50)

Considerando em R (xp — )_()2 = ()_( — xp)Q, (yp — }7)2 = (}7 — yp)2, (zp — 2)2 =

(Z - 2p)2 e também xp = E[X], yp = E[Y] e zp = E[Z], obtemos:

2

(X =)+ (V=) 4 (Z =) < . (3.51)
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Considerando ¢ grande, pelo Teorema de Cochran i . ()_( —,ugc)2 ~ o2 . X3,

i (Y- ,uy)2 ~o2. xjei. (Z— MZ)Q ~ a? . x2, substituindo:

,r,2

o Xito, . xXitor . xi<—. (3.52)
Caso 0* = 0 = 0, = 02, temos:

7,2
o? . x3 < —. (3.53)
7

O evento de captura no i-ésimo passo descrito pela inequagao [3.53] também pode
ser estudado pelo lema de Borel-Cantelli, ou seja, caso os eventos de captura sejam
independentes e a soma das probabilidades dos eventos divirja para infinito, podemos
afirmar que a captura ocorrera infinitas vezes.

A probabilidade de ocorréncia do evento de captura no i-ésimo passo é dada pela
funcao distribuicao acumulada da distribuicao qui-quadrado, analisamos para o raio

unitario e variancia unitaria:

(o) rip G- E) e

Entao realizamos a soma infinita na plataforma Wolfram Alpha:
S r(x<t) o 2y (25) ox (3.55)
£ ~i) T vmeET\2e) T '

Tentamos também usar o lema de Borel-Cantelli para estudar o evento de captura
(BE), mas, assim como no caso bidimensional, a série divergiu e nao conseguimos
garantir a independéncia, o resultado nao pode ser afirmado.

A inequacao [3.44] pode ser reescrita considerando que d, = d, = d, = d como feito

nas simulagoes, desenvolvendo o produto notéavel e fatorando:

- 5 S\ 2 o 5 512 - S\ 2
- - - 2. (X — -y ~Z V- .y 2
<d+$P X+yp—Y +2p Z) +( ( zp)+yp +zp ) +( yp + zp ) < T

0 3 2. 32 3.2 =342

Considerando novamente que o objeto e o ponto estao na mesma direcao e sentido
com a mesma velocidade, ou seja, zp = E[X], yp = E[Y] e zp = E[Z] e que
X = E[X],Y = E[Y] e Z — E[Z]. O que tornaria a segunda e terceira parcelas a
esquerda da inequacao suficientemente pequenas, portanto podemos considerar que

dado € > 0, suficientemente pequeno, existe i tal que para todo i > iy temos € >
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— — —\2 — =\ 2
(2. (X—zp)+yp—Y+2p—2) (Y—yp+2p—2) L i . i
+ e que este é nao negativo. Entao teriamos:

2. 32 3.2
% v 5\ 2 % v N2 2
g_i_:np X+yp—Y +zp— 2 < g_’_fﬂp X+yp—Y +2p— 2 be< r..
i 3 i 3 3.2
(3.57)
Entao temos a inequacao:
d /jlz_X—i_,U/y_?_'_,uz_Z ? T2
- < ) 3.58
<i+ 3 — 3.2 ( )

3.2 Situacao com o ponto perseguido

Nesta situagao abordamos o problema de perseguicao proposto por GOMES [2] de
uma a trés dimensoes com coordenadas cartesianas.

Os dois objetos se movem simultaneamente, em vez de alternadamente para otimizar
o esforco computacional, para a direita, na diregao crescente do eixo x, para o
caso unidimensional e na direcao crescente y = x e z = y = x para 0s casos
bi/tridimensional respectivamente. O movimento do ponto é deterministico saltando
uma distancia d a cada vez.

No caso unidimensional o centro do intervalo salta na direcao do ponto uma distancia
aleatoria X; com ¢ = 1,2,... Se para algum 7 temos X; + Xo + ...+ X; > i -d,
dizemos que o intervalo capturou o ponto (GOMES [2]). No caso bi/tridimensional
se considera a hipotése de um salto retilineo se o objeto passou pelo ponto, entao

houve captura. Os casos sao analisados utilizando a inferéncia estatistica.

3.2.1 Movimento do ponto

O ponto é adimensional e tem movimento retilineo deterministico com dire¢ao e
sentido iguais a que seria tracada pelo valor esperado do movimento do objeto,
intervalo/circulo/esfera, em cada eixo.

Sao simuladas diferentes distancias iniciais, d, para analisar casos em que a captura
pode ocorrer no primeiro salto e casos nos quais nao é possivel.

No caso unidimensional o ponto inicia na coordenada r + d, representado na figura
em P; e sendo r o tamanho do centro a extremidade do intervalo, do eixo das

abscissas no R! e acresce uma unidade no eixo x a cada salto.

P,
; O O o
0 1 2 3 4 5 § 7

Figura 3.3: Movimento do ponto P no caso unidimensional ao longo dos 3 primeiros
instantes.
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No caso bidimensional abaixo, a esquerda, o ponto inicia na coordenada (r+d, r+d),
representado na figura em P;, no plano R? e acresce uma unidade em cada
coordenada a cada salto.

No caso tridimensional abaixo, & direita, o ponto inicia na coordenada (r + d,r +
d,r + d), representado na figura em Pp, no espaco R? e sua movimentacao é

analoga.

0 1 2 3 4 5 6 7

(a) Movimento do ponto no caso bidimensio-  (b) Movimento do ponto no caso tridimensi-
nal. onal.

3.3 Situacao com o ponto em perseguicao

Nesta situagao abordamos o problema de perseguicao a partir do tamanho do salto
do ponto P sendo determinado pela média aritmética até o pentdltimo passo do
objeto com movimento aleatério de uma a trés dimensoes com coordenadas carte-
sianas. O movimento do objeto é analogo ao descrito na situagao anterior, assim
como a defini¢ao de captura. Essa situacao se diferencia da anterior pelo movimento
do ponto ser aleatério, enquanto anteriormente era deterministico, e condicionado

ao movimento estocastico do objeto.

3.3.1 Movimento do ponto

O ponto é adimensional e tem saltos retilineos estocasticos determinados pela média
aritmética (estimador do valor esperado do movimento do objeto) dos saltos do
objeto até o penultimo passo intervalo/circulo/esfera, em cada eixo.

No caso unidimensional o ponto inicia na coordenada r + d do eixo das abscissas na
reta real R! e permanece devido ao movimento possuir apenas um grau de liberdade.
No caso bidimensional, o ponto inicia na coordenada (r+d, r+d) no plano R? e segue
em persegui¢ao com movimento aleatorio até alcangar e/ou ultrapassar o circulo com

captura.
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No caso tridimensional, o ponto inicia na coordenada (r + d,r + d,r + d) no espago
R3 e segue em persegui¢ao com movimento estocéstico até alcangar e/ou ultrapassar

a esfera com captura.
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Capitulo 4
Resultados e Discussoes

Realizamos simulac¢oes de Monte Carlo para o caso com o ponto perseguido e para o
caso com o ponto em perseguicao com salto condicionado ao movimento do objeto.
Foram realizadas 1.000 simulagoes com 350 passos cada para o caso discreto e para
o caso que serd referido como continuo, discretizado em saltos menores. A semente
2023 foi utilizada para garantir a replicabilidade dos resultados.

As referidas simulagoes investigam a influéncia da disténcia inicial, raio, valor espe-
rado e variancia do tamanho do salto do objeto no comportamento do percentual

de capturas.

4.1 Resultados para o situagao com o ponto perse-
guido

As simulacOes ocorreram com a variacao da distancia inicial de 0 a 3 com passo
unitario e com tamanho do salto do ponto de 0,2 para o caso continuo e 2 para o
discreto. Os referidos tamanhos foram selecionados para analisar o comportamento
do percentual de capturas com quantidade aproximada de amostras similares a di-
reita e esquerda do pico de capturas.

O valor esperado do tamanho do salto do objeto é igual ao desvio padrao ou a vari-
ancia nos quatro primeiros gréficos para cada dimensao, caso (continuo ou discreto)
e raio do intervalo/circulo/esfera simulados.

Pretende-se comparar os resultados da distribuicao Poisson, cuja variancia é igual
ao valor esperado do tamanho do salto do objeto em cada eixo, aos resultados das
distribui¢oes uniforme e normal com as mesmas caracteristicas, valor esperado igual
a variancia do tamanho do salto do objeto em cada eixo. Além disso, comparamos
os resultados da distribuicao exponencial, cujo desvio padrao ¢é igual a esperanca
matematica do tamanho do salto do objeto em cada eixo, com os resultados das

distribui¢oes uniforme e normal com as mesmas caracteristicas.
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Nos quatro graficos seguintes de cada dimensao, caso (continuo ou discreto) e raio
do intervalo/circulo/esfera simulados, apenas a variancia ou apenas a esperanga ma-
temética varia, objetiva-se investigar a influéncia destes, isoladamente, na variavel
aleatoria, percentual de capturas.

Os valores da esperan¢a matemaética e/ou variancia/desvio padrao foram escolhidos
para ter um nimero similar de pontos a esquerda e a direita do ponto de méaxima.
Nas figuras em que somente um desses parametros varia, esperanc¢a matemaética ou
variancia/desvio padrao, o outro parametro foi escolhido para obter maior percen-

tual de capturas.

4.1.1 Unidimensional: Casos continuo e discreto

Apos o percentual de capturas atingir 100%, essa taxa se mantém de acordo com o
resultado tedrico esperado obtido por GOMES [2] devido a esperan¢a matemética
do salto do intervalo ser superior ao tamanho do salto do ponto.

Devido ao movimento ocorrer em uma dimensao e a distancia inicial ser mensurada
a partir do ponto do objeto mais proximo do ponto, o tamanho do raio nao influencia
o percentual de capturas para o caso unidimensional, o que foi corroborado pelos
os resultados obtidos. Por isso, optamos por colocar os graficos nessa subsecao
apenas para o raio unitario. Todavia existe uma influéncia da distancia inicial e da
distribuicao utilizada para o tamanho do salto do intervalo, do seu valor esperado e

da sua variancia.
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Figura 4.1: Resultados do caso continuo unidimensional para » = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao simultanea da es-
peranca matematica e da variancia.

Observamos na figura que com o aumento da distancia inicial (d > 0) o
percentual de capturas comeca a apresentar valores nao nulos a direita no eixo das
abscissas e atinge valor maximo na vizinhanga a direita de F[X] = 0,2, valor do
salto do ponto.

O uso da distribuicao Poisson para modelar o salto apresenta maior taxa de
capturas, antes de atingir valor unitario, que o uso das distribui¢oes normal,
uniforme e exponencial, as trés com esperanca matematica igual ao desvio padrao,
seguida das distribui¢des normal e uniforme com valor esperado igual a variancia.
Sendo que, as distribui¢oes uniforme e normal, com a esperan¢a matematica igual
a variancia, para valores inferiores ao valor do salto do ponto, nao atingem valor
unitario de percentual de capturas para distancia inicial nula. Porém a distribuigao
normal supracitada obtém maior taxa de capturas que a distribuicao uniforme com

0s mesmos parametros.
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Figura 4.2: Resultados do caso continuo unidimensional para » = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagdo da variancia e esperanca matematica fixa.

Na figura é possivel observar que o percentual de capturas é unitario para
distancia inicial nula. Contudo, para distancias iniciais maiores que zero, ha uma
maior influéncia da variagao da varidncia do que da esperanca matemética na
reducao do percentual de capturas para valores distantes a esquerda do valor do
salto do ponto e um maior percentual de capturas da distribui¢ao normal com a
variacao do valor esperado. Sendo que, para a variacao da variancia, os resultados
das duas distribui¢des, uniforme e normal, se sobrepoem e atingem valor unitario

pouco antes do valor do salto deterministico do ponto.
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Figura 4.3: Resultados do caso discreto unidimensional para » = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao simultanea da es-
peranca matematica e da variancia.

Na figura[4.3) com distancia inicial maior que zero (d > 0), as diferentes distribui-
¢oes apresentam resultados mais proximos e sua curva sobe mais rapidamente em
relacdo ao caso continuo. Assim como no caso continuo, com o uso da distribuigao
Poisson para modelar o tamanho do salto se atinge mais rapidamente valor unitario
de captura que com as distribuicoes normal, uniforme e exponencial, as trés com
variacao do desvio padrao igual a esperanca matematica, para distancia maior que
zero, seguidos das distribui¢oes normal e uniforme com variacao da variancia igual
ao valor esperado para todas as distancias consideradas. O percentual maximo de

capturas é atingido na vizinhanca de F[X] = 2, valor do salto do ponto.

33




=0

=2 Percentual de capturas p/d

Percentual de capturas pfd

10

1.0
H___l___L__J___l___L

H___l___L__J___l___L
R=gg

06 08
06 08

;'-'155;',;

Percentual de capturas pfd =1

00 02 04
o0 o0z 04

0.0 05 10 15 20 25 3.0 3.5 40 45 50 55 6.0 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0

E[¥] ou VIX] E[X] ou VK]

1.0

1.0
H___L___L__J___l___L

H___L___L__J___l___L

b
=3

00 02 04 06 0B
Percentual de capturas pfd
00 02 04 0B 0B

0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 40 45 50 55 6.0 0.0 05 10 1.5 20 25 3.0 35 40 45 50 55 6.0

E[X] ou VX] E[X] ou WX

| = = Unif.y=2 = = MNormal p=2 === Unif. g®=v2/2 Nurmals‘=«2-'2|

Figura 4.4: Resultados do caso discreto unidimensional para » = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagdo da variancia e esperanca matematica fixa.

Na figura [4.4] para a distancia inicial nula, a anélise ¢ andloga ao caso continuo
e para d > 0 as curvas sobem mais proximas. Sendo que, com o aumento dessa
distancia, as curvas se sobrepoem e atingem o valor unitario muito antes, a esquerda,

do que no caso continuo.

4.1.2 Bidimensional: Casos continuo e discreto

As simulagoes ocorreram com dois graus de liberdade no plano cartesiano e o ponto

que esta perseguido descreve uma trajetoria y = x.
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Figura 4.5: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 0,5 com o ponto

perseguido por objeto com movimento estocéstico com

peranca matematica e da variancia.
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Figura 4.6: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 1 com o ponto
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Figura 4.7: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 2 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao simultanea da es-
peranca matematica e da variancia.

Nas figuras e[4.7, para d = 0, as capturas comegam do zero com o tamanho
do salto modelado pelo uso da distribuicao Poisson, das distribui¢oes uniforme e
normal, com esperanga mateméatica igual ao desvio padrao, e comegam de F[X]| =
E[Y] = 0,05 com a distribui¢ao exponencial e as distribui¢des normal e uniforme,
ambas com valor esperado igual a variancia.

Com o raio igual a 0,5 ou unitario a distribuicao uniforme, com esperanca igual
a variancia, nao atinge o percentual méaximo e decai apos seu méaximo. E possivel
observar esse decaimento no final dos graficos para todos os raios. As demais curvas
atingem o maximo na vizinhanca do 0, 25 e permanecem com valor unitario somente
comr > 1.

Para a distancia maior que zero (d > 0), as curvas comegam a subir com valores
maiores no eixo das abscissas, como se a distancia inicial deslocasse o grafico para a
direita, e hd uma redugao do percentual de capturas maximo alcancado. O raio nos
graficos mencionados, das trés figuras supracitadas, representa um fator de escala,
aumentando o valor do percentual de capturas.

Analogamente ao caso unidimensional, a curva que utiliza a distribuicdo Poisson
sobe mais rapidamente que a das distribui¢des normal e uniforme, ambas com valor

esperado igual ao desvio padrao. Da mesma forma, para a distribuicao exponencial
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Figura 4.8: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 0,5 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
matica e varidncia fixa ou variacgdo da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.9: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagdo da variancia e esperanca matematica fixa.

38



=0

=2 Percentual de capturas p/d

Percentual de capturas pfd

e A 08 O B 5 D100 B 51 - 2 o P N N Y PP
Byt ;
o | c:l":-;"a T o : ‘7’5?(
- : a ' i
= e g | i p
o o i 5 w !
% e O A4
= F v ow a Ly
[ =T K E [ =T a f
i T 5 f
o F=E -y :
a 7 a o | |ae?
| g g | o
g 1I_ oo g —L:}se:-c—”" a
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.560 0.00 010 020 0.30 0.40 0.50 0.60
E[XI=E[Y] ou WI=\¥] E[X]=E[¥] ou VX]=VTY]
o 7 e W o T
— : I fl‘? — : ¥f5-b
i ) o | b
W — i
e o & 8- e
' i @ ' Im
o i I @ il
(=2 i a2 o it
: L 8 : #
=+ _ 0 i1} =+ _1 N
o : G % o : ;'l.l._l,
o ! o ,.'l _‘g o | Jl!i.'
- - - e
o : pittey o {)ﬁ ﬁ o : a.u"'f P
BI=S ] i t
g —l_Bge-c—an‘ | oo g —l_s-i'i!'«ﬂ'—g-a e a
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.50 0.00 010 0.20 0.30 0.40 0.50 0.580
E[XJ=E[] ou VK=V E[X]=E[Y] ou V[X]=VTY]
| = = Unif. p=.2 = = MNormalp=.2 === Unif. g®=v2/2 Normal o®=42/2 |

Figura 4.10: Resultados do caso continuo bidimensional para » = 2 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagdo da variancia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras ¢ [4.10] com a distancia nula, o maximo do percentual de cap-
turas é atingido na vizinhanca do valor de 0,15 no eixo das abscissas. Enquanto,
para variagao do valor esperado, a distribuicao normal cresce mais rapidamente que
a distribuicao uniforme. As curvas com variacao da varidncia praticamente se so-
brepoem e crescem mais lentamente que as demais. Para distancia maior que zero
(d > 0), o aumento da distancia inicial resulta em um ponto maximo do percentual

de capturas a direita do grafico.

39



=0

=2 Percentual de capturas p/d

Percentual de capturas pfd

=0

=2 Percentual de capturas p/d

Percentual de capturas pfd

L=
-1l &
@ _| %‘“5: i
ST e ey
@ g,"a' ! el ‘G\h
= q'r,.?\q o] hE
I = “ o
= e ! R
o 17 B TR
| oty ] L
o LN i )Q‘CL T i E‘\Bﬁ
o 7 ] a . & T -l Eapa..
o j'_ H;;g-&-@g{?&%ﬁ‘g_ﬂ_ﬁﬂ
a -
0.0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
E[X]=E[Y]
9
o !
=2 ety
| ‘(I‘q
g : E‘E.ra:,ﬂ N ']
: Ydpea T P
< Ei_(iP‘ @ " B't:_
o Yo LS E.En 013-,&_9
o _.'Eﬂ'd ad . h'b—a “D_B-E'Bt::-z_-a'ﬁ'ﬂ-p
e’ %5',‘, =*—ae_€'u:;\0, T elgonsl
o _L | ge* eﬂaeaﬂﬁgﬁfﬁ
o
0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 40 45 50 55 60
E[XI=ElY]

Percentual de capturas pfd =1

=3

Percentual de capturas pfd

10

06 08

1.0 o0 o0z 04

00 02 04 06 08

.

J o g

_E }3’;9 .:aﬂ’-kq i

| dl}5 = ' Qb

_: df-‘r; \0\ 1 5“'-:.

| (!Q-Q ‘1— Bt e

_ il &g BRES

: =@9¢ P e g O

| oS Eoee EERE B gy

—Lf=8

0.0 05 10 15 20 25 3.0 35 40 45 50 55 6.0
E[X]=E[¥]

.

: }P-a‘t:_

I =] L

| I"ﬁchaﬂ t‘n.ﬁ,\

| f_r;‘:, fe 1) “‘g.o_

| }ﬁ.r tag B g,

i F Y -‘,? P R

{ {3’,5 B s I

! j} Jk“E'Q‘E'--«:\\-ta-Eu.EH-_‘_'“U‘-«: -5

NP PN P =4

- = -

0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 35 40 45 50 55 6.0
E[X]=E["]

Figura 4.11: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 0,5 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
mética e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.12: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
matica e varidncia fixa ou variagdo da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.13: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 2 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [4.11], .12 e [£.13] observamos que o valor maximo do percentual de

capturas para distancia inicial nula ¢é atingido em F[X] = E[Y] = 0,3 parar = 0,5,
em FE[X] = E[Y] = 0,5 para r = 1, para r = 2 o méaximo de capturas é atingido
na vizinhanca de E[X] = E[Y] = 2, valor do salto deterministico do ponto, assim
como para distancias iniciais nao nulas.

Para distancia inicial superior a zero, o percentual méximo de capturas ocorre mais
a direita com o aumento da distancia inicial e do raio. O aumento do raio aumenta
o percentual de capturas. A forma de onda do grafico também é distinta do caso
com distancia inicial nula, ja que neste ha uma predominéancia de capturas com o
objeto englobando o ponto em detrimento de capturas aproximadas.

Assim como no caso anterior, com a utilizagao da distribui¢ao Poisson para modelar
o tamanho do salto se atinge um percentual de capturas maior mais rapidamente
e cai mais lentamente que com as distribui¢oes normal, uniforme e exponencial, as

trés com pu = o, seguidas das distribuicoes normal e uniforme, ambas com p = 2.
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Figura 4.14: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 0,5 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
mética e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.15: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
matica e varidncia fixa ou variagdo da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.16: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 2 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [4.14] |4.15| e 4.16| para d = 0 e r = 0,5, a curva de percentual de

capturas foi similar aos gréaficos anteriores com variacao simultanea do valor esperado
e da variancia. Nao obstante, para distancia inicial nula e r > 1, ap6s a taxa méxima
de capturas ser atingida no eixo das abscissas em 0, 3, esta taxa permanece unitaria
e comeca a decair em 2,5 parar = 1 e em 3,1 para r = 2. Esse decaimento acontece
mais a direita do grafico com o aumento do raio.

Com o aumento da distancia inicial, o ponto de méaxima e o de decaimento se
localizam mais & direita do grafico e o aumento do raio atua como um fator de
escala aumentando o percentual de capturas.

As curvas que representam a variacao da variancia se sobrepéem, enquanto as curvas
que representam a variacao do valor esperado tem maior taxa de capturas para a
distribuicao normal em relagao a distribui¢ao uniforme e, com o aumento do raio,

essas também se sobrepoem.

Superficies: Casos discreto e continuo

Foram realizadas 700 simulagoes de Monte Carlo com 350 passos cada devido ao
esforco computacional necessério para as simulacoes das superficies ser maior.

O objetivo das simulacoes das superficies é investigar a influéncia de diferentes
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distribuicoes de probabilidade em relacao ao percentual de capturas.

(a) Superficie para o objeto com movimento (b) Superficie para o objeto com movi-
estocastico com distribuigdo uniforme no mento estocastico com distribui¢ao normal no
eixo das abscissas com esperanca matematica eixo das abscissas com esperanca matematica
igual ao desvio padrao, distribui¢ao exponen- igual ao desvio padrao, distribuicao exponen-
cial no eixo das ordenadas e percentual de cial no eixo das ordenadas e percentual de
capturas representado no eixo das cotas. capturas representado no eixo das cotas.

Figura 4.17: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatorio com distribuigao
exponencial no eixo das ordenadas.

Associando a distribuicao exponencial no eixo das abscissas com a distribuicao
normal no eixo das ordenadas para modelar o tamanho do salto do objeto no
respectivo eixo, com valor esperado igual ao desvio padrao, na figura [£.17D] ¢é
possivel observar um aumento na taxa de capturas e maior simetria da superficie
em relacdo a figura [£.17a) que utiliza a distribui¢do uniforme com os mesmos
parametros. Nessa figura, observa-se maior percentual de capturas a esquerda da
superficie com valores da distribuicao exponencial maiores que os da distribuigao
uniforme. Em ambos os casos, o percentual de capturas se aproxima do maximo

para valores esperados acima do valor do salto deterministico do ponto.
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(a) Superficie para o objeto com movimento
estocastico com distribuicao uniforme no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a varidncia, distribuigao Poisson no eixo
das ordenadas e percentual de capturas repre-
sentado no eixo das cotas.

(b) Superficie para o objeto com movi-
mento estocastico com distribui¢ao normal no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a varidncia, distribui¢ao Poisson no eixo
das ordenadas e percentual de capturas repre-
sentado no eixo das cotas.

Figura 4.18: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatério com distribuigao

Poisson no eixo das ordenadas.

A figura [4.18a] que representa os resultados com o uso da distribuigao Poisson e da

distribui¢ao uniforme, com esperanca matemaética igual a variancia, apresenta menor

percentual de capturas para pequenos valores esperados em relagao a figura [4.18b),

analogamente as figuras anteriores. Ambas tem um percentual de capturas unitario

a partir de valores esperados ligeiramente maiores que o valor do salto deterministico

do ponto.
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(a) Superficie para o objeto com movimento
estocastico com distribuigdo uniforme no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a 0,2 e variagdo da varidncia, distribui-
¢do normal com os mesmos pardmetros no
eixo das ordenadas e percentual de capturas
representado no eixo das cotas.

(b) Superficie para o objeto com movimento
estocéastico com distribui¢ao uniforme no eixo
das abscissas com variancia igual a ‘/75 e va-
riagao do valor esperado, distribui¢ao normal
com 0s mesmos parametros no eixo das orde-
nadas e percentual de capturas representado

no eixo das cotas.

Figura 4.19: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatério com distribuigao
uniforme no eixo das abscissas e distribuicao normal no eixo das ordenadas.

A figura[4.19a], que no eixo das abscissas e no das ordenadas representa uma variagao

apenas da variancia, tem taxa de captura para pequenos valores maior que os graficos

com variagao simultanea do valor esperado e da variancia. Todavia, apresenta menor

taxa de captura que a figura[d.19b] que representa a variagao do valor esperado. Isso

se deve ao valor da variancia que possibilita a captura nos primeiros passos, antes

que o ponto se afaste consideravelmente.
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0.6

(a) Superficie para o objeto com movimento estocastico com distribuigao uniforme no eixo
das abscissas com esperanc¢a matematica igual ao desvio padrao, distribui¢do exponencial
no eixo das ordenadas e percentual de capturas representado no eixo das cotas.

0.8

0.6

(b) Superficie para o objeto com movimento estocastico com distribui¢do normal no eixo
das abscissas com esperanca matemaética igual ao desvio padrao, distribuicao exponencial
no eixo das ordenadas e percentual de capturas representado no eixo das cotas.

Figura 4.20: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatério com distribuigao
exponencial no eixo das ordenadas.

A figura [4.20D], com distribuigao normal, com valor esperado igual ao desvio padrao,

apresenta maiores taxas de captura que a figura com distribui¢cao uniforme
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com os mesmos parametros, analogamente as superficies do caso continuo. Para
ambas, o ponto de méaxima situa-se em torno entre 0,3 < E[X]| = E[Y] < 0,5 assim
como nos resultados obtidos com apenas uma distribuicao em ambos os eixos do
plano cartesiano. H& também um maximo local na vizinhanca de E[X] = E[Y| = 2,
esses dois pontos de maxima se devem aos dois tipos de captura que a simulagao

considera, a captura aproximada e a captura com o objeto englobando o ponto.
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0.8

0.6

(a) Superficie para o objeto com movimento estocastico com distribuigao uniforme no eixo
das abscissas com esperanca matemaética igual a varidncia, distribui¢do Poisson no eixo das
ordenadas e percentual de capturas representado no eixo das cotas.

0.8
0.6
0.4

0.2

(b) Superficie para o objeto com movimento estocastico com distribui¢do normal no eixo
das abscissas com esperanca matemaética igual a varidncia, distribuicao Poisson no eixo das
ordenadas e percentual de capturas representado no eixo das cotas.

Figura 4.21: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatério com distribuigao
Poisson no eixo das ordenadas.

A figura com distribuicao normal, com valor esperado igual ao variancia
b )

também apresenta maiores taxas de captura que a figura com distribuicao
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uniforme com os mesmos parametros, analogamente as superficies do caso continuo

e as figuras anteriores. No entanto, para ambas o ponto de maxima situa-se em
torno de E[X]| = E[Y] = 2 e entre 0,3 < E[X] = E[Y] < 0,5 ha um ponto de

maxima local.
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0.8

(a) Superficie para o objeto com movimento estocastico com distribuigao uniforme no eixo
das abscissas com esperanga matematica igual a 2 e variagdo da varidncia, distribui¢ao
normal com os mesmos parametros no eixo das ordenadas e percentual de capturas repre-
sentado no eixo das cotas.

0.8

(b) Superficie para o objeto com movimento estocastico com distribui¢ao uniforme no eixo
das abscissas com varidncia igual a @ e variagao do valor esperado, distribuicao normal
com os mesmos pardmetros no eixo das ordenadas e percentual de capturas representado

no eixo das cotas.

Figura 4.22: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatério com distribuigao
uniforme no eixo das abscissas e distribui¢ao normal no eixo das ordenadas.

r 1 i imulaco variaca
A figura mostra que, assim como no caso continuo, as simulacoes com variacao
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do valor esperado obtém maior taxa de captura que as simulagoes com variacao da
variancia representadas pela figura[£.22al Ambas, assim como nas figuras anteriores,
tem um ponto de méaxima com valor esperado em torno 2,0, valor do salto determi-
nistico do ponto, e se aproximam do valor maximo de capturas em torno de 0,3 e
0,5. A taxa de captura decai de forma menos acentuada para valores da varidncia
mais altos e para valores esperados mais altos, distoando dos resultados obtidos no

caso continuo para valores maiores de salto do objeto.

4.1.3 Tridimensional: Casos discreto e continuo

As simulagoes ocorreram com trés graus de liberdade no espacgo cartesiano e o ponto
que esta perseguido descreve uma trajetoria y = x = z.
Nas figuras[4.23] [4.24) e [£.25], para distancia inicial nula, as capturas comegam do 0, 03

para as distribuigao Poisson e para as distribui¢oes uniforme e normal, ambas com

esperanca matematica igual ao desvio padrao, e comegam de 0, 09 para a distribuigao
exponencial e para as distribuicoes normal e uniforme, ambas com valor esperado
igual a varidncia. O valor maximo é atingido na vizinhanga de E[X] = E[Y] =
E[Z] =0, 25.
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Figura 4.23: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 0,5 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao simultanea da es-
peranca matematica e da variancia.
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Figura 4.24: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao simultanea da es-
peranca matematica e da variancia.
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Figura 4.25: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 2 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao simultanea da es-
peranca matematica e da variancia.

Com o aumento do raio para r = 2, a distribui¢gao normal, com valor esperado igual
a variancia, passa a atingir o percentual maximo de capturas e permanecer proximo
a esse valor.

Para distancia maior que zero (d > 0), assim como nos graficos das simula¢oes em
duas dimensoes, as curvas comecam a subir com valores maiores, como se a distancia
inicial deslocasse o grafico para a direita, e ha uma redugao do valor maximo alcan-
¢ado devido a adigdo de um grau de liberdade. O raio, nos graficos mencionados
das trés figuras supracitadas, representa um fator de escala, aumentando o valor do
percentual de capturas.

A curva que usa distribuicao Poisson para modelar o tamanho do salto atinge mais
rapidamente maior valor de percentual de captura que as distribui¢coes normal, uni-
forme e exponencial, as trés com valor esperado igual ao desvio padrao, seguidas das

distribui¢oes normal e uniforme, ambas com esperan¢a matematica igual a variancia.
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Figura 4.26: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 0,5 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
mética e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca matematica fixa.

a P A PR e P A= P - 2
= fb’*: o | FS Rt kag i Ra e EaEy
@ _| !BEj E- o _| ,;’ip
o w 2 &
| = ! i
= 5({ g @ ! i
P= ; 72 o 7! g
! gy ] ! o
- ¢ é o o+ 5
a o s = [ =T N
| ,'§ E | Zr
8 e E e
| ! Pt e
24 | & o jleEgEicey 1
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60
E[<]=E[v]=E[Z] cu VXI=VTYI=VIZ] E[X]=E[Y]=E[Z] ou V[X]=V[¥]=V[Z]
a I
A w7
@ B _Eﬁ;ﬁﬁ-&ﬂ-uuggﬂlag'ﬁﬁgg E @ i : )
: & a : LE s i S
L= H’ J @ _! -,9'
e 7 i:.; E a2 f
= # g - i
1 a ™ | 'l
| s =} | f
Lo it E o™ £
(=T B T o N-]
: e 5 : &
S o= des R T e e o a
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60
E[¥J=E[¥]=E[Z] ou V[X]=V["]=V[Z] E[XJ=E[Y]=E[Z] ou VIX]=VY]=V[Z]
| = = Unif. y=.2 = = Mormalp=.2 === Unif. g?=v2/2 Normal o2=+2/2 |

Figura 4.27: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
matica e varidncia fixa ou variagdo da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.28: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 2 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [4.26] [4.27] e [£.28, com a distancia nula, o maximo do percentual de

capturas é atingido na vizinhanca do valor 0, 2, tamanho do salto do ponto, no eixo

das abscissas e as curvas com variacao da variancia praticamente se sobrepoem,

enquanto, para a variacao do valor esperado, a distribuicao normal cresce mais

rapidamente do que a distribuicao uniforme. Para distancia inicial maior que zero

(d > 0), o valor maximo ¢ atingido em valores a direita no eixo das abscissas com o

aumento dessa distancia.

O aumento do raio aumenta o percentual maximo de capturas para distancias nao

nulas. Sendo que para r = 2 esse percentual de capturas se aproxima do valor

unitario, com curva similar a de uma regressao logistica.
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Figura 4.29: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 0,5 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
mética e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.30: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.31: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 2 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [£.29] [.30] e [£.31] observamos que, com a distancia inicial nula

para v = 0,5, o ponto de méxima do percentual de capturas é atingido em
EX|=FE]Y]|=E[Z] =0,3eparar =1em E[X| = E[Y] = E[Z] = 0,5, ja para
r = 2 o ponto de maxima ocorre em torno de E[X] = E[Y] = E[Z] = 2, valor do
salto deterministico do ponto.

Em todos os graficos o raio aumenta o percentual de capturas e a distancia inicial
nao nula desloca o valor no qual comecam as capturas para a direita. A utilizagao
da distribuicao Poisson para modelar o tamanho do salto apresenta maior taxa de
capturas que das distribuigoes normal, uniforme e exponencial, as trés com valor
esperado igual ao desvio padrao, e das distribuicoes normal e uniforme com valor

esperado igual a variancia.
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Figura 4.32: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 0,5 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca mate-
mética e variancia fixa ou variacao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.33: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 1 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.34: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 2 com o ponto
perseguido por objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga mate-
matica e varidncia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [4.32, [4.33| e [4.34] para d = 0, o percentual de capturas se aproxima do

valor unitario quando o parametro que varia tem valor de 0, 3 e decai expressivamente
apos este atingir 2,0 para r = 0,5 ou r = 1. Para r = 2, o maximo ¢ atingido na
vizinhanca do 2,0 no eixo das abscissas. O aumento do raio aumenta também o
valor do ponto no eixo das abscissas para o qual o percentual de capturas comeca a
diminuir.

A distingao dos resultados das distribui¢oes normal e uniforme com variacao da
esperanca matematica é mais notoria para o raio unitario. Com o aumento do raio
ElY]=FE[Z] = 2,0,

tem resultados muito proximos para as distribui¢oes normal e uniforme. Sendo que

elas se sobrepoem. A variagao da variancia, mantendo E[X]|

suas curvas se sobrepdem ou tém taxas de captura préximas.

4.2 Resultados para o situagcao com o ponto em per-
seguicao

Foram realizadas 1.000 simulagoes com 350 passos cada, assim como na secao an-
terior, para o caso com maior espectro de valores chamado de discreto, de 0 a 6, e

para o caso com menor espectro chamado de continuo, de 0 a 0,6. Nessa situagao, o
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valor dos saltos esta relacionado & taxa de atualizacao do movimento do objeto para

corregao da trajetoria do ponto em perseguicao, quanto menor mais rapidamente os

valores estao sendo observados e o movimento corrigido. As simulagoes ocorreram

com a variacao da distancia inicial de 0 a 3 com passo unitério e salto do ponto igual

a média aritmética dos tamanhos dos saltos do intervalo, desconsiderando o valor

do ultimo salto.

4.2.1 Unidimensional: Casos continuo e discreto

Os graficos foram elaborados com o raio unitéario.
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Figura 4.35: Resultados do caso continuo unidimensional para r = 1 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocéstico com variacao simultanea da espe-

ran¢a matemaética e da variancia.
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Figura 4.36: Resultados do caso continuo unidimensional para r = 1 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com varia¢ao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.

Na figura [4.36] é possivel observar que o percentual de capturas se mantém

unitario ou préximo a esse valor para quase toda a faixa de valores, parametros e

distribui¢oes de probabilidade simulados.
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Figura 4.37: Resultados do caso discreto unidimensional para » = 1 com o ponto

perseguindo objeto com movimento estocéstico com variacao simultanea da espe-
ran¢a matemaética e da variancia.

Na figura [4.37] com o aumento da faixa de valores de 0,6 para 6, nota-se que o
percentual de capturas decai exponencialmente para proximo de zero. As relagoes

entre as distribuicoes de probabilidade mencionadas sobre a figura se mantém.

63



=0

=2 Percentual de capturas p/d

Percentual de capturas pfd

10
10

R T ey S Se s e S P S F— - - N T e e
. _E B g gy g O g DB g DOeE B 90O = @ _E Ga‘E'*?G‘-a,c:ﬂ—e—“9“‘:"\@'9”‘0’399’0"3’99“*99
o g o
o _: g o _:
= 2 o !
i a i
] (%] ]
= _ L |
=] = o
i E i
o o
o E o1
| E |
s 4+ 2+ .
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
E[ ou VX E[X] ou VIX]
S R T | Ry o g s g R [ S Sop— - = ?_ RS & R LR el Rt et ot
1 n 1
o Ei‘ﬂ:r‘}&ﬂ*‘a‘ﬁ“’-"0"3'9‘5'6"@'9'9"0'9'98‘01*96 =z @ _| 99"0—9-9(30—9-E!-a“‘—-‘-e-an_o‘a-e‘e‘()‘@'e'a_gﬁee
= g =
o £ o |
o 2 o™
I & I
i & i
= ] o =t ]
= 7 T S
I =5 I
i 3 i
Lo E ™
o T o
I E I
e L 1= s -
00 05 1.0 15 20 25 3.0 35 40 45 50 55 80 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 8.0
E[X] ou V[X] E[X] ou V[X]
| = = Unif.y=2 = = MNormal p=2 === Unif. g®=v2/2 Nurmals‘=«2-'2|

Figura 4.38: Resultados do caso discreto unidimensional para » = 1 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com varia¢ao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.

Na figura temos que para a variacao apenas da variancia com valor esperado
fixo, a taxa de capturas se mantém unitaria até o2 = 0, 5 e decai para pouco acima de
0, 8 no eixo das cotas, onde se estabiliza com pequenas oscilagoes. Com a variancia
fixa de g e com a variacao da esperanca matematica, o percentual de capturas se
mantém em torno de 1. Concluimos que o modelo estudado tem maior queda do
percentual de capturas com a variacao da variancia do que com a variacao do valor

esperado no caso unidimensional.

4.2.2 Bidimensional: Casos continuo e discreto

As simulagoes ocorreram com dois graus de liberdade no plano cartesiano e o ponto

que estd em perseguicao descreve uma trajetoria y = x.
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Figura 4.39: Resultados do caso continuo bidimensional para » = 0,5 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocéstico com variacao simultanea da espe-
ran¢a matemaética e da variancia.
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Figura 4.40: Resultados do caso continuo bidimensional para » = 1 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocéstico com variacao simultanea da espe-
ranca matemaética e da variancia.
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Figura 4.41: Resultados do caso continuo bidimensional para » = 2 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocéstico com variacao simultanea da espe-
ran¢a matemaética e da variancia.

Nas figuras [4.39] [4.40] e [£.41] observamos que com o aumento do raio aumenta a faixa

de valores com percentual de captura unitario e que a distancia inicial exerce pouca
influéncia devido a similaridade dos graficos. Também ¢é possivel verificar que as

relagoes entre as distribuigoes discutidas anteriormente, na figura[4.35] sdo analogas.
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Figura 4.42: Resultados do caso continuo bidimensional para » = 0,5 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.43: Resultados do caso continuo bidimensional para » = 1 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.



=0

=2 Percentual de capturas p/d

Percentual de capturas pfd

E —f B @Gy — ?_ —f S ey
n
o g o
o _: g o _:
(= = o !
I & I
] (%] ]
= _ 1] = _
=] = o
! g !
(o] (o]
o 7 E o
| E |
= d e 24 :
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.560 0.00 010 020 0.30 0.40 0.50 0.60
E[XI=E[Y] ou WI=\¥] E[X]=E[¥] ou VX]=VTY]
S 4 E A g = ?_ - R
= ooa
o £ ol
[=T0 | o
I & I
| o |
= [ |
[=T0 E [ =
I T I
| =} |
o E ™o
o | o = |
e L 1= s -
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.50 0.00 010 0.20 0.30 0.40 0.50 0.580
E[XJ=E[] ou VK=V E[X]=E[Y] ou V[X]=VTY]
| = = Unif. p=.2 = = MNormalp=.2 === Unif. g®=v2/2 Normal o®=42/2 |

Figura 4.44: Resultados do caso continuo bidimensional para » = 2 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com varia¢ao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.

Nos graficos da figura[f.42] para r = 0,5 e r = 1 nota-se que a distribui¢ao uniforme
com a variacao da variancia decai mais rapidamente que as demais que praticamente
se sobrepoem. Na figura[d.43|para r = 2, ocorrem pequenas oscilagoes no percentual
de capturas com o aumento da variancia/valor esperado.

O raio aumenta o percentual de capturas e desloca para a direita o ponto no qual
deixa de ser unitario, enquanto a distancia inicial apresenta pequena influéncia,

assim como nos graficos anteriores.
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Figura 4.45: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 0,5 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.46: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 com o ponto per-
seguindo objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga matematica
e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.47: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 2 com o ponto per-
seguindo objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga matematica
e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [4.45] [4.40] e [£.47] observamos que as curvas das distribui¢oes de pro-

babilidade mantém as mesmas relagoes mencionadas anteriormente. Sendo que o

aumento do raio desloca o minimo & direita do grafico. Similar aos casos anteriores,
a distancia inicial apresenta pouca influéncia nos graficos.
Com o aumento do valor esperado, a taxa de capturas tende a zero. O que mostra

que o modelo ¢é eficaz apenas para pequenos valores esperados, ou seja, uma grande

taxa de atualizacao do movimento estocastico.
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Figura 4.48: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 0,5 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.49: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 com o ponto per-
seguindo objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga matematica
e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.50: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 2 com o ponto per-
seguindo objeto com movimento estocastico com variagao da esperanga matematica
e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [4.48], [£.49] e [£.50] é possivel observar pequena influéncia da distancia

inicial, o aumento do raio leva o ponto em que o decaimento se inicia para a direita do

grafico e aumenta o percentual de capturas. A distribui¢do uniforme com variacao da
variancia apresenta menor taxa de capturas e as demais praticamente se sobrepoem.
Os percentuais de captura, no entanto, sao expressivamente mais altos que com a
variacao simultanea do valor esperado e da variancia. Podemos concluir que, nesse
caso, o modelo apresenta resultados satisfatorios, com taxa da captura superior a

70% para a distribuicao normal para r = 2 com o aumento do valor esperado.

Superficies: Casos discreto e continuo

Assim como na subsubsegao [4.1.2] foram realizadas 700 simulacoes de Monte Carlo
com 350 passos cada devido ao esfor¢co computacional necesséario para as simulagoes
das superficies ser maior. O objetivo das simulagoes das superficies também ¢é
investigar a influéncia de diferentes distribui¢oes de probabilidade em relacao ao

percentual de capturas.
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(a) Superficie para o objeto com movimento
estocéstico com distribui¢do uniforme no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual ao desvio padrao, distribuigdo exponen-
cial no eixo das ordenadas e percentual de
capturas representado no eixo das cotas.

(b) Superficie para o objeto com movi-
mento estocastico com distribui¢ao normal no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual ao desvio padrao, distribui¢ao exponen-
cial no eixo das ordenadas e percentual de
capturas representado no eixo das cotas.

Figura 4.51: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatério com distribuigao

exponencial no eixo das ordenadas.

Observamos na figura que, associando a distribuicao exponencial no eixo das

abscissas a distribuicao normal no eixo das ordenadas para modelar o tamanho

do salto do objeto no respectivo eixo, com valor esperado igual ao desvio padrao,

obtemos maior percentual de capturas que com o uso da distribuicao uniforme

na figura [4.51al com os mesmos parametros, assim como na situacao abordada
b

anteriormente na qual o objeto perseguia o ponto, na secao [L.I As superficies

apresentam pouca assimetria e o percentual de capturas decai rapidamente com o

crescimento da taxa de atualizacao do movimento.
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(a) Superficie para o objeto com movimento
estocéstico com distribui¢do uniforme no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a varidncia, distribuigao Poisson no eixo
das ordenadas e percentual de capturas repre-
sentado no eixo das cotas.

(b) Superficie para o objeto com movi-
mento estocastico com distribui¢ao normal no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a variancia, distribuigao Poisson no eixo
das ordenadas e percentual de capturas repre-
sentado no eixo das cotas.

Figura 4.52: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatério com distribuigao

Poisson no eixo das ordenadas.

E possivel verificar na figura que associando a distribuicao Poisson a distri-

bui¢ao normal, com valor esperado igual a variancia, obtemos maior percentual de

capturas que com a utilizacao da distribuicao uniforme utilizada na superficie da

figura com os mesmos parametros, assim como nas figuras anteriores e na

situagdo abordada anteriormente na segdo .1 As superficies também apresentam

pouca assimetria e o percentual de capturas decai rapidamente com o crescimento

da taxa de atualizagao do movimento.
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0.9

0.2

(a) Superficie para o objeto com movimento
estocastico com distribuigdo uniforme no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a 0,2 e variagdo da varidncia, distribui-
¢do normal com os mesmos pardmetros no
eixo das ordenadas e percentual de capturas
representado no eixo das cotas.

(b) Superficie para o objeto com movimento
estocastico com distribuigao uniforme no eixo
das abscissas com varidncia igual a */75 e va-
riagao do valor esperado, distribuigao normal
com 0s mesmos parametros no eixo das orde-
nadas e percentual de capturas representado

no eixo das cotas.

Figura 4.53: Resultados do caso continuo bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatorio com distribuigao
uniforme no eixo das abscissas e distribuicao normal no eixo das ordenadas.

A figura [£.53a com variagdo da variancia, e a figura [.53D, com variagdo do

valor esperado, apresentam resultados similares. Ambas se destacam das figuras

anteriores por apresentarem maior simetria e percentual de captura praticamente

unitario para pequenos valores no eixo das abscissas ou das ordenadas.
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0.8

0.8

(a) Superficie para o objeto com movimento
estocastico com distribuigdo uniforme no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual ao desvio padrao, distribui¢ao exponen-
cial no eixo das ordenadas e percentual de

(b) Superficie para o objeto com movi-
mento estocastico com distribui¢gao normal no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual ao desvio padrao, distribui¢ao exponen-
cial no eixo das ordenadas e percentual de

capturas representado no eixo das cotas. capturas representado no eixo das cotas.

Figura 4.54: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatorio com distribuicao
exponencial no eixo das ordenadas.

E possivel verificar nas figuras utilizando distribui¢ao uniforme com esperanca
matematica igual ao desvio padrao, e £.54D] com o uso da distribuigdo normal com
os mesmos parametros, que o percentual unitario de capturas s6 é atingido para
valores esperados muito pequenos nos eixos das abscissas e das ordenadas, também
é possivel verificar uma assimetria & direita com o aumento do valor esperado da
distribuicao exponencial para uma pequena esperanca matematica da distribuicao
uniforme ou normal. Também observamos maior percentual de capturas com o uso

da distribuicao normal assim como nas simulagoes anteriores.
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(a) Superficie para o objeto com movimento
estocastico com distribuigdo uniforme no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a varidncia, distribui¢cao Poisson no eixo
das ordenadas e percentual de capturas repre-
sentado no eixo das cotas.

(b) Superficie para o objeto com movi-
mento estocastico com distribui¢gao normal no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a varidncia, distribuicao Poisson no eixo
das ordenadas e percentual de capturas repre-
sentado no eixo das cotas.

Figura 4.55: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatorio com distribuicao

Poisson no eixo das ordenadas.

As figuras [4.55a] e [4 b| tém caracteristicas andlogas as duas figuras anteriores, com
b

variagoes mais acentuadas para pequenos valores da distribuicao Poisson.
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(a) Superficie para o objeto com movimento
estocastico com distribuigdo uniforme no
eixo das abscissas com esperanca matematica
igual a 2 e variagao da varidncia, distribuigao
normal com os mesmos pardmetros no eixo
das ordenadas e percentual de capturas re-
presentado no eixo das cotas.

(b) Superficie para o objeto com movimento
estocastico com distribuicao uniforme no eixo
das abscissas com varidncia igual a g
riagao do valor esperado, distribuigao normal
com os mesmos parametros no eixo das orde-
nadas e percentual de capturas representado

no eixo das cotas.

€ vVa-

Figura 4.56: Resultados do caso discreto bidimensional para r = 1 e distancia inicial
nula com o ponto perseguido pelo objeto com movimento aleatorio com distribuigao
uniforme no eixo das abscissas e distribuicao normal no eixo das ordenadas.

As figuras [1.564] e tem taxa de captura unitaria apenas para pequenas taxas

de atualizagao assim como nas figuras anteriores, porém mostram que, variando

apenas a variancia ou o valor esperado, ¢ possivel constatar que ocorrem capturas

para todos os valores dos eixos das abscissas e das ordenadas.

4.2.3 Tridimensional: Casos discreto e continuo

As simulagoes ocorreram com trés graus de liberdade no espaco cartesiano e o ponto

que estd em perseguicao descreve uma trajetoria y =z = 2.
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Figura 4.57: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 0,5 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocéstico com variacao simultanea da espe-

ran¢a matemaética e da variancia.
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Figura 4.58: Resultados do caso continuo tridimensional para r

1 com o ponto

perseguindo objeto com movimento estocéstico com variacao simultanea da espe-

ranca matemaética e da variancia.
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Figura 4.59: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 2 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocéstico com variacao simultanea da espe-

ranca matematic

a e da variancia.

Nas figuras [A£.57 [4.58 e [£.59] observamos um comportamento similar aos casos

uni/bidimensionais com uma queda maior do percentual de capturas devido aos

trés graus de liberdade. As relages entre os resultados das distribuices sao as

mesmas observadas anteriormente.
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Figura 4.60: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 0,5 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.61: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 1 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com varia¢ao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.62: Resultados do caso continuo tridimensional para » = 2 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com varia¢ao da esperanca matemaé-

tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras e observamos que a distribuicao uniforme com variacao
da variancia tem menor percentual de capturas.
percentual de capturas em todos os casos e desloca o ponto do grafico em que esse
percentual deixa de ser unitario para a direita.

Na figura observamos a queda no percentual de capturas para valores mais a

direita no eixo das abscissas em relacao ao caso bidimensional devido a adicao de

um grau de liberdade.

O aumento do raio aumenta o
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Figura 4.64: Resultados do caso discreto tridimensional para » = 1 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.65: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 2 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com varia¢ao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [4.63] [4.64] e [4.65] observamos um comportamento das curvas similar ao
caso bidimensional. Elas decaem exponencialmente, o ponto no qual comegam a
decair e o ponto no qual se sobrepoem, com taxa de captura nula, é deslocado &

direita com o aumento do raio. Assim como nos demais casos, ha pouca influéncia
da distancia inicial.
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Figura 4.66: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 0,5 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com variacao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variagao da variancia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.67: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 1 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com variagao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.
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Figura 4.68: Resultados do caso discreto tridimensional para r = 2 com o ponto
perseguindo objeto com movimento estocastico com varia¢ao da esperanca matemaé-
tica e variancia fixa ou variacao da varidncia e esperanca matematica fixa.

Nas figuras [4.66], [4.67] ¢ 4.68] assim como nas figuras anteriores com essas distri-

buigoes, a distribuicao uniforme, com variacao da varidncia, apresenta menor taxa

de captura que a normal nas mesmas condi¢oes e que as distribui¢coes uniforme e
normal, com variacao do valor esperado. Sendo que essas trés ultimas praticamente
se sobrepoem para todos os raios e distancias iniciais simulados. O raio aumenta
o percentual de capturas e a distancia inicial, assim como nas figuras anteriores,
apresenta pouca influéncia no comportamento da varidvel aleatoria, percentual de

capturas.
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Capitulo 5
Conclusoes

Partimos do modelo estudado por GOMES [2], no qual o objeto persegue o ponto,
expandimos o namero de dimensoes e investigamos a influéncia do raio, da distancia
inicial e do movimento estocastico do objeto no comportamento da variavel aleatoéria,
percentual de capturas. Vimos para os casos bi/tridimensional, nas subsubsegoes
e respectivamente, que, quando o tamanho do salto do ponto ¢é igual ao
valor esperado do salto do objeto, as inequagoes e que definem a captura
do objeto englobando o ponto podem ser expressas como a média aritmética dos
saltos padronizada elevada ao quadrado e seguem distribuicao qui-quadrado. Esse
resultado tedrico é relevante, pois, nas demais situagoes, o objeto tende a se distan-
ciar em um numero finito de passos quando a esperanca matemética possui valor
distinto do salto do ponto. Nesses casos, hd maior influéncia da distancia inicial e
do raio.

As simulagoes mostraram um comportamento distinto para pequenos valores, o que
trouxe a necessidade de estudé-los em um caso & parte, denominado continuo. Os
resultados do modelo, no qual o objeto persegue o ponto, evidenciam que o aumento
do raio também aumenta a taxa de captura, enquanto o aumento da distancia inicial
diminui o percentual de capturas e desloca a curva do gréafico para a direita. Sendo
que, a forma das curvas do grafico muda, tendo resultados mais expressivos para
pequenos valores de esperanca matematica e/ou variancia/desvio padrao quando a
distancia inicial entre o objeto e o ponto ¢é nula.

Quanto ao movimento estocastico do objeto, o uso da distribuicao Poisson para
modelar o tamanho do salto do objeto obteve melhores resultados, seguida das dis-
tribui¢oes normal, uniforme e exponencial, nessa ordem, com valor esperado igual
ao desvio padrao, e das distribui¢oes normal e uniforme, com esperan¢a matematica
igual a variancia. Quando isolado o efeito do valor esperado e da variancia, suas
curvas se sobrepuseram, com excecao da distribui¢ao uniforme com variacao da va-
ridncia e esperanca matemaética fixa.

Quanto as superficies, as que tiveram o tamanho do salto do objeto modelado pela
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distribuicao normal, apresentaram maior percentual de capturas que as da distri-
buicao uniforme. Assim como houve maior percentual de capturas com o uso da
distribui¢ao Poisson em relacao a distribui¢ao exponencial. Observamos uma maior
taxa de capturas com a variagao do valor esperado com apenas um parametro vari-
ando, valor esperado ou variancia.

Considerando o esbogo de um torpedo perseguindo um navio de guerra elaborado
por MUNGAN [5] e o conceito de tempo retardado abordado por AZEVEDO e
PELLUSO [I] vistos no capitulo , redefinimos o problema a partir de uma situagao
na qual o ponto persegue o objeto que tem movimento estocastico com seus saltos
calculados pela média aritmética do tamanho dos saltos do objeto, com excecao do
altimo salto. Esse ponto em perseguicao, assim como um torpedo, corrige sua tra-
jetoria com base no movimento estocastico do objeto, o navio de guerra, porém sem
conhecimento do ultimo movimento dele, uma vez que essa informacao, a posicao
do objeto, se deslocaria em velocidade finita. Para calcular a trajetoéria do ponto,
trabalhamos com a média aritmética como estimador do valor esperado do movi-
mento aleatoério do objeto e essa média calculada a cada passo define o tamanho de
seu salto.

As simulagoes do modelo no qual o ponto persegue o objeto mostram que a influén-
cia do raio ¢ analoga ao da situacao anterior, na qual o objeto persegue o ponto,
enquanto o aumento da distancia inicial tem pouca influéncia nos resultados. O
percentual de capturas foi maximo para pequenos valores esperados e/ou variancia
do salto do objeto, o que ocorreria com uma taxa de atualizacao da posicao dele e
correcao da trajetoria do ponto elevada em relagao a sua velocidade.

Quanto a distribuicao de probabilidade do movimento estocastico do objeto, ana-
logamente ao modelo anterior, a utilizagao da distribuicao Poisson obteve melhores
resultados para modelar o tamanho do salto, seguida das distribui¢coes normal, uni-
forme e exponencial, nessa ordem, com valor esperado igual ao desvio padrao, e
das distribui¢coes normal e uniforme, com esperanca matemaética igual a variancia.
Quando isolado o efeito do valor esperado e da variancia, suas curvas também se
sobrepuseram com excecao da distribuicao uniforme com variacao da variancia e
esperanca matemaética fixa.

Quanto as superficies, as relagoes entre o percentual de capturas e as distribuigoes
de probabilidade, assim como os parametros utilizados, variacao do valor esperado
e/ou variancia, foram analogas a situa¢ao em que o objeto persegue o ponto.

Sao propostas para novos trabalhos, o desenvolvimento de demonstragoes matema-
ticas para os resultados das simulagoes aqui apresentados e um estimador, para a
situacao na qual o ponto persegue o objeto, que alcance maior percentual de capturas
com o aumento do valor esperado ou variancia. Assim como o estudo aprofundado

da familia de distribui¢oes de probabilidade & qual os resultados aqui obtidos per-
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tencem.
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