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Resumo
Embora a dualidade onda-partícula não seja um conceito relativamente novo na física
moderna, o interesse pela mesma continua sendo um importante ponto de estudos e
investigações. Atribuindo comportamentos mutuamente exclusivos de um sistema quântico
ao aparato experimental ao qual é submetido, no exemplo de um interferômetro de dois
caminhos os aspectos de onda e de partícula são quantificados através da visibilidade
das franjas de interferência e da informação sobre o caminho percorrido pelas partículas.
Neste trabalho, utilizamos ferramentas teóricas da informação quântica para derivar duas
quantidades que mensuram os aspectos de onda e de partícula no cenário do experimento
da dupla fenda de Young para um sistema de fótons. A derivação dessas quantidades
teve como base o formalismo da matriz densidade unificada de coerência e polarização, o
que nos possibilitou obter quantificadores capazes de descrever a influência combinada do
caminho tomado pelos fótons, bem como da polarização. É possível verificar que esses
quantificadores obedecem a uma relação de complementaridade análoga à desigualdade
EGY, cuja validade é testada através de alguns exemplos com estados quânticos puros
e mistos. Ao estendermos o estudo da dualidade onda-partícula aos sistemas abertos,
nos confrontamos com a realidade do efeito da decoerência. Apesar de desempenhar um
papel fundamental no estudo da transição quântica para a clássica, em se tratando de
sistemas quânticos o efeito da decoerência aparece como um obstáculo ao processamento
da informação quântica. Aqui nós mostramos que os quantificadores podem ser úteis
para investigar de que formas o ambiente em questão interfere na perda da informação
quântica codificada nos fótons e as consequências dos tipos de ambientes usados para o
processamento de informação.

Palavras-chave: Relação de complementaridade; polarização; sistema quântico aberto,
decoerência.



Abstract
Although the wave-particle duality is not a relatively new concept in modern physics, the
interest in it remains an important point of study and investigation. Attributing mutually
exclusive behaviors of a quantum system to the experimental apparatus to which it is
subjected, in the example of a two-path interferometer, the wave and particle aspects are
quantified through the visibility of the interference fringes and information about the path
taken by the particles. In this work, we use quantum information theoretical tools to derive
two quantities that measure the wave and particle aspects in the scenario of the Young’s
double slit experiment for a photon system. The derivation of these quantities was based
on the formalism of the unified density matrix of coherence and polarization, which allowed
us to obtain quantifiers capable of describing the combined influence of the path taken
by the photons, as well as the polarization. It is possible to verify that these quantifiers
obey a complementarity relation analogous to the EGY inequality, whose validity is tested
through some examples with pure and mixed quantum states. By extending the study of
wave-particle duality to open systems, we confront the reality of the decoherence effect.
Though it plays a fundamental role in the study of the quantum-to-classical transition,
for quantum systems the decoherence effect acts as an obstacle to quantum information
processing. We show here that quantifiers can be useful for investigating in which ways
the environment in question interferes in the loss of quantum information encoded in the
photons and the consequences of the types of environments used for information processing.

Keywords: Complementarity relations; polarization; open quantum systems, decoherence.
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1 Introdução

Atualmente, a natureza da luz é melhor compreendida devido às grandes descobertas a
seu respeito cujo reflexo notamos nos avanços tecnológicos dos últimos séculos. Há muito
tempo filósofos e cientistas se dedicam a essa tarefa. Por volta do século XVII houve
um forte movimento científico para discutir o aspecto da luz. Natureza ondulatória ou
corpuscular? O que prevaleceu até o início do século XIX foi a ideia de Isaac Newton a
respeito da luz composta por corpúsculos [7]. Em oposição, Thomas Young em seu célebre
experimento da dupla fenda apresentou uma base experimental para a natureza ondulatória
da luz, entre 1801 e 1803, verificando que a mesma se comporta como onda [7, 8]. Mais
tarde, Heinrich Hertz por volta de 1887, produzia uma descarga oscilante fazendo saltar
uma faísca entre dois eletrodos. Ele observou que a luz violeta e ultravioleta facilitava a
descarga [9]. Posteriormente, os estudos com raios catódicos foram aprofundados por P.
Lenard que obteve resultados que caracterizaram um efeito chamado de efeito fotoelétrico.
Este efeito aponta que a emissão de elétrons não depende da intensidade da luz incidente
e sim da frequência dessa luz, tal que para frequências altas a energia transferida aos
elétrons é suficiente para arrancá-los de um metal mesmo com intensidades muito baixas.
Isso foi explicado por Albert Einstein, em 1905, o qual admitiu que a luz em sua interação
com a matéria é quantizada e se apresenta em pacotes, os fótons ou partículas de luz [8].
Este comportamento dual não é restrito apenas à luz. A matéria também se comporta
assim. O físico de Broglie supôs que os elétrons também tinham um comprimento de onda
associado e apresentou uma relação entre o comprimento de onda e o momento do elétron,
o que mais tarde foi verificado experimentalmente na difração dos elétrons por Davisson e
Germer [10], e separadamente por G.P.Thomson [11]. Assim, observa-se uma dualidade
onda-partícula que consiste em associar a cada partícula uma onda de probabilidade.

Os aspectos de partícula e onda são classicamente opostos, visto que um é governado
por leis de movimento com trajetórias bem definidas e o outro pelas leis do movimento
ondulatório. Em sistemas quânticos, esses dois aspectos não são inseparáveis, mas comple-
mentares. Mas, embora essas propriedades sejam complementares, a certeza absoluta de
uma impede, no mesmo aparato experimental, a observação simultânea da outra. Podemos
ver isso no experimento da dupla fenda, esboçado na Fig. 1a, em que consideramos que
fótons atravessam o aparato. Ao preparar o experimento de modo a tentar identificar por
qual fenda o fóton passa, perdemos o caráter ondulatório. Se não perturbarmos o sistema,
um padrão de interferência é formado, como mostrado na Fig. 1b, o que caracteriza sua
manifestação ondulatória. Em 1928, uma discussão qualitativa da dualidade onda-partícula
foi apresentada por Niels Bohr quando chamou a atenção para esses comportamentos mutu-
amente exclusivos, obtendo como resultado um ou outro, mas não os dois simultaneamente
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[12]. Os primeiros a darem uma versão quantitativa para esta complementaridade foram
Wootters e Zurek [13]. Eles usaram elementos de teoria de informação e constatam que se
houver informação parcial sobre o caminho percorrido pelos fótons existe também alguma
nitidez das franjas de interferência. É também possível haver uma mudança gradativa entre
os comportamentos de onda e de partícula. Mais tarde, estudando a interferometria com
dois feixes não balanceados, Greemberger e Yasin [14] usaram a previsibilidade do caminho
mais provável percorrido por nêutrons e chegaram à desigualdade V 2 +P 2 ≤ 1, onde P é a
previsibilidade e V é a visibilidade. Separadamente, Englert [15], generalizando a ideia de
Wootters e Zurek para sistemas compostos, incluiu um detector de caminho substituindo
a previsibilidade pela distinguibilidade de caminho. Assim, a dualidade onda-partícula é
controlada pela desigualdade EGY,

V 2 +D2 ≤ 1. (1.1)

Os extremos desta relação são V = 1 e D = 0, denotando máximo padrão de interferência
e nenhum conhecimento sobre o caminho percorrido. Por outro lado, D = 1 e V = 0
representa um conhecimento total sobre o caminho e nenhuma franja de interferência
formada. Também são possíveis os valores intermediários V ̸= 0 e D ̸= 0, representando
franjas de visibilidade menos intensas e conhecimento parcial sobre o caminho. Vale
também salientar que a igualdade da Eq. (1.1) é atingida no regime de estados puros.
Nos casos em que a soma é menor que 1, temos que o sistema em análise é misto.
Experimentalmente, foram realizados testes dos comportamentos complementares com
fótons [16], átomos [17] e ressonância magnética nuclear [18, 19].

Figura 1 – Experimento da fenda dupla. A Fig. a) apresenta um comportamento de
partícula à medida que tentamos decifrar qual caminho percorreu o fóton. Na
Fig. b) os fótons percorrem os caminhos 1 e 2 livremente, e o que se forma é
um padrão de interferência acentuado.

Recentemente, estudos sobre o princípio da complementaridade vem despertando
interesse renovado. Em interferômetros de dois caminhos tem sido mostrado que as propri-
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edades de polarização da luz emergente do interferômetro dependem do comportamento
dual dos fótons [20, 21, 22]. Outros analisam os efeitos da fonte (alusão às fendas de um
interferômetro duplo) nas propriedades da dualidade onda-partícula [23, 24]. Tem sido
demonstrado também que a complementaridade está ligada ao auto emaranhamento entre
caminhos e outros graus de liberdade intrínsecos da mesma entidade quântica levando
a uma igualdade complementar de três quantidades [25, 26]. Por outro lado, há desen-
volvimentos recentes de estudos da complementaridade se extendendo a interferômetros
multipartidos [27, 28, 29].

Na informação quântica, um agravante crucial para o processamento em geral da infor-
mação é o efeito chamado de decoerência. Embora ela desempenhe um papel fundamental
na dinâmica que descreve a transição quântica para a clássica [30], sua existência é um
obstáculo que muitos estudiosos tentam contornar, ou aprender a lidar [1, 31]. Consequen-
temente, em se tratando de dualidade onda-partícula, seu aparecimento faz com que a
informação a respeito tanto do aspecto ondulatório como o do corpuscular seja modificado
ao ponto de se perder totalmente [32]. A interação sistema- ambiente produz esse efeito
cujo papel desenvolvido pelo ambiente se assemelha ao de uma sonda dos estados do
sistema e isso leva à perda de coerência do sistema físico.

Esta tese tem como objetivo fornecer alguns avanços ao estudo sobre a dualidade
onda-partícula no cenário da dupla fenda. Neste trabalho, consideramos que o grau de
liberdade de polarização é uma propriedade importante para a definição das quantidades
que representam o aspecto de onda e de partícula, respectivamente, a visibilidade e a
distinguibilidade. A derivação dos quantificadores de visibilidade V e de distinguibilidade
D leva em consideração tanto a probabilidade de caminho como a influência da polarização.
Embora seja uma forma mais geral, esses quantificadores desenvolvidos por nós obedecem
a uma relação de complementaridade análoga à desigualdade EGY. Propomos também
utilizar essas quantidades no estudo de sistemas quânticos abertos para observar os efeitos
de decoerência, espalhamento e despolarização causados pela interação sistema-ambiente e
descritos através da evolução temporal desses quantificadores.

A organização desta tese está dividida da seguinte maneira: no Capítulo 2 são apresen-
tados fundamentos de mecânica quântica de interesse para o nosso estudo. Além disso,
revisamos alguns conceitos clássicos de fenômenos ondulatórios da luz. No Capítulo 3
nós abordamos um formalismo de operações quânticas que descreve ruídos (interações
indesejadas) e o comportamento de sistemas quânticos abertos. No Capítulo 4, revisamos o
método de tratamento unificado de coerência e polarização através do formalismo de matriz
densidade, cujos resultados formam a base de nossas ideias neste trabalho. No Capítulo 5
apresentamos a formulação matemática para obtenção dos quantificadores de visibilidade
e distinguibilidade proposto por nós, a dedução da relação de complementaridade e a
eficácia desses quantificadores através de alguns exemplos com estados quânticos. No
Capítulo 6 serão feitas aplicações desses quantificadores no estudo de sistemas quânticos
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abertos aproveitando o cenário do experimento de dupla fenda. Finalizamos com as nossas
conclusões e perspectivas futuras.
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2 Fundamentação

2.1 Estado quântico
Em mecânica quântica, o estado físico dos sistemas é representado por um vetor de

estado. Este vetor reside em um espaço vetorial complexo chamado espaço de Hilbert H.
Um vetor de estado contém toda informação possível sobre o sistema de interesse. Na
notação de Dirac vetores de estado são reconhecidos usando o símbolo |·⟩ chamado de ket
[33].

O fato de poder existir superposições de estados torna a mecânica quântica diferente
da clássica, tal que em geral não perguntamos se um sistema físico está, por exemplo, em
um estado ou outro, mas qual é a probabilidade dele ser encontrado em um desses estados.
Esta superposição de possíveis estados é composta por uma combinação linear, de modo
que, o vetor estado |ψ⟩ resultante é representado pela soma de outros vetores. No caso
específico de o sistema poder assumir somente dois estados, temos:

|ψ⟩ = c1 |a1⟩ + c2 |a2⟩ , (2.1)

onde c1 e c2 são números complexos que representam amplitudes de probabilidades. Este
estado define um sistema em estado de superposição com espaço dimensional n = 2.
Estados quânticos são representados por vetores unitários. Isto significa que o produto
interno entre o ket e seu dual bra (⟨·|) seja ⟨ψ|ψ⟩ = 1. A isto damos o nome de condição
de normalização, o que equivale a |c1|2 + |c2|2 = 1 [33].

Quando o estado |ψ⟩ estiver representado em um espaço de Hilbert de dimensão n, em
geral, ele é escrito como [31]:

|ψ⟩ =
∑

n

cn |ϕn⟩ . (2.2)

Aqui, a dimensionalidade do espaço é imposta pelas condições do sistema físico de interesse.
Estados desse tipo |ψ⟩ são chamados de estados puros. Logo mais veremos que um
estado que é composto por um conjunto de estados puros com cada um possuindo peso
probabilístico são chamados de estados mistos.

Em teoria da informação quântica, o estado da Eq. (2.1) é a representação de um qubit.
Classicamente, a informação é codificada em bits, que é a menor unidade de informação
armazenável. Quanticamente, o conceito análogo desta unidade de informação é o bit
quântico ou qubit. Enquanto o bit corresponde aos estados 0 ou 1, o qubit corresponde
aos estados |0⟩ e |1⟩ desse bit clássico. Se quisermos examinar o qubit para saber se ele
está no estado |0⟩ e |1⟩ o resultado dá 0, com probabilidade |α|2, e 1 com probabilidade
|β|2. Somando essas duas probabilidades obteremos o valor um, que é a condição de
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normalização referida anteriormente. Como α e β são números complexos, essa condição
garante que o estado (2.1) possa ser reescrito como [1]

|ψ⟩ = eiγ(cosθ2 |0⟩ + eiϕsen
θ

2 |1⟩), (2.3)

com θ, ϕ e γ sendo as variáveis reais que representam o estado. No entanto, em se tratando
de medições, essa fase global eiγ pode ser ignorada por não ter efeitos observáveis. Por
exemplo, em medições, um estado |ϕ⟩ é equivalente ao estado eiγ|ϕ⟩ por darem as mesmas
previsões para quaisquer medições. Deste modo, reescrevemos o estado acima em função
de duas variáveis reais:

|ψ⟩ = cos
θ

2 |0⟩ + eiϕsen
θ

2 |1⟩, (2.4)

que pode ser representado geometricamente fazendo uma conexão com coordenadas esféricas
e 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ ϕ ≤ 2π definirão um ponto numa esfera de raio unitário. Esta esfera é
chamada de Esfera de Bloch de um qubit e é ilustrada na Fig 2. No caso de n qubits não
existe uma generalização simples da esfera de Bloch [1].

Figura 2 – Representação da Esfera de Bloch para um qubit. Figura adaptada de [1]

2.2 Produto Tensorial
Um sistema quântico pode ser uma composição de outros sistemas quânticos. Neste

caso, o espaço de Hilbert referente a ele é um espaço de dimensão maior que a dos
subsistemas. O responsável por reunir os espaços de cada subsistema para formar um
espaço maior é o produto tensorial.

Dois espaços V e W de dimensões d1 e d2 são espaços vetoriais que pelo produto
tensorial V ⊗ W formam um espaço vetorial de dimensão dim = d1d2. O espaço V ⊗ W é
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constituído pelos elementos |v⟩ de V e |w⟩ de W , que pode ser gerado a partir do produto
tensorial dos vetores base dos subespaços, |v⟩ ⊗ |w⟩.

O produto tensorial obedece a algumas propriedades [1]:

1 - Para um escalar arbitrário λ e elementos |v⟩ de V e |w⟩ de W ,

z(|v⟩ ⊗ |w⟩) = (z|v⟩) ⊗ |w⟩ = |v⟩ ⊗ (z|w⟩).

2 - Para |v1⟩ e |v2⟩ em V e |w⟩ em W ,

(|v1⟩ + |v2⟩) ⊗ |w⟩ = |v1⟩ ⊗ |w⟩ + |v2⟩ ⊗ |w⟩.

3 - Para |v⟩ em V e |w1⟩ e |w2⟩ em W ,

|v⟩ ⊗ (|w1⟩ + |w2⟩) = |v⟩ ⊗ |w1⟩ + |v⟩ ⊗ |w2⟩.

Para ilustrar a propriedade 2 que tem o mesmo teor da 3, se um estado

|v⟩ = |v1⟩ + |v2⟩ =
 a1

a2

 (2.5)

faz parte de um produto com

|w⟩ =
 b1

b2

 , (2.6)

então o resultado do produto é

|v⟩ ⊗ |w⟩ =



a1 ×

 b1

b2



a2 ×

 b1

b2




=


a1b1

a1b2

a2b1

a2b2

 . (2.7)

Em se tratando de, por exemplo, dois sistemas quânticos, digamos S1 e S2 cada um
com o seu espaço de Hilbert H1 e H2. O sistema composto S = S1 + S2 terá um espaço
de Hilbert H = H1 ⊗ H2. Supondo que a base ortonormal em cada espaço H1 e H2 seja,
respectivamente, {|αi⟩} e {|βi⟩}, temos que um estado puro geral de S será dado como:

|ψ⟩ =
∑

i

ai|αi⟩ ⊗ |βi⟩. (2.8)

Se A e B são dois operadores que atuam, respectivamente, nos espaços de S1 e S2,
então, o operador A⊗B que atua em H é resultante da ação de A em H1 e B em H2, da
seguinte forma:

(A⊗B)(|α⟩ ⊗ |β⟩) = A|α⟩ ⊗B|β⟩. (2.9)
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Esta operação também se extende para todos os elementos de H tal que sob a combinação
linear (2.8) a atuação resulta em

(A⊗B)(
∑

i

ai|αi⟩ ⊗ |βi⟩) =
∑

i

ai(A|αi⟩ ⊗B|βi⟩). (2.10)

2.3 Operador densidade
Nesta seção veremos o formalismo do operador densidade ou matriz densidade que é

usado para representar o estado de sistemas formados por um conjunto de sistemas físicos
(ensemble) e em especial, e necessário, para os que são misturas estatísticas. Antes de tudo,
vamos entender o que é um conjunto puro e misto. Em seguida, passaremos à definição do
operador e por último à função do traço parcial usada quando estamos interessados em
apenas parte de um sistema quântico composto.

⋄ Estados puros e mistos

Se um conjunto de partículas de um feixe forem preparadas igualmente, dizemos
que o estado desse conjunto é um estado puro. No entanto, sistemas quânticos não são
necessariamente preparados igualmente. Caso o feixe de partículas seja formado por
duas partes preparadas independentemente, ou seja, sem que exista uma relação de fase
definida entre elas, o feixe combinado não pode mais ser representado por um único vetor
de estado; existe uma mistura estatística envolvida tal que esse sistema físico terá uma
população fracionária ou um peso probabilístico, onde digamos que 50% seja da população
representada por um estado |ψ1⟩ e a outra por um estado |ψ2⟩. Dizemos que esse sistema
é então representado por uma mistura de estados. É sobretudo por causa desses últimos
que usamos o operador densidade.

⋄ Definição do operador densidade

O operador densidade que descreve o estado de um sistema quântico é definido como

ρ̂ ≡
∑

i

pi|ψi⟩⟨ψi|, (2.11)

onde cada pi representa o peso probabilístico clássico do conjunto ser caracterizado pelo
estado |ψi⟩, e ∑i pi = 1. Quando o sistema é descrito por um único estado puro o operador
densidade se reduz a

ρ̂ = |ψ⟩⟨ψ|. (2.12)

Um operador densidade deve obedecer a seguintes propriedades [1]:

1 - A condição de normalização: tr(ρ̂) = 1.

2 - Ser positivo: ρ̂ ≥ 0.

3 - Ser hermitiano: ρ̂ = ρ̂†.
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A fim de demonstrar essas propriedades, vamos supor que o operador densidade seja
escrito como (2.11). Então,

tr(ρ̂) = tr
∑

i

pi|ψi⟩⟨ψi|

=
∑

i

∑
j

pi⟨ψj|ψi⟩⟨ψi|ψj⟩

=
∑

i

pi⟨ψi|ψi⟩

= 1, (2.13)

mostrando que a condição 1 é satisfeita. Para um estado arbitrário |ψj⟩ do espaço vetorial
do sistema, o produto interno

⟨ψj|ρ̂|ψj⟩ =
∑

i

pi⟨ψj|ψi⟩⟨ψi|ψj⟩

=
∑

i

pi|⟨ψj|ψi⟩|2

≥ 0, (2.14)

satisfazendo a condição 2. Este resultado é nulo apenas quando o produto interno
⟨ψj|ψi⟩ = 0. Isto significa que os estados {|ψi⟩, |ψj⟩} são ortogonais. A propriedade 2
garante que o operador tenha decomposição espectral [1]

ρ̂ =
∑

i

λi|i⟩⟨i|. (2.15)

Esta é a representação na forma diagonal, |i⟩ são autoestados ortogonais e os seus autova-
lores associados λi são não-negativos e reais. Operadores com autoestados ortogonais e
autovalores reais são chamados de Hermitianos, e, portanto, ρ̂ = ρ̂† [33].

Essas propriedades se mantêm independente do conjunto e o operador ρ̂ é um operador
densidade que satisfaz todas elas conseguindo assim representar um sistema quântico, ou
seja, as condições de probabilidades reais, positivas e normalizadas são satisfeitas.

Supondo agora a medição de algum observável A atuando em um conjunto. O valor
esperado desse observável sob um estado puro é calculado através da regra ⟨A⟩ = ⟨ψ|A|ψ⟩.
Para estados misturados esta regra é generalizada reunindo a probabilidade clássica e as
probabilidades de natureza quântica. Assim,

⟨A⟩ =
∑

i

pi⟨ψi|A|ψi⟩

=
∑

i

∑
a′

∑
a′′
pi⟨ψi|a′⟩⟨a′|A|a′′⟩⟨a′′|ψi⟩,

=
∑
a′

∑
a′′

⟨a′′|
(∑

i

pi|ψi⟩⟨ψi|
)

|a′⟩⟨a′|A|a′′⟩

= tr(ρ̂A). (2.16)

Esta expressão do valor esperado de A com a regra do traço é a mesma tanto para estados
puros como para estados mistos. A única diferença é que a característica de mistura está
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incorporada no estado ρ̂ e os valores esperados referentes a cada estado puro |ψi⟩ serão
ponderados por pesos pi.

Existe ainda uma outra condição interessante do operador densidade que é a identifica-
ção da pureza. Estados puros mantém a invariância do traço para ρ̂2. No geral, o traço do
quadrado de ρ̂ será

tr(ρ̂2) ≤ 1. (2.17)

Quando o estado for puro, o operador densidade é idempotente ρ̂2 = ρ̂ e tr(ρ̂2) = tr(ρ̂) = 1.
Façamos agora pi com mais de um valor não nulo. Usando o estado (2.11),

ρ̂2 =
∑
i,j

pjpi|ψj⟩⟨ψj|ψi⟩⟨ψi|. (2.18)

Sabendo que ⟨ψj|ψi⟩ = δij, então

ρ̂2 =
∑

i

pi
2|ψi⟩⟨ψi|, (2.19)

que difere da expressão Eq.(2.11). As probabilidades p2
i ≤ pi obrigam que tr(ρ̂2) < 1 para

estados misturados.

⋄ Evolução do operador densidade

A dinâmica da evolução do operador densidade (2.11) é obtida fazendo

d

dt
ρ̂(t) = d

dt

∑
i

pi|ψi(t)⟩⟨ψi(t)|

=
∑

i

pi

[
d|ψi(t)⟩
dt

⟨ψi(t)| + |ψi(t)⟩
d⟨ψi(t)|
dt

]
. (2.20)

Do postulado da evolução de um estado na mecânica quântica, a evolução temporal de
um vetor de estado |ψ⟩ é regida pela equação de Schrödinger

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = H|ψ(t)⟩, (2.21)

e equivalentemente para o bra ⟨ψ|,

−iℏ d
dt

⟨ψ(t)| = ⟨ψ(t)|H, (2.22)

onde H é o Hamiltoniano gerador da evolução. Substituindo ambas na expressão (2.20)
obtemos a expressão que dita a evolução temporal do operador densidade

d

dt
ρ(t) = − i

ℏ
[H, ρ̂(t)] . (2.23)

Esta expressão é conhecida como equação de von Neumann. Caso [H, ρ̂] = 0 o estado ρ̂
permanece inalterado.

Ainda, sistemas fechados evoluem de acordo com uma operação unitária Û que relaciona
o estado |ψ⟩ do sistema em algum tempo t1 com o estado |ψ′⟩ do sistema no tempo t2, ou
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seja, |ψ′⟩ = Û(t2, t1)|ψ⟩ sendo Û = exp(−iHt
ℏ ). Estendendo esse postulado para o operador

densidade, temos
∑

i

pi|ψ′
i⟩⟨ψ′

i| =
∑

i

pi

[
Û(t2, t1)|ψi⟩⟨ψi|Û(t2, t1)†

]
ρ̂′ = Û(t2, t1)ρÛ(t2, t1)†, (2.24)

que é a relação do operador densidade ρ̂′ em um tempo qualquer com o operador densidade
ρ̂ do tempo t0.

⋄ Qubit e o operador densidade

Vimos nesta seção que um estado puro é representado pelo operador densidade

ρ̂ = |ψ⟩⟨ψ|.

Usando a representação geométrica de um qubit que matematicamente se dá através do
estado da Eq. (2.4), o operador densidade para o estado puro é

ρ̂ =
[
cos

(
θ

2

)
|0⟩ + eiϕsen

(
θ

2

)
|1⟩
] [
cos

(
θ

2

)
⟨0| + e−iϕsen

(
θ

2

)
⟨1|
]
. (2.25)

O resultado deste produto será

ρ̂ = cos2
(
θ

2

)
|0⟩⟨0| + cos

(
θ

2

)
e−iϕsen

(
θ

2

)
|0⟩⟨1| +

eiϕsen

(
θ

2

)
cos

(
θ

2

)
|1⟩⟨0| + sen2

(
θ

2

)
|1⟩⟨1|, (2.26)

que expresso matricialmente, fica

ρ̂ =
 cos2

(
θ
2

)
cos

(
θ
2

)
e−iϕsen

(
θ
2

)
eiϕsen

(
θ
2

)
cos

(
θ
2

)
sen2

(
θ
2

)  .
Aplicando as relações trigonométricas cos

(
θ
2

)
=
√

1+cosθ
2 e sen

(
θ
2

)
=
√

1−cosθ
2 , chegamos

ao resultado

ρ̂ =
 1+cosθ

2
e−iϕsenθ

2
eiϕsenθ

2
1−cosθ

2

 = 1
2

1 + cosθ e−iϕsenθ

eiϕsenθ 1 − cosθ

 .
Este resultado pode ser ainda reescrito se representarmos a exponencial em termos do
cosseno e do seno. Isto é,

ρ̂ = 1
2

 1 + cosθ cosϕsenθ − isenϕsenθ

cosϕsenθ + isenϕsenθ 1 − cosθ

 .
Se formos mais adiante, esta matriz é o mesmo que

ρ̂ = 1
2

1 0
0 1

+ cosϕsenθ

0 1
1 0

+ senϕsenθ

0 −i
i 0

+ cosθ

1 0
0 −1

 .
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Neste ponto, podemos ver que surgiu 4 matrizes conhecidas, a primeira é a matriz
identidade Î, as outras são as chamadas matrizes de Pauli, σx, σy e σz respectivamente. Os
elementos são as coordenadas das projeções do vetor em uma esfera, sendo x = cosϕsenθ,
y = senϕsenθ e z = cosθ. Assim, o operador densidade para um qubit será

ρ̂ = 1
2(Î + r⃗ · σ̂) (2.27)

onde r⃗ = xx̂+yŷ+zẑ é um vetor unitário e é, em homenagem ao físico Felix Bloch, chamado
de vetor de Bloch, e o vetor σ⃗ = σxx̂+σyŷ+σz ẑ é o vetor de Pauli, em homenagem ao físico
Wolfgang Ernst Pauli. Qualquer sistema de dois níveis pode ser descrito através dessa
representação do operador densidade e isso significa que esses sistemas serão caracterizados
por um ponto na esfera de Bloch.

2.3.1 Traço parcial e o operador densidade reduzido

O operador densidade reduzido é uma ferramenta usada para caracterizar subsistemas
de sistemas compostos. Esta forma reduzida do operador é muito utilizada no tratamento
de sistemas quânticos abertos onde desejamos focar exclusivamente em algum sistema de
interesse.

Supondo que dois subsistemas A e B fazem parte de um sistema composto ρ̂AB, então
os operadores densidade reduzidos referentes aos subsistemas A e B são, respectivamente,

ρ̂A = trB(ρ̂AB), (2.28)

e
ρ̂B = trA(ρ̂AB), (2.29)

onde a operação traço com subscrito A ou B significa que o traço é executado apenas
sob a base do espaço do subsistema que não se tem interesse. Esta operação de traço é
chamada de traço parcial.

A medição de algum observável atuante em um dos subsistemas de interesse fornece um
resultado interessante. Como vimos nas Eqs. (2.9) e (2.10), a ação de algum observável no
espaço maior é fruto da atuação dos observáveis em cada um dos subsistemas. Digamos que
o subsistema de interesse seja o sistema A. O observável agindo em A será Ô = ÔA ⊗ ÎB,
onde ÎB é uma identidade atuando no espaço de B. Vamos considerar que {|ψk⟩} e {|ψl⟩}
sejam bases dos espaços de Hilbert HA e HB de A e B. O valor esperado do observável
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será

⟨Ô⟩ = tr(ρ̂O)

=
∑
k,l

⟨ψl|⟨ψk|ρ̂(ÔA ⊗ ÎB)|ψk⟩|ψl⟩

=
∑

k

⟨ψk|
(∑

l

⟨ψl|ρ̂|ψl⟩
)
ÔA|ψk⟩

=
∑

k

⟨ψk| (trBρ̂) ÔA|ψk⟩

= trA(ρ̂AÔA), (2.30)

que é exatamente a média de um observável executada sob o subsistema A. Então, a
matriz densidade reduzida fornece toda a estatística das medidas feitas em um subsistema,
que é parte integrante de um sistema composto.

2.4 Polarização da luz
A luz, como bem sabemos, é uma pequena faixa do espectro da radiação eletromagnética.

Classicamente, ela se comporta como uma onda eletromagnética. Ondas eletromagnéticas
têm caráter transversal, onde os campos elétricos E⃗ e magnético B⃗ oscilam perpendicu-
larmente entre si e à direção de propagação da onda. Por causa disso, a luz apresenta
uma característica muito importante denominada polarização, e este fenômeno está direta-
mente relacionado à direção de oscilação do campo elétrico. Como veremos adiante, as
componentes do vetor campo elétrico podem estar oscilando com a mesma fase ou fora de
fase. Isto permite, juntamente com as amplitudes das componentes, que a polarização seja
de 3 tipos.

O vetor campo elétrico de uma onda de luz que se propaga na direção z é resultante
da soma de suas componentes

E⃗(z, t) = E⃗x(z, t) + E⃗y(z, t), (2.31)

com a parte real dessas componentes sendo [2]:

E⃗x(z, t) = îE0xcos(kz − ωt) (2.32)

e
E⃗y(z, t) = ĵE0ycos(kz − ωt+ ϕ), (2.33)

onde î e ĵ são vetores unitários nas direções x e y, E0x e E0y são as amplitudes das
componentes do campo elétrico, k = 2π

λ
é o número de onda (λ é o comprimento de

onda), ω é a frequência angular e ϕ é a fase relativa entre as componentes. Caso E⃗x(z, t) e
E⃗y(z, t) estejam em fase, ou seja, ϕ igual a zero ou múltiplos inteiros de ±2π, a onda de
luz possuirá polarização linear. Então, a parte real da Eq. (2.31) resulta em

E⃗(z, t) = (̂iE0x + ĵE0y)cos(kz − ωt). (2.34)
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Figura 3 – Polarização Linear. Enquanto a onda se propaga na direção z o campo elétrico
segue oscilando em um mesmo plano e mesma direção formando uma linha
diagonal que varia entre o primeiro e o terceiro quadrante, tornando a onda
polarizada. Figura adaptada de [2].

O que se observa é o campo elétrico oscilando num plano formando uma linha reta. A
este tipo de polarização dá-se o nome de linear diagonal ilustrada na Figura 3. O oposto
dessa polarização é a linear anti− diagonal que difere apenas pela rotação do plano de
oscilação (Figura 4a). Para tal, a fase ϕ assume valores múltiplos inteiros de ±π e a
expressão para a Eq. (2.31) é

E⃗(z, t) = (̂iE0x − ĵE0y)cos(kz − ωt). (2.35)

Se uma das amplitudes E0y ou E0x for nula, as Eqs. (2.34) e (2.35) representam a oscilação
do campo apenas no eixo x ou y e a polarização será linear horizontal ou vertical

(Figura 4b e 4c).

Um outro caso interessante é o da polarização circular, que ocorre quando as compo-
nentes x e y têm as mesmas amplitudes E0x = E0y = E0, e a diferença de fase relativa
assume valores ϕ = ±π

2 +2πm, onde m = 0,±1,±2, ..., ou seja, oscilam com uma diferença
de fase de 90◦ ou algum múltiplo inteiro ímpar de π

2 [2]. As Eq. (2.32) e (2.33) para este
caso passam a ser

E⃗x(z, t) = îE0cos(kz − ωt) (2.36)

e
E⃗y(z, t) = ∓ĵE0sen(kz − ωt). (2.37)
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Figura 4 – Polarização Linear. a) O campo elétrico oscila em um plano formando uma
linha entre o segundo e o quarto quadrante devido à diferença de fase entre as
componentes do campo ter valores múltiplos de π. Dizemos que a polarização
da onda é anti-diagonal. As figuras b) e c) mostram a direção de oscilação
do campo elétrico diretamente sobre o eixo de uma de suas componentes.
Neste caso dizemos que a onda é linearmente polarizada horizontal e vertical,
respectivamente.

Figura 5 – Polarização Circular. a) Enquanto as amplitudes das componentes do campo
elétrico se mantém iguais, a diferença de fase −π

2 entre elas garante que a ponta
do vetor campo elétrico oscile formando um círculo com sentido de rotação
para a direita sempre em um mesmo plano de vibração durante a propagação
da onda. b) A diferença de fase π

2 garante que o campo elétrico oscile formando
um círculo com rotação para a esquerda.

Consequentemente,

E⃗(z, t) = E0
(̂
icos(kz − ωt) ∓ ĵsen(kz − ωt)

)
. (2.38)

Variando a posição z por um tempo t, o argumento do seno e do cosseno muda de 0 à 2π.
Por estarem defasadas 90◦, a ponta do vetor campo elétrico resultante oscilará percorrendo
uma circunferência. Se ϕ = −π

2 + 2πm o campo elétrico oscila no sentido horário e a
polarização é dita circular à direita; se ϕ = π

2 + 2πm, a oscilação é no sentido anti-horário
e a polarização é circular à esquerda [2]. A Figura 5 representa esses dois casos.

Por fim, o caso mais geral é quando existem diferenças entre as amplitudes do campo e
diferenças de fase relativa. O campo elétrico irá rotacionar acompanhando uma mudança
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na sua magnitude. Assim, a ponta do campo elétrico percorrerá uma elipse e a luz será
elipticamente polarizada. Neste caso, temos

Ex = E0xcos(kz − ωt) (2.39)

e
Ey = E0ycos(kz − ωt+ ϕ), (2.40)

que nos permite chegar à expressão para a curva formada. Combinando (2.39) na (2.40)
expandida obtemos1

Ey

E0y

− Ex

E0x

cosϕ = −sen(kz − ωt)senϕ. (2.41)

Eliminaremos a dependência (kz − ωt) elevando a (2.41) ao quadrado. Usando a relação
cos2(x) + sen2(x) = 1 e a Eq. (2.39), finalmente chegamos a expressão da elipse formada
pelo campo elétrico(

Ey

E0y

)2

+
(
Ex

E0x

)2
− 2

(
Ex

E0x

)(
Ey

E0y

)
cosϕ = sen2ϕ. (2.42)

A partir desta expressão, em condições especiais, é possível chegar às outras polarizações
linear e circular. O eixo maior da elipse forma um ângulo α com o eixo x (Figura 6)

tan (2α) = 2E0xE0ycosϕ

E2
0x − E2

0y

. (2.43)

Na condição, ϕ é um múltiplo inteiro ímpar de ±π
2 , α = 0. Isto faz (2.42) se resumir a

expressão de uma elipse com semieixos em x e y:(
Ey

E0y

)2

+
(
Ex

E0x

)2
= 1 (2.44)

Além disso, acrescentando E0x = E0y = E0 teremos a polarização circular. Assim, a Eq.
(2.44) fica

E2
y + E2

x = E2
0 , (2.45)

que é a equação de uma circunferência.

Quando ϕ = 0 ou multíplos inteiros de ±π a elipse colapsa numa linha reta com ângulo
de inclinação α = ±tan−1 E0y

E0x
. A expressão (2.42) resultante é

Ex

Ey

= ±E0x

E0y

. (2.46)

A razão entre as componentes x e y é constante, portanto, a polarização é linear.

Esses formam os casos de luz polarizada, mas nem sempre a luz é polarizada. Podemos
ter casos de luz despolarizada ou parcialmente polarizada. Por despolarizada entendemos
1 Por expandida entendamos que foi usada a relação cos(a + b) = cos(a)cos(b) − sen(a)sen(b).
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Figura 6 – Polarização Elíptica. Enquanto se propaga a ponta do campo elétrico varre uma
elipse. É o caso mais geral da polarização do campo elétrico com amplitudes
e fases relativas diferentes. O eixo maior da elipse forma um ângulo α com o
eixo x e em condições especiais essa inclinação se altera fomado um círculo ou
uma linha. Figura adaptada de [2].

que o campo elétrico oscila em direções aleatórias e em escalas de tempo próximas de 10−8s

(tempo de emissão dos átomos), quando é difícil registrar alguma direção de oscilação
permanente. Um exemplo de luz despolarizada é a luz natural, a luz proveniente do sol.
Já a luz parcialmente polarizada apresenta uma quantidade de polarização associada que
é quantificada através de um parâmetro chamado grau de polarização e será de nosso
interesse nos estudos deste trabalho.

Vale ainda mencionar que existem várias formas de polarizar a luz. Os métodos
são através de absorção (filtros polarizadores), reflexão, espalhamento e birrefringência.
Voltamos a nossa atenção para os filtros polarizadores e a birrefringência. Na absorção há
uma seleção em que parte da luz é absorvida e outra parte é transmitida. A birrefringência
é a propriedade dos meios que têm dois índices de refração onde uma componente do
campo que se propaga em uma direção apresenta uma velocidade enquanto a componente
perpendicular apresenta outra velocidade. Com a diferença dos índices de refração a
defasagem entre as componentes do campo variam à medida que a onda se propaga dentro
desse meio. Assim, estabelece-se uma relação entre a espessura do meio, o tempo que a
luz gasta para percorrê-lo e a defasagem entre as componentes permitindo gerar ondas
com estado de polarização desejado [2, 34].

Voltaremos a falar sobre a polarização ao tratarmos de fótons nos próximos capítulos e
como ferramenta dos nossos estudos.

2.5 Parâmetros de Stokes
A polarização elíptica, como vimos na seção anterior, é uma forma geral de descrever

os estados de luz polarizada. Porém, partindo do pressuposto que nem sempre um feixe
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de luz encontra-se polarizado, em 1852 George Gabriel Stokes apresenta uma forma de
descrever o estado geral de polarização da luz a partir de observáveis [35]. Esses observáveis
mostram que qualquer estado de polarização (polarizado, parcialmente ou não polarizado)
pode ser descrito através de quatro quantidades conhecidas como parâmetros de Stokes.

⋄ Dedução dos Parâmetros de Stokes

Considerando um par de ondas planas mutuamente ortogonais em um ponto no espaço
z = 0 e monocromáticas. Estas ondas são representadas por [36, 37]

Ex(t) = E0xcos(ωt+ δx) (2.47)

e
Ey(t) = E0ycos(ωt+ δy). (2.48)

A fim de suprimir o termo ωt comum às duas componentes reescrevemos as duas expressões
acima como

Ex(t)
E0x

= cos(ωt)cos(δx) − sen(ωt)sen(δx), (2.49)

Ey(t)
E0y

= cos(ωt)cos(δy) − sen(ωt)sen(δy), (2.50)

onde

Ex(t)
E0x

sen(δy) − Ey(t)
E0y

sen(δx) = cos(ωt)sen(δy − δx) (2.51)

e

Ex(t)
E0x

cos(δy) − Ey(t)
E0y

cos(δx) = sen(ωt)sen(δy − δx) (2.52)

são obtidas eliminando o termo ωt na Eq. (2.49). Elevando as Eqs. (2.51) e (2.52) ao
quadrado e em seguida somando as duas, chegamos a expressão (2.42) da elipse:

E2
x(t)
E2

0x

+
E2

y(t)
E2

0y

− 2Ex(t)Ey(t)
E0xE0y

cosδ = sen2δ, (2.53)

com δ = δy − δx. Tomando uma média temporal da expressão dessa equação, para tempos
longos de observação, ficamos com quantidade observáveis de tal modo que

⟨E2
x(t)⟩
E2

0x

+
⟨E2

y(t)⟩
E2

0y

− ⟨2Ex(t)Ey(t)⟩
E0xE0y

cosδ = sen2δ, (2.54)

onde

⟨Ei(t)Ej(t)⟩ = 1
T

∫ T

0
Ei(t)Ej(t)dt, i, j = x, y (2.55)
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onde T é o período [38, 39]. Multiplicando por 4E2
0xE

2
0y eliminamos o denominador da Eq.

(2.54),

4E2
0y⟨E2

x(t)⟩ + 4E2
0x⟨E2

y(t)⟩ − 8E0xE0y ⟨Ex(t)Ey(t)⟩ cosδ = (2E0xE0ysenδ)2. (2.56)

Esses valores médios são encontrados usando as Eqs. (2.47) e (2.48), de modo que

⟨E2
x(t)⟩ = E2

0x

2 ; ⟨E2
y(t)⟩ = E2

0x

2 ; ⟨Ex(t)Ey(t)⟩ = E0xE0ycosδ

2 . (2.57)

O efeito de adicionar (E4
0x + E4

0y) em ambos os lados da Eq. (2.56), reorganizada com os
valores descritos na Eq. (2.57), resulta na expressão

(E2
0x + E2

0y)2 − (E2
0x − E2

0y)2 − (2E0xE0ycosδ)2 = (2E0xE0ysinδ)2. (2.58)

Esta equação pode ser escrita também como

S2
0 = S2

1 + S2
2 + S2

3 , (2.59)

onde as quantidades entre parênteses são

S0 = E2
0x + E2

0y (2.60a)

S1 = E2
0x − E2

0y (2.60b)

S2 = 2E0xE0ycosδ (2.60c)

S3 = 2E0xE0ysinδ. (2.60d)

Estes observáveis são os parâmetros de Stokes da polarização. O parâmetro S0 representa
a intensidade total da luz e os demais descrevem o estado de polarização da luz onde S1,
S2 e S3 são a tendência à polarização linear horizontal ou vertical, à polarização linear
diagonal ou anti-diagonal e à polarização circular à direita ou à esquerda, respectivamente.

Para qualquer estado de polarização é válida a relação [38, 37]

S2
0 ≥ S2

1 + S2
2 + S2

3 , (2.61)

onde a igualdade representa luz totalmente polarizada e a desigualdade é luz parcialmente
polarizada. Os parâmetros de Stokes permitem ainda escrever o grau de polarização da
luz como uma fração entre a quantidade de luz polarizada dividida pela intensidade total,

P = Ipol

Itot

=

√
S2

1 + S2
2 + S2

3

S0
, (2.62)

com 0 ≤ P ≤ 1. P = 0 e P = 1 representam, respectivamente, luz despolarizada e luz
polarizada. O valor intermediário 0 < P < 1 significa luz parcialmente polarizada.

⋄ Parâmetros de Stokes em função da notação complexa
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As Eqs. (2.47) e (2.48) em termos de amplitudes complexas

Ex(t) = Exexp (iωt) , (2.63)

Ey(t) = Eyexp (iωt) , (2.64)

com

Ex = E0xexp (iδx) , (2.65)

Ey = E0yexp (iδy) , (2.66)

garantem que os parâmetros de Stokes sejam escritos em termos dessas amplitudes como

S0 = ExE
∗
x + EyE

∗
y , (2.67a)

S1 = ExE
∗
x − EyE

∗
y , (2.67b)

S1 = ExE
∗
y + EyE

∗
x, (2.67c)

S3 = i(ExE
∗
y − EyE

∗
x), (2.67d)

Caso as Eqs. (2.65) e (2.66) sejam substituídas em (2.67) retornaremos às equações das
amplitudes reais da Eq. (2.60). Futuramente retornaremos aos parâmetros de Stokes no
arcabouço da mecânica quântica usando a linguagem da luz constituída por fótons.

2.6 Interferência
Em fenômenos ondulatórios, quando duas ou mais ondas passam ao mesmo tempo

pelo mesmo ponto no espaço, ocorre um efeito conhecido como interferência. De fato, esse
efeito pode ser observado em ondas formadas na superfície da água, ondas sonoras e ondas
eletromagnéticas em geral. A seguir faremos uma explanação do conceito de interferência
do ponto de vista da física clássica.

Vamos considerar duas fontes S1 e S2 emitindo ondas de luz monocromática de mesma
frequência ω, em um meio homogêneo. Dispondo as fontes em posições cuja distância
entre elas seja a ≫ λ e localizando o ponto de observação P distante o suficiente como
ilustra a Fig. 7, as ondas que chegam nesse ponto serão consideradas planas [2]. Para
ondas linearmente polarizadas, as expressões dos campos elétricos são

E⃗1(r⃗, t) = E⃗01cos(k⃗1 · r⃗ + ωt+ ϕ1), (2.68)

E⃗2(r⃗, t) = E⃗02cos(k⃗2 · r⃗ + ωt+ ϕ2), (2.69)

onde ϕ1 e ϕ2 são as fases de cada uma. O princípio da superposição diz que essas ondas
em P se somam e a onda resultante será E⃗ = E⃗1 + E⃗2. Agora, gostaríamos de expressar o



Capítulo 2. Fundamentação 34

resultado dessa soma em função da intensidade total nesse ponto. Usando a expressão da
intensidade de uma onda

I = nϵv ⟨E⃗2⟩T , (2.70)

onde n é o índice de refração, ϵ é a permissividade do meio, e v é a velocidade de propagação
e ⟨E⃗2⟩T é a média temporal do valor da intensidade do campo elétrico (ver Eq. (2.55)).
Aqui, iremos deixar de lado as constantes ϵ, v e n pelo fato de estarmos usando um
meio homogêneo cujas propriedades físicas se mantém iguais em toda parte. Deste modo,
sabendo que E⃗2 = E⃗ · E⃗, encontramos que

E⃗2 = (E⃗1 + E⃗2)(E⃗1 + E⃗2)

= E⃗2
1 + E⃗2

2 + 2E⃗1E⃗2. (2.71)

Figura 7 – Na figura (a) notamos as fontes pontuais e a sobreposição das ondas e a (b)
simula a visão dos planos de vibração das ondas oriundas dessas fontes. Figura
adaptada de [2].

Tirando a média temporal (2.55) dos dois lado dessa expressão, chegamos a intensidade
(2.70) que será [2]:

I = I1 + I2 + I12, (2.72)

onde I1 = ⟨E⃗2
1⟩T , I2 = ⟨E⃗2

2⟩T e I12 = 2 ⟨E⃗1 · E⃗2⟩T . Os termos I1 e I2 são as intensidade
relativas aos campos de cada fonte e o terceiro termo é conhecido como termo de interfe-
rência. Se o terceiro termo é nulo, dizemos que as ondas que chegam em P são incoerentes.
Avaliando esse terceiro termo, I12 = 2 ⟨E⃗1 · E⃗2⟩, o tempo de resposta T de detecção da
luz é muito maior que o período de oscilação da onda de luz, tal que ao substituir as
expressões (2.68) e (2.69) nessa média, os termos ⟨cos(ωt)sen(ωt)⟩T = 0, ⟨cos2ωt⟩ = 1

2 e
⟨sen2ωt⟩ = 1

2 . Deste modo, temos

⟨E⃗1 · E⃗2⟩ = 1
2E⃗01E⃗02cos(k⃗1 · r⃗ + ϕ1 − k⃗2 · r⃗ − ϕ2). (2.73)

Isso leva o termo de interferência a assumir a forma

I12 = E⃗01E⃗02cosδ, (2.74)
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onde δ = (k⃗1 · r⃗ + ϕ1 − k⃗2 · r⃗ − ϕ2) é a fase. Esse termo de interferência é nulo caso E⃗01 e
E⃗02 sejam perpendiculares. Por outro lado, se E⃗01 e E⃗02 são paralelos, essa intensidade
resulta em [2]

I12 = 2
√
I1I2cosδ, (2.75)

o que corresponde a reescrever a expressão da intensidade total em um ponto P como

I = I1 + I2 + 2
√
I1I2cosδ. (2.76)

Avaliando essa expressão, notamos que o valor da intensidade oscila em torno de I1 + I2

com o valor de δ, sendo por vezes maior ou menor ou igual a soma das intensidades de
cada campo. Podemos ver dois lados: se o cos δ = 1, o valor da intensidade é máxima,
sendo os valores de δ = 2mπ, com m = 0,±1,±2, ... . Dizemos que ocorreu interferência
totalmente construtiva. Se o cos δ = −1, o valor da intensidade alcança seu valor mínimo
quando δ = (2m+ 1)π. Há também os valores intermediários com interferência parcial, a
depender do valor de δ. A Fig. 8 representa essa oscilação da intensidade em função do
valor da fase.

Figura 8 – Variação da intensidade total onda resultante em função da fase δ. Para
valores de δ = 2mπ, I atinge seu valor máximo. Para valores de δ = (2m+ 1)π,
I atinge seu valor mínimo. Figura adaptada de [3]

Particularmente, a situação em que I1 = I2 resulta em Imax = 4I1 e Imin = 0. Dizemos
que as franjas de interferência desses campos possuem, nessa condição, uma nitidez muito
acentuada. É possível definir então a visibilidade, que foi introduzida por Michelson [2, 40]
que é um nome dado à medida de nitidez ou qualidade das franjas de interferência num
ponto de observação. Sua expressão é

V = Imax − Imin

Imax + Imin

, (2.77)
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onde Imax e Imin são os máximos e mínimos da intensidade da luz registrados na tela de
observação. É fácil perceber que o valor máximo de V ocorre quando Imin = 0 , V = 1.
Em oposição, se Imin = Imax a qualidade das franjas desaparece formando um borrão na
tela, V = 0.
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3 Sistemas quânticos abertos

Podemos dizer que os sistemas físicos abertos são a classe dos sistemas físicos reais
visto que os isolados são muito difíceis de controlar e manipular devido às influências
externas. Assim, faz-se necessário o estudo desses sistemas juntamente com o ambiente que
o circundam. Neste capítulo nós apresentaremos uma ferramenta que trata da dinâmica
de sistemas quânticos abertos: os mapas quânticos, ou formalismo soma de operadores.
Até chegar a esse ponto, teremos uma breve noção de um canal de informação clássico
junto da noção de erro na transmissão de informação.

3.1 Canal de comunicação
Canal de comunicação é um meio de transmissão de informação codificada, seja ela

clássica ou quântica, com a diferença de que o tratamento de uma se dá com as leis clássicas
e o da outra com as leis quânticas. Um modelo simples de canal é o canal binário. Ele
inclui a fonte e o receptor binários onde X = {x1, x2} e Y = {y1, y2} são as suas entradas e
saídas, respectivamente, e cada qual com as suas distribuições de probabilidades associadas
p(xi) e p(yi), com i = 1, 2 [4, 41]. A Figura 9 ilustra a transmissão de informação por esse
canal. Na transmissão ideal sem erros os valores de saída correspondentes aos de entrada
obedecem à relação

p(yj|xi) =

 1 se i = j,

0 se i ̸= j

 , (3.1)

onde p(yj|xi) é a probabilidade condicional. Na presença de erros (ruídos) provenientes de
interferências externas, as probabilidades já não são regidas por uma delta de Kronecker
(3.1) e p > 0 ( Figura 9).

Figura 9 – Canal binário. Do lado esquerdo a fonte X e do lado direito o receptor Y . No
centro as probabilidades condicionais. A informação é transmitida sem erros
quando p = 0 e é transmitida com erros quando p > 0. Figura adaptada de [4]
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No geral, um conjunto de probabilidades condicionais p(yj|xi) associadas ao canal
definem uma matriz de transição P (Y |X) [4, 1]. Podemos então resumir a transformação
da variável X em Y em uma matriz que relaciona as duas linearmente, y1

y2

 =
 1 − p p

p 1 − p

 x1

x2

 . (3.2)

Agora, chamando a matriz de transição de B e estendendo esse processo discreto para o caso
de mais passos, as probabilidades condicionais mostram uma independência da atuação dos
ruídos em passos anteriores no sentido de que ao transformar BX = Y e depois BY = Z, o
passado de Y não influencia para que cheguemos em Z, só as probabilidades de Y , atuais,
importam. Esses processos independentes são chamados de processos markovianos e são
conhecidos por não possuírem memória do passado [1, 42, 43, 44].

As matrizes de transição obedecem às propriedades [1]:

1 - Positividade.

2 - Soma dos elementos das colunas igual a 1.
Na próxima seção continuaremos o estudo das matrizes de transição quânticas e essa
propriedade 1 será reforçada para garantir que os estados emaranhados sejam corretamente
contemplados pelo canal que chamaremos de mapa quântico.

3.2 Evolução do sistema quântico aberto
De uma forma geral podemos dizer que um sistema físico isolado é um sistema ideal,

mas não real. Os efeitos externos funcionam como interferências muitas vezes incontroláveis.
A esses sistemas reais damos o nome de sistemas abertos. Um sistema quântico aberto é
um sistema S que está em contato ou acoplado com um outro sistema E que chamamos de
ambiente. Esses sistemas, S e E, podem ser combinados e formarem um sistema composto
S+E tendo espaço de Hilbert HSE = HS ⊗HE, com HS e HE sendo os espaços de Hilbert
do sistema e do ambiente, respectivamente. A dinâmica desse sistema composto pode ser
tratada como a de um sistema fechado cuja evolução é unitária. Todavia, com respeito a
cada subsistema, a dinâmica é não unitária como consequência da interação que faz com
que correlações entre sistema e ambiente sejam criadas. Para nossa satisfação veremos que
é possível acompanhar a dinâmica de um subsistema a partir de uma evolução unitária se
recorrermos ao operador densidade reduzido.

Segundo os postulados da mecânica quântica, a evolução de um sistema fechado é
governada por uma operação unitária

ρ̂′ = Û ρ̂Û †. (3.3)
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Assumindo que S +E no tempo t0 estão descorrelacionados, esta combinação é um estado
separado

ρ̂SE = ρ̂S ⊗ ρ̂E. (3.4)

Subistituindo na Eq. (3.3),
ρ̂′

SE = Û [ρ̂S ⊗ ρ̂E]Û †. (3.5)

Esta equação descreve a evolução do sistema composto. No entanto, desde que o interesse
seja no subsistema S vimos na subseção 2.3.1 que o operador densidade reduzida contém
todas as estatísticas referentes a ele. Assim, a dinâmica do sistema de interesse S para
qualquer instante de tempo t será regida por

ρ̂′
S = TrE[Û(ρ̂S ⊗ ρ̂E)Û †]. (3.6)

Sabemos que o efeito de uma transformação unitária é o de preservar o produto interno entre
vetores que sofrem a transformação, e que em geral acarreta uma mudança de representação
do vetor em uma determinada base. A forma desta operação é a de um produto externo
entre kets de uma base nova com uma base antiga [33]. Para a nossa finalidade a operação
unitária que atua no espaço do sistema composto pode ser representada por [5]

Û =
∑

j

kjT̂Sj
⊗ T̂Ej

, (3.7)

onde T̂S e T̂E são as transformações definidas em cada espaço de Hilbert HS e HE .
Substituindo Û em (3.6) teremos

ρ̂′
S =

∑
i

⟨ei|
∑

j

kjT̂Sj
⊗ T̂Ej

(ρ̂S ⊗ ρ̂E)
∑

l

k∗
l T̂

†
Sl

⊗ T̂ †
El

|ei⟩ (3.8)

=
∑
i,j,l

kjk
∗
l ⟨ei|T̂Sj

ρ̂ST̂
†
Sl

⊗ T̂Ej
ρ̂ET̂

†
El

|ei⟩ (3.9)

=
∑
i,j,l

kjk
∗
l ⟨ei|T̂Sj

ρ̂ST̂
†
Sl

⊗ T̂Ej
|e0⟩⟨e0|T̂ †

El
|ei⟩ (3.10)

=
∑
i,j,l

kjk
∗
l T̂Sj

ρ̂ST̂
†
Sl

⟨ei|T̂Ej
|e0⟩⟨e0|T̂ †

El
|ei⟩ (3.11)

=
∑

i

∑
j

kjT̂Sj
⟨ei|T̂Ej

|e0⟩

 ρ̂S

(∑
l

k∗
l T̂

†
Sl

⟨e0|T̂ †
El

|ei⟩
)

(3.12)

=
∑

i

⟨ei|
∑

j

kjT̂Sj
⊗ T̂Ej

|e0⟩

 ρ̂S

(
⟨e0|

∑
l

k∗
l T̂

†
Sl

⊗ T̂ †
El

|ei⟩
)

(3.13)

=
∑

i

⟨ei|Û |e0⟩ρ̂S⟨e0|Û †|ei⟩. (3.14)

Na passagem da Eq. (3.8) para a (3.9) usamos a propriedade (Â⊗ B̂)(Ĉ⊗ D̂) = ÂĈ⊗ B̂D̂

[6]. Na Eq. (3.10) usamos o estado inicial do ambiente ρ̂E = |e0⟩⟨e0|. Nomeando

K̂i = ⟨ei|Û |e0⟩, (3.15)
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chegamos a expressão (3.14)
ρ̂′

S =
∑

i

K̂iρ̂SK̂
†. (3.16)

Esta é a expressão final da evolução do sistema aberto. Cada elemento K̂i é um operador
residente no espaço do subsistema S, que satisfaz à relação ∑i K̂

†
i K̂i = I, preservando

assim o traço. Esta operação fornece o resultado do estado final do sistema ρ̂S, e os
operadores K̂i são também chamadas de operadores de Kraus. Podemos reescrever a Eq.
(3.16) como

ρ̂′
S = E(ρS). (3.17)

E(ρ̂s) é um mapa quântico ou a representação soma de operadores, que mapeia toda a
mudança que ocorre durante a dinâmica.

Os mapas quânticos levam matrizes densidade em matrizes densidade, e por isso devem
obedecer às propriedades [1, 45, 46]:
1 - Preservar o traço tr {E(ρ̂S)} = tr(ρ̂S);
2 - Ser linear: E(∑i piρ̂i) = ∑

i piE(ρ̂i);
3 - Ser completamente positivo;
Completamente positivo é que não apenas E(ρ̂S) é positivo, mas também que a operação
para dimensões maiores (ES ⊗ IE) seja positiva.

3.3 Canais quânticos
Consideraremos agora alguns exemplos de canais quânticos para um único qubit com

regras de probabilidades: existe uma probabilidade de o estado de entrada permanecer o
mesmo e uma probabilidade complementar de sofrer uma alteração.

⋄ Canal de despolarização

Neste modelo de canal o qubit de entrada pode permanecer inalterado com probabilidade
(1 − P ) ou sofrer uma alteração com probabilidade P . A alteração pode ser de três tipos
cada uma com igual probabilidade de ocorrência. Usando a base computacional {|0⟩, |1⟩}
para o qubit, esses três tipos de alteração são [47]

Inversão de Bit Inversão de fase Inversão de Bit e fase
|0⟩ −→ |1⟩ |0⟩ −→ |0⟩ |0⟩ −→ i|1⟩
|1⟩ −→ |0⟩ |1⟩ −→ −|1⟩ |1⟩ −→ −i|0⟩

O qubit interage com o ambiente E e acompanharemos essa interação através do mapa.
Para nosso objetivo não focaremos nas características do ambiente, apenas que ele deve
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ter dimensão 4. Esta transformação é dada como

|0⟩|e0⟩ −→
√

1 − P |0⟩|e0⟩ +
√
P

3 (|1⟩|e1⟩ + |0⟩|e2⟩ + i|1⟩|e3⟩), (3.18)

|1⟩|e0⟩ −→
√

1 − P |1⟩|e0⟩ +
√
P

3 (|0⟩|e1⟩ − |1⟩|e2⟩ − i|0⟩|e3⟩). (3.19)

Neste caso, seguimos com a unitária

Û :
√

1 − P (|0, e0⟩⟨0, e0| + |1, e0⟩⟨1, e0|) +
√
P

3 (|1, e1⟩⟨0, e0| + |0, e1⟩⟨1, e0| +

|0, e2⟩⟨0, e0| − |1, e2⟩⟨1, e0| + i|1, e3⟩⟨0, e0| − i|0, e3⟩⟨1, e0|). (3.20)

O ambiente evolui para um dos 4 estados base e isso para nós é um registro do que
aconteceu com o sistema (qubit).

Os elementos (3.15) são

K̂0 = ⟨e0|Û |e0⟩ =
√

1 − P Î, K̂1 = ⟨e1|Û |e0⟩ =
√
P

3 σx, (3.21)

K̂2 = ⟨e2|Û |e0⟩ =
√
P

3 σz, K̂3 = ⟨e3|Û |e0⟩ =
√
P

3 σy, (3.22)

e a soma de todos eles, Eq. (3.16) apresenta os 4 possíveis resultados finais, expressamente

ρ̂′ = E(ρ̂) = (1 − P )ρ̂+ P

3 (σx
ˆ̂ρσx + σyρ̂σy + σzρ̂σz), (3.23)

onde {σx, σy, σz} são as matrizes de Pauli. Para um ρ̂ arbitrário vale a relação [1]

Î = ρ̂+ σxρ̂σx + σyρ̂σy + σzρ̂σz

2 , (3.24)

que pode ser substtuída em (3.23). Logo,

E(ρ̂) =
(

1 − 4P
3

)
ρ̂+ 2P

3 Î . (3.25)

Usando a parametrização 4P
3 = p, a expressão do mapa que caracteriza um canal de

despolarização é finalmente

E(ρ̂) = pÎ

2 + (1 − p)ρ̂. (3.26)

Vamos analisar o que este canal faz com o estado inicial. Uma situação possível, claro,
seria com P = 0, indicando uma preservação do estado inicial durante a interação. Por
outro lado, é possível também a substituição do estado inicial por um estado completamente
misturado e incoerente. A fim de visualizar melhor a sua ação, vamos recorrer à forma
geométrica do estado qubit. Como vimos na seção 2.3, o operador densidade parametrizado
em termos do vetor de Bloch é

ρ = 1
2(Î + r⃗ · σ⃗), (3.27)
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onde r⃗ é o vetor de Bloch. Sob a ação do canal despolarização os pontos de uma esfera
com raio r⃗ serão mapeados para uma esfera de raio [47, 46]

r⃗ −→
(

1 − 4
3P

)
r⃗ = r⃗′. (3.28)

À medida que P aumenta torna-se menos provável a preservação do estado inicial. Anali-
sando a situação em que P = 1/2 toda a esfera sofre uma contração cujo módulo do vetor
r⃗′ é 1/3 menor que r⃗ (Figura 10). Esta contração simétrica decorre da presença dos 3 tipos
de erros igualmente prováveis. A situação extrema desse canal surge com o valor crítico
P = 3/4. Neste momento a decoerência é total e o canal despolariza o estado levando-o
a uma mistura total figurada geometricamente em r⃗ = (0, 0, 0). Matematicamente, esse
estado totalmente misturado em (3.26) se reduz a Î/2. De forma geral, podemos dizer
que o canal de despolarização oferece ruído a qualquer estado quântico, levando qualquer
estado puro para o estado totalmente misto.

Figura 10 – Esfera de Bloch para o estado sob o efeito do canal despolarização. O lado
esquerdo mostra a esfera de raio unitário e representa o estado inicial puro.
Já o lado direito apresenta a contração do raio da esfera que é resultante da
ação do canal para valor de P = 1/2.

⋄ Canal amortecimento de amplitude

O canal amortecimento de amplitude é um esquema do modelo de decaimento do estado
excitado de um átomo de dois níveis emitindo espontaneamente um fóton. Esta emissão
causa uma modificação no estado do ambiente que o circunda. O estado fundamental
do átomo é representado por |0⟩ e o excitado por |1⟩. Assume-se que o ambiente se
encontra no estado de vácuo |e0⟩ [47]. Na ausência de interação, o átomo permanece no
estado excitado e o ambiente permaneceria no estado |e0⟩. Na presença de interferência o
ambiente recebe um fóton devido à transição e o átomo vai para o estado fundamental. A
transformação que pode acontecer é

|0⟩|e0⟩ −→ |0⟩|e0⟩, (3.29)

|1⟩|e0⟩ −→
√

1 − P |1⟩|e0⟩ +
√
P |0⟩|e1⟩. (3.30)
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A expressão da unitária correspondente fica

Û : |0, e0⟩⟨0, e0| +
√

1 − P |1, e0⟩⟨1, e0| +
√
P |0, e1⟩⟨1, e0|. (3.31)

Os operadores de Kraus adquirem a forma

K̂0 = ⟨e0|Û |e0⟩ =
 1 0

0
√

1 − P

 , (3.32)

K̂1 = ⟨e1|Û |e0⟩ =
 0

√
P

0 0

 . (3.33)

Assim, a evolução de ρ é dado como

E(ρ) = K̂0ρK̂
†
0 + K̂1ρK̂

†
1 =

 ρ00 + Pρ11
√

1 − Pρ01√
1 − Pρ10 (1 − P )ρ11

 . (3.34)

Tendo em vista que os elementos fora da diagonal principal de uma matriz densidade
dizem respeito à coerência, para P = 1 o canal amortecimento de amplitude gera perda
total da coerência do sistema. Além disso, amortece, reduz a zero a amplitude do estado
excitado |1⟩, o que era de se esperar por ser um problema com decaimento espontâneo (e
o elemento ρ11 vai a zero). Porém, a chance de encontrar o átomo no estado fundamental
aumenta a ponto de que nesse extremo P = 1 o átomo tem probabilidade 1 de se encontrar
no estado |0⟩. No mais, manteríamos o estado do átomo preservado se P = 0, que seria a
ausência de qualquer interferência externa.

⋄ Canal defasagem

Um outro exemplo é um canal que provoca perda de informação quântica pelo sistema,
sem a perda de energia, e, com isso a destruição da capacidade de produzir interferência
pelo estado quântico. A consequência disso é a transição do comportamento quântico para
o clássico através da decoerência. Considerando novamente um sistema como um qubit e
o ambiente incialmente no estado |e0⟩, a transformação sofrida será [47]:

|0⟩|e0⟩ −→
√

1 − P |0⟩|e0⟩ +
√
P |0⟩|e1⟩, (3.35)

|1⟩|e0⟩ −→
√

1 − P |1⟩|e0⟩ +
√
P |1⟩|e2⟩. (3.36)

O sistema não sofre nenhuma transição em sua base {|0⟩, |1⟩}, ao passo que o ambiente sofre
uma dispersão com probabilidade P , sendo lançado para os estados |e1⟩ e |e2⟩ dependendo
do estado do qubit. No entanto, como consequência dessa interação, o qubit começa a
perder a fase relativa entre os estados base.

A expressão da operação unitária correspondente é

Û :
√

1 − P (|0, e0⟩⟨0, e0| + |1, e0⟩⟨1, e0|) +
√
P (|0, e1⟩⟨0, e0| + |1, e2⟩⟨1, e0|).(3.37)
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Os operadores de Kraus desse canal são:

K̂0 = ⟨e0|Û |e0⟩ =
√

1 − P I, (3.38)

K̂1 = ⟨e1|Û |e0⟩ =
√
P

 1 0
0 0

 , (3.39)

K̂2 = ⟨e2|Û |e0⟩ =
√
P

 0 0
0 1

 . (3.40)

Esses operadores obedecem a relação K2
0 +K2

2 +K2
3 = 1. Também é possível expressá-los

na forma [47]

K̂1 =
√
P

2 (I + σ3), K̂2 =
√
P

2 (I − σ3), (3.41)

que fornece a soma
E(ρ̂) = (1 − p)ρ̂+ pσ3ρ̂σ3, (3.42)

onde parametrizamos p = P/2. Digamos que o qubit inicia-se no estado incial |ψ⟩ =
α|0⟩ + β|1⟩. Caso façamos uma medição nesse estado, o postulado de medição dirá que
|α|2 é a probabilidade de encontrar o sistema no estado |0⟩ e que |β|2 é a probabilidade de
encontra-lo no estado |1⟩. Suponha agora que por algum motivo esquecemos os resultados
dessas medidas. Daí, o que saberemos é que o sistema conjunto é descrito pelo estado [48]

ρ̂′ = |α|2|0⟩⟨0| + |β|2|1⟩⟨1|. (3.43)

O que queremos com isso é mostrar que o canal defasagem tem o mesmo efeito dessa
medida esquecida. Para tal verificação, façamos P = 1, que significa p = 1/2, na Eq.
(3.42). Usando o mesmo estado inicial |ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩ cuja representação através do
operador densidade é

ρ̂ = 1
2(|α|2|0⟩⟨1| + αβ∗|0⟩⟨1| + α∗β|1⟩⟨0| + |β|2|1⟩⟨1|), (3.44)

na condição de p mencionada, teremos

1
2 ρ̂+ 1

2σzρ̂σz = 1
2(|α|2|0⟩⟨0| + αβ∗|0⟩⟨1| + α∗β|1⟩⟨0| + |β|2|1⟩⟨1|)

+ 1
2(|α|2|0⟩⟨0| − αβ∗|0⟩⟨1| − α∗β|1⟩⟨0| + |β|2|1⟩⟨1|)

= |α|2|0⟩⟨0| + |β|2|1⟩⟨1|. (3.45)

Como podemos observar, os termos fora da diagonal principal são anulados mantendo-se
apenas os termos correspondentes às populações. Nesse sentido, vemos que esse tipo de
canal provoca a decoerência sem perdas energéticas.

Sob a representação da esfera de Bloch, esse canal elimina as coordenadas do vetor de
Bloch nos eixos x e y, alongando o esferoide sobre o eixo z (Figura 11).
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Figura 11 – Esfera de Bloch para o estado sob o efeito do canal defasagem. O lado esquerdo
mostra a esfera de raio unitário e representa o estado inicial. Já o lado direito
apresenta a contração do raio da esfera que é resultante da ação do canal para
valor de p = 0.3. Imagem retirada de [1].
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4 Descrição unificada das propriedades de co-
erência e polarização

Neste capítulo faremos uma revisão do tratamento unificado das propriedades de
coerência e polarização da luz através do formalismo matriz densidade no cenário do
experimento da dupla desenvolvido por Bernardo [49], que teve como motivação a descrição
de unificação clássica proposta por Wolf [50]. Os resultados extraídos desse método
servirão de base para os estudos por nós desenvolvidos. Antes de prosseguirmos, vamos
nos familiarizar com o modo com que descrevemos a polarização da luz na teoria quântica.

4.1 Polarização dos Fótons
Após a proposta de Albert Einstein, em 1905, de que a energia da radiação eletromag-

nética era quantizada, o caráter corpuscular da luz foi reconhecido ao que, mais tarde, foi
dado o nome de fótons1, os quanta de energia.

Classicamente, é possível reduzir, bloquear ou transmitir totalmente a intensidade da
luz que atravessa um filtro polarizador devido à orientação do eixo de transmissão desse
filtro referente à direção de polarização da luz. Por exemplo, se um filtro de polarização
linear está orientado na direção x, apenas a componente do campo elétrico paralela a
direção de polarização do filtro é transmitida. A componente perpendicular é absorvida.
Quanticamente, a energia total de uma onda de frequência ω se apresenta em múltiplos
inteiros de E = ℏω, onde ℏ é a constante de Planck. Quando a energia da onda é
reduzida ao atravessar um polaroide significa que uma parte dos fótons atravessam e outra
não [51]. Esse comportamento estranho é devido à probabilidade que cada fóton tem
de passar ou não pelo dispositivo. Quando um filtro admite que um feixe de fótons o
atravesse totalmente dizemos que os fótons emergentes se encontram em um único estado
de polarização [52]. Esses fótons são representados por um único vetor de estado. O filtro
pode transmitir todos os fótons no estado |H⟩ que representa, classicamente, a luz linear
horizontalmente polarizada, ou |V ⟩ verticalmente polarizada, ou em um estado fruto da
combinação linear desses dois vetores base,

|ψ⟩ = a1|H⟩ + a2|V ⟩ (4.1)

onde a1 e a2 representam as amplitudes de probabilidades e obedecem à condição de
normalização |a1|2 + |a2|2 = 1.
1 Os fótons têm a característica de não possuírem massa e nem carga. Dizer que uma partícula não tem

massa significa que a partícula não pode estar em repouso. Ela estará sempre se movimentando [34].



Capítulo 4. Descrição unificada das propriedades de coerência e polarização 47

Esses estados base |H⟩ e |V ⟩ formam, semelhante ao caso clássico das componentes do
vetor campo elétrico, um conjunto completo para representar os estados de polarização
dos fótons. Por exemplo, os estados de polarização diagonal e anti-diagonal são estados
descritos como

|D⟩ = 1√
2

(|H⟩ + |V ⟩) (4.2)

e
|A⟩ = 1√

2
(|H⟩ − |V ⟩). (4.3)

No caso das polarizações circular à direita e à esquerda existe uma defasagem de π/2 entre
os vetores base |H⟩ e |V ⟩. Tais estados são:

|R⟩ = 1√
2

(|H⟩ + i|V ⟩), (4.4)

|L⟩ = 1√
2

(|H⟩ − i|V ⟩). (4.5)

Todos esses vetores de estado obedecem à condição de normalização e a ortogonalidade

⟨ψ|ψ⟩ = 1,

o que significa que

⟨H|H⟩ = ⟨V |V ⟩ = 1, ⟨D|D⟩ = ⟨A|A⟩ = 1, ⟨R|R⟩ = ⟨L|L⟩ = 1, (4.6)

e
⟨H|V ⟩ = 0, ⟨D|A⟩ = 0, ⟨R|L⟩ = 0. (4.7)

A representação matricial de cada estado desses é escrita como

|H⟩ =
 1

0

 , |V ⟩ =
 0

1

 , (4.8)

|D⟩ = 1√
2

 1
1

 , |A⟩ = 1√
2

 1
−1

 , (4.9)

|R⟩ = 1√
2

 1
i

 , |R⟩ = 1√
2

 1
−i

 . (4.10)

Neste ponto, devemos chamar a atenção que, nem sempre os fótons são polarizados.
Eles podem ser encontrados em um estado parcialmente polarizado ou completamente
despolarizado. Digamos que dois feixes de fótons são preparados separadamente com
filtros de polarização que definem os estados de polarização |ψ1⟩ com intensidade I1 e |ψ2⟩
com intensidade I2. Neste caso, temos uma mistura estatística clássica de dois grupos de
fótons, cada um com estado de polarização específico [52].
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Figura 12 – Esfera Poincaré ou de Bloch de raio unitário. O estado de polarização
totalmente polarizado é definido por qualquer um dos pontos na superfície
da esfera. Todos os outros no interior são estados de polarização parcial. O
ponto no centro da esfera representa o estado despolarizado. Figura adaptada
de [5].

Geometricamente, o qubit para a polarização pode ser representado através da esfera
de Poincaré (ou de Bloch). O estado (4.1) pode ser reecrito em termos de duas variáveis
reais (θ, ϕ) como

|ψ⟩ = cos

(
θ

2

)
|H⟩ + eiϕsen

(
θ

2

)
|V ⟩. (4.11)

Os números θ e ϕ definem um ponto na esfera tridimensional de raio unitário como podemos
ver pela Figura 12. Os pontos na superfície da esfera representam os estados puros e os
do interior são os estados misturados. Quando mais próximo do centro da esfera, mais
misturado o estado é, ou melhor, mais despolarizado.

4.2 Parâmetros de Stokes na mecânica quântica
As matrizes de Pauli,

σ1 =
 0 1

1 0

 , σ2 =
 0 −i
i 0

 , σ3 =
 1 0

0 −1

 , (4.12)

possuem uma propriedade importante que é a capacidade de, juntamente com a matriz
identidade 2 × 2, servirem como base para representar qualquer matriz hermitiana [33].
Vimos na seção 2.3 que dois vetores σ · a em que σ = (σ1, σ2, σ3) e a = (ax, ay, az) dão
como produto uma matriz 2 × 2. Com isso, a representação de uma matriz densidade
genérica, que deve ser hermitiana, pode ser escrita como:

σa =
3∑

i=1
aiσi =

 a3 a1 − ia2

a1 + ia2 −a3

 (4.13)
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onde os coeficientes ai são os elementos que caracterizam a matriz. Fazendo uma conexão
com o tratamento quântico da polarização dos fótons, é possível escrever a matriz densidade
em função dos parâmetros de Stokes que como sabemos, são coeficientes reais, reunindo as
matrizes de Pauli na base |H⟩ e |V ⟩ e a identidade Î. A matriz densidade em função dos
parâmetros de Stokes é [53, 54]

ρ̂ = 1
2(Î +

3∑
i=1

Si

S0
σi), (4.14)

onde S0 e Si são os parâmetros de Stokes. Ao multiplicarmos a Eq. (4.14) por σi e
aplicarmos o traço, explicitamos os parâmetros de Stokes que caracterizam o estado de
polarização dos fótons,

Si = tr(σiρ̂), (4.15)

onde passaremos a usar

σ1 ≡ |H⟩⟨H| − |V ⟩⟨V |,

σ2 ≡ |H⟩⟨V | + |V ⟩⟨H|,

σ3 ≡ i(|V ⟩⟨H| − |H⟩⟨V |.

Esses parâmetros da Eq. (4.15) são quantidades puramente descritas em função dos
elementos da matriz densidade. Os parâmetros devem ser compreendidos como médias dos
observáveis de Pauli para as polarizações, de modo que cada um quantifica o quanto de
polarização horizontal ou vertical (S1), diagonal ou anti-diagonal (S2), circular à direita
ou esquerda (S3) os fótons possuem. O parâmetro S0 representa a intensidade total do
feixe de fótons.

4.3 Unificando a coerência e a polarização
A partir de agora veremos o modelo desenvolvido na Ref. [49] que unifica as propriedades

de coerência e polarização na mecânica quântica através do formalismo de matriz densidade.
Para isto, consideremos um ensemble de fótons polarizados submetidos ao aparato dulpa
fenda A que se encontra distante da tela de detecção B, como ilustra a Figura 13. Os
fótons que chegam no ponto P da tela têm uma probabilidade de detecção associada que
não depende apenas dos caminhos percorridos que são representados em termos de estados
|1⟩ e |2⟩ relativos à passagem por cada fenda, mas também dos seus estados de polarização
que podem ser horizontal |H⟩ e vertical |V ⟩.

O estado desse ensemble de fótons é representado pela matriz densidade

ρ̂ =


ρ11 ρ12 ρ13 ρ14

ρ21 ρ22 ρ23 ρ24

ρ31 ρ32 ρ33 ρ34

ρ41 ρ42 ρ43 ρ44

 , (4.16)
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cuja base é {|H, 1⟩, |H, 2⟩, |V, 1⟩, |V, 2⟩}. Esta base é fruto do produto tensorial e significa
dizer que os fótons que passam pelas fendas 1 e 2, têm também os seus estados de
polarização |V ⟩ ou |H⟩ associados. A matriz (4.16) contém as informações de coerência e
polarização, e por isso a chamaremos de matriz unificada de coerência e polarização.

Figura 13 – Experimento da dupla fenda. Um ensemble de fótons passa pelas fendas 1
e 2 com um estado de polarização arbitrário, e a uma certa distância são
detectados na tela B.

A densidade de probabilidade ρ(P ) de detecção dos fótons em P pode ser obtida através
desta matriz. Considerando que os fótons polarizados horizontalmente não interferem com
os polarizados verticalmente, e a contribuição que resta é a dos estados |H⟩ e |V ⟩ em P

de forma independente. Deste modo, a densidade de probabilidade desses fótons será

ρ(P ) = ⟨H,P |ρ̂|H,P ⟩ + ⟨V, P |ρ̂|V, P ⟩. (4.17)

Se consideramos o comprimento de onda dos fótons maior do que a largura das fendas,
as amplitudes de probabilidades dos fótons que emergem de cada uma podem ser descritas
por ondas esféricas. Assim, temos

⟨H, 1|H,P ⟩ = ⟨V, 1|V, P ⟩ = eikr1

r1
, (4.18)

⟨H, 2|H,P ⟩ = ⟨V, 2|V, P ⟩ = eikr2

r2
, (4.19)

onde r1 e r2 são as distâncias das fendas ao ponto P . Substituindo (4.18) e (4.19) em
(4.17), encontramos

ρ(P ) = ρ1(P ) + ρ2(P ) +
√
ρ11 + ρ33

r2
1

√
ρ22 + ρ44

r2
2

2Re[(ρ12 + ρ34)eik(r1−r2)]√
ρ11 + ρ33

√
ρ22 + ρ44

, (4.20)
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com Re denotando a parte real e ρ1(P ) e ρ2(P ) sendo as densidades de probabilidades de
detecção individuais associadas a cada fenda com valores

ρ1(P ) = ρ11 + ρ22

r2
1

(4.21)

e
ρ2(P ) = ρ22 + ρ44

r2
2

. (4.22)

Reorganizando um pouco mais a Eq. (4.20) obtemos a densidade de probabilidade

ρ(P ) = ρ1(P ) + ρ2(P ) + 2
√
ρ1(P )

√
ρ2(P )Re[µeik(r1−r2)]. (4.23)

O termo µ é o grau de coerência. Ele satisfaz a condição 0 ≤ |µ| ≤ 1 e isto é visto,
fisicamente, através do padrão de interferência formado na tela. Nos limites extremos 0
e 1, |µ| representa, respectivamente, os padrões de interferência nulo e máximo. A sua
expressão é

µ = ρ12 + ρ34√
ρ11 + ρ33

√
ρ22 + ρ44

. (4.24)

Podemos observar que nem todos os elementos da matriz densidade contribuem para a
coerência. O fato de considerarmos mais de um grau de liberdade e de sabermos que
estados com polarização ortogonal não interferem entre si confere a poucos elementos da
matriz densidade a caracterização da coerência.

Agora, no que diz respeito ao estudo da polarização, vimos neste capítulo que o estado
de polarização dos fótons é caracterizado pelos parâmetros de Stokes, a partir das médias
dos observáveis da polarização, as matrizes de Pauli, Eq. (4.15). Os parâmetros de Stokes
que caracterizam o estado de polarização dos fótons que atravessam a fenda 1 são

S
(1)
0 = Tr[(|H, 1⟩⟨H, 1| + |V, 1⟩⟨V, 1|)ρ̂1] = ρ11 + ρ33, (4.25a)

S
(1)
1 = Tr[(|H, 1⟩⟨H, 1| − |V, 1⟩⟨V, 1|)ρ̂1] = ρ11 − ρ33, (4.25b)

S
(1)
2 = Tr[(|H, 1⟩⟨V, 1| + |V, 1⟩⟨H, 1|)ρ̂1] = ρ13 + ρ31, (4.25c)

S
(1)
3 = −i {Tr[(|H, 1⟩⟨V, 1| − |V, 1⟩⟨H, 1|)ρ̂1]} = i(ρ13 − ρ31). (4.25d)

Similarmente, os parâmetros correspondentes a fenda 2 são

S
(2)
0 = Tr[(|H, 2⟩⟨H, 2| + |V, 2⟩⟨V, 2|)ρ̂2] = ρ22 + ρ44, (4.26a)

S
(2)
1 = Tr[(|H, 2⟩⟨H, 2| − |V, 2⟩⟨V, 2|)ρ̂2] = ρ22 − ρ44, (4.26b)

S
(2)
2 = Tr[(|H, 2⟩⟨V, 2| + |V, 2⟩⟨H, 2|)ρ̂2] = ρ42 + ρ24, (4.26c)

S
(2)
3 = −i {Tr[(|H, 2⟩⟨V, 2| − |V, 2⟩⟨H, 2|)ρ̂2]} = i(ρ24 − ρ42). (4.26d)

A partir deles, podemos definir o grau de polarização relativos a cada fenda pela expressão
(2.62). Estes graus são, respectivamente,

p(1) =

√√√√1 − 4(ρ11ρ33 − ρ13ρ31)
(ρ11 + ρ33)2 , (4.27)
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p(2) =

√√√√1 − 4(ρ22ρ44 − ρ24ρ42)
(ρ22 + ρ44)2 , (4.28)

e como vimos, seus valores obedecem a 0 ≤ p(i) ≤ 1, i = 1, 2, e os extremos p(i) = 0
representando um estado despolarizado e p(i) = 1 um estado polarizado.

Em suma, todas as informações que precisamos sobre coerência e polarização dos fótons
estão contidas em (4.16), (4.24), (4.27), (4.28).
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5 Quantificadores de Visibilidade e Distingui-
bilidade

Este capítulo se destina ao desdobramento de nossa pesquisa sobre a dualidade onda-
partícula onde desenvolvemos através do método unificado de coerência e polarização na
seção 4.3 dois quantificadores simples do aspecto ondulatório e corpuscular partindo da
visibilidade das franjas de interferência e da distinção entre estados quânticos. Mostraremos
que esses quantificadores obedecem a uma relação de complementaridade provada na
seção 5.4, e apresentaremos alguns exemplos a título de ilustração na seção 5.5.

5.1 Traço da distância
Medidas de distância em teorias de informação são formas de determinar o quão

distintas são duas informações. Na teoria de informação clássica, os objetos de informação
a serem comparados são as sequências de bits. A diferença entre um par de sequências
pode ser calculada pela distância de Hamming dH(x, y). Essa medida dá o número de
posições em que as duas sequências (de mesma quantidade de bits) são diferentes. Por
exemplo, as sequências x = 01001, y = 10000, z = 11001 são dH(x, y) = 3, dH(x, z) = 1 e
dH(z, y) = 2. Porém, quando se trata de objetos de informação do tipo variáveis aleatórias,
representadas por distribuições de probabilidades de várias sequências de bits, a maneira
de diferenciá-los muda.

Podemos obter a distância entre duas distribuições de probabilidade clássicas {P = px}
e {Q = qx} através da distância de Kolmogorov[1, 55], que é definida como

D(P,Q) = 1
2
∑

|px − qx|. (5.1)

Essa medida (assim como a de Hamming) não é chamada de distância à toa: ela é uma
métrica. A justificativa consiste na obediência às propriedades:

1) Definição positiva: D(P,Q) ≥ 0,
2) Simétrica: D(P,Q) = D(Q,P ),
3) Nula se P = Q, D(P,Q) = 0,
4) Satisfaz à desigualdade triangular: D(P,Q) ≤ D(P,R) +D(R,Q).

Em teoria da informação quântica, o análogo clássico da distância de Kolmogorov é o
chamado traço da distância T (ρ̂, σ̂). Dois estados quânticos ρ̂, σ̂ são bem parecidos ou
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muito diferentes a depender do valor do traço da distância dado pela expressão

T (ρ̂, σ̂) = 1
2 tr |ρ̂− σ̂|, (5.2)

com |ρ̂− σ̂| =
√

(ρ̂− σ̂)†(ρ̂− σ̂) sendo o valor absoluto do operador (ρ̂− σ̂). Essa medida
é uma métrica sobre o espaço dessas matrizes densidade que satisfaz às 4 propriedades. O
seu limite superior é T (ρ̂, σ̂) = 1, quando os dois estados ρ̂ e σ̂ são ortogonais. Podemos
reescrever T (ρ̂, σ̂) como a soma absoluta dos autovalores da matriz hermitiana (ρ̂− σ̂) 1,

T (ρ̂, σ̂) = 1
2 tr

√
(ρ̂− σ̂)2 = 1

2
∑

i

|λi|. (5.4)

O traço da distância quântico coincide com a medida de distância de Kolmogorov
clássica na condição em que as matrizes ρ̂ e σ̂ comutam, ou seja, quando são diagonais na
mesma base. A fim de mostrar isso, vamos supor que

ρ̂ =
∑

i

ri|i⟩⟨i|; σ̂ =
∑

i

si|i⟩⟨i|, (5.5)

então, o traço da distância entre elas será

T (ρ̂, σ̂) = 1
2tr

∑
i

(ri − si)|i⟩⟨i|

= 1
2
∑

i

(ri − si)

= D (ri, si), (5.6)

que constata a identificação.

Essa noção de distância entre dois operadores é bem visualizada no exemplo de estados
de qubits na representação da esfera de Bloch. Supondo que r⃗ e s⃗ são os vetores de Bloch
que caracterizam as matrizes

ρ̂ = Î + r⃗ · σ⃗
2 ; σ̂ = Î + s⃗ · σ⃗

2 , (5.7)

onde σ⃗ é o vetor das matrizes de Pauli, temos que o traço da distância entre esse par de
estados é

D(ρ̂, σ̂) = 1
4 tr |(r⃗ − s⃗) · σ⃗|

= |r⃗ − s⃗|
2 , (5.8)

1 Vamos chamar Â = (ρ̂− σ̂). Pela forma diagonal de Â = ˆSDS−1 e usando o fato que Â† = Â, chegamos
a

tr|Â| = tr
√

Â†Â = tr
√

A2 = tr
√

S2D2S−12

= tr(S
√

D2S−1)
= tr(

√
D2S−1S)

= tr(
√

D2)
=

∑
i

|λi|, (5.3)

onde usamos a invariância do traço nas permutações cíclicas dos elementos do seu argumento.
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onde |r⃗ − s⃗| vem dos autovalores de (r⃗ − s⃗) · σ⃗ que são ±|r⃗ − s⃗|. Logo, a distância entre
dois qubits na esfera de Bloch é a metade da distância euclidiana entre eles.

Uma outra característica importante do traço da distância é a sua capacidade de se
manter invariante sob transformações unitárias [1],

D(Uρ̂U †, Uσ̂U †) = D(ρ̂, σ̂), (5.9)

cujo efeito é de não alterar a distinção entre os estados transformados.

Futuramente usaremos essa medida de distância para derivar um quantificador de
distinguibilidade entre estados quânticos no experimento da fenda dupla, onde a polarização
dos fótons é levada em conta. O traço da distância é também uma ferramenta muito
importante nos estudos de sistemas abertos como testemunha de não markovianidade [56,
57], aparecimento de correlações entre sistema e ambiente [58], testemunha de correlação
inicial entre sistema e ambiente [59, 60, 61, 62].

5.2 Quantificador de Visibilidade
Aqui, nós faremos o uso da visibilidade (ver seção 2.6) para chegarmos a um quantifica-

dor de visibilidade das franjas de interferência dos estados do fóton, quando a polarização
é levada em conta, de acordo com o que foi proposto por nós na Ref. [32]. Para tal,
reescrevemos a visibilidade agora não em função de intensidade, Eq. (2.77), mas em função
da densidade de probabilidade de modo que

V = ρmax − ρmin

ρmax + ρmin

, (5.10)

com ρmax e ρmin sendo os valores máximos e mínimos. Esta densidade de probabilidade
usada aqui é a oriunda da Eq. (4.23), cujos valores máximos e mínimos são obtidos pela
mudança do terceiro termo da expressão que ocorre quando r1, r2 e µ variam. O que
faremos agora é reescrever o terceiro termo levando em conta que µ é um número complexo.
Expressando µ = |µ|eiϕ na sua forma polar, a expressão (4.23) pode ser reescrita como

ρ = ρ1 + ρ2 + 2√
ρ1

√
ρ2|µ|cos [k(r1 − r2) + ϕ] . (5.11)

Deste modo, os máximos e mínimos são ρmax,min = ρ1 + ρ2 ± 2√
ρ1ρ2|µ|. Substituindo na

Eq. (5.10) ficaremos com

V =
2√

ρ1ρ2|µ|
ρ1 + ρ2

= 2r1r2|ρ12 + ρ34|
r2

1(ρ11 + ρ22) + r2
2(ρ33 + ρ44)

. (5.12)

Focando na região de pontos mais próximos ao centro da tela de detecção, e considerando
que as fendas e a tela estão relativamente distantes, é possível assumir que r2

1 ≈ r2
2 ≈ r1r2.

Com isso, e levando em conta que tr(ρ̂) = 1, a expressão acima se reduz a

V = 2|ρ12 + ρ34|. (5.13)

Esta é a expressão final do quantificador de visibilidade que depende unicamente dos
elementos da matriz dendidade de coerência e polarização.



Capítulo 5. Quantificadores de Visibilidade e Distinguibilidade 56

5.3 Quantificador de Distinguibilidade
Como vimos na seção 5.1, o traço da distância diz o quão diferentes são dois estados

quânticos. Aqui, derivaremos um quantificador de distinguibilidade para quantificar
o quanto de informação existe a respeito dos caminhos dos fótons no interferômetro,
considerando o grau de liberdade de polarização, proposto e desenvolvido por nós na Ref.
[32]. O estado de polarização no caminho j (com j = 1, 2) pode ser descrito em termos
dos parâmetros de Stokes através da expressão (4.14):

ρ̂ = 1
2(I +

3∑
i=1

Si

S0
σi).

Usando agora os resultados das Eqs. (4.25) e (4.26) nós obtemos que

ρ̂1 = 1
ρ11 + ρ33

ρ11 ρ13

ρ31 ρ33

 , (5.14)

e

ρ̂2 = 1
ρ22 + ρ44

ρ22 ρ24

ρ42 ρ44

 , (5.15)

A diferença entre os estados de polarização em cada caminho pode ser quantificada
utilizando o distância da Eq. (5.4):

T (ρ̂1, ρ̂2) = 1
2 tr

√
(ρ̂1 − ρ̂2)2 = 1

2
∑

i

|λi|.

Um ponto a ser observado é que o traço da distância é baseado em iguais probabilidades
de preparação dos dois estados, restringindo T (ρ̂1, ρ̂2) a quantificar apenas a capacidade de
distinção relativa à polarização dos fótons em cada fenda. Para obtermos um quantificador
de distinguibilidade que também considere a probabilidade do caminho, usamos a abor-
dagem do traço da distância generalizado (ponderado), onde as atribuições de pesos são
dadas pelas probabilidades de cada caminho I1 e I2 dos fótons passarem, respetivamente,
pelas fendas 1 e 2. Assim,

D(ρ̂1, ρ̂2) = tr(|I1ρ̂1 − I2ρ̂2|) = tr|∆̂|, (5.16)

onde o operador ∆̂ = I1ρ̂1 − I2ρ̂2 é chamada de matriz de Helstrom [63]. Assim sendo, D
considera a distinção entre ρ̂1 e ρ̂2, como também a diferença nas probabilidades I1 e I2 de
preparação dos dois estados. Em termos dos elementos de ρ, temos que I1 = S

(1)
0 = ρ11+ρ33

e I2 = S
(2)
0 = ρ22 + ρ44.

Sendo assim, encontramos que

D = tr

∣∣∣∣∣∣
(ρ11 − ρ22) (ρ13 − ρ24)

(ρ31 − ρ42) (ρ33 − ρ44)

∣∣∣∣∣∣ . (5.17)
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Os autovalores dessa matriz resultante ∆̂ são

λ1 =
α +

√
α2 + 4(|β|2 − κ)

2 , (5.18)

λ2 =
α−

√
α2 + 4(|β|2 − κ)

2 , (5.19)

com α = ρ11 − ρ22 + ρ33 − ρ44, β = (ρ13 − ρ24) e κ = (ρ11 − ρ22)(ρ33 − ρ44). Chegando ao
passo final, a expressão obtida para o quantificador fica

D = 1
2 {|α + γ| + |α− γ|} , (5.20)

com γ =
√
α2 + 4[|β2| − κ]. Essa é a expressão final do quantificador de distinguibilidade

que considera tanto a influência dos estados de polarização como a probabilidade dos
caminhos. Notamos que, usando a desigualdade triangular |w + z| ≤ |w| + |z|, com
w = α+ γ e z = α− γ a Eq. (5.20) fornece D ≥ α. Isto nada mais é do que D ≥ |I1 − I2|,
e o lado direito dessa desigualdade é a defição de distinguibilidade/previsibilidade das
Refs. [14, 15]. Isto significa que o nosso quantificador D também expressa a influência da
polarização.

5.4 Relação de complementaridade
Os quantificadores derivados acima obedecem à desigualdade (1.1). Para demonstrar

isto faremos nesta seção essa verificação desenvolvida pela Ref. [32]. Iniciamos relembrando
que o quantificador de visibilidade encontrado foi

V = 2|ρ12 + ρ34|. (5.21)

Seu quadrado fica
V 2 = 4

{
|ρ12|2 + |ρ34|2 + 2Re(ρ12ρ43)

}
. (5.22)

Usando a propriedade |ρnm|2 ≤ ρnnρmm [64] chegamos a uma desigualdade

V 2 ≤ 4
{
|ρ12|2 + |ρ34|2 + 2Re(ρ12ρ43)

}
. (5.23)

Agora, focando no quantificador de distinguibilidade (5.19), o quadrado de D é

D2 = 1
4 {|α + γ)| + |α− γ)|}2

= 1
2
(
α2 + γ2 + |α2 − γ2|

)
= 1

2(2α2 + 4(|β|2 − κ) + |4(|β|2 − κ)|), (5.24)
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onde substituímos γ =
√
α2 + 4(|β|2 − κ). Olhando para a expressão podemos observar

que a igualdade só é válida em alguns casos pois, para números reais, x+ |x| obedece à
condição

x+ |x| =

 0, se x < 0
2x, se x > 0,

o que dá a expressão (5.24) a forma de desigualdade

D2 ≤ α2 + 4(|β|2 − κ). (5.25)

Recordando também de β, verificamos que

|β|2 = |ρ13 − ρ24|2

= |ρ13|2 + |ρ24|2 − 2Re(ρ13ρ42), (5.26)

que, por uso da propriedade |ρnm|2 ≤ ρnnρmm, fica

|β|2 ≤ ρ11ρ33 + ρ22ρ44 − 2Re(ρ13ρ42). (5.27)

Assim, reescrevendo a Eq. (5.25) em termos de |β|2, α2 e κ, temos

D2 ≤ ρ2
11 + ρ2

22 + ρ2
33 + ρ2

44 − 2ρ11ρ22 + 2ρ11ρ33 − 2ρ11ρ44 − 2ρ22ρ33

+ 2ρ22ρ44 − 2ρ33ρ44 + 4[(ρ11ρ33 + ρ22ρ44 − 2Reρ13ρ42)

− ρ11ρ33 + ρ11ρ44 + ρ22ρ33 − ρ22ρ44]. (5.28)

Podemos agora somar as duas desigualdades (5.23) e (5.28). Assim,

V 2 +D2 ≤ 4ρ11ρ22 + 4ρ33ρ44 + 8Reρ12ρ43 + ρ2
11 + ρ2

22 + ρ2
33 + ρ2

44

− 2ρ11ρ22 + 2ρ11ρ33 − 2ρ11ρ44 − 2ρ22ρ33 + 2ρ22ρ44 − 2ρ33ρ44

− 8Reρ13ρ42 + 4ρ11ρ44 + ρ22ρ33. (5.29)

Fazendo as operações necessárias ficamos com

V 2 +D2 ≤ ρ2
11 + ρ2

22 + ρ2
33 + ρ2

44 + 2ρ11ρ22 + 2ρ11ρ33

+ 2ρ11ρ44 + 2ρ22ρ33 + 2ρ22ρ44 + 2ρ33ρ44, (5.30)

onde usamos a propriedade ρ12ρ43 = ρ13ρ42 [64]. O resultado da reorganização da expressão
acima fica

V 2 +D2 ≤ (ρ11 + ρ22 + ρ33 + ρ44)2, (5.31)

e com isso chegamos ao passo final, já que a soma dos elementos da diagonal principal de
uma matriz densidade é a unidade. Logo,

V 2 +D2 ≤ 1. (5.32)

Portando, provamos que os quantificadores que possuem influência da polarização e da
coerência satisfazem à relação de complementaridade da desigualdade (1.1). Mostraremos
na próxima seção alguns exemplos de aplicação e teste da desigualdade acima.
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5.5 Exemplos
A fim de testar os quantificadores de visibilidade e distinguibilidade e a complementa-

ridade de ambos faremos algumas aplicações em alguns estados quânticos. Como primeiro
exemplo consideremos um conjunto de fótons com polarização horizontal atravessando a
fenda dupla. O estado que representa esses fótons é escrito como

|ψ1⟩ = a|H, 1⟩ +
√

(1 − a2)|H, 2⟩, (5.33)

com 0 ≤ a ≤ 1 representando a amplitude de probabilidade associada aos fótons de
cada fenda. Os quantificadores D e V nos extremos dos valores de a indicam sempre o
comportamento de partícula, onde D = 1 e V = 0, visto que o fóton percorre apenas
uma das fendas com 100% de chance. Ao observar o que acontece com a mudança
desses quantificadores em virtude de a, como ilustrado na Fig. 14 verificamos que o
comportamento ondulatório vai surgindo até um ponto em que D = 0 e V = 1 quando
a = 1√

2 . Esse estágio mostra um padrão de interferência com franjas maximamente
definidas e de fato, ambos os caminhos percorridos são igualmente prováveis e impossíveis
de serem diferenciados entre si. Vemos que a relação de complementaridade é sempre
obedecida, e que para um exemplo de estado puro, temos sempre V 2 +D2 = 1.

Figura 14 – Comportamento dos quantificadores V e D e da relação V 2 +D2 em função do
parâmetro a do estado |ψ1⟩. Para os valores extremos a = 0 e 1 os caminhos
percorridos pelos fótons são totalmente distintos. À medida que cada caminho
se torna igualmente provável a = 1√

2 , obtemos D = 0 e V = 1. Observamos
também a validade da relação de complementaridade para todos os valores de
a.

O segundo exemplo de estado que consideramos é um estado de polarização superposto,
onde os fótons com polarização horizontal passam pela fenda 1 e com polarização circular
à direita pela fenda 2:

|ψ2⟩ = a|H, 1⟩ +
√

1 − a2(b|H, 2⟩ + i
√

1 − b2|V, 2⟩), (5.34)

com a, b parâmetros reais assumindo valores entre 0 e 1. Avaliando os casos para b = 0
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Figura 15 – Comportamento dos quantificadores V e D e da relação V 2 +D2 em função
do parâmetro a para o |ψ2⟩. Nos extremos a = 0 e 1 os caminhos percorridos
pelos fótons são totalmente distintos. Na condição a = 1√

2 , quando ambos os
fótons com as polarizações circular à direita e horizontal estão iluminando
as fendas igualmente, surge então uma certa nitidez definindo um padrão de
interferência com valor D = V = 1√

2 .

para qualquer valor de a os caminhos são totalmente distintos e V = 0. Quando b = 1
retomamos o estado |ψ1⟩ cujo comportamento foi ilustrado na Fig. 14. O caso b = 1√

2 torna
o estado |ψ2⟩ = a|H, 1⟩+

√
(1 − a2)/2(|H, 2⟩+i|V, 2⟩). Podemos observar o comportamento

de D, V e V 2 +D2 em função de a na Fig. 15. Como é possível ver, para o valor de a = 1√
2 ,

D e V assumem valores parciais D = V = 1/
√

2. Neste ponto, embora as probabilidades
do caminho sejam iguais, existe uma polarização horizontal no caminho 1 e circular à
direita no caminho 2, ou seja, a não ortogonalidade dos estados de polarização permite
aumentar um comportamento híbrido de partícula e onda.

Por fim, um outro exemplo que consideramos é o estado de Werner. Estados de Werner
são uma classe de estados que são definidos por um único parâmetro. Para determinados
valores do parâmetro o estado é emaranhado e para outros é um estado separável. Aqui,
esse estado envolverá o caminho e a polarização dos fótons da seguinte forma

ρ̂W = η|ψ(−)⟩⟨ψ(−)| + 1 − η

4 Î , (5.35)

com valores de 0 ≤ η ≤ 1. O termo Î é a matriz identidade 4 × 4 cuja base é
{|H, 1⟩, |H, 2⟩, |V, 1⟩, |V, 2⟩} e |ψ(−)⟩ = 1√

2(|H, 1⟩ − |V, 2⟩) é o estado singleto de Bell
que representa um estado maximamente emaranhado. Esses estados de Werner são sepa-
ráveis para valores de η ≤ 1/3 e emaranhados para valores acima [65]. O comportamento
dos quantificadores apontando essa natureza é ilustrado na Fig. 16. Notemos que para
η = 0 nem D e nem V possuem algum valor. Isto porque não existe nenhuma relação
de fase entre os estados dos fótons que percorrem cada fenda, nem mesmo a intensidade
da mistura que ilumina cada fenda pode dizer sobre o caminho porque é igual para cada
uma. Aliás, V = 0 para todo valor de η. Isso decorre do fato que a formação do padrão de
interferência decorreria do |ψ(−)⟩ mas isso não é possível pela ortogonalidade dos estados
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de polarização e é por isso quando η = 1 os caminhos são perfeitamente distintos quando
D atinge o valor máximo. Repousando agora o olhar sobre V 2 +D2, o valor máximo é
atingido e nesse ponto o estado é puro e maximamente emaranhado.

Figura 16 – Comportamento dos quantificadores V e D e da relação V 2 +D2 em função
do parâmetro η para o estado ρ̂W . Para os valores extremos η = 0, 1 a
distinguibilidade D é nula no caso totalmente misto e máximo para o estado
puro. A visibilidade V é nula para todos os valores de η.
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6 Comportamento da visibilidade e da distin-
guibilidade na dinâmica de sistemas quânti-
cos abertos

Nesta seção faremos uma aplicação dos quantificadores de distinguibilidade D e visibi-
lidade V no contexto da dualidade onda-partícula dentro do estudo da dinâmica quântica
aberta. Aqui, aproveitamos o cenário do experimento da dupla fenda em questão que
permite descrever a ação de ambientes capazes de causar decoerência, despolarização e
eventos de espalhamento dos fótons (sistema) [31, 66, 30], antes de passarem através das
fendas, e investigamos como os quantificadores V e D podem fornecer informações sobre a
interação sistema-ambiente. A dinâmica do sistema aberto é tratada através do formalismo
da soma de operadores, visto na seção 3.2.

6.1 Interação sistema-ambiente
Vamos assumir aqui que o sistema (fótons) que vem sendo tratado neste trabalho

interage com dois tipos de ambiente. Assumindo que o estado de entrada do sistema-
ambiente é um estado não correlacionado na forma

ρ̂(0) = ρ̂S(0) ⊗ ρ̂E(0), (6.1)

onde ρ̂S é o operador que representa o estado de coerência-polarização dos fótons, de
acordo com a Eq. (4.16), e ρ̂E é o estado do ambiente, que é considerado em sua forma
diagonal, ρ̂E = ∑

i qi|Ei⟩⟨Ei|, que pode ser um estado térmico [67, 68]. Aqui, para o nosso
interesse, assumimos que o ambiente se encontra inicialmente num estado puro, o que é
aceitável (ver Apêndice C).

Nesse contexto, considera-se que o sistema e o ambiente evoluem juntos sob uma
operação unitária conjunta ÛSE, para que o estado reduzido do sistema evolua de acordo
com a relação

ρ̂S(t) =
∑

i

K̂iρ̂SK̂
†
i , (6.2)

onde K̂i ≡ ⟨Ei|ÛSE|E0⟩ são os elementos da soma, os operadores de Kraus (seção 3.2).

⋄ Ambiente refrativo

Para prosseguir, começamos a estudar um exemplo de evolução sistema-ambiente que
provoca apenas decoerência, apresentado pela primeira vez na ref. [49]. A ideia é que
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algumas partículas ambientais ao interagirem com o sistema de fótons não alterem nem o
caminho desses fótons e nem seu estado de polarização, mas como consequência, a marca
da interação promove uma transição no estado do ambiente. Essa interação é representada
pela seguinte transformação unitária:

|H, 1⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |H, 1⟩|E0⟩ +
√
P |H, 1⟩|E1⟩, (6.3a)

|H, 2⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |H, 2⟩|E0⟩ +
√
P |H, 2⟩|E2⟩, (6.3b)

|V, 1⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |V, 1⟩|E0⟩ +
√
P |V, 1⟩|E1⟩, (6.3c)

|V, 2⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |V, 2⟩|E0⟩ +
√
P |V, 2⟩|E2⟩. (6.3d)

Estas relações descrevem o caso de um ambiente constituído por pequenas partículas
refrativas uniformemente distribuídas no espaço e que, por intermédio da interação, sofrem
transições do estado inicial |E0⟩, como na Fig. 17, para um dos estados ortogonais
{|E1⟩, |E2⟩}, a depender do caminho do fóton, com probabilidade P . Essa probabilidade
P é a chance de ocorrer uma interação entre um fóton e um constituinte do ambiente por
unidade de tempo ∆t. Como consequência, a influência dessa interação provoca mudanças
aleatórias de fase no sistema de fótons que atravessam a fenda dupla.

Olhando para o mapa de interação acima, notamos que o ambiente pode ser encontrado
em três estados possíveis: |E0⟩, |E1⟩ e |E2⟩. Se fossemos realizar uma medição no ambiente,
o número de operadores correspondentes ao número desses estados ambientais seriam 3.
O número de operadores dos elementos da soma Eq. (6.2) estão vinculados a isso. Esses
operadores são:

Figura 17 – Sistema de fótons em contato com um ambiente de partículas refrativas.
Inicialmente o sistema e mabiente estão descorrelacionados. Em seguida,
interagem e dessa interação pode ocorrer que, em algum tempo tn, esses
fótons com estados |x, i⟩ (x = H, V e i = 1, 2) terão interagido com essas
partículas que mudarão do estado |E0⟩ para outros dependendo do caminho
desses fótons. Este cenário é descrito pela dupla fenda que se encontra logo
à diante. Os fótons que atravessam as fendas terão uma probabilidade P
associada referente à interação ambiental que gera diretamente uma mudança
no estado final ρ̂′

s.
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K̂0 =
√

1 − P (|H, 1⟩⟨H, 1| + |H, 2⟩⟨H, 2|

+|V, 1⟩⟨V, 1| + |V, 2⟩⟨V, 2|), (6.4a)

K̂1 =
√
P (|H, 1⟩⟨H, 1| + |V, 1⟩⟨V, 1|), (6.4b)

K̂2 =
√
P (|H, 2⟩⟨H, 2| + |V, 2⟩⟨V, 2|). (6.4c)

Substituindo agora esses resultados na Eq. (6.2), expressaremos a evolução do estado
do sistema em função de P . Mas também podemos considerar uma evolução que ocorre
continuamente no tempo. A probabilidade de uma interação por unidade de tempo é Γ.
Para um breve intervalo de tempo ∆t, temos que P = Γ∆t ≪ 1. Com isto, considerando a
evolução do estado do sistema ρ̂S(t) após um tempo t = n∆t, a consequência é a aplicação
do mapa acima n vezes sucessivamente. Esta é uma suposição da dinâmica markoviana do
sistema-ambiente, em que a evolução temporal do sistema no tempo presente não carrega
memória do passado [69, 70]. Sendo assim, no limite n −→ ∞ a relação probabilística
(1 − P ) −→ (1 − P )n = (1 − Γt

n
)n = e−Γt, onde assume-se que ∆t −→ 0. Levando todos

estes pontos em consideração, o operador densidade reduzida dos fótons em função de t
fica

ρ̂S =


ρ11 γρ12 ρ13 γρ14

γρ21 ρ22 γρ23 ρ24

ρ31 γρ32 ρ33 γρ34

γρ41 ρ42 γρ43 ρ44

 , (6.5)

onde γ = e−Γt.

Agora, a fim de ilustrar a evolução temporal de D e V com a ação desta interação é
interessante escolher um estado inicial para o sistema em que, no tempo inicial, estas duas
quantidades não sejam zero. Aqui, assumimos um conjunto de fótons preparados numa
sobreposição igual de polarização horizontal no caminho 1, |H, 1⟩, e polarização diagonal
no caminho 2, |D, 2⟩ = 1/

√
2(|H, 2⟩ + |V, 2⟩). Este estado é dado por

|ψ⟩ = 1√
2

|H, 1⟩ + 1
2(|H, 2⟩ + |V, 2⟩), (6.6)

e é um estado puro com distinguibilidade e visibilidade parcial. A evolução dessas duas
quantidades é mostrada na Fig. 18. Os resultados estão de acordo com o que se espera
das Eqs. (6.3a) a (6.3d). De fato, a visibilidade tende a zero para tempos longos, que é
uma consequência das mudanças aleatórias de fase continuamente provocadas nos fótons
causando a decoerência. Já a distinguibilidade entre os caminhos percorridos tem um
valor constante, D = 1/

√
2. Isto porque as probabilidades do caminho não mudam com o

tempo, dado que o mapa de evolução não prevê eventos de espalhamento dos fótons, e os
estados de polarização associados a cada caminho são preservados.
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Figura 18 – Evolução temporal da distinguibilidade D, visibilidade V e da relação D2 +V 2

para o estado |ψ⟩ da Eq. (6.6) sob a ação do ambiente descrita das Eqs.
(6.3a) a (6.3d). A ação da decoerência é vista no decaimento exponencial da
visibilidade V . Enquanto isso, o valor de D se mantém invariável.

⋄ Ambiente birrefringente

O segundo exemplo nosso aborda uma interação sistema-ambiente que envolve tanto
decoerência como espalhamento dos fótons. A dinâmica é descrita pelo seguinte mapa
unitário:

|H, 1⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |H, 1⟩|E0⟩ +
√
P |H, 2⟩|E1⟩, (6.7a)

|H, 2⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |H, 2⟩|E0⟩ +
√
P |H, 1⟩|E2⟩, (6.7b)

|V, 1⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |V, 1⟩|E0⟩ +
√
P |V, 2⟩|E3⟩, (6.7c)

|V, 2⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |V, 2⟩|E0⟩ +
√
P |V, 1⟩|E4⟩. (6.7d)

Aqui, a presença do ambiente provoca mudanças aleatórias de fase a depender da polarização
dos fótons e causa também eventos de espalhamento. Na prática, isso pode vir a ocorrer num
ambiente composto de pequenas partículas birrefringentes capazes de desviar as trajetórias
dos fótons [71]. As relações acima referidas nos dizem que os fótons em um determinado
caminho são espalhados para o outro caminho, diferente do caso anterior ilustrado na Fig.
17, em que os fótons não sofrem espalhamento com a interação. O estado do ambiente,
que começa em |E0⟩, mudará para um dos estados ortogonais {|E1⟩, |E2⟩, |E3⟩, |E4⟩},
dependendo do caminho e da polarização dos fótons. Isto é, a informação do estado do
fóton não é a mesma para estados de polarização e caminhos diferentes. Mais uma vez, o
parâmetro P é a probabilidade de interação durante um intervalo de tempo ∆t.
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Os operadores de Kraus que ditam a evolução do estado dos fótons serão, ao todo, 5:

K̂0 =
√

1 − P (|H, 1⟩⟨H, 1| + |H, 2⟩⟨H, 2|

+|V, 1⟩⟨V, 1| + |V, 2⟩⟨V, 2|), (6.8a)

K̂1 =
√
P (|H, 2⟩⟨H, 1|), (6.8b)

K̂2 =
√
P (|H, 1⟩⟨H, 2|), (6.8c)

K̂3 =
√
P (|V, 2⟩⟨V, 1|), (6.8d)

K̂4 =
√
P (|V, 1⟩⟨V, 2|). (6.8e)

Seguindo o mesmo procedimento do exemplo anterior, e assumindo outra vez uma
interação sistema-ambiente markoviana, a evolução temporal do estado dos fótons pode
ser escrita como

ρ̂S(t) =


γρ11 + ϵρ22 γρ12 γρ13 γρ14

γρ21 γρ22 + ϵρ11 γρ23 γρ24

γρ31 γρ32 γρ33 + ϵρ44 γρ34

γρ41 γρ42 γρ43 γρ44 + ϵρ33

 , (6.9)

onde γ = e−Γt e ϵ = (1 − e−Γt).

Para efeitos de comparação, aqui também usamos o mesmo estado inicial do exemplo
anterior, mostrado na Eq. (6.6), ilustrando agora diferentes aspectos presentes na dinâmica
quântica aberta descrita pelas Eqs. (6.7a) a (6.7b). A evolução dos quantificadores D e V ,
juntamente com a função de complementaridade D2 + V 2, para este caso, é mostrada na
Fig. 19. Como antes, observa-se um decaimento exponencial da visibilidade representando
a presença da decoerência no sistema. No entanto, chama-nos a atenção o comportamento
interessante de descida e subida para a distinguibilidade. Esse comportamento não é uma
característica normalmente observada na dinâmica dos processos markovianos [45, 72].
Note que no limite de tempo longo, as franjas de interferência já não são observadas,
V −→ 0, mas a distinguibilidade não é zero, D −→ 1/2. Isso ocorre porque nesse tempo
longo o estado, apesar de ter as mesmas probabilidades de caminho, já não é polarizado
no caminho 1, mas é horizontalmente polarizado no caminho 2. O resultado disso é a
manutenção de uma quantidade de informação parcial do caminho codificado no grau de
liberdade de polarização.
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Figura 19 – Evolução temporal da distinguibilidade D, visibilidade V e da relação D2 +V 2

para o estado |ψ⟩ da Eq. (6.6) sob a ação do ambiente descrita das Eqs.
(6.7a) a (6.7d). A visibilidade V sofre, durante a dinâmica, um decaimento
exponencial enquanto que D apresenta um comportamento especial para baixo
e para cima se estabilizando em seguida.
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7 Conclusão

O foco central desta tese foi apresentar um quadro teórico de informação para estudar
o princípio da complementaridade no contexto dp experimento da dupla fenda para fótons
com graus de liberdade de caminho e de polarização. Na seção 4.3 nós revisamos o método
que alicerça nossas ideias no cenário da dupla fenda para um sistema de fótons com
caminhos e estados de polarização arbitrários. Este método apresenta uma descrição
conjunta das propriedades de coerência e polarização através do formalismo de matriz
densidade.

Vimos no capítulo 5, nas seções 5.2 e 5.3 que, a partir da matriz densidade coerência-
polarização, do grau de coerência e dos parâmetros de Stokes, foi possível derivar os
quantificadores de visibilidade e distinguibilidade, que caracterizam o aspecto onda e
partícula, respectivamente, de forma bem simples. Além disso, demonstramos que os
nossos quantificadores obedecem a uma relação semelhante à desigualdade EGY, onde
V 2 + D2 ≤ 1, na seção 5.4. A eficácia desses quantificadores pode ser comprovada
posteriormente, na seção 5.6, a partir dos exemplos com estados quânticos que, a depender
da amplitude de probabilidade, representam o caráter de apenas onda, apenas partícula
ou ambos de forma parcial.

No capítulo 6 fizemos uma aplicação desses quantificadores para o contexto da dualidade
onda-partícula no estudo do sistema quântico aberto. A simplicidade dos quantificadores
nos permitiu investigar a influência das ações dos ambientes no sistema de fótons. Nesse
estudo, os quantificadores se mostraram eficientes. Por um lado, o comportamento da
visibilidade para os dois tipos de interações sistema-ambiente traduziu o que se espera
quando a presença do ambiente induz uma aleatoriedade das relações de fase do sistema
para um estado sistema-ambiente composto, que é a decoerência do sistema de interesse.
Por outro lado, o comportamento da distinguibilidade apresentou, para a primeira interação,
uma constância na distinção entre os caminhos dos fótons, e isso identifica um ambiente que
não provoca espalhamento no sistema de fótons; e na segunda interação um comportamento
que aponta para eventos de espalhamento alterando a distinção dos caminhos. Além disso,
esse último exemplo fez o quantificador D apresentar um comportamento inesperado de
descida e subida dentro da dinâmica markoviana abrindo possíveis portas de investigações
novas.

Dos exemplos da seção 5.6, nós observamos a igualdade V 2 +D2 = 1 quando os estados
são puros. Para estados mistos esse valor é menor que a unidade. No caso do último
exemplo dessa seção, o dos estados de Werner, a presença do emaranhamento faz o valor
da distinguibilidade D sair do mínimo e aumentar ao máximo. Como perspectivas futuras,
pleiteamos alguma quantidade que, juntamente com os nossos quantificadores, seja possível
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atingir não mais uma desigualdade, mas uma igualdade regente seja para estados puros ou
mistos de sistemas bipartidos. Além disso, pretendemos estender nossas ideias ao contexto
da não-markovianidade quântica.
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A Obtenção dos operadores de Kraus e da
matriz densidade reduzida do sistema

Neste apêndice nós detalhamos a derivação dos operadores de Kraus e da matriz
densidade reduzida para o sistema devido à interação com os dois tipos de ambientes.

Ambiente refrativo
Vamos considerar sistema e ambiente incialmente descorrelacionados. Assim, o estado

produto do sistema composto é

ρ̂(0) = ρ̂S(0) ⊗ ρ̂E(0), (A.1)

onde ρ̂S(0) representa o estado do sistema, Eq. (4.16), e ρ̂E(0) é o estado do ambiente.

O sistema e o ambiente evoluem juntos por uma operação unitária. Tendo o ambiente a
característica de não provocar espalhamento no sistema de fótons, porém sofrer transições
no seu estado inicial, o mapa dessa transformação unitária será:

|H, 1⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |H, 1⟩|E0⟩ +
√
P |H, 1⟩|E1⟩, (A.2a)

|H, 2⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |H, 2⟩|E0⟩ +
√
P |H, 2⟩|E2⟩, (A.2b)

|V, 1⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |V, 1⟩|E0⟩ +
√
P |V, 1⟩|E1⟩, (A.2c)

|V, 2⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |V, 2⟩|E0⟩ +
√
P |V, 2⟩|E2⟩. (A.2d)

A interação não inverte o caminho dos fótons, porém ela causa uma perda de coerência
no seu estado devido à interação com o ambiente que, a depender do caminho dos fótons,
sobre uma alteração para o estado |E1⟩ ou |E2⟩. A unitária correspondente a essa dinâmica
tem o formato

Û =
√

1 − P (|H, 1⟩|E0⟩⟨H, 1|⟨E0| + |H, 2⟩|E0⟩⟨H, 2|⟨E0| + |V, 1⟩|E0⟩⟨V, 1|⟨E0|

+|V, 2⟩|E0⟩⟨V, 2|⟨E0|) +
√
P (|H, 1⟩|E1⟩⟨H, 1|⟨E0| + |H, 2⟩|E2⟩⟨H, 2|⟨E0| +

+|V, 1⟩|E1⟩⟨V, 1|⟨E0| + |V, 2⟩|E2⟩⟨V, 2|⟨E0|) (A.3)

A partir disso, podemos encontrar os operadores elementos da operação do canal quântico.
Do capítulo 3, nós vimos que os operadores de Kraus são obtidos a partir de

K̂i = ⟨ei|Û |e0⟩. (A.4)



Neste caso, encontramos os seguintes operadores:

K̂0 = ⟨e0|Û |e0⟩ =
√

1 − P (|H, 1⟩⟨H, 1| + |H, 2⟩⟨H, 2| + |V, 1⟩⟨V, 1|)

=
√

1 − PI, (A.5)

K̂1 = ⟨e1|Û |e0⟩ =
√
P (|H, 1⟩⟨H, 1| + |V, 1⟩⟨V, 1|), (A.6)

K̂2 = ⟨e2|Û |e0⟩ =
√
P (|H, 2⟩⟨H, 2| + |V, 2⟩⟨V, 2|). (A.7)

As bases |x, y⟩ representam um produto tensorial (ver seção 2.2) entre o grau de liberdade
de caminho e o de polarização. Assim, as matrizes correspondentes a cada ket e bra, serão:

|H, 1⟩ =


1
0
0
0

 , ⟨H, 1| =
(

1 0 0 0
)

; (A.8)

|H, 2⟩ =


0
1
0
0

 , ⟨H, 2| =
(

0 1 0 0
)

; (A.9)

|V, 1⟩ =


0
0
1
0

 , ⟨V, 1| =
(

0 0 1 0
)

; (A.10)

|V, 2⟩ =


0
0
0
1

 , ⟨V, 2| =
(

0 0 0 1
)
. (A.11)

Com isto em mãos, cada operador das expressões de (A.5) a (A.7) serão matricialmente
expressos como

K̂0 =
√

1 − P


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ; K̂1 =
√
P


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 ; K̂1 =
√
P


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 .
(A.12)

Esses elementos compõem a soma de operadores que gera o estado do sistema evoluído Eq.
(3.16). Assim,

ρ̂′
S =

∑
i

K̂iρSK̂
† = K̂0ρSK̂

†
0 + K̂1ρSK̂

†
1 + K̂2ρSK̂

†
2. (A.13)



Após a substituição de cada operador, lembrando que o sistema inicial é representado pela
matriz (4.16), chegamos à matriz densidade reduzida

ρ̂′
1S =


ρ11 (1 − P )ρ12 ρ13 (1 − P )ρ14

(1 − P )ρ21 ρ22 (1 − P )ρ23 ρ24

ρ31 (1 − P )ρ32 ρ33 (1 − P )ρ34

(1 − P )ρ41 ρ42 (1 − P )ρ43 ρ44

 . (A.14)

Na condição (1 −P )n, com n −→ ∞, (1 −P )n = e−Γt. Então, a matriz densidade reduzida
em função de t fica

ρ̂1S(t) =


ρ11 γρ12 ρ13 γρ14

γρ21 ρ22 γρ23 ρ24

ρ31 γρ32 ρ33 γρ34

γρ41 ρ42 γρ43 ρ44

 , (A.15)

onde γ = e−Γt.

Ambiente birrefringente
Para esse ambiente, notemos que a diferença agora reside na existência da influência

dos caminhos dos fótons e do estado de polarização. Deste modo, uma vez que um fóton
com algum estado de polarização interage com um constituinte do ambiente, esse por sua
vez causa no fóton defasagem acompanhado com eventos de espalhamento. Isto é, da
interação pode ocorrer que:

|H, 1⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |H, 1⟩|E0⟩ +
√
P |H, 2⟩|E1⟩, (A.16a)

|H, 2⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |H, 2⟩|E0⟩ +
√
P |H, 1⟩|E2⟩, (A.16b)

|V, 1⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |V, 1⟩|E0⟩ +
√
P |V, 2⟩|E3⟩, (A.16c)

|V, 2⟩|E0⟩ −→
√

1 − P |V, 2⟩|E0⟩ +
√
P |V, 1⟩|E4⟩. (A.16d)

Cada interação do ambiente com os estados dos fótons fará com que ele sofra uma transição
para estados diferentes. Isto porque há dois condicionantes regentes da interação: polari-
zação e caminho. Resultado: ambiente sofre mudança de |E0⟩ para {|E1⟩, |E2⟩, |E3⟩, |E4⟩}
dependendo do estado do fóton.

O operador evolução unitária para essa interação é:

Û =
√

1 − P (|H, 1⟩|E0⟩⟨H, 1|⟨E0| + |H, 2⟩|E0⟩⟨H, 2|⟨E0| + |V, 1⟩|E0⟩⟨V, 1|⟨E0|

+|V, 2⟩|E0⟩⟨V, 2|⟨E0|) +
√
P (|H, 2⟩|E1⟩⟨H, 1|⟨E0| + |H, 1⟩|E2⟩⟨H, 2|⟨E0| +

+|V, 2⟩|E3⟩⟨V, 1|⟨E0| + |V, 1⟩|E4⟩⟨V, 2|⟨E0|). (A.17)



Em seguida, os operadores de Kraus ganham as expressões

K̂0 = ⟨e0|Û |e0⟩ =
√

1 − P (|H, 1⟩⟨H, 1| + |H, 2⟩⟨H, 2| + |V, 1⟩⟨V, 1|)

=
√

1 − PI, (A.18)

K̂1 = ⟨e1|Û |e0⟩ =
√
P (|H, 2⟩⟨H, 1|), (A.19)

K̂2 = ⟨e2|Û |e0⟩ =
√
P (|H, 1⟩⟨H, 2|), (A.20)

K̂3 = ⟨e3|Û |e0⟩ =
√
P (|V, 2⟩⟨V, 1|), (A.21)

K̂4 = ⟨e4|Û |e0⟩ =
√
P (|V, 1⟩⟨V, 2|), (A.22)

cuja representação matricial é

K̂0 =
√

1 − P


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ; K̂1 =
√
P


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ; K̂2 =
√
P


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ;

(A.23)

K̂3 =
√
P


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 ; K̂4 =
√
P


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ; (A.24)

Construindo agora a matriz densidade reduzida, o estado final dos fótons será

ρ̂′
S =


βρ11 + Pρ22 βρ12 βρ13 βρ14

βρ21 βρ22 + Pρ11 βρ23 βρ24

βρ31 βρ32 βρ33 + Pρ44 βρ34

βρ41 βρ42 βρ43 βρ44 + Pρ33

 (A.25)

com (1 − P ) = β. Na condição (1 − P )n, com n −→ ∞, (1 − P )n = e−Γt. Então, a matriz
densidade reduzida em função de t fica

ρ̂2S(t) =


γρ11 + ϵρ22 γρ12 γρ13 γρ14

γρ21 γρ22 + ϵρ11 γρ23 γρ24

γρ31 γρ32 γρ33 + ϵρ44 γρ34

γρ41 γρ42 γρ43 γρ44 + ϵρ33

 , (A.26)

onde ϵ = (1 − e−Γt) e γ = e−Γt.



Expressões da Visibilidade e da Distinguibilidade para os dois ambi-
entes

Nesta seção nós mostraremos as expressões responsáveis pelos comportamentos dos
gráficos do Capítulo 6.

Após encontrar as matrizes gerais (A.15) e (A.26), podemos substituir qualquer estado
inicial que quisermos. Aqui, nós escolhemos usar um estado que tivesse visibilidade e
distinguibilidade inicial diferente de zero. Esse estado é:

|ψ⟩ = 1√
2

|H, 1⟩ + 1
2(|H, 2⟩ + |V, 2⟩), (A.27)

que na representação do operador densidade fica

ρ̂ = |ψ⟩⟨ψ| = 1
2 |H, 1⟩⟨H, 1| + 1

2
√

2
|H, 1⟩⟨H, 2| + 1

2
√

2
|H, 1⟩⟨V, 2| +

1
2
√

2
|H, 2⟩⟨H, 1| + 1

4 |H, 2⟩⟨H, 2| + 1
4 |H, 2⟩⟨V, 2| +

1
2
√

2
|V, 2⟩⟨H, 1| + 1

4 |V, 2⟩⟨H, 2| + 1
4 |V, 2⟩⟨V, 2|. (A.28)

Isso quer dizer que, para a interação com o primeiro ambiente, a Eq. (A.15) fica

ρ̂1S(t) =



1
2

1
2
√

2γ 0 1
2
√

2γ
1

2
√

2γ
1
4 0 1

4

0 0 0 0
1

2
√

2γ
1
4 0 1

4

 , (A.29)

onde γ = e−Γt.

Agora, relembrando as expressões dos quantificadores V e D, que são

V = 2|ρ12 + ρ34|; D = 1
2 {|α + γ| + |α− γ} (A.30)

com α = ρ11−ρ22+ρ33−ρ44, γ =
√
α2 + 4[|β|2 − κ], β = ρ13−ρ24 e κ = (ρ11−ρ22)(ρ33−ρ44).

Sendo assim, substituindo valores de (A.29) em V e em D, temos

V =
√

2
2 |e−Γt|; D =

√
2

2 (A.31)

Agora, para a interação com o segundo ambiente, a Eq. (A.26) é resumida a

ρ̂1S(t) =



1
2γ + 1

4(1 − γ) 1
2
√

2γ 0 1
2
√

2γ
1

2
√

2γ
1
4γ + 1

2(1 − γ) 0 1
4γ

0 0 1
4(1 − γ) 0

1
2
√

2γ
1
4γ 0 1

4γ

 , (A.32)

onde γ = e−Γt. Por fim, as expressões de V e D para esse caso serão:

V =
√

2
2 |e−Γt|; D =

∣∣∣∣∣∣
√

5e−Γt

4 − e−Γt + 1
4

∣∣∣∣∣∣ (A.33)



B Decomposição de Schmidt e purificação

A decomposição de Schimidt está estreitamente relacionada no procedimento de purifi-
cação de um estado misto (que aqui é o ambiente). A partir dessas ferramentas, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que o ambiente se inicia em um estado puro antes da
interação com o sistema. Isso porque se deixássemos que ele iniciasse num estado misto,
haveria uma forma de purificação onde usaríamos o apoio de um sistema “fictício” para
ajudar a purificar esse estado, de tal modo que em nossas derivações, esse procedimento
entraria como um passo intermediário, apenas. Aqui, nós podemos supor que em volta do
ambiente que circunda o sistema, há um outro ambiente maior como mostra a Fig. 20.

⋄ Decomposição de Schmidt

Digamos que {|ai⟩} é uma base para HA e {|bj⟩} é uma base para HB, qualquer estado
|ψ⟩ ∈ HAB, desse sistema composto, é escrito como

|ψ⟩ =
∑

i,j=1
cij|ai⟩ ⊗ |bj⟩. (B.1)

Existe uma forma especial chamada de decomposição de Schmidt, que diz que, para bases
adequadas, a soma em {i, j} quando i ̸= j resulta em cij = 0.

Definição: Dado que |ψ⟩ é um estado puro de um sistema composto, AB, existem
bases ortonormais {|iA⟩} para A e {|iB⟩} para B, tais que podemos escrever [1, 73]

|ψ⟩ =
∑
i=1

ci|iA⟩ ⊗ |iB⟩, (B.2)

onde ci são números reais não negativos e ∑i c
2
i = 1 são os coeficientes de Schmidt. Assim,

pela decomposição de Schmidt, os estados reduzidos de cada subsistema são

ρ̂A =
∑

i

c2
i |iA⟩⟨iA| (B.3)

e
ρ̂B =

∑
i

c2
i |iB⟩⟨iB|. (B.4)

Eles são diagonais na mesma base possuindo o mesmo espectro. Seus autovalores idênticos
mostram que as propriedades de ambos os subsistemas são as mesmas.

⋄ Purificação

Vamos agora supor um estado ρ̂A do ambiente A. Ao invés de usarmos esse estado
misto podemos articula-lo a um outro sistema, que denotamos por A′ (Fig. 20) e definir
um estado puro |ψAA′⟩ composto [4, 1, 31]. O benefício disso é conseguir derivar, através da
operação traço parcial, o operador densidade ρ̂A diretamente do operador densidade puro



do sistema composto ρ̂AA′ = |ψAA′⟩⟨|ψAA′|. Assumindo que A′ tem a mesma dimensão
do espaço de A e base ortonormal |iA′⟩ e que ρ̂A tem uma decomposição ortonormal
ρ̂A = ∑

i pi|iA⟩⟨iA|, pela decomposição de Schmidt conseguimos adivinhar que tipo de
estado devemos ter desses subsistemas combinados, ou seja,

|ψ⟩AA′ =
∑

i

√
pi|iA⟩ ⊗ |iA′⟩. (B.5)

Aplicando o traço parcial para o sistema A′, encontramos o seguinte operador densidade
do estado reduzido de A:

ρ̂A = trB(|ψAA′⟩⟨ψAA′|) =
∑
i,j

√
pi pj|iA⟩⟨jA|tr|iA′⟩⟨jA′ | (B.6)

=
∑
i,j

√
pi pj|iA⟩⟨jA|δij (B.7)

=
∑

i

pi|iA⟩⟨iA|. (B.8)

Assim, |ψAA′⟩ é a purificação de ρ̂A. Notamos que não importa a forma como declaramos
A′, isso não afeta o operador densidade reduzida de A. Isso quer dizer que se realizarmos
uma operação unitária |ψ′⟩ = (I ⊗ U)|ψ⟩, esta operação não afeta o traço parcial por ele
ser independente da base e portando o estado de A.

Figura 20 – Representação sistema composto S + A envolto por um sistema maior A′. O
sistema pode ser influenciado pelo ambiente A que o circunda. O ambiente
maior A′ pode ser usado como o sistema ‘fictício’ no processo de purificação
do ambiente A. Figura adaptada de [6].
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Abstract
Wave–particle duality is certainly one of the most curious concepts of contemporary
physics, which ascribes mutually exclusive behaviors to quantum systems that cannot
be observed simultaneously. In the context of two-path interferometers, these two
behaviors are usually described in terms of the visibility of interference fringes and
the path distinguishability. Here, we use quantum information-theoretic tools to derive
quantifiers of these two properties, which account for the combined influence of path
probability and polarization, and demonstrate that they satisfy a complementarity
relation. We further show that the derived quantities can work as probes in the study of
open quantum dynamics by revealing interesting facets of environment actions, such
as decoherence, depolarization and scattering.

Keywords Complementarity relations · Polarization influence ·
Open quantum systems

1 Introduction

One of the most curious and intriguing features of quantum mechanics is the wave–
particle behavior. In 1928,Bohr called attention to this dual aspect of quantum systems,
which sometimesmanifest themselves aswaves and sometimes as particles, depending
on the experimental setup to which they are submitted [1]. In the context of the double-
slit experiment, the complementary wave and particle behaviors were pointed out by
Feynman as “the only mystery” of quantum mechanics [2]. Later on, a quantitative
approach to this problem was presented by Wootters and Zurek, who showed that the
two complementary aspects might be simultaneously present [3].
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