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Resumo

Embora a dualidade onda-particula nao seja um conceito relativamente novo na fisica
moderna, o interesse pela mesma continua sendo um importante ponto de estudos e
investigagoes. Atribuindo comportamentos mutuamente exclusivos de um sistema quantico
ao aparato experimental ao qual é submetido, no exemplo de um interferdémetro de dois
caminhos os aspectos de onda e de particula sao quantificados através da visibilidade
das franjas de interferéncia e da informacao sobre o caminho percorrido pelas particulas.
Neste trabalho, utilizamos ferramentas tedricas da informagao quantica para derivar duas
quantidades que mensuram os aspectos de onda e de particula no cenario do experimento
da dupla fenda de Young para um sistema de fétons. A derivagao dessas quantidades
teve como base o formalismo da matriz densidade unificada de coeréncia e polarizacao, o
que nos possibilitou obter quantificadores capazes de descrever a influéncia combinada do
caminho tomado pelos f6tons, bem como da polarizacdo. E possivel verificar que esses
quantificadores obedecem a uma relagao de complementaridade analoga a desigualdade
EGY, cuja validade é testada através de alguns exemplos com estados quanticos puros
e mistos. Ao estendermos o estudo da dualidade onda-particula aos sistemas abertos,
nos confrontamos com a realidade do efeito da decoeréncia. Apesar de desempenhar um
papel fundamental no estudo da transicao quantica para a classica, em se tratando de
sistemas quanticos o efeito da decoeréncia aparece como um obstaculo ao processamento
da informagao quantica. Aqui nés mostramos que os quantificadores podem ser uteis
para investigar de que formas o ambiente em questao interfere na perda da informagao
quantica codificada nos fotons e as consequéncias dos tipos de ambientes usados para o

processamento de informagao.

Palavras-chave: Relagao de complementaridade; polarizacao; sistema quantico aberto,

decoeréncia.



Abstract

Although the wave-particle duality is not a relatively new concept in modern physics, the
interest in it remains an important point of study and investigation. Attributing mutually
exclusive behaviors of a quantum system to the experimental apparatus to which it is
subjected, in the example of a two-path interferometer, the wave and particle aspects are
quantified through the visibility of the interference fringes and information about the path
taken by the particles. In this work, we use quantum information theoretical tools to derive
two quantities that measure the wave and particle aspects in the scenario of the Young’s
double slit experiment for a photon system. The derivation of these quantities was based
on the formalism of the unified density matrix of coherence and polarization, which allowed
us to obtain quantifiers capable of describing the combined influence of the path taken
by the photons, as well as the polarization. It is possible to verify that these quantifiers
obey a complementarity relation analogous to the EGY inequality, whose validity is tested
through some examples with pure and mixed quantum states. By extending the study of
wave-particle duality to open systems, we confront the reality of the decoherence effect.
Though it plays a fundamental role in the study of the quantum-to-classical transition,
for quantum systems the decoherence effect acts as an obstacle to quantum information
processing. We show here that quantifiers can be useful for investigating in which ways
the environment in question interferes in the loss of quantum information encoded in the

photons and the consequences of the types of environments used for information processing.

Keywords: Complementarity relations; polarization; open quantum systems, decoherence.
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1 Introducao

Atualmente, a natureza da luz é melhor compreendida devido as grandes descobertas a
seu respeito cujo reflexo notamos nos avancos tecnolégicos dos ultimos séculos. Ha muito
tempo filésofos e cientistas se dedicam a essa tarefa. Por volta do século XVII houve
um forte movimento cientifico para discutir o aspecto da luz. Natureza ondulatéria ou
corpuscular? O que prevaleceu até o inicio do século XIX foi a ideia de Isaac Newton a
respeito da luz composta por corpusculos [7]. Em oposicao, Thomas Young em seu célebre
experimento da dupla fenda apresentou uma base experimental para a natureza ondulatéria
da luz, entre 1801 e 1803, verificando que a mesma se comporta como onda [7, 8]. Mais
tarde, Heinrich Hertz por volta de 1887, produzia uma descarga oscilante fazendo saltar
uma faisca entre dois eletrodos. Ele observou que a luz violeta e ultravioleta facilitava a
descarga [9]. Posteriormente, os estudos com raios catédicos foram aprofundados por P.
Lenard que obteve resultados que caracterizaram um efeito chamado de efeito fotoelétrico.
Este efeito aponta que a emissao de elétrons nao depende da intensidade da luz incidente
e sim da frequéncia dessa luz, tal que para frequéncias altas a energia transferida aos
elétrons é suficiente para arrancé-los de um metal mesmo com intensidades muito baixas.
Isso foi explicado por Albert Einstein, em 1905, o qual admitiu que a luz em sua interagao
com a matéria é quantizada e se apresenta em pacotes, os fotons ou particulas de luz [8].
Este comportamento dual ndo é restrito apenas a luz. A matéria também se comporta
assim. O fisico de Broglie supds que os elétrons também tinham um comprimento de onda
associado e apresentou uma relagdo entre o comprimento de onda e o momento do elétron,
o que mais tarde foi verificado experimentalmente na difragdo dos elétrons por Davisson e
Germer [10], e separadamente por G.P.Thomson [11]. Assim, observa-se uma dualidade

onda-particula que consiste em associar a cada particula uma onda de probabilidade.

Os aspectos de particula e onda sao classicamente opostos, visto que um é governado
por leis de movimento com trajetérias bem definidas e o outro pelas leis do movimento
ondulatério. Em sistemas quanticos, esses dois aspectos nao sao inseparaveis, mas comple-
mentares. Mas, embora essas propriedades sejam complementares, a certeza absoluta de
uma impede, no mesmo aparato experimental, a observacao simultanea da outra. Podemos
ver isso no experimento da dupla fenda, esbocado na Fig. la, em que consideramos que
fotons atravessam o aparato. Ao preparar o experimento de modo a tentar identificar por
qual fenda o foton passa, perdemos o carater ondulatério. Se nao perturbarmos o sistema,
um padrao de interferéncia é formado, como mostrado na Fig. 1b, o que caracteriza sua
manifestacdo ondulatoria. Em 1928, uma discussao qualitativa da dualidade onda-particula
foi apresentada por Niels Bohr quando chamou a atencao para esses comportamentos mutu-

amente exclusivos, obtendo como resultado um ou outro, mas nao os dois simultaneamente
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[12]. Os primeiros a darem uma versao quantitativa para esta complementaridade foram
Wootters e Zurek [13]. Eles usaram elementos de teoria de informagao e constatam que se
houver informacao parcial sobre o caminho percorrido pelos fétons existe também alguma
nitidez das franjas de interferéncia. E também possivel haver uma mudanca gradativa entre
os comportamentos de onda e de particula. Mais tarde, estudando a interferometria com
dois feixes ndo balanceados, Greemberger e Yasin [14] usaram a previsibilidade do caminho
mais provavel percorrido por néutrons e chegaram a desigualdade V2 + P? < 1, onde P é a
previsibilidade e V' ¢ a visibilidade. Separadamente, Englert [15], generalizando a ideia de
Wootters e Zurek para sistemas compostos, incluiu um detector de caminho substituindo
a previsibilidade pela distinguibilidade de caminho. Assim, a dualidade onda-particula é

controlada pela desigualdade EGY,
V24 D? <1 (1.1)

Os extremos desta relagado sao V =1 e D = 0, denotando maximo padrao de interferéncia
e nenhum conhecimento sobre o caminho percorrido. Por outro lado, D =1e V =0
representa um conhecimento total sobre o caminho e nenhuma franja de interferéncia
formada. Também sao possiveis os valores intermediarios V' # 0 e D # 0, representando
franjas de visibilidade menos intensas e conhecimento parcial sobre o caminho. Vale
também salientar que a igualdade da Eq. (1.1) é atingida no regime de estados puros.
Nos casos em que a soma € menor que 1, temos que o sistema em andlise é misto.
Experimentalmente, foram realizados testes dos comportamentos complementares com

fétons [16], atomos [17] e ressonincia magnética nuclear [18, 19].

a) b)
>
Iy — \112
13 .. B P
7] i — B
2 > L 2 P —
<\\
A
"
A B R+ 12 =1y A B Uy + 1] 2 = Iy,

Figura 1 — Experimento da fenda dupla. A Fig. a) apresenta um comportamento de
particula a medida que tentamos decifrar qual caminho percorreu o féton. Na
Fig. b) os f6tons percorrem os caminhos 1 e 2 livremente, e o que se forma é
um padrao de interferéncia acentuado.

Recentemente, estudos sobre o principio da complementaridade vem despertando

interesse renovado. Em interferometros de dois caminhos tem sido mostrado que as propri-
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edades de polarizacao da luz emergente do interferémetro dependem do comportamento
dual dos fétons [20, 21, 22]. Outros analisam os efeitos da fonte (alusdo as fendas de um
interferometro duplo) nas propriedades da dualidade onda-particula [23, 24]. Tem sido
demonstrado também que a complementaridade esté ligada ao auto emaranhamento entre
caminhos e outros graus de liberdade intrinsecos da mesma entidade quantica levando
a uma igualdade complementar de trés quantidades [25, 26]. Por outro lado, h& desen-
volvimentos recentes de estudos da complementaridade se extendendo a interferémetros
multipartidos [27, 28, 29].

Na informacao quantica, um agravante crucial para o processamento em geral da infor-
magcao ¢ o efeito chamado de decoeréncia. Embora ela desempenhe um papel fundamental
na dindmica que descreve a transigdo quantica para a cldssica [30], sua existéncia é um
obstaculo que muitos estudiosos tentam contornar, ou aprender a lidar [1, 31]. Consequen-
temente, em se tratando de dualidade onda-particula, seu aparecimento faz com que a
informacao a respeito tanto do aspecto ondulatorio como o do corpuscular seja modificado
ao ponto de se perder totalmente [32]. A interacao sistema- ambiente produz esse efeito
cujo papel desenvolvido pelo ambiente se assemelha ao de uma sonda dos estados do

sistema e isso leva a perda de coeréncia do sistema fisico.

Esta tese tem como objetivo fornecer alguns avancos ao estudo sobre a dualidade
onda-particula no cendario da dupla fenda. Neste trabalho, consideramos que o grau de
liberdade de polarizacao ¢ uma propriedade importante para a definicdo das quantidades
que representam o aspecto de onda e de particula, respectivamente, a visibilidade e a
distinguibilidade. A derivacao dos quantificadores de visibilidade V' e de distinguibilidade
D leva em consideracao tanto a probabilidade de caminho como a influéncia da polarizacao.
Embora seja uma forma mais geral, esses quantificadores desenvolvidos por nés obedecem
a uma relacao de complementaridade analoga a desigualdade EGY. Propomos também
utilizar essas quantidades no estudo de sistemas quanticos abertos para observar os efeitos
de decoeréncia, espalhamento e despolarizacao causados pela interacao sistema-ambiente e

descritos através da evolucao temporal desses quantificadores.

A organizagao desta tese esta dividida da seguinte maneira: no Capitulo 2 sdo apresen-
tados fundamentos de mecanica quantica de interesse para o nosso estudo. Além disso,
revisamos alguns conceitos classicos de fendmenos ondulatérios da luz. No Capitulo 3
nés abordamos um formalismo de operacoes quanticas que descreve ruidos (interagoes
indesejadas) e o comportamento de sistemas quanticos abertos. No Capitulo 4, revisamos o
método de tratamento unificado de coeréncia e polarizacao através do formalismo de matriz
densidade, cujos resultados formam a base de nossas ideias neste trabalho. No Capitulo 5
apresentamos a formulacdo matematica para obtencao dos quantificadores de visibilidade
e distinguibilidade proposto por nés, a deducao da relacao de complementaridade e a
eficacia desses quantificadores através de alguns exemplos com estados quanticos. No

Capitulo 6 serao feitas aplicagoes desses quantificadores no estudo de sistemas quénticos
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abertos aproveitando o cenario do experimento de dupla fenda. Finalizamos com as nossas

conclusoes e perspectivas futuras.
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2 Fundamentacao

2.1 Estado quantico

Em mecanica quantica, o estado fisico dos sistemas é representado por um wvetor de
estado. Este vetor reside em um espaco vetorial complexo chamado espago de Hilbert H.
Um vetor de estado contém toda informagao possivel sobre o sistema de interesse. Na
notagao de Dirac vetores de estado sao reconhecidos usando o simbolo | ) chamado de ket
[33].

O fato de poder existir superposi¢oes de estados torna a mecanica quantica diferente
da classica, tal que em geral ndo perguntamos se um sistema fisico esta, por exemplo, em
um estado ou outro, mas qual é a probabilidade dele ser encontrado em um desses estados.
Esta superposicao de possiveis estados é composta por uma combinagao linear, de modo
que, o vetor estado [1)) resultante é representado pela soma de outros vetores. No caso

especifico de o sistema poder assumir somente dois estados, temos:

[¥) = cilar) + ez |as) (2.1)

onde ¢; e ¢y sdo nimeros complexos que representam amplitudes de probabilidades. Este
estado define um sistema em estado de superposicdo com espaco dimensional n = 2.
Estados quanticos sdo representados por vetores unitarios. Isto significa que o produto
interno entre o ket e seu dual bra ({ |) seja (¥|t)) = 1. A isto damos 0 nome de condigao

de normalizacio, o que equivale a |c1|? + |e2]? = 1 [33].

Quando o estado [¢)) estiver representado em um espago de Hilbert de dimensao n, em

geral, ele é escrito como [31]:

[9) =D cnldn) - (2.2)

Aqui, a dimensionalidade do espaco é imposta pelas condi¢oes do sistema fisico de interesse.
Estados desse tipo |¢) sdo chamados de estados puros. Logo mais veremos que um
estado que é composto por um conjunto de estados puros com cada um possuindo peso

probabilistico sao chamados de estados mistos.

Em teoria da informagao quéntica, o estado da Eq. (2.1) é a representagdo de um qubit.
Classicamente, a informacao ¢ codificada em bits, que ¢ a menor unidade de informagao
armazenavel. Quanticamente, o conceito analogo desta unidade de informacao é o bit
quantico ou qubit. Enquanto o bit corresponde aos estados 0 ou 1, o qubit corresponde
aos estados |0) e |1) desse bit cldssico. Se quisermos examinar o qubit para saber se ele
estd no estado |0) e |1) o resultado d4 0, com probabilidade |a|?, e 1 com probabilidade

|8]?. Somando essas duas probabilidades obteremos o valor um, que é a condigao de
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normalizacao referida anteriormente. Como « e 3 sdo niimeros complexos, essa condi¢ao

garante que o estado (2.1) possa ser reescrito como [1]
i 0 io, 0
) =e 7(cos§|0> +e sen§|1>), (2.3)

com 0, ¢ e v sendo as variaveis reais que representam o estado. No entanto, em se tratando
de medicoes, essa fase global € pode ser ignorada por nao ter efeitos observaveis. Por
exemplo, em medigdes, um estado |¢) é equivalente ao estado €”|¢) por darem as mesmas
previsoes para quaisquer medicoes. Deste modo, reescrevemos o estado acima em funcgao

de duas variaveis reais:
0 i 0
) = cos§|0) +e sen§|1>, (2.4)

que pode ser representado geometricamente fazendo uma conexao com coordenadas esféricas
e0<60<7me0<¢<2r definirdo um ponto numa esfera de raio unitario. Esta esfera é
chamada de Fsfera de Bloch de um qubit e é ilustrada na Fig 2. No caso de n qubits nao

existe uma generalizacao simples da esfera de Bloch [1].

|0)

1)

Figura 2 — Representacao da Esfera de Bloch para um qubit. Figura adaptada de [1]

2.2 Produto Tensorial

Um sistema quantico pode ser uma composicao de outros sistemas quanticos. Neste
caso, o espago de Hilbert referente a ele é um espago de dimensao maior que a dos
subsistemas. O responsavel por reunir os espacos de cada subsistema para formar um

espaco maior é o produto tensorial.

Dois espacos V e W de dimensoes d; e dy sao espagos vetoriais que pelo produto

tensorial V ® W formam um espago vetorial de dimensao dim = dyds. O espago V @ W é
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constituido pelos elementos |v) de V e |w) de W, que pode ser gerado a partir do produto

tensorial dos vetores base dos subespagos, |v) ® |w).
O produto tensorial obedece a algumas propriedades [1]:

1 - Para um escalar arbitrario A e elementos |v) de V e |w) de W,
(o) @ [w)) = (2|v) @ [w) = [v) @ (z|w)).
2 - Para |v1) e [v2) em Ve |w) em W,
(1) +[02)) © [w) = Jo1) @ [w) + |v2) @ |w).
3 - Para |[v) em Ve |wy) e |wy) em W,
[0) @ (Jw1) + |w2)) = |v) @ Jwy) + [v) @ [ws).

Para ilustrar a propriedade 2 que tem o mesmo teor da 3, se um estado

[0) = Jor) + |va) = [ “ ] (2.5)

a2

faz parte de um produto com

w) = [ h ] , (2.6)

entao o resultado do produto é

_ _ b 4 -
ap X aby
by b
- N a102

v) ® |w) = = : (2.7)
r b b agbl
a9 X b: a2b2

Em se tratando de, por exemplo, dois sistemas quanticos, digamos S e S? cada um
com o seu espaco de Hilbert H; e H,. O sistema composto S = S + S? terd um espaco
de Hilbert H = H; ® Hs. Supondo que a base ortonormal em cada espaco H; e Hs seja,
respectivamente, {|a;)} e {|5;)}, temos que um estado puro geral de S serd dado como:

) = aila;) @ 16;). (2.8)

)

Se A e B sao dois operadores que atuam, respectivamente, nos espacos de S* e S?,
entdo, o operador A ® B que atua em H é resultante da agdo de A em H; e B em H,, da

seguinte forma:

(A® B)(la) @ [8)) = Ale) © BIf). (2.9)
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Esta operacao também se extende para todos os elementos de H tal que sob a combinagao
linear (2.8) a atuagao resulta em

(A® B)(}_ails) @ |8;)) = ) ai(Alas) @ B|By)). (2.10)

)

2.3 Operador densidade

Nesta secao veremos o formalismo do operador densidade ou matriz densidade que é
usado para representar o estado de sistemas formados por um conjunto de sistemas fisicos
(ensemble) e em especial, e necessério, para os que sdo misturas estatisticas. Antes de tudo,
vamos entender o que é um conjunto puro e misto. Em seguida, passaremos a defini¢ao do
operador e por ultimo a fungao do trago parcial usada quando estamos interessados em

apenas parte de um sistema quantico composto.
o Estados puros e mistos

Se um conjunto de particulas de um feixe forem preparadas igualmente, dizemos
que o estado desse conjunto ¢ um estado puro. No entanto, sistemas quanticos nao sao
necessariamente preparados igualmente. Caso o feixe de particulas seja formado por
duas partes preparadas independentemente, ou seja, sem que exista uma relacao de fase
definida entre elas, o feixe combinado nao pode mais ser representado por um unico vetor
de estado; existe uma mistura estatistica envolvida tal que esse sistema fisico tera uma
populacao fraciondria ou um peso probabilistico, onde digamos que 50% seja da populacao
representada por um estado [¢)1) e a outra por um estado |¢)5). Dizemos que esse sistema
é entdo representado por uma mistura de estados. E sobretudo por causa desses tltimos

que usamos o operador densidade.
o Definicao do operador densidade

O operador densidade que descreve o estado de um sistema quantico é definido como
p= D pilva) (¥, (2.11)

onde cada p; representa o peso probabilistico classico do conjunto ser caracterizado pelo
estado [1;), e >-; p; = 1. Quando o sistema é descrito por um tnico estado puro o operador

densidade se reduz a
p =)l (2.12)
Um operador densidade deve obedecer a seguintes propriedades [1]:
1 - A condigao de normalizagao: tr(p) = 1.
2 - Ser positivo: p > 0.

3 - Ser hermitiano: p = p.
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A fim de demonstrar essas propriedades, vamos supor que o operador densidade seja

escrito como (2.11). Entao,
tr(p) = t?“ZPiWi)(W
= ZZPi(%WiM%Wﬂ')
i

= Zpi<¢z’|¢i>

= 1, (2.13)

mostrando que a condicao 1 é satisfeita. Para um estado arbitrario [1;) do espaco vetorial

do sistema, o produto interno
Wildlvg) = 2o pilwsla) (il ehs)
= Y nlfwy )P
> 0, (2.14)

satisfazendo a condicdo 2. Este resultado é nulo apenas quando o produto interno
(¢;|vs) = 0. Isto significa que os estados {|1;),|1;)} sao ortogonais. A propriedade 2

garante que o operador tenha decomposicao espectral [1]
p= Al (2.15)

Esta é a representagao na forma diagonal, |i) sdo autoestados ortogonais e os seus autova-
lores associados \; sao nao-negativos e reais. Operadores com autoestados ortogonais e

autovalores reais sdo chamados de Hermitianos, e, portanto, p = p' [33].

Essas propriedades se mantém independente do conjunto e o operador p é um operador
densidade que satisfaz todas elas conseguindo assim representar um sistema quéntico, ou

seja, as condigoes de probabilidades reais, positivas e normalizadas sao satisfeitas.

Supondo agora a medicao de algum observavel A atuando em um conjunto. O valor
esperado desse observavel sob um estado puro é calculado através da regra (A) = (Y| A[y).
Para estados misturados esta regra é generalizada reunindo a probabilidade classica e as

probabilidades de natureza quantica. Assim,
(A4) = ZPz‘(T/}z‘|A|¢z‘>
= 22D pilwla )| Al a" i),

/

= TS aivatnl) A
(o). (2.16)
Esta expressao do valor esperado de A com a regra do trago é a mesma tanto para estados

puros como para estados mistos. A tnica diferenga é que a caracteristica de mistura estd
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incorporada no estado p e os valores esperados referentes a cada estado puro |¢;) serdo

ponderados por pesos p;.

Existe ainda uma outra condi¢ao interessante do operador densidade que é a identifica-
cao da pureza. Estados puros mantém a invaridncia do traco para p. No geral, o traco do
quadrado de p seréd

tr(p*) < 1. (2.17)

Quando o estado for puro, o operador densidade é idempotente p? = p e tr(p?) = tr(p) = 1.

Facamos agora p; com mais de um valor ndo nulo. Usando o estado (2.11),

P =" ppiliby) (W |s) (). (2.18)

0]

Sabendo que (¢;]1;) = d;;, entao
f)Q = Zpi2|¢i><l/}i|, (2.19)

que difere da expressao Eq.(2.11). As probabilidades p? < p; obrigam que tr(p?) < 1 para

estados misturados.
o Evolucao do operador densidade

A dindmica da evolugao do operador densidade (2.11) é obtida fazendo
d d

—p(t) = — i| Vi (L)) (Wilt
G0 = )

_ d|;(t))
= 2 dt

d{ti(t)]
dt

(Wi + [v:(t))

(2.20)
i
Do postulado da evolugao de um estado na mecéanica quantica, a evolugao temporal de

um vetor de estado [¢) é regida pela equacao de Schrodinger

i () = HI(0), (221)
e equivalentemente para o bra (¢,
d
—ih— (W (1)) = (G(O)|H, (2.22)

onde H é o Hamiltoniano gerador da evolugao. Substituindo ambas na expressao (2.20)

obtemos a expressao que dita a evolucao temporal do operador densidade

ot) =~ [H, (1) (2.23)

Esta expressao é conhecida como equagao de von Neumann. Caso [H, p| = 0 o estado p

permanece inalterado.

Ainda, sistemas fechados evoluem de acordo com uma operacao unitaria U que relaciona

o estado [¢) do sistema em algum tempo ¢; com o estado [¢') do sistema no tempo t5, ou
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seja, [0/} = O(t2, 1)|) sendo U = eap(=

densidade, temos

) Estendendo esse postulado para o operador

Spll = i[Ol )il )]
po= U(tg,tl)pU(tQ,tl)T, (2.24)

que é a relacao do operador densidade p’ em um tempo qualquer com o operador densidade

p do tempo 2.
o Qubit e o operador densidade

Vimos nesta secao que um estado puro é representado pelo operador densidade

p=[){¥l.

Usando a representagao geométrica de um qubit que matematicamente se da através do

estado da Eq. (2.4), o operador densidade para o estado puro é

b= [cos <9> 0) +e’¢sen( ) |1>] [cos (Z) (0] + e sen (g) <1|] C (229)
O resultado deste produto sera
p = cos® (g) 0Y(0] + cos (g) e ?sen <0> |0y (1] +
¢?sen (Z) cos <9> 11)(0] + sen (Z) 11)(1], (2.26)

que expresso matricialmente, fica

oy )

Aplicando as relagoes trigonométricas cos (g) = \/H%"Se e sen (g) = \/M chegamos

ao resultado
1+4-cosf “i®send —i
. o ) 1 1+ cosd e ®senf
P = e send 1—cosf - 2 i :

o] _
5 5 e?send 1 — cosf

Este resultado pode ser ainda reescrito se representarmos a exponencial em termos do

cosseno e do seno. Isto é,

=3

1 ( 1+ cosf cospsent) — isengbsen@)
5 .

cospsent) + isengpsent 1 — cosf

Se formos mais adiante, esta matriz é o mesmo que

11(1 0 0 1 0 —1 1 0
p= — + cosgpsent + sengsent + cosb )
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Neste ponto, podemos ver que surgiu 4 matrizes conhecidas, a primeira é a matriz
identidade [ , as outras sao as chamadas matrizes de Pauli, 0,0, € o, respectivamente. Os
elementos sao as coordenadas das projecoes do vetor em uma esfera, sendo x = cos¢psent,
y = sengsentl e z = cosf. Assim, o operador densidade para um qubit sera

p=—(I+7-6) (2.27)

N | —

onde 7 = xZ+yij+22 ¢ um vetor unitario e é, em homenagem ao fisico Felix Bloch, chamado
de vetor de Bloch, e o vetor ¢ = 0,2 +0,§+ 0,2 é o vetor de Pauli, em homenagem ao fisico
Wolfgang Ernst Pauli. Qualquer sistema de dois niveis pode ser descrito através dessa
representacao do operador densidade e isso significa que esses sistemas serdao caracterizados

por um ponto na esfera de Bloch.

2.3.1 Traco parcial e o operador densidade reduzido

O operador densidade reduzido é uma ferramenta usada para caracterizar subsistemas
de sistemas compostos. Esta forma reduzida do operador é muito utilizada no tratamento
de sistemas quanticos abertos onde desejamos focar exclusivamente em algum sistema de

interesse.

Supondo que dois subsistemas A e B fazem parte de um sistema composto p4Z, entao

os operadores densidade reduzidos referentes aos subsistemas A e B sdo, respectivamente,

ph = trp(p"?), (2.28)

pr = tra(p"?), (2.29)

onde a operagao trago com subscrito A ou B significa que o trago é executado apenas
sob a base do espago do subsistema que nao se tem interesse. Esta operacao de trago é

chamada de traco parcial.

A medicao de algum observavel atuante em um dos subsistemas de interesse fornece um
resultado interessante. Como vimos nas Eqgs. (2.9) e (2.10), a agao de algum observével no
espaco maior é fruto da atuagao dos observaveis em cada um dos subsistemas. Digamos que
o subsistema de interesse seja o sistema A. O observavel agindo em A sera O=0,4® I,
onde I é uma identidade atuando no espaco de B. Vamos considerar que {|¢y)} e {|i)}

sejam bases dos espacgos de Hilbert H4 e Hp de A e B. O valor esperado do observavel
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(O) = tr(pO)
= (Wl p(Oa @ Ip) ) 1)

k.l

= Sl (Stwlon) st

k l

= > (vl (trp) Oaltn)

k
= t?"A(ﬁAOA), (230)

que é exatamente a média de um observavel executada sob o subsistema A. Entao, a
matriz densidade reduzida fornece toda a estatistica das medidas feitas em um subsistema,

que ¢ parte integrante de um sistema composto.

2.4 Polarizacao da luz

A luz, como bem sabemos, é uma pequena faixa do espectro da radiacao eletromagnética.
Classicamente, ela se comporta como uma onda eletromagnética. Ondas eletromagnéticas
tém carater transversal, onde os campos elétricos Ee magnético B oscilam perpendicu-
larmente entre si e a direcdo de propagacao da onda. Por causa disso, a luz apresenta
uma caracteristica muito importante denominada polarizacdo, e este fenomeno esta direta-
mente relacionado a direcao de oscilagao do campo elétrico. Como veremos adiante, as
componentes do vetor campo elétrico podem estar oscilando com a mesma fase ou fora de
fase. Isto permite, juntamente com as amplitudes das componentes, que a polarizacao seja

de 3 tipos.

O vetor campo elétrico de uma onda de luz que se propaga na direcao z é resultante

da soma de suas componentes
E(z,t) = Ey(2,t) + Ey (2, 1), (2.31)

com a parte real dessas componentes sendo [2]:

Ey(2,t) = 1Eggcos(kz — wt) (2.32)

e
E,(z,t) = jEg,cos(kz — wt + ¢), (2.33)
onde 7 e j sdo vetores unitdrios nas dire¢oes = e y, Fy, e Ey, sao as amplitudes das
componentes do campo elétrico, k = 27” é o numero de onda (A é o comprimento de

onda), w é a frequéncia angular e ¢ é a fase relativa entre as componentes. Caso E,(z,t) e

E,(z,t) estejam em fase, ou seja, ¢ igual a zero ou multiplos inteiros de 27, a onda de

luz possuird polarizagao linear. Entdo, a parte real da Eq. (2.31) resulta em

E(z,t) = (iEo, + jFEoy)cos(kz — wt). (2.34)
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Figura 3 — Polarizacdo Linear. Enquanto a onda se propaga na dire¢do z o campo elétrico
segue oscilando em um mesmo plano e mesma dire¢ao formando uma linha
diagonal que varia entre o primeiro e o terceiro quadrante, tornando a onda
polarizada. Figura adaptada de [2].

O que se observa é o campo elétrico oscilando num plano formando uma linha reta. A
este tipo de polarizacao da-se o nome de linear diagonal ilustrada na Figura 3. O oposto
dessa polarizacao é a linear anti — diagonal que difere apenas pela rotagdo do plano de
oscilacao (Figura 4a). Para tal, a fase ¢ assume valores multiplos inteiros de +7 e a

expressao para a Eq. (2.31) é
E(z,t) = (iEo, — JEoy)cos(kz — wt). (2.35)

Se uma das amplitudes Ep, ou Ej, for nula, as Eqgs. (2.34) e (2.35) representam a oscilagao
do campo apenas no eixo x ou y e a polarizacao sera linear horizontal ou vertical
(Figura 4b e 4c).

Um outro caso interessante é o da polarizacao circular, que ocorre quando as compo-
nentes z e y tém as mesmas amplitudes Fy, = Ey, = Ep, e a diferenca de fase relativa
assume valores ¢ = &7 +2mm, onde m = 0, 1, £2, ..., ou seja, oscilam com uma diferenca
de fase de 90° ou algum muiltiplo inteiro impar de 7 [2]. As Eq. (2.32) e (2.33) para este
caso passam a ser

Ey(z,t) = 1Egcos(kz — wt) (2.36)

Ey(z, t) = FjEypsen(kz — wt). (2.37)
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b)

A

A

Figura 4 — Polarizacao Linear. a) O campo elétrico oscila em um plano formando uma
linha entre o segundo e o quarto quadrante devido a diferenca de fase entre as
componentes do campo ter valores miltiplos de 7. Dizemos que a polarizagao
da onda é anti-diagonal. As figuras b) e ¢) mostram a diregdo de oscilagao
do campo elétrico diretamente sobre o eixo de uma de suas componentes.
Neste caso dizemos que a onda ¢ linearmente polarizada horizontal e vertical,
respectivamente.
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Figura 5 — Polarizagao Circular. a) Enquanto as amplitudes das componentes do campo
elétrico se mantém iguais, a diferenca de fase —7 entre elas garante que a ponta
do vetor campo elétrico oscile formando um circulo com sentido de rotacao
para a direita sempre em um mesmo plano de vibracao durante a propagagao
da onda. b) A diferenca de fase 7 garante que o campo elétrico oscile formando
um circulo com rotacao para a esquerda.

Consequentemente,

—

E(z,t) = Ey (%cos(k:z —wt) T jsen(kz — wt)) : (2.38)

Variando a posi¢ao z por um tempo t, o argumento do seno e do cosseno muda de 0 a 27.
Por estarem defasadas 90°, a ponta do vetor campo elétrico resultante oscilara percorrendo
uma circunferéncia. Se ¢ = —7 + 2mm o campo elétrico oscila no sentido hordrio e a
polarizagao ¢ dita circular a direita; se ¢ = 5 + 2mwm, a oscilagao ¢ no sentido anti-horario

e a polarizagao é circular a esquerda [2]. A Figura 5 representa esses dois casos.

Por fim, o caso mais geral é quando existem diferencgas entre as amplitudes do campo e

diferencas de fase relativa. O campo elétrico ird rotacionar acompanhando uma mudanca
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na sua magnitude. Assim, a ponta do campo elétrico percorrera uma elipse e a luz sera

elipticamente polarizada. Neste caso, temos

E, = Ey.cos(kz — wt) (2.39)

E, = Eyycos(kz — wt + ¢), (2.40)

que nos permite chegar a expressao para a curva formada. Combinando (2.39) na (2.40)
expandida obtemos!
E, E,
EOy EOx

cosp = —sen(kz — wt)sene. (2.41)

Eliminaremos a dependéncia (kz — wt) elevando a (2.41) ao quadrado. Usando a relagao
cos®(z) + sen®(x) = 1 e a Eq. (2.39), finalmente chegamos a expressao da elipse formada

pelo campo elétrico

() (@) (@) (@) momwre

A partir desta expressao, em condigoes especiais, é possivel chegar as outras polarizagoes

linear e circular. O eixo maior da elipse forma um dngulo a com o eixo z (Figura 6)

2Ey, Eoycosd

tan (2a) = B2~ B2
© Yy

(2.43)

s

5, = 0. Isto faz (2.42) se resumir a

Na condigdo, ¢ é um multiplo inteiro impar de +

expressao de uma elipse com semieixos em x e y:

2 2
E E,
<y>+< >:1 (2.44)
EOy EOac
Além disso, acrescentando Ey, = Ey, = £ teremos a polarizacao circular. Assim, a Eq.
(2.44) fica

E}+ E. = Ej, (2.45)
que ¢é a equacao de uma circunferéncia.

Quando ¢ = 0 ou multiplos inteiros de +7 a elipse colapsa numa linha reta com angulo

de inclinagdo o = j:tan_l%. A expressao (2.42) resultante é
Ox
Ea: EOQS
— == . 2.46
E, Ey, ( )

A razao entre as componentes x e y é constante, portanto, a polarizacao € linear.

Esses formam os casos de luz polarizada, mas nem sempre a luz é polarizada. Podemos

ter casos de luz despolarizada ou parcialmente polarizada. Por despolarizada entendemos

1 Por expandida entendamos que foi usada a relacio cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b).
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Figura 6 — Polarizacao Eliptica. Enquanto se propaga a ponta do campo elétrico varre uma
elipse. E o caso mais geral da polarizacio do campo elétrico com amplitudes
e fases relativas diferentes. O eixo maior da elipse forma um angulo a com o
eixo x e em condigoes especiais essa inclinacao se altera fomado um circulo ou
uma linha. Figura adaptada de [2].

que o campo elétrico oscila em direcdes aleatérias e em escalas de tempo préximas de 10785
(tempo de emissao dos atomos), quando é dificil registrar alguma dire¢ao de oscilagao
permanente. Um exemplo de luz despolarizada ¢ a luz natural, a luz proveniente do sol.
Ja a luz parcialmente polarizada apresenta uma quantidade de polarizacao associada que
é quantificada através de um parametro chamado grau de polarizagao e serd de nosso

interesse nos estudos deste trabalho.

Vale ainda mencionar que existem varias formas de polarizar a luz. Os métodos
sao através de absorgao (filtros polarizadores), reflexao, espalhamento e birrefringéncia.
Voltamos a nossa atencao para os filtros polarizadores e a birrefringéncia. Na absor¢ao ha
uma selecao em que parte da luz é absorvida e outra parte é transmitida. A birrefringéncia
¢é a propriedade dos meios que tém dois indices de refragdo onde uma componente do
campo que se propaga em uma diregdo apresenta uma velocidade enquanto a componente
perpendicular apresenta outra velocidade. Com a diferenca dos indices de refracao a
defasagem entre as componentes do campo variam a medida que a onda se propaga dentro
desse meio. Assim, estabelece-se uma relacao entre a espessura do meio, o tempo que a
luz gasta para percorré-lo e a defasagem entre as componentes permitindo gerar ondas

com estado de polarizagao desejado [2, 34].

Voltaremos a falar sobre a polarizacao ao tratarmos de fotons nos préximos capitulos e

como ferramenta dos nossos estudos.

2.5 Parametros de Stokes

A polarizagao eliptica, como vimos na se¢ao anterior, € uma forma geral de descrever

os estados de luz polarizada. Porém, partindo do pressuposto que nem sempre um feixe
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de luz encontra-se polarizado, em 1852 George Gabriel Stokes apresenta uma forma de
descrever o estado geral de polarizacao da luz a partir de observaveis [35]. Esses observaveis
mostram que qualquer estado de polarizagao (polarizado, parcialmente ou nao polarizado)

pode ser descrito através de quatro quantidades conhecidas como parametros de Stokes.
© Deducao dos Parametros de Stokes

Considerando um par de ondas planas mutuamente ortogonais em um ponto no espago

z = 0 e monocromaticas. Estas ondas sao representadas por [36, 37|

E.(t) = Egzcos(wt + ;) (2.47)

E,(t) = Eyycos(wt + 6,). (2.48)

A fim de suprimir o termo wt comum as duas componentes reescrevemos as duas expressoes

acima como

Eu(t)

By cos(wt)cos(d,) — sen(wt)sen(d,), (2.49)
Ey (1) = cos(wt)cos(d,) — sen(wt)sen(d,), (2.50)
onde
Ex(t) E,(t) _
. sen(dy) — Fo, sen(6,) = cos(wt)sen(d, — 0;) (2.51)
Eq(t) Ey(t) _
. cos(0y) — Fo, cos(0,) = sen(wt)sen(d, — 6,) (2.52)

sao obtidas eliminando o termo wt na Eq. (2.49). Elevando as Eqgs. (2.51) e (2.52) ao

quadrado e em seguida somando as duas, chegamos a expressao (2.42) da elipse:

Bt) B3 2E.(0F, ()

§ = sen?s 2.53
7 Egy FouFo, cos sen’o, ( )

com § = d, — J,. Tomando uma média temporal da expressao dessa equacao, para tempos
longos de observacao, ficamos com quantidade observaveis de tal modo que
(E2(t)) | (Ey(t)  (2E.(t)E,(t))

— § = sen?s 2.54
7 Egy FouFo, cos sen”o, ( )

onde

(BWE0) =7 [ BWE @, ij=ry (2.55)
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onde T' é o periodo [38, 39]. Multiplicando por 4Eg, E§, eliminamos o denominador da Eq.
(2.54),

AES (E2(t)) + AEG (E2(t)) — 8Eo. Eoy (Ey(t)E,(t)) cosd = (2Eg,Eoysend)?.  (2.56)

Esses valores médios sao encontrados usando as Eqgs. (2.47) e (2.48), de modo que

(E20) = Dy (w2 = e, 0E 1)) = BeEncd (2.57)

O efeito de adicionar (Ej, + Ej,) em ambos os lados da Eq. (2.56), reorganizada com os

valores descritos na Eq. (2.57), resulta na expressao
(Eg, + Eg,)° — (Eg, — E5,)? — (2Eos Eoycos6)® = (2Eg, Egysind)?. (2.58)
Esta equacao pode ser escrita também como
Sg =57+ S5+ 53, (2.59)
onde as quantidades entre parénteses sao

So= E% +E, (2.60a)
Sy = B —EY (2.60D)
Sy = 2Ey,Ey,cosd (2.60c)
Sy = 2Ey, Ey,sind. (2.60d)

Estes observaveis sao os parametros de Stokes da polarizagdo. O parametro Sy representa
a intensidade total da luz e os demais descrevem o estado de polarizacao da luz onde 57,
Sy e S3 sao a tendéncia a polarizacao linear horizontal ou vertical, a polarizacao linear

diagonal ou anti-diagonal e a polarizagao circular a direita ou a esquerda, respectivamente.

Para qualquer estado de polarizagao é valida a relagao [38, 37]
Sg > ST+ Ss+ S, (2.61)

onde a igualdade representa luz totalmente polarizada e a desigualdade ¢é luz parcialmente
polarizada. Os parametros de Stokes permitem ainda escrever o grau de polarizagao da
luz como uma fracao entre a quantidade de luz polarizada dividida pela intensidade total,

\/ ST + S5 + S3
p_ dpot _ VPTTO0 53 (2.62)

B Itot SO ’

com 0 < P<1. P=0e P =1 representam, respectivamente, luz despolarizada e luz

polarizada. O valor intermediario 0 < P < 1 significa luz parcialmente polarizada.

o Parametros de Stokes em fungdo da notagcio complexa
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As Eqs. (2.47) e (2.48) em termos de amplitudes complexas

E.(t) = FEgexp (iwt), (2.63)
E,(t) = Eyexp (iwt), (2.64)

com
Fy= Fogeaplid,), (2.66)

So = E.E'+ E,E, (2.67a)
Si = E.El—E,E, (2.67b)
Si = E.E'+ E,E, (2.67c)
Sy = i(EE: — E,EL), (2.67d)

Caso as Eqs. (2.65) e (2.66) sejam substituidas em (2.67) retornaremos as equagoes das
amplitudes reais da Eq. (2.60). Futuramente retornaremos aos pardmetros de Stokes no

arcabouco da mecanica quantica usando a linguagem da luz constituida por fotons.

2.6 Interferéncia

Em fenémenos ondulatoérios, quando duas ou mais ondas passam ao mesmo tempo
pelo mesmo ponto no espaco, ocorre um efeito conhecido como interferéncia. De fato, esse
efeito pode ser observado em ondas formadas na superficie da dgua, ondas sonoras e ondas
eletromagnéticas em geral. A seguir faremos uma explanacao do conceito de interferéncia

do ponto de vista da fisica classica.

Vamos considerar duas fontes S; e Sy emitindo ondas de luz monocromaética de mesma
frequéncia w, em um meio homogéneo. Dispondo as fontes em posi¢oes cuja distancia
entre elas seja a > X\ e localizando o ponto de observacao P distante o suficiente como
ilustra a Fig. 7, as ondas que chegam nesse ponto serdo consideradas planas [2]. Para

ondas linearmente polarizadas, as expressoes dos campos elétricos sao

—

E\(7,t) = Egcos(ky -7+ wt+ ¢), (2.68)

E5(7it) = Epgcos(ky - 7+ wt + ¢o), (2.69)

onde ¢ e ¢, sao as fases de cada uma. O principio da superposicao diz que essas ondas

em P se somam e a onda resultante serd £ = Fy + F,. Agora, gostariamos de expressar o
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resultado dessa soma em funcao da intensidade total nesse ponto. Usando a expressao da

intensidade de uma onda

I = nev (E? , 2.70
T

onde n é o indice de refracao, € é a permissividade do meio, e v é a velocidade de propagacao
e (EQ)T ¢ a média temporal do valor da intensidade do campo elétrico (ver Eq. (2.55)).
Aqui, iremos deixar de lado as constantes €, v e n pelo fato de estarmos usando um
meio homogéneo cujas propriedades fisicas se mantém iguais em toda parte. Deste modo,
sabendo que E?=FE-FE , encontramos que

-,

E2 - (El + Eg)(El + EQ)

— E’+ E}+2E\E,. (2.71)
b)
S
|,
Freizte:s tz’e’(;,zq; )

a>» A

Figura 7 — Na figura (a) notamos as fontes pontuais e a sobreposigdo das ondas e a (b)
simula a visdo dos planos de vibracao das ondas oriundas dessas fontes. Figura
adaptada de [2].

Tirando a média temporal (2.55) dos dois lado dessa expressao, chegamos a intensidade
(2.70) que serd [2]:

[=1+ I+ Iy, (2.72)

onde I) = (E2),, I = (E2); e Ly = 2(E; - Ey),. Os termos I; e I, sdo as intensidade
relativas aos campos de cada fonte e o terceiro termo é conhecido como termo de interfe-
réncia. Se o terceiro termo é nulo, dizemos que as ondas que chegam em P sao incoerentes.
Avaliando esse terceiro termo, ;5 = 2 <El . E2>, o tempo de resposta 1" de deteccao da
luz é muito maior que o periodo de oscilacdo da onda de luz, tal que ao substituir as
expressoes (2.68) e (2.69) nessa média, os termos (cos(wt)sen(wt))y = 0, (cos’wt) = 3 e
(sen*wt) = L. Deste modo, temos

— — 1 — — — N — .
<E1 : E2> = §E01E02003(k1 T4 o1 — ko T — ¢2)~ (2-73>

Isso leva o termo de interferéncia a assumir a forma

[12 = 5015026085, (274)
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onde § = (k1 -7+ ¢1 — ko - T — ¢o) é a fase. Esse termo de interferéncia é nulo caso Ey; e
FEys sejam perpendiculares. Por outro lado, se Fy; e Egs sao paralelos, essa intensidade

resulta em [2]
Iy = 24/ 1 I5c0s0, (2.75)
o que corresponde a reescrever a expressao da intensidade total em um ponto P como
I =1+ I+ 2\/I1I5c0s0. (2.76)

Avaliando essa expressdo, notamos que o valor da intensidade oscila em torno de Iy + I
com o valor de 9, sendo por vezes maior ou menor ou igual a soma das intensidades de
cada campo. Podemos ver dois lados: se o cosd = 1, o valor da intensidade é méxima,
sendo os valores de 6 = 2mm, com m = 0,+£1,£2, ... . Dizemos que ocorreu interferéncia
totalmente construtiva. Se o cosd = —1, o valor da intensidade alcanga seu valor minimo
quando 0 = (2m + 1)7. H& também os valores intermedidrios com interferéncia parcial, a
depender do valor de . A Fig. 8 representa essa oscilagao da intensidade em funcao do

valor da fase.

Imax

Imin

0 T 21 3 41 51

Figura 8 — Variacao da intensidade total onda resultante em funcao da fase . Para
valores de § = 2mmr, I atinge seu valor maximo. Para valores de § = (2m + 1),
I atinge seu valor minimo. Figura adaptada de [3]

Particularmente, a situacao em que I; = I resulta em 1,,,,, = 411 e I,,;, = 0. Dizemos
que as franjas de interferéncia desses campos possuem, nessa condi¢do, uma nitidez muito
acentuada. E possivel definir ento a visibilidade, que foi introduzida por Michelson 2, 40]
que é um nome dado a medida de nitidez ou qualidade das franjas de interferéncia num

ponto de observagao. Sua expressao é

1 — I
V= mazx min 277
]max + Imin7 ( )
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onde I, € L 880 08 maximos e minimos da intensidade da luz registrados na tela de
observacao. E facil perceber que o valor maximo de V ocorre quando I,,;,, =0, V = 1.
Em oposicao, se I, = Inee & qualidade das franjas desaparece formando um borrao na
tela, V = 0.
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3 Sistemas quanticos abertos

Podemos dizer que os sistemas fisicos abertos sao a classe dos sistemas fisicos reais
visto que os isolados sao muito dificeis de controlar e manipular devido as influéncias
externas. Assim, faz-se necessario o estudo desses sistemas juntamente com o ambiente que
o circundam. Neste capitulo nds apresentaremos uma ferramenta que trata da dindmica
de sistemas quanticos abertos: os mapas quanticos, ou formalismo soma de operadores.
Até chegar a esse ponto, teremos uma breve nog¢ao de um canal de informacao classico

junto da noc¢ao de erro na transmissao de informacao.

3.1 Canal de comunicacao

Canal de comunicacao é um meio de transmissao de informacao codificada, seja ela
classica ou quantica, com a diferenca de que o tratamento de uma se da com as leis classicas
e o da outra com as leis quanticas. Um modelo simples de canal é o canal bindrio. Ele
inclui a fonte e o receptor binarios onde X = {x1, 22} e Y = {y1,y2} sdo as suas entradas e
saldas, respectivamente, e cada qual com as suas distribui¢oes de probabilidades associadas
p(x;) e p(y;), com ¢ = 1,2 [4, 41]. A Figura 9 ilustra a transmissao de informagao por esse

canal. Na transmissao ideal sem erros os valores de saida correspondentes aos de entrada

1 se 1=y,
p(yjlxi)—{ 0 sc it } (3.1)

onde p(y;|z;) é a probabilidade condicional. Na presenca de erros (ruidos) provenientes de

obedecem a relagao

interferéncias externas, as probabilidades ja nao sao regidas por uma delta de Kronecker
(3.1) e p > 0 ( Figura 9).

pilx) =1 —p

X1 0 V1
\"f‘"D
P
G,
EON
X2 Y2
p(alx) =1 —p
Fonte Receptor

Figura 9 — Canal binario. Do lado esquerdo a fonte X e do lado direito o receptor Y. No
centro as probabilidades condicionais. A informacao ¢ transmitida sem erros
quando p = 0 e é transmitida com erros quando p > 0. Figura adaptada de [4]
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No geral, um conjunto de probabilidades condicionais p(y;|z;) associadas ao canal
definem uma matriz de transicao P(Y'|X) [4, 1]. Podemos entdo resumir a transformagao
da variavel X em Y em uma matriz que relaciona as duas linearmente,

1 —
Y1 _ p p T1 ' <3.2)

Y2 p 1-=p T2
Agora, chamando a matriz de transicao de B e estendendo esse processo discreto para o caso
de mais passos, as probabilidades condicionais mostram uma independéncia da atuagao dos
ruidos em passos anteriores no sentido de que ao transformar BX =Y e depois BY = Z, o
passado de Y nao influencia para que cheguemos em Z, s6 as probabilidades de Y, atuais,
importam. Esses processos independentes sao chamados de processos markovianos e sao

conhecidos por nao possuirem memoria do passado [1, 42, 43, 44].
As matrizes de transicdo obedecem as propriedades [1]:
1 - Positividade.

2 - Soma dos elementos das colunas igual a 1.
Na préxima se¢ao continuaremos o estudo das matrizes de transicao quanticas e essa
propriedade 1 sera reforcada para garantir que os estados emaranhados sejam corretamente

contemplados pelo canal que chamaremos de mapa quantico.

3.2 Evolucao do sistema quantico aberto

De uma forma geral podemos dizer que um sistema fisico isolado é um sistema ideal,
mas nao real. Os efeitos externos funcionam como interferéncias muitas vezes incontrolaveis.
A esses sistemas reais damos o nome de sistemas abertos. Um sistema quantico aberto é
um sistema S que esta em contato ou acoplado com um outro sistema E que chamamos de
ambiente. Esses sistemas, S e E, podem ser combinados e formarem um sistema composto
S+ E tendo espaco de Hilbert Hgp = Hs ® Hp, com Hg e Hp sendo os espagos de Hilbert
do sistema e do ambiente, respectivamente. A dindmica desse sistema composto pode ser
tratada como a de um sistema fechado cuja evolugao é unitaria. Todavia, com respeito a
cada subsistema, a dindmica é nao unitaria como consequéncia da interacao que faz com
que correlacoes entre sistema e ambiente sejam criadas. Para nossa satisfacdo veremos que
é possivel acompanhar a dindmica de um subsistema a partir de uma evolugdo unitaria se

recorrermos ao operador densidade reduzido.

Segundo os postulados da mecéanica quantica, a evolucao de um sistema fechado é

governada por uma operacao unitaria

p=UpUr. (3.3)
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Assumindo que S + F no tempo % estdao descorrelacionados, esta combinacao é um estado

separado
pse = Ps @ Px. (3.4)
Subistituindo na Eq. (3.3),
Psp = Ulps ® pe)U". (3.5)

Esta equacao descreve a evolucao do sistema composto. No entanto, desde que o interesse
seja no subsistema S vimos na subsecao 2.3.1 que o operador densidade reduzida contém
todas as estatisticas referentes a ele. Assim, a dindmica do sistema de interesse S para

qualquer instante de tempo ¢ serd regida por
Py = Tru(U(ps @ pp)UT]. (3.6)

Sabemos que o efeito de uma transformacao unitaria é o de preservar o produto interno entre
vetores que sofrem a transformacao, e que em geral acarreta uma mudanca de representacao
do vetor em uma determinada base. A forma desta operacao é a de um produto externo
entre kets de uma base nova com uma base antiga [33]. Para a nossa finalidade a operagao

unitaria que atua no espago do sistema composto pode ser representada por [5]

U=> kTs, @ T, (3.7)
J

onde Ts e Ty sdo as transformacoes definidas em cada espaco de Hilbert Hs e He.
Substituindo U em (3.6) teremos

s = dlel Do kiTs; © T, (ps @ pr) ; kTS © T le:) (3.8)
t J
= Zl kiki (eilTs, psTY, © T, puTh le:) (3.9)
2575
= Zl kiki (eilTs, ps T, ® T leo) (el Thles) (3.10)
YD
= > kikiTs, psTL (e:| Ty o) (eo| T le:) (3.11)

i7j7l

= > (Z ijASj<€z‘|TEj|€0>> Ps (Z kf‘ﬂl<€o|@l|€i>> (3.12)

i J

%

= > {eilUleo) ps{eol U'les). (3.14)

%

_ Z(eJZkTS ®TE|60) <60|Zkl @ T} e >> (3.13)

Na passagem da Eq. (3.8) para a (3.9) usamos a propriedade (fl@ B’)(C’@ ﬁ) — AC@BD

[6]. Na Eq. (3.10) usamos o estado inicial do ambiente pg = |eg)(eo|. Nomeando

K; = (ei]Ueq), (3.15)
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chegamos a expressao (3.14)
Ps =3 KipsK™. (3.16)

Esta é a expressao final da evolucao do sistema aberto. Cada elemento K; 6 um operador
residente no espaco do subsistema S, que satisfaz a relacao >, f(;r K, =1, preservando
assim o trago. Esta operacao fornece o resultado do estado final do sistema pg, e os
operadores K; sdo também chamadas de operadores de Kraus. Podemos reescrever a Eq.
(3.16) como

#s = E(ps). (3.17)

E(ps) ¢ um mapa qudantico ou a representa¢io soma de operadores, que mapeia toda a

mudancga que ocorre durante a dinamica.

Os mapas quanticos levam matrizes densidade em matrizes densidade, e por isso devem
obedecer as propriedades [1, 45, 46]:
1 - Preservar o trago tr {€(ps)} = tr(ps);
2 - Ser linear: E(X; pipi) = >ipif(Pi);
3 - Ser completamente positivo;
Completamente positivo é que ndo apenas £(pg) é positivo, mas também que a operagao

para dimensoes maiores (€s ® [g) seja positiva.

3.3 Canais quanticos

Consideraremos agora alguns exemplos de canais quanticos para um tnico qubit com
regras de probabilidades: existe uma probabilidade de o estado de entrada permanecer o

mesmo e uma probabilidade complementar de sofrer uma alteracao.
¢ Canal de despolarizagao

Neste modelo de canal o qubit de entrada pode permanecer inalterado com probabilidade
(1 — P) ou sofrer uma alteragdo com probabilidade P. A alteracdo pode ser de trés tipos
cada uma com igual probabilidade de ocorréncia. Usando a base computacional {|0), |1)}

para o qubit, esses trés tipos de alteragao sao [47]

Inversao de Bit Inversao de fase Inversao de Bit e fase
0) — [1) 0) — |0) 0) —i[1)
1) —10) 1) — —[1) 1) — —i0)

O qubit interage com o ambiente FE e acompanharemos essa interacao através do mapa.

Para nosso objetivo nao focaremos nas caracteristicas do ambiente, apenas que ele deve
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ter dimensao 4. Esta transformacao é dada como
0)[e0) — V1 —P|0)]eo) + \/§(|1>|61> +|0)|e2) +i[1)]es)), (3.18)
[1)leo) — vl—PI1>|€o>+\/§(|0>|61>—|1>|62>—i|0>|63>)- (3.19)

Neste caso, seguimos com a unitaria

N P
U: V1= P(]0,e0)(0,eof + |1, e0)(L, e0f) + \/;(\1, €1){0; €o| + |0, 1) (1, €o| +
’O,€2><0,€0‘ — |1,€2><1, 60’ + 2‘1, 63><O,€0| — Z‘O, €3><1,€0|). (320)

O ambiente evolui para um dos 4 estados base e isso para nés é um registro do que

aconteceu com o sistema (qubit).

Os elementos (3.15) sao

~ ~ PN ~ P
Ko = (eo|Uleo) = V1 =PI, K; = {e:|Uleg) = \/;0':27 (3.21)

. ~ P - ~ P
KQ = <€2|U’€0> = \/;O'z, Kg = <€3‘U‘€0> = \/;O'y, (322)

e a soma de todos eles, Eq. (3.16) apresenta os 4 possiveis resultados finais, expressamente

. . . P, . .
pr=_E(p)= (1= P)p+ 5(0:p0s + 0ypoy +0:p02), (3.23)

onde {o,,0,,0.} sdo as matrizes de Pauli. Para um p arbitrario vale a relagao [1]

A

+ O-.Tﬁo-l' + Jyﬁay + O-zﬁo-z

;P
I = 3.24
2 ) ( )
que pode ser substtuida em (3.23). Logo,
4P 2P .

4P

Usando a parametrizacao =

= p, a expressao do mapa que caracteriza um canal de

despolarizacao ¢ finalmente

A

) =20+ - (3.26)

Vamos analisar o que este canal faz com o estado inicial. Uma situagiao possivel, claro,
seria com P = 0, indicando uma preservacao do estado inicial durante a interagao. Por
outro lado, é possivel também a substituicao do estado inicial por um estado completamente
misturado e incoerente. A fim de visualizar melhor a sua agdo, vamos recorrer a forma
geométrica do estado qubit. Como vimos na se¢ao 2.3, o operador densidade parametrizado

em termos do vetor de Bloch é

(I+7-5), (3.27)
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onde 7 é o vetor de Bloch. Sob a ac¢ao do canal despolarizagao os pontos de uma esfera

com raio 7 serdo mapeados para uma esfera de raio [47, 46]
4
P (1 - 3P> P (3.28)

A medida que P aumenta torna-se menos provavel a preservacio do estado inicial. Anali-
sando a situagdo em que P = 1/2 toda a esfera sofre uma contracao cujo médulo do vetor
7 é 1/3 menor que 7 (Figura 10). Esta contragao simétrica decorre da presenga dos 3 tipos
de erros igualmente provaveis. A situagao extrema desse canal surge com o valor critico
P = 3/4. Neste momento a decoeréncia ¢é total e o canal despolariza o estado levando-o
a uma mistura total figurada geometricamente em = (0,0,0). Matematicamente, esse
estado totalmente misturado em (3.26) se reduz a /2. De forma geral, podemos dizer
que o canal de despolarizagao oferece ruido a qualquer estado quantico, levando qualquer

estado puro para o estado totalmente misto.

05 05
z 0r z 0p
L 05

05 1 1

%8 1 5
1. T 0
057 y A 5 Y
0 0
% 7 X -1

Figura 10 — Esfera de Bloch para o estado sob o efeito do canal despolarizagao. O lado
esquerdo mostra a esfera de raio unitario e representa o estado inicial puro.
Ja o lado direito apresenta a contracao do raio da esfera que é resultante da
agao do canal para valor de P = 1/2.

¢ Canal amortecimento de amplitude

O canal amortecimento de amplitude é um esquema do modelo de decaimento do estado
excitado de um atomo de dois niveis emitindo espontaneamente um féton. Esta emissao
causa uma modificagdo no estado do ambiente que o circunda. O estado fundamental
do dtomo é representado por |0) e o excitado por |1). Assume-se que o ambiente se
encontra no estado de vicuo |eg) [47]. Na auséncia de interagao, o &tomo permanece no
estado excitado e o ambiente permaneceria no estado |ep). Na presenca de interferéncia o
ambiente recebe um féton devido a transicao e o atomo vai para o estado fundamental. A

transformacao que pode acontecer é

0)|eo) — [0)]eo), (3.29)
D]eo) — V1= P|1)eo) + VP|0)]es). (3.30)
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A expressao da unitaria correspondente fica
U: 10,e0)(0,e0| + V1 — P|1,e0) (1, e0| + VPO, e1)(1, eq]. (3.31)

Os operadores de Kraus adquirem a forma

Ro = (eolUleo) = ( ; ﬂO__P ) , (3.32)

. . 0 VP
K1 = <€1|U|€0> = . (333)
0 O
Assim, a evolugao de p é dado como
PN A oA P v1—-P
E(p) = Kopki + Kupk = [ ot trm por ) (3.34)
\/1—Pp10 (1—P)p11

Tendo em vista que os elementos fora da diagonal principal de uma matriz densidade
dizem respeito a coeréncia, para P = 1 o canal amortecimento de amplitude gera perda
total da coeréncia do sistema. Além disso, amortece, reduz a zero a amplitude do estado
excitado |1), o que era de se esperar por ser um problema com decaimento espontaneo (e
o elemento py; vai a zero). Porém, a chance de encontrar o a&tomo no estado fundamental
aumenta a ponto de que nesse extremo P = 1 o a&tomo tem probabilidade 1 de se encontrar
no estado |0). No mais, manterfamos o estado do atomo preservado se P = 0, que seria a

auséncia de qualquer interferéncia externa.
¢ Canal defasagem

Um outro exemplo é um canal que provoca perda de informacao quantica pelo sistema,
sem a perda de energia, e, com isso a destruicdo da capacidade de produzir interferéncia
pelo estado quantico. A consequéncia disso é a transicao do comportamento quantico para
o classico através da decoeréncia. Considerando novamente um sistema como um qubit e

o ambiente incialmente no estado |eg), a transformacao sofrida sera [47]:

0)eo) —> V1= Pl0}eo) + V' P[0)]ex), (3.35)
Deo) — V1—P|1)|eo) + VP|1)|es). (3.36)
O sistema nao sofre nenhuma transigdo em sua base {|0), |1)}, ao passo que o ambiente sofre
uma dispersao com probabilidade P, sendo langado para os estados |e;) e |ea) dependendo

do estado do qubit. No entanto, como consequéncia dessa interagao, o qubit comeca a

perder a fase relativa entre os estados base.

A expressao da operacao unitaria correspondente é

O: V1= P(|0,e0){0, 0] + |1, e0)(1, eo]) + VP(|0, €1){0, eo| + |1, e2)(1, eo|).(3.37)
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Os operadores de Kraus desse canal sao:

Ko = (eo|Uleg) = vV1—-P1, (3.38)

Ry = {ea]eo) =¢TD( LY ) (3.30)

X . 0 0
Ky = (es|Uleg) = VP ( 01 ) . (3.40)

Esses operadores obedecem a relagdo K2 + K3 + K2 = 1. Também ¢ possivel expressa-los

na forma [47]

K, = ‘/21_3(1 +03), Ky = Vf(] — 03), (3.41)

que fornece a Soma
£(p) = (1 - p)p + pospos, (3.42)

onde parametrizamos p = P/2. Digamos que o qubit inicia-se no estado incial [¢)) =
a|0) 4+ B]1). Caso fagamos uma medigao nesse estado, o postulado de medicao dird que
|a|? é a probabilidade de encontrar o sistema no estado |0) e que |3]* é a probabilidade de
encontra-lo no estado [1). Suponha agora que por algum motivo esquecemos os resultados

dessas medidas. Dai, o que saberemos é que o sistema conjunto é descrito pelo estado [48]
= 1al?[0)(0] + |BI[1)(1]. (3.43)

O que queremos com isso ¢ mostrar que o canal defasagem tem o mesmo efeito dessa
medida esquecida. Para tal verificacdo, facamos P = 1, que significa p = 1/2, na Eq.
(3.42). Usando o mesmo estado inicial [)) = a|0) + §|1) cuja representacao através do

operador densidade é
~ 1 * *
p =5 (1aPI0){1] + aB|0) (1] + a"BI1)(0] + |BI*[1) (1), (3.44)

na condicao de p mencionada, teremos

1 1 1
Sh+ oo = S(1aPl0)(0] +aB*|0)1] + o’ BIL)(0] + [ 1)

+ ;(|a|2l0><0| — af*|0)(1] — a”BI1){0] + [B*1)(1])
= |o?|0)(0] + |BI*[1)(1]. (3.45)

Como podemos observar, os termos fora da diagonal principal sao anulados mantendo-se
apenas os termos correspondentes as populacoes. Nesse sentido, vemos que esse tipo de

canal provoca a decoeréncia sem perdas energéticas.

Sob a representacao da esfera de Bloch, esse canal elimina as coordenadas do vetor de

Bloch nos eixos x e y, alongando o esferoide sobre o eixo z (Figura 11).
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Figura 11 — Esfera de Bloch para o estado sob o efeito do canal defasagem. O lado esquerdo
mostra a esfera de raio unitario e representa o estado inicial. Ja o lado direito
apresenta a contracao do raio da esfera que é resultante da acao do canal para
valor de p = 0.3. Imagem retirada de [1].
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4 Descricao unificada das propriedades de co-

eréncia e polarizacao

Neste capitulo faremos uma revisao do tratamento unificado das propriedades de
coeréncia e polarizacdo da luz através do formalismo matriz densidade no cenario do
experimento da dupla desenvolvido por Bernardo [49], que teve como motivagao a descri¢ao
de unificagdo classica proposta por Wolf [50]. Os resultados extraidos desse método
servirao de base para os estudos por nés desenvolvidos. Antes de prosseguirmos, vamos

nos familiarizar com o modo com que descrevemos a polarizacdo da luz na teoria quantica.

4.1 Polarizacao dos Fétons

Apoés a proposta de Albert Einstein, em 1905, de que a energia da radiacao eletromag-
nética era quantizada, o carater corpuscular da luz foi reconhecido ao que, mais tarde, foi

dado o nome de fétons', os quanta de energia.

Classicamente, é possivel reduzir, bloquear ou transmitir totalmente a intensidade da
luz que atravessa um filtro polarizador devido a orientagao do eixo de transmissao desse
filtro referente a direcdo de polarizagao da luz. Por exemplo, se um filtro de polarizacao
linear esta orientado na direcao x, apenas a componente do campo elétrico paralela a
direcao de polarizacao do filtro é transmitida. A componente perpendicular é absorvida.
Quanticamente, a energia total de uma onda de frequéncia w se apresenta em multiplos
inteiros de £ = hw, onde h é a constante de Planck. Quando a energia da onda é
reduzida ao atravessar um polaroide significa que uma parte dos fétons atravessam e outra
nao [51]. Esse comportamento estranho é devido a probabilidade que cada féton tem
de passar ou nao pelo dispositivo. Quando um filtro admite que um feixe de fétons o
atravesse totalmente dizemos que os fotons emergentes se encontram em um unico estado
de polarizacao [52]. Esses f6tons sdo representados por um tnico vetor de estado. O filtro
pode transmitir todos os fétons no estado |H) que representa, classicamente, a luz linear
horizontalmente polarizada, ou |V') verticalmente polarizada, ou em um estado fruto da

combinagao linear desses dois vetores base,
) = a1|H) + az|V) (4.1)

onde a; e ay representam as amplitudes de probabilidades e obedecem a condicao de

normalizagao |a;|? + |as|? = 1.

1 Os fétons tém a caracteristica de ndo possuirem massa e nem carga. Dizer que uma particula nio tem

massa significa que a particula ndo pode estar em repouso. Ela estard sempre se movimentando [34].
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Esses estados base |H) e |V) formam, semelhante ao caso classico das componentes do
vetor campo elétrico, um conjunto completo para representar os estados de polarizacao
dos fétons. Por exemplo, os estados de polarizacao diagonal e anti-diagonal sao estados

descritos como

D) = =(1H) + V) (4.2

1
V2

No caso das polarizagoes circular a direita e & esquerda existe uma defasagem de 7/2 entre

4) (1H) = 1V)). (4.3)

os vetores base |H) e |V). Tais estados sao:

1 )
IR) = () + V). (4.4)
L) = (1) — i[V)). (4.5)

V2

Todos esses vetores de estado obedecem a condi¢ao de normalizacao e a ortogonalidade

(Yl) =1,
o que significa que
(H[H) =(V|V) =1, (D|D) = (A|A) =1, (R|R) = (L|L) =1, (4.6)
(H|V)=0, (D|A) =0, (R|L) =0. (4.7)

A representagao matricial de cada estado desses é escrita como

1 0
() - ()
1 1 1 1

|R>:\}§(1),1R>:\}§(ji). (4.10)

Neste ponto, devemos chamar a atencao que, nem sempre os fétons sao polarizados.
Eles podem ser encontrados em um estado parcialmente polarizado ou completamente
despolarizado. Digamos que dois feixes de fétons sdo preparados separadamente com
filtros de polarizagao que definem os estados de polarizagao ;) com intensidade I; e |¢)
com intensidade I5. Neste caso, temos uma mistura estatistica classica de dois grupos de

fétons, cada um com estado de polarizagao especifico [52].
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vy

Figura 12 — Esfera Poincaré ou de Bloch de raio unitario. O estado de polarizacao
totalmente polarizado é definido por qualquer um dos pontos na superficie
da esfera. Todos os outros no interior sao estados de polarizacao parcial. O

ponto no centro da esfera representa o estado despolarizado. Figura adaptada
de [5].

Geometricamente, o qubit para a polarizacdo pode ser representado através da esfera
de Poincaré (ou de Bloch). O estado (4.1) pode ser reecrito em termos de duas varidveis

reais (6, ¢) como ) )
|Y) = cos <2> |H) + €'?sen <2> V). (4.11)

Os ntimeros # e ¢ definem um ponto na esfera tridimensional de raio unitario como podemos
ver pela Figura 12. Os pontos na superficie da esfera representam os estados puros e os
do interior sao os estados misturados. Quando mais proximo do centro da esfera, mais

misturado o estado é, ou melhor, mais despolarizado.

4.2 Parametros de Stokes na mecanica quantica

As matrizes de Pauli,

0 1 0 —i 1 0 @12)
o] = , 09 = , 03 = , .
! 10 ? i 0 s 0 —1

possuem uma propriedade importante que é a capacidade de, juntamente com a matriz
identidade 2 x 2, servirem como base para representar qualquer matriz hermitiana [33].
Vimos na secao 2.3 que dois vetores o - a em que o = (01,02,03) € @ = (ay, ay, a,) dao
como produto uma matriz 2 x 2. Com isso, a representacao de uma matriz densidade

genérica, que deve ser hermitiana, pode ser escrita como:

3 o
oa=> a0; = ( s i ) (4.13)
i=1

a; + iCLQ —as
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onde os coeficientes a; sdo os elementos que caracterizam a matriz. Fazendo uma conexao
com o tratamento quantico da polarizacao dos fétons, é possivel escrever a matriz densidade
em fungao dos parametros de Stokes que como sabemos, sao coeficientes reais, reunindo as
matrizes de Pauli na base |H) e |V) e a identidade I. A matriz densidade em funcio dos
parametros de Stokes é [53, 54]

”n

p=

3
(I+3
i=1

onde Sy e S; sdo os pardmetros de Stokes. Ao multiplicarmos a Eq. (4.14) por o; e

o), (4.14)

DO | —
n

aplicarmos o trago, explicitamos os parametros de Stokes que caracterizam o estado de
polarizacao dos fotons,

onde passaremos a usar

oy = [H){H| = [V){V],
oy = [H){V[+|V)(H|,
o3 = i(|V)(H| = [H)(V].

Esses pardmetros da Eq. (4.15) sdo quantidades puramente descritas em funcao dos
elementos da matriz densidade. Os parametros devem ser compreendidos como médias dos
observaveis de Pauli para as polarizacoes, de modo que cada um quantifica o quanto de
polarizacao horizontal ou vertical (S;), diagonal ou anti-diagonal (S5), circular & direita
ou esquerda (S3) os fétons possuem. O pardmetro Sy representa a intensidade total do

feixe de fétons.

4.3 Unificando a coeréncia e a polarizacao

A partir de agora veremos o modelo desenvolvido na Ref. [49] que unifica as propriedades
de coeréncia e polarizagao na mecanica quantica através do formalismo de matriz densidade.
Para isto, consideremos um ensemble de f6tons polarizados submetidos ao aparato dulpa
fenda A que se encontra distante da tela de deteccao B, como ilustra a Figura 13. Os
fotons que chegam no ponto P da tela tém uma probabilidade de deteccao associada que
nao depende apenas dos caminhos percorridos que sao representados em termos de estados
|1) e |2) relativos a passagem por cada fenda, mas também dos seus estados de polarizagao

que podem ser horizontal |H) e vertical |V).

O estado desse ensemble de fétons é representado pela matriz densidade

P11 P12 P13 P4
P21 P22 P23 P24
P31 P32 P33 P34
P41 P42 P43 Pad

(4.16)

>
I
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cuja base é {|H,1),|H,2),|V,1),|V,2)}. Esta base ¢ fruto do produto tensorial e significa
dizer que os fétons que passam pelas fendas 1 e 2, tém também os seus estados de
polarizagao |V') ou |H) associados. A matriz (4.16) contém as informagoes de coeréncia e

polarizacdo, e por isso a chamaremos de matriz unificada de coeréncia e polarizacao.

A

Figura 13 — Experimento da dupla fenda. Um ensemble de fétons passa pelas fendas 1
e 2 com um estado de polarizacao arbitrario, e a uma certa distancia sao
detectados na tela B.

A densidade de probabilidade p(P) de deteccao dos fétons em P pode ser obtida através
desta matriz. Considerando que os fétons polarizados horizontalmente nao interferem com
os polarizados verticalmente, e a contribui¢ao que resta é a dos estados |H) e |[V) em P

de forma independente. Deste modo, a densidade de probabilidade desses fotons sera

p(P) = (H, P|p|H, P) + (V, P|p|V, P). (4.17)

Se consideramos o comprimento de onda dos f6tons maior do que a largura das fendas,
as amplitudes de probabilidades dos fétons que emergem de cada uma podem ser descritas

por ondas esféricas. Assim, temos

ikri
(H,1[H,P) = (V.1|V.P) = ——, (4.18)
1
ikro
(H,2|H,P) = (V,2]V,P) = ——, (4.19)
()

onde 7 e 75 sdo as distdncias das fendas ao ponto P. Substituindo (4.18) e (4.19) em

(4.17), encontramos

P11 + P33 [ P22 + P44 2R€[(p12 + ,034)6“6(7"177“2)]
P) = P) + pa(P) + , (4.20
p(P) pP) + po(P) \/ r? \/ T3 VP11 + P33/ P22 + pas ( )
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com Re denotando a parte real e p;(P) e p2(P) sendo as densidades de probabilidades de

detec¢ao individuais associadas a cada fenda com valores

P11+ P22

pi(P) = ——— (4.21)
r1
€
pa(P) = P20 :; P (4.22)
2

Reorganizando um pouco mais a Eq. (4.20) obtemos a densidade de probabilidade
p(P) = p1(P) + p2(P) + 24/ p1(P)+\/p2(P)Re| ,ue’ (r1— TQ)] (4.23)

O termo p é o grau de coeréncia. Ele satisfaz a condi¢ao 0 < |u| < 1 e isto é visto,
fisicamente, através do padrao de interferéncia formado na tela. Nos limites extremos 0
e 1, |u| representa, respectivamente, os padroes de interferéncia nulo e méximo. A sua
expressao €
_ P12 + P34
 /pi1t P33Pt pa

Podemos observar que nem todos os elementos da matriz densidade contribuem para a

(4.24)

coeréncia. O fato de considerarmos mais de um grau de liberdade e de sabermos que
estados com polarizacao ortogonal nao interferem entre si confere a poucos elementos da

matriz densidade a caracterizagao da coeréncia.

Agora, no que diz respeito ao estudo da polarizacao, vimos neste capitulo que o estado
de polarizacao dos fétons é caracterizado pelos parametros de Stokes, a partir das médias
dos observaveis da polarizagao, as matrizes de Pauli, Eq. (4.15). Os parametros de Stokes

que caracterizam o estado de polarizagao dos fétons que atravessam a fenda 1 sao

S = Tr[(|H, 1) (H, 1|+ [V, 1V, 1]) 4] = pur + ps, (4.25a)
S = Tr[(|H, 1) (H, 1| — [V, AV, 1) 6] = p11 — pas, (4.25b)
S5 = Tr[(|H V1 + [V, 1(H, 1])A] = prs + pon, (4.25¢)
S = =i {Tr[(|H (VA = [V 1)(H )AL = i(pris — ps). (4.25d)

Similarmente, os parametros correspondentes a fenda 2 sao

S = Tr((|H,2)(H, 2| + |V, 2)(V,2])p] = pas + pus, (4.26a)
SO = Tr[(|H,2)(H,2| — |V,2)(V,2])fs] = pa2 — pas, (4.26D)
S = Tr[(|H, 2)(V, 2| + |V, 2)(H, 2]) 5] = paz + paa, (4.26¢)
S = —i{Tr[(H.2)(V.2| = [V, 2)(H, 23]} = i(pos — pia).  (4.26d)

A partir deles, podemos definir o grau de polarizacao relativos a cada fenda pela expressao

(2.62). Estes graus sdo, respectivamente,

4 —
D = 1_ (p11p33 ,013531)’ (4.27)
(p11 + pa3)
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4 —
p(z) _ 1— (p22paa /)242p42)’ (4.28)
(P22 + paa)

e como vimos, seus valores obedecem a 0 < p¥ < 1,7 = 1,2, e os extremos p¥ = 0
representando um estado despolarizado e p¥ = 1 um estado polarizado.

Em suma, todas as informagoes que precisamos sobre coeréncia e polarizacao dos fétons
estao contidas em (4.16), (4.24), (4.27), (4.28).
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5 Quantificadores de Visibilidade e Distingui-
bilidade

Este capitulo se destina ao desdobramento de nossa pesquisa sobre a dualidade onda-
particula onde desenvolvemos através do método unificado de coeréncia e polarizagdo na
secao 4.3 dois quantificadores simples do aspecto ondulatério e corpuscular partindo da
visibilidade das franjas de interferéncia e da distincao entre estados quanticos. Mostraremos
que esses quantificadores obedecem a uma relacdo de complementaridade provada na

secao 5.4, e apresentaremos alguns exemplos a titulo de ilustracao na segao 5.5.

5.1 Traco da distancia

Medidas de distancia em teorias de informagao sao formas de determinar o quao
distintas sdo duas informacoes. Na teoria de informagao classica, os objetos de informagao
a serem comparados sdo as sequéncias de bits. A diferenca entre um par de sequéncias
pode ser calculada pela distincia de Hamming dg(z,y). Essa medida d4 o ntimero de
posigoes em que as duas sequéncias (de mesma quantidade de bits) sdo diferentes. Por
exemplo, as sequéncias = 01001, y = 10000, z = 11001 séo dy(z,y) = 3, duy(z,z) =1e
dy(z,y) = 2. Porém, quando se trata de objetos de informacao do tipo variaveis aleatorias,
representadas por distribuicoes de probabilidades de varias sequéncias de bits, a maneira

de diferencid-los muda.

Podemos obter a distancia entre duas distribui¢oes de probabilidade classicas {P = p,}

e {Q = ¢, } através da distancia de Kolmogorov[l, 55], que é definida como

DP.Q) =3 Y lp: 0.l 65.)

Essa medida (assim como a de Hamming) nao é chamada de distdncia a toa: ela é uma

métrica. A justificativa consiste na obediéncia as propriedades:

1) Definicao positiva: D(P,Q) > 0,

2) Simétrica: D(P,Q) = D(Q, P),

3) Nulase P =@, D(P,Q) =0,

4) Satisfaz & desigualdade triangular: D(P,Q) < D(P,R) + D(R, Q).

Em teoria da informacao quéntica, o analogo classico da distancia de Kolmogorov é o

chamado traco da distincia T(p,5). Dois estados quanticos p, & sao bem parecidos ou



Capitulo 5. Quantificadores de Visibilidade e Distinguibilidade 54

muito diferentes a depender do valor do trago da distancia dado pela expressao

A 1 ..
T(p,06) = §t7’|p—a|, (5.2)

com |p— 6| = \/(ﬁ — )1(p — &) sendo o valor absoluto do operador (p — &). Essa medida
é uma métrica sobre o espago dessas matrizes densidade que satisfaz as 4 propriedades. O
seu limite superior é T'(p,5) = 1, quando os dois estados p e 6 sdao ortogonais. Podemos

reescrever T'(p, 5) como a soma absoluta dos autovalores da matriz hermitiana (p — &) !,

T(p.6) = 5 tr\(p -9 = 5 X Al (5:4)

O traco da distancia quantico coincide com a medida de distancia de Kolmogorov
classica na condicdo em que as matrizes p e 6 comutam, ou seja, quando sao diagonais na
mesma base. A fim de mostrar isso, vamos supor que

p=_mli)ily 6 =2 sili)l, (5.5)
i i

entao, o trago da distancia entre elas sera

T(p,6) = ;trZ(n—Si)!W!

1
= 52 (ri=s)
=D (Ti, SZ‘), (56)
que constata a identificacao.

Essa nocao de distancia entre dois operadores ¢ bem visualizada no exemplo de estados
de qubits na representacao da esfera de Bloch. Supondo que 7 e § sdo os vetores de Bloch

que caracterizam as matrizes

[+7-& [+5.6

A L 5= ’ 5.7

p=—5— 5 (5.7)

onde & é o vetor das matrizes de Pauli, temos que o trago da distancia entre esse par de
estados é

D(p,6) = tr|(r—5)- 0|
|7 — 5
= —, 5.8
- (53)

1 Vamos chamar A = (p—5). Pela forma diagonal de A =SDS-1 e usando o fato que At = fl, chegamos

a
tr|fl\:t7’m:tr\/ﬁ = trvV§2D25-1?
= tr(SVD2S7Y)
= tr(VD2571'S)
= tr(VD?)

= Zl/\iL (5:3)

onde usamos a invaridncia do trago nas permutacoes ciclicas dos elementos do seu argumento.
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onde |7 — 5] vem dos autovalores de (7" — §) - & que sao £|7 — §]. Logo, a distdncia entre

dois qubits na esfera de Bloch é a metade da distancia euclidiana entre eles.

Uma outra caracteristica importante do traco da distancia é a sua capacidade de se

manter invariante sob transformagoes unitarias [1],
DU, UsUY) = D(p,6). (5.9)
cujo efeito é de nao alterar a disting¢ao entre os estados transformados.

Futuramente usaremos essa medida de distancia para derivar um quantificador de
distinguibilidade entre estados quanticos no experimento da fenda dupla, onde a polarizacao
dos fétons é levada em conta. O trago da distancia é também uma ferramenta muito
importante nos estudos de sistemas abertos como testemunha de ndo markovianidade [56,
57], aparecimento de correlagoes entre sistema e ambiente [58], testemunha de correlagao

inicial entre sistema e ambiente [59, 60, 61, 62].

5.2 Quantificador de Visibilidade

Aqui, nés faremos o uso da visibilidade (ver segao 2.6) para chegarmos a um quantifica-
dor de visibilidade das franjas de interferéncia dos estados do féton, quando a polarizacao
é levada em conta, de acordo com o que foi proposto por nés na Ref. [32]. Para tal,
reescrevemos a visibilidade agora nao em fungao de intensidade, Eq. (2.77), mas em funcao
da densidade de probabilidade de modo que

V= Pmaz — pmin7 (510)
Pmaz + Pmin
COM Pryaz € Pmin S€Ndo 0s valores maximos e minimos. Esta densidade de probabilidade

usada aqui é a oriunda da Eq. (4.23), cujos valores maximos e minimos séo obtidos pela
mudanca do terceiro termo da expressao que ocorre quando ri, 7o € u variam. O que
faremos agora é reescrever o terceiro termo levando em conta que p ¢ um nimero complexo.

Expressando p = |u|e’® na sua forma polar, a expressao (4.23) pode ser reescrita como

p = p1+ p2+ 2y/piv/p2lpt|cos [k(ry —ra) + ] . (5.11)

Deste modo, os maximos e minimos sao Ppazmin = P1 + P2 £ 24/p1pz|p|. Substituindo na
Eq. (5.10) ficaremos com
T 2/p1p2|p| _ 2r172|p12 + paal
pi+p2 ripn+ p22) +13(pss + pas)
Focando na regiao de pontos mais préximos ao centro da tela de detecgao, e considerando

que as fendas e a tela estdo relativamente distantes, é possivel assumir que 72 ~ r2 & ryrs.

(5.12)

Com isso, e levando em conta que tr(p) = 1, a expressao acima se reduz a
V:2|p12+p34|. (5.13)

Esta é a expressao final do quantificador de visibilidade que depende unicamente dos

elementos da matriz dendidade de coeréncia e polarizacao.
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5.3 Quantificador de Distinguibilidade

Como vimos na secao 5.1, o traco da distancia diz o quao diferentes sao dois estados
quanticos. Aqui, derivaremos um quantificador de distinguibilidade para quantificar
o quanto de informacao existe a respeito dos caminhos dos fétons no interferdmetro,
considerando o grau de liberdade de polarizagao, proposto e desenvolvido por nés na Ref.
[32]. O estado de polarizagdo no caminho j (com j = 1,2) pode ser descrito em termos

dos pardmetros de Stokes através da expressao (4.14):
1 2. S
p= 1+ 2oy,
p=5I+ 2 5,7
Usando agora os resultados das Eqs. (4.25) e (4.26) nds obtemos que

by = R (Pn P13> ’ (5.14)

P11+P33 P31 P33

1
by = P22 P24 ’ (5.15)
P22+ Paa \paz  Pa4

A diferenca entre os estados de polarizacao em cada caminho pode ser quantificada
utilizando o distancia da Eq. (5.4):

PO 1 A 1
T(prs p2) = trf(pr = f2)* = 52 |Adl.

2

Um ponto a ser observado é que o trago da distancia é baseado em iguais probabilidades
de preparagao dos dois estados, restringindo 7'(py, p2) a quantificar apenas a capacidade de
distincao relativa a polarizacao dos fétons em cada fenda. Para obtermos um quantificador
de distinguibilidade que também considere a probabilidade do caminho, usamos a abor-
dagem do trago da distancia generalizado (ponderado), onde as atribui¢oes de pesos sao
dadas pelas probabilidades de cada caminho I; e I dos fétons passarem, respetivamente,

pelas fendas 1 e 2. Assim,
D(pr, p2) = tr(|Lpy — Ipa|) = tr|A|, (5.16)

onde o operador A=1 191 — Iopa é chamada de matriz de Helstrom [63]. Assim sendo, D
considera a distingdo entre p; e po, como também a diferencga nas probabilidades I; e I5 de
preparacao dos dois estados. Em termos dos elementos de p, temos que [; = Sél) = p11+ps3

ely = 582) = P22 + Paa.

Sendo assim, encontramos que

D=tr

((,011 - 022) (Pl3 - 024)) | ‘ (5.17)

(P31 — paz) (P33 — paa)
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Os autovalores dessa matriz resultante A sdo

ka2 4812 - r)
1= )
2

(5.18)

o —yJa? + 4(| — k)
2 Y

Ay = (5.19)

com a = py1 — Paa + P33 — pas, B = (P13 — p21) € K = (p11 — pa2)(p33 — paa). Chegando ao
passo final, a expressao obtida para o quantificador fica

1
D= {latal+la—nl}, (5.20)

com 7y = \/ a? 4+ 4]|f?| — k]. Essa é a expressao final do quantificador de distinguibilidade
que considera tanto a influéncia dos estados de polarizagdo como a probabilidade dos
caminhos. Notamos que, usando a desigualdade triangular |w + z| < |w| + |z|, com
w=a+7vez=a—7vakEq (5.20) fornece D > «. Isto nada mais é do que D > |I; — I,
e o lado direito dessa desigualdade é a deficdo de distinguibilidade/previsibilidade das
Refs. [14, 15]. Isto significa que o nosso quantificador D também expressa a influéncia da

polarizacao.

5.4 Relacao de complementaridade

Os quantificadores derivados acima obedecem a desigualdade (1.1). Para demonstrar
isto faremos nesta segao essa verificacao desenvolvida pela Ref. [32]. Iniciamos relembrando

que o quantificador de visibilidade encontrado foi
V' =2[p12 + pzal- (5.21)

Seu quadrado fica
Vi=4 {|/112’2 + |paal® + QR€(P12043)} : (5.22)

Usando a propriedade |ppm|* < punfmm [64] chegamos a uma desigualdade

V2 <4 {|P12|2 + |l + 2R6(912P43)} : (5.23)
Agora, focando no quantificador de distinguibilidade (5.19), o quadrado de D é
2 1 2
D7 = JHla+y)l+l]e =)}
N T 2 2
= §<04 +77 + " =y |)
1
= 5207 +4(IBF — &) + 48] = R))), (5.24)
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onde substituimos v = \/ a? + 4(|f|?> — k). Olhando para a expressao podemos observar
que a igualdade s6 é valida em alguns casos pois, para nimeros reais, x + |x| obedece a

condicao

o] 0, se <0
x4+ x| =
2¢, se x>0,

o que d4 a expressao (5.24) a forma de desigualdade
D? < o+ 4(|8)7 — k). (5.25)
Recordando também de 3, verificamos que
B> = |p1s — paal®
= |pus)® + |p2a]® — 2Re(pr3paz), (5.26)

que, por uso da propriedade |ppm|* < PrunPmm, fica

BI° < p11pss + pazpas — 2Re(pr3paz)- (5.27)
Assim, reescrevendo a Eq. (5.25) em termos de |3]?, a? e k, temos
D? < pl+ pag + pis  ply — 2p11p22 + 2p11P33 — 2P11Pa4 — 222033

+ 2p22p44 — 2p33paa + 4[(p11P33 + p2opas — 2Repizpan)
—  pu1p33 + Pr1pas + Pazp33 — P22paal. (5.28)

Podemos agora somar as duas desigualdades (5.23) e (5.28). Assim,
V24 D? < dpiipss + dpszpas + 8Reprapas + piy + pay + i + Pl

—  2pnp22 + 2p11p33 — 2011 P44 — 2022033 + 2022044 — 2P33 044
— 8Repi3paz + 4p11pas + p22pss3. (5.29)

Fazendo as operacoes necessarias ficamos com
V24 D* < ply + poo + phs + paa + 2011022 + 2p11p33
+  2p11p4a + 2p22p33 + 2p22p44 + 2P33P44, (5.30)

onde usamos a propriedade pi2ps3 = p13paz [64]. O resultado da reorganizagao da expressao

acima fica
V24 D?* < (p11 + poz + p33 + pas)’, (5.31)

e com isso chegamos ao passo final, ja que a soma dos elementos da diagonal principal de

uma matriz densidade é a unidade. Logo,
Vi4 D* <. (5.32)

Portando, provamos que os quantificadores que possuem influéncia da polarizacdo e da
coeréncia satisfazem a relacdo de complementaridade da desigualdade (1.1). Mostraremos

na proxima secao alguns exemplos de aplicagao e teste da desigualdade acima.
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5.5 Exemplos

A fim de testar os quantificadores de visibilidade e distinguibilidade e a complementa-
ridade de ambos faremos algumas aplicagoes em alguns estados quanticos. Como primeiro
exemplo consideremos um conjunto de fétons com polarizacao horizontal atravessando a

fenda dupla. O estado que representa esses fotons é escrito como

|Ur) = alH,1) + /(1 —a?)|H, 2), (5.33)

com 0 < a < 1 representando a amplitude de probabilidade associada aos fétons de
cada fenda. Os quantificadores D e V nos extremos dos valores de a indicam sempre o
comportamento de particula, onde D = 1 e V = 0, visto que o féton percorre apenas
uma das fendas com 100% de chance. Ao observar o que acontece com a mudanca
desses quantificadores em virtude de a, como ilustrado na Fig. 14 verificamos que o
comportamento ondulatorio vai surgindo até um ponto em que D =0 e V =1 quando
a = % Esse estagio mostra um padrao de interferéncia com franjas maximamente
definidas e de fato, ambos os caminhos percorridos sdo igualmente provaveis e impossiveis
de serem diferenciados entre si. Vemos que a relacdo de complementaridade é sempre

obedecida, e que para um exemplo de estado puro, temos sempre V2 4+ D? = 1.

10}
o} \ /
0.6/
0.4} e
0.2| v
D? + V2
0.2 04 06 08 10

a

Figura 14 — Comportamento dos quantificadores V e D e da relacao V2 + D? em funcao do
parametro a do estado [i1). Para os valores extremos a = 0 e 1 os caminhos
percorridos pelos f6tons sao totalmente distintos. A medida que cada caminho
se torna igualmente provavel a = %, obtemos D =0 e V = 1. Observamos
também a validade da relagdo de complementaridade para todos os valores de
a.

O segundo exemplo de estado que consideramos é um estado de polarizacao superposto,
onde os fétons com polarizagao horizontal passam pela fenda 1 e com polarizacao circular

a direita pela fenda 2:
|te) = alH,1) + V1 —a?(b|H,2) +iv1—b2|V,2)), (5.34)

com a, b pardmetros reais assumindo valores entre 0 e 1. Avaliando os casos para b =0
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1.0F
0.8} \ /
0.6}
0.4f — D
Vv
0.2 0?+ V2
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a

Figura 15 — Comportamento dos quantificadores V' e D e da relacao V2 + D? em funcio
do pardmetro a para o [i9). Nos extremos a = 0 e 1 os caminhos percorridos
pelos fotons sao totalmente distintos. Na condigao a = %, quando ambos os
fotons com as polarizagoes circular a direita e horizontal estao iluminando

as fendas igualmente, surge entao uma certa nitidez definindo um padrao de

interferéncia com valor D =V = %

para qualquer valor de a os caminhos sao totalmente distintos e V' = 0. Quando b =1
retomamos o estado |¢) cujo comportamento foi ilustrado na Fig. 14. O caso b = % torna
oestado |¢o) = alH,1)+4/(1 — a?)/2(|H,2)+i|V,2)). Podemos observar o comportamento
de D,V e V24 D? em funcao de a na Fig. 15. Como é possivel ver, para o valor de a = %,
D e V assumem valores parciais D =V =1/ V2. Neste ponto, embora as probabilidades
do caminho sejam iguais, existe uma polarizagao horizontal no caminho 1 e circular a
direita no caminho 2, ou seja, a nao ortogonalidade dos estados de polarizacao permite

aumentar um comportamento hibrido de particula e onda.

Por fim, um outro exemplo que consideramos ¢ o estado de Werner. Estados de Werner
sao uma classe de estados que sdo definidos por um tinico parametro. Para determinados
valores do pardmetro o estado é emaranhado e para outros é um estado separavel. Aqui,

esse estado envolverd o caminho e a polarizagdo dos fétons da seguinte forma
; Ny 4 L7
pw =l YO+ — L, (5.35)

com valores de 0 < n < 1. O termo [ é a matriz identidade 4 x 4 cuja base é
{|H,1),|H,2),|V,1),|V,2)} e [)) = %(|H,1> — |V,2)) é o estado singleto de Bell
que representa um estado maximamente emaranhado. Esses estados de Werner sao sepa-
raveis para valores de < 1/3 e emaranhados para valores acima [65]. O comportamento
dos quantificadores apontando essa natureza ¢é ilustrado na Fig. 16. Notemos que para
7 = 0 nem D e nem V possuem algum valor. Isto porque nao existe nenhuma relagao
de fase entre os estados dos fétons que percorrem cada fenda, nem mesmo a intensidade
da mistura que ilumina cada fenda pode dizer sobre o caminho porque ¢é igual para cada
uma. Alids, V = 0 para todo valor de 7. Isso decorre do fato que a formacao do padrao de

interferéncia decorreria do [(~)) mas isso ndo é possivel pela ortogonalidade dos estados
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de polarizacao e é por isso quando n = 1 os caminhos sao perfeitamente distintos quando

D atinge o valor maximo. Repousando agora o olhar sobre V2 + D? o valor méaximo é

atingido e nesse ponto o estado é puro e maximamente emaranhado.

1.0}
— D
0.8} Vv
06} D? + V2
04}
0.2}
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n

Figura 16 — Comportamento dos quantificadores V' e D e da relaciao V2 + D? em funcio
do parametro n para o estado py. Para os valores extremos = 0,1 a
distinguibilidade D ¢ nula no caso totalmente misto e maximo para o estado
puro. A visibilidade V' é nula para todos os valores de 7.
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6 Comportamento da visibilidade e da distin-
guibilidade na dinamica de sistemas quanti-

cos abertos

Nesta secao faremos uma aplica¢ao dos quantificadores de distinguibilidade D e visibi-
lidade V' no contexto da dualidade onda-particula dentro do estudo da dindmica quantica
aberta. Aqui, aproveitamos o cenario do experimento da dupla fenda em questao que
permite descrever a acao de ambientes capazes de causar decoeréncia, despolarizacao e
eventos de espalhamento dos f6tons (sistema) [31, 66, 30], antes de passarem através das
fendas, e investigamos como os quantificadores V' e D podem fornecer informagcdes sobre a
interacao sistema-ambiente. A dindmica do sistema aberto é tratada através do formalismo

da soma de operadores, visto na secao 3.2.

6.1 Interacao sistema-ambiente

Vamos assumir aqui que o sistema (fétons) que vem sendo tratado neste trabalho
interage com dois tipos de ambiente. Assumindo que o estado de entrada do sistema-

ambiente é um estado nao correlacionado na forma

p(0) = ps(0) @ pr(0), (6.1)

onde pg é o operador que representa o estado de coeréncia-polarizacao dos fétons, de
acordo com a Eq. (4.16), e pg é o estado do ambiente, que é considerado em sua forma
diagonal, pp = X, ¢;|E;)(E;|, que pode ser um estado térmico [67, 68]. Aqui, para o nosso
interesse, assumimos que o ambiente se encontra inicialmente num estado puro, o que é

aceitavel (ver Apéndice C).

Nesse contexto, considera-se que o sistema e o ambiente evoluem juntos sob uma
operagao unitaria conjunta Ugg, para que o estado reduzido do sistema evolua de acordo

com a relagao
ps(t) = KipsKk, (6.2)

onde K; = <Ei|USE|E0> sdo os elementos da soma, os operadores de Kraus (secao 3.2).
¢ Ambiente refrativo

Para prosseguir, comecamos a estudar um exemplo de evolugao sistema-ambiente que

provoca apenas decoeréncia, apresentado pela primeira vez na ref. [49]. A ideia é que
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algumas particulas ambientais ao interagirem com o sistema de fétons nao alterem nem o
caminho desses fétons e nem seu estado de polarizacao, mas como consequéncia, a marca
da interagdo promove uma transicao no estado do ambiente. Essa interacao é representada

pela seguinte transformagao unitaria:

|H,1)|Ey) — v/1— P|H,1)|Ey) + VP|H,1)|E}), (6.3a)
|H,2)|Ey) — v/1— P|H,2)|Ey) + VP|H,2)|E,), (6.3b)
V,1)|Ey) — V1= P|V,1)|Ey) + VP|V,1)|Ey), (6.3¢)
V,2)|Ey)  — V1 — P|V,2)|Ey) + VP|V,2)|E). (6.3d)

Estas relagoes descrevem o caso de um ambiente constituido por pequenas particulas
refrativas uniformemente distribuidas no espago e que, por intermédio da interacdo, sofrem
transi¢oes do estado inicial |Ep), como na Fig. 17, para um dos estados ortogonais
{|E1), |E2)}, a depender do caminho do féton, com probabilidade P. Essa probabilidade
P é a chance de ocorrer uma interacao entre um féton e um constituinte do ambiente por
unidade de tempo At. Como consequéncia, a influéncia dessa interacao provoca mudangas

aleatorias de fase no sistema de fétons que atravessam a fenda dupla.

Olhando para o mapa de interacao acima, notamos que o ambiente pode ser encontrado
em trés estados possiveis: |Ep), |F1) e |Ey). Se fossemos realizar uma medigao no ambiente,
o numero de operadores correspondentes ao nimero desses estados ambientais seriam 3.
O nimero de operadores dos elementos da soma Eq. (6.2) estao vinculados a isso. Esses

operadores sao:

tO tn
1) 12
_— fﬁE‘@ ~
E> @D [ Ars
€
" e & =2
—~ Fotons O Ambiente Fendas Tela de

deteccao

Figura 17 — Sistema de fétons em contato com um ambiente de particulas refrativas.
Inicialmente o sistema e mabiente estao descorrelacionados. Em seguida,
interagem e dessa interacao pode ocorrer que, em algum tempo t,, esses
fétons com estados |z,i) (z = H,V e i = 1,2) terdo interagido com essas
particulas que mudarao do estado |Ey) para outros dependendo do caminho
desses fotons. Este cenario é descrito pela dupla fenda que se encontra logo
a diante. Os fétons que atravessam as fendas terdo uma probabilidade P
associada referente a interacao ambiental que gera diretamente uma mudanca
no estado final p..
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A

Ky = V1—P(H,1)(H, 1|+ |H,2)(H,2|

+V, DV, L+ [V, 2)(V, 2)), (6.4a)
Ky = VP(H1)(H1|+ |V, 1)(V,1]), (6.4b)
Ky = VP(H,2)(H,2| + |V,2)(V,2]). (6.4¢)

Substituindo agora esses resultados na Eq. (6.2), expressaremos a evolugao do estado
do sistema em fungao de P. Mas também podemos considerar uma evolucao que ocorre
continuamente no tempo. A probabilidade de uma interacao por unidade de tempo é I'.
Para um breve intervalo de tempo At, temos que P = I'At < 1. Com isto, considerando a
evolugao do estado do sistema pg(t) apés um tempo ¢ = nAt, a consequéncia é a aplicacao
do mapa acima n vezes sucessivamente. Esta é uma suposicao da dindmica markoviana do
sistema-ambiente, em que a evolucao temporal do sistema no tempo presente nao carrega
memoria do passado [69, 70]. Sendo assim, no limite n — 0o a relagdo probabilistica
(1-P) — (1-P)"=(1-L)" = ¢ onde assume-se que At — 0. Levando todos

n

estes pontos em consideragao, o operador densidade reduzida dos fotons em fungao de ¢

fica
P11 VP12 P13 VP14
~ YP21 P22 VP23 P24
ps = ) (6.5)
P31 VP32 P33 VP34
VP41 P42 VP43 P44
onde v = e,

Agora, a fim de ilustrar a evolugdo temporal de D e V com a acao desta interagao é
interessante escolher um estado inicial para o sistema em que, no tempo inicial, estas duas
quantidades nao sejam zero. Aqui, assumimos um conjunto de fétons preparados numa
sobreposi¢ao igual de polarizagdo horizontal no caminho 1, |H, 1), e polarizacao diagonal

no caminho 2, |D,2) = 1/v/2(|H,2) +|V,2)). Este estado é dado por
) = = B 1)+ S(1H,2) +[V.2) (6.6)
- \/§ 9 2 ) 9 I .

e é um estado puro com distinguibilidade e visibilidade parcial. A evolugao dessas duas
quantidades é mostrada na Fig. 18. Os resultados estao de acordo com o que se espera
das Egs. (6.3a) a (6.3d). De fato, a visibilidade tende a zero para tempos longos, que é
uma consequéncia das mudancas aleatérias de fase continuamente provocadas nos fétons
causando a decoeréncia. Ja a distinguibilidade entre os caminhos percorridos tem um
valor constante, D = 1/4/2. Isto porque as probabilidades do caminho nao mudam com o
tempo, dado que o mapa de evolugao nao prevé eventos de espalhamento dos fétons, e os

estados de polarizacao associados a cada caminho sao preservados.
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Figura 18 — Evolucao temporal da distinguibilidade D, visibilidade V e da relagio D?+ V2
para o estado [¢) da Eq. (6.6) sob a acdo do ambiente descrita das Eqs.
(6.3a) a (6.3d). A acao da decoeréncia é vista no decaimento exponencial da
visibilidade V. Enquanto isso, o valor de D se mantém invariavel.

¢ Ambiente birrefringente

O segundo exemplo nosso aborda uma interagao sistema-ambiente que envolve tanto
decoeréncia como espalhamento dos fotons. A dindmica é descrita pelo seguinte mapa

unitario:

) — /1—P|H,1)|Ey)) + VP|H,2)|E}), (6.7a
Ey) — V11— P|H,2)|Eo) + VP|H,1)|E), (

) — V1= P|V,1)|Ey) + VP|V,2)|Es), (6.7¢

) — V1= P|V,2)|Eo) + VP|V,1)|Ey). (6.7d

Aqui, a presenca do ambiente provoca mudancas aleatorias de fase a depender da polarizacao
dos fétons e causa também eventos de espalhamento. Na pratica, isso pode vir a ocorrer num
ambiente composto de pequenas particulas birrefringentes capazes de desviar as trajetorias
dos fotons [71]. As relagdes acima referidas nos dizem que os f6tons em um determinado
caminho sdo espalhados para o outro caminho, diferente do caso anterior ilustrado na Fig.
17, em que os fétons nao sofrem espalhamento com a interacao. O estado do ambiente,
que comega em |Ey), mudard para um dos estados ortogonais {|FE1), |Fs), |Fs), |F4)},
dependendo do caminho e da polarizacao dos fétons. Isto é, a informacao do estado do
féton nao é a mesma para estados de polarizacdo e caminhos diferentes. Mais uma vez, o

pardmetro P é a probabilidade de interagao durante um intervalo de tempo At.
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Os operadores de Kraus que ditam a evolugao do estado dos fétons serao, ao todo, 5:

Ky = V1—=P(H,1)(H, 1|+ |H,2)(H,2|

HV (V1 + [V, 2)(V; 2)), (6.8a)
K, = VP(|H,2)(H1|), (6.8D)
K, = VP(|H,1)(H,2|), (6.8¢)
Ks = VP(|V,2)(V,1]), (6.8d)
K, = VPV, 1)(V,2)). (6.8¢)

Seguindo o mesmo procedimento do exemplo anterior, e assumindo outra vez uma
interagao sistema-ambiente markoviana, a evolucao temporal do estado dos fotons pode

ser escrita como

YP11 + €P22 YP12 VP13 YP14
~ YP21 Yp22 + €P11 Y P23 Y P24
ps(t) = , (6.9)
VP31 YP32 VP33 + €P44 VP34
YP41 YP42 Y P43 YPa4 + €P33

onde y=eTlee=(1—-et).

Para efeitos de comparacao, aqui também usamos o mesmo estado inicial do exemplo
anterior, mostrado na Eq. (6.6), ilustrando agora diferentes aspectos presentes na dindmica
quantica aberta descrita pelas Eqs. (6.7a) a (6.7b). A evolugao dos quantificadores D e V|
juntamente com a funcao de complementaridade D? 4+ V2, para este caso, é mostrada na
Fig. 19. Como antes, observa-se um decaimento exponencial da visibilidade representando
a presenca da decoeréncia no sistema. No entanto, chama-nos a atencao o comportamento
interessante de descida e subida para a distinguibilidade. Esse comportamento nao é uma
caracteristica normalmente observada na dindmica dos processos markovianos [45, 72].
Note que no limite de tempo longo, as franjas de interferéncia ja nao sao observadas,
V — 0, mas a distinguibilidade nao é zero, D — 1/2. Isso ocorre porque nesse tempo
longo o estado, apesar de ter as mesmas probabilidades de caminho, ja nao é polarizado
no caminho 1, mas ¢é horizontalmente polarizado no caminho 2. O resultado disso ¢é a
manutencao de uma quantidade de informacao parcial do caminho codificado no grau de

liberdade de polarizagao.



Capitulo 6. Comportamento da visibilidade e da distinguibilidade na dindmica de sistemas... 67

1.0+

- D
0.8 v

2
0_6\ D?*+V
04f

021

I't

Figura 19 — Evolucao temporal da distinguibilidade D, visibilidade V e da relagao D?+ V2
para o estado [¢0) da Eq. (6.6) sob a agdo do ambiente descrita das Egs.
(6.7a) a (6.7d). A visibilidade V sofre, durante a dindmica, um decaimento
exponencial enquanto que D apresenta um comportamento especial para baixo
e para cima se estabilizando em seguida.
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7 Conclusao

O foco central desta tese foi apresentar um quadro tedrico de informacao para estudar
o principio da complementaridade no contexto dp experimento da dupla fenda para fotons
com graus de liberdade de caminho e de polarizagdo. Na se¢ao 4.3 nés revisamos o método
que alicerca nossas ideias no cenario da dupla fenda para um sistema de fétons com
caminhos e estados de polarizacao arbitrarios. Este método apresenta uma descricao
conjunta das propriedades de coeréncia e polarizagao através do formalismo de matriz

densidade.

Vimos no capitulo 5, nas se¢oes 5.2 e 5.3 que, a partir da matriz densidade coeréncia-
polarizagao, do grau de coeréncia e dos parametros de Stokes, foi possivel derivar os
quantificadores de visibilidade e distinguibilidade, que caracterizam o aspecto onda e
particula, respectivamente, de forma bem simples. Além disso, demonstramos que os
nossos quantificadores obedecem a uma relacao semelhante a desigualdade EGY, onde
V2 4+ D? < 1, na secdo 5.4. A eficicia desses quantificadores pode ser comprovada
posteriormente, na secao 5.6, a partir dos exemplos com estados quanticos que, a depender
da amplitude de probabilidade, representam o carater de apenas onda, apenas particula

ou ambos de forma parcial.

No capitulo 6 fizemos uma aplicagiao desses quantificadores para o contexto da dualidade
onda-particula no estudo do sistema quantico aberto. A simplicidade dos quantificadores
nos permitiu investigar a influéncia das agdes dos ambientes no sistema de fétons. Nesse
estudo, os quantificadores se mostraram eficientes. Por um lado, o comportamento da
visibilidade para os dois tipos de interac¢oes sistema-ambiente traduziu o que se espera
quando a presenca do ambiente induz uma aleatoriedade das relagoes de fase do sistema
para um estado sistema-ambiente composto, que é a decoeréncia do sistema de interesse.
Por outro lado, o comportamento da distinguibilidade apresentou, para a primeira interacao,
uma constancia na distinc¢ao entre os caminhos dos fétons, e isso identifica um ambiente que
nao provoca espalhamento no sistema de fétons; e na segunda interacdo um comportamento
que aponta para eventos de espalhamento alterando a distingdo dos caminhos. Além disso,
esse ultimo exemplo fez o quantificador D apresentar um comportamento inesperado de
descida e subida dentro da dindmica markoviana abrindo possiveis portas de investigagoes

novas.

Dos exemplos da secdo 5.6, nés observamos a igualdade V2 + D? = 1 quando os estados
sao puros. Para estados mistos esse valor é menor que a unidade. No caso do ultimo
exemplo dessa secao, o dos estados de Werner, a presenca do emaranhamento faz o valor
da distinguibilidade D sair do minimo e aumentar ao maximo. Como perspectivas futuras,

pleiteamos alguma quantidade que, juntamente com os nossos quantificadores, seja possivel
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atingir nao mais uma desigualdade, mas uma igualdade regente seja para estados puros ou

mistos de sistemas bipartidos. Além disso, pretendemos estender nossas ideias ao contexto

da nao-markovianidade quantica.
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A Obtencao dos operadores de Kraus e da

matriz densidade reduzida do sistema

Neste apéndice nés detalhamos a derivacdo dos operadores de Kraus e da matriz

densidade reduzida para o sistema devido a interacao com os dois tipos de ambientes.

Ambiente refrativo

Vamos considerar sistema e ambiente incialmente descorrelacionados. Assim, o estado

produto do sistema composto é

p(0) = ps(0) ® pe(0), (A1)

onde pg(0) representa o estado do sistema, Eq. (4.16), e pg(0) é o estado do ambiente.

O sistema e o ambiente evoluem juntos por uma operacao unitaria. Tendo o ambiente a
caracteristica de nao provocar espalhamento no sistema de fotons, porém sofrer transi¢oes

no seu estado inicial, o mapa dessa transformacgao unitaria sera:

|H,1)|Ey) —> V1= P|H,1)|E,) + VP|H,1)|E,), (A.2a)
|H,2)|E) —> V1 — P|H,2)|E,) + VP|H,2)|E), (A.2b)
IV, 1)|Ey) — V1= P|V,1)|Ey) + VP|V,1)|E), (A.2¢)
V,2)|Eo) — V1= P|V,2)|Ey) + VP|V,2)|Es). (A.2d)

A interacao nao inverte o caminho dos fotons, porém ela causa uma perda de coeréncia
no seu estado devido a interacdo com o ambiente que, a depender do caminho dos fétons,
sobre uma alteragao para o estado |E) ou |Es). A unitaria correspondente a essa dindmica

tem o formato

U = V19— P(’Hv 1>’E0><H7 1|<EO| + |H7 2>|E0><H72|<E0| + |V7 1>’EO><V7 1‘<E0‘
+V,2)|Bo) (V. 2/(Eol) + VP(H, 1) Er)(H, 1|(Eo| + [H, 2)| B2)(H, 2/ (Eo| +
HV DBV (E| + V2 2)| BV, 2[(Eol) (A.3)

A partir disso, podemos encontrar os operadores elementos da operacao do canal quantico.

Do capitulo 3, nés vimos que os operadores de Kraus sao obtidos a partir de

K; = (e;|Uleo). (A.4)



Neste caso, encontramos os seguintes operadores:

Ko = (eolUleo) = V1—=P(H,1)(H, 1|+ [H,2)(H, 2| + |V, 1)(V,1])

= V1-PI, (A.5)
Ky ={(e1|Uleg) = VP(H, 1)(H, 1| + [V, 1)(V, 1)), (A.6)
Ky = (esUleo) = VP(|H,2)(H,2| + |V, 2)(V,2]). (A7)

As bases |z, y) representam um produto tensorial (ver segao 2.2) entre o grau de liberdade

de caminho e o de polarizacdo. Assim, as matrizes correspondentes a cada ket e bra, serdo:

1
=], (Hil=(10 0 0); (A8)
0
0
0
1
H,2) = L (H2l=(0100); A9
H2) = || 2= ) (A.9)
0
0
0
V.1) = C(Vial=(0 01 0); (A.10)
1
0
0
V.2) = ! ; <V,2\=(0 00 1). (A.11)
0
1

Com isto em maos, cada operador das expressoes de (A.5) a (A.7) serdo matricialmente

eXpressos como

1000 1000 0000
. 0100 . 0000 ~ 0100
K@Z 1-P ;Klz\/ﬁ ;Klz\/ﬁ
0010 0010 0000
0001 0000 0001
(A.12)

Esses elementos compdem a soma de operadores que gera o estado do sistema evoluido Eq.
(3.16). Assim,

Ps = Kips K" = KopsK§ + Kips K] + Kops K. (A.13)



Apos a substituicao de cada operador, lembrando que o sistema inicial é representado pela

matriz (4.16), chegamos a matriz densidade reduzida

P11 (1 - P)P12 P13 (1 - P)P14

P (1= P)pa P22 (1= P)pas P24
P31 (1 —=P)ps2 033 (1 = P)psa

(1 - P)P41 P42 (1 - P),O43 P44

(A.14)

Na condicao (1 — P)", com n — oo, (1 — P)" = e~!t. Entdo, a matriz densidade reduzida

em funcao de t fica

P11 YP12 P13 VP14
prs(t) = VP21 P22 VP23 P24 ’ (A.15)
P31 VP32 P33 VP34

YP41 P42 VP43 P44

onde vy = eI,

Ambiente birrefringente

Para esse ambiente, notemos que a diferenca agora reside na existéncia da influéncia
dos caminhos dos fétons e do estado de polarizacao. Deste modo, uma vez que um féton
com algum estado de polarizacao interage com um constituinte do ambiente, esse por sua
vez causa no féton defasagem acompanhado com eventos de espalhamento. Isto ¢, da

interacao pode ocorrer que:

|H,1)|E) —> V1 — P|H,1)|E,) + VP|H,2)|E), (A.16a)
|H,2)|Ey) — V/1— P|H,2)|E) + VP|H, 1)|E), (A.16b)
IV, 1)|Ey) — V1= P|V,1)|Ey) + VP|V,2)|Es), (A.16¢)
V,2)|Eo) — V1= P|V,2)|Ey) + VP|V,1)|Ey). (A.16d)

Cada interacao do ambiente com os estados dos fétons fard com que ele sofra uma transicao
para estados diferentes. Isto porque ha dois condicionantes regentes da interagao: polari-
zagao e caminho. Resultado: ambiente sofre mudanga de |Ey) para {|E4),|E2), |Es), |E4)}
dependendo do estado do foton.

O operador evolucao unitaria para essa interacao é:
O = VI P(H,1)|Eo){H,1[{Eo| + |H,2)|Eo)(H,2{Eo| + |V, 1)| E}{V, 1{Eq

+[V,2)[ Bo) (V. 2/(Eo|) + VP(|H, 2)| Ev)(H, 1[(Eo| + |H, 1)| E2) (H, 2|(Eo| +
+HV, 2) [ E3)(V, L(Eo| + [V, DI EL)(V; 2[(Eo]). (A.17)



Em seguida, os operadores de Kraus ganham as expressoes

K0:<60|U|€0> = V1_P(|H71><H71|+|H72><H72|+|V’1><V71|)

= v1-—PI, (A.18)
Ky = (e1|Uleo) = VP(|H,2)(H,1|), (A.19)
Ky = (es|Ule) = VP(|H,1)(H,2|), (A.20)
Ks = (es|Uleo) = VP(V,2)(V, 1)), (A.21)
Ky = (edUlee) = VP(V,1)(V,2)), (A.22)
cuja representacao matricial é
1 000 0000 01 00
. 01 00 N 1 0 00 A 0000
Koy=v1-P - K, =VP Ky =+P :
0010 0000 0000
0 0 01 0000 00 00
(A.23)
0000 00 00
. 0000 A 0000
Ky =+VP K, =VP ; (A.24)
0000 0001
0010 0000
Construindo agora a matriz densidade reduzida, o estado final dos fétons sera
Bpi1 + Ppas Bp12 Bpi3 Bp14
s — Bp2 Bpa2 + Ppia Bp23 Bp24 (A.25)
Bp31 Bps2 Bpsz + Ppaa B34
Bpu Bpaz Bpas Bpaa + Pps3

com (1 — P) = /. Na condigdo (1 — P)", com n —» oo, (1 — P)" = ¢~!*. Entao, a matriz

densidade reduzida em funcgao de t fica

Yp11 + €pP22 YP12 YP13 YP14
A Y P21 Yp22 + €p11 VP23 Y P24
pgs(t) = N (AQG)
YP31 Y P32 YP33 + €044 Y P34
YP4 YP42 YP43 YPasa + €P33
onde e = (1 —e 1) ey=cTtt



Expressoes da Visibilidade e da Distinguibilidade para os dois ambi-
entes

Nesta secao nds mostraremos as expressoes responsaveis pelos comportamentos dos

graficos do Capitulo 6.

Apéds encontrar as matrizes gerais (A.15) e (A.26), podemos substituir qualquer estado
inicial que quisermos. Aqui, nés escolhemos usar um estado que tivesse visibilidade e
distinguibilidade inicial diferente de zero. Esse estado é:

1

) = 5 H. 1)+ 5(H.2) +V.2) (A.27)

que na representacao do operador densidade fica

1 1 1
H= = —|H,1){H, 1|+ —%=|H,1){(H,2| + —=|H, 1){(V, 2| +
p= )¢ 51, 1) 2\/§| )(H, 2| 2ﬂl (V2]
1 1 1
——|H,2)(H, 1|+ - |H,2){H,2| + = |H,2)(V, 2| +
SR H |+ J1H.2)(H.2)+ 5 1H.2) (V.2
1 1 1
—|\V,2)(H, 1| + = |V, 2)(H, 2| + — |V, 2)(V, 2|. A28
2\/§|><|4|><|4|><| (A.28)
Isso quer dizer que, para a intera¢ao com o primeiro ambiente, a Eq. (A.15) fica
1 1 1
2 w30 0 e
B b0 ]
he(t) = | 2v2 , A.29
prs(t) 0 0 0 0 ( )
40
onde v = e,
Agora, relembrando as expressoes dos quantificadores V' e D, que sao
1
V=2lpiatpul; D={lats+la—7} (A.30)

com & = p11—pP22+P33— P44, Y = \/042 +4[[8]2 — k], B = p1a—pas e k = (p11—p22) (P33~ paa)-
Sendo assim, substituindo valores de (A.29) em V' e em D, temos

2 2
V= ‘gyefﬂ; D = \g (A.31)

Agora, para a interacdo com o segundo ambiente, a Eq. (A.26) é resumida a

1 1 1 1
7 +3(1=7) 737 0 757
1 1 1 1
psty= | w weltmal 0 (A.32)
0 0 {1=v) O
1 1 1
Vol il 0 17

onde v = eI, Por fim, as expressoes de V e D para esse caso serao:

2
V= \2_\6_”\; D =

(A.33)




B Decomposicao de Schmidt e purificacao

A decomposicao de Schimidt esté estreitamente relacionada no procedimento de purifi-
cagao de um estado misto (que aqui é o ambiente). A partir dessas ferramentas, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que o ambiente se inicia em um estado puro antes da
interagdo com o sistema. Isso porque se deixassemos que ele iniciasse num estado misto,
haveria uma forma de purificagdo onde usariamos o apoio de um sistema “ficticio” para
ajudar a purificar esse estado, de tal modo que em nossas derivagoes, esse procedimento
entraria como um passo intermediario, apenas. Aqui, nés podemos supor que em volta do

ambiente que circunda o sistema, hd um outro ambiente maior como mostra a Fig. 20.
o Decomposicao de Schmidt

Digamos que {|a;)} é uma base para H, e {|b;)} ¢ uma base para Hp, qualquer estado

|v)) € Hap, desse sistema composto, é escrito como

[0y = Y cijlas) @ |b;). (B.1)
ij=1
Existe uma forma especial chamada de decomposicao de Schmidt, que diz que, para bases

adequadas, a soma em {7, j} quando i # j resulta em ¢;; = 0.

Definigcao: Dado que |¢)) é um estado puro de um sistema composto, AB, existem

bases ortonormais {|is)} para A e {|ig)} para B, tais que podemos escrever [1, 73]

i) =D cilia) ® lig), (B.2)

=1

onde ¢; sdo nimeros reais nao negativos e 3, ¢7 = 1 sdo os coeficientes de Schmidt. Assim,

pela decomposicao de Schmidt, os estados reduzidos de cada subsistema sao

pa= 3" lia)ia (B.3)

pp =Y Alin)in| (B.4)

Eles sao diagonais na mesma base possuindo o mesmo espectro. Seus autovalores idénticos

mostram que as propriedades de ambos os subsistemas sao as mesmas.
o Purificagdo

Vamos agora supor um estado p4 do ambiente A. Ao invés de usarmos esse estado
misto podemos articula-lo a um outro sistema, que denotamos por A’ (Fig. 20) e definir
um estado puro |1 44/) composto [4, 1, 31]. O beneficio disso é conseguir derivar, através da

operagao traco parcial, o operador densidade g4 diretamente do operador densidade puro



do sistema composto paar = |Yaa){|thaa|. Assumindo que A’ tem a mesma dimensao
do espaco de A e base ortonormal |ia) € que ps tem uma decomposi¢ao ortonormal
pa = >ipilia)(ial, pela decomposicdo de Schmidt conseguimos adivinhar que tipo de

estado devemos ter desses subsistemas combinados, ou seja,
[W)an =D /pilia) @ liar). (B.5)
i

Aplicando o traco parcial para o sistema A’, encontramos o seguinte operador densidade
do estado reduzido de A:

pa=tro([ban)(Wanl) = D \/Pipjlia)(jaltriia)(ial (B.6)
- vaipj|iA><jA|5ij (B.7)
= Zpi’iA><iA|- (B.8)

Assim, [144/) é a purificagdo de p4. Notamos que nao importa a forma como declaramos
A’, isso nao afeta o operador densidade reduzida de A. Isso quer dizer que se realizarmos
uma operacao unitaria [¢0') = (I @ U)|y), esta operacdo nao afeta o trago parcial por ele

ser independente da base e portando o estado de A.

AF

Figura 20 — Representagao sistema composto S + A envolto por um sistema maior A’. O
sistema pode ser influenciado pelo ambiente A que o circunda. O ambiente
maior A’ pode ser usado como o sistema ‘ficticio’ no processo de purificacao
do ambiente A. Figura adaptada de [6].
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Abstract

Wave—particle duality is certainly one of the most curious concepts of contemporary
physics, which ascribes mutually exclusive behaviors to quantum systems that cannot
be observed simultaneously. In the context of two-path interferometers, these two
behaviors are usually described in terms of the visibility of interference fringes and
the path distinguishability. Here, we use quantum information-theoretic tools to derive
quantifiers of these two properties, which account for the combined influence of path
probability and polarization, and demonstrate that they satisfy a complementarity
relation. We further show that the derived quantities can work as probes in the study of
open quantum dynamics by revealing interesting facets of environment actions, such
as decoherence, depolarization and scattering.

Keywords Complementarity relations - Polarization influence -
Open quantum systems

1 Introduction

One of the most curious and intriguing features of quantum mechanics is the wave—
particle behavior. In 1928, Bohr called attention to this dual aspect of quantum systems,
which sometimes manifest themselves as waves and sometimes as particles, depending
on the experimental setup to which they are submitted [1]. In the context of the double-
slit experiment, the complementary wave and particle behaviors were pointed out by
Feynman as “the only mystery” of quantum mechanics [2]. Later on, a quantitative
approach to this problem was presented by Wootters and Zurek, who showed that the
two complementary aspects might be simultaneously present [3].
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