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Resumo

Nesta tese estudamos a interagao de um qubit inicialmente no estado puro interagindo
com ambientes constituidos por qubits em estados térmicos, a partir de modelos quanticos
colisionais. Inicialmente propomos a interacao do sistema principal com um qubit no estado
térmico (ambiente), onde foi possivel percebermos o surgimento da nao markovianidade
quantica, que em sistemas quanticos abertos esta associada aos casos onde a informacao
que fluiu do sistema para o ambiente eventualmente retorna do ambiente para o sistema.
No estudo foram encontrados comportamentos regulares e cadticos a partir das variagoes
nas probabilidades de transicao dos niveis de energia do sistema e do ambiente. Tais
comportamentos sao percebidos na dinamica do emaranhamento e da coeréncia do sistema.
Em seguida, acrescentamos qubits em estados térmicos ao ambiente e investigamos as
interagoes do sistema principal, onde ja incluimos o emaranhamento ao longo das colisoes.
O resultado disto, além do comportamento cadtico na dindmica de coeréncia, foi a dimi-
nuicao da nao markovianidade do sistema, onde avaliamos isto pelo traco da distancia e
pelo quantificador BLP, quando o ambiente passa de dois para trés qubits. A conclusao
do estudo foi que o aumento de constituintes do ambiente implica numa transicao da
dinamica quantica nao markoviana para a markoviana, uma percepgao que até entao nao

havia sido explicada sob o presente ponto de vista na literatura.

Palavras-chave: Modelos quanticos colisionais; nao markovianidade quantica; markovia-

nidade quantica; caos; regularidade.



Abstract

In this thesis we study the interaction of a qubit initially in the pure state interacting
with environments constituted by qubits in thermal states, based on collisional quan-
tum models. We initially propose the interaction of the main system with a qubit in
the thermal state (environment), where it was possible to perceive the inhabited of the
quantum non-Markovianity, which in open quantum systems is associated with cases where
information that flowed from the system to the environment eventually returns from the
environment to the system. In the study, regular and chaotic behaviors were found from
the variations in the transition probabilities of the levels of energy from the system and
the environment. Such behaviors are perceived in the dynamics of the entanglement and
coherence of the system. Then we add qubits into states thermal effects to the environment
and investigated how the interactions of the main system, where we already included
entanglement along collisions. The result of this, in addition to the chaotic behavior in the
interaction dynamics, was the decrease in the non-Markovianity of the system, where we
evaluate this by the trace distance and BLP quantifier, when the environment passes from
two to three qubits. The conclusion of the study was that the increase of constituents of the
environment implies a transition from non-Markovian to Markovian quantum dynamics,
a perception that until then had not been explained under the present viewpoint in the

literature.

Keywords: Collision quantum models; quantum non-Markovianity; quantum Markovia-

nity; chaos; regularity.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nesta introducao buscaremos apresentar alguns contextos da mecanica quantica que
motivaram a pesquisa contida na tese. Para tanto, na secao 1.1 relataremos resumidamente
os aspectos fundamentais para a construcao da tese, que sao os modelos quanticos colisionais
e a nao markovianidade quantica. Na secao 1.2 serao descritas as indagagoes a respeito do
que as pesquisas atuais nao apresentam nos estudos de nao markovianidade quantica e o
porqué de averiguarmos isto. Ja4 na ultima se¢ao 1.3, relataremos os contetidos presentes

nos capitulos subsequentes da tese.

1.1 Modelos quanticos colisionais e ndao markovianidade quantica

Nos ultimos vinte anos, pesquisadores tém se dedicado ao estudo de fundamentos
e aplica¢bes da mecénica quantica na computacao e informagao, bem como no desen-
volvimento de outras tecnologias [4,7]. Muitas das investigac¢oes ja foram teorizadas e
comprovadas, a exemplo da codificacdo superdensa, que considera qubits emaranhados
para transmitir dois bits classicos de informagao [2,8], ou do teletransporte quéantico, onde
um emissor pode enviar informacao quantica para um receptor a partir do compartilha-
mento de particulas emaranhadas entre eles [2,9]. Além das pesquisas em informagao e
computacao, a mecanica quantica tem se estendido a outros campos da ciéncia, como
a termodindmica [10,11], que a partir de sistemas quinticos é possivel investigar ciclos
termodindmicos [12], maquinas térmicas quanticas [12,13] e efeitos de energia coerente, a

exemplo da reformulacdo da primeira lei da termodindmica quantica [14].

Modelos quanticos colisionais tém sido utilizados para descrever os estudos mencio-
nados anteriormente. Neste sentido, podemos considerar um sistema quantico interagindo

com varios subsistemas que constituem o ambiente. Num dos primeiros trabalhos sobre
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MQC, estudou-se como gerar relaxacao de spins e osciladores harmonicos que intera-

gem [4,15]. Anos depois, surgiram estudos voltados para medidas quénticas [4,16,17].

Os MQC podem exibir dindmica markoviana e nao markoviana dentro do contexto
quantico, apesar dos termos se referirem a processos estocasticos classicos, onde se evi-
denciam efeitos de meméria [18]. Pelo fato de ndo haver uma relagao direta entre nao
markovianidade classica e quintica, recorremos a conceitos presentes na literatura que
nos permite medir o grau de ndo markovianidade quantica, pois assim podemos avaliar os
efeitos de memoria nos MQC. Durante um processo colisional quéantico, percebemos que
na dindmica markoviana o sistema principal perde informacao para o ambiente, enquanto
que na nao markoviana, além de acontecer esta situacao, o ambiente acaba devolvendo
informagao para o sistema [19]. Este fato pode ainda estar associado a ida e volta de

energia [20,21], o que denominaremos aqui por refluxo energético.

Processos quanticos nao markovianos tém sido estudados em seus fundamentos
fisicos através de correlagoes entre sistemas e ambientes a partir de experimentos, como o

descrito a seguir [1].

SMF - Singlemode Optic Fiber 405nm
Laser Source

PBS - Polarizing Beam Splitter

Power
Control
QWP - Quarter Wave Plate

PPKTP - Non Linear Crystal
FPGA

HWP - Half Wave Plate Counter

IF - Interference Filter

M - Mirror

CF - Color Filter

DM - Dichroic Filter

405mn -

810nm -

Figura 1 — Esquema experimental retirado da Ref. [1].

De acordo com a Ref. [1], no experimento da Figura 1, fétons gémeos sao criados com
polarizagdo emaranhada a partir de uma fonte. Um féton (sistema s) é enviado a partir de
um cristal liquido correlacionado que representa um ambiente, enquanto que o outro féton
(ancilla a) segue livremente. Assim, o estado bipartido é medido por tomografia do estado
completo nos tempos tg, t1 e ty. Os cristais liquidos (LCs) funcionam como retardadores
de fase, com a fase relativa entre os componentes de radiacao ordinaria e extraordinaria
dependendo da voltagem aplicada. A partir do experimento os autores concluiram que a

nao markovianidade existe ainda que a correlagao entre sistema e ambiente aumente. No
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trabalho também se estuda a transicao do regime de correlagao forte e fraca para uma

melhor compreensao da nao markovianidade quantica.

1.2 Indagacoes sobre a nao markovianidade quantica

Além do estudo demonstrado anteriormente, a nao markovianidade é investigada
em modelos utilizando o canal amplitude de amortecimento [22], condensado de Bose-
Einstein [23,24], biologia de complexos fotossintéticos [25-27] e na melhoria da capacidade
de canais quanticos [28]. Nestes trabalhos, os pesquisadores ainda estudam a transi¢ao
da markovianidade para a nao markovianidade [29], mas nao explicam a influéncia do
tamanho do ambiente na dindmica. Este é um questionamento fundamental, tendo em
vista que os efeitos de decoeréncia ocorrem em escalas macroscépicas [30], onde o sistema
quantico perde informagcao para o ambiente. Por conta disto, procuraremos investigar aqui
a dindmica nao markoviana em MQC a partir de um ambiente com poucos constituintes.
Com este intuito, consideraremos um qubit como sistema principal interagido com qubits

no estado térmico.

A partir das discussoes anteriores, surgem alguns questionamentos dentro do tema.
Como podemos descrever o fluxo de informacao entre um sistema e ambientes de diferentes
tamanhos? O que caracteriza e quantifica essa dindmica? Quais grandezas quanticas
podem ser utilizadas para descrever o fluxo de informacao? Dependendo dos resultados
apresentados, é necessario utilizar outros conhecimentos da fisica? Ha um limite para o
qual ocorra uma transicao da dinamica nao markoviana para markoviana? Veremos como

responder a estas perguntas na préxima secao.

1.3 Estrutura da tese

Com o intuito de responder os questionamentos apresentados no paragrafo anterior,
estruturamos a tese de forma logica para explicar os resultados do estudo. No capitulo 2
descreveremos os conceitos tedricos da mecénica quantica utilizados na teoria da informagao
quantica, comegando pelos postulados, passando por sistemas quanticos abertos, indo em
direcdo a uma revisao do operador densidade. Ainda no mesmo capitulo, discorreremos
sobre os qubits e aspectos pontuais do emaranhamento e da coeréncia. Nas tltimas se¢oes
apresentaremos a teoria dos canais quanticos. No capitulo 3 revisaremos as caracteristicas
mais gerais da nao markovianidade quantica, onde serd necessario entendermos alguns
aspectos classicos. Com relacao as particularidades quanticas, exemplificaremos MQC e

depois apresentaremos o que testifica e quantifica a ndo markovianidade quantica.

Apos as discussoes apresentadas anteriormente, serd necessario elencarmos alguns

elementos da teoria do caos classico no capitulo 4, onde descreveremos sobre sistemas
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dinamicos, espacos de fase, séries temporais e diagramas de bifurcacao, utilizando modelos
ja conhecidos na literatura. Isto é importante, pois no capitulo 5 usaremos algumas
nogoes da TCC para descrevermos a dinamica de dois qubits interagindo via colisoes.
Para tanto, utilizaremos o canal amplitude de amortecimento generalizado. Veremos os
comportamentos cadtico e regular da coeréncia e do emaranhamento apresentados no
sistema. Além disso, discutiremos sobre o diagrama de coeréncia, que é andlogo ao diagrama
de bifurcagao da TCC.

No capitulo 6 mostraremos os resultados da dinamica nao markoviana quando
acrescentamos mais qubits térmicos ao ambiente. Ainda neste estudo ja consideraremos o
emaranhamento incluso na dindmica e perceberemos o comportamento cadtico no trago
da distancia e na coeréncia. Além disso, mostraremos os resultados da transicao entre a
nao markovianidade e markovianidade quantica, bem como explicitaremos que o tamanho
do ambiente contribui significativamente para esta modificacdo da dindmica através de
resultados quantitativos da medida BLP, desenvolvidos por H. Breuer, E. Laine e J.
Piilo [31,32]. No capitulo 7, apresentaremos as consideracoes finais e perspectivas do nosso

estudo.
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CAPITULO 2

CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo é reservado para uma revisao de fundamentos utilizados nas teorias
da informacao, computagao e termodinamica quantica. Inicialmente discutiremos sobre os
postulados da mecanica quantica, com enfoque em sistemas quanticos fechados. Depois,
descreveremos sistemas quanticos abertos. Em seguida, o capitulo se estendera na discussao
do operador densidade e suas implicagdes. A partir deste conhecimento, abordaremos sobre
os qubits. No penultimo bloco de assuntos, discutiremos sobre emaranhamento e coeréncia.
Por fim, apresentaremos o formalismo matemaéatico dos canais quanticos juntamente com

algumas aplicacoes.

2.1 Os postulados da mecanica quantica

O objetivo nesta secdo é de sumarizarmos alguns conceitos nos quais a teoria
quantica estda fundamentada, pois as ideias abordadas aqui serao vistas no decorrer da
tese. Entdo, enunciemos os postulados da mecanica quéntica [2], que neste contexto se

aplicam a sistemas fechados.

Postulado 1. Um sistema fisico isolado é associado ao espaco de Hilbert H, que é um
espago vetorial complexo com produto interno. H é conhecido como espago de estados do
sistema. Um sistema tem sua descricao completa a partir de um vetor de estado no espaco
de Hilbert.

Postulado 2. A dindmica de um sistema quantico fechado se dd por uma transformacao
unitaria. Ou seja, um estado |Yg) no tempo ty evolui para o estado |¢1) num tempo t, a

partir de um operador unitdario U que so depende dos tempos ty e ty. Isto €,

(1) = U [tho) (2.1)
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Postulado 2. 1. Este postulado é uma sofisticacio do anterior. Neste se afirma que a
evolugdo temporal de um sistema quantico fechado em um estado |¢) é dada pela equagio
de Schrodinger como

z’hd!;f) = H ), (2.2)

onde H € o operador hamiltoniano do sistema.

Postulado 3. As medidas quanticas sao descritas por uma colegcdo {Mm} de operadores
de medida que atuam no espaco de Hilbert onde o sistema € medido. Se imediatamente
antes da medida o estado do sistema € |1), a probabilidade p(m) de ocorrer m é expressa

como
p(m) = (| M M, |v), (2.3)

e depois da medida o estado |¢) sofre a transformagao

M, |0
[y — _ T’ A> : (2.4)
V@l VL [)
Além disso, os operadores de medidas obedecem a relagdo de completeza
SO MM, =1, (2.5)

onde I é o operador identidade.

Postulado 4. Um sistema composto terd o espaco de estados constituido pelo produto
tensorial dos espagos de Hilbert dos sistemas fisicos individuais. Entretanto, se existem N
sistemas que podem ser enumerados e um sistema k estd preparado no estado |1y), entdo
0 estado do sistema total serd |11) & |1h9) @ ... ® |n) = |11, s, ..., ¥N), que de agora em

diante usaremos esta notacao para representar o produto tensorial entre kets.

2.2 Sistemas quanticos abertos

Um sistema quéantico aberto S é aquele que estd acoplado a outro sistema quantico
E denominado ambiente [33], como pode ser visto na Figura 2. Desta forma, S é um
subsistema de um sistema total constituido por “S+ E”. O estado de S pode mudar devido
a interacao com FE, ocasionando até mesmo correlacoes entre sistema e ambiente. Assim,
se quisermos saber alguma informacao de S, recorremos a dindmica do operador densidade

reduzido do sistema composto [33], como veremos adiante.

Sejam Hg e Hp os espagos de Hilbert do sistema quantico aberto e do ambiente,
respectivamente. Com isso, o espaco de estados para o sistema composto é Hsp = HsQHE.

Desta forma, o operador hamiltoniano Hgp do sistema total é dado por

F[SEZFIS®?E+IAS®F[E+[:II, (26)
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Figura 2 — Representacao esquematica de um sistema quéntico aberto S interagindo com
um ambiente F/, onde Hg, Hg e Hy sdo os operadores hamiltonianos de S, E e
de interacao, respectivamente.

onde Hg e Hg sao os operadores hamiltonianos do sistema aberto e do ambiente, respecti-
vamente. Temos também que Ig e [g sdo os respectivos operadores identidade do sistema

e ambiente. J4 H; é o hamiltoniano de interacio [18,33].

Para a descricdo da dinamica de sistemas quanticos abertos utilizaremos o forma-

lismo do operador densidade, como veremos na proxima segao.

2.3 Operador densidade

O operador densidade foi criado por J. von Neumann em 1927 [34] e tem uma
importancia fundamental no estudo de sistema quanticos abertos. Para compreendermos
o conceito do operador, daqui por diante nos basearemos nas referéncias [2,34], que sé
serao citadas em situagoes enfaticas. Caso seja(m) necessaria(as) outra(as) referéncia(as),

esta(s) serd(ao) citada(s) no decorrer do texto.

2.3.1 Estados mistos e puros

Para entendermos os conceitos descritos no titulo desta subsecao, comecemos por
considerar atomos de prata colocados num forno e que ainda nao foram submetidos
ao processo de filtragem no experimento de Stern-Gelarch. Quando os atomos estao
enclausurados, as orientagoes de seus spins sao aleatérias. Pelo fato de ndo sabermos sobre
tais orientagoes, recorremos ao conceito de peso probabilistico, onde podemos dizer, por
exemplo, que um percentual de dtomos estd no estado up (|e)), outro no estado down (|f))

e outro numa superposicao de up e down (ro|f) + sole) : ro, so € C). Esta situacao é um
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tipico exemplo de ensemble misto, cujo operador densidade é dado por
p=2_pi V5 (Wl (2.7)
J

onde p; é a probabilidade de uma certa quantidade de atomos estar no estado [t);). Além

disso,

ij = 1. (2.8)

Suponhamos agora que elementos de uma certa colecdo de atomos de prata ao
passarem pela regiao de campo magnético nao uniforme s6 adquiram spin up (|e)). Este
exemplo é caracteristico do ensemble puro, ou seja, quando o sistema fisico pode ser

descrito por um ket [35]. Portanto, o operador densidade neste caso sera

p=le) el (2.9)

indicando que 100% dos constituintes do sistema estao em um unico estado de spin.

Generalizando o conceito para um dado estado puro |¢) qualquer, temos que
p=10){dl. (2.10)

Além disso, para que um ensemble seja puro deve satisfazer a condigao de T'r(p?) = 1,

enquanto que para o ensemble misto o critério Tr(p?) < 1 deve ser satisfeito.

Podemos fazer uma observagao quanto ao estado puro. Da Eq. (2.10), temos que

p* = 10) (6l 9) (¢ = |9) (¢] = h, (2.11)

que para um autoket |v) de p, obtemos
PP lv) = plv) = A v) = Av), (2.12)
onde A sao autovalores de p. Desta forma, extraimos que
AA—=1)=0, (2.13)

e portanto A = 0 ou A = 1, significando que estes sao os dois resultados para os autovalores

do operador densidade de um ensemble puro.

2.3.2 Propriedades do operador densidade

Das Egs. (2.7) e (2.10) percebemos que o operador densidade é hermitiano, inde-

pendentemente do ensemble ser misto ou puro.
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Demonstragio. Da Eq. (2.7) temos que para o ensemble misto
Zpy [03) (5] Zpg W) (W3] = 1, (2.14)
ja que p; € R.
Para o ensemble puro, temos da Eq. (2.10) que
ot = (Jy) ()t = [w5) (3] = p. (2.15)
|

Enunciaremos a seguir um teorema que define duas caracteristicas importantes do

operador densidade.

Teorema 1. O operador p € um operador densidade relacionado a algum ensemble se, e

somente se, satisfaz as sequintes condicoes:

1. Condigao do trago, quando Tr(p) = 1.

2. Condicdo de positividade, quando p é um operador positivo'.

Demonstracdo. Seja

p=2_pili){

um operador densidade. Entao, o traco de p na base {|l)} é

ij l|.7 .7|l ijdl] gl — ij - 1

pela Eq. (2.8). Desta forma a primeira condi¢ao do teorema é satisfeita.

Se |v) é um ket qualquer no espago de Hilbert, entéo,
(] plv) = ij ) (jlv) = ij vlj) 2 >0,

satisfazendo assim a segunda condi¢ao do teorema.

1

valida a condicdo (r| R|r) € R;.

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Um operador R seré positivo se para um vetor |r) qualquer do espago de Hilbert em questdo for sempre
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2.3.3 Operador densidade reduzido

O conceito de operador densidade reduzido foi introduzido por P. A. M. Dirac em
1930 [36]. Para compreendermos a ideia, consideremos dois sistemas quanticos J e V', em
que algum procedimento tenha sido feito sobre os dois, de tal modo que tenhamos acesso
ao operador densidade do sistema composto p . Se quisermos saber a informacao sobre

um dos sistemas, digamos o J, recorremos a expressao

ps="Trv(psv), (2.19)

onde Try(pyy) é o trago parcial sobre os estados de V. De igual modo, se desejarmos

obter uma informacao do sistema V', tomamos

pv =Tr;(psv), (2.20)

onde T'r;(pyv) € o trago parcial sobre os estados de J.

2.3.4 Algumas consequéncias do operador densidade

Dividiremos esta subse¢ao em duas partes, onde (i) abordaremos acerca da média
de um operador e (ii) sobre a evolugao de ensembles no tempo. Estes dois assuntos sao
importantes, pois servem de base para discutirmos a respeito do operador densidade no

estado de Gibbs, que é conteido da proxima subsecao.

2.3.4.1 Meédia de um operador

Considere um operador O atuando num ensemble misto. Assim, a média de O

sobre o ensemble é

0O) =
(0) S

onde p,, esta relacionado com o operador densidade, designando a probabilidade do sistema

: (2.21)

estar em um estado |m). Além disso, sabemos que >, p, = 1, de acordo com a Eq. (2.8).

Desta forma, reescrevemos a equagao anterior como

(O) =3 pm (m| O |m). (2.22)

Vamos aplicar na Eq. (2.22) um operador identidade em uma base genérica {|a’)}

e outro na base {|0')}. Assim, efetuando os célculos, temos que

(0) = > pm (ml (X1 @' JO( V) (01T ) )

b/

= 32223 pu (mla) ' lm) (a'| O |0) (2.23)

a’ b m

=323 W{ X pmm) (m] }|d) (| O W) .

a’ b
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O termo entre chaves é a defini¢cdo de operador densidade p para o estado misto,
como visto na Eq. (2.7). Portanto, a Eq. (2.23) fica

= > (V| pld) (| OW)
a
=Y W1p[ Y1) (@ |O ) (2.24)
b a’
=> (W0 ),
b/
cujo lado direito ¢ a defini¢ao de traco. Logo, reescrevemos a equagao anterior como

(0) = Tr(p0). (2.25)

2.3.4.2 Evolucdo de ensembles no tempo
Seja
p=2_p;|v5) (Wl (2.26)
J

o operador densidade de um sistema quantico num tempo ty. Entao, a evolucao temporal

de p sera regida pela equacao

Z Ja‘% 1/’J|+Z P |[¥5) < ’ (2.27)

Multiplicando ambos os lados de (2.27) por ik e rearranjando os termos, obtemos

zhgf Zp]<la|¢j>><l/1]| ijwj)(—magfj'). (2.28)

J J

Da Equacao de Schrodinger, temos que

SOl

ini = Ay, (2.20)
enquanto que no espaco dual

il g, (2:30)

pois o operador hamiltoniano H é hermitiano. Substituindo as Egs. (2.29) e (2.30) na
(2.28), temos que

Zh p ZPJHWJJ ¢J Zpﬂ WJJ ¢J|H

= Al w) - (Swle )

(2.31)
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Note que os termos entre parénteses definem o operador p dado na Eq. (2.26).

Desta forma, a Eq. (2.31) serd dada por
9p

h— = Hp— pH 2.32
tho, = Hp—pH, (2.32)
que pela relagdo de comutacao, adquirimos

N .

que é denominada de equagao de von Neumann [33,37].

2.3.5 Operador densidade no estado de Gibbs

Da mecanica estatistica classica sabemos que o ensemble canonico é um formalismo
utilizado para descrever o equilibrio térmico de um sistema termodinamico L em contato
com um reservatorio F' muito maior que L [38-40]. Dentro deste formalismo, através da
fungao de particao candnica Z (cuja expressao matematica sera dada adiante) conectada
a energia livre de Helmholtz, somos capazes de obter as quantidades termodinamicas

desejaveis, como pressao, entropia e energia interna.

Nesta tese utilizaremos a mecanica estatistica quantica para obter o operador
densidade no estado de Gibbs. Assim, no equilibrio térmico, esperamos que um sistema
quantico obedeca a relagao

op

— =0. 2.34

T (2.34)
Deste resultado e da Eq. (2.33), temos que [p, H ] = 0. A partir disto, nos basearemos no

teorema enunciado a seguir [34].

Teorema 2. Se [p, ]fl] =0 e os autovalores de H ndo sio degenerados, entdo p pode ser

escrito na forma diagonal dos autokets {|n)} que constituem a base de H.

Portanto,
5= Y paln) (nl, (2.35)
onde p,, ¢ a probabilidade do sistema estar num estado |n) [41].

Para prosseguir nas andlises, utilizaremos a entropia termodinamica Sr, para que

haja uma conexao entre a termodindmica e o operador densidade. Assim, temos [14]

St = —kpTr|pInp|. (2.36)

Como p estd na forma diagonal, podemos definir a fun¢ao de tal operador como
f(p) =2, f(pn) In) (n] [2]. Assim, substituindo a Eq.(2.35) na (2.36), temos que

Sr = —kg Y piIn(pm) (n|l)(lIm) (m|n)
tmn (2.37)
= —kB Z P ln(pm)énlélmémn

Imn
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Portanto,
ST = _k'B an 1n<pn) (238)

Vamos agora utilizar a condi¢ao de que no equilibrio a entropia é maxima [39]. Ou
seja, tomaremos 057 = 0 = 5{271 Dn ln(pn)} = 0. Para tanto, utilizaremos o método de
multiplicadores de Lagrange, cujas restrigoes das nossas andlises sdo (i) a energia interna do
sistema dada por U = (H) = Tr(ﬁI:I) =>,.PnE, (onde E, é fixa) e (ii) p=>,p, = 1.
Além disso, consideraremos a expressao Sr/kg = — >, pnIn(p,), pois isto nao afeta a

maximizac¢ao da entropia. Nestas condig¢oes, escrevemos a fungao de Lagrange £ como

L= }jT — U —wp
B (2.39)
- - an ln(pn) - 6anEn - Uzpn-
Extremizando £, temos que
1
6L =Y { — [6(pa) In(pn) + ;&pn)pn} — B8(pa) En — v3(p)} = 0. (2.40)

Portanto, multiplicando ambos os lados da tltima equagao por —1 e rearranjando os

termos, obtemos

> 3(pa) [ n(pn) + 1+ BE, +v| = 0. (2.41)

Para qualquer variacao d(p,), extraimos da igualdade anterior que
In(p,) + 1+ BE, +v=0. (2.42)
Da tultima equagao, apds algumas manipulagdoes matematicas, obtemos
pn = Coe™ ", (2.43)

onde Cy = exp(—1—wv) é uma constante que pode ser obtida pela condigdo de normalizagao.

Logo, 32, pn = Co 3, e PP =1, e portanto

1
Agora, substituindo a Eq. (2.44) na (2.43), obtemos
e~ PEn
Pn = WJ (2.45)

onde Z =¥, e PFn & a funcgdo de particdo. Substituindo o tltimo resultado na Eq. (2.35),

temos que
L1 _
= > e PP |n) (n]. (2.46)
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Note que
e P =%"e"PPn) (n|. (2.47)

Assim, substituindo a Eq. (2.47) na (2.46), obtemos

e—BH

5 — 2.4
p=—7 (2.48)

que é uma outra forma de escrever o operador densidade no estado de Gibbs, que também

pode ser chamado de estado térmico.

2.4 Qubit

Na teoria da informagao classica o bit (do inglés binary digit) quantifica a capacidade
de armazenamento da informagao, podendo assumir dois valores distintos: 0 ou 1 [42,43].
Geralmente a quantidade de informagao que pode ser armazenada num sistema classico de
N estados ¢ log, N, onde b é unidade escolhida para medir a informagao, que no caso do
bit é b = 2 [43-45].

Na teoria da informagao quantica o qubit (do inglés quantum bit) é o anélogo do
bit, podendo assumir os estados 0 ou 1, bem como uma superposicao destes. Em termos
matematicos, utilizaremos a notac¢do de Dirac para escrever 0 — |f) e 1 — |e) (baseado
em [46]), e desta forma obtemos os estados | f), |e) ou ag |f) + Bo |e) : ao, Bo € C [2,44].

Pelo fato de podermos tratar o qubit como qualquer sistema de dois niveis [44],
vamos pensar num sistema de spin 1/2, onde |f) e |e) sdo autokets do operador de Pauli

0.. Nesta base, escrevemos os operadores de Pauli como

F= U1 +1e) el = (é 2) , (2:49

. = 1) (el +1e) (1] = ((1) (1)) , (2.50

6y = ile) (£ = 1) (el) = (9 ‘OZ') (2.51)

]

e
R 1 0
0. =|f) (fI—le) (e] = : (2.52)
0 —1
Além disso, as seguintes relagoes de comutacao e anticomutagdo devem ser obede-
cidas:

(6,,6,] = 2i€ .6, (2.53)
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{6-;1» a-u} - 25,u.uja (254)

onde €,,, ¢ o simbolo de Levi-Civita e ¢,, o delta de Kronecker. Além disso, p, v e ¢ podem

representar ., y e z.

Os autokets dos operadores de Pauli 6, e 6, na base dos autokets de &, sao dados

respectivamente como

o) = = (1) £1e)) (2.55)

Sl

jy£) = j§(|f> tile)). (2.56)

Podemos representar um estado de qubit genérico |n) em termos de coordenadas

esféricas, relacionadas a esfera de Bloch, representada na Figura 3. Assim, temos que

|n) = cos (2) |f) 4 € sen (Z) le) (2.57)

onde 0 € [0, 7] e ¢ € [0, 27] sdo os angulos polar e azimutal, respectivamente [47,48]. Além
disso, cada ponto na superficie da esfera de Bloch representa um estado puro do qubit
indicado pelo vetor 7, que é unitério [44] e esté relacionado com as coordenadas cartesianas
na seguinte forma

7 = sen f cos ¢ + sen B sen ¢y + cos 2, (2.58)

cujos vetores do lado direito da Eq. (2.58) tem médulo igual a um e constituem a base

candnica do espago cartesiano [49)].

Figura 3 — Esfera de Bloch, onde cada ponto da superficie representa um estado puro do
qubit.
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2.4.1 O operador densidade do qubit

Da Eq. (2.57) temos que o operador densidade do qubit no estado puro é

p= bl = [ cos () 100+ esen (3) ] [ os (5 ) 1+ vosen (§) 1 |- 259

Portanto,
5 = cos? (Z) ) U] + e sen (Z) (g) el

0 0 p (2.60)
+ € sen <2> Cos <2> le) (f] + sen2<2> le) (e .
Das relagoes trigonométricas e da formula de Euler, temos que
0 1 0
cos? (2> = +§OS, (2.61)
0 1 —cosf
o R i 2.62
sen (2> 5 (2.62)
0 0 0
sen <2> oS <2> = se2n (2.63)
e
et = cos ¢ + i sen ¢. (2.64)

Substituindo as Eqs. (2.61), (2.62), (2.63) e (2.64) na (2.60), bem como organizando

os termos, obtemos

p =g { (19 1+ 1e) (el ) +cos dsend( 1) (el + Ie) (1])

(2.65)
+ sen gsen 6[i( [e) (f] — | £) (el )| + cosO(|f) (f] = le) (el ) }-
Das Eqs.(2.49), (2.50), (2.51) e (2.52), reescrevemos (2.65) como
p= ;{f + cos ¢ sen 06, + sen ¢ sen 06, + cos Hﬁz}
(2.66)

= ;{f+ (Cosqbsen9£+ sen ¢ sen 07 + 0056’2) . (63;@ + 6,9 + €rZ2> }

O primeiro termo destacado no lado direito de (2.66) é o vetor 7 da Eq. (2.58). J& o
segundo termo destacado serd definido como &. Desta forma, reescrevemos a Eq. (2.66)
como

1¢a-

p= §{I+F-a—}. (2.67)

J& sabemos que para o ensemble puro os autovalores de p valem zero ou um. Vamos

agora analisar o caso para o ensemble misto. Portanto, consideremos a expressao

p= ;{f+§-6}, (2.68)
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onde
§= 0.7+ 9,9+ g:2. (2.69)
Substituindo a Eq. (2.69) e 6 em (2.68), obtemos
1¢2
p= 5{1 + Gala + 90y + 9:0- - (2.70)

A partir da matriz identidade e das matrizes de Pauli, escrevemos a Eq. (2.70) como

1 (1 0\ g (0 1) g, (0 =i\ g (1 0O
= + +2 +2
”2(01) 2(10) 2(@ o) 2 \0 -1
(2.71)
_1 1+gz gx_igy
2 gm‘i‘igy 1_gz .

De (2.71), temos para a equacao de autovalores

det(p — &) = 0, (2.72)

onde ¢ sao os autovalores de p. Resolvendo a Eq. (2.72), temos

1
52—€—Z(gi+9§+g§—l)=07 (2.73)

&= ;

1 —/gz+9;+92
&= L (2.75)

2

cuja solucao é

Note que se g2 + gfj + g2 = 1, teremos & = 1 e & = 0, satisfazendo a condicio
do operador densidade para ensemble puros, valido para qualquer ponto na superficie da
esfera de Bloch. Por outro lado, se g2 + 95 +g>€R:0< g2+ 95 + g% < 1, entao &, & # 0,
de onde concluimos que o ensemble é misto, valido para qualquer ponto no interior da
esfera de Bloch. Quando |§] = 0= § = 0 e o0 estado é completamente misto [2], que da Eq.
(2.68) representamos o operador densidade como
I
5

e geometricamente é dado por um ponto no centro da esfera de Bloch.

p= (2.76)

2.5 Emaranhamento

Ja que no capitulo 5 caracterizaremos o emaranhamento em nosso sistema, é
necessario que nesta secao abordemos sobre o assunto, que faremos da maneira mais ele-
mentar possivel. Além disso, definiremos um quantificador de emaranhamento denominado

negatividade.
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2.5.1 Estados emaranhados

O termo emaranhamento foi cunhado do alemao verschrinkung, definido por E. R.
J. A. Schrédinger como a propriedade de correlagdes entre dois ou mais sistemas quanticos,
sendo esta uma caracteristica que pertence somente & mecénica quantica [44,50,51]. Uma
descrigao bastante diddtica sobre o conceito se encontra na Ref. [52], onde o autor relata
que dado um sistema quéantico S descrito por um vetor |¥) e composto por dois subsistemas
S; e Sy, onde tais estados podem ser puros ou mistos. Assim, |¥) estd S estd emaranhado
com relagdo a Sy e Sy, se nao puder ser escrito como produto tensorial de dois estados dos
subsistemas individuais, ou seja, |¥) # |1)1) @ |¢2), onde o primeiro ket se refere a Sy e o
segundo a S;. Com o intuito de exemplificarmos a ideia do emaranhamento, consideremos

os estados puros de dois qubits (apesar da descri¢do de estender a estados mistos):

a) = [, f) (2.77)

lag) = e, e). (2.78)

Com eles, podemos construir um estado
) = laa) +laz) = [f, /) + e, e) . (2.79)

Note que a equagao anterior nao pode ser escrita como um estado separado de um
sistema com outro. Portanto, definimos o estado anterior como emaranhado. Para que isto

se torne ainda mais claro, considere o seguinte estado:
¥) = L[1F. 0+ 16 + e )+ e,
- | S +i)] e [ F5(n+1)|

Note que a ultima equacao pode ser escrita como o produto tensorial de dois estados de

(2.80)

qubits individuais, diferentemente do que ocorre na Eq. (2.79). Portanto, o estado da Eq.

(2.80) ndo é emaranhado.

Para dois qubits emaranhados existe um conjunto de kets ortonormais que definem
a chamada base de Bell. Sao eles [2,44,51]:

1

¥1) = 5l.e) +le. ) (2.81)
_ 1

) = 5f.0) ~le. S (2.82)

B = (1. ) + les )], (2.83

S

2
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D7) = jﬁnf, )~ le.e)l. (2.84)

O emaranhamento nao é um caso especial de apenas dois qubits, mas pode acontecer
para um conjunto varios subsistemas, cada um representado por um espacgo de Hilbert
de dimensao geral. Por exemplo, podem acontecer casos, de trés qubits, em que apenas
dois estao emaranhados entre si. Um estado que representa esta situacao pode ser dado

como [44]
©) =S[1f e f) = le. fof) + 11 e.e) — e, f.e)]

(1fsey=le. ) @)+ (If.e) = le.f)) @1e) )] (2.85)
- | Bra-ten)]o| S(1n+10)]

Note que o primeiro termo destacado apés a igualdade é o estado |W~) da Eq. (2.82).

N~ DN -

Desta forma, reescrevemos a Eq. (2.85) como

o) =10 | (1 +10)| (2.56)

2.5.2 Negatividade do emaranhamento

O termo negatividade (N) foi estabelecido por G. Vidal e R. F. Werner em 2002 [53]
para quantificar o emaranhamento em sistemas quanticos de dois niveis, sejam eles mistos
ou puros. A definicdo considera que dado um sistema composto por €2 e I' com matriz

densidade p, temos que
3% - 1
2 )

onde pT@ é a matriz transposta parcial de p com relagio a Q e ||p7@|]; = TT{ (ﬁTﬂ)T(ﬁTﬂ)].

N(p) (2.87)

Desta definigdo, concluimos que se NV (p) = 0, entdo nao ocorre emaranhamento. Por outro

lado, se N'(p) # 0, entdo ha emaranhamento.

Uma forma alternativa de escrever N é definida nas Refs. [53,54] como
o
N @) =52 (Inl = 7). (2.88)

2 =
J

onde 7; sdo os autovalores negativos de p’®.
2.5.2.1 Comentario acerca da matriz transposta parcial

A transposta parcial é uma operagao na qual [55]

TP e, ) (f,yl = |f,2) (e, Y] (2.89)

[152) (e, yl = le,x) (f, 1,
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onde z,y € {f, e} e estamos considerando que a alternidncia de estados ocorre s6 com o
primeiro elemento de cada ket e bra, que estao relacionados ao sistema principal €2 e os

estados = e y (que ndo se alteram) pertencem ao ambiente I

Para que a descricao do paragrafo anterior se torne clara, considere o estado de

Bell |¥~) dado na Eq. (2.82). Desta forma, o operador densidade do sistema emaranhado

¢ dado por
p=[v) (v
1 (2.90)
= S[If. ) (frel = If.0) (e fl = les ) (Fel + e, £) de, f1]-
Pela definigdo dada em (2.89), temos que
o, 1
1 = SIf.e) (el = lese) (. FL = 1. ) (esel 4 le, £ (e, £1]. (291)
Em termos matriciais, temos que
0o 0 0 0
., 1|0 1 =10 (2.92)
"Z200o -1 1 ol '
0O 0 0 0
bem como,
00 —1
1 0 0
plo = 2.93
p 0 01 (2.93)
-1 00
Para definir os autovalores, utilizamos a equagao
det(p™ — al) =0, (2.94)
onde « sao os autovalores de pr@ e I uma matriz identidade 4 x 4. Mas,
—a 0 0 -3
. 110 i-a 0 0
pre —al = = 2 2.95
g 2l 0 0 l-a 0 (2.95)
—% 0 0 -«

Pelo Teorema de Laplace (Apéncice B), ao escolhermos a terceira coluna, temos que

A 1 1
det(ﬁTﬂ — Oé[) = O.Alg + O.Agg + <2 — a) A33 + 0.A43 = (2 — Oé) A33, (296)
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onde Ay = (—1)*1Dy,; sdo os cofatores de p'@ e Dy, o determinante da matriz M construida
pela eliminacdo da linha e coluna que contém um elemento de 5. No caso em questéo,

cada matriz M que determina Dy, terd dimensao 3 x 3. Assim,

~ 1 N
det(p™ — al) = (2 — oz) det (M), (2.97)
onde
—a 0 —%
M=]0 1-a 0]. (2.98)
—% 0 —o

A partir da Regra de Sarrus, temos que

det (M) = (; - a) <a2 - i) (2.99)

Substituindo a Eq.(2.98) na (2.96) e igualando o resultado disso a zero, recuperamos

a Eq.(2.94), de modo que obtemos

1 2,1
(2 — oz) (a — 4) =0, (2.100)

cuja solugao nos dé os autovalores a; = ay = a3 = 1/2 e ay = —1/2. Deste ltimo valor,

podemos quantificar a negatividade a partir da Eq. (2.88), de onde obtemos

1 1 1 1
N=_ll—Z|— 2| =2 2.101
Se pT2 nao tivesse autovalores negativos, N(p) seria nulo, e portanto os sistemas estariam

descorrelacionados.

2.6 Coeréncia quantica

A coeréncia quantica esta associada ao principio da superposicao e se refere a
capacidade de um sistema quéntico exibir interferéncia [56,57]. A fim de enfatizarmos
a importancia da coeréncia quantica em muitas situacoes, resolvemos citar algumas

colocagoes encontradas na literatura, cujas referéncias serao destacadas:

o Ref. [58]: a coeréncia quantica é comumente uma condi¢ao necesséria para emaranha-
mento e outros tipos de correlagoes quanticas, além de ser um importante recurso

na informacao e computacao quantica;

o Ref. [59]: coeréncia quantica refere-se a capacidade de um estado quantico manter

seu emaranhamento e superposigoes diante de interacgoes e efeitos de termalizacao;
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o Ref. [30]: coeréncia quantica é uma propriedade intrinsecamente fragil que desaparece

em escalas macroscopicas de espaco, tempo e temperatura.

Matematicamente, a manifestacdo de coeréncia por um sistema quantico é reco-
nhecida quando existem elementos nao nulos fora da diagonal principal da sua matriz
densidade [56]. Desta forma, percebe-se que esta é uma propriedade dependente da base
em que avaliamos o sistema. Ou seja, um sistema em um estado puro pode produzir
interferéncia quando submetido a um determinado aparato experimental, mas pode deixar
de produzir quando o aparato é modificado. Para percebermos isto, consideremos um

estado de qubit dado como

) = alf) +ble). (2.102)
Assim, a matriz densidade do sistema é dada por
p =) (|
= (alf) +ble))(a” {f] +b" {e]) (2.103)

= lal*|f) {fI + ab" |£) {e| + a"ble) (f] + [b]* |e) (el .

Em termos matriciais, obtemos

. la|* ab*

p= (a*b |b|2> . (2.104)
Note na Eq. (2.102) que a superposicao é quebrada quando a = 0 ou b = 0, o que acarretaria
em elementos nulos fora da diagonal principal da matriz p dada na Eq. (2.104). Desta
ideia ja podemos definir que estados incoerentes podem ser escritos na forma diagonal
como [56, 60, 61]

= Y15 15) ()] (2.105)

j

Para um sistema de d dimensoes, consideramos que um estado maximamente

coerente na base |7) é dado por
1 d—1

v) = \/6—1]2% 1) - (2.106)

A partir da definicao anterior, temos que o estado de qubit maximamente coerente é dado

como .
¥) = ﬁm +e)), (2.107)

que geometricamente se encontram na regiao equatorial da esfera de Bloch, como pode ser
visto na Figura 4. A explicacao disso se da pela forma genérica de um estado de qubit,

como estd escrito na Eq. (2.57) da segao 2.4. Ou seja,
0 , 0
|4)) = cos <2> |f) + e sen <2> le) . (2.108)

Note que, se § = 7/2 e ¢ = 0, temos cos($) = e sen (§) = 1/v/2, de modo que a partir
da Eq. (2.108) podemos escrever a (2.107).
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Figura 4 — Representagao esquematica da esfera de Bloch com raio 7, cujos estados ma-
ximamente coerentes estao sobre a regiao equatorial de acordo com a Eq.

(2.107).

2.6.1 Norma da coeréncia

T. Braumgratz, M. Cramer e M. B. Plenio publicaram um artigo [61] no qual
determinaram um quantificador denominado norma da coeréncia (C), que para uma
determinada base {|j)} da matriz densidade p, a soma dos médulos dos elementos fora da

diagonal principal definem o grau de coeréncia do sistema. Ou seja,

C(p) = 1l pliy | =D eyl (2.109)

i#] i#]

A Eq. (2.109) serd usada na subsecao 2.7.4 para compreendermos sobre a coeréncia

em canais quanticos, e no capitulo 5 no estudo de processos quanticos nao markovianos.

2.7 Canais Quanticos

Nesta secao descreveremos a base matematica e fisica para entendermos os canais
quanticos, que sao mapas lineares completamente positivos que preservam o traco, onde
denotaremos por mapas CPTP [2,46,62].

Antes de prosseguirmos na discussao, é necessario definirmos algumas notacoes.
Se ‘H; e Hs representam espagos de Hilbert, entdao £(H1, Hz) é um conjunto convexo de
operadores lineares que levam elementos de H; em Hs [20,54,62,63]. Em segundo lugar,
L2(H1,Hs) é um conjunto de super operadores ou mapas [62,64] que levam elementos de

L(H1) em L(Hs).
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Com base nas descri¢oes anteriores, podemos tratar de algumas defini¢des e teoremas
com base nas Refs. [2,3,33,54,62].

Definicao 1. Um conjunto R(G) num espago vetorial real M é denominado convexo se

para dois vetores a,b € R(G) os pontos
qg=Xa+(1-XNb € R(G), (2.110)
desde que 0 < X\ < 1. Assim,  é chamado de combinacao convexa de a e b.

Teorema 3. Os operadores densidade de um sistema fisico formam um conjunto convexo.

Demonstragio. Sejam py e po operadores densidade pertencentes a um conjunto Z(}).
Sabemos que tais operadores sao (i) hermitianos, (iz) positivos e (iii) preservam o trago.

Se estas trés condigoes sao satisfeitas para equacao
p=pir+ (1 - D), .111)
com 0 < p <1, entdo p é um operador densidade e Z()) é convexo.
(7) Hermiticidade:
5=l + (L= p) A= ppr + (1= P = . (2.112)
(7i) Positividade:
(v plv) = p (] pr|v) + (1 =p) (v] p2[v) = 0. (2.113)
(7i1) Preservagao do trago:

Tr(p) = pTr(p) + (1 = p)Tr(p2)
=p+1-—p (2.114)
=1.
[

Defini¢ao 2. Um mapa linear A é uma operagio na qual A : L(H) — L(H) e satisfaz a

condicao
A(Z%’%‘) =Y aA(Y)), (2.115)
J J
Ya,eCeVY;eL(H).

Defini¢ao 3. Um mapa linear A que atua num espago L(H) é positivo, se para todo
operador Y € L(H),
Y >0=AY)>0. (2.116)
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Definicao 4. Dado um sistema S do qual se tem interesse em investigar e um auziliar E
com dimensdo arbitrdaria, dizemos que A € um mapa completamente positivo, se para 0

operadores }Afs >0e }A/E > 0 relacionados a S e E, respectivamente, temos que

(ART)(Ys®Yr) = A(Ys) ® Yi > 0. (2.117)

A partir da definicao 4 interpretamos que A nao sé é positivo, mas completamente
positivo, pois A ® Z < 0 para qualquer dimensao de E, mapeando operadores positivos do

sistema composto em operadores positivos [33].

Definicao 5. Um mapa A preserva o traco quando dado um operador Y temos que

Tr[A(Y)] = Tr(Y) (2.118)

Mapas lineares que satisfazem as defini¢coes 4 e 5 sdo denominados mapas CPTP,
como definido anteriormente, ou canais quanticos. Do ponto de vista fisico isto é importante
para que se conservem as propriedades do operador densidade, dentre elas a positividade e

o trago em cada mapeamento que leva operador densidade em operador densidade.

No formalismo de mapas completamente positivos admitimos o formalismo de
operadores de Kraus [3,18]. Para descrevermos isto, considere que o operador densidade
inicial do sistema S ¢é dado por pg, enquanto o ambiente F estd num estado misto dado
por pg = >_; p; |e;) (e;], onde p; é a probabilidade do ambiente estd no estado |e;). Desde
que inicialmente S e E estejam descorrelacionados, temos que o estado inicial do sistema

composto é

p(0) = ps @ pr = ps @ Y_pile;) (el - (2.119)
J

A partir da evolucao unitaria U, temos que
p(t) = U (ps © Xopj leg) (es] ) U (2.120)
J

Tomando o trago parcial sobre os estados de E, temos que o operador densidade do sistema

sera,
ps(t) = Tru|U(ps ® Y- pile;) (e ) U]
j
= Vi {eil Ules) ps /b (e, U le) (2.121)
ij

ij

onde E;; = V/Pj (eil Ulej) e Ej] = /D; (&)l Ut le;) sdo os operadores de Kraus [3,18] ou

elementos da operacao [2].
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Se voltarmos a Eq. (2.119), e considerarmos que pgr = |eg) (eg] e fizermos todo o
procedimento que deu origem a Eq. (2.121), terfamos que os operadores de Kraus seriam
E; = (e;] U |eg), de modo que E; = (eo| Ut |e;). Neste caso, o operador densidade do

sistema no tempo ¢ seria dado por
NN S P
ps(t) =>_ EjpsEj. (2.122)
J
Na proxima subsecao descreveremos as propriedades de alguns canais quanticos.

2.7.1 Canal mudanca de bit

Para um tnico qubit, que sera considerado como o sistema, o canal em questao
produz as mudangas de estado |[0) — [1) e |1) — |0), com mesma probabilidade 1 — p
de ocorréncia. Desta forma, os operadores de Kraus ou elementos da operacao sao dados

como

Ey=pl=p ((1) (1)) (2.123)

R 01
Ei=I—p6, =I—p (1 0) , (2.124)

onde atentamos para o fato que na Eq. (2.123) existe uma probabilidade p de ndo ocorrer

mudanca de estado.

Sabendo que inicialmente o estado do sistema na esfera de Bloch ¢ dado por

I+76

2.125
2 ? ( )

ps(0)

onde 77 = r,& +1r,§ 4+ 1.2 é o vetor na esfera de Bloch e 6 = 6,2 + 6,8 + 6.2 estd associado

as matrizes de Pauli. Assim, reescrevemos a Eq. (2.125) como

35(0) 1{({1 0 N 0 1 N 0 —1 N 1 0
= - Ty r r,
P72 o0 1 1 o) U\i o0 0 —1
(2.126)
1 IL4+r, ry—iry
2 \r, 4 ir, 1—r, |
Com base nos resultados anteriores e na Eq. (2.122), temos que

=0 (2.127)
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Portanto,
R p(l O 14+7r, r,—1ir 10
ps(t) =5 . !
2\0 1) \rp+ir, 1-—r, 0 1
1-— 01 1 . e — 1 0 1
P Tre Te iy (2.128)
2 1 0) \ryg+ir, 1—r, 10
L 1+[@2p =] v —i(2p - 1)ry]
2 \re +1[(2p - 1)ry] L —[(2p—1)r. ‘
Tomando

Figura 5 — Representacio esquematica (a) da esfera de Bloch com raio unitério, cujo
estado associado ¢ dado na Eq. (2.127), e (b) o elipséide devido & contragao da
esfera nas diregbes y e z, cujo estado é dado na Eq. (2.132). Ideia baseada na

Ref. [2].

r, = (2p—1)r, (2.129)

= (2p—1)r, (2.130)

reescrevemos a Eq. (2.127) como

1 1 / r — -
polt) = = ( e ”"y) . (2.131)

- /
Ty i, 1—r

P
rree (2.132)

[\ =L
STE

onde 7 =r,% + (2p — )r,§ + (2p — 1)r.2. Com este resultado interpretamos que a esfera

de Bloch sofre uma contracao nos eixos y e z, como pode ser visto na Figura 5.
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2.7.2 Canal mudanca de fase

Considerando novamente o qubit como sistema principal, o canal em questao
possibilita as seguintes mudangas: |0) — |0) e |1) — —|1), que ocorre com probabilidade

1 — p. Desta forma, os elementos da operacgao sao dados por

Ey=/pl =/p ((1) (1)) (2.133)

—1

. 10
E1:\/1—pﬁzz\/1—p(0 ) : (2.134)
Assim como na subse¢ao anterior o estado inicial do qubit é dado por

I+7.6 1 14+r, ry,—1ir
5e(0) — _ 1 a 2.135
ps(0) ) 2(rx+iry 1—7"2) ( )

Seguindo o mesmo procedimento da Eq. (2.127) com os operadores de Kraus, ao

efetuar os calculos concluimos que o novo operador densidade do sistema é

>
195)

~
N—

1 147, (2p — 1)[ry —iry]
)= (( ) . (2.136)

2p = Ve + iry 17

Figura 6 — Representacao esquematica (a) da esfera de Bloch com raio unitério, cujo
estado associado é dado na Eq. (2.135), e (b) o elipséide devido a contragao da
esfera nas diregoes z e y, cujo estado é dado na Eq. (2.137). Ideia baseada na
Ref. [2].

Tomando p = 0,8 na Eq. (2.136), por exemplo, temos que

. 1 1+, 0,6(ry, — iry)
£) == , 2.137
ps(t) =5 (0,6(@ +ir,) -, (2.137)
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onde reescrevemos
7 4 5
I+7 -0
2 )
— A A A . . . ~
sendo 77 = 0,6r,% + 0,6r,9 + 7.2, significando que existe uma contragao da esfera de Bloch

ps(t) = (2.138)

nos eixos x e y, como pode ser visto na Figura 6.

2.7.3 Canal amplitude de amortecimento

O CAA ¢ utilizado no estudo da emissao espontanea de um atomo de dois niveis
devido ao decaimento do estado excitado |e) para o fundamental |f) [64]. A principio,
consideramos que além dos estados do atomo (sistema principal), o ambiente é um campo
eletromagnético no estado de vacuo, ou seja, sem nenhuma excitacao. Desta forma, a

dindmica deste modelo é representada na sequéncia.

L 1) = 1 ) (2.139)

|67f>_>\/1_p|67f>+\/ﬁ|f76>’ (2140)

onde o primeiro termo no ket se refere ao atomo e o segundo ao ambiente. Da Eq. (2.139)
entendemos que se o atomo e o ambiente estao no estado fundamental, nada ocorre no
sistema composto. Porém, na Eq. (2.140) vemos que se o d4tomo estiver no estado excitado
e o ambiente no fundamental, existe uma probabilidade 1 — p de nao ocorrer mudanca de

estados, ou uma probabilidade p de tal mudanca acontecer.

Os operadores de Kraus que caracterizam a situagao descrita anteriormente sao

dados por [2,14]
. 1
By = ) (2.141)
0 v1—-p

B, = (0 ﬁ) . (2.142)
0 0

Consideremos o estado inicial do sistema como

[+7-¢ 1(1+4r, r,—ir
ps(0) = ———— == v 2.143
Ps(0) 2 2(rx+iry 1—7’2) ( )
A partir da Eq. (2.122), temos que
. 1 (14+p+(1—p)r. 1 —p(ry —r
pslt) = 1 G=pire VI=plre =)} (2.144)
VI=p(ry+iry) (1—-p)(1—r1,)
Desta forma, podemos escrever
. [+7 -6
pstt) = —2 7, (2.145)
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(b)

Figura 7 — Representacio esquematica (a) da esfera de Bloch com raio unitério, cujo
estado associado é dado na Eq. (2.143), e (b) a contragao da esfera nas diregoes
x, y e z, cujo estado é dado na Eq. (2.145). Ideia baseada na Ref. [2].

onde 7@ = /T —pr,@ + /T — pr,j + [p + (1 — p)r.]5. Através disso, podemos ter uma
interpretacao geométrica observando a Figura 7, onde ocorre uma contragao da esfera de

Bloch nas diregoes z, y e z.

2.7.4 Canais quanticos e coeréncia

Nas trés ultimas subsecoes discutimos a interpretagao geométrica da esfera de
Bloch, e isto esta associado a perda de coeréncia que o sistema sofre. Note que em todas

as situagoes a matriz densidade inicial do sistema é dada por

1V 14r re—i
ﬁS(O)z—( e ”y). (2.146)

2\ry+ir, 1—r,

A partir da Eq. (2.135), com base na (2.109), temos que o quantificador de coeréncia

inicial do sistema é

Cs(0) = > | {om| ps(0) [pn) |

’f” X (2.147)
=3 (ry +iry)| + 3 (ry —iry)|,

onde {|p;)} sdo os autoestados da matriz pg(0).
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Para um ntimero complexo z = a + ib, sabemos que |z| = \/Re(z)2 +Im(z)? =
|z| = Va? + b%. Assim, para a Eq. (2.147), temos que

1 1
Cs(0) = 5\/7"925 + 72+ 5\/7}25 + 72

— |2 2
=Ty T Ty

Vamos agora avaliar como ocorre a modificagdo da coeréncia do sistema, onde podemos

(2.148)

encontrar andlises parecidas na Ref. [65].

o Canal mudanga de bit: da Eq. (2.131) e de resultados anteriores a esta, temos que a

coeréncia do sistema é quantificada por

Cs(p.t) =\/r2+ (2p — 1)*r2. (2.149)

Note que, se p =1 = Cg(p,t) = Cs(0), o que significa que ha completa certeza de

que o sistema nao tem sua coeréncia alterada.

« Canal mudanca de fase: da Eq. (2.136) e de resultados anteriores a esta, temos que

a coeréncia do sistema é quantificada por

Cs(p,1) = |2p — 11\/r2 + 72 = |2p — 1|5 (0). (2.150)

Note que, se p =1 = Cg(p,t) = Cs(0), o que significa que hé completa certeza de
que o sistema nao tem sua coeréncia alterada. Por outro lado, se p = 0 = Cg(p,t) =
Cs(0), ou seja, com a certeza de ocorrer mudanga de fase, a coeréncia do sistema

nao muda.

 Canal amortecimento de amplitude: da Eq. (2.144) e de resultados anteriores a esta,

temos que a coeréncia do sistema é quantificada por

Cs(p,t) = V1 —pyJri+r2=+/1-pCs(0). (2.151)

Note que, se p = 0 = Cgs(p,t) = Cs(0), o que significa que caso nao haja decaimento
do atomo, a coeréncia do seu estado inicial é mantida. Por outro lado, se p =1 =
Cs(p,t) = 0, ou seja, se tivermos certeza de que existird decaimento do dtomo, temos

que toda a coeréncia inicial é perdida.
2.7.4.1 Comentério acerca da Eq. (2.148)

Baseado na Eq. (2.148), podemos escrever a norma da coeréncia de um qubit como

C = sen (0). (2.152)

Observando o sistema de coordenadas da Figura 8, podemos verificar que sen (#) =
ro/T, onde rg = \/m ¢ a projegao do vetor de Bloch (7) no plano zy, e r =1 é o
moédulo de 7. Com estas informagoes, temos que sen (0) = |/r2 +rZ = C', de acordo com

a Eq. (2.148). Desta forma, recaimos na expressao dada em (2.152).
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Figura 8 — Sistema de coordenadas esféricas, onde € é o angulo polar, rg é a projecao do
vetor de Bloch (7) no plano zy.
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CAPITULO 3

NAO MARKOVIANIDADE QUANTICA

Neste capitulo descreveremos a ideia fisica de um processo quantico nao markoviano.
Para tanto, observe a Figura 9. Nela consideramos um sistema principal P interagindo
com um ambiente . Na imagem superior (a), representamos a perda de informagcao
quantica de P para @, onde este passa a obter um carater quantico, representando assim
uma dindmica markoviana [66,67]. J&4 na Figura 9(b) existe uma troca de informagao
entre o sistema e o ambiente, mas parte desta informacao transmitida ao ambiente pode

eventualmente retornar ao sistema, levando assim a uma dindmica ndo markoviana [66].

P9
DR

a)

Figura 9 — Representagdo de um processo quantico (a) markoviano e (b) ndo markoviano,
relacionado ao sistema principal P e ambiente Q.

Para que possamos entender os aspectos da nao markovianidade quantica, buscare-

mos inicialmente compreender as caracteristicas da markovianidade classica e quantica.
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3.1 Markovianidade Classica

3.1.1 Processos estocasticos

Seja X; uma variavel estocastica discreta e ¢ € N um parametro que representa o
tempo. Num instante ¢ = [ o processo estocastico é caracterizado por uma distribuicao de

probabilidade conjunta dada por
Pl:Pl($07$1;-~-,xl); (31)

onde z; é o resultado de X; em t = j de acordo com a referéncia [68], que servird como

base para descricao desta subsecao.

A probabilidade condicional de x; ocorrer em ¢ = [, visto que ocorreram g, ..., T;_1

entre os tempost =0et=1—1 ¢ dada por

P, = P(x|zo, ..., x1-1)- (3.2)

Para um processo markoviano, a probabilidade de x; ocorrer em ¢t = [ depende

somente do valor obtido anteriormente. Isto é,
Py(z|xq, ..., x1-1) = Py(z|m-1), (3.3)

ou seja, nao se tem uma memoria dos valores assumidos anteriormente por X;.

A partir da relagao entre probabilidade conjunta e condicional para eventos aleato-

rios [69], temos que
Pi(zo, x1, ..., 1) = Po(wo) Pi(x1|z0) Po(x2|0, 1) P3(23| 20, 1, T2)... P (2|21, ...y 21—1). (3.4)
Mas, como o processo é markoviano, utilizamos a Eq. (3.3) na Eq. (3.4). Portanto,
Pi(zo, 21, ..., x1) = Po(xo) P1(w1|20) Po(wa|21) Ps(23]22)... Py(2|20-1), (3.5)
e por questoes de simplificagdo escrevemos

Pl(xo,xl, ...,SC[) = Po(xo)...B,1($l,1‘xl,Q)Pl(LUﬂxl,l). (36)

A probabilidade marginal P;(z;) de ocorrer X; = x; em t = [ é dada por [69]

Pi(z;) = Z Pi(zo, x1, ..., x1). (3.7)

{a?o...:l:l_l}

Agora, substituindo a Eq. (3.6) na (3.7), obtemos

771(351): Z Po(ﬂﬂo)---szl(iUzq’33172)131(331’1’171)

{x()"-xlfl} (3 8)
= Z Pi(z|zi-1) Po(wo)... Pi—1(z1]20),

{zo...xi—1}
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cujo termo destacado é a probabilidade conjunta P;_(z, ..., 2;-1), que substituindo em
(3.8), obtemos

771(1’1): Z Pz($z|Il—1)P1—1(I0,--~,l’l—1)

{:170...:1)[,1}
(3.9)
=> B(mlz-)| >, Pii(zo,...,m-1) |-
Zy—1 {xo...xl_g}

Note que o termo destacado é a probabilidade marginal P,, ,(x;—1), de acordo com

a Eq. (3.7). A partir destas consideragoes, reescrevemos (3.9) como

Pi(zi) =Y Plxi|zi—1)Pay_, (@1-1). (3.10)

Ti—1

Este resultado ¢ importante para a discussao que vem a seguir.

3.1.2 Matrizes de transicao

A partir da Eq. (3.10) interpretamos P;(z;|2;—1) como a probabilidade de transi¢ao
de um estado z;_1 para z;, além do que estas probabilidades nao variam no tempo, visto

que o processo ¢ markoviano. Desta forma, escrevemos
Bi(i|xi-1) = Ti(wi|z1-1), (3.11)
onde 7T estd associado a transigdo. Assim, ao substituirmos (3.11) em (3.10), temos que

Pu(a) = Y Ti(wlzi1)Pa,_, (21-1). (3.12)

Tj—1

Tomando x; — ¢, ;-1 = J, Py,_, — P e T, — T, reescrevemos a ultima equagao

como

P(i) = >_T(l)PG)- (3.13)

Desta forma, podemos visualizar 7 (i|j) como os elementos de uma matriz 7 que deve

satisfazer duas condicoes:
T(ilj) = 0, (3.14)

ja que é uma probabilidade, e

> T(il) =1, (3.15)

devido a condigao de normaliza¢do. A interpretagao da Eq. (3.15) é que a soma de todos
os elementos de cada coluna deve ser igual a unidade. Toda matriz quadrada que possui

as caracteristicas definidas nas Eqs. (3.14) e (3.15) sao denominadas matrizes estocdsticas.
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Dadas as discussoes anteriores, definiremos agora a equacao de Chapman-Kolmogorov
[70]. Para tanto, voltemos a Eq. (3.5) e consideremos um processo que envolva apenas trés

valores de X, a saber xg, x1 e x9. Assim, a probabilidade conjunta sera dada por
Pa(z0, 21, 22) = Po(w0) Pr(71]70) Pa(w2|21). (3.16)

Dividindo ambos os lados da Eq. (3.16) por Py(zo), efetuando a soma sobre z; e organizando

os termos, obtemos

; W = ; Py(o|21) Py (1] 0), (3.17)

onde o lado esquerdo da equacao é a probabilidade condicional Py(z3|xg). Portanto,

reescrevemos a Eq. (3.17) como

Py(zo|m0) = ZP2($2\$1)P1(131!$0)- (3.18)

1

Considerando o caso em que as probabilidades expressas na tltima equac¢ao sao

probabilidades de transi¢ao, podemos escrever

T (walwo) = D T (w2]x1) T (21]20). (3.19)

Da Eq. (3.19) interpretamos que se um processo ¢ iniciado em zo num tempo t = 0
e finalizado em x5 em t = 2, ele pode passar por um processo intermediario em x; quando

t =1 [20], onde a soma ¢ feita sobre todas as possibilidades de z; [33].

Com base no que vimos até agora, podemos enunciar a defini¢ao a seguir [70]:

Definicao 6. Um processo estocdstico € dito divisivel quando a matriz de transicio satisfaz

as Egs. (3.14), (5.15) e (53.19).

3.1.3 Exemplo de ndo markovianidade classica

Existem processos estocaticos divisiveis e nao markovianos. Para ilustrar isso,
suponha um processo estocastico cuja variavel X; pode assumir apenas dois valores: 0 e 1.

Considere o caso de t = {0, 1,2}, onde a probabilidade conjunta do processo é [70]

1
P(Io, X1, 1:2) = 1(5%,1%1,0512,0 + 5:v0,05x1,15m2,0 + 6930,06£E1,05{L'2,1 + §x0,15x1,15x2,1>7 (320)

em que 9, ¢ o delta de Kronecker.

Temos da probabilidade marginal que

P(wo,71) = Z P(xo, x1, x2). (3.21)

xo=0
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Portanto, substituindo a Eq. (3.20) na (3.21) e organizando os termos, obtemos

1 1 1
P(ZEQ,CEl) = 4< Z 5900,151‘1,05:(;2,0 + Z 51:0705x1,15x2,0

xo=0 xro=0

1 1
+ Z 5x0,05z1,05m271 + Z 5380715:01,15902,1) (322)

xo=0 r2=0

1
- 1(5520,1511,0 + 6%0,05:21,1 + 51’0,0621,0 + 5%0,151'1,1)'

Note que se g = x; ou xy # 1, temos que P(zg,x1) = 1/4. Fazendo o procedimento

anterior para as outras probabilidades, concluiremos que

P(zo, w2) = P(21,22) = i (3.23)

Da probabilidade condicional, temos que

P(I'O, Xy, .7;2)

P(SL’Q, %1)

P(xs|zg, 1) = (3.24)

tal que substituindo a Eqs. (3.20) e P(zg,21) = 1/4 na Eq. (3.24), obtemos
P(x2]x0,21) = 629,1021,0025.0 + 020,0021,1025,0 + 020,0021,002,1 + 02,102y ,1025 1- (3.25)

Note que P(xe = 1|zg = 0,27 = 0) = 1, enquanto que P(ze = 1|zg = 1,21 = 0) = 0. Isto
significa que a condi¢do P(xq|zo, 1) = P(x2|x1) nado é satisfeita, e portanto o processo
nao ¢ markoviano. Ou seja, precisamos acessar a memoria do sistema para saber em quais
condigoes um estado pode ocorrer. Verifiquemos agora o que acontece com a probabilidade

de transicao. Ela fornece

P(l’l, 1'2)
T = ——== 3.26
(ZE2|$1) P(Qfl) ( )
tal que pela probabilidade marginal e conjunta, dada na Eq. (3.20), obtemos
1 1 1 1
P(‘Tl) = Z Z P(xo’x1>$2) = 5(5%‘170 + 61?1,1> = 57 (327)

x0=0 x2=0

pois se 1 = 0 ou x; = 1 sobrara a unidade nos parénteses, devido a propriedade do delta
de Kronecker. Assim, substituindo as Egs. (3.23) e (3.27) na Eq. (3.26), temos que

1
2
Analogamente, obtemos 7T (x1|zg) = T (z2]zo) = 1/2. Com estes trés ultimos resultados,

concluimos que 7 (i|7) > 0, >, T (i]j) = 1 e além disso T (i|j) = > T (i|k)T (k|i). Ou seja,

¢ um processo divisivel de acordo com a definicao 6.
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3.2 Markovianidade Quantica

A markovianidade quéantica é assim denominada para fazer alusdo aos processos
classicos, onde nestes a variavel aleatoria nao afeta a estatistica posterior. Uma particula-
ridade do caso quantico é que as medidas realizadas perturbam o sistema e interferem nos

resultados subsequentes [3].

Vejamos agora as ideias que se fazem necessarias para a construgao do conceito

quantico da markovianidade.

3.2.1 Divisibilidade

A divisibilidade de um mapa dindmico refere-se a uma propriedade na qual a
evolucao de um sistema quantico entre dois tempos t5 > t; pode ser descrita por um canal
quantico, ou seja, um mapa completamente positivo que preserva o traco, no qual leva o
estado p(t1) no tempo t; para p(tz) no tempo to. Desta forma, ndo se tem meméria sobre
o estado do sistema antes de t; e, portanto a nogao de divisibilidade pode ser entendida
como uma propriedade da markovianidade [71], de acordo com A. Rivas, S. F. Huelga e
M. B. Plenio [72]. A partir do que vemos neste paragrafo, podemos definir um conceito

matematico com base na Ref. [71].

Definicao 7. Para uma familia de mapas dinamicos {A(tj41,t;)} (com j = 0,1), a
divisibilidade ocorrerd se, e somente se, para todo tempo ty > t1 > ty existir um mapa
CPTP A(tg, t1) tal que

A(ta, to) = Alta, t1)A(ty, to). (3.29)

Generalizando o conceito da defini¢ao 7, no caso em que temos t, > t,_1 > ... > o,
existe um conjunto {A(t;41,%;)} (com j = 0,...,n) de mapas CPTP que satisfazem a

relagdo (3.29). Ou seja,
Atn,to) = Atn, tn-1)A(tn—1,tn—2) ... A(t1, to). (3.30)

3.2.2 Modelo quantico colisional markoviano

Vejamos uma situacao da dindmica markoviana associada ao modelo colisional [3].
Para tanto, considere a Figura 10 na qual um sistema S interage com um ambiente E
a partir de colisdes nos tempos ty, to, ..., t,, onde o estado do ambiente pg nunca sera
alterado. Assim, o estado pg do sistema é modificado em cada processo, de forma que num

tempo ¢,11, temos

A

Ps(tus1) = Trp{U(tar, ) [Ps(tn) @ p] U1 (busrs 1) (3:31)

onde U(t,+1,t,) é o operador unitario responsavel pela evolu¢ao do sistema composto.

Neste processo consideramos que em todas as colisoes o sistema e o ambiente estao
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descorrelacionados, e portanto a evolugao pode ser descrita por um mapa completamente
positivo na representacao de Kraus, de modo que, por exemplo, quando observamos o

tempo t,,2, temos que

ﬁS (tn+2) = A(tn+27 tn) [ﬁS (tnﬂ

(3.32)
= AMltnsa, ta1)Altnsr, 1) | ps(t)]
e desde que
A(tn+2a tn) = A(tn+27 tn—i—l)A(tn—i-la tn) (333)
seja um mapa CPTP, o processo é markoviano. Tal resultado advém do teorema enunciado
a seguir [3].
Sistema { pg(f)) w—— g(l) ——— pg(lz) + e
. rad . Wl .
Ambiente & _,-‘:',_.'\‘»\'\" ke P \':"‘:“" &
R BY i
=em E -"'{.\""-' E ~ e R
memaria f ' f

Figura 10 — Representagao de um modelo quéntico colisional markoviano, cujo sistema S
interage com o ambiente E. A figura foi retirada e modificada da Ref. [3].

Teorema 4. Uma dindmica completamente positiva A(pg) pode ser vista como a dinamica
reduzida de alguma evolucao unitaria atuando num estado composto ps @ pg, em que pg €

o mesmo independente de pg.

Veremos adiante que ao considerarmos correlacoes entre sistema e ambiente a
dindmica se torna nao markoviana. Contudo, vale ressaltar que alguns modelos fisicos com

a dindmica mencionada ja foram estudados nas Refs. [73-76].

3.3 Modelo quantico colisional nao markoviano

Considere a descrigao da Ref. [4], onde um sistema S interage com um ambiente F
constituido por n elementos, como disposto na Figura 11. A primeira colisao ocorre entre
S e 1 por meio da operacdo unitéria U;. Em seguida os constituintes 1 e 2 interagem a
partir da operacao unitaria Wg,l, como é mostrado na Figura 11(b). J& na tltima imagem
(c) o sistema interage com o segundo constituinte do ambiente através do operador Us.
Tal cenario ocorre devido as correlagoes de sao estabelecidas no sistema composto, onde a
0 processo ocorre sempre de maneira ordenada, alternando entre uma colisao do sistema

com um elemento do ambiente e depois a colisdo entre dois elementos de E.

Podemos matematizar a descricao anterior, considerando que os estados iniciais de

todos os elementos estao descorrelacionados. Ou seja,

Ao = po ®1_1 0, (3.34)
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Figura 11 — Modelo quantico colisional nao markoviano que considera interagoes entre
constituintes do ambiente. Inicialmente todos os estados estao descorrelacio-
nados. Em (a) ocorre a primeira interagao entre sistema e o primeiro elemento
do ambiente. Em (b) os dois primeiros constituintes do ambiente colidem, e
em seguida (c) S interage com 2. A dindmica serd assim até a interacao de S
com o n—ésimo constituinte do ambiente. A Figura foi baseada na Ref. [4].

onde py € o estado inicial de S e 9; os estados iniciais de cada constituinte de £. Assim,

na primeira interacao, temos que o estado total do sistema composto é
Ay =AU =Ty (po @7, 0,01 (3.35)
1 180Y3 1\Po ®j=1 05 JU1
Apés este processo, ocorre a colisao entre 1 e 2, de modo que
Al =Wo U1 (po @7y 0; ) UTWS L. (3.36)
1 2,1V1\ Po Wj=1 05 JU1 Wa

Feito isto, temos que a interacao entre S e 2 é dada por UQ, de modo que o estado total

do sistema sera

Ay = B (0 @,y o) 01TV, 01 (3.37)

Se prosseguirmos efetuando os calculos para a descricao que estamos fazendo, na

n—eésima interacao teremos que o estado total se tornara
A, = O, 0V, O (o &7y 6)OIWALDY WL, 00 (3.38)
n nWnn—1...U2Wa1U1{po ;-1 05 JUiWo1Ug ... Wy 1Upy. .
Tomando U{ =0, e (A]fl = Uan,n,l, reescrevemos a Eq. (3.38) como

A =0 0301 (o @y 0,) (07) ' (03) . (0) . (3.39)
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A dinamica aqui apresentada é nao markoviana, pois nao pode ser descrita por

uma familia de mapas CPTP aplicadas ao sistema de modo que
A(tn, t1> = A(tn, tnfl)A@n,l, tnfg)...A(tQ, tl), (340)

que constitui uma dindmica markoviana, como apresentado na subsecao 3.2.2, e também

pode ser compreendida na Figura 10.

3.4 Traco da distancia

Um outro conceito para markovianidade e nao markovianidade se baseia na dis-
tinguibilidade de estados quéanticos [77], o que difere da nogao de divisibilidade dada na
Ref. [72]. Portanto, sejam p; e py os estados de um sistema. Assim, o trago da distancia
D, que serve como um quantificador da distinguibilidade entre esses dois estados, ¢ dado
como [19,31,66, 78]

D= o~ ol (3.41)

onde || X||; = TT’{\/XTX} ¢ a norma do traco de um operador X [79]. Se X ¢ hermitiano,
cabe a defini¢ao [79]

X1 = 11, (3.42)
J

onde X; sao os autovalores de X. Sabendo que o operador densidade ¢ hermitiano, podemos

usar definigdo da Eq. (3.42) para escrever o trago da distancia dado na Eq. (3.41) como
1
J

onde v; sao os autovalores de p; — pa.

Na Eq. (3.43) D € [0, 1], tal que se D = 0 os estados sao totalmente indistingiveis, e
se D = 1 os estados sdo completamente distinguiveis [31]. No caso dos estados p; e py serem
submetidos a uma certa dinamica, com o passar do tempo D pode ter um decrescimento
monotonico, indicando que os estados p; e po vao se tornando cada vez mais indistinguiveis
no sentido de que os dois passam a se caracterizar como um s6 estado, fato que constata
uma dindmica markoviana [80], isto é, quando hé apenas fluxo de informagao do sistema
para o ambiente. Do ponto de vista de H. Breuer, E. Laine e J. Piilo [3,31,32,79], existe a

definicao dada a seguir:

Definigao 8. A evolugio quantica dada por um mapa A(t,tg) € markoviana se o trago da

distancia entre dois estados iniciais py e pg decresce monotonicamente com o tempo.

Na evolucao temporal de D, existe a possibilidade deste quantificador descrever um

comportamento oscilatorio. Isto é, pode ocorrer que até certo instante o decrescimento de
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D seja monotonico, mas em algum momento seu valor aumenta, implicando assim em um
aumento na distin¢ao entre os estados p; e po. Por conta dos dois estados nao tenderem a se
caracterizar como um sé, a dinamica do sistema é nao-markoviana, e portanto caracterizada
pelo fato de nao somente haver fluxo de informacgao do sistema para o ambiente, mas

também do ambiente para o sistema [3].

3.5 Quantificador BLP para nao markovianidade quantica

O termo BLP refere-se a H. Breuer, E. Laine e J. Piilo [31,32], que desenvolveram
um quantificador M grp para medir o grau de nao markovianidade de um sistema quantico.

A expressao matematica é dada por

Mpp = max [ d(pi(0). 7a(0), t)t. (3.44)
onde y
d(p1(0), £2(0),1) = = D(pr(t), 2 (t)) (3.45)

¢ denominado fluxo de informagao [81]. Quando a informagao parte do ambiente para o

sistema d(p1(0), p2(0),¢) > 0 implicando na dindmica ndo markoviana [31].

No caso de uma dindmica discreta, como as descritas em modelos colisionais, temos
que [31]
Mprp = max > [D(pi(b)), p2(b5)) = D(pr(ay), palay))] (3.46)
J

£1(0),p2(
no intervalo (a;, b;) onde o trago da distancia aumenta.

Algumas consideragoes devem ser feitas com relagao a Eq. (3.44). Em primeiro lugar,
enfatizamos que a integracao ¢ feita quando d(p;(0), p2(0),t) > 0 e a maximizacao ¢ tomada
sobre todos os pares de estados iniciais p1(0) e p2(0). Em segundo lugar, Mprp = 0 se, e
somente se, o traco da distancia entre dois pares de estados decrescem monotonicamente

com o tempo [82].

Da formulacao aqui apresentada, surge um questionamento: como saber quais os
pares de estados iniciais sdo 6timos para maximizar Mpgrp na Eq. (3.44)? De acordo com
a Ref. [82], os melhores pares a serem usados devem ser ortogonais, de tal modo que o
trago da disténcia inicial valha a unidade, ou seja, D(p1(0), p2(0)) = 1, representando

estados completamente distinguiveis, como visto anteriormente.
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CAPITULO 4

ELEMENTOS DA TEORIA DO CAOS CLASSICO

Nesta tese é necessario abordarmos sobre elementos essenciais da teoria do caos,
visto que nos capitulos 5 e 6 discutiremos sobre dindmica regular e cadtica. Sendo assim,
na primeira se¢cao descreveremos as caracteristicas dos sistemas dinamicos, e em seguida
discutiremos acerca do espaco de fases, atratores e séries temporais. Logo depois analisare-
mos a se¢ao de Poincaré, finalizando o capitulo com a discussao sobre os diagramas de

bifurcacao.

4.1 Sistemas dinamicos

De acordo com a Ref. [83], sistema é um conjunto de elementos agrupados por
intermédio de alguma interagao ou dependéncia de modo que haja uma relacao de causa
e efeito frente os fenémenos que ocorrem por conta dos elementos desse conjunto. Um
sistema ¢é dindmico quando certas grandezas passam a variar no tempo, sendo classificados

em continuos e discretos. Vejamos as defini¢oes na sequéncia.

o Sistemas dindmicos continuos: sao constituidos por uma equacao diferencial de
primeira ordem ou um conjunto delas, podendo ser autonomas quando nao de-
pendem explicitamente do tempo, ou ndo auténomas no caso contrario [5,83, 84].

Matematicamente, podemos escrever

dz =
— =F (7 4.1

onde dZ/dt é a derivada de um vetor ¥ N—dimensional e F um conjunto de fungoes nao

lineares ou lineares. Caso as equacoes nao possuam solucgoes analiticas, existem métodos
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computacionais capazes de solucionar estes problemas, como o de Runge-Kutta de quarta

ordem.

o Sistemas dinamicos discretos: sdo caracterizados por uma equacao de diferenca ou

um conjunto delas. Matematicamente, escrevemos que

fn+1 - F(fn)7 (42)
onde n é uma variavel discreta no tempo, e também z, = (:vg),xf), ey x%N)), bem como

F' sao fungoes de @,.

Em muitos casos os sistemas dinamicos possuem parametros que controlam seu
comportamento, podendo ser constantes ou varidveis no tempo [83]. Veremos alguns

exemplos ao longo do capitulo.

4.2 Espaco de fases e sua dinamica

O espacgo de fases, também conhecido como espaco de estados, possui dimensao
N que é definida pelo niimero de EDOs de primeira ordem que determinam a evolugao
no tempo de um ponto Z#(t) = (zM(t),...,z™) (1)), sendo 29 = 2U)(t) as varidveis de
estado [83]. Ainda de acordo com a ultima referéncia citada, denominamos retrato de
fases o conjunto de todas as curvas obtidas pela evolugao temporal do sistema a partir de
condigbes iniciais. Por exemplo, para um conjunto de EDOs a solu¢ao de Z(t), definida

por I. Newton como fluxo, representa uma trajetéria ou 6rbita no espago de fases [85].

Os sistemas dinamicos podem ser classificados em conservativos e dissipativos, onde
nestes surgem os chamados atratores, que sao regioes no espaco de fases para onde as
trajetérias convergem [83]. A fim de uma melhor compreensao, considere um conjunto de
condigbes iniciais em ¢ = 0 contidas num volume V' (0) no espago de fases N —dimensional.
Se na evolugao temporal o volume final V' (¢) é igual a V(0) o sistema é conservativo. Se
V(t) < V(0), entao o sistema é dissipativo [83,85]. Matematicamente, para classificar
os sistemas utilizamos o determinante da matriz jacobiana J. Se det(J) = 1 o sistema é

conservativo e se det(J) < 1 é dissipativo, e portanto possui atratores. Para um sistema
de EDOs como o da Eq. (4.1), definimos que

8 (dz™ 8 (dz 8 (dz®
oz dt oz(2) dt o 9N dt
S (dx<2> ) ) (dz(z) ) ) (dx@) )
= M\ " at @\ " dt ce M\ " at
J = oz ; ox ‘ . oz . ) (43)
9 (dz™ 9 (dz™ a  (dz™
Az(1) dt oz(2) dt o 9z(N) dt

A respeito de um atrator qualquer, podemos caracterizd-lo de pelo menos trés

formas, como veremos na sequéncia.
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« Ponto fixo: é um ponto no espago de fases para onde a trajetéria converge [83,84].
Este comportamento pode ser visto na Figura 12(a) a partir do modelo Brusselator,
que foi desenvolvido por G. Nicolis e I. Prigogine [86] para estudar reacdes quimicas!.
A dinamica do sistema pode ser entendida através de duas EDOs de primeira ordem,

dadas por [87,88]

L=y +wk— (p+ 1w,

dr — i — W2k,

(4.4)

onde w e Kk sao as concentragoes dos reagentes. Ja x e p sdo parametros associados ao
abastecimento de produtos quimicos. O comportamento do ponto fixo também pode ser
percebido na série temporal da Figura 12(b), onde inicialmente w oscila no tempo e depois

tende a obter o valor préximo de 0,8.

o Ciclo limite: apresenta um comportamento periédico [83,84], como pode ser visto no
espago de fases da Figura 12(c) para o sistema de equagoes do oscilador de van der

Pol, desenvolvido para estudar oscilagoes nao lineares em circuitos eletrénicos [89]:

a =Y (4.5)
Y =e(1l—a*)y—x,

onde € > 0 é um parametro de controle associado ao amortecimento do sistema [90].
Percebemos o comportamento regular do modelo analisando a série temporal x(t), que
apos um tempo passa a oscilar entre —2 e 2, aproximadamente, como podemos ver na

Figura 12(d).

« Atrator cadtico: é aquele que possui uma dindmica irregular ou cadtica [83,84]. Este
comportamento pode ser percebido no espago de fases do sistema de Lorenz (Figura
12(e)), desenvolvido pelo matematico E. N. Lorenz para estudar condigoes climaticas.

As equagbes sao dadas como [83]:

& —(R-2)X -, (4.6)
Y — Xy -YZ.

dt

Podemos entender o comportamento cadtico do sistema a partir da série temporal
de X(t) na Figura 12(f), onde por exemplo, a dindmica ndo apresenta uma regiao que

oscile entre dois valores, como acontecia no caso do oscilador de van der Pol.

L Na tese ndo temos o intuito de explorar este sistema nem os outros classicos, pois as equacoes servem

para demonstrar o comportamento de atratores. Recomendamos ao leitor que para uma melhor
compreensao consulte as referéncias citadas no texto.
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Figura 12 — Solugoes dos sistemas de EDOs resolvidas pelo método de Runge-Kutta de
quarta ordem. A imagem (a) é ponto fixo no espago de fases do modelo
Brusselator e (b) a série temporal de uma de suas variaveis, onde em ambas,
utilizamos a condigao inicial (wo, ko) = (0,9,0,7), bem como os pardmetros
¢ =08ep =15 A imagem (c) é o ciclo limite no espago de fases do
oscilador de van der Pol e (d) sua respectiva série temporal, onde nas duas
figuras utilizamos a condigao inicial (g, yo) = (0,3,0,4) e o pardmetro € = 0,5.
Por fim, vemos em (e) o atrator cadtico de Lorenz no espago de fases deste
sistema e (f) sua série temporal, onde usamos (Xy, Yy, Zy) = (0,4,0,3,0,2)
como condi¢ao inicial, bem como os pardmetros ¥ = 0,9, R =25e T = 8/3.
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4.3 Secao de Poincaré

De acordo com as Refs. [5,84], a secao de Poincaré é uma hipersuperficie no espaco
de fases N —dimensional, cujo intuito é diminuir uma dimensao do sistema por meio de
discretizacao. Para que isso se torne claro, observe a Figura 13, onde uma trajetoria C
perfura a se¢do de Poincaré S, gerando os pontos A e B. Neste procedimento consideramos

as perfuragoes em apenas um sentido, que no caso da Figura 13 é de cima para baixo.

#x

Figura 13 — Secao de Poincaré S bidimensional imersa em um espago tridimensional sendo
perfurada por uma trajetéria C. Imagem retirada de [5].

Veremos a seguir trés comportamentos que podem ocorrer em uma secao de
Poincaré [5,83,84,91] a partir do mapa de Hénon que apresenta as mesmas propriedades

do sistema de Lorenz [92]. As equagoes sao dadas por [92]

2
Tni1 = @ — T + by,

(4.7)

Yn+1 = Tn,

onde a e b sao parametros do sistema.

« Ponto fixo: é aquele no qual a trajetoria passa sempre por ele. Isto pode ser visto
na Figura 14(a), cujo dnico ponto apresentado durante a dindmica é (z,y) =~
(0,2385,0,2385). Também percebemos o comportamento do ponto fixo na Figura
14(b) através da série temporal, cujos pontos estdo sobre x,, ~ 0,2385 durante a

iteracao do sistema.

e Orbita periédica: é um conjunto de pontos cuja trajetéria comeca perfurando em
X e apos k iteragoes do sistema, o mesmo retorna a X. Tal caracteristica é vista

na Figura 14(c), cujos pontos no espaco de fases sio (z(V), yM) ~ (—0,294,0,896) e
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Figura 14 — Nas figuras a esquerda estao os espagos de fases do mapa de Hénon e a
direita as séries temporais. Em todas as simulagoes utilizamos a condigao
inicial (xg, o) = (0,63135448,0,18940634) e o parametro b = 0,4. Além disso,
deixamos que o sistema passasse por 5 x 10* iteracoes para entdo salvar 100
pontos na simulagao. Na imagem (a-b) usamos a = 0,2, (c¢-d) a = 0,625 ¢ (e-f)
a=1,15.
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(z?,y?)) ~ (0,895, —0,293). Além disso, notamos na série temporal da Figura 14(d)
que os valores de x,, sdo os z0) apresentados anteriormente. Nestas circunstancias

dizemos que a 6rbita possui periodo dois.

« Orbita cadtica: quando ocorre uma desordem na distribuicdo de pontos. Tal com-
portamento é notado na Figura 14(e). Na série temporal da Figura 14(f) também
vemos o comportamento cadtico do sistema, assim como acontecia na Figura 12(f)

do atrator de Lorenz.

4.4 Diagramas de bifurcacao

Bifurcagao foi o termo utilizado em 1885 por J. H. Poincaré para se referir a
mudangas no retrato de fases a partir de valores criticos dos parametros do sistema [83].
Podemos observar isso na Figura 15, que para a ~ 0,270455 é o parametro onde ocorre a
modificagao do retrato de fases que deixa de possuir um ponto fixo e passa a obter uma

orbita de periodo 2.

2,0;
10
05
S oo
—0,5?

—1,5

_2’05 I I I 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

a

Figura 15 - DB do mapa de Hénon, onde utilizamos a condigdo inicial (zg,yo) =
(0,63135448,0,18940634), fixando o pardmetro b = 0,4 e variando a no inter-
valo a € [0,1,2]. Além disso, deixamos que o sistema passasse por 5 x 10%
iteragoes para entao salvar 100 pontos na simulacdo. A reta a = 0,270455
em azul é aproximadamente o valor da primeira bifurcacao do sistema. Ja as

outras as retas em vermelho estao posicionadas respectivamente em a = 0,2,
a=0,625¢ea=1,15.

A partir do diagrama de bifurcacao podemos analisar regides em que se define a
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dindmica do sistema. Por exemplo, as retas em vermelho a = 0,2, a = 0,625 e a = 1,15
se referem, respectivamente, a um ponto fixo, érbita de periodo dois e 6rbita cadtica no

retrato de fases, como pode ser percebido na Figura 14(a,c,e).

Existem métodos mais sofisticados para analisar parametros na dinamica de sistemas
discretos e continuos, como o desenvolvido por J. A. C. Gallas, onde se varia a e b no mapa
de Hénon [6]. As estruturas indicam regides de dindmica regular com orbitas de periodo
8, por exemplo, como estda destacado na Figura 16. Tais estruturas sao denominadas

“camaroes’.

-0.0385
1.775

Figura 16 — Espago dos parametros do mapa de Hénon que indicam regides periddicas.
Retirada da Ref. [6] e modificada.
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CAPITULO 5

MODELO COLISIONAL NAO MARKOVIANO
PARA A DINAMICA DE DOIS QUBITS

Neste capitulo estudaremos a dinamica nao markoviana do modelo de dois qubits
colidindo no interior de uma caixa. Para tanto, descreveremos o comportamento sistema, o
canal quantico utilizado e a testificacao da nao markovianidade quéntica através do trago
da distancia. Em seguida, discutiremos a dinamica regular e cadtica da coeréncia e do

emaranhamento.

5.1 Modelo fisico

Consideremos que os qubits A e B estao aprisionados em uma caixa interagindo
por meio de colisdes, como disposto na Figura 17. Trataremos A como sistema principal
e B como ambiente. O qubit A possui operador densidade p4 e hamiltoniano H, =
E¢|f) (f| + E.le) (e], onde |i) sdo os autoestados de Hy e FE; as autoenergias, cujos
subescritos f e e referem-se aos estados fundamental e excitado, respectivamente, e terd a
mesma funcao explicativa para os subscritos dos autokets e autoenergias do hamiltoniano
de B. Analogamente, o qubit B tem um operador densidade pg e hamiltoniano Hp =
Erl&s) (&l + Ec &) (] com autoestados |&;) e autoenergias &;. Sabendo disso, vamos
pensar que A e B estao descorrelacionados, e portanto o operador densidade inicial do
sistema composto é pap(0) = p4(0) ® pp(0). Além disso, o hamiltoniano do sistema total
fica sendo Hap, cuja base é {|f,E7),|f, &) e, &), le, E) Y.

Pensemos agora na dinamica do sistema. Em cada colisdao dos qubits ocorre uma

interacao vinculada a transformacao unitaria U. Desta forma, acontecem os seguintes
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© o

Figura 17 — Qubits A e B dentro de uma caixa interagindo via colisoes.

processos colisionais:

seja,

ou

Colisao 1: pap(0) = pap(1) = Upa(0) @ pp(0)U". (5.1)
Colisio 2: pap(1) = pap(2) = U?p4(0) @ pp(0) (U2 (5.2)
Colisio n: pag(n—1) = pag(n) = U"pa(0) @ pp(0) (U™ (5.3)

Apods n colisdes podemos obter o estado de cada qubit através do trago parcial. Ou
pa(n) = Try[U"pa(0) © ps(0)(UT)"], (5.4)

pi(n) = TralU"pa(0) ® pp(0)(T1)"]. (5.5)

Na sequéncia abordaremos sobre o operador unitario U utilizado na evolugao do

sistema discutido nesta secao.

5.2

Canal amplitude de amortecimento generalizado

Na secao anterior descrevemos a dinamica pela qual o sistema é submetido, e para

tanto, serd necessario definirmos uma operacao unitaria a fim de que o processo colisional

ocorra. Sendo assim, escolhemos o canal amplitude de amortecimento generalizado, pois

este possui a caracteristica de alterar ou nao os estados de energia dos qubits em cada

colisdo. De acordo com o que foi descrito anteriormente, sabemos que a base dos autokets

de energia do sistema composto é {|f,&r),|f,&),le,&f),le,E)}. Em posse disto e da

Ref. [93], temos que as interagoes dos qubits através do CAMAG podem gerar os seguintes

resultados:

’f78f> — ‘f7€f>7 (56)
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|f,5e>—)Vl—p|f,ge>—\/]—9|6,gf>, (5'7)

|6,5f>—>Vl—p|6,5f>+\/]_9|f,€€>, (5'8)

le, ) — e, Ee) . (5.9)

A Eq. (5.6) significa que se A estd no estado fundamental e B também, nao acontece
transigoes entre niveis energéticos de nenhum qubit. Da Eq. (5.7) interpretamos que se
A esta no estado fundamental e B no excitado, existe uma probabilidade 1 — p de néao
ocorrer alteracao do estado composto e probabilidade p de A subir um nivel energético e
B ir para o estado fundamental. J4 na Eq. (5.8) percebemos que, caso A esteja no maior
nivel de energia e B no estado fundamental, hd uma probabilidade 1 — p dos qubits nao
alterarem suas energias, e uma probabilidade p de ocorrer transicao dos niveis energéticos,
ou seja, A vai para o estado fundamental e B para o excitado. Por fim, notamos na Eq.
(5.9) que se cada qubit estd no estado excitado, ap6s a colisdao o estado continua inalterado,
tendo-se um caso de estado metaestavel, aquele em que a permanéncia no maior nivel de
energia tem um tempo de vida muito longo dentro da escala atomica. Observar-se que a
metaestabilidade é dependente das condigdes ambiente [94-99]. Note nas Egs. (5.7) e (5.8)

que para p = 0 nao ocorre alteragao dos niveis energéticos do sistema e do ambiente.

Baseado na explanacao anterior e nas Egs. (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9), podemos
construir um operador unitério U pensando no postulado 2 da mecéanica quantica, de onde

sabemos que a evolugao de um estado quantico |¢) é dada por
) = Ule). (5.10)

Desta forma, definimos U como

U=If.€)(f.&1+ VI =plf.&) (. &
+\/ﬁ|fa‘€e> <€,€f|—\/]_?|€,5f> <f7€e| (5'11)
+ Vl_p|€7€f> <67gf’+|6756> <€v€6|'

Em posse da Eq. (5.11) verificaremos algumas situagoes do operador U.

o Verificagao da unitariedade de U.
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Da Eq. (5.11) temos que

UV =11.E0) (£ &1 +VT=plf.€) (] £
+VpleEp) (f, &l = V| f. &) (e & (5.12)
+ V1 _p’€7€f> <€?8f| + ‘6,56> <e>ge"

Assim, temos que

00t =, (1, &+ (1= p) [F.£) (. & — /o1 = p) |1, £) (e, &

+p[f,E) ([, &l + p(L = p) |, &) (e, E¢| — /(1 —p) e, &) ([, & (5.13)
+p|€,5f> <675f’ + \/p(1 _p) ’€>5f> <fa 5@‘ + (1 _p> ‘6?8f> <€v‘€f’
+ e, &) (e, &,

tal que efetuando os cédlculos concluimos que

OUY = \f,E0) (f &5l + |, €) (L Ecl + e ) (el + e, Eo) e, &l = 1. (5.14)
Por outro lado, temos que

U0 =1, (F,E 1+ (1 =) |f, ) (f, &l + \/p(1 = D) |, E) (e, &5

+pf &) (f. €l — \/p(A = p) If. &) (e, Ef| + /(1 — ) |e, Ef) (f, Ee| (5.15)
+ple, &) (e, Erl —/p(1 =) le, &) (f, €| + (L —p) |e, &) (e, &y
+le, &) (e, & .

Portanto,
U = [£,E0) (f,E51 + | ], Ec) (f, Eel + e, E) (e, Ef| + le, Ec) (e, & = T (5.16)

A partir das Eqs. (5.14) e (5.16), verificamos que UUt = U0 =1, onde I é o
operador identidade. Portanto, U é um operador unitario.

Vamos agora comprovar que a aplicacao de U nos estados do lado esquerdo da seta
nas Eqs. (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9) resulta nos kets do lado direito destas. Sera que de fato
essa verificacao é necessaria? Nao. Mas, para cunho didatico, as contas efetuadas a seguir
fard com que o leitor nao habituado com as operacoes matematicas possa saber fazé-las.
Também vale salientar que existem casos onde as operagoes unitarias nao resultam em

operadores unitarios [64].
« Verificagdo da aplicacio de U para Eq. (5.6).

Pela transformacao unitaria, temos que

£, € = U\f, &) (5.17)
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Substituindo (5.11) em (5.17) e rearranjando os termos, obtemos

F.E0) = UIF.E) = |£.€) (1 E DI E))
= |f, &) (fI ) (Efl &) (5.18)
= ’f76f>

Vemos, portanto, que o operador unitario dado na Eq. (5.11) satisfaz a Eq. (5.6).
« Verificagdo da aplicacio de U para Eq. (5.7).
Pelo segundo postulado da mecanica quantica sabemos que
f,€) = ULf,E) . (5.19)

Substituindo a Eq. (5.11) na (5.19) e efetuando os célculos, obtemos

F,6) = UIf,E) = VI—p|f. ) (L EN(FE)) — v/ble. &) ((F ENF, D)
= VT =D, E) (FI FIEN &Y — /e, &) (FI £) (Eel o) (5.20)
- Vl_p’fa€e> _\/1_7|675f>'

Constatamos que U satisfaz a Eq. (5.7).
« Verificagdo da aplicagio de U para Eq. (5.8).

Seguindo a estrutura de verificacdo dos dois tltimos topicos, temos que

le, &) = Ule, &) . (5.21)

Substituindo a Eq. (5.11) na (5.21), adquirimos

|675f> — U |€agf> =V1i-—p |€’€f> ((6,5f|)(|6,5f>) + \/ﬁlfa ge> (<eagf|)(|evgf>)
=V1—ple&)lele) (& Er) + /P IS. E) (el e) (€l Ep) (5.22)
=Vv1i-ple,&)+plf. &)

Pelo resultado anterior percebemos que a Eq. (5.8) é satisfeita pela operagao de U.
« Verificagdo da aplicacio de U para Eq. (5.9).

Para finalizar as verificagoes, analisemos a seguinte transformacao:

le, &) — Ule, &) . (5.23)
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Substituindo a Eq. (5.11) na (5.23), temos que

le.E) = Ule, &) = le, &) ({e, &) (le, Ec))
= le, &) (€| €) (Ec| &) (5.24)
=le, &) .

Com este tultimo resultado, comprovamos que a transformacao unitaria aqui apre-
sentada satisfaz as Eqs. (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9). A partir das consideragbes anteriores,

temos que a forma matricial do operador unitario é dada por

10 0 0
- o vi=p 0
0 PP , (5.25)
0 —F VI=p 0
0 0 0 1

cujo resultado estd de acordo com as Refs. [100,101].

5.3 Dinamica do modelo colisional

A partir de agora veremos a aplicagao das discussoes tedricas feitas nas segoes 5.1
e 5.2. Ou seja, estabeleceremos estados quéanticos para A e B com o intuito de observar o
que ocorre com a evolugao destes. Para o qubit A definimos um estado puro inicial (n = 0)

[¥(0)) = alf) +ble), (5.26)

com a,b € C. Da Eq. (5.26), temos que o operador densidade inicial de A é
pa(0) =[4(0)) (¥(0)|
=lalf)+ble)][a" (| + b (el (5.27)
=lal* 1) (f] + ab” [ f) e| + a"ble) (f| + [b]* |e) (e .

Consideraremos que o quibt B estd inicialmente em um estado térmico, cujo

operador densidade é

pB(0) = wy [Er) (Ef| + we |Ee) (Eel (5.28)
onde
_ 5
e FBT

sao os pesos probabilisticos, com j indicando se o estado é fundamental (wy) ou excitado

(we). Além disso, Z é a fungao de parti¢ao do sistema B, dada por

7 = Tr(e‘f%). (5.30)
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Se dividirmos w, por wy, a partir de algumas manipulagoes matematicas, temos que

_ Ee—&g
we = wyge  FBT . (5.31)

Também sabemos que
wy 4+ we = 1. (5.32)

Supomos que inicialmente os estados estao descorrelacionados. Portanto, das Egs.

(5.27) e (5.28) escrevemos o operador densidade do sistema composto como
pap(0) = pa(0) ® p5(0)

[lal* 1) (f1 + ab” ) el + a”ble) {f] + [b* [e) (el]®

[wy [E5) (€7 + we |Ee) (Ee]

= lalwy | f,E5) (f, &l + lalPwe |, Ec) (f, Ecl + ab*wy | f,Ex) (e, Ef| +

ab*w, | f,E) (e, E| + a*bwy |e, &) (f,Es| + a*bwe |e, Ee) (f, Ee| +

bl*wy le, Er) (e, &¢| + [b[*we le, &) (e, £ -

(5.33)

A forma matricial do estado inicial composto pelo sistema A com B é dada por
lalPw; 0 abfwy 0

0 JaPw. 0  abw,
atbwy 0 [pPwy 0

0 a*bw, 0 |b]?w,

pap(0) = (5.34)

Se efetuarmos as operagoes unitérias (apresentadas na se¢ao 5.1) na matriz da Eq.
(5.34) verificaremos que em cada colisao ocorrera uma modificagdo do estado pagp, € a
partir deste resultado é possivel estudar processos nao markovianos do modelo colisional,

como veremos adiante.

5.4 Traco da distancia

Vimos que durante a dindmica ndo markoviana o fluxo de informagdo do ambiente
para o sistema é caracterizado pelo aumento, ainda que transitorio, da distinguibilidade
dos pares de estados quinticos que evoluem no tempo [66], indicando efeito de meméria

ao longo das colisdes, o qual investigaremos na sequéncia.

5.4.1 Procedimento computacional

A partir de agora descreveremos o processo computacional empregado no calculo
do trago da distancia. Comecemos definindo dois kets iniciais ortonormais do sistema A,

onde um deles é dado por

1

[91(0)) = —= (1) +le)) (5.35)

Sl

2
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e outro é escrito como
42(0)) = —=(11) ~[¢)). (5.30)
Da Eq. (5.35) temos que

PA(0) = 11 (0)) (1 (0)

=§[|f> (F1+1F) (el + 1e) (F1 + 1e) (el |.
J4 pela Eq. (5.36), obtemos

PA(0) = [12(0)) (2 (0)

=[P L= 1) el — 1) 1+ Je) el ]

(5.37)

(5.38)

Assim, temos as matrizes

p4(0) = (f f) (5.39)
P4(0) = (_21 ?) : (5.40)

Feito isto, definiremos a matriz densidade inicial do ambiente B. Para tanto,

voltemos a Eq. (5.28) de onde extraimos que
. wr 0
p5(0) = <‘f ). (5.41)
0 we

Inicialmente, consideramos que os estados sao separaveis. Entao, as duas matrizes densida-

des iniciais compostas sao dadas por

%wf 0 %wf 0

N . . 0 1w, 0 ‘lw,
pap(0) = pa(0)@pp(0) =, 2 ° 2 (5.42)
swy 0wy 0
0 %we 0 %we
e
Wy 0 —swy 0
R ~ ~ 0 Lw, 0 —Law,
pap(0) = p5(0) @ pp(0) = ? . 2 (5.43)
0 —iwe 0 %we

Voltemos para a Eq. (5.31) e tomemos 1/kgT = 1/(E. — &£f). Assim, obtemos
w, = wyre~'. Agora, utilizando a relagao wy 4+ w, = 1, obtemos w; & 0,73 e w, ~ 0,27, que
serao utilizadas nas Eqgs. (5.41), (5.42) e (5.43). Enfatizamos que os valores de w, e wy,
definidos anteriormente, foram usados na Ref. [93] e permitido pelo autor do artigo, pois
desejavamos analisar a nao markovianidade de qubits numa outra perspectiva. E agora,
como procedemos para estudar a dindmica do sistema? A resposta esta num conjunto de

passos listados a seguir, que serao executados no computador para obtencao de resultados.
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1. Através do procedimento discutido na se¢ao 5.1, calcula-se as matrizes densidade

reduzidas ply e p% em cada colisdo com o auxilio do CAMAG.
2. Define-se a matriz M = pY — 4.
3. Sao calculados os autovalores 7, de M.
4. E calculado D = 1 ¥, |-
5. Num arquivo de dados é escrito o nimero da colisao (n) e o valor de D.

6. Ao final de 5, retoma-se o passo 1 até a quantidade de colisdes/iteracoes desejada.

5.4.2 Discussao dos resultados

A partir do procedimeto computacional descrito anteriormente, conseguimos obter
o traco da distancia D em func¢do do niimero de colisoes n, como pode ser observado na
Figura 18. Pedimos que o leitor consulte a descricao dos graficos antes de continuar a

leitura do texto.

Notamos claramente na Figura 18(a-b) o comportamento oscilatério de D que é
caracteristico da dindmica nao markoviana, como ja discutimos anteriormente. Contudo,
os graficos da Figura 18 tém aparéncias distintas para certos valores da probabilidade p
presente no CAMAG, como visto na secao 5.2. Devido a estas tais aparéncias, podemos

discutir sobre caos e regularidade no sistema, como veremos na sequéncia.

1 1

08 ] 08

0.6 0.6
— —
£ £
QA A

0.4 0.4

0.2} 0.2}

L R R 1 Rl 10 20 30 10750
n n

(a) (b)

Figura 18 — Trago da distancia D em funcao do nimero de colisoes n. No calculo numérico
fixamos (a) p = 0,5 e (b) p = 0,8 para construirmos duas matrizes ps5(0),
onde na primeira utilizamos a = b = 1/+/2 e obtivemos p' (0), enquanto que na
segunda usamos a = 1/v/2 e b = —1/+/2 para obter p%(0), cujo procedimento
foi discutido na subse¢ao 5.4.1.



Capitulo 5. Modelo colisional ndo markoviano para a dindmica de dois qubits 71

Note que na primeira colisao D ~ 0,706, e portanto consiste em uma diminuicao
da distinguibilidade entre os estados pY e p%. Para n = 2 vemos que D = 0, evidenciando
um caso de indistinguibilidade total entre os dois estados. Em n = 3 o trago da distancia
¢é aproximadamente 0,706. Quando n = 4 vemos que D = 1, indicando a distinguibilidade
completa entre os dois estados. Na quinta colisao D volta a obter o valor da primeira. A
partir de todas estas evidéncias somos capazes de sumarizar algumas coisas. Em primeiro
lugar, o valor de D ¢ aproximadamente 0,706 sempre que ocorre a passagem entre a
indistinguibilidade e distinguibilidade total dos estados. Em segundo lugar, a cada trés
colisoes os estados sdo completamente distinguiveis. Em terceiro lugar, depois da segunda
colisdo, a cada trés colisdes os estados sdo totalmente indistinguiveis. Isto significa que o
sistema apresenta uma dindmica regular, como é percebido na série temporal da Figura
18(a) [102,103].

Observemos agora a Figura 18(b). Nela percebemos que a testificacdo da nao mar-
kovianidade apresenta um comportamento caodtico, devido o cardter irregular apresentado
na série temporal de D em fungao de n [102,103], pois os valores de D podem nunca mais
assumir valores anteriores, mas talvez consiga assumir valores proximos aos que ja foram

registrados.

Em posse do que abordamos nos dois tltimos paragrafos e com base nas séries
temporais da Figura 18(a-b), vemos que para dois valores distintos de p o trago da
distancia evidencia uma situacao de regularidade ou caos. Perguntamo-nos entao se é
possivel fazermos alusdo sobre outros elementos da teoria do caos cléssico [83,84,102-105]
para compreendermos a dindmica do modelo quantico colisional. Na sequéncia veremos o

desencadear do questionamento aqui levantado.

55 Coeréncia

No estudo da coeréncia utilizamos a norma da coeréncia dada na Eq. (2.109) para
os calculos feitos no computador. Nesta se¢ao utilizaremos a mesma estrutura da anterior,
onde dividiremos aqui algumas subsegoes, comecando pelo procedimento numérico e na

sequéncia fazendo a discussao dos resultados.

5.5.1 Procedimento computacional

Revisitemos alguns resultados discutidos anteriormente que servem como base
para o objetivo desta subsecao. Escolhemos um estado inicial de A maximamente
coerente, cujo ket da Eq. (5.35) é dado na base hamiltoniano. Em seguida
obtivemos a matriz densidade inicial de A, que esta disposta na Eq. (5.37). A
forma matricial de p4(0) é a mesma da Eq. (5.39). Para o ambiente B escolhe-

mos a matriz densidade dada na Eq. (5.28), cuja forma matricial esta expressa
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na Eq. (5.41). Por fim, supusemos que os estados iniciais estdo descorrelaci-
onados e assim construimos a matriz densidade do sistema composto, como
disposto na Eq. (5.42). Em posse do que foi abordado neste pardgrafo, prossigamos

definindo os passos dos calculos feitos no computador.

1. Através do procedimento discutido na se¢ao 5.1 calcula-se a matriz densidade reduzida

de A (pa) em cada colisao com o auxilio do CAMAG.

2. E calculada a norma da coeréncia (C4), que nada mais é que a soma dos médulos

dos elementos fora da diagonal principal de p4.
3. Num arquivo de dados ¢ escrito o niimero da colisao (n) e o valor de Cy.

4. Ao final de 3, retoma-se o passo 1 até a quantidade de colisoes/iteragoes desejada.

5.5.2 Discussao dos resultados

Como podemos ver na Figura 19, estao dispostos os graficos da norma da coeréncia
do sistema A (C4) em fungdo do nimero de colisdes (n). Mais uma vez recomendamos

que o leitor examine a legenda das séries temporais antes de continuar a leitura do texto.

Percebemos na Figura 19(a-b) dois comportamentos distintos nas representagoes

graficas, que discutiremos a partir do préoximo paragrafo.

1 1
0.8 1 0.8 ]
0.6 H 0.6 H
—~
£ £
¢ <
© O
0.4 0.4F
0.2+ 0.2 ]
|
(k- . - .- . _ L . - ( L | L L n .
I0 20 30 40 B 10 20 30 40 50
n T

(a) (b)

Figura 19 — Norma da coeréncia do sistema A (C4) em fungao do nimero de colisdes (n).
No célculo numérico fixamos (a) p = 0,5 e (b) p = 0,8 para construirmos a
matriz pap(0), onde utilizamos a = b = 1/1/2 e obtivemos p4(0). Em seguida,
o procedimento feito foi o discutido na subsec¢ao 5.5.1.

Comecemos analisando a Figura 19(a). Nela visualizamos um comportamento

periédico devido ao carater da série temporal. Vejamos isso através da descricao do grafico.
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Note que na auséncia de colisao a coeréncia de A é maxima, o que ja é esperado, tendo em
vista que esta abordagem foi feita no primeiro paragrafo da subse¢ao anterior. Na primeira
colisao C'y =~ 0,706, na segunda colisao C'4 = 0, na terceira colisao C'4 =~ 0,706 e na
quarta C'4 = 1, quando A volta a ter coeréncia maxima. Se prosseguirmos nesta discussao,
constataremos que para n impar C'4 sempre valera aproximadamente 0,706. J& se n é par
o sistema principal sempre alterna entre estados maximanemente coerente (Cy = 1) e
completemente incoerente (C'y = 0). Temos aqui um indicio de dindmica nao markoviana,
pois o mesmo valor perdido da coeréncia do sistema principal é recuperado inteiramente
em outras colisoes. Ou seja, o ambiente devolve ao sistema a mesma caracteristica quantica
que este possufa. Algo que podemos nos questionar é se esta perda e recuperagao exata do
valor da coeréncia, que indica um processo de ida e volta completa da informagao, ocorre

somente quando a dinamica é periddica, como no caso aqui discutido.

Agora, analisemos a Figura 19(b). Nela constatamos um comportamento cadtico.
Note que na auséncia de colisao o estado ¢ maximamente coerente, e pelo menos até n = 50
o sistema parece nao ficar mais incoerente, pois C'y nunca atinge o zero. Percebemos que
durante as colisoes os valores das perdas e dos ganhos de coeréncia do sistema nao sao
exatamente iguais, diferenciando assim do caso periédico (p = 0,5) discutido anteriormente,
em que, por exemplo, para n impar C'4 sempre assumia um valor préximo a 0,706, cuja
conclusao foi que o ambiente fazia A perder uma quantidade de coeréncia e em outra

colisdao o sistema ganhava o mesmo valor perdido.

5.5.3 Diagramas de coeréncia

Esta subsecao tem por objetivo dar luz a indagacgao feita no paragrafo anterior: se
a recuperacao total da coeréncia do sistema ocorre somente nos casos de dindmica regular.
Para tanto, exploraremos partes de um diagrama do quantificador de coeréncia em funcao
da probabilidade, que é um analogo do diagrama de bifurcagdo na teoria do caos classico.
Nosso objetivo é entender se existem outras probabilidades de transicao p que ocasionam

uma dindmica cadtica ou regular para o qubit A.

Observando a Figura 20 poderiamos nos indagar que nao existe nenhuma regiao
que indique comportamento regular da coeréncia do sistema A. Contudo, se olharmos
atentamente para a Figura 20, perceberemos que existem algumas frestas verticais, de onde
podemos extrair informagoes. Portanto, fizemos cortes em algumas regides do diagrama
a fim de estudar a dindmica do sistema principal. Sendo assim, prossigamos com as

discussoes.

5.5.3.1 Analise da regido compreendida em 0,5 < p < 0,51

Observe a Figura 21. Note que em p = 0,5 os pontos 0, aproximadamente 0,706

e 1 s@o os unicos assumidos por Cy, e este quantificador vai assumindo diversos pontos
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Figura 20 — Diagrama de Coeréncia do sistema A construido para 100 colisdes com o
ambiente B. O DC é o andalogo do diagrama de bifurcacdo para sistemas
dindmicos discretos classicos, como visto no capitulo 4. Nesta Figura as frestas
indicam que para algum valor de p a dindmica de coeréncia do sistema principal
pode ser periddica.

a medida que p > 0,5. O fato de C4 assumir os trés valores anteriormente apresentados
quando p = 0,5, lembra-nos a evidéncia de uma 6rbita periddica no diagrama de bifurcacao
de sistemas dinamicos discretos classicos. No caso quantico, identificamos a dinamica
periddica observando a série temporal da Figura 19(a), onde os pontos de C4 se alternam

sempre nos mesmos valores descritos anteriormente, descrevendo uma érbita de periodo 4.

Ja que abordamos o comportamento periddico na dinamica de coeréncia para o
sistema A, é possivel constatarmos um carater cadtico do qubit principal quando analisamos
outro valor da probabilidade? Sim, em p = 0,509. Perceba na Figura 21 que existe uma
grande quantidade de pontos sobre a reta p = 0,509. Podemos ver o efeito de caos na série
temporal da Figura 22 através de C'4 em funcao de n, onde o quantificador de coeréncia

assume valores diferentes até n = 50.

Na proxima sub-subsecao analisaremos outro corte no diagrama da Figura 20 para

fazermos discussoes semelhantes as daqui.
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Figura 21 — Corte da uma regiao do DC da Figura 20 no intervalo de 0,5 < p < 0,51
para 100 colisdes entre o sistema A e ambiente B. A reta em vermelho esta
posicionada em p = 0,509.
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Figura 22 — Gréfico construido para uma dindmica com 50 colisdes entre o sistema A e o
ambiente B, usando p = 0,509. Vemos a série temporal do quantificador de
coeréncia do sistema principal em func¢ao do niimero de colisoes.

5.5.3.2 Anélise da regido compreendida em 0,75 < p < 0,81

Perceba na Figura 23, que em p = 0,75 o quantificador de coeréncia do sistema

principal assume dois valores: 0,5 e 1. Podemos elucidar este fato com o andlogo de uma
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orbita periddica no diagrama de bifurcagdo para um sistema dindmico discreto classico.

GRS RS )
oy
0
0,6
=2
<
NS}
0,4
0,2

0 7 7 gl
0,75 0,76 0,77 0,78 0,79 0,8 0,81

Figura 23 — Corte da uma regiao do DC da Figura 20 no intervalo de 0,75 < p < 0,81 para
100 colisoes (iteragoes) entre o sistema A e ambiente B. A reta em vermelho
esta posicionada em p = 0, 8.

1 T T T
0,8 b
0,61 ]
<t
Qo
0,4f ]
0,2F b
0 10 20 30 10 50
n

Figura 24 — Grafico construido para uma dindmica com 50 colisdes entre o sistema A e
o ambiente B, usando p = 0,75. Vemos a série temporal do quantificador de
coeréncia do sistema principal em funcao do niimero de colisoes.

A partir da Figura 24 notamos que durante a dindmica peridédica, o ganho ou
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a perda da coeréncia do sistema A possui sempre e exatamente os dois valores citados

anteriormente, e isto caracteriza uma dinamica nao markoviana, semelhantemente ao caso
de p = 0,5 da Figura 19(a), cuja discussao foi feita na se¢ao 5.5.2.

Na Figura 23, podemos indicar um valor da probabilidade para o qual A possui
uma dindmica cadtica? Sim, em p = 0,8, onde uma reta estd destacada em vermelho. Em
tal parametro vemos uma distribuicao enorme de pontos, cuja dinamica indica que durante

a iteragao do sistema, C4 assume diversos valores. Devido a isto, o caos é evidenciado na
série temporal da Figura 19(b), como discutido anteriormente.

Podemos identificar a caoticidade dindmica de A com um outro viés, observando
o grafico da Figura 25. Vemos que existem cinquenta pontos distribuidos no diagrama

C4 x Cp associados a cada colisao, o que nos lembra o espago de fases cadtico de um
sistema dinamico discreto classico.

'*'I—'—m...v. T T T T T T
e
",
l-.
L
0,8 . ]
| ]
-
.-
"
0,6 )
n
| |
S -
..
0,4} S
L]
.
-
0,2 P
L ]
-
.
0 VS () oo

0.4 0.5
Cp

Figura 25 — Norma da coeréncia do sistema A em fun¢do da norma da coeréncia do

ambiente B para p = 0,8, construido para uma dindmica com 50 colisoes de A
com B. Notamos a desordem na dindmica da coeréncia, devido a distribuicao
dos pontos apresentada no grafico que nos remete ao espago de fases dos
sistemas dinamicos discretos classicos para comportamento cadtico, como
visto no Capitulo 4.

5.6 Emaranhamento

A partir de agora estudaremos o emaranhamento que eventualmente pode surgir

durante o processo colisional dos qubits A e B. Estruturaremos esta secao de forma andloga

as anteriores, ou seja, comecaremos a abordagem pelo procedimento computacional e em
seguida discutiremos os resultados obtidos.
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5.6.1 Procedimento computacional

Para efetuagao dos calculos no computador utilizamos a expressao da negatividade
do emaranhamento, dada na Eq. (2.88). Pego que o leitor volte a se¢ao 5.5.1 e releia o
trecho em negrito no primeiro pardgrafo. Feito isso, é possivel entendermos os passos
que sao executados no computador para obtencao dos resultados, como serd descrito na

sequéncia.

1. Através do procedimento discutido na secao 5.1 calculamos a matriz densidade do

sistema composto em cada colisao com o auxilio do CAMAG.

2. A partir da matriz densidade do sistema composto, é construida a matriz transposta
parcial de A (pT4).

3. Sao calculados os autovalores \; de pT4.
4. Se \; <0, entdo calcula-se N'(p) = >;[|Ai| — \i] /2.
5. Num arquivo de dados é escrito o ntimero da colisao (n) e o valor de N (p).

6. Ao final de 5, retoma-se o passo 1 até a quantidade de colisoes/iteragdes desejada.

5.6.2 Discussao dos resultados

Nesta subsecao faremos uma investigacao sobre emaranhamento juntamente com as
coeréncias do sistema principal e do ambiente. Sendo assim, escolhemos dois valores para as
probabilidades de transicao dos niveis de energia, sendo p = 0,5 o caso de comportamento

periddico e p = 0,8 o de comportamento cadtico.

5.6.2.1 Analise para o caso de p = 0,5

Na Figura 26(a) percebemos que a série temporal apresenta um comportamento
periédico da negatividade do emaranhamento, pois os valores se alternam entre N'(n) =0
quando n é par e N'(n) ~ 0,095 quando n ¢ impar. No primeiro caso percebemos que a
colisdo entre A e B tornam o sistema composto separavel, enquanto que na situagao de

N (n) =~ 0,095 os qubits estdo com um certo grau de emaranhamento.

Observemos agora a Figura 26(b), onde estao postos os pontos de N em preto,
C4 em vermelho e Cg em azul como fun¢ao do ntimero de colisoes. Note que na primeira
colisao, quando ocorre o emaranhamento, C'4 ~ 0,706 e Cg ~ 0,322, ou seja, na interacao
os dois qubits possuem coeréncia. J4 na segunda colisdo em que N = 0, vemos que Cy = 0 e
Cp =~ 0,454, onde esta é a maior coeréncia obtida pelo ambiente. Quando n = 3 surge entao
o emaranhamento, fazendo com que C4 e Cp assumam os mesmos valores da primeira

colisdo. Na quarta colisso N =0, Cg = 0 e C4 = 1, implicando que o estado do sistema ¢é
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Figura 26 — (a) Negatividade do emaranhamento A/ em fung¢ao do nimero de colisdes n.
No célculo numérico utilizamos o procedimento descrito na subsegao 5.6.1,
onde fixamos p = 0,5. Em (b) estdao postos os pontos de A em preto, Cy em
vermelho e Cg em azul como funcao de n. O procedimento computacional

para calcular os quantificadores de coeréncia foi 0 mesmo descrito na se¢ao
5.5.1.

maximamente coerente. A partir da Figura 26(b) e das discussoes anteriores, sumarizamos
que se n é impar, sistema e ambiente estao emaranhados e portanto ambos possuem
coeréncia. Ja se n ¢ par somente um dos dois qubits possui maior grau de coeréncia,
corroborando assim com a teoria, pois nestas circunstancias o emaranhamento nao deve

existir.

5.6.2.2  Analise para o caso de p = 0,8

Percebemos na Figura 27(a) um comportamento desordenado na série temporal
da negatividade do emaranhamento N em funcao do niimero de colisdes n. Nestas cir-
cunstancias N parece nao mais atingir o valor nulo, exceto em n = 0 e n = 17, quando
sistema e ambiente estdo descorrelacionados. O caos apresentado na Figura 27(a) implica

que durante a dindmica os qubits A e B estao sempre emaranhados.

Como podemos observar os efeitos do emaranhamento no caso p = 0,87 Através
das coeréncias do sistema A e ambiente B na Figura 27(b), cujos pontos de N em preto,
C4 em vermelho e Cg em azul estao em funcao do nuimero de colisoes n. Note que
durante a dindmica da coeréncia os valores para A e B nao sdo maximamente coerentes ou
completamente incoerentes, mas percebemos que Cy, Cg # 0, e a justificativa disso estd no
fato do sistema e do ambiente sempre estarem emaranhados. Nestas circunstancias vemos

que nao podemos manipular sistema ou ambiente para extrairmos ao maximo a coeréncia
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Figura 27 — (a) Negatividade do emaranhamento A/ em fun¢ao do nimero de colisdes n.

No célculo numérico utilizamos o procedimento descrito na subsegao 5.6.1,
onde fixamos p = 0,8. Em (b) estdao postos os pontos de A em preto, C'y em
vermelho e Cg em azul estao em funcao de n. O procedimento computacional

para calcular os quantificadores de coeréncia foi 0 mesmo descrito na se¢ao
5.5.1.

de cada um deles. Indagamo-nos sobre isto, pois em uma dindmica periédica (p = 0,5)

notamos que é possivel sabermos quando ocorre emaranhamento e como podemos controlé-

lo, a fim de potencializarmos a coeréncia do sistema ou ambiente. Desta forma, percebemos

que se distinguirmos a dinamica caotica da peridédica, somos capazes de manipular qubits

com eficiéncia, podendo, por exemplo, maximizar a coeréncia de um sistema. Chegamos

nesta concepcao a partir dos valores que sao atribuidos a probabilidade de transicao, que é

o parametro que estamos utilizando para analisar a dinamica do sistema. No nosso estudo

se p = 0,5, por exemplo, podemos saber em quais momentos a coeréncia do sistema é

maxima ou minima e em quais intervalos de colisao isso ocorre.



81

CAPITULO 0

TRANSICAO DA DINAMICA NAO
MARKOVIANA PARA A MARKOVIANA

Neste capitulo buscaremos entender como um qubit representando o sistema prin-
cipal se comporta frente ao aumento de constituintes do ambiente, ou seja, quando se
acrescenta mais um ou dois qubits no estado térmico ao modelo apresentado no capi-
tulo anterior. O objetivo da investigacao é responder ao seguinte questionamento: qual
a influéncia do tamanho do ambiente na transicao da dinamica nao markoviana para a
markoviana? Sendo assim, apresentaremos os modelos e os estudos do trago da distancia e

da coeréncia, levando em consideragao o emaranhamento, como veremos a seguir.

6.1 Modelo fisico para o ambiente de dois qubits

4
O

Figura 28 — Qubits A, B e C' dentro de uma caixa interagindo via colisoes.

@

Considere a mesma situacao descrita na se¢ao 5.1, onde tinhamos os qubits A e B,
que representavam o sistema principal e o ambiente, respectivamente. Agora, acrescentamos

ao ambiente um qubit C' que é idéntico a B, isto é, também estda no estado térmico
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com os mesmos pesos probabilisticos de estar no estado fundamental e excitado. Nestas
circunstancias, as interagoes ocorrem entre A e B, Ae C e B e C, como podem ser vistas

na Figura 28.

Consideramos que A possui operadores hamiltoniano Hy = Ef | f) (f| + E. |e) (e] e
densidade pa = |a|? |f) (f|+ab* | f) {e| +a*b|e) (f|+]b]*|e) (e|]. O qubit B tem operador de
energia Hp = &7 1E7) (€| + &, |E.) (E.| e operador densidade pp = wy [Ef) (Ef] +we |Ee) (El.
Semelhantemente, C' possui operador hamiltoniano He = &7 [Ef) (E5] + E. |E.) (E.] e
operador densidade pc = wy [Ef) (Ef| + we |E) (Ec|. O operador hamiltoniano do sistema

total é Hapc, cuja base dos autoestados de energia ¢é

{|f75fa5f> ) ’f76f7€e> ) ‘f78€76f>7|f75678€>7

(6.1)
le,Er, &) 1€, Er,Ee) e, &, Er) s e, e, Ee) )

Ressaltamos que o primeiro termo dentro de cada ket se refere ao qubit A, o segundo termo
ao B e o terceiro ao C. Se inicialmente considerarmos que os qubits estao descorrelacionados,
entao o operador densidade inicial do sistema composto serd papc(0) = p4(0) ® pp(0) ®
pc(0).

A partir de agora analisaremos a dinamica do sistema composto. Assim, em cada
colisao devemos ter uma matriz unitaria que atue nos dois qubits em questao. Portanto, se
a colisao ocorre entre A e B, a matriz unitaria é 1. J4 se a colisido é entre A e C , @ matriz
unitdria é Us. Por fim, dada a colisdo entre B e C, a matriz unitaria é Us. As colisdes
ocorrem de forma aleatéria, e para que possamos compreender melhor a ideia da dinamica,

vamos considerar um processo colisional na seguinte ordem: (i) A e B, (ii) A e B, (iii) B
eCe(iv)AeC.

(1) Colisao entre A e B:
pasc(0) = pasc(1) = U1 (pa(0) ® pu(0) @ pe(0)) U, (6.2)

(77) Colisao entre A e B:
pasc(l) = papc(2) = UF(pa(0) © pu(0) © pe(0)) UF*. (6.3)

(7i1) Colisao entre B e C":

papc(2) = papc(3) = UU} (ﬁA(O) ® pp(0) ® ﬁc(O))UFUST. (6.4)

(iv) Colisao entre A e C"
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panc(3) = papc(4) = DU} (ﬁA(O) ® pp(0) ® PAC(O))UIQUQU; (6.5)

Perceba que durante o processo descrito ja consideramos os efeitos do emaranha-
mento, pois quando um qubit colide com outro nao somos capazes de garantir que eles estao
descorrelacionados. Por fim, a cada colisao efetuada, os estados dos qubits sao determinados

pelo tracgo parcial como

pa(n) = Truc|papc(n)], (6.6)
pp(n) = Trac|pasc(n)], (6.7)
pe(n) = Trap|pasc(n)]. (6.8)

6.2 Construcao das matrizes unitarias para dinamica do ambiente

composto por dois qubits

Para cada colisao existe um conjunto de equagoes que determinam como ou nao
ocorrem as transi¢oes de energia entre os qubits que interagem. Assim, a partir de cada
situagao ¢é possivel montar as matrizes unitarias descritas na se¢ao anterior. Em posse

disso, basearemo-nos na dinamica descrita para dois qubits que foi apresentada na secao
5.2 para o CAMAG.

6.2.1 Colisao entre Ae B

Para esta circunstancia, temos o seguinte cendrio:

|f. €8, E5) = 1. E1,Ep) (6.9)
€, 8e) = |f Er,Ee) (6.10)
1f, €, &p) = VT =pIf, 6, &r) — /D le Er, Ex) (6.11)
f €, Ee) = VT =pIf, & Ee) — Vple, Ex Ee) (6.12)
e, &1, Ep) = VT =ple,Ep, ) + /PIf Ee Ep) (6.13)

le.Er.E) = VI —ple.Ep.E) + /B If. € Eu) (6.14)
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e, &, E) — le, &, Ex) (6.15)

e, e, Ee) — le, Ee, Ee) - (6.16)

Analogamente ao que se viu na segdo 5.2, as Egs. (6.9), (6.10), (6.15) e (6.16)
significam que os estados dos qubits ndo sao alterados com a colisdao. J& as Eqs. (6.11),
(6.12), (6.13) e (6.14) significam que nas colisoes pode ocorrer probabilidade 1 — p dos

estados nao serem alterados ou p de acontecer a transicao dos niveis de energia.

Em posse das oito tultimas equagoes, definimos o operador unitario como

Ur = £, 80, E0) (£, €5, E5l + 11, €5, E0) (1, €5, ]
VT =pIf, 8, Ep) (f, Eer Efl — /P le, Er, Ex) (£, Ee, Ef
VT =plf, & &) (f e, Ecl — Dle Ep, Ee) ([, Ee, Ee
VI =ple, & Er) (e &, Epl + /DI, e, Ex) (e Er, &y
+ VT =ple, & &) (6,8, El + /DS, Ees Ee) (e, &, Ee
+le, &, Er) (e, &, Er| + e, &, Ee) (e, &, Eel -

(6.17)

A partir da Eq. (6.17) faremos algumas verificagoes para U,
e Verificacao da unitariedade de U,.

Da Eq. (6.17) temos que

Ul =I1,85,85) ([, €5, &5l + | [, €, Ee) (f, €y, &
F VT =p|f, 8, Ep) (f, Eer Efl = VDI f: Eer Er) (e, Ep, &
VI =p|f, e &) (. Ee. &l — /DI f . Eer Ec) (e, Er . Ee
+ VT —ple, &, Ep) (e, Er, Erl + Ve, Er, Ep) ([, ey &5
+VI=ple, & Ee) (e, Ep, &l + /ple,Ep, &) (f, Ee, Ec]
+le, &, Er) (e, &, Er| + e, &, Ee) (e, Ee, Eel

(6.18)

Portanto, das Eqgs. (6.18) e (6.17) obtemos

ODLOL = £, 81, E) (F. €1, E¢| + | ], €5, Ee) (f, &, Ec]
F S Ees Ep) ([ Ee, Efl + | [ Ees Ee) ([ Ees Ee
+le, & &) (e, 8, Er| + e, Ex, &) (e, Ex, &
+ e, Ee, Ef) (e, Ee, Ef| + e, Ec, EL) (e, Eu, Ee| = T

(6.19)



Capitulo 6. Transi¢io da dindmica ndo markoviana para a markoviana 85

Analogamente, concluiremos que

ULy = | £, €5, E0) (F, &, Efl + | f. €1, E0) ([ 5, Ec]
T/, 8 Ep) ([, e, Ep + |1 Ee, Ee) (f Ee, Ee
+le, &, Er) (e, &, Ef| + |e, €, Ee) (€, Ef, &l
e, £ Er) (e, Ee, Ef| + |, Eer Ee) (e, Eur Ec| = 1.

(6.20)

Portanto U; é unitario.

Vamos analisar se a aplicacao de U1 nos estados do lado esquerdo da seta nas Egs.
(6.9) a (6.16) resulta nos kets do lado direito destas, satisfazendo assim o postulado 2 da

mecanica quantica.
» Verificagao da aplicagao de 0 para Eq. (6.9).
Note que das Egs. (6.9) e (6.17), temos que

|f78f75f> - Ul‘f7gfagf> = ‘f?gf7gf> <f75f75f|f78f78f> = ‘f?gfugf> (621)

Ou seja, a transformacao unitaria satisfaz a Eq. (6.9).
» Verificagao da aplicagao de 0, para Eq. (6.10).

Note que das Eqs. (6.10) e (6.17), temos que
|f> 5f756> — [71 |f> 5f756> = ’f75f75€> <f7 5f786’ f7 5fa(‘:e> = |f7 5f756> . (622)

Ou seja, a transformacao unitéria satisfaz a Eq. (6.10).
» Verificagao da aplicagao de 0, para Eq. (6.11).

Note que das Egs. (6.11) e (6.17), temos que

£, 60 Er) = UL, €, E8) = VT = pIf, Er E) (f, Eer Ef| £, Eer Er)
_\/ﬁ|€,gf,(€f> <f7gea€f|f7gevgf> (623)
=V 1_p|fag€7€f> _\/2_)|67€f75f>

Ou seja, a transformagdo unitdria satisfaz a Eq. (6.11).

« Verificacdo da aplicagdo de U; para Eq. (6.12).
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Note que das Egs. (6.12) e (6.17), temos que

‘f788786> — Ul |f7 56756> =V 1 _p|f786786> <f7 g€7ge| f7 56756>
- \/]_7|678fa€e> <f7geage|fvgevge> (624)
:Vl_p|f7gevge>_\/ﬁ|675f7ge>-

Ou seja, a transformagdo unitdria satisfaz a Eq. (6.12).
« Verificacdo da aplicacdo de U; para Eq. (6.13).

Note que das Egs. (6.13) e (6.17), temos que

le, 81, &) = Uile, &5, &) = VI—ple.Es, &) (e, Er. Epl €, Er, Ex)
+\/]_7‘f7ge>5f> <€7gf;gf|6,5f,5f> (6.25)
=V 1 _p|€’5f75f> +\/ﬁ|f75€75f>

Ou seja, a transformacao unitéria satisfaz a Eq. (6.13).
« Verificacdo da aplicagio de U; para Eq. (6.14).

Note que das Eqgs. (6.14) e (6.17), temos que

le,Er, &) = Ui le,£5,E) = VI —ple, &, ) (e, Ef, Eol €, &, Ee)
+\/]_7|f7geage> <€agfage|e75fage> (626)
=V 1_p|€agfage>+\/z_9|f7€e7ge>'

Ou seja, a transformagdo unitdria satisfaz a Eq. (6.14).
« Verificacdo da aplicagdo de U; para Eq. (6.15).

Note que das Eqgs. (6.15) e (6.17), temos que
|6, ge>5f> — Ul ’6, 5@,5}) = ’6,56,5f> <€, Se,gf’ e, ge,gf> = ’6, Se,gf> . (627)

Ou seja, a transformagdo unitdria satisfaz a Eq. (6.15).
« Verificacdo da aplicagdo de U; para Eq. (6.16).

Note que das Egs. (6.16) e (6.17), temos que
|€7€eyge> — Ul |67567 ge> = |6, ge>€e> <€7 geyge| eage7ge> = |€7gea ge> . (628)

Ou seja, a transformacdo unitdria satisfaz a Eq. (6.16).
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Com este tltimo resultado, comprovamos que a transformacgao unitaria aqui apre-
sentada satisfaz as Egs. (6.9), (6.10), (6.11), (6.12), (6.13), (6.14), (6.15) e (6.16). Assim,

temos a matriz

10 0 0 0 0 00
01 0 0 0 0 00
00 vI—p 0 NG 0 00

o LU VA e Vb 00 (6.29)
00 —/p 0 VT—p 0 00
00 0 —yp 0 YT—p 00
00 0 0 0 0 10
00 0 0 0 0 01

6.2.2 Colisdo entre A e C

Seguindo a légica da subsecao anterior, iremos efetuar uma sequéncia de passos

até construir a matriz unitaria da transformagao Us, associada a colisd@o entre os qubits A

e C.

[, €8, 85) = |, E5,Ep) (6.30)
f. €5, 8) = VI =p|f, & &) — /ple,Er Er) (6.31)
|f.Ee,Er) = |, Ee:Ex) (6.32)
fi€e,Ee) = VT =pIf, € Ee) —V/Ple, e, Ex) (6.33)
le,Er.Ep) = VT =ple,Ep, ) + DI Ex Ee) (6.34)
e, &, &) = e, & Ee) (6.35)
le,E,Er) = V1 —ple, &, &) + VDI Eer Ee) (6.36)
e, &, Ee) = |e,Ee, Ee) - (6.37)

Assim, como visto na subsec¢ao antecedente a esta, as equacoes anteriores represen-

tam a probabilidade de ocorrer transi¢cao entre niveis de energia ou nao, bem como casos
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em que a colisdo nao altera os estados quanticos, a exemplo da Eq. (6.30). Ainda com base

nas oito ultimas equacgoes, construimos o operador unitario da transformacao como

Uy = |, €5 E0) (F. 5 Efl + VT =D IF Er Eo) (F, €1, Ecl = /D le, 5, E0) (1, €, Eol
F 1 e Ep) ([ Ee Erl + VT =D f, € E) (. ey Ecl — /P le, Ee, Ex) ([, Ee, Ee]
VT =ple, &, Ep) (e, Er El + /DI Epr Ee) (e, Ep, Ef| + e, Ep, Ee) (e, Ep, Eel
+ VI —ple,&e, Ep) (e, e, Ef| + VD[, Eer Ec) (€, Ec, Efl + e, Ec, Ec) (€, Ec, Eel -

(6.38)

Tomando UQT na ultima equacao, garantimos que Ugﬁg = UQT Uy =1 , comprovando
assim a unitaridade de Us. Além disso, asseguramos que Us satisfaz as Eqs. (6.30) & (6.37).

Feitas as discussoes anteriores, temos que a matriz de U, é

1 0 0 0 0 0 0 0
0 VvI—p 0 0 i 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0

g_|0 0 0VI=p 0 0 B 0 (6.3
0 —p 0 0 T=p 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 —/F 0 0 yI=p 0
0 0 0 0 0o 0 0 1

6.2.3 Colisao entre B e C

Para finalizar a situagdo de colisoes entre qubits, vamos construir a matriz Us
que considera a interagao entre B e C'. Para tanto, observe a seguir as possibilidades de

transicao entre os estados.

[f €85y = |, €, E5) (6.40)
I, 8.8) = VT =pIf.Ep,E) — DI, e, Ex) (6.41)
fi€es&r) = VI =pIf, €. Er) + VDI Ex,Ee) (6.42)
f, e Ee) = 1f, Eer Ee) (6.43)
le,Er, Er) = e, €5, Ep) (6.44)

le,E¢, &) > V1—ple,&r &) — Vple, Ee, ), (6.45)
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|€,ge,gf> — \/Tp|6,€e,5f> + \/]_9|6,5f,5e> , (646)
e, &, Ee) = e, Ee, Ee) - (6.47)

Com base nas oito ultimas equagoes, construamos o operador Us, assim como

fizemos nas duas tultimas subsecoes:

Us = |f, €0, E0) (F, €5, Efl + VT =D IF, Er E) (€4, Eel = DI €, E0) (1, € Eol
F VT =D € Ep) (f, Ees Exl + /D | f, €5y E) (f, Ees Ef| + 1], Eer Ee) ([ Eer E]
+le, & Ep) (e, Er, Erl + VT = ple Ep, Ec) (e, Er, Ec — /P e, Ee, Ep) (e, Ex, Ee
+VI—ple, & &) (e, e, & + VP le Ep, Ee) (e, Ee, Ef| + e, Ec, Ec) (e, Ec, Eel -

(6.48)

A partir do adjunto de Us, asseguramos que U30§ = U§ Us = I, satisfazendo assim
a condicao de operador unitario. Além do mais, garantimos que Us néo viola as Eqgs. (6.40)

até (6.47). Por fim, temos que a matriz de Us é

1 0 0 0 0 0 0 0
0O Vi-p v 00 0 0 0
0 —p I-p 0 O 0 0 0
0, — 0 0 0 10 0 0 0 (6.49)
0 0 0 01 0 0 0
0 0 0 00 viI=p p» O
0 0 0 00 -/ VI-p O
0 0 0 0 0 0 0 1

6.3 Construcao da matriz densidade inicial envolvendo o ambiente

de dois qubits

Assim como no caso do capitulo anterior, consideraremos o operador densidade

inicial do sistema principal A dado como

pa(0) =lal* | £) (1 + ab” |f) el + a"ble) (f] + [b]* e} (e] - (6.50)

Ja para o ambiente constituido por dois qubits idénticos, os operadores densidade destes

estao inicialmente no estado térmico, tal que
pB(0) = pc(0) = wy |Ex) (€| + we |Ec) (Eel - (6.51)

Considerando que os estados iniciais estao descorrelacionados, escrevemos que o estado

total dos trés qubits é dado por

papc(0) = pa(0) @ pp(0) @ pe(0). (6.52)
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Portanto, substituindo as Egs. (6.50) e (6.51) na Eq. (6.52), obtemos

papc(0) = lal*w} |f, &, E) (f, €5, &l + |alPwpwe | £, Er, ) (f, E, Ecl
+lalPwpwe | f, e, Er) (f, Ec, Ef + |alPwi | f, €, E) (f, Ee, Eo]
+ ab*w]% |f, €5, &) (e, Ep, Ep| + ab wpwy | f,Er, Ee) (e, Ef, Eel
+ ab* w? | f, Ee, Ee) (e, Ee, Ee| + ab*wiw, | f, Ee, Er) (e, Ee, Ef|

+a*bwile, £, Ep) (f, €5, Epl + a*bwpwe e, Ep, Ec) (f, Eey, Eel (0:55)
+ a*bwsw, e, Ee, E) (f, Ee, Ef| + a*bw? |e, ., E) (f, Ee, Ee|
+ ‘b|2wj2” |€’ gf? gf) <67 5f7 5f| + |b|2wfwe |67 gfv g€> <€’ gfv ge|
+ pPwpwe [e, &, Ex) (e, Ee, Exl + bI*w] e, &, Ee) (e, Ec, Eel
A representacao matricial do estado inicial composto é dada por
|a*w? 0 0 0  ab*w; 0 0 0
0 J|alPwsw, 0 0 0  abwsw, 0 0
0 0 lalPwswe 0 0 0 ab'wpwe, 0
papc(0) = 0 0 0 lal?w? 0 0 0 ab*w?
a*bw? 0 0 0 [bPw? 0 0 0
0  a*bwrw, 0 0 0 |b*wsw, 0 0
0 0 a*bwyw, 0 0 0 bPwrwe. 0
0 0 0 atbw? 0 0 0 |b|2w?
(6.54)

6.4 Traco da distancia para o ambiente composto por dois qubits

Para os resultados que serao discutidos, utilizaremos os mesmos parametros do
caso de dois qubits. Ou seja, o ambiente com os qubits B e C possuem pesos probabilisticos

wy = 0,73 e w. = 0,27, referentes aos operadores densidade no estado térmico.

6.4.1 Procedimento computacional

Para compreensao do processo computacional utilizado nos resultados a serem
discutidos, recomendamos que o leitor volte a subsegao 5.4.1, mais precisamente no primeiro
pardgrafo, e leia o texto até a Eq. (5.41), onde definimos a forma das matrizes densidade
do sistema principal a partir de estados ortogonais. Feita a leitura recomendada, temos
embasamento para construir duas matrizes densidade iniciais do sistema composto com

base nas Egs. (5.39), (5.40) e (5.41), atentando que esta tltima é a mesma para B e C.

Para os estados ortonormais de A, a partir da Eq. (6.54) definimos pY5-(0) a partir
dos pardmetros a = b = 1/v/2. J& para p% . (0) usaremos a = 1/v/2 e b = —1//2. Com
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base nisso, vejamos a seguir os passos computacionais empregados para obtengao do traco

da distancia em funcao das iteragoes.

1. A partir do procedimento discutido na secao 6.1, estipulamos condi¢oes para que as
colisoes entre A e B, A e C e B e C ocorram aleatoriamente, onde a cada interagao
existe uma matriz unitaria associada, respectivamente dadas por Uy, Us e Us. Feita

uma dessas interagoes, calcula-se as matrizes densidade reduzidas pl e p%.
2. Define-se a matriz M = ply — p3.
3. Sao calculados os autovalores v; de M.
4. E calculado D = 255 1l
5. Num arquivo de dados ¢ escrito o niimero da colisdo (n) e o valor de D.

6. Ao final de 5, retoma-se o passo 1 até a quantidade de colisoes/iteragoes desejada.

6.4.2 Discussao de resultados

A Figura 29(a) se refere ao caso do capitulo 5, onde tinhamos a colisdo entre o
sistema principal A e B, o Unico constituinte do ambiente. Neste estudo percebemos que a
depender da probabilidade de transi¢do (p) entre os estados dos qubits, a dindmica nao
markoviana pode ser regular ou cadtica, que no caso da Figura 29(a), representa a primeira

opc¢ao com p = 0,5, onde consideramos 100 colisoes.

11 : |
(a) (b)
0,8 * 0,8 ] 1
—~ O 6 — 07 6 r -
= £
Q Q
0,4 0,4+ 3
0,2 H 0,2 .
0 1 1 1 1 0 -
0 20 40 60 80 100 0 100
T

Figura 29 — Trago da distancia D em fungao das iteragoes n. As imagens (a) e (b) se
referem aos casos das colisdes envolvendo dois e trés qubits, respectivamente.
Utilizamos os parametros p = 0,5, a = b = 1/\/5, wy = 0,73 e w. = 0,27.
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Observe agora a Figura 29(b). O resultado dela deve-se ao acréscimo de um qubit
C ao ambiente, que antes s6 possuia B. As caracteristicas de B e C' sdo idénticas, como
discutido anteriormente. Neste procedimento também utilizamos p = 0,5. Percebemos
que o traco da distancia apresenta oscilacao ao longo das iteragoes indicando assim
uma dindmica nao markoviana. Além disso, ao comparar as duas imagens da Figura 29
observamos que ocorre uma transicao entre a dindmica periédica para a cadtica. Ainda
que modifiquemos os valores para probabilidade de transi¢do, a ndo markoviandade estara
presente de forma cadtica nas séries temporais do trago da distancia, como pode ser visto

na Figura 30 para p > 0.

E interessante observar que na situagao da Figura 30(a), onde p = 0, ndo ocorre
transi¢ao de estados dos niveis energéticos para nenhum dos qubits, implicando no valor
constante de D(n) = 1, ou seja, total distinguibilidade dos estados. Observando os outros
graficos da Figura 30(b,d,e,h) para o conjunto p = {0,1,0,3,0,4, 0, ‘8}, respectivamente,
percebemos casos de uma diminuigao substancial nos valores do traco da distancia, e
portanto uma diminui¢do na distinguibilidade dos estados que fica variando de forma

caltica.

Na Figura 30(j) percebemos que o sistema principal possui inicialmente estados
completamente distinguiveis. Com as interagdes, tal distinguibilidade diminui e as vezes é

totalmente retomada quando D(n) = 1.

6.5 Coeréncia para o ambiente composto por dois qubits

Na secao anterior abordamos os casos do traco da distancia quando a probabilidade
de transi¢do entre estados assume os seguintes valores p = {0,1,0,3,0,4,0,8,1}, onde
primeiramente discutimos sobre a diminuicao de D e em seguida a devolugao completa
da informacao partindo do ambiente para o sistema principal quando p = 1. Assim,
desejamos avaliar essa dinamica a partir de uma quantidade quantica, que é a coeréncia,
onde especificamente utilizaremos a norma da coeréncia, discutida na subsecao 2.6.1. Com
esse fim, comecgaremos por descrever o procedimento computacional desenvolvido para a

obtencao dos resultados.

6.5.1 Procedimento computacional

Para a situagdo em questao definimos um estado inicial maximamente coerente

para A, no qual .
[(0)) = E( 1£)+1e) ) (6.55)

A partir disto definimos a matriz densidade pa cuja expressao é dada na Eq. (5.37).

Além disso, considerando as matrizes densidades de B e C' no estado térmico, e os qubits
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referem as

colisdes envolvendo trés qubits. Utilizamos os pardmetros a = b = 1//2,
wy = 0,73 e w. = 0,27 para varios valores de p intitulados em cada série

temporal.
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inicialmente descorrelacionados, temos que a matriz densidade inicial nestas circunstancias
é idéntica a da Eq. (6.54) para a = b = 1//2.

1. A partir da descricdo anterior e do procedimento discutido na secao 6.1, estipulamos
condicOes para que as colisdes entre A e B, A e C e B e (' ocorram aleatoriamente,
onde a cada interagao existe uma matriz unitaria associada, respectivamente dadas
por Ul, Uy e Us. A partir dai, em cada colisao calcula-se as matrizes densidade

reduzidas pa, pp € po-

2. E calculada a norma da coeréncia para os sistemas A, B e C, respectivamente

representados por C'y, Cg e Ce.

3. Num arquivo de dados é escrito o nimero da colisdo (n) e os valores de Cy, Cp e
Ce.

4. Ao final de 3, retoma-se o passo 1 até a quantidade de colisoes/iteragoes desejada.

6.5.2 Discussao de resultados

Na Figura 31(a) vemos a série temporal da norma da coeréncia de A em fungao do
numero de colisoes para p = 0,5. Nela percebemos o carater cadtico na troca de coeréncia
entre o sistema principal e o ambiente. Desta interacao, nas secgoes Cy X Cg e Uy x C¢
da Figura 31(b-c) também constatamos um comportamento cadtico, cuja analogia vem

dos espacos de fases da TCC.

1 ‘ : ‘ 1 . ‘ . : 1 ‘ ‘ : ‘
(a) @ (d) s (c)
s
0,8 0,80 8 @ 0,8 @
a ED
- e @ o
o a
/Eo,sf i 0,6fan 58 B 3 0,6 .8og s i
s < =2 8,a < g mg @
3 ) R ) a,®
o o
0,4} : 0450 T, L B 0,4F  "%%%a %% 1
@ % oo “am  ©
EIDEI =] o o0 a om Dg a =] B
) =] a a Bg a a =] a o @ a a
0,2} |f : 02%0° ° 7 ma ] 0,2F o om_ "o Be @ ]
e o @ o ° @g B B % o8 E"J”
0 ) LoB 0 e : : B En , 0 Udz: E?n el .
0 20 40 60 80 100 0 0,2 0,4 06 08 1 0 0,2 0,4 06 08 1
n Cp Ce

Figura 31 — (a) Norma da coeréncia do sistema principal Cy em fungao das iteragdes n,
diagramas (b) C'y x Cp e (c) Cy x C¢. Para construcao dos graficos utilizamos
os pardmetros a = b = 1//2, wy = 0,73, we = 0,27 e p = 0,5.

A respeito do que foi discutido na secao 6.4.2 para o trago da distancia, resolvemos
plotar a norma da coeréncia em funcao das itera¢des na Figura 32, onde nas imagens
(b,d,e,h), para o conjunto p = {0,1,0,3,0,4,0,8}, vemos que o sistema principal perde
coeréncia para o ambiente e a medida que as colisdes ocorrem a coeréncia de A é readquirida

em valores menores.
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Figura 32 — Norma da coeréncia do sistema principal Cy em funcao das iteragoes n. As
curvas se referem as colisdes envolvendo trés qubits. Utilizamos os parametros
a=>b= 1/\/5, wy = 0,73 e w, = 0,27 para varios valores de p intitulados em
cada série temporal.
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6.5.2.1 Pureza do sistema principal para p =1

Vamos discutir o caso da Figura 32(j), onde p = 1. Percebemos na imagem que
hé casos onde a coeréncia fica méxima, ou seja, atinge valores C'4(n) = 1. Por que isso
acontece? Na Figura 33 temos o gréfico da pureza (P4(n)) em fungdo do niimero de colisoes

(n), que foi obtida a partir do procedimento computacional descrito abaixo.

1. A partir da descricdo anterior e do procedimento discutido na sec¢ao 6.1, estipulamos
condicOes para que as colisdes entre A e B, A e C e B e (' ocorram aleatoriamente,
onde a cada interagao existe uma matriz unitaria associada, respectivamente dadas
por Ul, Uy e Us. A partir dai, em cada colisao calcula-se a matrizes densidade

reduzida do sistema principal, ou seja, pa.
2. Calcula-se p?.

3. Calcula-se Tr(p?), que ¢ o quantificador de pureza do sistema A (como foi descrido

no paragrafo abaixo da Eq.(2.10)).
4. Num arquivo de dados é escrito o niimero da colisdo (n) e o valor de Tr(p%).

5. Ao final de 4, retoma-se o passo 1 até a quantidade de colisoes/iteragoes desejada.

0,9F 4

0,8}

PA(TL)

TT T

0 20 40 60 80 100
n

Figura 33 — Pureza do sistema A calculada em funcao do ntimero de colisbes a partir das
condigoes descritas na Figura 32.

Quando P4(n) = 1 o estado é completamente puro, representado por um ponto na superficie
da esfera de Bloch, e como a coeréncia é maxima, tal ponto estd localizado no equador
da esfera. Por outro lado, quando a coeréncia do sistema é menor que a unidade, temos
casos de estados mistos para A, que pode ser justificados com os valores de P4(n) < 1,

indicando regioes internas da esfera de Bloch. Note que P4(n) # 0,5 sempre, isto é, nunca
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havera um estado maximamente misto, representado por um ponto no centro da esfera de

Bloch, o que analiticamente seria dado por p4 = I /2.

6.6 Modelo fisico para o ambiente de trés qubits

A partir de agora vamos estudar a interacao do sistema principal A com um ambiente
de trés qubits B, C' e D idénticos, como estd representado na Figura 34. Recapitulamos
que A possui operador hamiltoniano Hy = Ej |f) (f] + E. |e) (e| e operador densidade
pa = lal*|f) {f] + ab* | f) {e| + a*b|e) (f| + |b]* |e) {e]. Os qubits B, C' e D tém operadores
de energia dados por Hp = He = Hp = E;|Ef) (Ef] + E. |E) (Ec|, e operadores densidade
escritos como pp = po = pp = wyr|Ef) (€] + we |E) (E]. O operador hamiltoniano do

sistema total é Hagcp, cuja base dos autoestados de energia é

(€0, 80, Ep) NS Er E Ee) |, 67 Ee, Ex) Sy Ee Ee)
£ €, Epy Er) 1 Ees Ery Ee) | [ Ees Ees Ep) s | f Eey Ee Ee)
6,81, Er, Ep) € Ep Ep Ee) e Er Ee, Ex) e, Ex, Eey Ee)
le,E.Er,Ex) € &, E,Ee) s e, Ee, Ee, Ex) e, Ee, Ee, Ee) }-

(6.56)

Enfatizamos que a sequéncia de termos dentro de cada ket se refere aos qubits A, B, C'

G
O

0
-

Figura 34 — Qubits A, B, C' e D dentro de uma caixa interagindo via colisoes.

e D, respectivamente. Considerando que inicialmente os qubits estao descorrelacionados,

escrevemos o operador densidade total como pagep = pa(0) @ pp(0) ® pe(0) ® Hp(0).

A partir das discussoes anteriores, argumentamos que a dindmica para o sistema
com quatro qubits é semelhante a que foi descrita na se¢ao 6.1, onde as colisdes podem
acontecer entre (i) Ae B, (ii) Ae C, (iti) Ae D, (iv) BeC, (v) Be De (vi) CeD.
Para cada caso devemos construir uma matriz unitéria L?j. Ou seja, precisamos definir
Uy, Uy, Us, Uy, Us e Us, associadas respectivamente as descricoes (1), (i1), (iii), (iv), (v) e
(vi) feitas anteriormente. A ideia das colisdes sao as mesmas apresentadas da Eq. (6.2)
até a Eq. (6.5). Desta forma, ao final de cada colisao a matriz densidade de cada qubit é

definida como
pa(n) =Treep {ﬁABCD(n)} (6.57)
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pe(n) =Tracp {ﬁABCD(n)}a (6.58)
pc(n) =Trapp [ﬁABCD(n)] (6.59)
ﬁD(n) = TTABC {ﬁAB(;D(n)] (660)

6.7 Construcao das matrizes unitarias para dinamica do ambiente

composto por trés qubits

Reproduziremos aqui algo semelhante ao que fizemos na secao 6.2, ou seja, des-
creveremos as equacoes responsaveis pelas possiveis mudancas dos niveis de energia dos

qubits quando estes colidem.

6.7.1 Colis3o entre Ae B

No caso intitulado nesta subsec¢ao, temos as possibilidades a seguir:

[, Er.E.E5) = | [, E5,E5,Ef) (6.61)
[, €. 85, ) = |, €5, €5, Ee) (6.62)
lfi &5, Eei&p) = |, €5, Ee. Ef) (6.63)
|f, €5, 8, ) = | [, €, Ee, Ee) (6.64)
f,Ee, 87, 85) = VT —=pIf, 6, €5, Er) — /D e Er Er, Ex) (6.65)
\f, e, Ep,E) — V1->pl|f, E, &1, &) —\/ple.ErEr Ee) (6.66)
£, €, E5) = VT = pIf €, Ec, Er) — VD le Er, Ee, Ex) (6.67)
1f e, Ee) = VI —pIf € e, &) —Vple Ep,Ec Ee) (6.68)

‘6,5f,5f,5f> —+1—=0p ’6,5f,5f,€f> + \/]_Q‘f, ge,gf,5f> , (6.69)
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le.Ep, 8. Ee) = VI —ple, s, Ep, Ee) + /DI, Ee, Er. Ee) (6.70)
l€,E. 8, Ep) = VI =ple,Ep e, Er) + VDI, Eer e, E) (6.71)
le,Ep, &, Ee) = V1 —ple, &, Ee,Ee) + /DI Ss Eer Eer Ee) (6.72)
le, &, Er,Er) — e, &, Er, Ey) (6.73)
le, e, Er, &) — e, &, Er, Ee) (6.74)
le,Ec, &, Ef) — e, &, Ee, ) (6.75)
le, &, Ee, Ee) = |6, &, &, Ee) - (6.76)

Nas Egs. (6.61), (6.62), (6.63), (6.64), (6.73), (6.74), (6.75) e (6.76) nao hé proba-
bilidade dos estados de energia serem alterados no sistema. Ja todas as outras equagoes
nao mencionadas possuem probabilidade 1 — p de nada acontecer e p de alterar os niveis

energéticos.

A partir das ultimas dezesseis equacoes, podemos construir a matriz unitaria como

Uy = |1, €5, Er, E) (€0, €0, Efl + 11, €5, €7, E) (f, Er Er, Eel +
o€ Ees E5) (1 €1 Ee, Exl + [, €5, Ee, Ee) ([, Exy Ee, Ee| +
VI=pIf, 8,85, E) ([ € Ep, Er = /D€, E, Er, Ep) (f, Ee, Er, E| +
VI=pIf, 8, €5, E) (f,Ee, Epy Ecl — /D le,Ef Ef Ee) ([ Eer Epy Ee| +
VI =pIf €, Ex) (f1Ee, Ees Efl — /D e, Epy e, Ex) (f Eey Ee, Ef| +
VI=p|f, e, €, Ee) (f EerEci el — D le Ef, e, Ee) (f, Eer Ee, Ecl + (6.77)
VI=ple,Er &, E) (€. Ep, Er El + VDI Eei Er, Ex) (e, Ep, Er Efl +
VI—ple, &, Er E) (6,81, E  Eel + /DS Eey Eei Er) (€,E1,Ep, Ee| +
VI=ple, & Ee, &) (6,85, Ee, Ecl + /DI, Eer Eer Ee) (e, €, Ee, Ee| +
le, &, Er,Er) (6,Ee, E5, Er + €, Ec, Ef, Ee) (€, &, E, Ee| +
le, &, . Er) (e, &, Ee, Ef| + e, Ee, Ee, Ee) (€, Ee, Ee, Eel -
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Agora, vamos tomar o operador adjunto de Z/?l, isto é, Z/?lT. Portanto,
Z/All :|f75f=gf75f> <f75f78f75f| + |f75f7gf756> <f75f75f756|+
|f7 gf? 56)5f> <f7 gfa 56)gf| + |f7 gf)gea ge> <f7 gf: ge7ge| +
V 1 - D |f7 geagf7gf> <f’ gevgf7gf| - \/1_?|f7 geagf75f> <67gf75f75f| +

VI=p|f, 8, E5,E) (f,Ee, Ep, Ecl — /DI Eei Epr Ee) (e, Ep, Ep, Eel +
VI=Df, 8,8, Er) (1 Eer Ees Ef| = VDI, Eer Eey Ep) e, Ep, Ee, Ef| +
VI=pIf, €, &, E) ([, €, Eer Ecl = /D |f ey Ec, Ee) (€, €, Ecy Eel + (6.78)
VI=ple &, & Er) (e, Ep, El + /D€, Er Er, Ep) (f, e, Er, Ef| +
VI=ple, &, & Ee) (e, €5, E, Ecl + /D e, Ep Ep E) (f Ee, Ee, Ef| +

V 11— p |€a gfa €e7ge> <67 gf7£evge| + \/§|e7gf7gea ge> <fa ge: geyge| +
|€7 867€f75f> <€7 geagfvgf| + |6,(€e, gfa ge> <€a 5eagf7€6| +
6,8, Ec, Ef) (€, Ee; Ec, Ex| + e, Eey Ec, Ee) (€5 Ee, Eey el -

A partir das Eqs. (6.77) e (6.78), constataremos que

WU = Ulth = |f,E, &, E7) (€1, 5, E5l + 1], €5, Er, Ee) (f Er, Ep, Ee| +
lfo &, Ees&5) ([ €1, Es Ef| + | €5, Ee, Ee) ([, Efy Ees Ee| +
[ 8, Er, Ep) ([, € Ep, Ex| + | [, Ee, €, Ee) ([ Ee, Ex, Ee| +
|foEei e, &) ([, €, Ees &l + |1 e, Ee, Ee) (f, Eer &, Ee| +

X
X
X

€, Er, Er Er) (e Er Er, Ex + e, Er, Ep, Ee) (€, Ep, Ep, Ee| +
(
(

(6.79)

|6 gf7geagf> e)gf7gevgf| + |678fvge7ge> <675f7gea€e| +
|€ geagfa f> e7geagfagf| + |€age7€f7ge> <675678fa56| +
€, Eer Eer Er) (0,80, Ee, Ef| + €, ey ey Ec) (€, Eer Ecy Ec] = .

Da Eq. (6.79) verificamos que U, é um operador unitario. Portanto, quando o
aplicamos nos kets do lado esquerdo das Egs. (6.61) a (6.76), garantimos que o resultado
¢é justamente a expressao do lado direito das setas das dezesseis equagdes mencionadas.

Caso o leitor deseje, pode verificar. Com as informacgoes descritas aqui, podemos construir
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a matriz unitaria U4; como

1000 0 0 0 0O 0 0 0 0O0O0OO0OO

0100 0 0 0 0O 0 0o 0 0O0O0OO0OO

0010 0 0 0 0O 0 OO O0OO0OO0OO0OTO O

0001 0 0 0 0O 0 0O 0O 0OO0OO0O0TO

0000 f 0 0 0gpb 00 0O0O0O0O

0000 0  f 0 0 0gpb O 00O0O0O

0000 0 f 0 0 0gp, 00O0O0O
i — 0000 0 0O f, 0 0 0g, 0000 | (6.50)

0000 —g 0 0 O f,b, 00 0O0O0OO0O

0000 0 —g 0 0O 0 f, 0 000O0O0O

0000 0 0 —gp 0 0 0 f, 00O0O0O

0000 0 0 0O —g, 0 0 0 f, 00 0O

0000 0 0 0 0O 0 OO O0O10O0O

0000 0 0 0 0O 0 OO 00O1O0O0

0000 0 0 0 0O 0 00 00O0OT1O0

0000 0 0 0 0O 0 0O 0O 0O0O0OO0OT1

onde
fo=vi-p (6.81)
e

9= \/b. (6.82)

Para nao sobrecarregar a leitura do texto, a continuacao das colisdes se encontram

no Apéndice C. Caso a ideia nao esteja clara, sugerimos que o leitor leia o apéndice citado.

6.8 Construcao da matriz densidade inicial envolvendo o ambiente

de trés qubits

Definiremos agora a matriz densidade do sistema composto, semelhantemente ao

modo que fizemos na secao 6.3, onde consideramos o qubit A dado por

pa(0) =lal* |£) (f+ ab™ [f) {e| + a"ble) (] + b |e) (el , (6.83)

bem como os trés qubits do ambiente inicialmente no estado térmico, dados por

p5(0) = pc(0) = pp(0) = wy [Er) (Ef| + we |Ee) (Eel - (6.84)
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Impomos que inicialmente os estados estao descorrelacionados, e portanto, escreve-

mos a matriz densidade do sistema composto como
pascp(0) = pa(0) @ pp(0) ® pe(0) @ pp(0). (6.85)
Assim, substituindo as Eqgs. (6.83) e (6.84) na Eq. (6.85), temos que

pasep(0) =lalPwi | f, €5, E5, Ex) (f, 65, Ep, Erl + |alPwiwe | f,E5, Ep, Ee) ([ Er, Er Ee| +
la*wiwe | f,Er, Ee, Er) (f, €, ey Exl 4 lalwsw? | £, €, Ecy Ee) (f, Ex, Ee, Ee| +
|al*wiwe | f, e, Er. Er) (f, Ees Er, Ef| + lalPwpw? |, Ec, Ep, Ee) (f Ees Er, El +
la*ww? | £, Ec, Ee, E¢) (f, Ee, £ &gl + a* Wi |f, £, e, Ee) (F, €, ey Eol +
ab* w} |f,Er, &7, Er) (e, Er, Er, Ef + ab*whwe | f, €7, Er Ee) (e, Ep, Ep, Ee| +
ab* wiwe | f,E5, €, E) (€, Er, Ee, Ef| + ab wyw? | f,Ey, Ec, Ec) (€, Er, e, Ee| +
ab* wiwe | f, €, e, Er) (€, Ec, e, Ef| + ab* W] | f, Ec, Ec, Ec) (€, e, Ecy Ec| +
ab*w?we |y e, E, Ef) (e, Ee, Ep, E| + ab* wiw? | £, Ee, Ep, Ee) (€, e, Ef, Eu| +
a*bw) e, Es, Er, Er) ([, Ep, Er, Erl + a*bwiwe e, Er, Er, Ee) (f. Er. Er, Ef| +
a*bwiwe e, Er, Ee, Ep) ([, Er, e, Ef| 4 a"bwgw? e, Ep, Ec. Ee) ([, Ef, e, Ec| +
a*bw?we e, Ee, Er, EFY (f, Ees Er, E| + a*bwow? |e, Ee, Ef, E) (f, Ees Ef, Eel +
a*bwyw? e, Ee, Eey Ef) (f, Eer ey Ep| + a*bw? e, Ee, Ecy E) (f, Eey Eey Ee| +
[bl*wg le, Er, Er. Er) (e, €1, Ep, Exl + D wqwe |e, £r, E1, Ex) (e, Er, Er, Ef| +
b2 wiwe |e, Er, Ee, Er) (e, Ec, Er, Ef| + [bPwpw? e, Er, Ec, Ee) (€, Ex, Ec. Ee| +
|b|2wj2fwe le,Ee, Er, Ex) (e, Eey €5, Ep] + |bPwpw? e, Ee, Er, Ee) (€, Eey Ef, Ee| +
b2 wpw? |e, Ee, Euy Er) (€5 Eey Ee, Ef| + [BWE |€, Ee,y Eey Eo) (€, Ee, Eey Eel -

(6.86)
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Da tultima equacao, construimos a matriz

Ao O O 0O O O O O By, 0 0 O O O 0 O
o ¢ 0 0 O 0 0 0 0 Dy 0O O O 0 0 O
0o 0 ¢ 0 0o 0 0 0 0 0 Dy O 0 0 0 0
o 0 o0 14, 0 o o0 o0 0 0 0 F O 0 0 O
o o o0 o0 ¢C o0 0 0 0 0 0 0 Dy 0O 0 O
o 0 o o0 o I, 0 0 0 0 0 0 0 F 0 O
o o o0 o0 o o0 % 0 o0 0 0 0 0 0 F O
panen(0) = o o 0 o0 o0 0 0 Gy O O O O 0 0 0 W
L, 0 0 O O O 0O 0 H 0 o0 0 o0 0 0 O
O Mm@ O O O O O O O Iy 0 O O O 0 O
o 0 My 0O O O O O O O I, 0 O 0 0 O
o 0 0 N O O O O O 0 0 J 0 0 0 O
o 0 o0 0 My O O O O O O 0 Ly O 0 O
o 0 0 0 0 N O O O O O 0 0 Jo 0 0
o 0 o0 0 0 0 N O O 0 o0 0 0 Jo O
o o o0 o0 o 0 0 S 0 0 0 o0 0 0 Ky
(6.87)
onde Ay = |a*w}, By = ab*w}, Cy = |al*wiw,, Dy = ab*wiwe, Fy = ab*wpw?, Gy = |a|*w?,
Hy = [b]*w}, Iy = [bPwiwe, Jo = [bPwsw?, Ko = |b]*w?, Ly = a*bw?, My = a*bwjwe,

Ny = a*bwsw?, So = a*bw?, Ty = |a|*wiw? e Wy = ab*w?.

6.9 Traco da distancia para o ambiente composto por trés qubits

Para o ambiente constituido pelos qubits B, C' e D utilizaremos os pesos probabi-
listicos wy = 0,73 e w. = 0,27 referentes aos operadores densidade no estado térmico. Em

seguida, descreveremos o processo computacional e os resultados.

6.9.1 Procedimento computacional

As mesmas ideias adotadas nas subsecoes 5.4.1 e 6.4.1 serao empregadas aqui, onde
recomendamos que o leitor volte a elas e releia. Contudo, de forma resumida, basearemo-nos
na Eq. (6.87) para definir dois estados ortonormais do sistema principal, de tal modo que
as matrizes densidade do sistema composto serdo dadas por plzop(0) e p%pop(0), onde
no primeiro caso usaremos a = b = 1/4/2 e no segundo a = 1/v/2 e b = —1/4/2. Assim,

podemos descrever os passos executados no computador.

1. A partir do procedimento discutido na secao 6.6, estipulamos condi¢oes para que as
colisoes entre Ae B, AeC,Ae D, Be(C, Be D e (C e D ocorram aleatoriamente,
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onde a cada interagao existe uma matriz unitaria associada, respectivamente dadas
por Uy, Us, Uz, Uy, Us e Ug. Feita uma dessas iteragoes, calcula-se as matrizes

densidade reduzidas pl e p?.
2. Define-se a matriz M = pY — p3.
3. Sao calculados os autovalores v; de M.
4. E calculado D = 255 1l
5. Num arquivo de dados é escrito o nimero da colisao (n) e o valor de D.

6. Ao final de 5, retoma-se o passo 1 até a quantidade de colisoes/iteragoes desejada.

6.9.2 Discussao de resultados

A partir do procedimento computacional descrito na subsecao anterior, construimos
um grafico do trago da distancia para o sistema principal quando o ambiente possui trés

qubits no estado térmico, como pode ser visto na Figura 35(b), para curva em preto.

.“« 1 T T T
(a) (b)
0,8 0,8 3
—~ O’ 6 ~—~ 07 6 ]
= =
Q Q
0,44 0,41 i
0,2 4 i 0,2F ]
1]
0 | I | 1 0 b I | 1 y
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
n n

Figura 35 — Trago da distancia D em fungdao das iteragoes n. As imagens (a) e (b) se
referem aos casos das colisdes envolvendo dois e quatro qubits (com a curva
em preto), respectivamente. J& na imagem a curva vermelha se refere ao
modelo de trés qubits. Utilizamos os pardmetros p = 0,5, a = 1/v/2, b = 1/+/2
para um estado do sistema principal e b = —1/ V2 para outro, wy = 0,73 e
w, = 0,27.

Note que a curva em preto da Figura 35(b) apresenta uma diminui¢do nos valores
do trago da distdncia quando comparado com a Figura 35(a), que se refere ao ambiente com
um Unico qubit no estado térmico. Desta avaliacao podemos inferir que a diminuicao do

carater nao markoviano da dinamica tem a ver com o tamanho do ambiente. Isto se torna
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mais claro quando observamos a Figura 35(b), onde a curva em vermelho representa o trago
da distancia para o ambiente com dois qubits, que possui valores maiores em comparagao ao
ambiente com trés qubits representado pela curva preta. Em termos quantitativos, podemos
usar a medida BLP dada na Eq. (3.46), de modo que Mprp(2) =~ 25, Mprp(3) ~ 6,68
e Mprp(4) ~ 2,83, cujos numeros entre parénteses designa a quantidade de qubits
considerados na dinamica. Deste resultado, interpretamos que na adicao de qubits ao
sistema ha uma reducao do refluxo de informacao, ou seja, quando o ambiente transfere

informacao para o sistema [106].

6.9.3 Comentarios sobre a dinAmica markoviana

Recapitulemos a descricao da se¢ao 3.2.2, mais especificamente a dindmica da Figura
10, onde consideraremos que um qubit no estado puro (A) interage com um ambiente de
inimeros qubits idénticos no estado térmico. A dinamica nao considera a interacao entre os
constituintes do ambiente e A colide uma tinica vez com cada qubit térmico. Pela descrigao
apresentada, temos uma dindmica markoviana, como pode ser constatada na Figura 36,
onde percebemos o decaimento monotonico do traco da distancia durante as colisoes para
diferentes valores de p. Quanto maior o valor da probabilidade de transicao entre estados,
mais rapido ocorre o decaimento de D, indicando perda de informagao do sistema para o

ambiente.

0 20 40 60 R0 100
n

Figura 36 — Trago da distancia D em funcao das iteragoes n. A imagem se refere a colisao
entre o qubit A e um ambiente com inimeros qubits idénticos no estado térmico.
Utilizamos os parametros a = 1/ \/5, b=1/ V2 para um estado do sistema
principal e b = —1/+/2 para outro, w; = 0,73 e w, = 0,27.

Algo interessante na dindmica markoviana é que para inimeras colisoes o sistema

principal termaliza. Ou seja, lim, ,o, pa(n) = pg, sendo esta a matriz densidade do
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ambiente, o que corrobora com os estudos das Refs. [107, 108]. Estes resultados sao

verificados nos calculos numéricos, onde na primeira colisdo temos a matriz

5a(1) = 0,6149999499320984 0,3535533547401428 (6.88)
Pl = 0,3535533547401428  0,3849999606609344 ’ '
enquanto que na centésima, constatamos
. 0,7300001382827759 0,0000000000000004
pa(100) = , (6.89)
0,0000000000000004 0,2700000703334808

ou seja, praticamente o mesmo valor para o estado térmico de cada qubit do ambiente,

b= (0’73 0 ) (6.90)

dado por

0 0,27

Este comportamento de termalizacao é verificado independente de qual seja o estado inicial

do sistema.
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CAPITULO 7

CONSIDERACOES FINAIS

Vamos agora sumarizar as concepgoes apresentadas ao longo do texto que serviram
de trajeto para chegarmos a conclusao do modo com que o tamanho do ambiente influencia
na dinamica quantica nao markoviana, no que diz respeito a ser markoviana ou nao
markoviana, bem como nos efeitos fisicos que surgiram ao longo do estudo. Primeiramente,
diferenciamos a dindmica de um sistema fechado de um aberto, onde neste revisamos os
conceitos de operador densidade, que foi utilizado ao longo de todo o trabalho. Vimos quais
sao suas propriedades e como elas nao foram violadas ao longo das andlises computacionais
que fizemos na pesquisa. Além disso, definimos o qubit e a partir deles estudamos alguns
fendmenos inerentes da mecanica quantica, que foi o emaranhamento e a coeréncia, onde
apresentamos quantificadores que auxiliaram neste estudo. Ainda a respeito dos qubits,
nos preocupamos em apresentar as propriedades matematicas dos canais quanticos, cujo
intuito foi mostrar que essas operagoes deveriam levar um operador densidade em outro
operador densidade. A partir disso, pudemos ver trés aplicagdes dos canais quanticos, onde
em todos os processos vimos como ocorre a decoeréncia e quantificamos isso a partir da

norma da coeréncia.

Apos as discussoes apresentadas anteriormente, adentramos propriamente no con-
teido da tese, que foi perceber e diferenciar os processos quanticos markovianos e nao
markovianos a partir de MQC. Nao s6 percebemos a fenomenologia de tais modelos, como
também exploramos as caracteristicas do operador densidade no caso markoviano, onde
usamos o conceito de mapas completamente positivos que preservam o traco, ou seja,
mapas ou canais quanticos. Ja no caso da dindmica nao markoviana definimos que o trago

da distancia a testifica enquanto que a medida BLP a quantifica.

Além do arcabouco discutido no ultimo paragrafo, foi importante introduzirmos

elementos da TCC, em especial as séries temporais que caracterizam a dinamica cadtica
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e regular. Em seguida consideramos as colisoes entre dois qubits via canal amplitude
de amortecimento generalizado, onde um deles foi considerado como sistema e estava
em um estado genérico e o outro em um térmico. Com isso foi possivel percebermos
o comportamento regular e cadtico na dindmica da coeréncia e emaranhamento para
diferentes valores da probabilidade de transi¢ao p entre os niveis energéticos do sistema
e ambiente. Dai em diante, nao foi possivel percebermos uma dinamica regular quando
aumentamos o ambiente com mais qubits em estados térmicos, para que todos colidissem
de forma aleatéria. A respeito das colisbes entre trés qubits, sendo um deles o sistema
principal, pudemos estudar a pureza deste para o caso de p = 1, onde constatamos que o
estado pode se tornar completamente puro e quase que totalmente misto. No que se refere
a um ambiente com trés qubits em estado térmico interagindo com um qubit genérico,
a partir do trago da distancia pudemos constatar que os efeitos da nao markovianidade

quantica diminuem quando se aumenta o ambiente. Avaliamos isto a partir da medida
BLP.

Os resultados sumarizados anteriormente nos da a percepcao de que a perda da
informacao quantica, associada a markovianidade, estéd diretamente ligada a situagdes em
que o ambiente é composto por um grande niimero de constituintes, quando o sistema
praticamente interage uma tUnica vez com cada um deles, além do que verificamos a
termalizacdo do sistema com o ambiente. Isto serve como perspectiva futura que da
margem para discussoes sobre a lei zero da termodindmica no contexto quantico, para
processos de termalizacao entre sistemas de qubits, por exemplo, bem como buscar explorar
conceitos de poucos corpos no funcionamento de maquinas térmicas, cuja analogia classica

disso seria o caso de um gés confinado em um recipiente com paredes adiabaticas.

Em todo o estudo nos baseamos no CAMAG, cuja dindmica permite uma boa
descri¢ao de processos térmicos que ocorrem a nivel de qubits. A partir deste canal ex-
ploramos a riqueza fenomenoldgica que ele obtém, como o refluxo de informacao a partir
do emaranhamento e da coeréncia, podendo exibir comportamento regular ou cadtico.
Uma das perspectivas futuras a partir deste canal é estudar conceitos de reversibilidade
microscopica quantica, que basicamente consiste em investigar a relagdo entre as proba-
bilidades de processos quanticos de ida e volta de um sistema quéantico quando interage
com um ambiente que ndo muda, de acordo com a Ref. [109]. E importante lembrar que o
principio da microreversibilidade microscopica, juntamente com a assungao da markoviani-
dade, foi uma das hipoteses utilizadas na derivagao do celebrado teorema de flutuagao de
Crooks [110], como também encontrado na Ref. [11]. Nao s6 desejamos investigar isso do

ponto de vista tedrico como experimental, utilizando éptica quantica.
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APENDICE A

COMENTARIOS SOBRE PRODUTOS
TENSORIAIS

Sejam {|f),|e)} ou {|€f),|E)} duas bases de autokets de energia para dois dife-

rentes qubits. Em termos matriciais, temos que

) =18 - (;) (A1)
0
le) = |E) = (1> : (A.2)

Para um sistema de dois qubits, temos que a base do hamiltoniano composto é

{1, €)1 &) les &) s les &) }. Em termos de produto tensorial de matrizes, temos que

1
L[&f) 0
JEr) = = A3
.89 (0\5») X (A3
0
Seguindo o mesmo procedimento, temos que
0
1
|f7 €€> = ) (A4)
0
0
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0
0
’6,5f>: 1 s (A5)
0
(§]
0
0
786 - A6
)=, (A6)
1

No caso de um produto externo, tomamos um vetor no espago dual e fazemos a

operacao apresentada no exemplo a seguir:

| E0) (f. €| = (A7)

o O O O
o O O O
o O o O

o O O =

As ideias anteriormente apresentadas se estendem para sistemas de trés e quatro

qubits, como descritas no capitulo 6.



119

APENDICE B

TEOREMA DE LAPLACE

Seja W uma matriz de ordem n > 2 com elementos Wj,. Desta forma, o determi-
nante de W é obtido pela soma de produtos dos elementos de uma coluna ou linha e seus
respectivos cofatores, dados por Ay = (—1)¥*' Dy, tal que eliminando a linha ou coluna
que possui o elemento Wi, obtemos uma outra matriz cujo determinante é Dy, [111]. Com
base nestas ideias, analisemos as situagoes (7) e (i7) a seguir, onde escolheremos a linha k

e a coluna [, respectivamente.

(1) Escolhendo a linha k, temos os elementos de W destacados em negrito, como

podemos ver na sequéncia.

Wll Wln
W - Wkl . Wkn <B 1)
Wa oo W
Assim,
m=1

Enfatizamos que para determinar Ay,,, precisamos do determinante da matriz

construida a partir de W, que desconsidera os elementos da linha escolhida (k).

(#1) Escolhendo a coluna I, temos os elementos de W destacados em negrito, como
exposto a seguir:
Wll “e . W]_l o .. WITL
W= o (B.3)
Wo oo W oo Wy,
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Nestas condigoes, temos que

det(W) = Z WmlAmb (B4)
m=1

lembrando que para determinar A,,;, precisamos do determinante da matriz construida a

partir de W, que desconsidera os elementos da coluna escolhida (1).
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APENDICE C

CONTINUACAO DA CONSTRUCAO DAS
MATRIZES UNITARIAS PARA O CASO DA
DINAMICA COM AMBIENTE COMPOSTO POR
TRES QUBITS

Continuaremos empregando a mesma metodologia da se¢ao 6.7 a partir da colisao
entre A e C. Contudo, agora faremos um procedimento para facilitar a notacao dos
operadores unitarios. Dada a base dos autoestados de energia do sistema de quatro qubits

em (6.56) como

UL & Eps Ep) s 1S Eps Eps &) | f, €, ey Ep) ] Eps Eer Ee)
o8, Ep) |1 € €5, Ee) S | [ Eer Ee, Ep) | S Ees Ee, Ee)
€,Er, 81, Ep) €, Ep, Ep, Ee) e Er Ee, Ex) e, Ex, Eey Ee)
e, 8, Er,Er) v 1€, &, Er.E0) e, Ee Ee, Ex) s le, Eey &, Ee) b

associaremos os kets anteriores a notagao

{11),12),13),14),15) . 15),17) . 18) , 19) , [10) , [11), [12) [13) , [14) , [15) , [16)}.  (C.2)

A

Além de tudo isso, garantimos que L?j (com j = 2,3,4,5,6) satisfaz a condigao Z/A{j j =
i a
Por fim, apropriaremo-nos das Eqs.(6.81) e (6.82), cujos respectivos resultados sao

fo=vV1-—peg, =P
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C.1 Colisaoentre Ae C
Para esta situacio, utilizamos as equacdes a seguir:

|65, & Ep) = |, 5,6, E4) (C.3)

|65 E.Ee) = | ], €1, Ep,Ee) (C.4)

[ €5, Ee.Ep) = VI =pI]. &, €. Ep) — /D le,Er Er,Ex) (C.5)

fi €5, e, Ee) = VT =DIf,Ef Ee &) — Pl Er Ex, Ee) (C.6)

f. e, Er,E) = |f, 6 €, Ex) (C.7)

|f e, Ep, Ee) = | f, Ee, €y Ee) (C.8)

1[0, €, E5) = VT —pIf €, Ee, Er) — VD le Ee, Er,Ex) (C.9)

f €er e, Ee) = VT —plf Ee,Ee, E) — /P le Ee, Ex Ee) (C.10)

e, €5, 85, Ep) = VI —ple.Ep, 8. Ep) +/DIf €, Ee, Ex) (C.11)

le,Er,Er,Ee) — V1—p le,Er, &5, &) + DI Er Ee, Ee) (C.12)

le,Er, &, Er) — e, Ef,Ee, Ey) (C.13)

6,81, E0.E) — [e,E1,E0.E.) (C.14)

le,Ec; €, E) = VT —ple, &, Er, Ef) + /DS, Ecr Ee, Ep) (C.15)

le.€e.Ep,Ee) = VI—ple, e, & Ee) + /P, Ee Ec Ec) (C.16)

le,Ec, &, Er) — e, &, Ee, ), (C.17)

€, &, e, Ee) = e, Ee Ee, Ee) - (C.18)
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As relagoes que tém dois termos do lado direito da seta indicam como que probabilidade p
os estados de energia dos qubits se alteram devido a colisdao, mas temos uma probabilidade
1 — p de nada acontecer. A partir dessa formulagao, definimos o operador unitario que

caracteriza a dinamica:

Uy = 1) (1] +12) (2] + VI = p|3) (3] = v/p[9) (3] + VI —p4) (4]

— /PI10) (4] + 15) (5] + [6) (6] + VI = p|7) (7| — \/p|13) (7|
+VI=pI8) (8] = v I14) 8] + VI = p|9) (9] + /B 3) (9]
)
)

+ /T = p|10) (10 4 /p|4) (10] + [11) (11| + |12) (12| (C19)
+ VI —=p|13) (13] + /p|7) (13| + VI — p[14) (14|
+ /P |8) (14] + [15) (15 + [16) (16],
cuja forma matricial é

10 0 0 00 0 0 0 00 O O O0O0O

01 0 0 00 0 0 0 00 O O 0O0O

00 f 0 00 0 0 gp 00 O O O0O0O

0 0 0 f, 00 0 0 0gp OO0 0 0O0O

0 0 0 010 0 0 0 00 O O 0O0O

0 0 0 00 1 0 0 0 00O 0 0 0O00O0

0 0 0 000 f 0 0 00 0yg 000

LA{2: 0 0 0 0 00 0O f, 0 00yg 0 000 , (C.20)

00 —g 0 00 0 o f, 00 0 O O0O0O

0 0 0 —g, 0 O 0 0O 0 f, OO 0 0O0O0

0 0 0 0 00 0 0 0 01 0O O O0O00O

0 0 0 0 00 0 0O 0 00 1 0 0O00O0

0 0 0 00 0 —g 0 0 00 0 f 00O

0 0 0 0 00 0O —gp 0 00 0 O f, 00

0 0 0 0 00 0 0 0 00 O O 010

00 0 000 0 0O 0 00O 0 0 0O01

lembrando que f, e g, sdo dados nas Eqgs. (6.81) e (6.82), respectivamente.

C.2 Colisaoentre Ae D

Na representacao das colisoes entre A e D, temos as seguintes relagoes:
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[ €5, € 8e) = VI =pIf, &, Ep, ) —\/Dle,Er. Er,Ex) (C.22)
lfi &, Eei&r) = |, €5, Ee. Ef) (C.23)

[ €5, Ee,Ee) = VI =pIf,Ep Ee &) — VPl Er Ee Ep) (C.24)
|f e, €5, Ep) = |f, €. Er,Ex) (C.25)

f, €, €. Ee) = VI =D|f, 6,6, Ee) — Ple, e, Er, &) (C.26)
[, €, Er) = |f e Ee, Er) (C.27)

f,€erEer &) = V1= plf Ee,Ee, &) — /P le Ee,Ee, Ex) (C.28)
e, €5, 8, Ep) = VI —ple.Es, 8. Ep) +/DIf €, Ex. Ee) (C.29)
le, ¢, Er, &) — 1€,E5,Er,Ee) (C.30)

€, €8, Ep) = VI =ple,Er, Ee. Er) + VDI, Ex Ee Ee) (C.31)
le,Er,Ec, &) — e, &, Ee, Ee) (C.32)

le,Ec, £, &) = VT = ple, &, &5, Er) +VPIf Ees €, Ee) (C.33)
le, e, Er, &) — e, &, Er, Ee) (C.34)

l€,Ee,Ee,Er) = VI —ple,Ee, &, Ef) + /DS, Ee, Ex, Ee) (C.35)
le, &, Ee, Ee) — e, &, &, Ee) (C.36)
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onde algumas indicam que apds a colisao existe uma probabilidade p dos estados de energia
dos qubits se alterarem, e uma probabilidade 1 — p de nada acontecer. A partir disto,

podemos definir o operador unitario como

Uy = 1) (1] + VI =p[2) (2| = vD19) 2| +13) (3] + VI —p4) (4]
— VP 1) {4 +[5) (5] + VI = p6) (6] = /P [13) (6] + |7) (7]
+ V1 =p[8) (8] = vp[15) (8] + VI = p[9) (9] + VP [2) (9]

(C.37)
+ [10) (10| + V1 — p|11) (11| + /P |4) (11] + |12) (12|
+ /1 —p|13) (13| + /p|6) (13] + [14) (14| + /1 — p|15) (15|
+ v/ |8) (15] + [16) (16|,
0 que nos da
1 0 0 0 0 0 0 0O 00 OO OO OO
0 f, O 0 0 0 0 0 gp O 00 0O0 0O
0 0 1 0 0 0 0 0 00 00 OO0 00O
0 00 f, O 0 0 0 00 g 0 0O0 0O
0 0 0 01 0 0 0O 00 OO0 OO OO
0 0 0 00 f, O 0O 00 0O0wyg 0 00
0 0 0 0 0 01 0O 00 OO0 OO OO
N 0 0 0 0 0 00 00 00 00 0
U — T WU (0.38)
0 —g, O 0 0 0 0 0O f,b, OO0 0O0 00
0 0 0 0 0 00 O 01 00 0O OO
0 00 —g, O 0 0 0O 00 f, 0 00 00O
0 0 0 0 0 0 0 0O 00 01 00 0O
0 0 0 00 —g, O 0O 00 0O0 f, 0 00O
0 0 0 0 0 0 0 0O 00 OO0 O1 0O
0 0 0 0 0 00 —g, 00 00 0O0f, O
0 0 0 0 0 0 0 0 00 00 OO0 01
onde f, e g, sdo dados nas Eqgs. (6.81) e (6.82), respectivamente.
C.3 Colisao entre B e C
Para as colisoes entre B e C', temos que
‘f7€f78f75f> — ‘f78f75f7€f>7 (039)

|f75f7€f7€6>—> ‘f78f75f75e>, (C.40)
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[ €5, e, E5) = VT =pIf. €5, e, &) — /D Eei €1, Ep) (C.41)
fi €51 EerEe) = VT =DIf,Ef € &) — /PIf € Exy Ee) (C.42)
f, e, 60, 85) = VT =pIf, 6, &1, Ep) + DI, Er, ey Er) (C.43)
fr €, Ep Ee) = NT =D If €, Ep, E) +VPIf Ef Eer Ee) (C.44)

\f,Ee. e, Er) = |f e Ee,Er) (C.45)
|fiEes Eer &) = | f 1 Ees Eer Ee) (C.46)
le,Er, Er.E5) = |€,Er,E5,Ef) (C.47)
le,Er,Er, &) — 1€,Er,Er, Ee) (C.48)
e, € Ep) = VI —ple, &, Ec,Er) — Pl Ee Er, Ep) (C.49)
le,Er, &, Ee) — \/1Tp‘e,5f,8€,5@> —Vple &, & &), (C.50)
le,Ee, E1,Er) = V1 —ple,Ee, Er,Er) + /D le,Er, Ee Er) (C.51)
le,Ec, Er Ee) = VI —ple, &, Ef,Ee) + /D le,Ef, &, Ee) (C.52)
e, e, &, Er) — e, &, Ee, ), (C.53)
6160, €0 E) = e, Eu €0 E2). (C5)
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Das dezesseis tultimas equagoes e com base em métodos anteriormente trabalhados,

temos que o operador unitario para as colisdes entre B e C' fica sendo

Uy = (1) (1] +12) 2| + VI =pI3) (3] = VP I5) (3] + VI = p[4) (4]
—VPI6) (4 + VI =pl[5) (5] + v/p[3) (5] + V1 = p|6) (6]
+ /P 14) (6] + 17) (7] + [8) (8] + 19) (9] + [10) (10] + v/ = p[11) (11] (C.55)
— VP 13) (11| + vI = p[12) (12| — \/p[14) (12| + VI — p[13) (13|
+ /P |11) (13] + /1 — p|14) (14] + /p|12) (14] + [15) (15| + |16) (16],

que na forma matricial fica

10 0 0 00O0O0DO 0 0 0 000
0 1 0 0 00O0O0O 0 0 0 000
00 f 0 gp 000O0O0 0 0 0 00O
00 O f, 0g, 0000 0 0 0 00O
00 —g 0O f, 00000 0 0 0 00O
00 0 —g, 0 f, 0000 0 0 gp 000
00 0 0 0 01000 0 0 000
- 00 0 0 0 00100 0 0 000
Uy = ) (C.56)
00 0 0 0 00010 0 0 000
00 0 0 0 00O0O0O1 0 0 000
00 0 0 0 00O0O0O0 f 0 gpo 000
00 0 0 0 00O0O0O 0 f, 0 g 00
00 0 00 00O0O0O0 —g 0 f, 000
00 0 0 0 00O0O0O 0 —g, 0 f, 00
00 0 0 0 00O0O0O 0 0 0 010
00 0 0 0 00O0O0O 0 0 0 0 1
onde f, e g, sdo dados nas Eqgs. (6.81) e (6.82), respectivamente.
C.4 Colisao entre B e D
Para as colisoes entre B e (', escrevemos as relagoes a seguir:
\f,87.85,8) = VL —p|f,Er.E5,E) — VI, Ee, Er, Er) (C.58)

|f7gf7geagf> — |f78f75€78f>7 <C59)
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fi €5, e, Ee) = VT =DpIf,Ep Ee &) — /DI EeEes Ep) (C.60)
fi € €5, Ep) = VT =D € €5, Ep) + DI Er Ex,Ee) (C.61)

|f e, €5, Ee) = | [ Ee, €, Ee) (C.62)
1fr i€, Ep) = NT = plf, 6, e, Ep) + VDI, Err Ees e (C.63)
f,Ee, e Ee) = ], Ee,Eer ) (C.64)
le,E¢,Er,Er) = €, &5, Er, Ef) s (C.65)
le,Er, E, &) — ﬂ‘e,gf,gf,56> —Vrle. &, &, &), (C.66)
le,Er, &, Er) — 1€,Er,Ee, ), (C.67)
le,Ef € &) = VI —ple,Ep e, &) — VP le Ee Eei Ep) (C.68)
le,8e, &7, E) = VI =ple,Ee, Er, Ep) + /P le, Er, Ep, Ee) (C.69)
le, e, Er, &) — e, &, Er, Ee) (C.70)
le,Ec,Ee,Ep) = VI —ple,Ec,Ee, Er) + /D le,Er Ec ) (C.71)
le,Eey Eey Ee) — e, ey Eey Ee) (C.72)

Agora podemos escrever o operador unitario para as colisoes entre B e D como

Us = 1) (1] + VT =p[2) (2| = b 5) (2 + [3) (3] + VI = p[4) (4]
= VPIT) 41+ VI =p[5) 5] + VP 2) (5] + 6) (6] + V1 = p|T) (7]
+ VP 14) (7] + [8) (8] +19) (9] + VI = p [10) (10] — /p [13) (10] (C.73)
+[11) (11| + VI = p[12) (12 = \/p [15) (12| + VT — p[13) (13|
+v/p[10) (13| + [14) (14] + /T = p[15) (15] + \/p[12) (15| + [16) (16],
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cuja forma da matriz é

1 00 000 O0OO0ODO 0O O OO0 00O
0O f, 0 0g 0 000 00 0 00 00
O 01 0 00 000 00O 0O 0O 00O
0 0O f, 00g 00 00 0O 00 00
0 —g, 0 0 f, 0 000 00 0 00 00
O 00 0 01 000 00O O 0O 00O
0 00 - 00/ 00 00 0 00 00
g0 00 000 010 00 000007 €7
O 00 0 00 001 00 0 0O0 00
0O 00 0 00 000 f 0 0wg 0 00
O 00 0 00 000 01 0 00 00
0O 00 0 00 000 00 f 0 g, O
0O 00 0 00 000 - 0 0 f 0 00
O 00 0 00 000 00 O 1 00
O 00 0 00 00O 0 —g, 0 f, 0
O 00 0 00 000 0 0 0 01

onde f, e g, sdo dados nas Eqgs. (6.81) e (6.82), respectivamente.

C.5 Colisaoentre C'e D

Finalizando as ideias da se¢ao 6.7, definiremos as equagoes que representam as
possiveis alteragoes (ou nao) dos niveis de energia do sistema, a partir das colisdes entre
C e D. Portanto,

€5, & E) = |, E, . E4) (C.75)
[ Er, € 8y = VT D] &1, Ep,8e) — D If Ep, e, Ex) (C.76)
[ Ep e, Ep) = VI =D € 8 Ep) + /DI Er Ex, Ee) (C.77)
[ €y EerEe) = | [ Epy Ees Ee) s (C.78)
lf,Ee &, Er) = | €. Er,Ey) (C.79)

‘f? 5875f756> — 1 Y |f) geugfage> - \/]_)|f) 8878675f> ) (C8O>
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£ i€, Ep) = NT = plf, e e, Ep) + VDI, Ee, Ex, Ee) (C.81)
|f, e Ee, &) = |, Ee, Ee, Ee) (C.82)

le, ¢, Er,Er) = e, &5, Er, Ef) s (C.83)
le.Er, 8, Ee) = VT —ple, & Ep Ee) — /Ple €, e, Ex) (C.84)
le,Ep, &, Er) — \/1Tp]e,5f,5€,5f> +ple, & Er Ee) (C.85)
le,Er, &, Ee) — e, &, Ee, Ee) (C.86)

le, &, &5, Er) — e, &, Er, Ey) (C.87)

le,Ee, &, E) = V1 —ple, &, Er,Ee) — VD le, Ee, Eey Ef) (C.88)
€,EciEe,Ef) = V1 —ple, e, Ee, EF) + /P les e Er,Ee) (C.89)
€600 El) —+ |6, E0EuEL). (C.00)

Agora podemos escrever o operador unitario para as colisdes entre C' e D como

Us =|1) (1] + VT =p2) 2| = v/p[3) 2| + VT =p[3) (3| + /P 2) (3| + [4) (4]
+15) (5] + VI = pl6) (6] — /2 |7) (6] + VI —p|7) (7| + /P 6) (7|
+18) (8] +19) (9] + VI = p[10) (10| — \/p[11) (10] + v/1 — p|11) (11| (C.91)
+ /P |10) (11| + |12) (12| + |13) (13| + /T — p |14) (14| — /p |15) (14|
+ V1T =p|15) (15] + /p |14) (15] +|16) (16|,
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que nos fornece a matriz

0

0

0 000 O

0O 0 0 0
fp g 0 0
0 —gp fp, 00

0

0
0

0
0

0 000
0 000

0
0
0

0 000

0

0 0 00

0
0
0

0
0
0

0 000

0 010

0 0 00
fr g 0 0

0000 —g, f, 00

0 0 01
0 000
0 000
0 000
0 000
0 000
0 000
0 000
0 000
0 000

0 000

0

0 000 0

0

0
fpgpoo

0 000 —g, f, 00

0 000

0
0

0
0

0 010

0 0 01

0

0
0

0
0

0 000

0

0

0

0
o 9 0

0
000 —g, f, 0

0 001

0 000

0

0 0

0

0
0
0

0 000

0 000

0

0

0

0 000

onde f, e g, sdo dados nas Eqs. (6.81) e (6.82), respectivamente.
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APENDICE D

ALGUNS ALGORITMOS

Neste apéndice, temos por objetivo descrever os algoritmos utilizados para obter
os valores do traco da distancia e da norma da coeréncia na interacao do sistema principal
com os ambientes de um e dois qubits em estados térmicos. Os algoritmos para o ambiente

com trés qubits tém a logica parecida com as descricoes das secoes D.3 e D.4.

D.1 Traco da distancia para a interacao do sistema principal com

o ambiente de um qubit

Entrada: p, nimero de colisdes n, coeficientes a e b do primeiro estado inicial |¢)1(0)) de A ,
coeficientes a e b do segundo estado inicial |11 (0)) de A, wy, we, U, [ ®|E;), [®|E.),
T@(Elel® (&

Saida: Numero da colisdo e traco da distancia D associado a colisao.
Passo 1: Construa pY, p% e pp.
Passo 2: Para j =1,...,n, faca do passo 3 ao 8.
Passo 3: Efetue os produtos de matrizes: U(ﬁh ® ﬁB) Utel P4 ® ﬁB)(A]T.
Passo 4: Obtenha gy = Y5, 1 ® (& [U(ﬁh ® ﬁB>UT]IA ® &) e ph = il ®
(Exl [U(/ﬁ ® ﬁB)UT] 1®|&).
Passo 5: Obtenha M = pY — 4.

Passo 6: Defina os autovalores v; e v, de M.
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Passo 7: Calcule D = 0,557, |vl.
Passo 8: Saida (j, D).

Passo 9: Pare.

D.2 Norma da coeréncia do sistema principal para a interacao com

o ambiente de um qubit

Entrada: p, nimero de colisdes n, a, b, wy, we, U, I @ |Ep), I @ |E), @ (Es| e T @ (..
Saida: Numero da colisdo e a norma da coeréncia C'4 associada a colisao.
Passo 1: Construa pa e pp.

Passo 2: Para j =1,...,n, faca do passo 3 ao 6.

2

Passo 5: Calcule Cy = > |pa(y, k).
j =1
gom

Passo 6: Saida (7, Ca).

Passo 7: Pare.

D.3 Traco da distancia para a interacao do sistema principal com

o ambiente de dois qubits

Entrada: p, nimero de colisdes n, coeficientes a e b do primeiro estado inicial [¢(0)) de
A | coeficientes a e b do segundo estado inicial |¢1(0)) de A, wy, we, Uy, Uy, Us,
L& &) @ &), 1@ &) © &), 1 @ &) @ &), [ @ &) @ &), I © (& @ (&,
I® (Er| @ (|, I © (€| @ (Efl € T @ (& @ (Ee|.

Saida: Numero da colisdo e traco da distancia D associado a colisao.
Passo 1: Construa pl, p4, ps e pc-

Passo 2: Para j =1,...,n, faga do passo 3 ao 18.

Passo 3: Se é dada certa condicao aleatoria, efetue os produtos de matrizes: U, (ﬁh ®
ps)Ul e Uy(p% ® ps) 0.
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Passo 4: Obtenha pY = ZZ:ff ® (& @ (&l [(A]l(ﬁh ® ,53>Ulﬂf ® &) @ &) e

A= Sie o (610 (6|0 0 )01 | T 60 o I,
Passo 5: Obtenha M; = pY — p2.
Passo 6: Defina os autovalores v; e v5 de Ml.

Passo 7: Calcule D; = 0,557, |y

Passo 8: Se é dada certa condicao aleatoria, efetue os produtos de matrizes: Uy (ﬁh ®
pe) U e Un(p% ® pe ) U3,
Passo 9: Obtenha pY = Zzsz ® (& ® (&l [Ug(ﬁh ® ﬁ@ff;]f ® &) @ |E) e
A= Sie o (610 (6|0 0 )00 T 60 I8,
Passo 10: Obtenha M, = pY — 3.

Passo 11: Defina os autovalores 7, e 4 de M.

Passo 12: Calcule Dy = 0,537, |71

Passo 13: Se é dada certa condicao aleatoéria, efetue os produtos de matrizes: U, (ﬁB ®
ﬁo) Uj.
Passo 14: Obtenha pY = Zzsz ® (& ® (&l [Ug(ﬁh ® ﬁ@ﬁg]f ® &) @ |E) e
P =Y 3@ (& ® (&l [Ug (A ® ﬁB)Ugl [®|&) ® |E).
Passo 15: Obtenha M = pY — 3.

Passo 16: Defina os autovalores 7 e 74 de Ms.

Passo 17: Calcule D3 = 0,57, |7/
Passo 18: Saida (j, D,,), onde m = 1,2, 3.

Passo 19: Pare.

D.4 Norma da coeréncia do sistema principal para a interacao com

o ambiente de dois qubits

Entrada: p, nimero de colisdes n, a, b, wy, we, Uy, Uy, Us, I @ Er) @ |Ef), I® 1Er) @ |Ee),
[ol&) 1), [®|E) @ E), T® (|l &l To EloEl T EloEle
1@ (E] ® (&

Saida: Numero da colisdo e a norma da coeréncia C'4 associada a colisao.

Passo 1: Construa pa, pp e pc.
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Passo 2: Para j =1, ...,n, faca do passo 3 ao 12.

Passo 3: Se é dada certa condicao aleatoria, efetue os produtos de matrizes: U, (ﬁA ®
ﬁB) Ul
Passo 4: Obtenha p4 = 5, I ® (&] @ (& [Ul (Ph® ﬁB)Ulﬂ [ ® &) @ |E).

2
Passo 5: Calcule Ca1 = > |pa(y, k)|
j k=1
]j#k
Passo 6: Se é dada certa condicao aleatoria, efetue os produtos de matrizes: U, (/3,4 ®
ﬁB) U
Passo 7: Obtenha ps4 = >, I ® (& ® (& lﬁg (ﬁ}él ® ﬁB) Ug] I Q&) @ &)
2
Passo 8: Calcule Cao = > |pa(y, k)|
j k=1
g
Passo 9: Se é dada certa condicao aleatéria, efetue os produtos de matrizes: U, (ﬁB ®
ﬁo) Uj.
Passo 10: Obtenha p4 = Y5_, 1 ® (& @ (& lﬁg (/3}9 ® ﬁc> ﬁg]f ® |Ek) ® |E)-

2
Passo 11: Calcule Ca3= > |pa(y, k)|
=1
g
Passo 12: Saida (j,Cam), onde m = 1,2, 3.

Passo 13: Pare.
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