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Resumo

Esse trabalho tem como finalidade estabelecer uma relagao entre a dptica geométrica e a
mecanica classica, vimos isso por meio da chamada aproximacao do comprimento de onda
pequeno que nos permite ignorar efeitos microscopicos como difragao e interferéncia no
contexto de propagagao de ondas em meios materiais. Com isso, obtemos imediatamente o
principio de Fermat que foi enunciado antes do surgimento do eletromagnetismo e é um
corolario imediato do estudo de ondas eletromagnéticas. Apos isso, adentramos no principio
mecanico enunciado no século 18, o principio de Maupertuis que em sua primeira forma
esconde, implicitamente, sua analogia com o principio de Fermat, Jacobi foi responsavel
por enunciar uma forma modificada que mostra a semelhanca entre esses dois principios.
Apoés isso, foram vistos os principais resultados da teoria de Hamilton-Jacobi que leva ao
surgimento de uma suposta equacao Eikonal para o contexto de particulas no espacgo de
configuracao. Conclui-se, portanto, que a mecéanica classica é uma suposta aproximacgao de
uma teoria ondulatéria mais geral e, com a funcao fundamental de Hamilton, é possivel
construir a fase dessa suposta onda que esta se propagando no espago de fase. Vimos que a
energia é discretizada e é possivel obter a relagdo de De Broglie sobre esse ponto de vista,
ainda mais, descobrimos que a equagao de Hamilton-Jacobi é a equagdao de Schrodinger
classica. Por fim, obtemos a equagdo de Euler-Lagrange para o principio de Fermat e vimos
que conseguimos obter o equivalente a segunda lei de Newton para o estudo de feixes de
luz no contexto da éptica geométrica. Além disso, percorremos o estudo das integrais de

caminho de Feynman que servem como uma reinterpretagao do principio de Hyugens.

Palavras-chave: Eletromagnetismo, teoria de Hamilton-Jacobi, Principio de Fermat.



Abstract

This work aims to establish a relationship between geometric optics and classical mechanics.
We saw this through the so-called short wavelength approximation that allows us to ignore
microscopic effects such as diffraction and interference in the context of wave propagation
in material media. With this, we immediately obtain Fermat’s principle, which was stated
before the emergence of electromagnetism and is an immediate corollary of the study
of electromagnetic waves. After this, we enter the mechanical principle enunciated in
the 18th century, the Maupertuis principle, which in its first form implicitly hides its
analogy with Fermat’s principle. Jacobi was responsible for enunciating a modified form
that shows the similarity between these two principles. After that, the main results of the
Hamilton-Jacobi theory were seen, which leads to the emergence of a supposed Eikonal
equation for the context of particles in configuration space. It is concluded, therefore, that
classical mechanics is a supposed approximation of a more general wave theory and, with
Hamilton’s fundamental function, it is possible to construct the phase of this supposed
wave that is propagating in phase space. We saw that energy is discretized and it is possible
to obtain the De Broglie relation from this point of view, furthermore, we discovered that
the Hamilton-Jacobi equation is the classical Schrodinger equation. Finally, we obtained
the Euler-Lagrange equation for Fermat’s principle and saw that we were able to obtain the
equivalent of Newton’s second law for the study of light beams in the context of geometric
optics. Furthermore, we covered the study of Feynman path integrals that serve as a
reinterpretation of Hyugens’ principle. Keywords: Electromagnetism, Hamilton-Jacobi

theory, Fermat principle.
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1 Introducao

A fisica tedrica tem como um de seus objetivos primordiais obter a explicagao de
todos os fendomenos naturais em um unico principio. Dentre as leis descobertas durante os
séculos, o principio da minima acao, desenvolvido por Hamilton, é o que mais se aproxima

desse objetivo final da fisica tedrica.

O primeiro principio variacional da mecanica foi proposto por Maupertuis em 1744,
que pretendeu nao apenas dar uma base racional mas também teoldgica para a mecanica,
pressupondo que esse principio era a prova do poder e da sabedoria de Deus. Além do
mais, Pierre de Fermat estabeleceu um principio fisico destinado a desenhar os contornos
da Optica geométrica, e também foi responsavel por dar os fundamentos da dinamica
Hamiltoniana e Lagrangiana. Sob condigoes especificas, Jacobi formulou a chamada forma
de Jacobi para o principio de Maupertuis, fazendo com que o principio de Jacobi torne-se
idéntico ao principio de Fermat da oOptica geométrica para a propagacao de luz num
meio nao-homogéneo com indice de refracao proporcional a /E — V. Estabelecendo uma

analogia da mecanica classica com a 6ptica geométrica.

A formulagdo mais concisa da dindmica cldssica tem a forma de um principio
variacional. Segundo esse principio, a natureza segue o curso mais economico de acordo
com um critério de comparacao entre as diversas possibilidades de escolhas. O principio
diferencial de d’Alembert nos dé a lei fundamental do movimento em termos da configuracao
instantanea do sistema e de desvios infinitesimais da referida configuracio. E possivel
reformular essa lei como um principio integral que leva em conta o movimento do sistema
durante um intervalo finito de tempo. O principio de Hamilton reduz as leis da mecanica

a um enunciado simples.

Por fim, a teoria desenvolvida por Hamilton e Jacobi chamada de teoria de Hamilton-
Jacobi é um método construtivo que permite produzir uma transformacao canoénica sobre
o espago de fase capaz de simplificar as equac¢des de movimento de um sistema descrito
pela hamiltoniana. Essa teoria desempenhou um papel crucial na construcao da "mecanica
ondulatéria'por Schréodinger apoiada, principalmente, na analogia entre mecanica e a
optica geométrica, a qual induziu Schrodinger a pensar que se a mecanica classica fosse
uma forma aproximada de uma mecanica ondulatéria. O fato da mecénica classica nao ser
aplicavel a fendmenos microscépicos seria analogo ao fato da optica geométrica ser incapaz

de explicar fenomenos como difragao e interferéncia da luz.
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2 Alguns elementos basicos do Eletromagne-

tismo

As equagdes de Maxwell constituem uma forma compacta de representar as leis

que regem o eletromagnetismo. Elas podem ser escritas na seguinte forma

i. V.E= 2,
€0
ii. V-B =0,

cee __@
iii. VxE=-%2,

iv. Vx B = ped —l—uoeo%—]f.

elas, juntamente com a forga de Lorentz,
F=¢(E+v xB)

resumem todo o conteudo tedrico da eletrodindmica classica. Até a equacao de continui-
dade, que representaria a expressao matematica da conservac¢ao de carga, esta contida
implicitamente na equacao nimero (iv.). No entanto, essas equagdes por mais que estejam
completas e corretas na forma como estao formuladas, ndo sdo adequadas para fazer um
estudo sistematico na presenca de matéria. Nest capitulo, iremos deduzir as equacoes de
Maxwell na matéria e faremos um estudo sistematico da propagacao de ondas em meios

homogéneos, isotropicos e lineares.

2.1 Equacgoes de Maxwell na matéria

Para comegar a analise das equacoes de Maxwell em meios materiais, é preciso
fazer uma breve discussao sobre a densidade de corrente J e a densidade de carga. Por

conveniéncia, ¢ comum decompor a densidade de corrente em trés termos
J= Jl + Jm + Jp

Primeiramente, é claro que correntes surgem pelo movimento de cargas livres, tais como
elétrons nos metais. Esse tipo de corrente é denominada de J;. Em segundo lugar, atomos
individuais podem apresentar correntes internas que geram efeitos paramagnéticos e
diamagnéticos, que denotamos por J,,, e como sao de importancia irrelevante para o
estudo consideraremos J,, = 0. O terceiro termo da equagao acima refere-se a materiais

dielétricos cujas as cargas estao ligadas a moléculas individuais e nao podem se movimentar
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livcemente sobre o material. Embora estejam ligadas, elas podem ser distorcidas quando
sujeitas a um campo elétrico externo induzindo, portanto, uma variagdo no dipolo elétrico
de cada molécula. Descrevemos a distribuicao espacial desses dipolos microscopicos com a

funcdo P chamada de polarizagao, ela é medida em unidades de dipolo por volume.

Quando aplicamos um campo elétrico que varia com o tempo, tanto a magnitude
quanto a orientacao do dipolo sao modificadas e o movimento dessas cargas confinadas
a moléculas causam o surgimento de uma densidade de corrente no meio, nas quais nos
referiremos por J,. Note que a polarizacao introduz uma densidade de carga que ¢ igual,
em magnitude, ao médulo do vetor de polarizacao, isto é, o, = P, veja em (GRIFFITHS|

2017)). Portanto, ao analisarmos uma pequena sessao do material polarizado, vemos que

da,
+Gh

Figura 1 — Ilustragao do vetor de polarizacao.

um pequeno aumento em P induz um aumento de carga nas extremidades do

elemento de volume, dando origem a uma densidade de corrente da forma

A densidade de corrente é dada, portanto, por

0P

To =5/

(2.1)
Agora, focaremos nossa aten¢ao na densidade de carga que é frequentemente decom-

posta na densidade de carga livre e densidade de carga polarizada, ou seja, escreveremos

P = Plivre + Pp (22)

Neste capitulo, consideraremos propagacao de ondas eletromagnéticas sobre materiais
eletricamente neutros, ou seja, cuja a densidade de carga livre é identicamente nula,
Plivre = 0. E claro que estaremos tentados a supor que a densidade total de carga é nula; no
entanto, o vetor de polarizacao pode variar no espago, levando a uma concentracao local
de cargas positivas e negativas. Iremos agora deduzir a relagao entre p, e P. A equacao de

continuidade é dada por
9y

Vede ==,

(2.3)
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A partir da equagao (2.1) concluimos que
pp=—-V-P (2.4)

E possivel reescrever as equacoes de Maxwell para materiais eletricamente neutros, as

quais ficam dadas por

i. V.-E=-YP

e

ii. V-B=0,
VXE——E,

iv. VxB= ,MO ot + MOEO It + MOle’/‘e

2.1.1 Indice de refracao

Iremos estudar como ondas planas comportam-se em meio dielétrico aonde os
elétrons estao ligados a atomos e moléculas, admitindo um meio isotrépico, homogéneo e
nao-condutor. Esperamos, ainda mais, que E e P sejam paralelos, isto é, V- P = 0. Assim,

a equacao de onda para o campo elétrico fica reduzida a

O’E 0°P
V’E — 2.5
oo g = Mg (2.5)
Para deduzir essa equacgao, basta tomar o rotacional da equagao iii. da se¢do anterior. De
fato, temos
0
Vx(VxE)Jra(VxB):O

Substituindo a expressao para V x B, temos

82E 82P aJlivre

_0
gz THO g T,

V x (VX E) + pio€o—5

Se aplicarmos a identidade vetorial V x (V x E) = V(V-E) — V2E, e usarmos as hipdteses
consideradas previamente, chegamos a equagao (2.5). Por fim, consideraremos solugoes
senoidais para a equagao de onda (2.5) as quais em notacao complexa podemos escrever
como

E = Eyeilkr—wi)

P = Peilkr—uwt)

Note que estamos admitindo implicitamente que, caso o campo elétrico estimule o meio
com uma certa frequéncia w, entdo a polarizacdo do meio também ira oscilar com essa

mesma frequéncia. Substituindo diretamente na equacao de onda, temos

_k2E0€i(k-r—wt) + 6OMO,UJ2:Eoei(k-r—wt) = — /g w2P 6 i(k-r—wt) (26)
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Para obter uma conexao explicita entre as amplitudes do campo elétrico e do vetor
de polarizacao, admitiremos que estamos em um meio linear, ou seja, a amplitude de

polarizacao é proporcional a forca do campo elétrico, ou seja,
Po(w) = eox(w)Eo(w) (2.7)

Esta relagdo é chamada de relacao constitutiva. O fator x é chamado de susceptibilidade
elétrica. A possibilidade de E e P oscilarem fora de fase pode ser considerada se pertmitimos
que x(w) seja um nimero complexo. Introduzindo a equagao (2.7) na equagao (2.6) e

cancelando os respectivos termos, encontramos a relacao de dispersao em dielétricos

k* = eopo [1+ x(w)] w? isto é k = % 1+ x(w).

Como v = ¢ e o indice de refragao ¢ dado por ¢ = n, concluimos que n = /1 + x(w).
Como, em geral, x(w) é um nimero complexo, entdao o indice de refragao é complexo e

definido por
n(w) = n(w) + ik(w).
Isto implica que a magnitude do vetor de onda é complexa e dada por

="
C

O indice de refracao complexo leva em conta efeitos de absor¢ao e o comportamento

ondulatoério da onda.

2.1.2 Equacao Eikonal

Por simplicidade, podemos considerar a luz como sendo constituida de uma frequén-
cia fixa e equivalente a w. A equacao de onda pode, entao, ser deduzida para um meio
isotropico com indice de refracao real. De fato, consideramos a equacao
PE  O°P
o~ Mo

Tendo em vista a equagao (2.7) e substituindo na equagao acima, temos

V’E — Ho€o

V2E + ,U()GO’LUQE = €0M0XUJ2E
que leva a equagao de onda independente do tempo com indice de refracao real

V2E + eopow® (1 +x)E =0
————
n2(w)

A equacao permanece valida conforme o indice de fracao varia pontualmente no espaco.

Iremos considerar uma solucao plana da forma

E(r,t) = Eg(r)e!((kvRm—wt) (2.8)
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2

)\vécuo

onde k, = © = e R(r) é uma funcao escalar real que tem dimensao de
comprimento. Considerando que a fungao é real, nao existe absor¢ao ou amplificacao
da frente de onda. Embora a solugao (2.8) seja um tipo de solugdo plana, o fato de
considerarmos uma funcao real do tipo R(r) permite que as frentes de onda possam ser

curvadas ou distorcidas, conforme a figura abaixo.

Rirj=cp

Rir)=rc3

Riri=¢y

Figura 2 — Frentes de onda definidas por uma fungao arbitraria R(r).

Para cada t fixo, a fase das superficies curvas dadas por R(r) = ¢ podem ser
interpretadas como frentes de ondas. Note que as frentes viajam na direcao que R varia o
mais rapido, isto é, na direcdo de VR(r). Agora, substituindo a solu¢ao na equagao de

onda, temos que

1 , .
15 V2 [Eo(r)e ™A 40 () B (r)e ™M) = 0

onde dividimos ambos os lados por e~™* ji que a equacdo é independente do tempo.

Computando o laplaciano considerando apenas a componente x do campo, temos
v [E%(r)eikvﬂ = [V Eq.(r)] e*F + ik, Ep, [VR] e
O laplaciano da componente x é dado pela equacao abaixo

V-V |Eope™ | = V?(Eo,) €™ + ik, VR - VEg, e*F — k2E0, VR - VR e*of
+ ik, V2R e B + ik, VEy, - VR e f

que pode ser simplificado para

VQ(EOQCVeikuR) — {v2E0$ — kf;EOa: VR -VR+ i/{?yE0zv2R + 2ik,V Eo, - VR} eikvR,
(2.9)
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onde usamos a seguinte identidade vetorial:

V- (f(@)E)=V[f-E+ [f(V-E)

Para obter o resultado geral, isto é, o resto das componentes do laplaciano, basta

fazer Ey, — E na equacao (2.9). Por fim, ficamos com

V2 [Eoe™ | = (V2Eq — k2EoV R - VR + ik, EoV?R + 2ik, {XV Fy, - VR + ..
+§VEy, - VR + 2V Ey. - VR})eik R

Substituindo na equagao de onda, encontramos a seguinte relagao

V2E, iEgV?R 2iXVEy, VR 2i§VEy, VR 2i2VE,, VR
[VR-VR = [n(r)f] Bo = ~ 524+ + s L2 oy VR | 28V B

Agora se considerarmos a aproximacgao do comprimento de onda pequeno, isto é,

A, — 0 e o lado direito da equacao acima é identicamente nulo. Com isso, desconsideramos

efeitos de difracdo e apenas efeitos macroscépicos sao relevantes obtendo, com isso, a

chamada aproximacao para éptica geométrica. A equacao de onda fica simplificada para a
equacao abaixo,

VR-VR =], (2.10)

que pode ser reescrita da seguinte forma
VR =n(r)s (2.11)

aonde § representa o vetor unitdrio na direcao de VR. A equacao (2.11) é chamada de
equagao eikonal. Para mais informagoes, veja (PEATROSS; WARE, 2015)).

2.1.3 Principio de Fermat

A equacao eikonal deduzida anteriormente governa o caminho de feixes de luz que
atravessam uma determinada regiao do espaco quando o indice de refragao é variavel.
Outra maneira de deduzir o caminho dos feixes é por meio do principio de Fermat, o qual
afirma que, caso um feixe viaje entre dois pontos fixos A e B, ele seguird o caminho de
menor tempo entre esses pontos. Deduziremos o principio de Fermat a partir da equacao

eikonal. Considere o rotacional da equagao (2.11)
V x [n(r)s] =V x [VR] = 0.
Integrando sobre uma superficie arbitraria de area A, ficamos com

/Av % [n(r)3] = }{n(r)é LAl =0,
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B

Figura 3 — Feixe de luz saindo do ponto A e chegando no ponto B.

onde aplicamos o teorema de Stokes para converter uma integral sobre uma area A numa
integral ao longo de um caminho C que contorna a superficie de area A. Note que a equagao
acima afirma que a integral sobre um caminho fechado é sempre zero, isto significa que ao
considerarmos a integral de caminho entre dois pontos fixos A e B, a integral entre esses
pontos é independente do caminho que os conecta. Consideraremos, portanto, um caminho
entre A e B que seja paralelo a § como pode ser visto na figura acima. Ao longo deste
caminho o cosseno do produto interno é sempre igual a um. See escolhermos qualquer
outro caminho entre esses pontos, o cosseno associado ao produto interno sera menor
que um ao longo da maioria dos pontos do caminho escolhido e o resultado continuara
sendo o mesmo gracas a independéncia do caminho. Portanto, se removermos o produto
interno artificialmente, o valor da integral ird exceder o verdadeiro valor a nao ser que
siga o caminho da dire¢cdo de §. De uma perspectiva variacional, nosso argumento pode
ser reescrito da seguinte maneira

B B
/ né - dl = min / ndl (2.12)
A A

e a integral na direita da equagao (2.12) é chamada de caminho 6ptico entre os pontos A e
B. A conclusao da discussao acima é que o caminho verdadeiro seguido pela luz é aquele

cujo caminho 6ptico é minimo.
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3 Alguns elementos da mecéanica classica

Agora, veremos como a Optica geométrica esta relacionada com a mecénica classica
por meio de principios variacionais e obteremos, de certa forma, um equivalente do
principio de Fermart no espaco de fase, isto é, no espago das coordenadas generalizadas e
dos momentos generalizados. Comecaremos fazendo um estudo aprofundado do primeiro
principio mecanico que é o principio de Maupertuis e seguiremos, posteriormente, para a

teoria de Hamilton-Jacobi.

3.1 Principio de Maupertuis

Notemos que a variagdo A que ocorre no principio de Maupertuis envolve uma
variacao do tempo, ao posto que ¢, variacao feita no principio de Hamilton, por exemplo, é
feita sobre t fixo. Comecaremos definindo o que seria uma variacdo com respeito a tempo
para enunciar posteriormente o principio,

Definicao 3.1.1 A variagdo A € definida por

t'=t+ At =t+ex(t),
ay = qi(t) + Agi(t) = qi(t) + eni(t).

onde € € um parametro infinitesimal.

A variacao acima pode ser elucidade geometricamente pela imagem abaixo.

Ag (I}I

Figura 4 — Variacao envolvida no principio de Maupertuis.

Principio de Maupertuis. Suponha que: (i) H, que é a hamiltoniana, nao

dependa explicitamente do tempo; (ii) H seja conservada e tenha o mesmo valor em
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todas as trajetérias de comparagao; (iii) as configuragoes inicial e final sejam fixas, isto é,

t
A=A [T dtS pidi=0
t1 i

Para uma variacdo em torno da trajetoria fisica ¢(t). Iremos desconsiderar termos de

ordem €? e maior. Note que a acao reduzida ¢ dada por

t
[E/ dthlqz—/ (L+H)dt = | Ldt + H(ts — 1)
t1 t

t1

onde L ¢é a lagrangiana. Portanto, pela hipétese (ii),

to
A=A [ Ldt + H(Aty — At) (3.1)

t1

onde os A sao dados na defini¢ao anterior. Iremos abrir, portanto, a variacao da acao

dg; t2 dg;
A / iy gy / Lg% ) ar
5= ( dt’ ) b <q dt )

Temos que,
dt’ 1+ ci
— = ET;
dt ’
dt
Portanto,
dg; dgjdt , . . dg; >
il (Gi +eni)(1l —ex) — T = q; +¢& (1 — 2q;)

&i
Assim, expandindo a lagrangiana transformada, temos

oL
L'=L(q+emi,di+e&,t+ex) = L—i—Z 57714_2 551_,_57x

Portanto,

to
AS — { oL oL

L+ ——eni+ 5~
= I

L t2
5 e&i + 58} (14+ex)dt — [ Ldt
4q;

ot t1

t1
Estamos usando a convencao de Einstein para indices repetidos. Simplificando a equacao

L (9L 8L OL
As_g/tl {aqieraq,imeaterLx}dt

Pelas equacgoes de Euler-Lagrange, podemos simplificar mais ainda as equagoes acima, o

acima, obtemos

argumento da integral acima torna-se

iai+ai(_)+a£ + Li
<~

—dH
dt
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Para mais informagoes sobre as equacoes de Euler-Lagrange e a identidade colocada

acima, veja (LEMOS, 2013). Continuando a simplificagdo da equagdo acima, temos

d OL oL OL

— oM+ i+ T (L= Gig
—H
que possui a seguinte forma
d (0L
— =, - H
dt (842-" x)
A variacao da acao é, entao,
t2 t2 d | OL ¢
W P w g e = e AL

Pela hipotese, temos que Ag;(t1) = Ag;(t2) = 0, entao

t2
A [ Ldt = —H(Aty — Aty)

t1

aplicando na equagao (3.1) verificamos que o principio estd provado. Note que o significado
fisico dele nao esta explicito na forma como ele se apresenta, para ver como ele correlaciona
o estudo de sistemas mecanicos com a éptica geométrica, considere, por exemplo, que as
coordenadas generalizadas nao dependem explicitamente do tempo, isto significa que a

energia cinética é um func¢ao quadratica das velocidades, isto é,

1 ..
T = 3 > Mia(q)drd (3.2)
kol

ainda mais, considere que o potencial no qual a particula estd sujeito independe das

velocidades, entao como L =T — V| temos
aor
idi = ) _Gim— =2T
Zi:p g Z Gigg
usamos o teorema de Euler para a igualdade final.

t
A [ Tdt =0 (3.3)

t1

Na auséncia de forcas externas, ficamos com
Atg - Atl - O

Ou seja, de todos os percursos possiveis entre duas configuragoes fixas, o caminho real é
aquele para o qual o tempo de transito ¢ minimo, de certa maneira andlogo ao principio

de Fermat.
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3.2 Principio de Jacobi

A equagao (3.3) sugere que o espago de configuragao possui uma certa métrica, a
distancia entre dois pontos infinitesimalmente proximos pode ser expressa como
dp* = My (q)dqrdg
k,l

My (q) desempenha o papel de tensor métrico e, a partir da equacao acima, deduzimos que

1 (dp\? d
T=-(2) Sar="L
2\ dt V2T
fazendo a mudanga de varidveis na equagao (3.3), o principio de Maupertuis assumi a

forma
p2
A / V2Tdp = 0
p1

ou, escrita de outra forma, temos que

A/j JE —V(g)dp =0

A equacdo acima é chamada de forma de Jacobi do principio de Maupertuis. Note que
ao analisarmos uma unica particula, o elemento de linha dp é proporcional a distancia
infinitesimal em trés dimensoes sobre coordenadas curvilineas arbitrarias, e, nesse caso, o
principio de Jacobi torna-se idéntico ao principio de Fermat da éptica geométrica para

a propagacao da luz num meio ndo homogéneo com indice de refragao proporcional a

VE-V.

3.3 Teoria de Hamilton-Jacobi

Suponha que efetuemos uma transformacao canonica por meio de uma funcao
geradora e que S, veja (GOLDSTEIN] 1980), seja escolhida de tal modo que a Hamiltoniana
transformada seja nula, isto €, tal que a dinamica nesse novo sistema no espaco de fase

seja a mais simples possivel. Nessas circunstancias

: 0K
Qi:ap =0— Qi =f;
g (3.4)
p=_K o po,
[ an_ ’L_a’L'

onde K representa a hamiltoniana transformada pela funcao geradora, §; e a; sao constantes
arbitrarias. Note que uma funcao geradora é definida gracas a classe de equivaléncia da
lagrengeana, sabemos que duas lagrangeanas sao equivalentes se elas diferem por uma
derivada temporal de uma funcao arbitraria, veja (LEMOS, 2013), Podemos correlacionar
as coordenadas transformadas por meio dessa relacao a partir da seguinte diferencial

> (pidg; — PdQ;) + (K — H)dt = d¢

)
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Neste caso, note que ¢ = ¢(q, Q, t). Estamos procurando uma fungao geradora que dependa
exclusivamente das coordenadas generalizadas antigas e dos momentos generalizados

transformados, isto é, S = S(q, P, t). Para obter isso, basta notar que
PdQ; = d(Q:F;) — QidF;,
substituindo na diferencial acima, obtemos

Z(pid%' + QidP;) + (K — H)dt = d(P,Q; + ¢),

7

Ou seja, dado uma funcao do tipo ¢, basta realizar uma transformada de legendre para
obter a respectiva funcao S que depende tanto das coordenadas generalizadas antigas

quanto dos momentos transformados. A partir da equagao acima, sabemos que

oS oS

Queremos que a hamiltoniana transformada seja identicamente nula para que o sistema

de equagdo (3.4) seja satisfeito, ficamos com

08
K—-—H=—
ot’
neste caso K = 0, a equacao fica
H t)+ —=0
(@, p,t) + 5 =0,

Pela (3.5) chegamos a equagao de Hamilton-Jacobi que é dada por

0 (3.6)

22 =2 =
oq oqy, ot

oS oS oS
H(Qla"'?Qﬂ? a ) =

que é uma equacao diferencial parcial de primeira ordem em n + 1 variaveis. Chamamos
S de funcao principal de Hamilton. A integracao da equacdo acima apenas nos daria
a dependéncia nas antigas coordenadas e no tempo, ndo nos mostra como as novas
coordenadas transformadas estdo contidas em S. De fato, as coordenadas nao foram
especificadas mas, de fato, gragas ao conjunto de equagoes dado pela (3.4) sabemos que

elas tem que ser constantes. Suponha, portanto, que existe uma solucao da forma

S = S(Qla <oy Qp, O, "'7an+1;t>

onde as quantidades aq, ..., o, 11 880 n + 1 constantes independentes de integracao. Uma
dessas constantes, no entanto, ¢ irrelevante para a solucao devido ao fato de que apenas
derivadas de S aparecem na equacao de Hamilton. Consequentemente, se S é uma solucgao
da equacao, entao S + «, sendo o uma constante arbitraria, também deve ser solugao. A

solugdo completa pode ser escrita na forma

S = S<q17 <oy Qn, 0, "'7an7t>
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onde nenhuma das constantes é aditiva. A func¢ao assim construida executa uma trans-
formacao canonica que reduz a zero a nova hamiltoniana. O movimento do sistema em

termos das variaveis canonicas originais é determinado por

05
80@- a

Bi (3.7)
As n equagoes podem ser resolvidas para ¢; formando

¢ = gi(a, B, 1) (3.8)
Esse resultado nos leva, também, para

pi = pi(a, B, t) (3.9)

Vale a pena tornar a discussao feita acima mais rigorosa por meio de defini¢oes precisas e

demonstragoes.

Definicao 3.3.1 Uma solugao completa ou integral completa de Hamilton-Jacobi é uma

solugao da forma S(q, a,t) contendo n constantes aditivas e tal que

%3
det ( 3qiai> £0 (3.10)

a condicao acima garante que os parametros «; sejam mutualmente independentes e
também que o conjunto de equagodes para determinar [3; possam ser resolvidos para
determinar q. Agora, enunciaremos e provaremos um resultado muito importante nessa

teoria.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Jacobi) Seja S(q,a,t) uma integral completa da equagio
de Hamilton-Jacobi. Entao as coordenadas generalizadas e os momentos generalizados

determinados pelas equagoes (3.7) e (3.8) obedecem das equagoes de Hamilton

9H  OH
- apla pz_ aqz7

Gi i=1,..,n.

Para demonstrar, iremos derivar a equacao (3.7) em relagdo ao tempo,

oS oS .
2 9g:00 % i~ =0

J

Note que a hamiltoniana na equagao de Hamilton-Jacobi depende de «;, diferenciando a

equacao de Hamilton-Jacobi em relagao a «;, obtemos

OH 0p;, 08

=0
8041815

j aipjaaz
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comutando a ordem de diferenciacao e realizando a substituicao das expressoes obtidas

028 ) oOH
2 54500 (4-5,) =

acima, obtemos

Como a matriz é nao singular devido a hipétese de que a solugao é uma integral completa,

o sistema homogéneo acima possui somente a solugao trivial, isto €,

Tomando a derivada temporal de 22 = p;, temos
9q;

N I
P 94,00, ™ 0tog,

Diferenciando a equacao de Hamilton-Jacobi em relacao a ¢;, obtemos

aiH_’_ZaiH %S + 0% =0
dq; 5 Op; 0¢;0q;  0g;0t

Substituindo esse termo na equacao anterior, obtemos

p'.__aHZ 0*8 <q_8H>
' 0q; < 9q;0q; \7  Op;

J

e estd completa a demonstracao.

Agora sabemos que a acao desempenha o papel de funcao geradora de uma trans-
formacao candnica que leva o sistema de um tempo t a um estado num tempo fixo . Isso
significa que as varidveis canonicas transformadas sao constantes iguais aos valores dos gs e
ps no instante ¢,. Devido a isso, vemos que a acdo desempenha o papel de funcao geradora
com as mesmas propriedades que as realizadas por uma integral completa na equagao de
Hamilton-Jacobi. E de esperar que a acdo, portanto, difira de S a menos de uma constante

arbitraria. Tome a derivada total da integral completa S = S(q, a, t), temos

dsS oS . oS
@ -2kt g

)

Pela equacao (3.5), temos
s
y7 Xi:p g
onde usamos a equacao de Hamilton Jacobi que correlacionada a derivada parcial em

relacdo ao tempo com a hamiltoniana. Logo,

S:/L%

entao S e a agao diferem apenas por uma constante. Note que a equacao acima ¢ inutil

para determinar S(q, a,t), j& que é necessario conhecer a solucao ¢;(t) das equacoes de
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movimento e é exatamente com essa finalidade que procuramos S. Costumamos chamar
a agao expressa em termos das coordenadas como func¢ao principal de Hamilton, ela é
construida da seguinte forma. Seja ¢(7) um segmento de trajetdria fisica conectando
uma dada configuracao inicial em 7 = 0 a uma configuragao final em 7 = t. A acado

correspondente pode ser expressa em termos de q e t, tendo gy como parametro fixo, temos
t d
S(Qa qo0, t) - / L (q’ q77—> dr (311)
0 dr

Teorema 3.3.2 A fungao principal de Hamilton S(q, qo,t) obedece a equagiao de Hamilton-

Jacobi.

Estudaremos como S(q, qo,t) varia com q para t fixo. Caso a configuracao no instante t
for modificada para de q para g + dq, a trajetéria fisica serd variada e torna-se ¢/(7). O

principio de Hamilton nos diz que

oL
68 = /dT [aqz dT<aq>]5ql+Z ~0qily = Zi:pz-éqz»

neste caso, estamos deixando a origem fixa como mostrado na figura abaixo.

q(T)

=
o

dn
q(T)

e

Iy

Figura 5 — Variacao envolvida na demonstracao do teorema 3.3.2.

Portanto, d¢;(0) = 0 e a trajetéria fisica satisfaz as equagoes de Lagrange pelo
principio de Hamilton. Da equacao acima deduzimos que

oS
0q; ’

Di =

Tomando a derivada total da equagao (3.11), é claro que

as

= - L
dt
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Por outro lado, utilizando a regra da cadeia, sabemos que
A5 05, 05 08
dt - - aquZ at - - quZ 857

utilizando a equagao anterior, chegamos na expressao abaixo,

oS .
E:L_Zi:piQi—_H-

Logo, conclui-se que S é solucao para equacao de Hamilton-Jacobi.

3.4 Teoria de Hamilton-Jacobi, 6ptica geométrica e mecanica

ondulatoria

Nesta secao consideraremos um sistema na qual a hamiltoniana é uma constante
do movimento e é idéntica a energia total. Portanto, podemos usar o método de separacao

de variaveis para resolver a equacao de Hamilton-Jacobi, suponha que
S(q,P,t) = W(q,P) +T(t),

E possivel inferir que a equacdo temporal da funcao principal de Hamilton é dada por
T(t) = —FEt e a fungdo W(q, P) é chamada de fungao caracteristica de Hamilton. Note
que as superficies de valor constante da fungao caracteristica W possui localizagoes fixas

no espago de configuragao.

W=a+Edt W=b+Edt
W=a \ W=b \
\

/ t
S(0)=a S(dt)=a S(0)=b S(dt)=b

Figura 6 — Frentes de onda se propagando no espaco de configuracao.
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A superficie S = C onde C é constante deve coincidir para um determinado t
com uma superficie constante de W. Portanto, para ¢t = 0 as superficies S =ae S =0
coincidem com as superficies nos quais W =a e W = b. Ap6s um tempo dt as superficies
constantes iram coincidir com W = a + Edt e W = b+ Edt, ou seja, a superficie constante
dado por W = a se deslocou para W = a + Edt ap6és um tempo dt para S constante,
reciprocamente para a superficie definida por S = b. O deslocamento da superficie no
tempo é similar a propagacao de uma frente de onda pelo espago, nesse caso o espago é o
espaco de configuracao. As superficies constantes definidas por S podem ser consideradas
como frentes de ondas se propagando no espaco de configuracao. A propagacao dessas

frentes pode ser ilustrada pela figura acima.

Como as superficies de nivel definidas por S mudam de formato conforme o tempo
passa, a velocidade onda, isto é, a velocidade no qual a superficie se move nao sera uniforme
para todos os pontos. E possivel, no entanto, calcular a velocidade de onda para cada ponto
determinado. Consideramos, por conveniéncia, um sistema que consiste de apenas uma
unica particula e, neste caso, as coordenadas generalizadas coincidem com as coordenadas
cartesianas. O espaco de configuragao se reduz ao espago tridimensional, o que simplifica
a geometria do problema. Note que a velocidade de onda é definida como ponto para o
qual a distancia perpendicular a superficie se desloca apdés um tempo infinitesimal dt.
Denotaremos a distancia infinitesimal perpendicular a superficie por ds, a velocidade de

onda sera, entao

_ ds
Cdt
note que apés um tempo dt a superficie de nivel definida por S desloca a superficie W

u

para uma nova superficie dada por W + dW, onde
C=W — FEt—dW = Edt,

E claro que dW esté também relacionado a distancia ds pela seguinte correlacio,

dw = |VW|ds,
Portanto,
ds E
U=—=—".
at  |VWW|

Para achar a magnitude da norma do gradiente, considere que a particula esta sobre um

potencial V' (z,y, z) em coordenadas cartesianas. A hamiltoniana é dada, entao, por

H(q,p) = — +V(x,y,
(@,p) =5~ +V(z,y,2)
logo, a equacao de Hamilton-Jacobi torna-se

5+ (5)+(3)

1
2m

05

V — =0
_I_ (x7y7z)+ at Y
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como sabemos que a fun¢ao principal de Hamilton é da forma
S(z,y,z,t) =W(x,y,z) — Et,
entao a funcao caracteristica de Hamilton satisfaz a seguinte equacao
VW |* =2m(E — V) (3.12)

Para um exemplo pratico, iremos pegar o caso do oscilador harmonico isotrépico em duas

dimensoes, a equacao de Hamilton-Jacobi é dada, neste caso, por

2,.2
IVWV|? = 2m (E—m“”">

2

Assumimos que W pode ser escrita como sendo a soma de duas fungoes arbitrarias, uma

em cada coordenada, isto é, W = f(x) + g(y). Portanto, a equa¢ao acima fica na forma

df 2 dg 2 mw?s?  mw?y?
“ ) —9 E— _
(dl‘) + (dm) mn 2 2

Separando as respectivas equagoes diferenciais ordinarias acima, obtemos a seguinte

df \* dg\’
(df> + mPw?z? = 2mE — (g) — m*w?y?
x

expressao

Entao as fungoes arbitrarias f e g sao dadas por

flx) = / \/Qmal — m2w?a2da’,
o | s

Assim, a func¢do principal de Hamilton para o caso do oscilador em duas dimensoes

(3.13)

isotrépico é dado por

S = / \/Qmal + m2w?a”? dx’ + / \/Qm(E — 1) + m2wy? dy' — Et

entao, as frentes de onda no espago de configuragao seriam dadas pela figura que estara

na proxima pagina.

Observe que a equagao (3.12) é idéntica a (2.10) com n = /2m(E — V). Em outras
palavras, pelo mesmo raciocinio desenvolvido anteriormente, as trajetérias mecéanicas
possiveis serao aquelas ortogonais as superficies de S = C' com C constante. Ou seja,
podemos interpretar as trajetérias mecanicas do mesmo modo que raios luminosos da
Optica geométrica e a acdo S é encara como a fase do processo ondulatorio ficticio. Pela

equagao (3.12), podemos obter a velocidade da frente de onda,

E E

"= ———— Y = —

2m(E —V) p
— —

2mT
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Figura 7 — Frentes de onda definidas pelas superficies constantes determinadas pela fungao
principal de Hamilton para o caso do oscilador.

Podemos, portanto, interpretar a mecanica classica como sendo o limite de uma certa
mecanica ondulatério onde estamos desconsiderando comprimentos de ondas associados
as respectivas ondas relacionadas as trajetorias classicas. Como uma espécie de optica
geométrica, mecénica classica é precisamente um campo no qual fendmenos ondulatério nao
podem acontece, tais como interferéncia e difracdo. Concluimos, portanto, que existe uma
dualidade no comportamento onda-particula na mecanica classica, mas a o comportamento
corpuscular é mais evidente e sua caracteristica ondulatéria nao possui oportunidades de

demonstrar suas caracteristicas tinicas.

Podemos especular, de toda forma, que a forma para o qual a equacao de onda
representa a equacao de Hamilton — Jacobi representa o limite do comprimento de onda
pequeno. A similaridade da equagao de Hamilton-Jacobi nao implica uma equivaléncia
entre R e W, é apenas necessario que as duas quantidades sejam proporcionais. Temos,
portanto, que

koR —wt = (W — Et)

Logo, podemos concluir que F = w e a constante de proporcionalidade dessa equacao sera
chamada de #, isto é,
E=wh— E = hv,
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Portanto, podemos escrever o termo de fase como sendo

E
h ﬁﬁ—/
S

ainda mais, o comprimento de onda e a frequéncia estao conectados pela velocidade da

onda pela relacao \v = u, portanto

A=tz =l
v p

== =

A partir do raciocinio desenvolvido acima, podemos inferir que amplitude da onda mecénica

que esta associada ao movimento como sendo

b = e’ (3.14)

Se essa hipotese estiver certa, a equacao que governa a amplitude dessa onda deve reduzir
no limite em que o comprimento de onda vai para zero, ou seja, ela deva coincidir com
a equacao de Hamilton-Jacobi. E claro que sabemos que a equagao que v obedece é a

equagao de Schrodinger dependente do tempo, isto ¢,

n_, 1 O
V= Vi =2 (3.15)

Substituiremos a equagao (3.13) na (3.14), a equagao de Schrédinger em termos de S fica,

portanto, escrita como

1 9 oS ik
%(VS’) +V +a %VS

A quantidade entre parénteses é justamente a hamiltoniana na equacao de Hamilton-Jacobi
para uma unica particula. De fato, a equacao acima reduz-se para a equacao de Hamilton-
Jacobi caso o lado direita da equacao seja identicamente nulo, ele reduz no limite classico
em que h — 0. Parece, entdo, que a diferenga entre as versoes classicas e quanticas da
equacao de Hamilton-Jacobi dependem apenas do tamanho de h. Quanto menor h, menor

sera o comprimento de onda e maior serd a aproximagao para geometria optica.

3.5 Analogia Newtoniana

Iremos aplicar o maquinario do calculo variacional no principio de Fermat deduzido
no capitulo anterior e encontraremos uma correspondéncia mutua entre éptica e mecanica

classica e estudaremos as chamadas lentes de Luneburg.

Vamos derivar as equacoes de Euler-Lagrange para o principio de Fermat. Denota-
remos os pontos descritos pela trajetéria da luz como r como uma funcao de um parametro

real £. O caminho 6ptico é dado por

o () (& o o
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a lagrangiana é dada, portanto, por L = v/n?v? com ¢ e ¢ correspondendo a r e v. As

equacgoes de Euler-Lagrange para a lagrangiana acima sao

d v o Vn?

= 1
dénL CEEY (3.16)

a equagao (3.15) determina a trajetéria seguida pelo raio de luz. Suponha que escolhemos

o paramétro £ de tal forma que ele seja dado pela relagao

_a
_n

3
neste caso, o modulo da velocidade é dado por

dr
dg

Esse parametro nao coincide com o tempo fisico t, ja que, de outra forma, a velocidade da

dr

luz seria inversamente proporcional ao indice de refragdo. No entanto, essa parametrizacao
reduz as equagoes de Euler-Lagrange para

d’r  Vn?

dg? 2
Note que essa ¢ exatamente a segunda lei de Newton para uma particula de massa unitéaria
movendo sobre um "tempo'dado por £ e, além disso, sobre um potencial dado por

n2

U=—-——+FE
2+

onde E é uma constante arbitraria. Ou seja, é como se a trajetéria da luz correspondesse
ao caminho de uma particula que responde a uma for¢a mecanica. Vemos, a partir da
equacgao (3.16), que

02

E=—+U

2
o que implica que E é a soma da energia cinética com a energia potencial. Tanto U quanto
E sdo quantidades adimensionais devido ao fato de que £ possui dimensao de comprimento.
Requeremos que U seja nulo no espaco vazio e que o indice de refracao ¢ unitario neste
caso, entao

1

E=-
2

é claro que podemos zerar o potencial para qualquer outro valor de n. Concluimos, portanto,
que a éptica geométrica é reduzida a mecanica Newtoniana. Considere o indice de refracéo

simétrico e radial, isto é, n(r) com

1
o o 52
r = /22 + y2 + 22 ,
defina 0 momento angular como

dr
de’

L=rx
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Note que,
@—ﬁxﬁ_i_rxﬁ—rx%z—
dé¢  de T de de? or r
=0 ?/;

2
Consequentemente, a trajetoria do raio de luz esta confinada em um plano. Orientamos o
sistema de coordenadas de tal forma que x e y sao as coordenadas cartesianas do plano
de propagacao e z=0. E conveniente unir as coordenadas cartesianas e utilizar notacao

complexa para fazer a analise do movimento, seja
z=x+1y

Agora, considere o estudo de movimento mais importante do ponto de vista Newtoniano,
o movimento devido a uma oscilagao harmonica. Tal forca é descrita por um potencial

quadratico em r. Na Optica, esse caso corresponde ao indice de refracao
n=v2—r2

Portanto,
2 _9 4,2 2
U:_712+E_>U:;_T—|—1—>U:702, para F/ =1,

A equacao de Euler-Lagrange sera

d’r  Vni(r) d*r 10 r
i = (2 ==
de? > a2 T
como r = x + ¢y, entao
d*z
i =

a solugao geral é dada por

4 b . —b . .
z=e" (a; ezf+a2 ez£> — z=¢e""(acos +ibsing),

E preciso observar que, na verdade, a solucdo acima deveria ser da forma 2(€) = ae®+Be %
para «, 3 € C. Porém, é facil ver isso é equivalente a solucdo escrita acima, apenas é
necessario que vocé manipule as constantes a e 3. Note que essas constantes possuem signi-
ficados geométricos, o descreve a rotagao da trajetéria relativa ao sistema de coordenadas

do sistema. Note que se @ = 0, temos
z =acos +ibsiné,

que é uma parametrizacao da elipse. Portanto, a e b definem o semieixo maior e o semieixo

menor da elipse. Para a # 0 as trajetérias sao elipses rotacionadas. Veja que

vP=2—r%
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ainda mais,
r? = a?cos? € + b?sin? ¢,
; . . 2 .
v2 = e (—asin& + ibcos§)|” = a?sin? & + b% cos? €.
juntando a expressao acima com a escrita anteriormente, obtemos que
> +b*=2 ,ou a+ib=2e",

Obtemos, ainda mais, que

|2 = a® cos? € + (2 — a®) sin® € = 2sin’ € + a® (cos” € — sin’ €)

cos 2¢

portanto,
2|2 =1+ (a® — 1) cos 2,
Logo, vemos que todas as trajetérias intersectam o circulo unitario nos zeros da funcao

cos 2£, com respeito aos parametros da elipse. Esses zeros sao dados por

1
En = (m—> g, para m € Z.

2

Calcularemos z|¢—¢,, temos

Figura 8 — Trajetérias dos raios de luz dadas pelo indice de refragdo n = v/2 — r2.

77) V2

Z|eme, = el <a + cos il +ibcos— ) = —e"* (a +ib) = eilat)
4 4 2 ——
V2ei
Considere, agora, a velocidade calculada em &7, isto é,
dz

i (&) = [em(—asiné + ibcosf)hzso
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neste caso, {o = —7, portanto

dz
dg

Podemos concluir coisas interessantes a partir dessa analise do perfil de Hooke que nos

(&) = e’ (—a Sin% + b cos —Z) — eilat)

leva & um instrumento til, chamado de lente de Luneburg. E uma lente de raio unitdrio
preenchida de material que satisfaz a condicao de que n = /2 —r? para r < 1. Fora
da lente, para r > 1, a luz se propaga pelo espago vazio com indice de refracdo n = 1.
Vejamos quais sao os efeitos da lente sobre a trajetéria da luz, como argumentamos
anteriormente, é suficiente estudar sua propagacao no plano cartesiano dado por (x,y).
Considere uma familia de raios incidentes vindos de uma dire¢ao, estara representada na
figura abaixo. Inicialmente, os raios incidentes seguem linhas retas com angulo fixo e dado

por ¢g, chamado de angulo de incidéncia. Uma linha reta é descrita pela equacao
z = €i¢0 (f - f()) + 2o (318)

com constantes reais ¢g e & e a constante complexa dada por z;. Como a derivada da

dz
T
trajetoria dao a velocidade newtoniana v, vemos que as velocidades dos raios incidentes

trajetoria é uma constante dada por € que define uma linha reta. As derivadas da
sao todas iguais. Além disso, o médulo da velocidade é unitario, como requirido pela
construcao da teoria. O que comprova que a equacao acima descreve feixes incidentes de
luz. Quando essa familia de feixes incide sobre a fronteira do instrumento, eles nao sao
refratados imediatamente e entram com velocidade €?, j4 que o indice de refracido do
instrumento coincide com o espago vazio, n(1) = 1, na fronteira do instrumento. Dentro
das lentes de Luneburg, aonde o indice de refracdo obedece as equagoes derivadas acimas
para o caso de Hooke, os raios nao seguem mais linhas retas, mas segmentos das elipses de
Hooke discutidas acima. Para descrever a trajetéria dos feixes incidentes, simplesmente

conectamos a familia de raios incidentes com elipses adequadas na fronteira, em r = 1.

Devemos apenas ajustar as constantes z e & tal que as linhas e as elipses intersectao
o circulo unitario no mesmo parametro, seja & = &,. Agora, pelo raciocinio acima, as elipses
de Hooke dizem que todos os feixes com velocidade €/ se encontram no mesmo ponto
2z =z +iy = €. As lentes de Luneberg focam os feixes eletromagnéticos em pontos na
superficie da esfera. Iremos elaborar o raciocinio acima com mais rigor, a equagao (3.18)
definem retas no plano complexo, sem perca de generalidade assumiremos que essas retas
seguem paralelas ao eixo real e que a lente de Luneberg esta localizada no centro do nosso
sistema de coordenadas, podemos assumir isso devido a simetria radial do nosso problema,

neste caso as retas dadas por (3.18) tomam a seguinte forma

e=¢— & +iy, para y € (—1,1),

é claro que devemos restringir os valores para y, ja que apenas neste intervalo especifico

os feixes de luz vindo do infinito adentram a nossa lente. Neste caso em especifico, note
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dz
dg
velocidade é unitaria para o vacuo. Queremos, ainda mais, que para £ = 0 a reta acima

que 2 =1 e esta de acordo com o raciocinio desenvolvido anteriormente, ou seja, que a

esteja exatamente na superficie do circulo unitéario, para isso é preciso que & = /1 — y?,

a equacao das retas que vem do infinito sdo dadas, portanto, por

z=({+/1—y?) +iy, para {>0

essa condicao garante que nossos feixes estao viajando da direta para esquerda no eixo

real. Podemos, ainda mais reescrever essa equacao da seguinte forma
z = (& + cos ¢p) + isin ¢y,

onde cos ¢g = /1 — y? e sinpg = y. A equagao que rege os feixes de luz é dada por

d*z

d_€2 +z = O,

2(0) = cos ¢g + @ sin ¢y, (3.19)
2'(0) = 1.

A solugao geral da equacao diferencial ordinaria dada pelo sistema acima é
2(&) = cos ¢g cos € + sin & + i sin ¢g cos &,

A equacdo acima é justamente a equacao de movimento quando os feixes vindo do infinito

positivo do eixo real adentram a lente de luneberg. Além do mais, vemos que para § = —7

todos os feixes sao focalizados em um tnico ponto, podemos ver pela figura abaixo.

Figura 9 — Feixes de luz vindo do infinito positivo sendo focalizados em tnico ponto dentro
da lente de Luneberg.
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3.6 Equacoes de Hamilton e o principio de Huygens

Provaremos o principio de Fermat a partir da reinterpretacao de Feynman do
principio de Hyugens. Comecaremos discutindo ondas planas e depois falaremos sobre a
versao de Feynman do principio, a ideia de que todos os caminhos pecorridos pela onda
interferem entre si, isto da as equacoes de Hamilton para feixes e o principio de Fermat.

Finalmente, deduzimos a equacoes de onda para ondas escalares.

Uma onda é uma oscilacao que propaga-se no espaco. E como se cada ponto no
espaco fosse acoplado com um oscilador, para ondas eletromagnéticas, por exemplo, a
oscilagao é dada pelo campo eletromagnético com seus respectivos campos dados por E e B.
Cada oscilador estd em contato com sua vizinhanga de tal maneira que o fluxo magnético
sobre uma area infinitesimal induz um campo eletro na sua vizinhanga e vice-versa. Para
cada ponto no espago-tempo (r,t) a oscilacdo é caracterizada por uma fase ¢, o &ngulo de
oscila¢ao. Por exemplo, para uma onda plana propagando na direcao x, a fase é dada por
¢ =27 (§ — %) onde T ¢ o periodo e A é o comprimento de onda. E conveniente expressar
a fase em termos do nimero de onda k e a frequéncia angular W, portanto ¢ = kz — wt,
com

NP
k w
E conveniente introduzir o vetor de onda k com magnitude igual a k e apontando na
direcao de propagacao da onda, podemos escrever ¢ = k - r — wt. Um dado valor da fase

% na diregao de k, que ¢ a chamada de velocidade de fase.

se propaga com velocidade
Em material 6pticos isotrépicos tal como o vidro, a magnitude da velocidade de fase é

determinada pelo indice de refracao pelo indice de refracao

ck
S 3.20
w n ) ( )

Num meio nao-uniforme, n varia pontualmente sobre o espaco, entdo para um certo valor
w fixo, o vetor de onda precisa variar pontualmente também. Definiremos, portanto, o

vetor de onda e a frequéncia como o gradiente parcial e temporal da fase, isto é,

99

k = —_r
V¢7 w at77

Entao ¢ é dada pela fase integral

gb:/(k-dr—wdt).

ondas lineares obedecem o principio de superposicao, isto €, as amplitudes das ondas sao
aditivas. Elas podem formar a chamada interferéncia construtiva, onde duas amplitudes
estao em fase e somam, ou interferéncia destrutiva ande as ondas estao fora de fase e
cancelam-se. Consideraremos que as ondas eletromagnéticas sdo, em meio 6ptico, ondas

lineares. Considere a propagac¢ao de uma onda linear de uma fonte A para um ponto
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Figura 10 — A figura acima representa dois caminhos virtuais ao redor do caminho verda-
deiro, elas comeg¢am com a mesma amplitude na regiao inferior direita mas
acabam com amplitude invertidas no canto superior esquerdo, e cancelam
entre si de acordo com o principio da superposicao.

espectador B. De acordo com o principio da superposicao, todos os caminhos de A para B
interferem entre si. Imagine a seguinte situacao, a onda oscila sobre todos os caminhos
com a mesma magnitude, mas com fases que dependem do caminho. Essa é a versao de
Feynman do principio de Hyugens, as ondas consistem de infinitas ondas elementares, uma
para cada caminho, que interferem entre si. A maioria dessa interferéncia é destrutiva,
suponha que a fase varia rapidamente em comparacao com a variagdo do meio, neste caso
encontramos caminhos vizinhos com uma diferenca de fase de m e, portanto, de amplitude
oposta o que causa interferéncia destrutiva, veja a figura acima. Apenas caminhos que nao
possuem interferéncia destrutiva na sua vizinhanca que contribuiram com o caminho final.

Ao redor deles a fase nao muda, isto é,
00 =0

Imagine que variamos o caminho por um incrimento dr sobre a trajetoria optica de fase
estaciondria descrita acima, mas mantenhamos os pontos finais fixos. Assuma, ainda mais,
que k é uma variavel independente que pode ser variada na fase. A frequéncia w depende

tanto de r quanto de k de acordo com a rela¢ao de dispersao (3.20). Portanto, temos

ow ow
56 :/<5k dr+ k- dor — S dkedt — S 6rdt>,
ow ow
_/ ok - dr — ot - dkc— 6kdt—g or dt + d(k - or) |,

/ dr— 50 ) ok - dk+81:dt or| + (k- o)
K / [(dr) o) i (a H) o
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A variacao de 6 sera nula para todo Jor e 0k se, e somente se,
dr ow dk ow

dt ok’ dt  or

As equagoes acima representam as equagoes de Hamilton. Se o meio ndo muda com o
tempo, entao o indice de refracdo nao depende de t e a frequéncia dada pela relagao de
dispersao nao depende explicitamente de t. Obtemos, portanto, que a frequéncia é uma
quantidade conservada, isto é

dw _ow dr 0w dk _

dt or dt 0Ok dt
a ultima igualdade segue diretamente das equacdes de Hamilton. A conservacao da
frequéncia esta diretamente ligada a conservagao de energia pela relacdo ' = hw. Pela
relagdo de dispersao e as equagoes de Hamilton, obtemos as equagoes de movimento que

sao dadas por

2
v _O0w_c0 n5_ck_ <y
dt  oOr ndk nk n?w
quanto a equacao envolvendo o vetor de onda, temos
dk ow 0 /1 ck w w _n?
dt or  or <n> n2vn nVn nQV 2
como w ¢ independe do tempo, temos
wdntde ndi oo
cdted wdt 27

introduzindo o parametro de propagacao £ dado por
c
d¢ = ﬁdt,

vemos que a equacao de movimento acima estd de acordo com a equacao deduzida
anteriormente para raios de luz. A interferéncia de caminhos de Feynman explica, portanto,
o principio de Fermat: o caminho seguido é justamente o de interferéncia construtiva onde

o caminho 6ptico varia o minimo.

Antes de adentrar um pouco mais no conceito de interferéncia de caminhos de
Feynman, dissertaremos um pouco mais sobre o principio de Huygens. Esse principio
propoe que cada ponto da frente de onda funciona como um fonte pontual, isto é, a cada
instante de tempo a frente produz infinitas ondas infinitesimais que interferem entre si,

dando origem a uma nova frente de onda no instante seguinte, esta representado na (11|

Voltemos para o principio de interferéncia de caminhos de Feynman. Podemos
deduzir a partir dela a equacao de onda, que é uma equacao que descreve o comportamento
da amplitude vy se propaga sobre distancias infinitesimais. Escrevemos ¢ como sendo a
integral do fator de fase ¢ sobre todos os caminhos possiveis, pode ser simbolicamente

expressar pela integral de caminho de Feynman

b= / ¢ Dr,
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Figura 11 — Frentes de ondas planas colidindo com aparato que possui duas fendas, como
as fendas possuem dimensao de comprimento de onda, elas funcionam como
fontes pontuais e, portanto, causam um padrao de interferéncia no antemparo
mais a direita. Os vales sao representados pelas linhas tracejadas e as cristas
pelas linhas normais.

Observamos que no limite classica devemos obter que o caminho obtido, o caminho classico,
é o que contribui para a amplitude total. Ainda mais, o caminho classico é aquele que
satisfaz o principio da a¢ao minima, isto é,

o
o (SO =0

De acordo com a equagao (3.14) usaremos % como fase. Nossa forma final para a propagacao

da amplitude é, portanto,

V= / Dre'r.
O Dr indica que a integral deve ser performada sobre todos os caminhos possiveis da fonte
ro para o ponto espectador r. Podemos tirar conclusoes fisicas interessantes da integral
acima. Veremos que essa formula esta de acordo com o padrao de interferéncia da fenda
dupla, veja . A acao para cada caminho da figura (12| é "“2)2’5, que é a energia cinética
Tg—g, para o caminho dois é m(g)if;dﬁ,

devemos assumir que D >> d e as velocidades serdo equivalente. O excesso de fase, isto

mDd _ pd
T h?

multiplacada pelo tempo. A fase para o caminho 1 é

é, a diferenca entre esses dois caminhos é dada por e isto é o que deveriamos

esperar para p = %

Diferenciando a amplitude com respeito a r, usando a definicao de k e também a

relacdo de dispersao, obtemos

2,2
V2 = /(V26i¢)Dr = —/ k2 ¢®Dr = —

~— c2 b,
n2
2

que da a equacao de Helmholtz,
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detector

monochromatie
electron
source

Figura 12 — Experimento da fenda dupla, o caminho dois é mais longo que o 1 por uma

distancia d, e portanto a fase serd aumentada por um fator de ?, com A\
sendo o comprimento de onda de De Brogilie. A interferéncia construtiva
ou destrutiva ocorrera para certos valores de d. Essa imagem foi tirada de

(PESKIN; SCHROEDER), [2007).

Note que na nossa derivacao assumimos que a onda é caracterizada pela amplitude
escalar ©. Mas ondas eletromagnéticas sao carregadas pelos respectivos campos e eles sao
caracterizados por vetores. Ondas eletromagnéticas sao vetores de onda polarizados, as
diferentes componentes nem sempre sao proporcionais a amplitude . A equagao acima
é, portanto, uma simplificacao e aproximacao para o regime da Optica geométrica, veja
(LEONHARDT; PHILBIN, [2010).
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4 Consideracoes finais

A partir do eletromagnetismo, obtemos naturalmente o indice de refragdo no con-
texto de propagagao de ondas sobre um meio dielétrico, vimos que esse indice de refracao
pode ser complexo para considerar a absorcao pelo meio. Ainda mais, a partir de uma
hipétese para a equagao de onda com indice de refracao que depende pontualmente da
localizacao no espago, obtemos a chamada equagao Eikonal pela aproximacao do compri-
mento de onda pequena, isto é, ignoramos efeitos microscépicos no estudo de propagacao
de ondas, tais como difracao e interferéncia. Com isso, derivamos diretamente o principio
de Fermat e mostramos que, na verdade, ele surge naturalmente na teoria eletromagnética,
ja que o principio foi enunciado antes da existéncia do eletromagnetismo. Apds isso,
adentramos na mecanica classica com o principio de Maupertuis que, a priori, é desprovido
de significado fisico; Jacobi foi responsavel por fazer uma formulacao desse principio com
certas hipoteses sobre a energia cinética, ele estruturou o espago de configuracao com
uma métrica e deduziu um analogo ao principio de Fermat para particulas no espaco de
configuracao, a analogia com éptica comega a esclarecer a partir dai. Apds isso, fizemos
uma nalise criteriosa da teoria de Hamilton-Jacobi, vimos o chamado teorema de Jacobi
no qual nos da condigoes de obter uma solucao completa para essas equagoes e que essa
solucao respeita as equagoes de Hamilton, apds isso vimos que a func¢ao fundamental de
Hamilton é dada pela agao e que, no estudo de uma particula sobre um potencial que
depende das coordenadas cartesianas e no qual a hamiltoniana independe do tempo, é
possivel obter uma equacao Eikonal no contexto do espago de configuracao o corrobora
para interpretagao que a agao, isto é, a funcao principal de Hamilton serve como fase de
uma teoria ondulatoria mais geral. Apds isso, vimos a chamada analogia newtoniana que
busca encontrar uma equagao analoga a segunda lei de Newton no contexto de propagacao
de feixes de luz sobre meios com indice de refracao variavel, estudamos, nesse contexto,
indices que depende da distancia radial e vimos que conseguimos anédlogos classicos como
a conservacao do momento angular. Apds isso, resolvemos a propagacao de feixes sobre
uma lente especifica denominada de lente de Luneberg, o que leva que os feixes nessa lente
percorrem elipses e que, mais ainda, os feixes que vem do infinito, isto é, fora da lente,
sao focalizados na fronteira da lente ao adentrarem essa superficie. Por fim, estudamos as
equacoes de Hamilton para a fase e a reinterpretacdo do principio de Huygens feita por
Feynman, elucidamos um exemplo de que a féormula que ele deu para esse novo principio
variacional é condizente com a realidade fisica a partir do experimento da fenda dupla.
Apés isso, vimos que as equacoes de Hamilton levam naturalmente para os resultados
obtidos no principio de Fermat, ou seja, deduzimos o principio de Fermat a partir das

integrais de caminho de Feynman.
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