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Resumo

Este estudo ¢ um trabalho de revisao metodolégica que investigou as propriedades eletro-
nicas de materiais unidimensionais e bidimensionais, concentrando-se primariamente no
grafeno. Inicialmente, foram explorados modelos unidimensionais simplificados utilizando
dois métodos numéricos distintos: o método da Matriz e o método Shooting, dos quais
foram derivadas estruturas de bandas para diferentes sistemas peridodicos. Além disso,
empregando o modelo de Tight-Binding e recorrendo a simulagoes computacionais através
do pacote Pybinding, investigou-se a estrutura de bandas de sistemas bidimensionais e
sistemas efetivamente unidimensionais de grafeno, explorando-se suas propriedades eletro-
nicas, incluindo a densidade de estados (DoS). Particular atengao foi direcionada & analise
de fitas do tipo Armchair Graphene Nanoribbon(AGNR), indo de 2-AGNR a 10-AGNR,
fundamentais para a modelagem de materiais e aplicagdes praticas. Os resultados mostram
que a rede do grafeno e as nanofitas 2-AGNR e 8-AGNR apresentam comportamento con-
dutor, enquanto as nanofitas 4-AGNR, 6-AGNR e 10-AGNR apresentam comportamento

semicondutor, indicando que a largura das nanofitas alteram suas propriedades eletronicas.

Palavras-chave:Tight-Binding. Propriedades Eletronicas. Grafeno. Nanofitas.






Abstract

This study is a methodological review work that investigated the electronic properties of
one-dimensional and two-dimensional materials, primarily focusing on graphene. Initially,
simplified one-dimensional models were explored using two distinct numerical methods:
the Matrix Method and the Shooting Method, from which band structures for different
periodic systems were derived. Additionally, employing the Tight-Binding Model and
resorting to computational simulations through the Pybinding package, the band structure
of two-dimensional graphene systems and effectively one-dimensional graphene systems
was investigated, exploring their electronic properties, including the density of states
(DoS). Particular attention was directed towards the analysis of specific networks, ranging
from 2-AGNR to 10-AGNR, essential for material modeling and practical applications.
The results show that the graphene network and the 2-AGNR and 8-AGNR nanoribbons
exhibit conductive behavior, while the 4-AGNR, 6-AGNR, and 10-AGNR nanoribbons
exhibit semiconductor behavior, indicating that the width of the nanoribbons alters their

electronic properties.

Keywords: Tight-Binding. Electronic Properties. Graphene. Nanoribbons.
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1 Introducao

No final de 2004, os pesquisadores Andre Geim e Konstantin Novoselov, da Uni-
versidade de Manchester, na Inglaterra, realizaram um marco ao descrever o processo
pioneiro para a obtencdo de um novo material revolucionario chamado grafeno, através da
esfoliagao de grafite. O grafeno, uma forma bidimensional de carbono com uma estrutura
hexagonal de atomos, tem atraido consideravel atencao devido as suas propriedades tnicas
e extraordinarias. Com sua notavel condutividade elétrica (3) combinada com transparén-
cia e flexibilidade, o grafeno oferece oportunidades sem precedentes para o desenvolvimento

de dispositivos eletronicos flexiveis e transparentes.

Além disso, suas propriedades mecanicas robustas (4) e comportamento quantico o

tornam um campo fértil para a exploracao de novos dispositivos e tecnologias.

Para explorar as propriedades fisicas desse material inovador, um embasamento
em fisica do estado sélido é essencial. No entanto, a maioria dos modelos utilizados para
descrever materiais cristalinos carece de solucao analitica devido a sua complexidade,
exigindo tratamento numérico. Métodos como DFT (5) e o método de Tight-Binding (6)
sao rotineiramente empregados para estudar propriedades interessantes desses sistemas.
Este dltimo é o método de Tight-Binding parametrizado concebido em 1954 por John
Clarke Slater e George Fred Koster (7). Nesse modelo, os elétrons sao tratados como
estando "amarrados"aos atomos do cristal, formando uma espécie de rede, dai o termo
" Tight-Binding"(ligacdo apertada). Utilizando esta abordagem aliado ao pacote aberto
da linguagem de programacao Python, Pybinding, serao investigadas as propriedades
eletronicas de redes baseadas no grafeno. O foco do presente trabalho estd em caracterizar
as nanofitas como condutoras, isolantes ou semicondutoras através da analise da estrutura
de bandas, que nada mais é do que a representacao grafica da relacdo enegia momento
cristalino, e densidade de estados de sistemas compostos por nanofitas de grafeno caracte-
rizadas como Armchair Graphene Nanoribbon(AGNR), contribuindo assim para um maior

entendimento e exploracao das potencialidades desse material inovador.
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2 Revisdo da Literatura

2.1 A Equacdo de Dirac

Em 1928, Paul Dirac postulou uma equagao com o objetivo de conciliar a relatividade
restrita com a mecanica quantica. Tentativas anteriores nesse sentido haviam sido feitas,
porém falharam em descrever adequadamente o comportamento de férmions em regimes
relativisticos, uma vez que tais modelos nao possuiam solucao normalizavel. Esta secao é
um resumo do dedugao feita em (8) e tem como objetivo reconstruir de forma objetiva a

equacao que Dirac procurava, a qual deveria atender aos seguintes critérios:

1. Possuir solugao normalizavel;

2. Ter carater covariante;

3. Satisfazer a relacdo energia-momento, E? = p*c? + m2c*;
4. Possuir densidade continua e positivo-definida.

Pelas condigoes 1 e 2 apresentadas, conforme executado em (8), se faz necessario que a
equagao esteja em primeira ordem no tempo e em primeira ordem no espago, uma vez que
uma equagao covariante de segunda ordem é a equacao de Klein-Gordon, que nao possui
densidade de probabilidade positivo-definida, esse passo foi demonstrado em (8). De tal

forma, postula-se a equagao (2.1) abaixo.

m%‘f — —cha@Vih + mc? By (2.1)

Para que a mesma satisfaga os demais critérios, torna-se 1til destacar as relagoes (2.2) e

(2.3), que contém a identidade do operador Hamiltoniano e momento, respectivamente.

s . ., 0
p=—ihv (2.3)

Com base nestas equacgoes, é possivel reescrever o Hamiltoniano evidenciando a energia e

0 momento, como em (2.4) abaixo:

Hyb(%,1) = (cp +mB)i (7, 1) (2.4)
Ao reescrever a primeira parcela do lado direito da equagao (2.1) como sendo,

5.0
avi = Zaiaf (2.5)
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Agora impondo que a equagao (2.1) obedece o item 3, atuando duas vezes o operador

Hamiltoniano em % e substituindo (2.5) em (2.1), resulta em:

8%/} o 3 ;0 + ;05 82w

o
3527 7 — _ 232
n aupy 2 Omor,

— imc?’hi(aiﬁ + Bay)—— +m*c*Br) (2.6)
i=1

8t2 61’Z

ij=1
Comparando esse operador com a relagao momento-energia relativistica, as relacoes de

anticomutacao dos operadores «; e [ sao diretas, de modo que:

{o?,-, o?j} = 25z~j (2.7)
{6, 8} =0 (2.8)
(8,8} =1 (2.9)

Uma vez que a; é hermitiano, pela equagao (2.7), seus autovalores sao £1. Ademais,
através de técnicas algébricas é possivel provar que tr(d;) = 0, e com isso determinar a

representacao matricial dos operadores de Dirac.

0 oy
& = ( U) (2.10)
g; 0

. (1 0
5= (0 —1) (2.11)

Ao calcular o equivalente a equagao (2.1) para o transposto conjugado de 1, tem-se que:
Lot f = 2 4

—zhﬁ = theVyY'a + me™y'p (2.12)

Multiplicando a equagao (2.1) por ¥' pela esquerda, e ao multiplicar (2.12) por 1 pela

direita e, em seguida subtrair um produto pelo outro, obtém-se que:

D)

ih—— = —iheV (YT ar) (2.13)

E explicito que essa é uma equacdo de continuidade, desse modo define-se a densidade de

probabilidade como sendo:
p =iy (2.14)

Também determina-se a corrente de probabilidade como sendo:

j=cytany (2.15)

A equagao (2.13) é uma equagao de continuidade local agindo sobre a densidade de
probabilidade, tornando a densidade de probabilidade continua e, portanto, satisfazendo o
item 4.

Uma vez obtida uma equacao relativistica positivo-definida e covariante para um elétron

livre, o proximo passo é generalizar esse resultado para um elétron na presenca de um
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quadripotencial qualquer. Portanto, para que a equacao de Dirac se torne mais geral é
necessario inserir um termo de energia potencial, para que fenémenos como tunelamento,
confinamento e quantizacao surjam no sistema, para fazer essa correcao é interessante

tomar a notacao covariante da equacao de Dirac:

(ey"pu —me*)ip =0 (2.16)
Como feito em (8), o quadrivetor quadripotencial pode ser definido como:

Ay = {A,(7), A} (2.17)

Na prética, partindo de um acoplamento minimo conforme feito em (8), pode-se fazer a
seguinte transformacao:

e
Pu — Pu — EAM (218)

Fazendo isso a equagao (2.16) se transforma de tal forma que:

" (P = A = me* = 0 (2.19)

Desse modo, a equagdo (2.19) é a forma geral da equacao de Dirac para um elétron

interagindo com quadripotencial.

E importante deixar claro que a rede do grafeno como um todo nao obedece a
equacao de Dirac, uma vez que os férmions se propagando nessa rede estao em baixas
velocidades. Entretanto, em alguns pontos especificos do espago reciproco o elétron obedece
uma equacao analoga a de Dirac, e apenas nesses pontos, enquanto que para todo o espago

reciproco o elétron obedece, também, a equacao de Schrodinger.

2.2 O Teorema de Bloch

O objetivo do teorema de Bloch, apresentado em (9), é resolver a equagao diferencial
que dita o comportamento ondulatério de um elétron para um potencial periddico, essas
equagoes(de Schrodinger e de Dirac) sao apresentadas e deduzidas em (10). Pensando nisso
que, em 1929, o fisico suigo Felix Bloch, demonstrou que elétrons inseridos em potenciais

periddicos obedecem as seguintes propriedades:

1. As autofunc¢oes do hamiltoniano podem ser indexadas pelos momentos cristalinos k

de modo que as autofuncdes sdo escritas como 1 (7);
2. As autofuncoes obedecem a relacao ¢(7) = eiE'FuE(f’).

Onde ug(7) é uma funcado periédica com a mesma periodicidade da rede direta. Esse
resultado fornece um norte para determinar a solucao de problemas em fisica do estado

sélido.
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2.2.1 Demonstracao

Essa sessao seguirda com uma demonstracao analoga a demonstracao utilizada em
(9). Seja o operador H = —%VQ + V(7), onde o potencial V é periddico, e seja Tz o

operador translacao, tal que Tzf(7) = f(7+ E), dessa forma, vé-se que,
TaH (7)o () = H(F + R)u( + R) (2.20)

Entretanto, devido a periodicidade do hamiltoniano a equagao frente a translacoes de

simetria a (2.20) resulta em,

TRH(FY(7) = H(F)$ (7 + R) (2.21)

—

entretanto, por definigao ¥ (7" + ﬁ) = Tz (7). Portanto, substituindo a identidade na
equagao (2.21), chega-se que,

TrH(F)W(r) = H(F)Ta(r) (2.22)

onde B é vetor da rede direta. Em outras palavras: H e 73 comutam, logo compartilham
o mesmo conjunto de autofuncoes. Nao obstante, também ¢é interessante observar o que

acontece frente a aplicagoes consecutivas do operador de translacao, ou seja,
Ta, Ta, (") = O(F + By + Ry) = T, T, 0(7) = Tg, , 5, (7) (2.23)

os operadores nao apenas comutam, como também podem ser associados e combinados
em um unico operador. Portanto, analisando os autovalores do operador translacao, fica

claro que,
T () = e(R)u(7) (2.24)

e, para uma combinacao de operadores de translacao,
T, T, (7) = c(R1 + Ra)u(7) (2.25)

nesse sentido, se torna mais facil procurar uma solugao para os vetores primitivos e, em
seguida, usar a combinacao de operadores de translacao para determinar um resultado
mais geral. Seja d@; um vetor primitivo, devido a propriedade apresentada na equacao

(2.25) um conjunto solugdo para os autovalores seriam fungoes exponenciais, sendo assim,
c(d@;) = "™ (2.26)
portanto, para R pertencente ao espaco direto, c sera:
¢(R) = kR (2.27)

sendo assim esta provado que T (7)) = e*f4)(7), como queria-se demonstrar. O teorema

de Bloch da para a equacgao de Schrodinger condi¢oes de contorno, ele afirma que,

A

(7 + R) = ey (7) (2.28)
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Condigoes de contorno implicam em quantizacao, logo, ¥ — 1,,, sendo n o nimero quantico
principal, ou o numero de banda. Portanto, de forma geral, pode-se escrever as solugoes

da equacao de Bloch como sendo,
b, 1(7) = €™ T, 1 (7) (2.29)

entretanto, o vetor de onda ainda nao foi discretizado, para tal é necessario inserir

artificialmente outra condicdo de contorno que sera trabalhada na préxima sessao.

2.2.2 Condigoes contorno de Born-Von Karman

Como discutido na sessao anterior, o ultimo passo para construgao de uma estrutura
de bandas é justamente a insercao artificial de condi¢des de contorno de Born-Von Karman,
que sao apresentadas nas referéncias (11) e (9). Em sintese, as condi¢oes de contorno
mencionadas nada mais sao do que impor que, ap6és N+1 células unitarias, a funcao
de onda na célula N+1 é igual a fungao de onda na célula 1, i.e., condi¢oes peridédicas.

Considerando um caso unidimensional, mas sem perda de generalidade, tem-se que:

Vnp(x + N -a) =, 1 (x) = eV, 1 (2) (2.30)
isso quer dizer que e*V® = 1, ou, isolando k do lado esquerdo da equacéo:
2mn
k, = — 2.31
Na (2.31)

Portanto, os valores de k,, agora sao discretizados. Essa discretizacao artificial é necessaria

para construir definicoes mais precisas para isolantes e condutores na teoria de bandas.

2.3 Teoria de Bandas e Densidade de Estados

Para interpretar a estrutura de bandas de redes cristalinas e seus estados ocupados,
¢é necessario uma apresentacao a estatistica fermionica e ao conceito de densidade de

estados.

2.3.1 Estatistica de Fermi-Dirac

A mecénica estatistica, melhor discutida na referéncia (12), ¢ uma ferramenta
matematica para tratar fendmenos envolvendo muitos corpos. Considerando um sistema
de particulas fermionicas inseridas em um reservatério de energia e de particulas, o
tratamento adequado para tal sistema é por meio do ensemble grande canénico que é
exemplificado de maneira pictérica na figura (1).

O tratamento estatistico do ensemble grande candnico se baseia na fun¢ao de partigao
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RESERVATORIO DE
ENERGIA E DE
PARTICULAS

SISTEMA

Ex E, N
N

S S

Figura 1 — Ilustragdo de um reservatorio de energia e de particulas.

grande candnica que foi devidamente deduzida em (12), e que pode ser expressa da seguinte

forma:
== e PPl (2.32)

7
Onde = =, com Kp sendo a constante de Boltzmann, u sendo o potencial quimico e a
KT’ )
soma i representando um somatoério sobre todos os microestados do sistema. Nao obstante,
¢é necessario avaliar as energias do sistema, considerando particulas idénticas com energia

quantizada, a funcao de particao grande canénica pode ser reescrita como sendo,
E=][> e Panelnn (2.33)
7 n

Para o caso especifico de férmions, é importante salientar o principio da exclusao de Pauli,
que diz que duas particulas fermionicas nao podem possuir os mesmos numeros quanticos,
isso implica que n = 0,1, ou ha uma particula ou nao ha nenhuma. Unido isso a equacao

(2.33), o somatério fica determinado do seguinte modo,
= = [[{1 + exp[- (e — )]} (2.34)

O numero de ocupagao para uma determinada energia, f(¢;), é expresso em termos da

funcao de particao grande candnica de tal modo que,
fl&) = ——-—InE (2.35)

Aplicando a equacao (2.35) na equagdo (2.34), resulta que o niimero de ocupagao de cada

estado para um reservatorio de férmions é expresso da seguinte maneira:

1

fle) = e (2.36)
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Essa funcao fornece informagao a respeito da distribuicao energética dos elétrons para
diferentes temperaturas, onde p é definido como o potencial quimico do ensemble grande
canbnico. A 0K o potencial quimico coincide com a energia de Fermi(FEr), que nada mais

é do que a energia do espago ocupado mais energético quando T = 0K.

1.4 ¢ © T=0K ——
2l T=300 K
. T=1000 K e
1 o T=3000 K
= 08¢+ AR
< 06
0.4 - -
=1 gV
02 °F -
0 = -
0 0.5 1 1.5 2
e (eV)

Figura 2 — Numero de ocupagio de um reservatério de férmions para diferentes
temperaturas. Retirado de (1)

2.3.2 Densidade de estados

A densidade de estados é uma métrica para quantificar a densidade de estados dis-
poniveis numa determinada faixa de energia sobre o volume dessa faixa. Matematicamente,

pode-se escrever a densidade de estados, D(E), como sendo,
1 -
D(E) = 5 Y 6[E — B (k) (2.37)

onde V = ( Z—’;)" é, por defini¢do, o volume de uma célula unitaria n-dimensional. Devido o
pequeno tamanho do denominador, é possivel escrever a equagao (2.37) como uma integral,

de modo que o problema se resume a resolver,

D(E) = (Qi)n / d"k - O[E — E(R)] (2.38)

Onde a integral atua em toda a célula unitaria do espaco reciproco. H4 maneiras numéricas
de se aproximar distribuicoes do tipo delta de Dirac, elas serao trabalhadas na sessao

metodologia.

2.3.3 Condicoes de Born-Von Karman e estrutura de bandas

O objetivo final da teoria de bandas é determinar como os elétrons estao alocados
na relagao de dispersao, um sinénimo de estrutura de bandas no contexto da fisica do
estado so6lido, ou seja: quais bandas de energia estao preenchidas ou semi-preenchidas, e

para determinar isso é necessario partir de um artificio matematico, e nao fisico, que é
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assumir condi¢oes de contorno periédicas com a finalidade de quantizar os vetores de onda
e, a partir dai, determinar valores como a energia de Fermi do sistema.

Considere que a func¢ao de onda de um elétron inserido em um potencial peridédico seja,
também, peridédica, e que possua periodicidade N - L, onde L é a periodicidade do potencial

agindo sobre o elétron. Se ha periodicidade na funcao de onda, entdo:

Yz + NL) = e*Vly(2) = o(x) (2.39)

tkNL

Resultando que e = 1, ou ainda mais explicitamente, resulta na quantizacdo do numero

de onda, onde,

2w

dessa forma, fica confirmado que o nimero quéntico k é discretizado frente as condic¢oes de
contorno de Born-Von Karman. Nao obstante, isso gera uma discretizacao na relacao de

dispersao(estrutura de bandas), onde k se limita a primeira zona de Brillouin, k € [-7, Z|,
_N N

272
considerar o niimero quantico de spin, haverao 2N valores possiveis para k. Isso quer dizer

logo os valores de n se limitam a n € | [, ou seja: ha N valores de k possiveis, se
que cada banda de energia pode armazenar até, no maximo, 2N elétrons.

Devido a periodicidade do sistema, cada célula unitaria vai contribuir com a mesma
quantidade de elétrons para a estrutura de bandas, como foi sugerido que a func¢ao de
onda se repetia apos N células unitarias, o nimero de elétrons sera um multiplo de N. A
forma da estrutura de bandas e a quantidade de elétrons dira se o material é condutor
ou isolante, sera condutor se tiver a banda de valéncia semi-preenchida e sera isolante
caso a banda esteja completamente preenchida e exista um gap nao nulo entra a banda de

valéncia e a banda de conducao.

2.4 A Segunda Quantizacdo

A segunda quantizacao é um conjunto de técnicas utilizado para lidar com um
sistema de muitas particulas. A principio, esse formalismo carrega um ferramental tedrico
que permite trabalhar com sistemas em que o nimero de particulas nao esté fixado a
priori. Para tal, a segunda quantizagao faz uso de operadores de criacao e aniquilagao,
idénticos aos utilizados na solu¢ao do oscilador harmonico. Porém, nesse formalismo esses

operadores criam e aniquilam particulas.

241 O modelo de Tight-Binding

O modelo de Tight-Binding é um Toy model muito utilizado em fisica da matéria
condensada, um Toy model nada mais ¢ do que um problema com alto grau de abstracao e
bastante simplificado. Uma vez que esse Toy model modela de maneira simples e bastante

eficaz o comportamento de particulas confinadas em uma rede com a finalidade de obter
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0—O—0—0— -~ —O

Figura 3 — Diagrama esquematico do funcionamento do modelo de Tight-
Binding, onde o elétron s6 pode se movimentar para os atomos
mais préximos.

caracteristicas qualitativas a respeito do comportamento de uma estrutura cristalina.

Nessa versao do modelo de Tight-Binding, melhor discutida em (13) e (11), o estado
de uma unica particula esta totalmente determinado ao se conhecer em qual a&tomo da
rede a particula se encontra. Se os atomos de uma rede unidimensional sdo idénticos e

equidistantes o seu hamiltoniano, conforme apresentado em (13), tem a forma:
N
H=—9>{n)(n+ 1+ n+1)(nl} (2.41)

O hamiltoniano da equagao (2.41) atua no estado do sistema trocando a particula para os
atomos vizinhos, como fica explicito na montagem do hamiltoniano. Ademais, é visivel que
o sistema ¢é finito, i.e., o nimero de estados é N. Sendo assim, para onde vao os elétrons
na borda |N + 1)?

Para resolver tal problema se assume condi¢oes de contorno de Born-Von Karman, ou

condigoes de contorno periddicas, que nada mais é do que assumir a identidade:

N +1) = [1) (2.42)

Ou seja, levar uma particula até o elemento N+1 é o equivalente a trazer a particula de
volta para o primeiro atomo da rede. Ademais, ao projetar o hamiltoniano apresentado
em (2.41) para determinar sua representacao matricial, cujas entradas podem ser escritas

COINoO:

Hom = (0| H |m) (2.43)

Ao se tomar como exemplo o caso para N = 4, o hamiltoniano fica escrito como:

0

1
0

2.44
) (2.44)
0

S = O =

1
0
1
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Uma vez que o hamiltoniano do sistema esta definido, basta determinar as autoenergias e
autoestados desse sistema, o que descreveria completamente o sistema de interesse. Seja
|¢) o estado do sistema cujo hamiltoniano é modelado por Tight-Binding, pela relagao de

completeza é evidente que:

[6) =>_ ¢ ln) (2.45)

Consequentemente, o problema de autovalores que representa o sistema é:

Hlp) = E'|p) (2.46)

Substituindo as equagdes (2.41) e (2.45) na equacgao (2.46), obtém-se:

EY ¢nln) =—g> {¢ns1ln) + dnln+1)} (2.47)

Dessa equacgao fica evidente uma relagao de recorréncia entre as componentes do estado

|¢), resultando entdo que ¢,, pode ser reescrito como:

E¢n = —g(dni1 + dn1) (2.48)

Essa relacao de recorréncia pode ser facilmente resolvida introduzindo ondas planas como

solugao das entradas do estado, i.e.:

PF = (2.49)

Onde o fator —= existe apenas para normalizar o sistema, i.e., tornar = 1. Agora,
N g
ao se substituir a equacao (2.49) em (2.48) e assumindo que z,, = na(atomos igualmente
espagados), resulta em:
_geikna<€ik + e—ik) — Eeikna (250)

O que implica que E = —2gcos(ka). Ademais, uma vez que as condigdes de Bohn-Von
karman admitem que ¢%; n = ¢k esse resultado implica na quantizagio dos k’s de tal

modo que:

27l
k=—1=041 42, ... 2.51
aN’ ) ) ) ( )

Uma consequéncia imediata do resultado (2.51) é que k — k + %”, nao adiciona novos

valores de energia, sendo assim o espectro de energia esta totalmente determinado ao

limitar os valores de k € [~7, 7], conhecida como primeira zona de Brillouin.
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2.4.2 Operadores de criacdo e aniquila¢do

Agora sim se inicia a apresentacao a respeito da segunda quantizagao, onde se
assume que o numero de particulas pode flutuar. Para que tal mecanismo funcione, é
necessario introduzir a descricao atual do sistema um novo formalismo: os operadores de
criagdo e aniquilagao, apresentado na referéncia (11). Seja {|a)} um conjunto completo
ortonormal que descreva o sistema, pode-se definir o estado de vacuo, |0), que nada mais é

do que a auséncia de qualquer particula. Seja a! o operador de criagdo, tem-se que:
al |0) = |a) = [1,) (2.52)

De forma resumida e direta, atuar o operador de criagdo em um sistema é o equivalente
a criar ou adicionar uma nova particula(ou quasiparticula) com o estado |a) no sistema.
Entretanto, uma coisa ainda nao esta definida, que é o que acontece ao se atuar um
operador de criacdo de um estado |a) duas vezes no mesmo sistema? Essa resposta
dependera do tipo de particulas que compdem o sistema, como foi discutido na subsessao
da estatistica de Fermi-Dirac, férmions possuem natureza antissimétrica, isso quer dizer
que:

alhal, |0y = —a/,al; 0) (2.53)

Sendo assim, pela equagao (2.53) ao se criar ou adicionar duas particulas ao sistema com
o mesmo estado, resulta que:

alal |0 = —alal |0) = (af)* =0 (2.54)

oo

Esse € o principio da exclusao de Pauli, nao h& como existirem dois férmions com exatamente
0s mesmos nimeros quanticos no mesmo sistema. Uma vez apresentado o formalismo
do operador de criacao, para completar a descricdo com dois operadores, sera definido o

operador de aniquilagdo, a,, que destrdi ou remove particulas com o estado |a), isto é:
aq ) =10) (2.55)

Uma vez compreendido como esses operadores agem, é valido definir um protocolo para
levar um operador para sua versao no formalismo da segunda quantizacao. De forma

idéntica ao que foi feito na referéncia (13), seja A um operador genérico, tal que:
A=A li) (] (2.56)
2
No formalismo da segunda quantizagdo, basta trocar kets por operadores de criagdo e os

bras por operadores de aniquilacao, sendo assim:

.A - ZAUCLICI/]' (257)

.3
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2.43 O espaco de Fock e o operador ntimero

Uma vez que os operadores de criagao e aniquilagdo servem para criar/destruir
particulas em um estado especifico e hd um conjunto de estados possiveis para uma tnica
particula, entao o estado geral do sistema podera ser descrito em termos do niimero de
ocupacao de cada estado acessivel para uma unica particula, i.e., |ny,ng,...), onde n;
representa o numero de particulas no i-ésimo estado possivel. Devido ao principio da
exclusao de Pauli, para férmions n; = 0,1. Uma vez definido o niimero de ocupagao de

cada estado de uma tnica particula, pode-se apresentar o operador niimero como sendo:
N =Y ala, (2.58)
(0%

Para entender a utilidade do operador da equagao (2.58), é interessante aplica-lo em alguns

estados do sistema. Nesse sentido, comecando pelo estado de vacuo tem-se que:
N|0) =0 (2.59)

Uma vez que nao hé nenhum estado ocupado no ket |0). Nao obstante, aplicar o operador

niumero ao estado |14, 15), resulta em:
N 1o, 15) = alaq 1o, 15) + abag |10, 15) = af, [15) + aly [1a) = 2|14, 15) (2.60)
Usando inducao finita para um sistema com muitos estados possiveis, se verifica que:

N ny, ng,...) = an |ni, o, ...) (2.61)

Resumidamente, A diagonaliza os estados |nq,na,...) e os autovalores sdo a soma do

nimero de ocupagao de cada orbital.

2.44 O modelo de Tight-Binding no formalismo da segunda quantizagdo

As equagbes (2.56) e (2.57) indicam o procedimento padrdo para encontrar a
equivaléncia entre operadores na passagem da primeira para a segunda quantizacao. Dito
isto, e tendo em mente que no formalismo da primeira quantizagdo o hamiltoniano do

modelo de Tight-Binding tinha a forma da equacao (2.41), tem-se que:

N
H=—g> {alap +al,ia,} (2.62)

Entretanto, esse operador ¢ unidimensional e desconsidera o spin como um ntmero
quantico. Ao tomar os estados para uma estrutura bidimensional e considerando o spin o
das particulas fermidnicas, o hamiltoniano toma a forma de um operador mais completo

na formas
H=—g > {aaj, +ala,} (2.63)
<t,j>,0

Onde a soma em j sao os vizinhos mais proximos do i-ésimo elemento da estrutura cristalina.
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2.5 Os Férmions de Dirac no Grafeno

O grafeno é um material com propriedades formidaveis, devido a sua estrutura
cristalina e a existéncia de sub-redes ele ¢ um condutor bidimensional, devido as suas
bandas de energia possuirem gap nulo, Ey,, = 0eV. Essas propriedades, discutidas de

forma mais detalhadamente em (2), serdo deduzidas e explicadas a seguir.

2.5.1 A estrutura cristalina do grafeno

A figura(4) apresenta como os dtomos de carbono estdo arranjados na rede do

grafeno com vetores primitivos a; e a, definidos como:

51 = \/gaf
7 (2.64)
— 1A A
Ay = \/g(l (g.f + 7331)
Todavia, os vetores primitivos a; e a; nao geram toda a rede por si s6, a rede do
grafeno nao é uma rede cristalina. Para gerar toda a estrutura cristalina do grafeno, é

necessario definir as sub-redes A e B que sado representadas pelos atomos de cor azul e

cinza, respectivamente.

Y

Figura 4 — Estrutura cristalina do grafeno, com os vetores primitivos a; e as e
as sub-redes A e B. Retirado de (2).

Devido a natureza das ligacoes quimicas presentes no carbono, apenas o elétron
do orbital p, deve ser afetado pela presenca do potencial periddico, efetivamente é como
se ele fosse o tnico elétron de valéncia. A razao para esse fendmeno se da pelo fato do
orbital p, fazer ligagoes do tipo m, que sao ligacoes fracas e por isso permitem que ele
sinta a interacdo dos atomos vizinhos.

Nao obstante, é objetivo desse texto encontrar a estrutura de bandas do sistema utilizando
o modelo de Tight-Binding, e para tal serd necessario conhecimento da distancia entre

os vizinhos mais préximos. No caso da rede hexagonal, para um atomo da rede A seus
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vizinhos imediatos equidistantes pertencem a rede B e podem ser localizados pelos vetores

relativos d; representados na figura (5).

(vV3i —9) (2.65)

Figura 5 — Os vetores 51, 52 e 53 conectando os trés primeiros vizinhos de um
atomo da sub-rede A, que pertencem & sub-rede B. Retirado de (2).

2.5.2 O modelo Tight-Binding aplicado na rede do grafeno

Essa sessdo foi baseada no procedimento realizado em (2). Para uma rede de
grafeno, por ser uma estrutura bidimensional com seus elementos, 7 e j, preenchidos ou
nao por elétrons, o = :I:%, seu hamiltoniano serd dado pela equacao (2.63). Ademais, com
o intuito de diagonalizar o operador H, é necessario expandir os operadores de criagao e
aniquilagao via transformacao discreta de Fourier, como realizado em (2), fazendo com

que:
a1

AT —ikr;
a,; E ay, € ! 2.66
io /_N ” ko ( )

ikry (2.67)

1
Qie = —— D _ ko€
VN g
Para os operadores da sub-rede B, as mesmas relagoes sao validas, bastando trocar o
operador a por b. Antes de prosseguir, é necessario apresentar uma identidade matematica

importante para a funcao delta de Dirac:

1 e
e = - 3 etk (2.68)
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Essa identidade pode ser demonstrada através da soma de duas progressoes geométricas. A
partir da equagdo (2.68), por meio de manipulacao algébrica, é possivel chegar na seguinte

identidade para o hamiltoniano do sistema:
=3 U, Hyto (2.69)
ko

Onde os elementos H podem ser obtidos através da seguinte expressao:

- O f(k) ) . Ako
Hy = (f(k)* 0 ) i Vko = (bka) (2.70)

Sendo f(k) expressa da seguinte forma:

(2.71)

f(k) = —tev® [1 + 2e73k/2 g <\/§2k$a>]

Com os resultados obtidos entre as equagoes (2.69-2.71), tudo necessério para diagonalizar
o operador Hy e, consequentemente, diagonalizar H ja estd em maos. Sendo assim,

obtém-se os seguintes autovalores de energia:

Ei(k) = £|f(k)| = it\/l + 4cos(\/§2k””a) cos(?’];y@) + 40052(\/32’“”) (2.72)

Nesse sentido, devido a possibilidade de energias positivas e de energias negativas surgirao

duas bandas de energia, anti-simétricas com rela¢ao ao plano K,K,. E previsto analitica-
mente a existéncia dos cones de Dirac e dos pontos de Dirac, pontos no espago reciproco
que fazem as bandas de energia se tocarem, tornando o grafeno um material com estrutura

de bandas de gap nulo.

2.5.3 O surgimento de uma equacao tipo Weyl-Dirac na rede de grafeno

Devido a estrutura de bandas apresentada na equagao (2.72), a estrutura de bandas

do grafeno apresentard pontos onde a energia se anula e, consequentemente, as duas bandas

se "tocam". Em especial, nos pontos: K = (33/’%&)@ eK = — (Sf/%a)i. Ao se expandir em

primeira ordem a func¢ao f em torno do ponto K, tem-se que:
3at ,
Fla) = £k~ K) = a- Vif (e = o ge i) (2.73)
Substituindo a equagao (2.73) na equagao (2.70) e aplicando isso em (2.69), determina-se:
0 qz — Zq
H = hv i Y Ygo 2.74
) %; b (qm +ig, 0 ! 274

Observe que a matriz do lado direito da equacao é uma combinagao linear das matrizes de
Pauli. Uma vez dito isto, e ao reescrever o hamiltoniano em termos das matrizes de Pauli,

se obtém o resultado:
H=hop )y 7,0:;07' CQge (2.75)
qo
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E possivel, ainda, combinar o resultado (2.75) com a identidade (2.68) e levar o somatério

no limite do continuo, chegando a seguinte integral:
H = —itwp Y / R v (2.76)

Essa é a estrutura do valor esperado de um operador agindo em uma fungao de onda. Dito

isto, conclui-se que:

0,
ih 5

Dessa forma, fica explicito que os elétrons préximos aos pontos de Dirac se comportam

== HD@DU = —’iUFT . Viﬂg (277)

efetivamente como férmions relativisticos, sem massa e com a velocidade de fermi(vp)

fazendo o papel da velocidade da luz.
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3 Metodologia

3.1 Descricdo das Ferramentas de Simulacao

Neste estudo, no que diz respeito as redes bidimensionais foi utilizado o pacote
Pybinding, (14), uma biblioteca de cddigo aberto em Python desenvolvida para simulagdes
de estrutura de bandas e propriedades eletronicas em sistemas cristalinos. O Pybinding
oferece uma ampla gama de funcionalidades para modelagem de sistemas baseados em

grafeno e outros materiais bidimensionais.

Nao obstante, para fins puramente didaticos e com o objetivo de testar métodos ab
initio para resolver a equacao que rege o comportamento dos elétrons numa rede periédica e,
como enfatizado no final da sessao (2.1), fora dos cones de Dirac esta equagao nada mais é
do que a equacao de Schrodinger. Nesse sentido, as rotinas das simulagoes unidimensionais
foram escritas para resolver a equacao de Schrodinger em MATLAB, onde se desenvolveu
um roteiro para o método Shooting, apresentado em (15), e o método da matriz, também

foi utilizado o pacote Matplotlib para gerar a representacao visual estruturas de bandas.

3.2 Modelagem dos sistemas

e Monocamada de grafeno: A estrutura do grafeno consiste em uma tnica camada
de atomos de carbono organizados em uma estrutura hexagonal bidimensional. Foi
utilizado o Pybinding para criar um modelo da rede de grafeno e definir os parametros
do modelo, como o espacamento entre atomos e o parametro de hopping entre os
primeiros vizinhos de cada atomo. Foram utilizadas duas subredes, a subrede A
e a subrede B, onde a posi¢ao relativa do atomo A foi definida em coordenadas
cartesianas como (0,0) e do d&tomo B como (0, a..), onde a.. = 0.142nm. Os vetores

a V3

primitivos adotados foram @, = (a,0) e @y = (§, % a), com a = 0.246nm e o

parametro de hopping para os primeiros vizinhos ¢t = —2.8eV.

o AGNR (Armchair Graphene Nanoribbon): Modelamos nanofitas de grafeno com
bordas do tipo armchair utilizando o Pybinding. Para isso, criaram-se supercélulas do
grafeno com 4 dtomos(2 fitas), 8 &tomos(4 fitas), 12 4tomos(6 fitas), 16 dtomos(8 fitas)
e 20 atomos(10 fitas). Esse problema s6 apresenta periodicidade em uma diregéo,

portanto, s6 se fala de um vetor primitivo que é @, = (0, 3a), com a = 0.246nm.

» Potencial periddico triangular: Potencial unidimensional na forma de dente de serra
utilizado para simular uma estrutura cristalina unidimensional, onde, por praticidade,

x ¢ adimensional e V(x) estd em u.a..
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Estrutura cristalina do grafeno
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Figura 6 — Célula unitéria e estrutura cristalina de uma monocamada de grafeno.

» Potencial Periédico Senoidal: Potencial unidimensional na forma de uma senoide
utilizado para simular uma estrutura cristalina unidimensional, onde, por praticidade,

x é adimensional e V(x) estd em u.a..

» Potencial de Kroning-Penney: Esse problema é muito conhecido na literatura, um
dos poucos problemas envolvendo estrutura de bandas que possui solugao analitica.
Potencial unidimensional na forma de uma onda quadrada utilizado para simular
uma estrutura cristalina unidimensional, onde, por praticidade, x é adimensional e

V(x) estd em u.a..
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Figura 7 — Estrutura cristalina de nanofitas de carbono do tipo AGNR. A regido em énfase
é a célula unitaria da rede.

3.3 (Caélculo da estrutura de bandas

3.3.1 Redes bidimensionais

Através do Python juntamente ao pacote Pybinding, as estruturas definidas na
sub-sessao anterior para o grafeno, 2-AGNR, 4-AGNR e 10-AGNR foram modelas e

suas estruturas de bandas, célula de Wigner-Seitz, densidade de estados, densidade de
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Potencial - Onda Triangular
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Figura 8 — Potencial periddico triangular.
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Figura 9 — Potencial periédico senoidal utilizado

probabilidade e densidade local de estados foram calculadas numericamente através do

método de Tight-Binding descrito na revisao da literatura e dos scripts apresentados no

APENDICE A.

3.3.2 Redes unidimensionais via método Shooting

Seguindo os passos descritos em [x], admite-se que a fungao de onda exista e seja a
combinacao linear de outras duas fungoes de onda, como em (3.1). Assumindo os valores
em (3.2) para as fungoes C e S, simplifica-se o problema do valor de contorno (PVC) em

dois problemas de valor inicial (PVTI).

W(x) = AC(z) + BS(x) (3.1)
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Potencial - Onda Quadrada
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Figura 10 — Potencial periddico senoidal utilizado

Cla/2) =1, C"(a)2) = 0

(3.2)
S(a/2) =0, §'(a/2) = 1

Como posteriormente no algoritmo as func¢des C e S serdao normalizadas, essas
escolhas de valores iniciais sdo arbitrarias, de forma que os acima sao escolhidos por
convencao. Definidas as ‘condig¢oes iniciais’ do problema, resolve-se para cada equagao
dois problemas do valor inicial distintos, um indo de [a/2, 0] e outro indo de [a/2, a]. Pelo

teorema de Bloch, tem-se:

(a) = €™ (0)

¥(a) = e (0) &

AC(a) + BS(a) = Ae**C(0) + Be**S(0)

: , (3.4)
AC'(a) + BS'(a) = Ae™*C"(0) + Be**S'(0)

Escrevendo ¢(x) em termos das fungoes independentes C e S na equagao (3.4)

acima, obtém-se o sistema (3.5) abaixo, onde A¢ e Ay sao definidos por (3.6).

AcA+AgB =0

(3.5)
ALA+ALB =0
Ac =e 2 Cla) — 5 C(0)
Cc = 2 — 2
ika ika (36)

A =e 2 (C'(a)—e2 C'(0)

O mesmo vale para Ag, o que dd uma equagao matricial, (3.7). Para que (3.5) seja

satisfeita, temos que, por consequéncia, (3.8) deve ser satisfeita.
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Ac A
det |9 %1 =0 (3.7)
Ay A
G(E) = AcAy — AgAL =0 (3.8)

Procuram-se os valores de E que, para um dado k, satisfacam a igualdade acima.
Como discutido em [2], G(E) é sempre real mesmo que existam exponenciais complexas
na equacgao acima. Logo, basta aplicar um método para obtencao de valores aproximados
para essas raizes que, por consequéncia, encontram-se os autovalores de energia da equacao.

Para escrita do cédigo em MATLAB, seguiram-se os seguintes passos:

1. Divide-se a zona de Brillouin (valores possiveis de k) em N intervalos, o que d4 um

2
passo no numero de onda Ak = iy
Na

(Emaaf - Emzn)
NFE '

3. Para cada valor de k,, = kg + nAk, varre-se em uma estrutura de repeticao todos os

2. Define-se um intervalo [Eyin, Emae] € um passo AE =

valores F; = E,,;, +1AFE e integra-se C e S numericamente, através do Runge-Kutta

4* ordem. Em seguida, calcula-se os valores de G(E).

4. Identificam-se as possiveis raizes de G(E), em seguida passa-se para o préximo valor

de k,,.

Neste método, para todos os potenciais testados foi considerado uma energia
Ernee =5, Enin = 0, AE = 0.0251, um periodo de 27 e o passo do nimero de onda
Ak = 0.0345. Em seguida, foi utilizado um método para interpolar os valores numéricos
da funcao G(E) através do comando spline() do MATLAB, e entao utilizado o comando
fnzeros() no spline para determinar valores aproximados para as raizes de G(E). Estes

valores sao a solugado numérica do problema.

3.3.3 Método da Matriz

O segundo método a ser apresentado baseia-se na ideia de que a fungdo de onda é
uma combinagdo linear da soma das autofuncoes de base, como expresso em (3.9) abaixo.

Aplicando na equagao de Schrédinger, obtém-se (3.10).

[) = 2 caltbn) (3.9)

3 en (g ) o 1)+ V@) o = ES o ) 3.10)

n
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Aplicando o m—ésimo autovalor de (1,,|, temos a relagao (3.11) abaixo. Utilizando
algebra simples, chega-se em (3.12), de forma que o método da matriz nos permite
aproximar o Hamiltoniano que, por via de regra, € uma matriz de ordem infinita em uma

matriz finita cujas entradas sdo dadas na equacao (3.12).

3 e (Wl () g 1900 + 0 00l V) ) = B 1)
Hyn = Enmn + (| V() |10n) (3.12)

Usando as condigoes de contorno periddicas, as autofungoes de base e nossos valores

de energia desconsiderando o potencial serdo como (3.13).

1 - i2mnx
_ otk =R
el = e

22 ka\®
E, =T <2n+a>

(3.13)

2ma? T

Aplicando esses valores no funcional H,,,, tem-se a matriz hamiltoniana aproximada
dada pela expressao (3.14). Em todas as expressoes deste trabalho, adota-se por convengao

que h=1em,=1.

h2 2 k 2 1 a 127 (n—m)x
Hyp = 20 (2n+a) S+ [ V(e (3.14)
™ a Jo

2ma?

Para escrita do cédigo em MATLAB, seguiram-se os seguintes passos:

1. Dividir a zona de Brillouin em N intervalos, o que nos dard um passo no ntmero de

2
da Ak = —.
onda N

a

2. Define-se um ntmero de entradas NE para a matriz e distribuem-se os indices n de

forma simétrica em relagao ao zero.

3. Para cada valor de k,, = kg + nAk, calculam-se todas as entradas H,,, seguindo a

relacao acima.

4. Apés montar a matriz H, calculam-se todos os autovalores através do polindémio
caracteristico que, em seguida, serdo ordenados em ordem crescente. Estes autovalores

sao os NE primeiros niveis de energia possiveis para um determinado valor de k,.

Para este método, todas as matrizes geradas tém dimensao 60x60, o periodo foi definido
em 27 e o passo do numero de onda foi escolhido como Ak = 0.0345. Foram calculados

os autovalores de energia da matriz com ajuda da func¢ao nativa do MATLAB eig(H),
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que recebe o hamiltoniano(H) como entrada. Vale notar que os programas de ambos os
métodos foram desenvolvidos na versao MATLAB 2020a.
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4 Resultados e Discussoes

Os resultados de todas as simulagoes dos modelos apresentados na sessao Metodo-
logia sao apresentados nessa sessao, iniciando com potenciais periédicos unidimensionais e

sucedendo com os resultados para problemas reais, como redes derivadas do grafeno.

4.1 Potenciais Periddicos Unidimensionais

Empregando-se os métodos Shooting e Método da Matriz, foram analisados trés
potenciais periédicos unidimensionais distintos (triangular, senoidal e quadrado). A
figura (8) representa a forma do potencial triangular utilizado na equagao de Schrodinger
independente do tempo. Esta onda foi modelada analiticamente por dois polindmios de
ordem 1. A Figura (11) por sua vez representa a estrutura de bandas de uma rede cristalina
obtida numericamente cujo potencial peridédico é o representado na Figura (8). E evidente
a formacao da estrutura de bandas prevista teoricamente para potenciais peridédicos. Caso
uma estrutura cristalina apresente tal potencial, ela seria isolante caso tivesse o nimero
de elétrons de valéncia igual 2N, uma vez que todas as bandas apresentam gap de energia

nao nulo, e seria condutora caso contrario. A Figura (9) representa a forma do potencial

Onda Triangular
4.() T T T T T

S, ~—— Shooting Method
35F e ©  Matrix Method > ol

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Ka/n

Figura 11 — Gréfico das bandas de energia obtidas pelo Método Shooting (linha
continua) e Método da Matriz (circulos) para o potencial triangular

senoidal utilizado na equacao de Schrodinger independente do tempo, modelado de forma
que os valores assumidos estivessem no intervalo entre 0 e V. A estrutura de bandas para
um elétron submetido a um potencial peridédico do tipo senoidal foi obtido numericamente
e representado na figura (12), com a formagao das bandas de energia. Mais uma vez,

devido a existéncia dos gaps de energia, esse material hipotético seria considerado isolante
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caso o numero de elétrons de valéncia fosse 2N, e condutor caso contrario. O potencial de

Onda Senoidal

= Shooting Method
O Matrix Method

Figura 12 — Gréfico das bandas de energia obtidas pelo Método Shooting (linha
continua) e Método da Matriz (circulos) para o potencial senoidal

-0.5

0.0
Ka/n

0.5

Kroning-Penney, ou onda quadrada é representado na Figura (10), tem solugao analitica

conhecida através do modelo de Kronig-Penney, aqui ela foi obtida numericamente através

dos algoritmos apresentados na sessao 3.3.2 e 3.3.3 da metodologia. A estrutura de bandas,

por sua vez, é apresentada na Figura (13). Novamente hé a formagao dos gaps de energia

que faz com que, assim como os outros dois potenciais anteriores, esse possa ser considerado

tanto isolante quanto condutor em fun¢ao do ntimero de elétrons de valéncia, ja que as

bandas de energia nao se cruzam. Em suma, todas as estruturas de bandas obtidas para os

Onda Quadrada
4.0 T T T T T
Shooting Method
35 ©  Matrix Method =

Figura 13 — Gréafico das bandas de energia obtidas pelo Método Shooting (linha
continua) e Método da Matriz (circulos) para o potencial quadrado

potenciais unidimensionais pelo método Shooting sobrepuseram os resultados apresentados

pelo método da matriz. Esses resultados indicam uma convergéncia numérica entre os
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métodos, que, pela lei dos grandes niimeros, permite afirmar que as bandas de energia

obtidas sao precisas para possiveis aplica¢oes dos métodos.

4.2 Redes Cristalinas de Atomos de Carbono

Nessa subsessao serao apresentados os resultados para simulagao de redes oriundas
do grafeno, no que diz respeito a estrutura de bandas do grafeno e de nanofitas do tipo

AGNR.

42.1 Estrutura de bandas do grafeno

A estrutura cristalina do grafeno esta representada na Figura (6), foi utilizado o
c6digo descrito no Apéndice A para obter a estrutura de bandas do grafeno, apresentada
na Figura (14), onde nota-se a formacao da banda de valéncia e da banda de condugao.
E visivel que o grafeno possui uma estrutura de bandas de gap nulo, onde os pontos K
sao conhecidos como cones de Dirac, que foram resgatados numericamente assim como foi
previsto na equagao (2.72). Também se usou do algoritmo de Wigner-Seitz para obter a
rede reciproca, apresentada na Figura (15), bem como o caminho percorrido pelo algoritmo

no calculo da estrutura de bandas.

Estrutura de bandas do grafeno

K r M K
k-space

Figura 14 — Estrutura de bandas do grafeno.

4.2.2 Estrutura de bandas do 2-AGNR

A estrutura cristalina do 2-AGNR  foi representada na Figura (7a), o cédigo para
obtencao da estrutura de bandas esté exibido na sessao metodologia, resultando na estrutura
apresentada na Figura (16), veja que a estrutura 2-AGNR preserva a caracteristica de
condugao presente no grafeno, uma vez que o gap de energia entre a banda de conducao
e a banda de valéncia, I,,, = 0. Diferente da monocamada de grafeno, para o 2-AGNR

lida-se com um problema efetivamente unidimensional, uma vez que a periodicidade s6
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Zona de Brillouin do grafeno

ky(nm~1)

~10 4

—204

20 -10 0 10
ky(nm~1)

Figura 15 — Célula de Wigner-Seitz do grafeno

existe no eixo y. Na Figura (17) ¢ exibida a célula de Wigner-Seitz de uma nanofita do

tipo AGNR genérica, uma vez que, por possuirem os mesmos vetores primitivos, possuem

a mesma célula primitiva no espago reciproco.

Estrutura de Bandas do 2-AGNR

E (eV)
o

—4 4

—6 1

[0, -2.3m]
k-space

Figura 16 — Estrutura de bandas 2-AGNR.

A figura (18) exibe a densidade de estados da estrutura 2-AGNR, onde os picos sao

simétricos com relacao ao eixo E = 0, uma vez que a banda superior é a imagem espelhada

da banda inferior, era esperado que isso acontecesse.

Os maximos se encontram em

E = 4+4eV, isso quer dizer que hé mais estados para serem ocupados por elétrons nas

regioes de energia proximas a F = +4eV/. Ademais, a figura (19) representa a densidade

de probabilidade da fun¢ao de onda de um elétron no estado fundamental da rede para o

estado fundamental, n = 1, que mostra que os elétrons desse nivel tendem a estar mais

proximos dos atomos da subrede a; e as.
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Zona de Brillouin do 2-AGNR
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Figura 17 — Célula de Wigner-Seitz genérica do
AGNR.
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Figura 18 — Densidade de estados em fun-

cao da energia para uma rede
2-AGNR.

4.2.3 Estrutura de bandas do 4-AGNR

A estrutura cristalina do 4-AGNR foi representada na Figura (7b), cuja estrutura
de bandas estd representada na Figura (20). Para esse caso, hd uma sobreposicao de
bandas, fazendo com que elas se misturem em uma banda mais larga, tanto para as bandas
com energia positiva, quanto para as com energia negativa. Nesse caso, ha a formacao de
um gap de energia entre a banda de valéncia e a banda de conducao com a energia de gap,
Egqp = 2.14€V. Isso implica que a nanofita 4-AGNR apresenta carater semicondutor por
possuir um gap nao-nulo (6), embora seja relativamente pequeno.

A figura (21) exibe a densidade de estados da estrutura 4-AGNR, onde. mais uma
vez, ha uma simetria em relagdo ao eixo E = 0. Além disso, agora ha 4 maximos locais,

que representam a regiao ao redor de onde as bandas se misturam. Ademais, a figura
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Estrutura de Bandas do 4-AGNR

E (eV)
o

IEga,,= 2.14

[0, -2.3m] [0, 2.3nm]
k-space

Figura 20 — Estrutura de bandas 4-AGNR.

(22) representa a densidade de probabilidade da fun¢ao de onda de um elétron no estado
fundamental da rede 4-AGNR.

0
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e 00 Figura 22 — Densidade de probabili-
dade de um elétron no

nivel n=1 para a rede
4-AGNR.

Figura 21 — Densidade de estados em funcao da ener-
gia para uma rede 4-AGNR.

4.2.4 Estrutura de bandas do 6-AGNR

A estrutura cristalina do 6-AGNR, que foi apresentada na figura (7c), tem sua
estrutura de bandas exibida na figura (23). H& novamente a formagao de um gap de
energia entre a banda de condugao e a banda de valéncia cujo valor é E,,, = 1.38eV.
Uma vez que a banda de valéncia esta totalmente preenchida a temperatura nula, a
estrutura cristalina unidimensional 4-AGNR vai apresentar caracteristicas semicondutoras,
se caracterizando como um semicondutor intrinseco.

Ademais, as figuras (24) e (25) comportam mais informagoes. A figura (24) apresenta a
densidade de estados em fungao da energia para a estrutura cristalina 6-AGNR, onde é
visivel 6 picos distintos, que ficam nas regides de cruzamento entre as bandas de energia e

a figura (25) apresenta a densidade de probabilidade de um elétron no estado fundamental,
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Estrutura de Bandas do 6-AGNR

E (eV)
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7 Eoep =138

[0, -2.3m] [0, 2.3n]
k-space

Figura 23 — Estrutura de bandas 6-AGNR.

n = 1, onde é evidente uma tendéncia sutil do elétron a se alojar nos atomos mais proximos

do eixo central da rede.

o 075

02 00 02
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Tew 00t Figura 25 — Densidade de probabili-
dade de um elétron no

nivel n=1 para a rede
6-AGNR.
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Figura 24 — Densidade de estados em fun¢ao da ener-
gia para uma rede 6-AGNR.

4.2.5 Estrutura de bandas do 8-AGNR

A estrutura cristalina do 8-AGNR, modelada na figura (7d), tem sua estrutura de
bandas exibida na figura (26). O 8-AGNR, assim como o 2-AGNR e o préprio grafeno,
possui uma estrutura de bandas de gap nulo, E,,, = 0, essa caracteristica acarreta no fato
da rede 8-AGNR se comportar efetivamente como um condutor unidimensional.
Entretanto, diferente do 2-AGNR cujas bandas de energia nao se cruzam, as bandas de
valéncia e de conducao do 8-AGNR sao um produto de uma sobreposi¢ao de bandas mais
simples, resultando em muitos estados disponiveis na banda de condugao que sao visiveis
no grafico apresentado na figura (27).

Além disso, a figura (28) apresenta a densidade de probabilidade de um elétron no nivel
fundamental. E evidente em todas as redes apresentadas até entdo que os elétrons menos

energéticos tendem a ficar proximos ao centro.
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Estrutura de Bandas do 8-AGNR

[0, -2.3m] [0, 2.3nm]
k-space

Figura 26 — Estrutura de bandas 8-AGNR.
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4.2.6 Estrutura de bandas do 10-AGNR

A estrutura cristalina do 10-AGNR foi representada na Figura (7e), cuja estrutura
de bandas esta representada na Figura (29). Para o 10-AGNR as bandas de valéncia e de
condugao apresentam um gap nao nulo, Ey,, = 0.95¢V. Nesse sentido, essa rede ira se
comportar como um semicondutor intrinseco. Todavia, nesse caso as bandas de energia
estdo mais préximas, o gap entre as bandas diminuiu. O que é esperado pelo principio da
correspondéncia, uma vez que uma rede N-AGNR, com N — oo nada mais é do que uma
monocamada de grafeno.

A figura (30) exibe a densidade de estados da estrutura 10-AGNR, onde. mais uma vez,
h& uma simetria em relagdo ao eixo E = 0. O niimero de maximos aumentou, uma vez
que aumentou o nimero de misturas entre as bandas. Ademais, a figura (31) representa
a densidade de probabilidade da funcao de onda de um elétron no estado fundamental
da rede 10-AGNR, que mais uma vez torna evidente a preferéncia dos elétrons menos

energéticos em ocupar os atomos mais ao centro.
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5 Consideracoes finais

Nesse trabalho foram analisadas algumas propriedades eletronicas do grafeno e de
algumas nanofitas de grafeno do tipo AGNR, propriedades fundamentais para entender
algumas das aplicagoes desses materiais emergentes. O foco proposto foi a andlise e
compreensao dessas propriedades eletronicas a partir do formalismo de Tight-Binding,

bem como obtencao numérica destas mesmas propriedades.

A inicio foi apresentada uma breve introducao aos objetivos do estudo de estru-
turas cristalinas baseadas em grafeno, e foram apresentadas também algumas aplicagoes
tecnolégicas do grafeno. Em seguida, foi realizada uma breve apresentacao de conceitos
fundamentais para se trabalhar com os materiais de Dirac, apresentando a equagao de
Dirac, o teorema de Bloch, uma introducao a teoria de bandas e mecanica estatistica
fermionica, a segunda quantizacao e, por fim, aplicando todos esses conceitos ao grafeno,
culminando na obtenc¢do da formagcao dos cones de Dirac no espago reciproco da rede do

grafeno.

Além disso, foram apresentados, de maneira técnica, os problemas que esse trabalho
se propoe a resolver, também foram apresentadas as técnicas e ferramentas que seriam
utilizadas para resolver os problemas, que é o caso do pacote Pybinding pertencente a
linguagem Python e outros métodos numéricos unidimensionais, como o método Shooting

e 0 método da matriz.

Por fim, foram obtidos numericamente graficos da estrutura de bandas para os
3 potenciais peridédicos unidimensionais tratados a inicio e, em seguida, foram obtidas
as estruturas de bandas, densidade de estados e densidade de probabilidade do elétron
no nivel fundamental dos materiais baseados em grafeno. Com isso, foi concluido que
as redes de grafeno, 2-AGNR e 8-AGNR, por nao apresentarem gap entre a banda de
conducao e a banda de valéncia, se comportam como condutores, enquanto que a rede
4-AGNR, 6-AGNR e 10-AGNR, que apresentaram gaps energia nao nulos mas da ordem
de unidades de elétron-volt, possuem carater intrinsecamente semicondutor, possuindo

aplicagoes praticas para dispositivos eletronicos modernos.

Espera-se como perspectiva futura que esse trabalho sirva de base para estudos
envolvendo propriedades de transporte, que é a area onde o grafeno tem mais aplicagoes,
servindo como base para construcao de terminais e de pontos quanticos, onde acontecem

fendmenos de espalhamento.
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APENDICE A - Cédigos utilizados em
python com o pacote pybinding

Aqui sao exibidos alguns dos codigos usados para obter as propriedades eletronicas

das redes baseadas em grafeno. Comecando pelo cédigo da rede de grafeno citado abaixo:

#codigo python para obtencao das bandas do grafeno
import pybinding as pb
import numpy as np

from pybinding.repository import graphene

#gerando o modelo
modelo = pb.Model (graphene.monolayer(), pb.translational_symmetry())
sol = pb.solver.lapack(modelo)

#definindo os pontos especiais da rede reciproca
a_cc = graphene.a_cc

gamma = [0, 0]

ki
k2
m = [0, 2*np.pi / (3*a_cc)]

[-4*np.pi / (3*np.sqrt(3)*a_cc), 0]

[2*np.pi / (3*np.sqrt(3)*a_cc), 2*np.pi / (3*a_cc)]

#obtendo as bandas de energia

bandas_de_energia = solver.calc_bands(K1, Gamma, M, K2)

Ademais, também é apresentado o script para uma rede do tipo 2N-AGNR, onde a variavel
N determina o tipo do AGNR:

#codigo python para obtencao das bandas das estruturas AGNR
import pybinding as pb
import numpy as np

from pybinding.repository import graphene

#gerando o modelo

N =1 #0 numero de nanofitas se torna 2N

modelo = pb.Model (graphene.monolayer_4atom(),
pb.primitive(N),pb.translational_symmetry(al=False, a2=True))

sol = pb.solver.lapack(modelo)



APENDICE A. Cédigos utilizados em python com o pacote pybinding

o7

#definindo os pontos especiais da rede reciproca

ki, kf = [0,-np.pi/(3*graphene.a_cc)], [0,np.pi/(3*graphene.a_cc)]

#obtendo as bandas de energia

bandas_de_energia = solver.calc_bands(ki,kf)

#obtendo a densidade de estados
Emin = -8.0 #eV
Es = np.linspace(Emin,-Emin,300)

dos = solver.calc_dos(Es,sigma)

#obtendo a densidade de probabilidade
density = solver.calc_probability(0)
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