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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos um recorte da histéria da razao durea; em seguida,
comentamos sobre algumas construcgoes antigas como a grande piramide Quéops
localizada no Egito e o templo de Partenon na Grécia. Além disso, apresentamos
algumas relacgdes envolvendo o pentdgono regular e a razdo durea, bem como relagoes
envolvendo o decagono regular e a razao durea.

Palavras-chave: Razao aurea. Pentdgono Regular. Deciagono Regular.



Abstract

In this paper, we present a glimpse into the history of the golden ratio; we then discuss
some ancient constructions such as the Great Pyramid of Cheops located in Egypt
and the Parthenon temple in Greece. In addition, we present some relationships
involving the regular pentagon and the golden ratio, as well as relationships involving
the regular decagon and the golden ratio.

Key-words: Golden Ratio. Regular Pentagon. Regular Decagon.
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1 Introducao

Neste trabalho, o puiblico alvo sao estudantes do ensino basico. Pretendemos dar
a nossa contribuicdo para o ensino da matemaética nas escolas, através de propostas de
atividades e recursos visuais. Os alunos exploraram a razao aurea e suas propriedades

matematicas, ou seja, desenvolvendo habilidades importantissimas para sua formagao.

Ao longo da histéria, a matematica tem nos apresentados constantes curiosas, as
quais sao difundidas no ensino basico e também no ensino superior. Isto é, as abordagens
sao das mais diversas possiveis, pois essas constantes possuem varias aplicagoes. Neste
trabalho, a constante matematica que ira ser abordada é a razao aurea também conhecida
como “proporcao aurea” ou “secao aurea”, é também uma constante matematica irracional
denotada pela letra grega ¢ (lé-se: fi). Primeiramente, a razao durea que é também

conhecida pela letra grega ¢ é a proporgao

1++5

0=

(1)
e se colocarmos no software Wolfram Alpha ! vai nos fornecer uma sequéncia de nimeros,

¢ ~ 1.6180339887498948482045868343656381177203091798057628621354486227 ... (2)

Diante disto, a historia da razao aurea remonta a civilizagoes antigas como os
proprios gregos em sua descoberta, ha também uma relacdo com os egipcios em suas
dimensoes internas de uma de suas piramides que é a piramide de Quéops. H4 uma relacgao
bastante curiosa da razao aurea que é relaciona-la com a musica, a natureza e figuras
geométricas. Mas, enfatizamos neste trabalho a relacao de poligonos regulares e a razao

aurea.

Consequentemente, um dos poligonos é o pentagono regular que sera abordado no
decorrer do trabalho, também suas propriedades matematicas. Ou seja, a razao aurea é
encontrada ao fazer algumas manipulagoes algébricas com suas medidas, especificamente,
fazer como o nome sugere uma proporc¢ao. Além disso, outra figura geométrica que aparece

a razao aurea ¢ o decdgono regular.

No Capitulo 2, abordaremos pessoas importantes que contribuiram de maneira
significativa para aquilo que conhecemos como razao aurea, também ira ser abordado
algumas construgoes humanas que aparecem a razao aurea. Em seguida, o Capitulo 3 ird
abordar a relacao do pentdgono regular e a razao aurea. Por fim, o Capitulo 4 abordara

uma proposta didatica para o ensino basico, explorando a relagao do decdgono regular e a

L Wolfram Alpha é um software bastante utilizado por ser um motor de busca que de maneira sistemética

fornece todo conhecimento computédvel para qualquer um.



razao aurea, além disso, fazer uso do software GeoGebra de maneira dindmica e com isso

facilitando o estudo de suas propriedades.
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2 Divina proporcao a razao aurea

Neste capitulo, iremos explorar um pouco da histéria da razao aurea, e sua principal
referéncia serda (POSAMENTIER; LEHMANN, 2011). Assim como em qualquer novo
conceito, devemos comecar primeiro definindo os elementos preliminares. Para definir a
razao aurea, primeiro devemos entender que a proporcao de dois nimeros ou magnitudes
¢ meramente a relacao obtida dividindo essas duas quantidades. Por exemplo, quando
temos uma proporgao 1 : 3 (lé-se: um para trés), ou 3’ podemos concluir que um niimero
é um terco do outro. As proporgoes sao frequentemente usadas para fazer comparacgoes
entre quantidades. Uma proporcao se destaca entre as demais, e essa pode ser concebida
como a proporc¢ao entre os comprimentos de duas partes de um segmento de reta; a saber,
considere um segmento de reta de comprimento ¢, e um segmento de reta de comprimento

menor igual a s, daremos destaque a proporcao

¢ l+s

Geometricamente, isso pode ser visto na Figura 1. A proporcao

14

s
é chamado de proporgao aurea ou secao aurea. Vamos comecar buscando encontrar

seu valor numérico, o que nos levard a sua primeira caracteristica tnica.

Figura 1 — Segmento de reta formado por ¢ e s

A 12 B s

C

Fonte: Elaborado pelo autor

Para determinar o valor numérico da razao aurea —, iremos modificar esta equacao
s
(3); a saber

¢ l+s 12

§ Sﬁ lﬁ
S 14 s 0/ S 12 S g s2
S

ou seja

l
ja que — é entendido aqui ser um niimero nao negativo.
S

Os termos ‘proporcao aurea’ e ‘seccao aurea’ foram introduzidos pela primeira
vez durante o século XIX. Segundo (POSAMENTIER; LEHMANN, 2011, p. 9), o frade
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franciscano ? e matematico Fra Luca Pacioli (1445-1517) tenha sido o primeiro a usar o

termo “De Divina Proportione” (A Divina Propor¢ao) como titulo de um livro em 1509.

Figura 2 — Capa do livro “Divina Proportione” de Fra Luca Pacioli

Cal ACSESEIC S ROE R REINUTSSLBES RElN ESS

FrA LLucaA PAcloLr
Di1viNA PROPORTIONE

Die Lehre vom Goldenen Schnitt; Nach der
Venezianischen Ausgabe vom Jahre 1509

bp

Y uca Pacioli

Fonte: https://www.amazon.com.br

As obras do matematico italiano Luca Pacioli possuifa muito prestigio com seus con-
temporaneos, tais como Leonardo Da Vinci, Leon Battista Alberti, Pierro della Francesca,

Jacopo de Barbari. Além disso, o proprio Leonardo Da Vinci fez ilustragoes para o livro
de Pacioli (BERTATO, 2010, p. 87).

Enquanto o matematico e astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630) foi o
primeiro a usar o termo “sectio divina” (segao divina). Segundo (LIVIO, 2006, p. 176),
Johannes Kepler foi mais lembrado como astréonomo do que como matematico, pois foi
responsavel pelas trés leis do movimento planetario que levam o seu nome isso no livro

“Harmonices Mundi” sua obra de maior destaque.

Além disso, o matemético alemao Martin Ohm (1792-1872) é creditado por ter
usado o termo “Goldener Schnitt” (se¢ao durea). Segundo (LIVIO, 2006, p. 17), vai escrever
em seu livro na segunda edigao de 1835, Die Reine Elementar-Mathematik (A matemética

elementar pura).

Ohm escreve em uma nota de rodapé: “Essa divisdo de uma linha ar-
bitraria em duas partes também costuma ser chamada de se¢do durea”.
A linguagem de Ohm claramente nos deixa com a impressdo de que
nao foi ele quem inventou a expressao, mas que, em vez disso, usou um
nome comumente aceito. Porém, o fato de que ele ndo a utilizou na

2 Frade, do latim frater, que significa irmao, é como vem chamado um catélico consagrado a Deus;

pertencente a uma ordem mendicante e que reside em uma comunidade (fraternidade) conventual. A
ordem religiosa franciscana foi fundada em 1209 por Francisco de Assis.

12



Figura 3 — Luca Pacioli demonstrando um dos teoremas de Euclides (Jacopo de Barbari)

Fonte: https://www.wikipedia.org

Figura 4 — Capa do livro “Harmonices Mundi” de Johannes Kepler

5 ; Ioznmchpplcn 7 R
~ HARMONICE S
7«' MVNDI
g LIBRI V. Quorvm
i Reg quie Proporio-
i i N
e e
© Quartu: De Har-
&l i Effenti; i peslez
Terramde-

s 3 i
feendentibus, einfque effectu in Natura feu Anima fublunari &
Hamana: _.

Quinius
M!Harmom g
Appendix haber Opris cum
rolemai lbroll wmquxobmd: mxma. i
Oxonienfis
Microcofonfectis.
MGGIJ‘.\‘IT N’Nﬂ PROPTER COGNATIONEM MATE-

ccelefti

n--.:-—,-m‘m- ex quingue
Corporibus Regularibus.

Ch

Cum S..C. M. Priuilegio adannos X V.
Lincii Auftriz,

SnmpnbusGonouzm Tamreacr1Bibl. Francof,
Excudcbat Ioannes PLancys.

) i vnno 9. DC. XIX.
» L=

Fonte: https://books.google.com.br

primeira edigdo do livro (publicada em 1826) pelo menos sugere que o
nome “Razdo Aurea” (ou, em aleméo, “Goldene Schnitt”) s6 ganhou

popularidade por volta de 1830. (LIVIO, 2006, p. 17)
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Martin Ohm ¢é irmao do famoso fisico Georg Simon Ohm, autor da lei de Ohm no

eletromagnetismo.

Figura 5 — Martim Ohm

Fonte: https://commons.wikimedia.org

Em inglés, esse termo, “golden section”, foi usado por James Sully em 1875. Segundo

Figura 6 — James Sully

Fonte: https://www.wikipedia.org

(LIVIO, 2006, p. 17), pode ter feito sua estreia em um artigo sobre estética de James Sully,
publicado na nona edi¢ao da Enciclopédia Britanica, 1875. Vocé pode estar se perguntando
o que faz com que essa proporg¢ao seja tao curiosa a ponto de atrair a atencao de varios
que foram importantes para sociedade e merecer o titulo de “aurea”. Essa designacao, que

ela merecidamente ostenta, seré esclarecida ao longo deste trabalho.

2.1 A razao aurea na historia

Uma das construgoes grandiosas da historia humana foi construida pelos egipcios,
as piramides de Gizé e uma dessas piramides é possivel relacionar com a razao aurea. O

complexo de piramide de Gizé, também conhecido como Necropoles de Gizé, é constituida

14



de trés piramides que sdo Quéops, Quéfren e Miquerinos, a piramide de Quéops é a maior
do conjunto de piramides e por isso é chamada de a “Grande Pirdmide de Gizé”. Além disso,
ha pirAmides menores em volta que eram destinadas as rainhas, sacerdotes e funcionarios
do governo. Um dos exemplos mais antigos que o ser humano identificou ¢é essa curiosa

relagdo com a razao aurea e que ird ser abordado em breve.

Figura 7 — Pirdmides de Gizé.

Fonte: https://www.wikipedia.org

Essa enorme estrutura foi construida por volta de 2560 a.C., é a mais antiga e a
maior das trés piramides da Necrépole de Gizé, perto do atual Cairo, Egito. O que ainda
nao se sabe até hoje é se o arquiteto desse complexo estrutural, Hemiunu (2570 a.C.), fez
essa escolha de forma intencional ou ¢ uma simples coincidéncia. Hemiunu era um “vizir™
e teria sido o arquiteto responsavel pela construcao da Grande Piramide de Gizé, também

conhecida como a pirdmide de Quéops.

Quéops (ca. 2589-2566 a.C.) foi farad do Egito Antigo e é conhecido por sua enorme
construgao que é a “Grande Piramide de Gizé”, que leva o seu nome a piramide de Quéops,
(SHAW, 2003, p. 88). Segundo (LIVIO, 2006, p. 67), a pirAmide de Quéops representa um
testemunho de sucesso, entao era de suma importancia a construcao desse monumento
para perpetuar o quao prospero foi seu reinado apos a unificacao do Alto Egito e Baixo

Egito, isso feito anteriormente pelo primeiro faraé Menés (ou Narmer).

Arquedlogos estudaram esta curiosa piramide de dentro e de fora por muitos anos.
No entanto, vamos nos concentrar em suas dimensoes externas para nossos propositos.
Durante a época, o ctubito, também conhecido como covado, era uma unidade de medida
comum. Ele era baseado no comprimento do antebrago, desde a ponta do dedo médio até

o cotovelo. Variava dependendo da cultura, mas geralmente era entre 45 e 52 centimetros.

3 Vizir: em persa significa ministro e conselheiro, um dos membros mais importantes da corte do Antigo

Egito e o responsavel por todas as obras reais.

15



Figura 8 — Estatua de Hemiunu

Fonte: https://www.wikipedia.org

Figura 9 — A estatua de Quéops no Museu do Cairo

Fonte: https://www.wikipedia.org

Era um método pratico de medir coisas até a padronizacao das unidades de medida. Ira ser
utilizado apenas a palavra “covado” ao se referir a essa medida ficando de facil compreensao
para o leitor. O diagrama da pirdmide (10) mostra que ela tem um altura de 280 cévados,

um didmetro de base de 220 covados e uma altura de inclinacao de 356 covados.

A proporc¢ao entre altura inclinada e a metade do comprimento da base é

AB  hy 356
= A2~ 6181
BC 2 220 , 61818

que é quase equivalente a razao aurea de 1,61803.

Além do mais, como se isso ndo fosse curioso de que a piramide é possivel relacionar

com a razao aurea, considere a proporcao da altura da piramide para metade de seu

16



Figura 10 — Dimensdes externas da Piramide de Gizé

A

28() covados

220 cdvados

Fonte: Elaborado pelo autor

comprimento de base.
280 14

— = —=1,27272. ..
220 11 , 2127
que fica bem proximo da raiz de ¢, ou aproximadamente 1,2720196. ..
Se fossemos dividir cada uma das dimensdes do triangulo AABC' da Figura 10 por

220, obteria um triangulo com as dimensoes mostradas na Figura 11:

Figura 11 — Dimensoes externas da Piramide de Gizé ao dividir por 220

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Estes valores aproximam-se da razao aurea de varias formas, como podemos ver na

Figura 12, onde temos as dimensoes de um triangulo semelhante.

17



Figura 12 — Novas dimensoes externas da Pirdmide de Gizé

A

Fonte: Elaborado pelo autor

De acordo com o historiador grego Herédoto (ca. 484-424 aC.), a pirdmide de
Quéops, localizada em Gizé, foi construida de tal maneira que o quadrado da altura da
pirdmide é igual a area de de um dos lados laterais. Ao analisarmos essa curiosa relacao,
obtemos resultados bastante surpreendentes. Segundo Livio (2006, p. 72), essa afirmagao é
importante porque implica que a razao entre a altura de uma face triangular e a metade

do lado da base ¢ igual a razao aurea.

Figura 13 — Novas dimensoes externas da Piramide de Gizé

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Examinando a Figura 13 acima ¢é facil perceber que pode ser utilizado o teorema

18



de Pitagoras no triangulo AABC, o que nos leva as conclusoes seguintes:

2
2 _ O

2
=

Observe também que o triangulo AABC, a base que é CB = 2 ¢ a altura é ha.

Logo, a drea de um dos triangulos laterais ¢ A = & - ha. Provaremos que se o quadrado da

h
altura da piramide (h2), ¢ igual a drea de sua face triangular (§ - ha), entdo a razao (?A)

2
¢é igual a razao aurea.

Agora vamos utilizar a relagdo que Herddoto atribuiu a piramide de Gizé, obtemos:

2
a
hzzhi_sz:

a
Z.h
4 9 A

a2

Dividirmos ambos os lados da equagao § - ha = h3 — 1

por § - ha, obtemos
a
2
ha

Definimos a varidvel & como a razao entre a altura do tridngulo (ha) e a metade de
1
x

a

2
equagao acima, obtemos uma equacao simplificada:

sua base ( e substituindo na

a
), ou seja, T = ha  Em seguida, obtendo o reciproco, ==
2 A

1
l=2—-—
x
que ao multiplicarmos tudo por x, obtemos
r=21>-1

isto é,
2—r—1=0

utilizando o teorema de Pitagoras, temos

D EYEDP -4 () (-] 1+5
2.

x — r =
(1) 2
ou seja,
1++5 1-+5
x] = e Ty=
' 2 ? 2
e a solucao desta equagao quadratica resulta em duas raizes: 1 = ¢ e 19 = —é. A primeira

raiz ¢, representa a proporc¢ao aurea, um nimero irracional com propriedades matematicas

Unicas. A segunda raiz, ro = _E’ é negativa, o que significa que a altura do tridngulo

19



seria negativa, o que nao é possivel geometricamente. Portanto, apenas a primeira raiz,

r1 = ¢, é relevante para este estudo.

Observe que a razao entre a altura do tridngulo lateral (ha) e metade de sua base
(g)éjL6181347L

E curioso existir a possibilidade de relacionar a razdo durea com uma das civilizacoes
mais antigas do mundo. A principal pergunta a ser feita é: a arquitetura da pirdmide e a
relagdo com a razao aurea foi feito intencionalmente? (LIVIO, 2006, p. 74) afirma que “a
conclusao de tudo isso é que o texto de Herddoto dificilmente pode ser considerado como
algo que documente a presenga da razao durea na Grande Pirdmide”. Segundo (LIVIO,
2006, p. 78), a descoberta da razao aurea e suas propriedades pelos antigos egipcios é
improvavel, mas que isso foi deixado para os matematicos gregos. Ha ainda muito a ser
dito sobre a razao durea neste trabalho, mas podemos aqui destacar algumas descobertas

importantes que foram resultados de medigoes e pistas historicas.

Na historia da razao aurea, a proxima apari¢ao significativa seria a dos pitagoricos,
que entre outras aplicagoes a usaram em suas investigagdes musicais. A primeira referéncia
direta registrada a razao aurea é encontrada nos “Elementos” de Euclides, que foi um
compilado de tudo o que se sabia sobre matematica na época de sua escrita por volta de
300 a.C.

Figura 14 — Capa do livro “Os Elementos” de Euclides

Os elementos

Euclides

Essa obra consiste em treze livros, nos quais ha duas referéncias a razao aurea:

no livro 2, proposicao 11, ele constréi um segmento de reta, que é cortada de forma que
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um retangulo seja formado pelo segmento inteiro e uma de suas partes (segmento), que
¢é igual ao quadrado sobre o segmento restante. Isso pode ser demonstrado visualmente,
como mostrado na Figura 2-4. La, comegamos com o segmento de linha AC'B, onde o
ponto C' corta o segmento de forma que C'B seja usado para formar o retangulo ABHF',
onde CB = HB, e o quadrado ACGD tem a mesma area que o retangulo ABHF'. Essa
igualdade de dreas pode ser expressa como AC? = AB-CB, que pode entdo ser convertida

para ﬁg ég, e que, em seguida, ¢ mencionada em uma segunda citacao nos “Elementos”.

Figura 15 — Partenon

Figura 16 — Partenon

¢

o O o g f
T T |
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Euclides se refere a um segmento de reta da que é cortada ou seccionada em uma
razao média e extrema, ou seja, para o segmento de reta AB, contendo o ponto C, assim

obtemos

AB AC
AC ~ CB
Isso é precisamente a nossa definicao de razao durea como mostra a Figura 1.

Conforme examinamos a historia da razao aurea, encontramos sua proxima exibicao
proeminente nas obras do grande escultor grego Fidias (ca. 490-ca. 430 a.C). Seu projeto
para a construgao do Partenon em Atenas, Grécia (Figura 16), bem como as esculturas
que ele fez para adornar essa estrutura, como a famosa estatua de Zeus, dizem ser reflexo
dessa bela proporc¢ao. De fato, a letra grega é usada por muitos mateméaticos hoje para
representar a razao aurea, uma vez que é a primeira letra do nome de Fidias quando

escrito em grego como ¢.

Figura 17 — Livro 2, Proposicao 11

D G

” C B

Como vocé pode ver na Figura 16, o Partenon em Atenas, Grécia, se encaixa
perfeitamente em um retangulo aureo, ou seja, um retangulo no qual o quociente dos lados
é a razao aurea. Além disso, na Figura 15, vocé notara varias outras razoes aureas. No
entanto, mesmo hoje, ninguém pode afirmar com certeza se Fidias tinha a razdo aurea em

mente quando projetou a estrutura.
E um pouco mais:

A medida que continuamos a tracar a histéria da razdo durea, encontramos a
proxima aparigao significativa citado anteriormente neste trabalho que é um livro de trés
volumes intitulado “De Divina Proportione” (A Divina Propor¢ao) Figura 3, escrito em
1509 pelo franciscano e matematico Fra Luca Pacioli. O livro contém desenhos do pintor

italiano, escultor, arquiteto, e também matemético Leonardo da Vinci (1452-1519) dos
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cinco sélidos platénicos. Da Vinci também desenhou o “Homem Vitruviano” Figura 18,
por volta de 1487. Esta é uma representacao do corpo humano, que claramente exibe uma

aproximacao da razao aurea.

Da Vinci forneceu notas com base no trabalho de Marco Vitrivio Polido (ca. 84-ca.

27 a.C.), um antigo escritor, arquiteto e engenheiro romano. O desenho , que esta sob a

Figura 18 — “Homem Vitruviano” de Leonardo Da Vinci

Fonte: https://www.gallerieaccademia.it

posso das Gallerie dell’Accademia em Veneza, Italia, é frequentemente considerado como
uma das primeiras inovagoes na representagao pictérica de um corpo humano com as
proporgoes perfeitas. Aparentemente, Da Vinci derivou essas proporc¢oes geométricas do

tratado de Vitrivio, “De Architectura”, livro 3.

O desenho mostra uma figura masculina em duas posi¢oes sobrepostas, com os
bragos e pernas afastados, inscrita em um circulo e um quadrado, que sdo tangentes em
apenas um ponto. A razao aurea é exibida no fato de que a distdncia do umbigo até o
topo da cabega, dividida pela distdncia das solas dos pés do homem até o umbigo (que
parece estar no centro do circulo, conforme mostrado na Figura 18), que é cerca de 0,656,

se aproxima da proporgao durea (que sabemos ser 0,618...).

Se os vértices superiores do quadrado estivessem um pouco mais proximos do circulo,
a proporcao aurea teria sido alcancada. Isso pode ser visto na Figura 19, onde o raio do
circulo é selecionado como 1 e o lado do quadrado é 1,618, aproximadamente igual a ¢, a

razao aurea.

A extensao do uso consciente da razao durea por arquitetos e artistas em suas obras
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Figura 19 — “Homem Vitruviano” de Leonardo Da Vinci

1618

1.000

Fonte: Livro: The Glorious Golden Ratio

ainda € objeto de investigacao e debate, pois nao existem documentos que estabelecam
claramente o seu uso. Nosso desejo de encontrar exemplos da razdao durea pode também
influenciar muitas dessas observagoes. No entanto, existem intiimeros exemplos em que
a proporg¢ao aurea aparece na arte e na arquitetura. Muitos desses exemplos podem ser
encontrados na Internet. Ha também aqueles que sdo céticos quantos a autenticidade

dessas.

H&a também aqueles que questionam as observagoes, como Dan Pedoe, George
Markowsky, Marguerite Neveux e Roger Herz-Fischer. Por outro lado, existem estruturas
(por exemplo, de Le Corbusie), esculturas (como as de Etienne Béothy) ou pinturas e

graficos (por exemplo, de Jo Niemeyer) que documentam o uso da razao durea em seu
design, (POSAMENTIER; LEHMANN;, 2011, p. 36).

24



3 Pentagono regular e a razao aurea: inspirado em uma postagem

do Instagram

Este capitulo se propoe a examinar essa curiosa relacao entre um pentagono regular
e a razao aurea, inspirado em uma postagem do Instagram veja a Figura 20 e postagem
aqui da conta @arc__mathematica com mais de 34.500 seguidores, no dia 02 de abril de
2024. O pentagono regular apresenta a razao aurea quando calculamos a razao entre um
de seus lados e um dos segmentos que formam suas diagonais. Além disso, os problemas
das Secoes 3.4 e 3.5 foram adaptados, pois na Figura 20 o pentagono regular que possui
diagonal ¢? e um segmento igual 1 estd incorreto, e também na Figura 20 o pentdgono
regular que possui diagonal ¢? + 1 também estd incorreto, se assim fosse chegarfamos a

conclusao em ambos de que ¢? = ¢ que é um absurdo.

Figura 20 — Foto do Instagram

1++5

w=p+l,e>l = pg= 5

Fonte: https://www.instagram.com/ars_mathematica

Primeiramente, vamos definir o que é um poligono regular.

Definicao 1. Um poligono é uma figura geométrica plana formada por segmentos de reta
que se unem em pontos chamados vértices. Um poligono reqular é um poligono que atende

as sequintes caracteristicas:

o Todos os lados tém o mesmo comprimento.
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e Todos os angulos internos tém a mesma medida.

o Seus lados podem ser inscritos em uma circunferéncia.

E necessario apenas duas dessas propriedades de poligono regular para decorrer acerca do

pentagono regular.

Vamos deixar claro que um pentagono regular ¢ um poligono que possui cinco lados
iguais e cinco angulos internos iguais a 108°. Entao, vamos relacionar o pentagono regular
de lado £ e a razao aurea, assim fazendo algo mais geral. Além disso, a soma dos angulos

internos é dada pela expressao:
S=(n-—2)-180° (4)

em que S é a soma dos angulos internos e n é o nimero de lados do poligono. Ou seja,

usando o pentiagono regular, temos
S =(5—2)-180° = 540°

Logo, como os angulos internos sao iguais, basta dividir a soma pela quantidade de angulos
internos,
540°

— =108°
)

ou seja, cada um dos cinco angulos internos do pentagono regular mede 108°, conforme

mostrado na Figura 21.

[t]

Figura 21 — Pentagono regular que cada angulo interno mede 108°

Fonte: Elaborado pelo autor

Suponha que o pentagono regular ABCDE de lado ¢, entao provaremos que a
razao do lado ¢ e sua diagonal d é a razao aurea. Agora, vamos tracar duas diagonais BE
e BD. Isto é, os triangulos formados sao isosceles, pois AABE e ABCD possuem lados

iguais a £ e os angulos formados por esses lados é 108°. Logo, a base dos triangulos devem
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Figura 22 — Pentagono regular e as diagonais BE = BD =d

c® ®

Fonte: Elaborado pelo autor

ser iguais e como isso temos BE = BD = d, e também usando a propriedade de que os

angulos internos formados por sua base de um triangulo isosceles sao iguais, temos

ABE = AEB = CBD = CDB = 36°

Com isso, temos um novo tridngulo formado que é ABDE. O angulo formado pelas

diagonais que também sao os lados do triangulo ABDE é de DBE = 36°, pois
CBD + DBE + EBA = 108° = 36° + DBE +36° = 108° = DBE = 36°

Observe que o tridngulo ABDFE é isésceles de lados BD = BE = d e base DE = {, ou
seja, os angulos formados por suas bases é BDE = BED = 72°, como mostra a Figura 23.
Além disso, se tracarmos outra diagonal ligando os pontos A e C' como mostra a Figura 23,
as bases do tridngulo AABC possuem angulos de BC'A = BAC = 36° por ser também
um tridngulo isdsceles de lado ¢. Note que é formado outro tridngulo menor ABCF' de
lados BC' = CF =/{ e base BF = d — {, pois o triangulo AAEF também é isosceles de
lado /.

Figura 23 — Pentagono regular e segmentos de retas formados por suas diagonais

Fonte: Elaborado pelo autor
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Usando semelhanca de tridngulos nos seguintes tridngulos ABDE e ABCF, temos
a razao it
2 T — P —ld=0r = & —ld-1*=0.

Resolvendo a equacao quadratica, temos

eV T2
=

:Eif\/g . dzg'li\/g.

d
2 2

== d

Portanto, considerando apenas o valor positivo por se tratar de comprimento, temos

1++5

d:
¢ 2

()

3.1 Problemal

Considere um pentagono regular ABCDE de lado 1, entdo provaremos que a
diagonal é ¢, como mostra a Figura 24. Analogamente, usando as mesmas propriedades
do inicio deste capitulo e a equacao 5, obtemos

1++5 1++5

— =
2 ¢ 2

p=1

Figura 24 — Pentagono regular de lado 1 e diagonal ¢

A

ce ¢ D

Fonte: Elaborado pelo autor

E importante ressaltar que é entendido aqui ser uma raiz nao negativa por se referir

ao comprimento da diagonal.

3.2 Problema 2

Considere um pentagono regular ABC'DFE e um dos segmentos formados por suas
diagonais EJ = 1, entdo provaremos que o lado AEF = ¢, como mostra a Figura 25.

Analogamente, usando as mesmas propriedades do inicio deste capitulo, temos
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Figura 25 — Pentagono regular de lado ¢ e o segmento EJ =1

C# ¢ D

Fonte: Elaborado pelo autor

O angulo formado por JAE = 36° e AEC = 72°, entdo o segmento formado por
AJE = 72°. Ou seja, o triangulo AAE.J ¢ isosceles de lado iguais AE = AJ e base 1.
Observe que o angulo DJE = 108°, pois AJE + DJE = 180° formando um angulo raso.
Do mesmo modo, o angulo C.JD = 72° ¢ a base D.J =1 do tridngulo ACDJ, ¢ também
no qual possui angulo formado por seus lados de DCJ = 36°, assim como mostra a Figura
26.

Figura 26 — Pentagono regular de lado ¢ e diagonal ¢ + 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que os tridngulos AAEJ e ABC'FE sao semelhantes, entao temos a seguinte

razao abaixo:

AFE BE AFE +1
T~ o — AE=4E

resolvendo a equacao quadratica e considerando apenas o valor positivo, temos

1+45
2

— AE’ - AE—-1=0

AFE

Portanto, AE = ¢, assim como queriamos mostrar.
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3.3 Problema 3

Considere um pentagono regular e ao tragar todas as diagonais é obtido um
pentagrama regular. De tal modo que, os 5 triangulos sao isésceles e congruentes. Isto é,
se a base do tridangulo mede 1, entao provaremos que o lado mede DJ = ¢, assim como

mostra a Figura 27.

Figura 27 — Pentagrama regular formado por 5 triangulos isésceles de lado ¢ e base 1

Fonte: Elaborado pelo autor

E necessdrio enfatizar que o tridngulo ADIJ é isésceles de lado DJ = DI = ¢
e base IJ = 1. Os angulos que formam o tridngulo isésceles ADIJ sao IDJ = 36° e
DIJ = DJI = 72°. Além disso, percebe que no pentagrama se forma um pentagono
regular menor de lado 1, como mostrado na Figura 27. Vamos analisar o tridngulo ADEG

que também ¢ isésceles de lados DG = DE e de base EG, assim como mostra a Figura 28.

Figura 28 — Pentagrama regular formado por 5 triangulos isésceles de lado ¢ e base 1

Fonte: Elaborado pelo autor

Isto é, o triangulo ADFEG possui angulo GDE = 36° e os angulos da base DEG =

DGE = 72°. Usando que os tridngulos ADIJ e ADEG sao semelhantes, entao ao
calcularmos a razao de um dos lados pela base de ambos os triangulos, obtemos

DJ DG DJ DJ+1

_ 2: 2— — =
1_EG:> 1 7 — DJ°=DJ+1 = DJ°"—DJ-1=0
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resolvendo a equacao quadratica e considerando apenas o resultado positivo, temos

1 )
DJ = +2\/_.

Portanto, DJ = ¢ assim como queriamos mostrar.

3.4 Problema 4

Considere um pentiagono regular ABC'DFE de diagonais AC, AD, BE, BD e CE,
como mostra a Figura 29. Usando as propriedades do inicio deste capitulo e as que ja
foram provadas no decorrer dos problemas propostos, temos que as diagonais possui mesmo

comprimento ou medida.

Figura 29 — Pentagono regular e suas diagonais

A

C D

Fonte: Elaborado pelo autor

Suponha que o segmento BG = ¢, entdo provaremos que a diagonal BD = ¢?,

como mostra a Figura 30.

Figura 30 — Pentagono regular

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que, a diagonal BE forma um triangulo isésceles AABE, pois o angulo

BAE = 108° e os lados AB = AE por serem os lados do pentagono regular. Sendo assim,
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os dngulos da base do tridngulo isésceles AABFE sao iguais, ou seja, ABE = AEB , usando
o fato que esses angulos sao da base do triangulo isosceles. Além disso, vamos usar que a

medida dos angulos internos sao iguais a 180°, isto é,
ABE+BAE+AEB =180° = ABE+108°+ AEB = 180° = ABE+AEB = T72°.

De fato, usando a propriedade de ser um triangulo isésceles, temos ABE = AEB = 36°.

Se tragarmos mais uma diagonal AD também teremos mais um tridngulo isésceles,
assim como mostra na Figura 31; pois o triangulo AADFE possui lados iguais AE = DFE ja
que fazem parte do pentagono regular e angulo AED = 108°, ou seja, EAD = EDA = 36°.

Dessa forma, o angulo formado BAD = 72°, pois

BAD + DAE = BAE — BAD +36° = 108° = BAD = 72°

Figura 31 — Pentdgono regular e os angulos formados por suas diagonais

Fonte: Elaborado pelo autor

Com isso, temos que o tridngulo AABG possui angulos ABG = 36° ¢ BAG = 72°.
Usando que a soma dos angulos internos de quaisquer triangulos sao 180°, entao B GA =T72°.
Logo, o triangulo AABG é isésceles de lados AB = BG e base AG, ou seja, o pentagono
regular possui lado igual ¢. Note que, BE = BG + GE = ¢ + GE e também que
AG = GE = BE — ¢. Usando que os tridngulos ABDFE e ABG sao semelhantes pelo

critério AA (Angulo, Angulo), entdo temos a seguinte relacio:

BD  BG BD ¢

DE _AG & BE-¢

multiplicando cruzado, temos
BD-(BE—¢)=¢* = BD-BE—-BD-¢—¢*=0 = BD*—~BD-¢—¢*=0

resolvendo a equacao quadratica, obtemos

_OEVFFLE o 0EV5P RETG
2

BD D=-——— = BD
2 2
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colocando ¢ em evidéncia e considerando apenas o valor nao negativo, temos

1++/5
2

BD = ¢ - — BD = ¢*
Portanto, a diagonal BD = ¢? e como todas as diagonais sdo iguais, entdao as

diagonais também possui medida iguais a ¢?%.

3.5 Problema b

Considere um pentagono regular ABC'DFE de diagonais AC, AD, BE, BD e CE,
como ja foi mostra na Figura 29. Usando as propriedades do inicio deste capitulo e as que
ja foram provadas no decorrer dos problemas propostos, temos que as diagonais possui

mesmo comprimento ou medida.

Suponha que EG = ¢, entdo provaremos que BG = ¢?. Vamos tracar uma diagonal
AD, temos um tridngulo isésceles AADE de lados AE = DE e angulo AED = 108°.
Sabemos que, por ser um triangulo isosceles, os angulos da base sdo iguais EAD = EDE =
36°. Analogamente, os triangulos AABFE e ABCD sao também isosceles, de modo que,
os angulos BAE = BC'D = 108° e lados AB = AE = BC = CD por serem lados do

pentagono regular, como mostra a Figura 32.

Figura 32 — Pentagono regular e os triangulos formados por suas diagonais

Ceé D

Fonte: Elaborado pelo autor

E possivel com essas informacdes dizer que a soma dos angulos abaixo, temos
CBD + DBE + EBA =108° = 36° + DBE + 36° = 108° = DBE = 36°

Usando a propriedade que as diagonais do pentagono regular sao iguais, e de fato sdo iguais,
pois os tridngulos AABE e ABCD e ao usar congruéncia de tridngulo ALA (Angulo, Lado,
Angulo) temos que a base BD = BE. Ou seja, o tridngulo agora formado por essas diagonais
é ABDE, no qual possui dois lados iguais e o formado que é DBE = 36°, um triangulo

isosceles de base DE e por ser isésceles os angulos da base sao BDE = BED = 72°.
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Pelo critério de semelhanca de tridngulos AA (Angulo, Angulo), temos que os

triangulos isésceles AABG e ABDFE sao semelhantes. Logo, temos a seguinte relacao:

BG  BD BG  BG+¢

—_ 2: . 2
1 -DE — 5 B0 = BG*=BG-¢+ ¢

e obtemos a equagao quadratica abaixo,
BG? - BG-¢—¢* =0

resolvendo a equacao quadratica, temos

BG:gzﬁ:I:\/qﬁ;—I—llqbQ

considerando apenas o valor nao negativo e colocando o ¢ que é um termo comum em

evidéncia, temos

1++5

BG=¢-—

— BG = ¢°

Portanto, BG = ¢? assim como querfamos mostrar.

3.6 Curiosidade

E se calcularmos sin(18°), cos(18°), sin(36°) e cos(36°)? Essas expressoes que
parecem simples, escondem casos interessantes e que podemos relacionar com a razao aurea.
Essa razao aurea que esta presente em diversas areas do conhecimento e também em varios
aspectos da natureza, conseguimos relacionar com algumas identidades trigonométricas ja
citadas. Em particular, vamos resolver para o caso sin(18°) e os outros resultados ficam a

cargo do leitor, entao temos:

Suponha que um tridngulo isésceles AABC em que seu angulo formado BAC = 36°,
lados AB = AC' = ¢ e sua base BC' = 1, como mostra a Figura 33.

Observe que, o triangulo ¢ isosceles e por isso os angulos formados por suas bases
devem serem congruentes. Isto é, ABC = ACB = 72°.

Se tracarmos a altura da base do ponto A até o ponto médio M do segmento BC),

entao temos um novo triangulo formado que é AABM, como mostra a Figura 34.
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Figura 33 — Triangulo isésceles de lado ¢ e base 1

A
36°
¢ o
72° 72°
B 1 C

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 34 — Triangulo isdsceles e altura h

A

Fonte: Elaborado pelo autor

Usando que a soma dos angulos internos é 180°, entdo obtemos
ABM + BMA + BAM = 18(°
72° 4+ 90° + BAM = 180°
BAM = 180° — 90° — 72°
BAM = 18°.

35



Como o ponto médio é M do segmento BC', entao BM = —. Sendo assim, usando
o seno para descobrir o lado AD e que o seno é cateto oposto sobre a hipotenusa, temos
—> sin 18° !
sin = —
2¢

- ol

BM
sin 18° = 15 —> sin18° =

Portanto, h = —.
ortanto, 2%
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4 Proposta Didatica

No ambito escolar, aprender sobre a razao aurea pode ser uma experiéncia que o
ajudard a entender nao apenas os conceitos basicos da matematica, mas também suas
aplicacoes praticas. Nesse contexto, a proposta didatica para este capitulo visa explorar a

relacao do decagono regular e a razao durea.

4.1 Atividade 1

Propomos ao leitor reproduzir o estudo realizado no capitulo anterior a outros

poligonos regulares. Como sugestao de resolucdo, podemos destacar o decagono regular.

Seja ABCDEFGHIJ um decagono regular de centro O cujas medidas do lado é ¢
e das diagonais dy, ds, onde d; ¢ a diagonal mais longa e ds é a diagonal mais curta, como

mostra a Figura 35.

Figura 35 — Decagono regular

Fonte: Elaborado pelo autor

Primeiramente, vamos aplicar a formula 4 que expressa a soma dos angulos internos

de um poligono regular, entao obtemos o seguinte:

S =(10—2)-180° = S = 1440°

Com isso, cada angulo interno é de 144°.

Sejam AF, CH e EJ as diagonais mais longas que passam pelo centro O; AH e
BE as diagonais mais curtas. Consideremos os pontos K e L, resultado das interseccao das

diagonais AH e BE com as diagonais FE.J e CH, respectivamente. Note que, a diagonal

37



EJ corta o decdgono regular pela metade por passar pelo centro, entdo o angulo também

¢ dividido pela metade. Isto é, os angulos

EJA=LJA =

Analogamente, JAF = CHI = 72°. Observe que, a diagonal AH acaba formando um
tridngulo isésceles AAHO de lados AO = HO e angulo AOH = 1082, pois o poligono
AOHIJ usando a férmula 4, temos

S =(5—2)-180° = 540°
e como ja sabemos as medidas dos angulos

OAJ + AJI+ JIH + THO + AOH = 540°
72° 4 144° + 144° + 72° + AOH = 540°
AOH = 108°

Sendo assim, os angulos internos OAH = OHA = 36°, como mostra a Figura 36. Note
que, o poligono EFHQO é congruente ao poligono AOHIJ, analogamente, temos que
FOH = 108° e como o a diagonal EJ corta o decagono regular pela metade ao passar

pelo centro, entao temos a seguinte relacao:
EOH + HOJ =180° = HOJ =172°

Logo, temos que JOA = 36°.

Observe que, o tridngulo AALQ é isésceles, pois possui dois dngulos iguais os quais
sio LAO = LOA = 36°, entdo os lados AL e LO séo iguais e angulo formado por esses
lados é de ALO = 108°. Consequentemente, os angulos OAB = AOC = 72°, como mostra
a Figura 36.

Além disso, o triangulo AAJL é isésceles, pois os angulos LAJ =36°e ALJ = 72°,
usando a propriedade que a soma dos angulos internos é 180° temos que AJL = T72°. Logo,

os lados AJ = AL = OL = AB = { que é medida do lado do deciagono regular.

Agora, vamos analisar o triangulo ABC K. Note que,
ABE + KBC = 144° = 108° + KBC = 144° — KBC = 36°

Além disso, como HKB + BKC = 180°, entdo temos BKC = 72°. Pela propriedade
de que a soma dos angulos internos é 180°, entao BCK = 72° formando um triangulo
isosceles com lados BC = BK = /.

De mesmo modo, vamos analisar o tridngulo AEKQO. Observe o tridngulo AH LO

que possui angulo LHO =36° e HOL = 72°, pela propriedade de que a soma dos angulos
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Figura 36 — Decagono regular e as medida de seus angulos

Fonte: Elaborado pelo autor

. d
internos de um triangulo é 180° temos que HLO = 72°. Além disso, HO = EO = 51 pois
sao a metade da diagonal maior que corta o decagono ao meio passando pelo centro O.
Logo, os tridngulos AEKO e AHLO sao congruentes entre si, pelo critério de congruéncia

ALA (angulo, lado, dngulo) e também sao isésceles, isto é,
HL=HO=FEO =FEK

pode se concluir que as bases também sao iguais LO = KO = /.

Portanto, mostrando que poligono ABKOL é um pentagono regular de lado ¢ e
angulos internos de 108°, algo que ja foi demonstrado no Capitulo 3 deste trabalho a

relagdo com a razao aurea.

4.2 Atividade 2

O GeoGebra Classic é um software de matematica gratuito que foi criado por
Markus Hohenwarter no ano de 2001, e consegue alcancar todos os niveis de ensino, que
combina geometria, dlgebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo numa tnica ferramenta.
O GeoGebra estda em mais de 190 paises, isso é consequéncia de sua gratuidade e qualidade,

pois com pouco recurso é possivel acessar de um aparelho celular, tablet e computadores.

Propomos ao leitor reproduzir tudo o que realizado até o momento neste trabalho

usando o GeoGebra Classic, disponivel aqui, veja a Figura 37.

Uma vez acessado o GeoGebra Classic, o leitor deve usar o comando cuja finalidade

é produzir poligonos regulares, veja a Figura 38.
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Figura 37 — Tela inicial do GeoGebra Classic
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Figura 38 — Segunda tela do GeoGebra Classic
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Por fim, é indispensavel que o leitor faga uso o comando cuja finalidade ¢é exibir o

comprimento de segmentos de reta previamente construidos, veja a Figura 39.

Figura 39 — Terceira tela do GeoGebra Classic
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Fonte: Elaborado pelo autor

Consequentemente, o uso de recursos computacionais no estudo do problema de
geometria plana, em questao, pode trazer um incentivo maior ao estudante para a sua

dedicacao a Matematica.
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Consideracoes Finais

Realizar este trabalho enriqueceu o nosso conhecimento matematico, visto que nos
permitiu difundir um pouco mais sobre uma constante matematica tao curiosa que é letra
grega ¢ ou como ¢ também chamada de razao durea, também permitiu nos aprofundar

sobre o que ¢ um pentagono regular e qual a relacao ¢ possivel obter com a razao aurea.

A histéria da razao aurea nos faz alguns questionamentos, os quais sao: por qual
motivo consigo relacionar figuras geométricas, dimensoes de construgoes feitas pela hu-
manidade e achar nessa relagao a razao aurea? Serd que foi intencional? Ja se concluiu
por falta de provas concretas que essa intencionalidade nao existiu e que a razao aurea foi

deixada para os gregos.

Destacamos que ¢é possivel relacionar o pentagono regular com a razao aurea, e
isso nao apenas o lado desse pentagono e a sua diagonal, mas também colocando outros
pentigonos regulares com dimensoes diferentes. Trazer isso para o ambito escolar e usar
o software GeoGebra, consegue deixar a aula mais dindmica. Além disso, ajuda o aluno
a compreender o que esta acontecendo, pois estd sendo mostrado e o faz aperfeicoar seu

conhecimento na matematica.

A proposta didatica é trazer outra figura geométrica, isto é, o decdgono regular.
Anteriormente, foi citado o uso do GeoGebra e aqui também nao seria diferente. Apesar
de que, o grau de dificuldade evolui, mas com alguns conhecimentos ja adquiridos faz com
que o aluno pense de maneira ativa. Buscando relacionar o decagono regular e a razao
aurea, isso usando o aspecto de que angulos internos sao congruentes, e de maneira mais
participativa a partir de tentar achar essa proporc¢ao. Sendo assim, proporcionando ao

aluno tentar expandir isso para outros poligonos regulares.

Por fim, a ideia de trazer essa perspectiva de aproximar o aluno do rigor matematico
e fazer uso de ferramentas como GeoGebra que é um software, isso na educacao basica é
imprescindiveis. Isto é, ndo apenas fazer uso de um software, mas de varios outros pelo

fato que a nossa sociedade é tecnologica.
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