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Resumo
Neste trabalho, fazemos um apanhado da evolução no entendimento do momento de
dipolo magnético leptônico. Iniciamos mostrando que a análise clássica da razão entre
esta quantidade e o spin da partícula é equivocada e deve ser corrigida por um fator
adimensional g. Depois comentamos sobre como experimentos na mecânica quântica de
Schrödinger impõem g = 2, enquanto a teoria posterior de Dirac para o elétron relativístico
prevê esse resultado a partir de primeiros princípios. Em seguida, elaboramos como a
Teoria Quântica de Campos introduz flutuações no vácuo que foram necessárias pela
primeira vez para explicar o desvio de Lamb no átomo de hidrogênio. Esses mesmos efeitos
corrigem o fator g, motivando falar da anomalia (g− 2)/2. Tal quantidade depende não só
da Eletrodinâmica Quântica (QED), como também das interações eletrofracas e fortes que
definem o Modelo Padrão (SM) e são exploradas em sequência. Entretanto, essa teoria
apresenta diversos problemas, sendo um deles a discordância entre a predição do valor da
anomalia muônica e sua observação experimental. Exploramos, portanto, uma extensão
simples do setor eletrofraco chamada de modelo de dois dubletos de Higgs (2HDM) para
resolver a anomalia. É mostrado no fim para a versão específica de lépton (tipo X) que
existe uma região do espaço de parâmetros capaz de eliminar a discrepância.

Palavras-chave: Momento magnético anômalo; Correções radiativas; Física além do
modelo padrão eletrofraco; Modelo de dois dubletos escalares.



Abstract
In this work, we overview the evolution in the understanding of the magnetic dipole
moment for leptons. We begin by showing that the classical analysis of the ratio between
this quantity and the particle’s spin is mistaken and must be corrected by a dimensionless
g factor. We then comment on how experiments in Schrödinger’s quantum mechanics
impose g = 2, while Dirac’s later theory for the relativistic electron predicts this result
from first principles. Subsequently, we elaborate on how Quantum Field Theory introduces
vacuum fluctuations that were first necessary to explain the Lamb shift in the hydrogen
atom. These same effects correct the g factor, motivating us to talk about the (g − 2)/2
anomaly. This quantity depends not only on Quantum Electrodynamics (QED), but also
on the electroweak and strong interactions that define the Standard Model (SM) and
are explored in sequence. However, this theory presents several problems, one of which
is the disagreement between the prediction for the value of the muonic anomaly and its
experimental observation. So we explore a simple extension of the electroweak sector called
the two Higgs doublet model (2HDM) to resolve the anomaly. It is shown at the end for
the lepton-specific version (type X) that there is a region of the parameter space capable
of eliminating the discrepancy.

Keywords: Anomalous magnetic moment; Radiative corrections; Physics beyond the
electroweak standard model; Two scalar doublet model.
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1 Introdução

O Modelo Padrão das Interações Eletrofracas e Fortes (SM) é a teoria mais robusta
em Física de Altas Energias, sendo capaz de explicar uma imensidão de fenômenos e
realizando predições que foram confirmadas diversas vezes por experimento. Uma das
mais celebradas é a de que deve existir um escalar (spin 0) para conferir massa a todas as
partículas elementares, chamado de bóson de Higgs e detectado em 2012 pelo LHC.

f

H

γγ

W

H

γγ t

Figura 1 – Detecção do Higgs H com uma massa de 125 GeV. Retirado de ATLAS.

Apesar de o escalar não interagir diretamente (a nível de árvore) com o fóton γ de
massa nula, o decaimento H → γγ pode ocorrer a nível de loop, criando o pequeno pico
na energia de 125 GeV (veja o apêndice/seção 5). Tanto os férmions carregados f quanto
o bóson vetorial W contribuem para o decaimento indireto.

Figura 2 – Espectro das partículas elementares no Modelo Padrão.

Os campos de matéria aparecem em 3 famílias (ou gerações) progressivamente mais
pesadas ui (quarks tipo up), di (quarks tipo down), li (léptons carregados) e νi (neutrinos)
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com i = 1, 2, 3. A maior contribuição para o decaimento do Higgs vem do quark top (u3),
que é o mais pesado. Os férmions estão listados na figura 2 em conjunto aos campos
bosônicos.

Embora o Modelo Padrão seja bem-sucedido, existem problemas: alguns exemplos
são a massa do neutrino, a assimetria entre matéria e antimatéria, o problema da hierarquia,
quebra de CP no setor forte e a explicação da matéria escura (MELO, 2020). O que será
relevante para esse trabalho é a discrepância existente entre a predição teórica para a
anomalia muônica e seu valor obtido experimentalmente: (COTROZZI; SORBARA, 2022)

aEXP
µ − aSM

µ = (2.51± 0.59) · 10−9 . (1.1)

A ordem 10−9 é uma constatação sobre a precisão do experimento: apesar de a
discrepância parecer pequena, ela tem uma significância de

(
2.51
0.59

)
σ ≈ 4.2σ, muito próxima

de 5σ que indicaria inequivocamente física nova (σ é o desvio-padrão).

E para entender esse experimento, é necessário compreender primeiro do que trata
essa quantidade. A anomalia leptônica al ≡ (gl − 2)/2 corresponde à variação percentual
do fator giromagnético gl em relação a 2, que controla a relação entre o momento de dipolo
magnético intrínseco à partícula e seu spin. Apesar do nome, essa diferença já é esperada
pela teoria, resultando do conhecimento que mesmo no vácuo, um lépton interagindo
com um campo magnético sente a influência das outras partículas através das flutuações
quânticas que dão origem aos loops. No caso da figura 1, eles permitem o decaimento
do Higgs em fótons. Quanto ao momento de dipolo magnético, eles variam o fator g em
relação ao valor de 2 que ele teria se a partícula existisse isolada. Todos os léptons sentem
esse efeito, mas as contribuições de novas partículas são mais intensas para o múon (l2) do
que para o elétron (l1) devido à massa 200 vezes maior da segunda geração.

A anomalia é medida através do estudo da precessão do spin do lépton na presença
de um campo magnético B. A partícula de carga q e massa ml oscila com frequência
(angular) cíclotron ωωωc enquanto seu spin precessiona com frequência ωωωs. A diferença
(chamada de frequência anômala) é proporcional à anomalia:1 (COTROZZI; SORBARA,
2022; KESHAVARZI; KHAW; YOSHIOKA, 2022)

ωωωa ≡ ωωωs −ωωωc = −al

(
q

ml

)
B . (1.2)

Esse efeito está ilustrado na figura 3: para g = 2 (caso à esquerda), o spin (denotado
pelo vetor azul e vermelho) acompanha a revolução cíclotron, de modo que ele é sempre

1 Há correções a essa relação associadas ao campo elétrico de quadrupolo presente no aparato e o fato de
o movimento não ser totalmente ortogonal ao campo magnético. O experimento é realizado de modo a
minimizar essas modificações, mas elas ainda contribuem em parte para a incerteza experimental.
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Figura 3 – Precessão do spin. Veja as animações: (GOMES, 2024).

paralelo ao movimento quando visto de cima. Mas na realidade g > 2, o que implica que
após uma volta o spin tem uma direção levemente diferente da inicial (veja a figura ao
meio). A ilustração à direita captura a precessão do spin ao longo de 7 voltas ao redor
do toroide (a espessura progressivamente maior do vetor indica a passagem de tempo). A
frequência anômala quantifica a precessão observada num dado ponto do toroide.

Para o caso do múon, são inseridos múons positivos num toroide e o decaimento
µ+ → ν̄µ + νe + e+ permite determinar a anomalia através da direção de emissão dos
pósitrons. A razão é que estes são emitidos preferencialmente na direção de spin (veja a
seção 2.5), o que está ilustrado na figura 4. O número de pósitrons detectado em cada
calorímetro (que são as caixas em azul espalhadas ao longo da face interna do toroide)
oscila com a frequência anômala.

Figura 4 – Decaimento em pósitrons (representados em verde).
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O estudo do (g − 2) do múon é então uma maneira de sondar a teoria através de
um experimento a baixas energias, o que é interessante já que não há notícia de física nova
no LHC, que opera atualmente até a escala de TeV. É claro que efeitos discrepantes com
o Modelo Padrão podem aparecer nos colisores a mais altas energias, mas por enquanto
o foco é em baixas energias (existe na verdade o problema da massa do W , tratado por
exemplo por KIM, mas ele é relativamente recente). Um dos modelos de extensão possíveis
para explicar a diferença é o modelo de dois dubletos de Higgs (2HDM). Enquanto no SM,
existe apenas um escalar advindo de um dubleto, no 2HDM há 5 escalares ilustrados na
figura 5. Note que apenas o setor escalar é modificado.

Figura 5 – Espectro no modelo com dois dubletos de Higgs.

No seguinte trabalho, será mostrada a evolução no entendimento do fator giro-
magnético g, desde a predição equivocada g = 1 da mecânica clássica, passando pela
imposição que g fosse 2 por experimentos em mecânica quântica não relativística, até a
predição por primeiros princípios de g = 2 pela mecânica quântica relativística de Dirac.
Em seguida, o desenvolvimento da Teoria Quântica de Campos produz g > 2, motivando
a introdução da anomalia (g − 2)/2. A predição dessa quantidade depende não só da
Eletrodinâmica Quântica (ou QED), como também do Modelo Padrão (SM) como um todo.
Em especial, será abordado um pouco do Modelo Padrão Eletrofraco para então estendê-lo
através do 2HDM. É claro que as interações fortes também contribuem para a anomalia,
mas elas não serão modificadas e portanto não requerem tanta atenção. Mesmo assim,
é importante comentar que existem discrepâncias no cálculo do setor forte/hadrônico,
exploradas brevemente na seção 3.2. Para concluir, o modelo de dois dubletos de Higgs
tipo X será usado para resolver a disparidade entre teoria e experimento observada na
anomalia do múon (equação 1.1), bem como prever uma possível evolução na razão entre
massa do elétron e massa do próton (µ = me/mp). Essa variação permite estabelecer
vínculos cosmológicos sobre o modelo, com destaque ao valor de tan β = v2/v1.
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É importante esclarecer algumas convenções que foram tomadas. Será utilizado o
sistema de unidades naturais (ℏ = c = ϵ0 = 1), de modo que a constante de estrutura fina
por exemplo pode ser expressa na forma:

α = e2

4πϵ0ℏc
≡ e2

4π ≈
1

137 . (1.3)

A constante e = |e| é a carga elétrica elementar.

Durante o texto, também serão usadas as matrizes de Pauli σj:

σ1 =
 0 1

1 0

 , σ2 =
 0 −i
i 0

 , σ3 =
 1 0

0 −1

 . (1.4)

Vale destacar as relações de comutação - [A,B] ≡ AB −BA - e anti-comutação -
{A,B} ≡ AB +BA - dessas matrizes:[

σi

2 ,
σj

2

]
= iϵijkσ

k

2 ;
{
σi, σj

}
= 2δij · 12×2 , (1.5)

sendo ϵijk as constantes de Levi-Civita e δij, a delta de Kronecker.

Foi adotada a convenção de soma de Einstein: índices repetidos indicam uma soma
sobre esse índice. A métrica tem assinatura (+,−,−,−). E tri-vetores são distinguidos de
quadri-vetores usando negrito: por exemplo, o quadri-momento é pµ = (p0,p) = (E,p) e
p2 = pµp

µ = (p0)2 − p2. No geral, a · b = aµb
µ = a0b0 − a · b.
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2 Fundamentação Teórica

2.1 O nascimento do fator-g
O momento de dipolo magnético µµµS inerente a uma partícula elementar carregada

se origina do seu momento angular intrínseco S (denominado de spin). Apesar de ambas
essas quantidades manifestarem propriedades quânticas (como a discretização observada
no experimento de Stern-Gerlach: Sz = ±1/2), uma análise clássica parece ser capaz (a
princípio) de quantificar a relação entre elas. Mas será mostrado aqui que esse não é o caso:
o spin possui uma natureza totalmente quântica que requer, dentre outras modificações, a
introdução de um fator corretivo g na razão µS/S.

Um anel de corrente I com vetor área a é caracterizado por µµµ = Ia, então uma
única carga −e oscilando com período T numa circunferência de raio r produz um ímã de
intensidade:1

µµµ = e

T
πr2n̂ . (2.1)

Já que a carga é negativa, o versor n̂ tem sentido oposto ao momento angular
orbital L (veja a figura 6 à esquerda), com magnitude dada por mvr (v é a velocidade da
partícula e m é a sua massa). Com isso:

µµµL = −e2
2πr
T

r

mvr
L = − e

2mL . (2.2)

Veja que a relação entre µµµL e L não possui dependência alguma no tamanho do
anel: ela contém apenas propriedades da partícula carregada. Aparentemente, mesmo que
a órbita fosse "quase pontual", a razão µL/L seria a mesma. Esse fato pareceu insinuar
que a equação 2.2 deve valer também para o momento de dipolo magnético de spin:

µµµS = − e

2mS . (2.3)

Apesar de esse argumento parecer razoável, a natureza do spin é bem mais compli-
cada que a do momento angular orbital. A explicação completa dessa quantidade exige

1 A magnetostática, que garante os resultados expostos aqui, supõe correntes estacionárias (GRIFFITHS,
2017). Esse não é o caso da carga pontual em órbita, já que cada ponto da circunferência encontra
"picos" instantâneos de corrente separados pelo período T , com I = 0 em todos os outros instantes.
Logo, I = I(t). Isso pode ser contornado distribuindo uniformemente a carga sobre o anel ou supondo
T → 0. Tomar esse limite não altera o resultado final 2.2, já que ele independe de T .
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uma análise além da teoria clássica que será apresentada aqui e mostra que a equação 2.3
deve ser corrigida por um fator adimensional g:

µµµS = −g e

2mS . (2.4)

A análise ingênua que foi feita agora previu g = 1. A mecânica quântica não
relativística exigiu g = 2 para obter conciliação com experimento, o que depois foi
confirmado por primeiros princípios pela mecânica quântica relativística. A transição para
a Teoria Quântica de Campos mostrou que g é levemente diferente de 2, o que motivou
passar a falar de (g − 2)/2. Essa é a chamada anomalia que se tornará o foco deste TCC.

2.1.1 A natureza contra-intuitiva do spin

A forma clássica de explicar a transição de 2.2 para 2.3 seria a seguinte: imagina-se
a carga como uma esfera composta por anéis de corrente como na figura 6 à direita. Cada
anel obedece à relação 2.2, então a esfera como um todo obedece à mesma equação se a
carga e a massa forem uniformemente distribuídas. Ela pode ser até infinitesimal, já que
não se faz referência ao tamanho do objeto. Nesse limite, identifica-se o momento angular
como o spin e se obtém a equação 2.3.

L

µµµL

−e

S

µµµS

≡ e−

Figura 6 – Representação heurística do elétron.

Entretanto, é necessário salientar que esse não é um modelo realístico para uma
partícula elementar como o elétron. Para obter um valor de momento angular de 1/2 para
uma esfera de raio r com distribuição uniforme de massa m, seria preciso que:

L = Iω =
(2

5mr
2
)
v

r
= 1

2 ∴ v = 5
4mr . (2.5)

Note que v é a velocidade no equador. É possível estabelecer um limite superior
para o raio do elétron igualando sua energia de repouso à energia potencial que ele possui
por estar inserido no seu próprio campo eletrostático: (GRIFFITHS, problema 4.25)

m = e2

4πrmax
= α

rmax
∴ mr ≤ α . (2.6)

Substituindo em 2.5:
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v ≥ 5
4α = 5

4 · 137 ≡ (171.25)c . (2.7)

Isso torna óbvio que o spin não pode ser modelado como uma rotação em torno
do próprio eixo. Essa observação é ainda mais forte quando se percebe que as partículas
elementares são entendidas hoje como pontuais, o que força essa quantidade a ser reconhe-
cida como um momento angular intrínseco. Ou seja, L e S obedecem à mesma álgebra e
produzem efeitos análogos (como o momento de dipolo magnético), mas a representação
do spin como uma pequena esfera girando não é física e deve ser interpretada de forma
heurística caso seja usada (ver também SEBENS, 2019).

2.1.2 Experimentos que apontaram g = 2

A forma de medir o fator giromagnético de spin de uma partícula (µS/S) é fazendo
ela interagir com um campo magnético. O primeiro experimento que efetuou isso e ao
mesmo tempo mostrou a quantização do spin foi o de Stern-Gerlach em 1922:

Figura 7 – Ilustração do experimento de Stern-Gerlach. O encontro entre as duas bandas
no aparato em verde é devido ao efeito de borda.

Eram enviados átomos de prata numa região de campo magnético não homogêneo,
o que produzia sobre o feixe uma força:

Fz = ∇(µµµS ·B)z = µSz
∂Bz

∂z
= − e

2m
∂Bz

∂z
gSz . (2.8)

O experimento indicou gSz = ±1 (EISBERG; RESNICK, 1985), correspondendo
às duas manchas observadas no aparato. Já que duas componentes adjacentes de momento
angular devem ser separadas por 1, obtém-se Sz = ±1/2 e então g = 2.
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Um outro indicativo desse valor para o fator giromagnético foi o efeito Zeeman,
nome dado à separação entre níveis de energia do átomo de hidrogênio na presença de um
campo magnético externo Bext:

∆HZ = −µµµ ·Bext = −(µµµL + µµµS) ·Bext = e

2m(L + gS) ·Bext . (2.9)

A observação desse efeito para as ondas s (l = 0) confirmou que g = 2. Um
fenômeno análogo a esse é o acoplamento spin-órbita, que não envolve campos externos. No
referencial do elétron no átomo de hidrogênio, é o próton que o "orbita". Esse movimento
da carga positiva gera um campo magnético B que acopla ao momento de dipolo magnético
µµµS do elétron. Pela lei de Biot-Savart, sendo L o momento angular orbital do elétron:

B ≈ I

4π

∮ dl× ˆ
2 = I

4πr2 (2πr)L
L

= e

2mvr2T
L = e

4πmr3 L . (2.10)

O mesmo argumento da nota de rodapé 1 vale aqui. Os vetores B, dl e (com
r = | |) estão representados em laranja, verde e preto na figura 8, respectivamente. Usando
esse resultado:

∆HSO = −µµµS ·B ≈ gSO
e2

8π
(S · L)
m2r3 . (2.11)

Figura 8 – Esquema clássico (aproximado) do átomo de hidrogênio no referencial do elétron,
que funciona como um pequeno dipolo magnético.

Veja que o fator-g foi trocado por gSO, obtido por observação como 1. Isso não
contradiz os resultados dos outros experimentos devido ao fenômeno da precessão de
Thomas: a aceleração centrípeta do elétron o torna uma série de referenciais inerciais
distintos, o que é percebido pela transformação de coordenadas como uma precessão de



2.2. A MECÂNICA QUÂNTICA RELATIVÍSTICA 22

seus eixos. No fator giromagnético, isso corresponde à substituição g → gSO = g − 1.
(HAAR; CURTIS, 1987)

2.2 A mecânica quântica relativística

2.2.1 A teoria da relatividade no átomo de hidrogênio

Um dos grandes triunfos da mecânica quântica é a equação de Schrödinger, que
permite determinar a evolução temporal da função de onda Ψ(x, t) dada sua configuração
inicial Ψ(x, 0) e o potencial V (x, t) ao qual a partícula está submetida:

HΨ(x, t) ≡ − 1
2m∇

2Ψ(x, t) + V (x, t)Ψ(x, t) = i
∂Ψ(x, t)

∂t
. (2.12)

Uma das consequências dessa EDP (equação diferencial parcial) é uma lei de
conservação local expressa através de uma equação de continuidade (veja o fim da subseção
2.3.1): (SAKURAI, 2017)

∂

∂t

(
|Ψ|2

)
+∇ ·

[ 1
m

Im(Ψ∗∇Ψ)
]

= 0 . (2.13)

A carga conservada foi identificada por Max Born como a probabilidade de encontrar
a partícula numa região, sendo |Ψ(x, t)|2 a densidade de probabilidade. É assim que a
teoria de Schrödinger se conecta com experimento, já que a função de onda "crua" Ψ(x, t)
não carrega significado físico.

Para um potencial estático V (x), é possível mostrar que a solução separável
Ψ(x, t) = Ψ(x)e−iEt satisfaz 2.12 se a parte espacial Ψ(x) obedecer à equação de autovalores:

HΨ(x) = − 1
2m∇

2Ψ(x) + V (x)Ψ(x) = EΨ(x) . (2.14)

Sendo o potencial de Coulomb do átomo de hidrogênio (V = −αr−1), os autovalores
permitidos para a energia são:

En =
(
− 1

2mea2

) 1
n2 = (−13.6 eV)

n2 ≡ −Ry
n2 (n = 1, 2, 3...) . (2.15)

O comprimento a = (meα)−1 é chamada de raio de Bohr. O espectro de energia é
degenerado, significando que a energia En é compartilhada por autoestados Ψnlm, onde l e
m quantizam o momento angular orbital:

L2 |lm⟩ = l(l + 1) |lm⟩ (l = 0, 1, 2...n− 1) ;

Lz |lm⟩ = ml |lm⟩ (ml = −l,−l + 1...l) .
(2.16)
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Entretanto, a equação 2.14 é baseada na expressão clássica para a hamiltoniana do
elétron:

H = p2

2m + V . (2.17)

Sendo que a hamiltoniana de uma partícula livre é na verdade H =
√

p2 +m2

quando se leva em conta a teoria da relatividade. Expandindo para |p| ≪ m:

H = m

(
1 + p2

m2

)1/2

= m

(
1 + p2

2m2 −
p4

8m4 + ...

)
. (2.18)

A energia de repouso m é constante e pode ser ignorada, o que permite escrever a
correção relativística numa primeira aproximação como:

∆Hr = − p4

8m3 +O
[
(p/m)6

]
. (2.19)

Isso modifica a relação entre energia e momento da curva azul na figura 9 à
esquerda para a curva azul à direita. Note que ela aproxima de forma mais eficiente a
relação relativística mostrada em vermelho.

E

p

E

p

Figura 9 – Relações de dispersão entre energia e momento. A curva em vermelho corres-
ponde à relação relativística e a expansão 2.18 é representada em azul, sendo
mantida até segunda ordem à esquerda e até quarta ordem à direita. Note que
a região em verde, em que o erro percentual é menor que 0.1% (valor escolhido
arbitrariamente), alarga quando se inclui o termo 2.19.

É possível usar teoria perturbativa de primeira ordem para calcular a contribuição
mais importante dessa correção para o espectro de energia:

∆E1 = ⟨nl|∆H |nl⟩ . (2.20)

Usando as equações 2.19 e 2.17, isso resulta em:

∆l1R = − 1
8m3 ⟨nl|p

4 |nl⟩ = − 1
8m3 (2m)2 ⟨nl| (H − V )2 |nl⟩ . (2.21)
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Essa correção é na mesma ordem que o efeito spin-órbita (2.11), o qual produz o
seguinte desvio nos níveis de energia:

∆E1
SO = α

2m2 ⟨nl; s = 1
2 | (S · L)r−3 |nl; s = 1

2⟩ . (2.22)

Somando as duas correções, obtém-se (usando j = l ± 1/2, que está associado ao
momento angular total J = L + S): (GRIFFITHS, 2005)

∆E1
fs = ∆l1R + ∆E1

SO = (En)2

2m

(
3− 4n

j + 1/2

)
. (2.23)

Essa correção é chamada de estrutura fina. Veja que foi necessário usar teoria
perturbativa para incluir essa mudança nos níveis de energia do átomo de hidrogênio
causada pela incorporação tanto da relatividade (presente explicitamente na equação 2.19
e implicitamente na equação 2.11, devido à precessão de Thomas) quanto do spin do
elétron. A teoria de Schrödinger não inclui esses efeitos naturalmente, e é por isso que foi
necessário pôr g = 2 "à mão", por exemplo. O que será mostrado agora é que a inclusão
completa da relatividade não só elimina a necessidade de tratar os efeitos previstos por
Einstein perturbativamente, como também introduz naturalmente o spin na teoria.

Figura 10 – Ilustração da estrutura fina para os estados com n = 2 no espectro de energia
do átomo de hidrogênio.

2.2.2 A equação de Klein-Gordon

Em vez de fazer as associações p → −i∇ e E → i ∂
∂t

a partir da relação clássica
para a energia, obtendo a equação de Schrödinger, é feito agora uma síntese covariante
dessas expressões (pµ → i∂µ) que pode então ser usada na relação de dispersão relativística
de uma partícula livre (p2 = m2), conhecida como quadri-momento "na casca": veja a
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figura 11. Isso resulta numa equação diferencial de segunda ordem que trata espaço e
tempo de forma simétrica, diferente da equação de Schrödinger:

(∂2 +m2)ϕ(x) = 0 . (2.24)

Figura 11 – Quadri-momento "na casca". O eixo vertical representa a energia e o plano
corresponde ao tri-momento.

A equação de Klein-Gordon, como ela é chamada, está associada à seguinte equação
de continuidade: (SAKURAI, 2017)

∂µj
µ = 0 , jµ = i

2m(ϕ∗←→∂µϕ) ≡ i

2m [ϕ∗∂µϕ− (∂µϕ∗)ϕ] . (2.25)

Numa tentativa de interpretar a carga conservada como a probabilidade, como é
feito no caso de Schrödinger, identifica-se a densidade de probabilidade como:

ρ = 1
m

Im
(
ϕ
∂ϕ∗

∂t

)
. (2.26)

A derivada temporal implica que essa função não é positiva definida, o que entra
em conflito com a interpretação probabilística. O tratamento moderno reconhece que
é possível interpretar ρ como uma densidade de carga, o que implica na existência de
partículas idênticas às que estão sendo tratadas mas com a carga oposta: essas são as
anti-partículas. Considerando que as soluções linearmente independentes de 2.24 são ondas
planas do tipo e±ip·x com p2 = m2, o fato de que uma delas é o complexo conjugado da
outra indica que o campo de Klein-Gordon possui dois graus de liberdade reais, associados
à existência da partícula e da anti-partícula. Em analogia com a equação de Schrödinger:
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i
∂

∂t
(e−ip·x) = +Epe

−ip·x ;

i
∂

∂t
(e+ip·x) = −Epe

+ip·x .

(2.27)

Veja que a solução de cima pode ser entendida como um autoestado de energia
Ep =

√
p2 +m2, enquanto a de baixo possui energia −Ep. A existência de soluções com

energias negativas pode ser remediada com a introdução de um campo eletromagnético
Aµ através de um acoplamento mínimo pµ → p̃µ = pµ + eAµ. Já que o momento aparece
ao quadrado na relação de dispersão, fazer p→ −p equivale a fazer e→ −e: ou seja, as
soluções de "energia negativa" podem ser entendidas na verdade como soluções de energia
positiva mas com carga oposta, corroborando para a interpretação de anti-partículas.

Apesar dessa interpretação atual, a não-positividade de 2.26 foi entendida na época
como um fracasso da equação de Klein-Gordon e motivou a procura por uma equação de
onda relativística de primeira ordem, já que isso eliminaria o gradiente presente na corrente
da equação de continuidade. De toda forma, mesmo que se use o tratamento moderno, os
2 graus de liberdade do campo complexo ϕ associados aos dois possíveis valores de carga
(±e) não são suficientes para descrever o elétron com spin. Hoje se entende que a equação
2.24 descreve partículas de spin 0, como será elaborado adiante.

2.2.3 A equação de Dirac

Paul Dirac conseguiu encontrar uma equação de onda relativística para o elétron
que fosse de primeira ordem, eliminando o problema que a equação 2.26 possui. Para isso,
ele precisou fatorar a relação p2 −m2 = 0 em algo com formato:

p2 −m2 = (/p+m)(/p−m) = /p
2 −m2 = 0 . (2.28)

O objeto /p ≡ γµpµ é uma combinação linear entre as componentes do quadri-
momento, com os coeficientes γµ possuindo uma natureza a priori desconhecida. Já que
p2 = gµνpµpν e /p2 = γµγνpµpν , o mais simples seria fazer γµγν = gµν . Entretanto, isso não
funciona quando se reconhece que a métrica é diagonal. Mesmo que γµ fossem matrizes,
uma análise do determinante torna óbvio que seria impossível satisfazer (γ0)2 = 1 e
(γi)2 = −1. O que é feito então é simetrizar a quantidade /p2:

/p
2 = 1

2(γµγνpµpν + γνγµpνpµ) = 1
2{γ

µ, γν}pµpν . (2.29)

É necessário assim que {γµ, γν} = 2gµν · 1. Essa ideia é promissora para o spin: se
os coeficientes γµ forem a identidade e as 3 matrizes de Pauli σi, a função de onda será
forçada a ter dois graus de liberdade associados às componentes de spin ±1

2 . Entretanto, a
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relação {σi, 1} = 2σi deixa claro que o espaço de matrizes 2×2 não é grande o suficiente.
Dirac percebeu que os objetos que ele procurava deveriam ter na verdade ordem 4×4,
sendo construídos aninhando as matrizes de Pauli nesse espaço maior:

γµ =
 0 σµ

σ̄µ 0

  σµ = (1,+σσσ) ;
σ̄µ = (1,−σσσ) .

(2.30)

Essa é a representação das matrizes de Dirac na chamada base quiral, que recebe
esse nome por um motivo que se tornará claro adiante. Escolhendo /p −m = 0 em 2.28
(será mostrado que isso produz os mesmos resultados que /p+m = 0) e fazendo pµ → i∂µ,
obtém-se a equação de Dirac:

(i/∂ −m)ψ(x) = 0 . (2.31)

O objeto ψ(x) possui 4 componentes complexas e é chamado de espinor. Note que
2.31 admite soluções de onda plana do tipo u(p)e−ip·x e v(p)e+ip·x desde que se tenha:

(/p−m)u(p) = (/p+m)v(p) = 0 . (2.32)

Isso demonstra que mesmo escolhendo /p −m = 0 em 2.28 (onde p é o operador
pµ → i∂µ), ambas as possibilidades aparecem através de 2.32 (onde p passa a ser o autovalor
de momento do estado de onda plana). A equação 2.27 também é útil aqui desde que sejam
feitas as associações e−ip·x → u(p)e−ip·x e e+ip·x → v(p)e+ip·x. Entretanto, o argumento
utilizado no caso de Klein-Gordon para eliminar as energias negativas não funciona mais,
dado que o momento aparece agora em primeira ordem. O que Dirac fez foi supor que todos
os estados de autovalor −Ep já estariam ocupados, impedindo que um elétron perdesse
energia indefinidamente devido ao princípio de exclusão de Pauli2. Esse "mar" de férmions
resolvia outro problema: a existência de 2 graus de liberdade adicionais no espinor. Se
dois fótons colidissem num determinado ponto, com uma energia igual (ou superior) a
2m, seria possível excitar um elétron de autovalor −E para uma energia positiva E igual
(ou superior) a m. O que restaria no mar seria um "buraco" que, por estar imerso em
energia e carga negativa, teria o mesmo comportamento que um elétron de energia e carga
positiva imerso no vácuo: Dirac identificou esse corpúsculo como a anti-partícula do elétron
(que recebe o nome de pósitron). Essa predição, ilustrada na figura 12, foi confirmada
experimentalmente por Carl Anderson em 1932 (figura 13).

Note que mesmo prevendo a existência de anti-partículas, a equação 2.31 produzia
a densidade de probabilidade positiva que Dirac procurava: (SAKURAI, 2017)

2 Se esse princípio não fosse invocado, a introdução de interações eletromagnéticas faria o elétron emitir
fótons ad infinitum. É assim que ele desceria indefinidamente no espectro de energias.
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Figura 12 – Interpretação do mar de Dirac. Cada ponto representa um autoestado de
momento que pode ser ocupado por dois elétrons de spin ms = ±1/2.

∂µj
µ = 0 , jµ = ψ†γ0γµψ ≡ ψ̄γµψ (j0 = ψ†ψ > 0) . (2.33)

A predição do pósitron não foi o único triunfo dessa teoria. A presença das matrizes
de Pauli na equação indicava que finalmente o spin estaria sendo introduzido naturalmente.
É aqui que se obtém g = 2 pela primeira vez a partir de primeiros princípios. Fazendo
o acoplamento mínimo p̃ ≡ p + eA (não é necessário introduzir o potencial escalar por
enquanto, já que o campo magnético B = ∇×A já é o bastante para estudar o momento
magnético), obtém-se para o espinor u(p):

(/̃p−m)u(p) =
 −m E − σσσ · p̃
E + σσσ · p̃ −m

 u1

u2

 = 0 . (2.34)

Ou ainda:

 mu1 + σσσ · p̃u2 = Eu2 ;
mu2 − σσσ · p̃u1 = Eu1 .

(2.35)

Multiplicando a equação de baixo por σσσ · p̃ à esquerda e substituindo na de cima
com a aproximação K(u2 − u1) = O(p3) para |p| ≪ m (sendo K a energia cinética),
encontra-se:

mu1 + σσσ · p̃u2 = Eu2 ≈ Ku1 +mu2 = Ku1 + Eu1 + σσσ · p̃u1

∴ mu1 +
(

1 + K

m

)
σσσ · p̃u1 + σσσ · p̃ σσσ · p̃

m
u1 ≈ 2Ku1 +mu1 + σσσ · p̃u1 .

(2.36)
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Figura 13 – Descoberta do pósitron, que se curva no sentido oposto ao elétron num campo
magnético conhecido. (ANDERSON, 1933)

Desprezando novamente termos de ordem O(p3) e utilizando as relações de comu-
tação e anti-comutação das matrizes de Pauli, torna-se possível escrever:

(σσσ · p̃)(σσσ · p̃)
2m u1 =

[
p̃2

2m + iσσσ

2m · (p̃× p̃)
]
u1 ≈ Ku1 . (2.37)

Sendo que:

p̃× p̃u1 = (i∇− eA)× (i∇u1 − eAu1)
= −ie[∇× (Au1) + A×∇u1]
= −ie(∇×A)u1 = −ieBu1 .

(2.38)

Então:

(
p̃2

2m − µ
µµS ·B

)
u1 ≈ Ku1 . (2.39)

O momento magnético µµµS é dado pela equação 2.4 com a identificação S = σσσ/2 e
g = 2. A estrutura fina também pode ser derivada de forma exata através da teoria de
Dirac (desde que seja feito o acoplamento mínimo completo p̃µ = pµ + eAµ), resultando
em: (BETHE; SALPETER, 1957)

Enj = m


1 +

 α

n− (j + 1/2) +
√

(j + 1/2)2 − α2

2


−1/2

− 1

 . (2.40)

Expandindo em ordem α4, encontra-se: (GRIFFITHS, 2005)
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Enj ≈ −
13.6 eV
n2

[
1 + α2

n2

(
n

j + 1/2 −
3
4

)]
. (2.41)

Isso é o que se obtém somando En da eq. 2.15 e ∆E1
fs dado na eq. 2.23.

Mesmo sendo interpretado inicialmente como uma função de onda relativística, o
objeto ψ(x) da equação 2.31 pode ser visto também como um campo clássico assim como
o campo eletromagnético. Essa visão permite, por exemplo, resgatar parcialmente a ideia
do elétron girando através de um estudo do fluxo de massa e carga nesse campo. Nesse
paradigma, a carga rotaciona com o dobro da velocidade da massa, o que resulta em g = 2
(SEBENS, 2019). Nas próximas seções, será mostrado que a reinterpretação de ψ(x) como
um campo, acompanhada de uma quantização desse objeto, introduz fenômenos que não
apareciam na teoria de Dirac. Um deles é a anomalia magnética.

2.3 Teoria de Campos
Apesar do sucesso da teoria de Dirac, ainda existiam questões que ela não conseguia

resolver. Uma delas era o problema da causalidade: a amplitude para a propagação de
uma partícula é não-nula mesmo fora do cone de luz, quando se usa a interpretação de
funções de onda (PESKIN; SCHROEDER, 2007). As observações também contribuíram
para abandonar esse modelo, com destaque ao desvio de Lamb que será discutido na seção
2.4.1. A solução foi levar a predição de anti-partículas de Dirac à sua conclusão lógica:
a de que a teoria fundamental deve ser uma de multi-partículas. A ideia da função de
onda, que existe para descrever uma única partícula, é trocada pela ideia do campo, que
corresponde a uma propriedade do espaço-tempo que permite a excitação de partículas.
Nessa seção, serão abordadas algumas tecnicalidades importantes associadas à teoria de
campos.

"Até agora, todos achavam que a equação de Dirac se referia diretamente a partículas
físicas. Agora, na teoria de campos, reconhecemos que as equações se referem a um
subnível. Experimentalmente estamos preocupados com partículas, mas as velhas

equações descrevem campos." (Julian Schwinger, tradução livre)

2.3.1 Teorema de Noether

Dada uma lagrangiana L(ϕa, ∂µϕa), as equações de movimento para os campos são
obtidas extremizando a ação sobre uma região Ω do espaço-tempo, com δϕa = 0 sobre ∂Ω:

S =
∫

Ω
L d4x ∴ δS = 0 ⇔ ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕa)

]
− ∂L
∂ϕa

= 0 . (2.42)
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As equações de movimento obtidas são chamadas de equações de Euler-Lagrange.
Uma consequência delas é a relação entre simetrias e leis de conservação. Uma simetria
contínua dos campos é definida como uma transformação do tipo ∆ϕa = Xa(ϕ)ϵ que muda
a lagrangiana por um termo de divergência ∆L = ∂µF

µ(ϕ)ϵ. Isso não altera as equações de
movimento, já que a ação varia por um termo que é constante sob extremização, δ(∆S) = 0.
O teorema de Noether garante que existe uma corrente conservada jµ: (MAGGIORE,
2005)

jµ = ∂L
∂(∂µϕa)Xa(ϕ)− F µ(ϕ) , ∂µj

µ = 0 . (2.43)

Isso produz uma lei de conservação local, que indica que a variação da carga num
volume V só pode acontecer por meio do fluxo através das paredes desse volume (∂V ):

d

dt

∫
V
j0d3x = −

∮
∂V

j · da . (2.44)

Tomando V → R3, j|∂V → 0 e se recupera a lei de conservação global.

2.3.2 Representações do grupo de Lorentz

Enquanto todos os campos se transformam trivialmente sob translações (ϕ′
a(x) =

ϕa(x + ϵ)), de modo que o tensor energia-momento tem sempre o mesmo formato (a
menos de um fator aditivo de divergência nula), o mesmo não pode ser dito sobre as
transformações de Lorentz (PESKIN; SCHROEDER, 2007). Para uma transformação
x′ = Λx, a forma mais simples pela qual um campo pode se transformar (conhecida como
representação trivial) é ϕ′(x′) = ϕ(x) ou ϕ′(x) = ϕ(Λ−1x). Esse campo é chamado de
campo escalar. Há também a representação vetorial, A′(x) = Λ · A(Λ−1x): conforme a
posição no espaço-tempo se transforma (através, por exemplo, de uma rotação espacial), o
vetor Aµ segue a mesma transformação. Em especial, uma rotação de 2π do ponto implica
numa rotação de 2π do campo. Isso está ilustrado na figura 14.

•

A′(x′) = Λ · A(x)

A′(x) = Λ · A(Λ−1x)

Figura 14 – Campo vetorial.
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Mas há também uma terceira "representação" do grupo de Lorentz que recebe as
aspas porque uma rotação de 2π do ponto implica na verdade numa rotação por π do
campo (veja a figura 15). Esse é o campo espinorial, que se transforma através de uma
multifunção S(Λ) da transformação de Lorentz Λ. Isso resulta na lei ψ′(x) = S(Λ)·ψ(Λ−1x).
A razão pela qual S(Λ) é uma multifunção é que S(Λ = 1) = ±1.

•

ψ′(x′) = S(Λ) · ψ(x)

ψ′(x) = S(Λ) · ψ(Λ−1x)

Figura 15 – Campo espinorial.

O que conecta essas representações é o comportamento da forma infinitesimal
das transformações. Toda simetria contínua pode ser expressa como uma composição
de infinitas transformações infinitesimalmente conectadas à identidade (ou seja, do tipo
1 + iαkGk com |αk| ≪ 1). A rotação pelo ângulo θ de um vetor v em torno de um eixo n̂,
por exemplo, pode ser escrita como:

v′ = lim
N→∞

(
13×3 + i

θ

N
n̂ ·T3×3

)N

v , (Tk)ij = −iϵijk . (2.45)

Isso se baseia no fato de que a rotação por α infinitesimal pode ser dada por
v′ = v + α(v× n̂) se o sentido da rotação for horário quando n̂ "sai" da página. A figura
abaixo ilustra as etapas da transformação 2.45 com θ = π para valores crescentes de N (v é
o vetor em verde, n̂ em vermelho e os vetores em roxo correspondem a fazer o expoente em
2.45 variar de 1 a N). Veja que a composição de transformações conectadas à identidade
se aproxima da rotação por π com respeito a n̂ conforme N →∞.

A equação 2.45 pode ser expressa de forma mais sucinta como:

v′ = exp (iθn̂ ·T) v . (2.46)

No geral, uma transformação contínua é expressa através de exp(iαkGk). (HAYWOOD,
2010) Os operadores Gk, que conectam a forma infinitesimal da transformação à sua forma
finita e contínua, são chamados de geradores. Com esse conceito, é possível conectar
as representações vetorial e espinorial: ambas são produzidas a partir de geradores que
obedecem à mesma álgebra. Para a representação vetorial:
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N = 10 N = 50 N = 100

Figura 16 – Uma transformação contínua pode ser entendida como uma composição de
infinitas transformações infinitesimais.

Λµ
ν = exp

(
− i2ωρσIρσ

)µ

ν
. (2.47)

Sendo:

(Iρσ)µν ≡ i(δρ
µδ

σ
ν − δρ

νδ
σ
µ) . (2.48)

As componentes ωij parametrizam as rotações e ω0i, os boosts. Para a representação
espinorial, tem-se:

S(Λ)A
B = exp

(
− i2ωρσS

ρσ
)A

B
. (2.49)

Sendo:

Sµν ≡ σµν

2 ≡ i

4[γµ, γν ] . (2.50)

Apesar de pertencerem a espaços diferentes, tanto Iρσ quanto Sρσ formam repre-
sentações para os geradores Mρσ do grupo de Lorentz, pois ambos obedecem à álgebra:
(MüLLER-KIRSTEN; WIEDEMANN, 2010)

[Mρσ,M τν ] = i(ηρνMστ + ηστMρν − ηρτMσν − ησνMρτ ) . (2.51)

O teorema de Noether relaciona a simetria de rotação espacial ao momento angular.
A transformação do campo devido à mudança do ponto produz o momento angular orbital,
enquanto sua transformação intrínseca produz o momento angular de spin. O campo
escalar tem spin 0, o vetorial tem spin 1 e o espinorial tem spin 1/2.
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ϕ′(x) = S(Λ)·ϕ(Λ−1x) ;
A′(x) = S(Λ) · A(Λ−1x) ;
ψ′(x) = S(Λ) · ψ(Λ−1x) .

(2.52)

Os geradores formalizam essa identificação: Sij corresponde aos operadores de spin
na representação de spin 1/2 e I ij, na de spin 1.

Independente da representação do campo, a lagrangiana deve se transformar
como uma função escalar. Unindo isso ao vínculo de que as equações de Euler-Lagrange
devem produzir equações de Klein-Gordon para cada componente isolada do campo (que
corresponde à relação p2 −m2 = 0 escrita no espaço das posições), é possível determinar a
lagrangiana livre para cada uma das representações: (PESKIN; SCHROEDER, 2007)

LKlein-Gordon = 1
2
[
(∂µϕ)(∂µϕ)−m2ϕ2

]
. (2.53)

LProca = −1
4(∂µAν − ∂νAµ)2 + m2

2 AµA
µ . (2.54)

LDirac = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ , ψ̄ ≡ ψ†γ0 . (2.55)

2.3.3 Quiralidade vs. helicidade

Definindo γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3, é possível mostrar que os operadores PL/R ≡ 1
2(1∓ γ5)

se comportam como projetores: P 2
L/R

= PL/R e PR/LPL/R = 0. Além disso, PR/LS(Λ)PL/R = 0,
significando que o rótulo de um espinor ψ através desses projetores (ψL/R ≡ PL/Rψ) é
invariante por Lorentz. Ele não é, porém, conservado (PESKIN; SCHROEDER, 2007).
A relação de anti-comutação {γ5, γµ} = 0 e a hermiticidade de γ5 implicam que com
ψ̄L/R ≡ (ψL/R)†γ0:

ψ̄γµψ = ψ̄Lγ
µψL + ψ̄Rγ

µψR ;
ψ̄ψ = ψ̄LψR + ψ̄RψL .

(2.56)

Essas quantidades são, respectivamente, o vetor e o escalar que compõem a lagran-
giana de Dirac 2.55. Veja que o escalar aparece acompanhado da massa e introduz uma
mistura entre os rótulos L e R. Ou seja, para uma partícula de spin 1/2 com massa, o
rótulo L/R não é conservado.

Na base definida por 2.30, γ5 = diag(−1, 1), de modo que para ψT = (ψ1 ψ2 ψ3 ψ4),
tem-se ψT

L = (ψ1 ψ2 0 0) e ψT
R = (0 0 ψ3 ψ4). A afirmação de que o rótulo L/R é invariante

de Lorentz (ou, em outras palavras, que ψL e ψR formam representações irredutíveis do
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espaço espinorial) é evidente nessa base, já que S(Λ) aparece diagonal. Para a rotação da
equação 2.45 (ωij = −ωi

j = −iθn̂ ·Tij = −θϵijkn̂k), tem-se:

S(Λ) =


exp

(
i
θ

2 n̂ · σσσ
)

0

0 exp
(
i
θ

2 n̂ · σσσ
)
 . (2.57)

Para um boost ω0i = χi:

S(Λ) =

 exp
(
−1

2χ
χχ · σσσ

)
0

0 exp
(

+1
2χ
χχ · σσσ

)
 . (2.58)

A observação de que L↔ R mantém o parâmetro de rotação fixo mas inverte o
sinal do parâmetro de boost sugere que esse rótulo possui relação com a transformação de
paridade (x→ −x, t→ t), dado que apenas o boost relaciona uma coordenada espacial
com uma temporal. A rotação relaciona duas coordenadas espaciais que se transformam
igualmente sob paridade, então ela é incapaz de sentir o efeito dessa transformação. Por
esse motivo, denota-se ψL como espinor de mão esquerda e ψR como espinor de mão
direita, com o rótulo L/R sendo chamado de quiralidade (daí o nome da base 2.30). O
espinor se transforma como ψ(x, t)→ γ0ψ(−x, t) sob paridade, já que a matriz γ0 tem as
propriedades esperadas dessa transformação: ela é sua própria inversa e efetua uma troca
de quiralidade, PL/Rγ

0 = γ0PR/L.

A quiralidade não deve ser confundida com a helicidade, que corresponde a uma
projeção do spin na direção de momento linear. A segunda é conservada e não é invariante
de Lorentz, já que é possível inverter o sentido do momento linear através de um boost
mantendo o spin no mesmo sentido. Há, entretanto, um cenário em que as duas se tornam
equivalentes: o caso de massa nula. Nessa situação, a quiralidade passa a ser conservada
assim como a helicidade, já que o termo de massa que acopla o espinor de mão esquerda
com o de mão direita desaparece. Além disso, a helicidade passa a ser invariante de Lorentz
assim como a quiralidade, já que uma partícula de massa nula se propaga à velocidade da
luz e torna impossível que se inverta seu momento através de um boost. De fato, escrevendo
o operador helicidade como h ≡ ϵijkp̂iSjk, encontra-se: (PESKIN; SCHROEDER, 2007)

hψL/R = ∓1
2ψL/R (m = 0) . (2.59)

Isso explica por que a escolha de 1
2(1∓ γ5) como projetor de mão esquerda/direita,

e não o contrário: no limite de massa nula, a quiralidade do espinor corresponde a que
tipo de "hélice" seu spin faz enquanto ele se move (veja a figura 17).
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Figura 17 – Motivação para o nome "helicidade" baseada na imagem heurística do spin
(desqualificada como uma possível explicação fundamental na subseção 2.1.1).
As partículas se movem para cima na figura e o vetor em verde representa
o spin. Um ponto na superfície da partícula de helicidade −1/2 segue um
trajeto de hélice de mão esquerda, enquanto o de helicidade +1/2 segue uma
hélice de mão direita.

Apesar do nome "helicidade", note que o spin é entendido agora como a carga
associada (através do teorema de Noether) a como o campo se transforma através da
simetria de Lorentz. Isso completa a demolição da ideia de uma esfera girante.

2.3.4 Teoria de Campos Quântica

A lagrangiana 2.55 produz como equação de movimento a mesma equação que foi
derivada por Dirac, 2.31. Entretanto, há uma diferença crucial na interpretação: o espinor
ψ(x) deixa de ser uma função de onda e passa a ser um campo. Até agora esse campo foi
tratado de forma puramente clássica. O que resta ser feito é quantizá-lo, ou seja, convertê-lo
em operador sobre um espaço de Hilbert: essa é chamada de segunda quantização (já que
a primeira corresponde a transformar apenas os observáveis em operadores e tratar de
funções de onda). O espinor livre, por exemplo, passa a ser expandido na forma:

ψ(x) =
∑

s

∫ d3p
(2π)3

1
(2Ep) 1

2

[
as(p)us(p)e−ip·x + b†

s(p)vs(p)e+ip·x
]
. (2.60)

É adotada a normalização de PESKIN; SCHROEDER. O índice s indica o spin
(s = ±1/2). Os elementos em vermelho são operadores escada no espaço de Hilbert,
sendo a (b) operadores de aniquilação de partícula (anti-partícula) e a† (b†) operadores de
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criação de partícula (anti-partícula)3. Essa expansão é feita em analogia com o formalismo
algébrico do oscilador harmônico quântico. Em preto, tem-se uma transformada de Fourier
de soluções de onda plana da equação de Dirac. A ideia de as soluções das equações
de movimento serem campos quantizados e não funções de onda resolve, por exemplo,
o problema da causalidade. Além disso, ela prova a conexão entre spin e estatística:
campos de spin semi-inteiro devem ser quantizados a partir de relações de anti-comutação,
resultando em {a†

s(p), a†
r(q)} = 0 → a†

s(p)a†
r(q) |0⟩ = −a†

r(q)a†
s(p) |0⟩. Já campos de

spin inteiro devem ser quantizados a partir de relações de comutação, resultando em
[a†

s(p), a†
r(q)] = 0 → a†

s(p)a†
r(q) |0⟩ = +a†

r(q)a†
s(p) |0⟩. Um estado de multi-partículas

simétrico (anti-simétrico) sob permutação entre seus elementos indica uma estatística
bosônica (fermiônica), implicando que campos de spin inteiro geram bósons enquanto
campos de spin semi-inteiro geram férmions. (PESKIN; SCHROEDER, 2007)

Mas o maior sucesso da Teoria Quântica de Campos está na sua capacidade
de fazer predições sobre processos físicos. Quando se introduzem interações, torna-se
impossível resolver as equações de movimento analiticamente. O que se faz então é calcular
as quantidades relevantes para processos físicos (como a seção de choque) através de
teoria perturbativa, que faz uso das expressões obtidas na teoria livre para computar
quantidades referentes à teoria com interações. Os termos na expansão perturbativa podem
ser ilustrados através dos chamados diagramas de Feynman, com cada elemento do grafo
correspondendo a uma expressão analítica. O campo 2.60, por exemplo, está associado aos
processos ilustrados na figura 18.

ψ(x) ∼ +

p p

ψ̄(x) ∼ +

p p

Figura 18 – Operadores escada.

Convenciona-se que quando o fluxo fermiônico é paralelo ao sentido do momento,
trata-se de um férmion: caso contrário, é um anti-férmion. Uma consequência é que o
termo de massa fermiônico pode ser expresso pelo diagrama da figura 19.

ψL ψ̄R + ψR ψ̄L

Figura 19 – Termo de massa fermiônico.

3 Veja que aqui a anti-partícula aparece como um outro tipo de excitação do campo, e não como o
buraco indicativo da ausência de partícula que Dirac usou em sua abordagem (figura 12).
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Formalmente, os diagramas de Feynman correspondem ao elemento de matriz
invariante iM(i→ f) presente no cálculo da amplitude associada ao processo em que |i⟩
no passado assintótico (|i; t = −∞⟩) se torna |f⟩ no futuro assintótico (|f ; t = +∞⟩):

lim
τ→∞
⟨f ; τ |i;−τ⟩ ≡ ⟨f |S |i⟩ = δif + iM(i→ f) · (2π)4δ4(Pf − Pi) . (2.61)

A parte trivial da matriz S, S = 1, corresponde à delta na última expressão e
descreve os processos em que nenhuma interação ocorre, logo o estado final deve ser
idêntico ao inicial. Os diagramas de Feynman estão associados à parte não trivial de S e
correspondem à expressão analítica: (PESKIN; SCHROEDER, 2007)

iM(i→ f) · (2π)4δ4(Pf − Pi) = ⟨f0|T exp
(
i
∫
d4xLint0

)
|i0⟩ . (2.62)

O operador T é o chamado operador de ordenamento temporal. Todas as quanti-
dades no lado direito são calculadas de acordo com a teoria livre, daí o subscrito 0 e a
abordagem perturbativa. A exponencial é expandida em série em função de um parâmetro
adimensional extraído da lagrangiana. Geralmente a menor ordem já aproxima de forma
excelente a amplitude observada, com os termos de ordens superiores funcionando como
correções. Isso, é claro, supõe que o parâmetro adimensional é menor que 1 e portanto
suas potências se tornam cada vez menores. Esse é o caso, por exemplo, da carga elétrica
e (ou a constante de estrutura fina α) associada à QED.

2.4 Correções radiativas na QED

2.4.1 O desvio de Lamb e a renormalização da massa

Em 1947, medições feitas por Lamb e Retherford mostraram um desvio na ordem de
micro-ondas entre os estados 2s1/2 e 2p1/2 do átomo de hidrogênio (LAMB; RETHERFORD,
1947): foi encontrado que E(2s1/2)−E(2p1/2) ∼ 1000 MHz. Isso impulsionou o desenvolvi-
mento da Eletrodinâmica Quântica (QED), que era a única teoria capaz de explicar essa
pequena diferença entre estados que - na abordagem de Dirac - deveriam ser degenerados.
Nesse novo paradigma, o termo de interação na lagrangiana LQED ⊃ eψ̄γµψAµ permite
que o elétron no átomo de hidrogênio emita e reabsorva fótons ad infinitum (de acordo com
2.62), o que altera seus níveis de energia e é chamado portanto de auto-energia fermiônica.

+ + + + ...

Figura 20 – Auto-energia fermiônica.
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Figura 21 – Ilustração do efeito Lamb.

O efeito dessas partículas virtuais (ou propagadores), que recebem esse nome por
não poderem ser observadas diretamente, era em princípio divergente. A conservação de
momento não restringe os momenta individuais dos propagadores em loop (apenas a soma
entre eles), então é necessário integrar sobre todos os possíveis valores como ilustrado na
figura 22.

=

∫
d4k

(2π)4p p

k

p−k

Figura 22 – Integral no momento.

É essa integral que produz os infinitos indesejados.

Hans Bethe percebeu que para um elétron livre, a auto-energia corresponde simples-
mente a uma redefinição da massa do férmion (na verdade, o primeiro a propor essa ideia
foi Kramer, mas Bethe fez o cálculo explicitamente; veja MITRA). Se o férmion existisse
isolado, ele teria uma massa imaginada m0. Entretanto, as interações com fótons virtuais
da QED transformam m0 numa nova massa m. Apenas esse novo valor pode ser observado,
já que medições exigem (por definição) que haja interações. Então para calcular o desvio
nos níveis de energia do átomo de hidrogênio, é necessário subtrair o valor da auto-energia
do elétron livre, pois essa parte já está incorporada no fato de que se usa a massa física do
elétron e não sua massa imaginada. O que resta é um resultado finito que concorda com
as medições feitas por Lamb e Retherford. O infinito presente na redefinição da massa
acaba não sendo importante no fim das contas, já que ele relaciona uma quantidade física
(m) a um parâmetro não físico (m0).

Mesmo dependendo da filosofia da Teoria Quântica de Campos, o cálculo original de
Bethe tratou o elétron de forma não relativística, usando seu estado predito pela equação
de Schrödinger, e quantizou apenas o fóton A (BETHE, 1947). Usou-se teoria perturbativa
independente do tempo de segunda ordem (já que o fóton é emitido e reabsorvido) com
a hamiltoniana de interação correspondendo a HI = (e/m)p · A (obtida inserindo o
acoplamento mínimo na energia cinética do elétron): (GRIFFITHS, 2005; MANDL; SHAW,
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1993)

δE(nl) = −
∑
|k|

∑
λ

∑
r=1,2

| ⟨λ, nr(k) = 1|HI |nl⟩ |2

Eλ + |k| − En

. (2.63)

Entendendo que o fóton tem momento k contínuo e introduzindo o fator de
normalização relativístico (2k)−1 na integral em k (que é um resquício da expansão do
campo do fóton em operadores escadas feita de forma análoga a 2.60), a expressão acima
se torna:

δE(nl) = −
(
e

m

)2 ∫ d3k
(2π)3

1
2|k|

∑
λ

∑
r=1,2

| ⟨λ|εεεr(k) · p |nl⟩ |2
Eλ + |k| − En

. (2.64)

O fóton aqui é transverso (k̂ · εεε = 0), significando que para um ângulo θk entre seu
momento e o do elétron:

∑
r=1,2
|εεεr(k) · p|2 + |k̂ · p|2 = |p|2 ∴

∑
r=1,2
|εεεr(k) · p|2 = |p|2(1− cos2 θk) . (2.65)

Fazendo d3k = k2dk · 2π · d(cos θk), obtém-se:

δE(nl) = − 1
6π2

(
e

m

)2 ∫ ∞

0
|k|dk

∑
λ

| ⟨λ|p |nl⟩ |2

Eλ + |k| − En

. (2.66)

Veja que aparece uma divergência linear no momento, correspondendo à redefinição
da massa. O mesmo acontecia no eletromagnetismo clássico se a massa fosse interpretada
como a energia carregada pelo elétron por ele estar inserido no seu próprio campo ele-
trostático, como foi feito na equação 2.6. Lá o problema era resolvido estipulando que o
elétron tem um raio não nulo e portanto um corte é feito na integral para a energia. Se
esse corte for a zero, o campo elétrico vai a infinito e a divergência reaparece (veja a figura
23). Aqui a mesma ideia de cortar a integral numa escala de energia suficientemente alta
(ou uma escala de comprimento suficientemente pequena) será implementada, chamada
de regularização. Mas a outra etapa é a renormalização, que corresponde a subtrair a
auto-energia da partícula livre.

Considerando que os níveis de energia da partícula livre são contínuos e estão
associados a autoestados de momento, deve ser feito:

∑
λ

→
∫ d3λλλ

(2π)3/V
, |λ⟩ → 1

V 1/2 |λλλ⟩ , (2.67)

sendo V o volume espacial que se relaciona à delta de Dirac no zero:

V =
∫
d3x eiq·x

∣∣∣
q=0

= (2π)3 δ3(q)
∣∣∣
q=0

. (2.68)
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Figura 23 – Divergência clássica na massa, conforme o raio vai a zero.

Usando | ⟨λλλ|p |λ′λ′λ′⟩ |2 = λλλ2(2π)3δ3(λλλ− λ′λ′λ′)(2π)3δ3(0) e a equação acima, tem-se:

δEf (λ′λ′λ′) = − 1
6π2

(
e

m

)2
λ′λ′λ′2

∫ ∞

0
dk . (2.69)

Já que o estado |nl⟩ tem uma distribuição de momento, obtém-se:

δEf (nl) = − 1
6π2

(
e

m

)2
⟨nl|p2 |nl⟩

∫ ∞

0
dk . (2.70)

O verdadeiro desvio na energia é dado então por:

∆E(nl) = δE(nl)− δEf (nl)

= − 1
6π2

(
e

m

)2
(∫ ∞

0
|k|dk

∑
λ

| ⟨λ|p |nl⟩ |2

Eλ + |k| − En

−
∑

λ

⟨nl|p|λ⟩ ⟨λ|p |nl⟩
∫ ∞

0
dk

)

= 1
6π2

(
e

m

)2∑
λ

| ⟨λ|p |nl⟩ |2
∫ ∞

0
dk

Eλ − En

Eλ − En + |k| .

(2.71)

Essa integral é formalmente divergente. Entretanto, Bethe percebeu que ela produz
uma função que é insensitiva a variações no argumento quando k →∞: o logaritmo (a
comparação entre o comportamento linear e logarítmico está ilustrada na figura 24). Então
o que ele fez foi efetuar um "corte" na integral num valor K suficientemente grande. Pelo
mesmo motivo da insensitividade do logaritmo, ele pode ser retirado da soma sobre os
estados λ com o fator |Eλ −En| trocado por uma média ⟨E − En⟩ (quando encontrado no
argumento do logaritmo). Isso produz:

∆E(nl) = 1
6π2

(
e

m

)2∑
λ

| ⟨λ|p |nl⟩ |2(Eλ − En) ln K

|Eλ − En|

= 1
6π2

(
e

m

)2
ln K

⟨E − En⟩
∑

λ

| ⟨λ|p |nl⟩ |2(Eλ − En) .

(2.72)
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Figura 24 – Comportamento linear (em vermelho) vs logarítmico (em verde).

A única parte que falta ser analisada é a soma em λ. Devido à hermiticidade do
operador momento:

∑
λ

| ⟨λ|p |nl⟩ |2(Eλ − En) =
∑

λ

pλnpnλ(Eλ − En) . (2.73)

A expressão acima pode ser reescrita em termos do comutador [p, [H,p]]nn, onde a
hamiltoniana poderá ser trocada pelo potencial já que a parte cinética comuta com p.

[p, [H,p]]nn = 2 ⟨nl|pHp |nl⟩ − ⟨nl|p2H |nl⟩ − ⟨nl|Hp2 |nl⟩
= 2

∑
λ

⟨nl|p|λ⟩ ⟨λ|Hp |nl⟩ − 2En

∑
λ

⟨nl|p|λ⟩ ⟨λ|p |nl⟩

= 2
∑

λ

(Eλ − En)pnλpλn .

(2.74)

Por outro lado, devido à associação p→ −i∇:

[∇, [f(x),∇]]g(x) = ∇ · (f∇g)−∇2(fg)− f∇2g +∇ · (f∇g) = (−∇2f)g . (2.75)

A quantidade de interesse é então:

1
2[p, [H,p]]nn = 1

2

[
−i∇,

[
− e2

4πr ,−i∇
]]

nn

= e2

8π [∇, [r−1,∇]]nn

= e2

8π ⟨nl| 4πδ
(3)(x) |nl⟩ = e2

2 |Ψnl(0)|2 .

(2.76)

A simetria esférica do potencial de Coulomb implica que a função de onda pode ser
separada num produto entre uma parte radial e uma angular: Ψnlm(x) = Rnl(r)Y m

l (θ, ϕ).
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As ondas s (l = 0) não possuem dependência angular e a densidade de probabilidade é
não nula no núcleo: ela está ilustrada para o estado 2s através da opacidade na figura 25.
Mas ondas p (l = 1) possuem uma dependência angular, então a função de onda só pode
ser contínua no zero se Rnl(0) for nulo (veja a figura 26). Portanto, |Ψnl(0)|2 ∼ δl0 e a
separação entre os níveis 2s e 2p é explicada.

Figura 25 – Densidade de probabilidade do estado 2s do átomo de hidrogênio (n = 2, l = 0).
A função de onda possui uma dependência puramente radial.

= ×

Figura 26 – Densidade de probabilidade do estado 2p do átomo de hidrogênio (n = 2, l = 1).
Veja que ela pode ser expressa como um produto entre uma dependência
puramente radial e outra puramente angular.

Note que através de um simples cálculo não relativístico (|k| ≪ m), Bethe foi capaz
de explicar o efeito Lamb. De fato, substituindo K = m para o corte, ⟨E − En⟩ = 17.8 Ry
e |Ψnl(0)|2 = (πa3n3)−1δl0, o resultado 2.72 chega bem próximo ao valor medido em 1953
de 1057.8± 0.1 MHz: (MANDL; SHAW, 1993)

∆E = 1040 MHz . (2.77)

A pequena discrepância é eliminada no tratamento relativístico completo com
inclusão de outros efeitos do vácuo, como o efeito de produção de pares virtuais fermiônicos
(BARANGER; BETHE; FEYNMAN, 1953). Na verdade, o efeito Lamb para o elétron
pode receber a maior parte da contribuição da auto-energia, mas para o múon, que tem
uma massa maior, a contribuição principal é da produção de pares, chamada de polarização
do vácuo (veja a próxima seção).

Uma reclamação que pode ser feita é que o desvio de Lamb, apesar de variar
lentamente com o corte, ainda diverge no tratamento de Bethe. Isso é contornado numa
análise relativística, que mostra que o que pareceu uma divergência linear na massa é na
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Figura 27 – O comportamento que pareceu linear na figura 24 se revela logarítmico a altas
energias. Portanto, o desvio de Lamb é formalmente finito.

verdade logarítmica (veja a figura 27). Um corte na escala de energia Λ resulta na seguinte
redefinição da massa: (MANDL; SHAW, 1993)

δm = m−m0 = 3α
2πm ln

(
Λ
m

)
. (2.78)

Logo, a divergência no efeito Lamb é apenas aparente a baixas energias. Nasce
aqui a ideia de que uma vez subtraído o infinito através da regularização e posterior
renormalização, o que sobra é finito e pode ser medido. Esse efeito observável é chamado
de correção radiativa. A anomalia magnética resultará desse mesmo conceito (seção
2.4.3).

O comportamento apresentado na equação 2.78 pode ser entendido de forma simples
recordando que a massa de um férmion corresponde ao processo de troca de quiralidade.
Logo, se a partícula tem massa nula ou próxima de zero, sua quiralidade é conservada e se
encontra associada a uma simetria (chamada de simetria quiral). A regularização da teoria
deve manter as simetrias presentes originalmente, então δm deve ir a zero conforme m vá
a zero. A forma de satisfazer isso é através de 2.78. A constante α é esperada da expansão
perturbativa. Portanto, o cálculo de 2.78 se resume a demonstrar o fator 3 · (2π)−1.

2.4.2 A renormalização da carga elétrica

A renormalização da massa absorve a quantidade divergente δm na redefinição da
massa m0 presente na lagrangiana numa massa física m:

LQED = ψ̄(iγµDµ −m0)ψ −
1
4FµνF

µν ∴ Lint = e0ψ̄γ
µψAµ ,

Dµ = ∂µ − ie0Aµ .

(2.79)
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Porém, isso não elimina todos os infinitos da teoria. Ainda existem divergências
associadas a cada termo da lagrangiana: o fóton, o férmion e a interação (ou vértice).
Usando as regras de Feynman, os propagadores são modificados da seguinte maneira (que
está ilustrada na figura 28): (MANDL; SHAW, 1993)

i

/p−m+ iϵ
+ i

/p−m+ iϵ
(ie2Σ(p)) i

/p−m+ iϵ
+ ... = i

/p−m+ iϵ
· Z2 − e2 iZ2

/p−m+ iϵ
Σc(p) ;

−igµν

q2 + iϵ
+
(
−igµα

q2 + iϵ

)
(ie2Παβ(q))

(
−igβν

q2 + iϵ

)
+ ... = −igµν

q2 + iϵ
· Z3 + e2 iZ3gµν

q2 + iϵ
Πc(q) .

(2.80)

+

p

+ ... = ×Z2 +

(
correções
radiativas

)

+

q

+ ... = ×Z3 +

(
correções
radiativas

)

Figura 28 – Renormalização dos propagadores.

As quantidades divergentes são Z2 e Z3. O subscrito c indica as correções radiativas.
A modificação das linhas externas (ou seja, os elementos do diagrama que "vão a infinito"
e podem ser observados) é dada por (veja a figura 29):

u(p) + i

/p−m+ iϵ
(ie2Σ(p))u(p) + ... = u(p) · Z1/2

2 ;

ϵµ(q) + −ig
µα

q2 + iϵ
(ie2Παβ(q))ϵβ(q) + ... = ϵµ(q) · Z1/2

3 .

(2.81)

+

p

+ ... = ×Z
1
2
2

+

q

+ ... = ×Z
1
2
3

Figura 29 – Renormalização das linhas externas.

A comparação entre a renormalização dos propagadores e das linhas externas
permite extrair a seguinte conclusão:

A renormalização pode ser efetuada nos vértices, correspondendo a uma modificação da
carga elétrica de e0 para e.
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A última quantidade divergente (Z1) aparece na redefinição do vértice (figura 30):

ie0γ
µ + e2(ie0Λµ) + ... = ie0γ

µ · Z−1
1 + e2(ie0Λµ

c )Z−1
1 . (2.82)

p p′
q

+ + ... = ×Z−1
1 +


 correções

radiativas




Figura 30 – Renormalização do vértice.

Note que o cenário de partícula livre é recuperado quando o fóton externo no
vértice modificado tem momento que tende a zero. Nesse limite, o loop se assemelha à
auto-energia fermiônica. O fato de a renormalização depender da situação de partícula
livre, como foi sugerido por Bethe, resulta na segunda conclusão:

A renormalização da auto-energia fermiônica se relaciona à do vértice modificado. Um
pouco de manipulação mostra que Z1 = Z2.

As duas conclusões obtidas permitem inferir que as 3 quantidades divergentes Z1,
Z2 e Z3 podem ser todas absorvidas na renormalização da carga elétrica. Já que há 2
férmions e 1 fóton para cada 1 vértice, obtém-se:

e0 → e = e0
(
Z

1/2
3

)1 (
Z−1

1

)1 (
Z

1/2
2

)2
= e0Z

1/2
3 . (2.83)

A interpretação desse resultado é que os pares férmion-anti-férmion, que geram a
quantidade divergente Z3, produzem uma polarização do vácuo que blinda a carga elétrica.
Esse efeito de blindagem está ilustrado abaixo.
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Figura 31 – Polarização do vácuo.
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Para redefinir a carga elétrica, porém, é necessário introduzir um novo tipo de
regularização. Para o caso da renormalização da massa, bastava fazer um "corte" na integral
da auto-energia:

ie2Σ(p) = −e2
∫ d4k

(2π)4γ
µ

i(/p− /k +m)
(p− k)2 −m2 + iϵ

γν −igµν

k2 + iϵ
. (2.84)

Esse corte é efetuado formalmente substituindo o propagador do fóton por um que
possua uma pequena massa λ→ 0 (pois há também uma divergência do tipo infravermelho,
ou seja, de baixas energias, sempre que aparece um fóton virtual no loop) subtraído do
propagador para uma escala de massa Λ→∞ responsável por regularizar a divergência
do tipo ultravioleta (de altas energias):

1
k2 + iϵ

−→ 1
k2 − λ2 + iϵ

− 1
k2 − Λ2 + iϵ

= 1
k2 − λ2 + iϵ

f(k2,Λ2) ;

f(k2,Λ2, λ2) = λ2 − Λ2

k2 − Λ2 .

(2.85)

Note que o fator de regularização f vai a 1 para Λ → ∞, recuperando a QED
original. Para Λ grande, mas finito, ele alivia a divergência presente na integral e permite
concluir que:

δm = 1
2mū(p)(ie2Σ(p))u(p) = 3α

2πm ln
(

Λ
m

)
. (2.86)

Esse é precisamente o resultado mencionado em 2.78. O sucesso desse método de
regularização para o caso do efeito Lamb, por exemplo, pode fazer parecer que ele também
deve funcionar para a renormalização da carga elétrica, associada à polarização do vácuo:

ie2Πµν(q) = e2(−1)Tr
∫ d4p

(2π)4 iγ
µ

i(/p+ /k +m)
(p+ k)2 −m2 + iϵ

iγν
i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ
. (2.87)

A modificação da integral seria agora pelo fator f(p2,Λ2, 0)2: é feito λ = 0 porque
não aparece um propagador fotônico na polarização do vácuo e o fator é elevado ao quadrado
porque a divergência agora é em princípio quadrática em vez de linear. Entretanto, isso
resulta numa massa M para o fóton que depende do corte Λ: (PESKIN; SCHROEDER,
2007)

ie2Πµν ∝ e2Λ2gµν ∴ M ∝ eΛ . (2.88)

Sendo que a massa do fóton é protegida como zero pela simetria de gauge da carga
elétrica (que será discutida adiante). Isso motiva a introdução de um novo método de
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regularização que mantenha a simetria de gauge: essa é a regularização dimensional, onde
o número de dimensões é modificado no lugar do intervalo permitido de energias. Em
vez de trabalhar em 4 dimensões espaço-temporais, as integrais são feitas em D = 4− η
dimensões com η → 0 no final. Isso produz: (PESKIN; SCHROEDER, 2007; MANDL;
SHAW, 1993)

ie2Πµν(q) = (q2gµν − qµqν) · ie2Π(q2)

∴
e2 − e2

0
e2

0
= Π(0) ≈ − 2α

3πη .

(2.89)

A identidade de Ward (qµΠµν(q) = 0), uma condição necessária para a conservação
de carga elétrica, agora é respeitada. Note que a carga imaginada é infinitamente maior
que a carga física. Mas essa renormalização não é observada. Na verdade, o que se observa
são as correções radiativas associadas à quantidade:

e2Π̂(q2) = e2(Π(q2)− Π(0)) = −2α
π

∫ 1

0
dxx(1− x) ln

(
m2

m2 − x(1− x)q2

)
. (2.90)

Esse efeito finito é observado, por exemplo, no potencial de Uehling a baixas energias
(que contribui levemente para o desvio de Lamb do elétron e tem uma importância bem
maior no desvio de Lamb do múon WALCHER):

V (r) = −α
r

(
1 + α

4
√
π

e−2mr

(mr)3/2 + ...

)
. (2.91)

E também na ideia de que a carga elétrica muda de forma efetiva com a escala de
energia:

αeff(q2) = α

1− α

3π ln
(
− q2

e5/3m2

) . (2.92)

A ideia de uma constante de acoplamento que varia com a escala de energia (ou,
equivalentemente, com a distância) será importante quando for discutida a contribuição
da QCD para o g − 2.

2.4.3 O momento magnético revisitado

A modificação no vértice corresponde à substituição (leia a figura 30 com o tempo
da esquerda para a direita):

ū(p′)γµu(p)→ ū(p′)Γµ(p, p′)u(p) = ū(p′)(γµ + e2Λµ(p, p′))u(p) . (2.93)

É possível conhecer mais sobre Γµ mesmo antes de resolver a integral, bastando
usar a identidade de Ward (qµΓµ = 0 com q = p′ − p) e a identidade de Gordon:(PESKIN;
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SCHROEDER, 2007)

ū(p′)γµu(p) = ū(p′)
(

(p′ + p)µ

2m + iσµνqν

2m

)
u(p) . (2.94)

Escrevendo (sem perda de generalidade) Γµ = γµ · A(q2) + (p′ + p)µ · B(q2) +
(p′ − p)µ · C(q2), a primeira identidade implica que C = 0 - já que ū(p′)(/p′ − /p)u(p) =
(ū(p′)m)u(p) − ū(p′)(mu(p)) = 0 e qµ(p + p′)µ = m2 −m2 = 0 - e a segunda identidade
implica que o termo de coeficiente B(p+ p′)µ pode ser escrito em termos de γµ e σµνqν .
Ou seja:

Γµ(p′, p) = γµF1(q2) + iσµνqν

2m F2(q2) . (2.95)

As funções F1 e F2 são chamadas de fatores de forma. Em menor ordem, F1 = 1 e
F2 = 0. A corrente fermiônica na interação com um potencial vetor se torna então:

u(p) =
 √p · σξ√

p · σ̄ξ

 ≈ √m
 (1− p · σσσ/2m)ξ

(1 + p · σσσ/2m)ξ

 (2.96)

∴ ū(p′)γiu(p) = 2mξ†
(

p′ · σσσ
2m σi + σi p · σσσ

2m

)
ξ ∼ 2mξ′†

(−i
2mϵijkqjσk

)
ξ + ... (2.97)

Os objetos ξ são espinores de duas componentes que indicam o spin da partícula.
Essa expressão produz a seguinte amplitude:

iM = −i(2m) · eξ′†
(
σk

2m

)
ξBk(q) , Bk(q) = iϵijkqiAj(q) . (2.98)

Aplicando a aproximação de Born (para |q| ≈ 0; veja PESKIN; SCHROEDER)
com a omissão do primeiro fator 2m na expressão acima (que é resquício da normalização
relativística), torna-se possível identificar o potencial como V (x) = −⟨µµµ⟩ ·B(x) com:

⟨µµµ⟩ = − e

m
ξ′†σσσ

2 ξ . (2.99)

Assim como no caso de Dirac, isso corresponde à relação 2.4 com a identificação
g = 2. Diferente de Dirac, no entanto, o cálculo do fator giromagnético na QED não
acaba aqui. Conforme se progride na expansão perturbativa em α, a variação no fator de
forma F1 (F1 − 1) passa a contribuir para a renormalização do vértice γµ e é absorvida na
redefinição da carga elétrica (e0 → e). A correção radiativa vem do fator de forma F2, que
produz a seguinte corrente fermiônica:

ū(p′)
(
i

2mσijqj

)
F2(q2 ≈ 0)u(p) = 2mξ′†

(−i
2mϵijkqjσk

)
ξ · F2(0) . (2.100)
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Veja que isso é o mesmo que no caso de menor ordem, mas multiplicado por F2,
significando que a variação no fator g será 2F2(0):

g = 2 + 2F2(0) = 2 + O(α) . (2.101)

O fator de forma F2(0) pode ser interpretado então como a variação percentual de
g em relação a 2, chamada de anomalia magnética:

al ≡
gl − 2

2 = F2(0) = O(α) . (2.102)

Em ordem α, é obtido F2(0) = α(2π)−1 (MANDL; SHAW, 1993).

Já é esperada uma diferença entre a anomalia para os diferentes léptons (elétron e
múon, por exemplo) mesmo na QED, já que um pode influenciar o outro a partir de 2
loops (é possível inserir a polarização produzida por um dos férmions no loop do outro).
Enquanto ae depende da razão me/mµ ∼ 1/200, aµ tem a mesma dependência mas na
razão mµ/me ∼ 200. Então as duas quantidades já seriam diferentes somente pelo fato
de as massas serem distintas. Mas uma diferença bem mais importante, e a que motiva
a estudar aµ mais do que ae, é que o múon ter uma massa maior implica que ele é mais
sensível a outras interações fora da QED. Uma delas é a interação eletrofraca.

2.5 O Modelo Padrão Eletrofraco
Em 1930, Pauli propôs a existência do neutrino - um férmion neutro que a princípio

tinha massa nula - para explicar por que o elétron era emitido com um espectro disperso
de energias no decaimento beta (ENZ, 1981). Se a reação fosse n→ p+ e−, a partícula
beta seria emitida com energia cinética centrada ao redor de mn −mp −me (considerando
que o recuo do núcleon é pequeno). A observação de um intervalo energético bem mais
amplo sugeriu que o elétron compartilhava parte da energia com uma partícula "invisível",
que seria o neutrino. A alternativa era abrir mão da conservação de energia, uma ideia que
não era muito confortável. Logo após a ideia de Pauli, Fermi estipulou um vértice com 4
férmions para descrever o decaimento beta:

n

p ν̄e

e− t

Figura 32 – Vértice efetivo da teoria de Fermi para o decaimento beta.

Posteriormente, o experimento de Wu com átomos de cobalto mostrou que a
interação proposta por Fermi - que passou a ser chamada de interação fraca - viola
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paridade (WU et al., 1957; GRIFFITHS, 2008). Para entender isso, é necessário retornar
à seção 2.3.3: a transformação de paridade inverte a quiralidade dos férmions. Um férmion
com alta energia se comporta como se tivesse massa nula, de modo que a quiralidade se
aproxima da helicidade. O que se observou no experimento de Wu foi que os elétrons eram
emitidos preferencialmente no sentido do spin nuclear (que considera todo o núcleo, não
só o nêutron que decai). Este aumenta em 1 unidade após o decaimento, implicando - por
conservação de momento linear e angular - que o elétron emitido tem helicidade −1/2
e o anti-neutrino, +1/2 (veja a figura 33). Isso implica que os férmions que interagem
fracamente devem ser de mão esquerda e os anti-férmions, de mão direita. O mesmo se
observa, por exemplo, no decaimento do múon positivo: µ+ → e+ + νe + ν̄µ (figura 34).
Como consequência, os pósitrons mais energéticos (que são emitidos no sentido oposto
a ambos os neutrinos) têm momento alinhado preferencialmente com o spin do múon. É
analisando a direção de emissão de pósitrons que se permite concluir a direção do spin do
múon e consequentemente determinar seu fator g. (COTROZZI; SORBARA, 2022)

t

n

x = 0
S

x = 0

e−

p

ν̄e

p

Figura 33 – Violação de paridade no decaimento beta.

t

µ+

x = 0

S

x = 0

e+

p

νe

ν̄µ

Figura 34 – Violação de paridade no decaimento do múon positivo.
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Mas a ideia de Fermi possui um problema: a análise dimensional mostra que o
acoplamento deve ter dimensão GF ∼M−2, sendo M uma escala de massa fixa. Isso implica
que para realizar uma expansão perturbativa nessa teoria, é necessário multiplicar cada
vértice por Λ2, sendo Λ a escala de massa variável associada ao processo estudado. Ou seja,
a expansão deve ser feita em GF · Λ2. Como consequência, a teoria não é renormalizável:
cada loop inclui um fator de Λ2 a mais e aparece um número infinito de quantidades
divergentes que não podem ser absorvidas em redefinições dos parâmetros da teoria.

∼ Λ2 ; ∼ Λ4 ...

Figura 35 – Divergências na teoria de quatro férmions.

A solução foi incluir um bóson de gauge carregado W± que funciona como o
mediador dessa teoria (QUIGG, 2013). É por isso que 32 é entendido como um vértice
efetivo: ele funciona a baixas energias, mas o modelo fundamental (que se manifesta mais
claramente a altas energias) é o ilustrado na figura 36.

ddu

udu

e−

W−
ν̄e

µ+

ν̄µ νe

e+

W+

t

Figura 36 – Decaimentos mediados por W.

Veja que além de revelar o W , o cenário de altas energias evidencia que os núcleons
são partículas compostas de quarks: férmions elementares que interagem fortemente e
possuem carga fracionária. Mas a carga elétrica fracionada não é um problema, já que
os quarks sempre existem em estados ligados (chamados de hádrons) cuja carga é algum
múltiplo inteiro de e. O próton e nêutron são só dois exemplos de hádrons.

A baixas energias, o propagador do W ∼ (k2 −M2
W )−1 se aproxima de M−2

W . A
interação associada a um acoplamento adimensional gW dá lugar então à interação de
Fermi de acoplamento GF ∼ g2

W/M
2
W . Ou seja, é a massa do W que confere o nome de

interação fraca. Na próxima seção, serão mostradas as consequências de supor esse bóson
mediador carregado e massivo.

2.5.1 As teorias de gauge

Foi discutido na seção 2.3.2 que os campos podem se transformar sob a simetria
de Lorentz, o que está associado (através do teorema de Noether) ao spin. Há também a
simetria de translação espaço-temporal, relacionada ao quadri-momento. Mas aqui nascerá
a ideia de uma simetria que não tem relação alguma com transformação de coordenadas:
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a simetria interna. É ela que permite descrever interações e suas respectivas cargas. Para
perceber isso, considere um campo escalar complexo ou o espinorial (que já é complexo
por natureza). Esses serão chamados de campos de matéria. A lagrangiana do segundo já
foi escrita na seção 2.3.2. Quanto ao primeiro, basta tomar dois escalares reais ϕ1 e ϕ2 e
sintetizar a soma de suas lagrangianas através da introdução de ϕ ≡ (ϕ1 + iϕ2)/

√
2:

L = |∂µϕ|2 −m2|ϕ|2 ≡
∑

i=1,2

1
2
[
(∂µϕi)2 −m2ϕ2

i

]
. (2.103)

A razão para torná-lo complexo é que agora ele pode ser transformado através
de uma simetria U(1), que altera sua fase sem modificar sua magnitude (ϕ → eiαϕ). A
lagrangiana do campo de matéria livre é invariante sob a simetria U(1) global, caracterizada
por um parâmetro que independe da posição espaço-temporal, α = cte.. Usando a mesma
representação de opacidade como norma adotada para os orbitais atômicos, com a adição
de cor para representar a fase, um exemplo dessa simetria seria a figura 37.

Figura 37 – U(1) global.

Utilizando o teorema de Noether, é obtida a corrente 2.25 para o escalar e 2.33
para o espinor. Sendo que ela é interpretada não mais como a corrente de probabilidade, e
sim como a corrente associada à interação descrita (por exemplo, a eletromagnética). Mas
a invariância não está presente para a simetria U(1) local, onde o parâmetro depende da
posição no espaço-tempo, α = α(x): veja a figura 38.

Figura 38 – U(1) local.
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Sendo que isso contradiz a ideia da teoria de campos como uma teoria local.
Localmente, a simetria U(1) com α = α(x) se assemelha a uma simetria U(1) com α = cte.,
o que está ilustrado na figura 39.

Figura 39 – U(1) local com ampliação num dos pontos.

Para conciliar essas ideias, a lagrangiana livre é modificada para se obter uma
invariância local. Essa modificação corresponde a trocar a derivada ordinária por uma
derivada covariante: (QUIGG, 2013)

∂µ → Dµ = ∂µ + igGkV k
µ . (2.104)

Os vetores V k
µ são campos de gauge associados aos geradores Gk e se transformam

sob a representação adjunta do grupo de simetria utilizado: (HAYWOOD, 2010)

V k
µ (x) −→ V

′k
µ (x) = V k

µ (x)− 1
g
∂µα

k(x)− lkmnαmV n
µ ;

[Gm,Gn] = ilkmnGk .

(2.105)

Independente da representação, os geradores sempre obedecem à mesma álgebra de
comutação, sendo lkmn as constantes de estrutura. A constante g indica a intensidade do
acoplamento. O caso ilustrado foi o da simetria U(1), que possui um gerador e portanto
um campo de gauge: o exemplo mais comum é U(1) de carga elétrica associada ao fóton
(veja 2.79). A transformação dos bósons de gauge faz a derivada covariante se transformar
da mesma maneira que o campo de matéria sobre o qual ela atua:

(DµΦ)′ = exp(iαkGk)(DµΦ) . (2.106)

Isso garante invariância da lagrangiana. Conclui-se que a exigência de simetria gera,
através da forma global do grupo e do teorema de Noether, a carga associada ao grupo; e
através da forma local, o aparecimento de interações.
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O grupo U(1) é abeliano, significando que seus elementos comutam. Já o grupo
proposto para descrever o bóson W± foi não abeliano: o SU(2) que possui 3 geradores.
Dois deles são não diagonais e são compatíveis com a troca de sabor induzida pelo W
(veja a equação 2.112). Entretanto, a natureza diagonal do terceiro implica que deve existir
também um bóson de gauge neutro W 3 ≡ W 0 que não esteja associado a troca de sabor.
Inicialmente, foi proposto que esse fosse o fóton. O aparecimento de massa para o W

implica que os geradores associados a esse vetor devem ser quebrados, pois a simetria
2.105 proíbe o aparecimento de bilineares nos bósons de gauge. Entretanto, o mesmo não
acontece com o fóton, que tem massa nula. Ou seja, a quebra de simetria deve produzir
SU(2)→U(1)QED (veja a seção 2.5.2). (XIN, 2007)

Sendo que já foi comentado que as interações fracas violam paridade: o grupo SU(2)
é na verdade SU(2)L, indicando que apenas os férmions de mão esquerda se transformam
não trivialmente. A QED, por outro lado, é vetorial e não quiral: é impossível distinguir
férmions de mão esquerda e de mão direita através do eletromagnetismo. Isso implica que
o W 0 associado ao gerador do U(1)L que sobrevive à quebra não pode ser o fóton.

Para dar sentido ao W 0 e incluir o fóton, Glashow introduziu um novo gerador
intitulado de hipercarga, associado ao grupo abeliano U(1)Y (CHENG; LI, 1988). A
hipercarga, assim como a carga do grupo SU(2) (chamada de isospin), é quiral. Isso
permite resolver o problema do caráter vetorial do fóton que era a princípio inconciliável
com o caráter quiral das interações fracas. Antes seria necessário ter:

Q = T 3 , (2.107)

sendo T 3 a componente neutra do isospin e Q a carga elétrica - ou seja, o fóton da carga
elétrica estaria sendo identificado como o W 0 do isospin T 3. Mas agora será possível obter:

Q = T 3 + Y

2 . (2.108)

A equação 2.107 não é verossímil porque o lado esquerdo é vetorial e o lado direito
é quiral. Entretanto, em 2.108 (chamada de relação de Gell-Mann-Nishijima), o lado
direito soma duas cargas quirais. Os valores da hipercarga para as diferentes quiralidades
podem ser ajustados de forma artificial para fazer a soma ser vetorial, assim como o lado
esquerdo. Ou seja, o grupo GEW ≡ SU(2)L ⊗ U(1)Y produz o W±, um fóton que vem de
uma combinação entre o bóson W 0 e o da hipercarga B e uma outra combinação entre
estes, ortogonal ao fóton, que é identificada como o bóson Z. Enquanto o fóton é vetorial, o
Z viola paridade mas de forma mais leve que o W : ambas as quiralidades interagem via Z,
mas em intensidades distintas. A quebra agora é SU(2)L ⊗ U(1)Y → U(1)QED, implicando
que apenas o fóton não tem massa. A existência do bóson Z introduz correntes fracas
neutras que são experienciadas por neutrinos. A possibilidade de interações com neutrinos
do tipo múon que não produz múons (diferente das correntes carregadas mediadas por W )
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foi observada pela primeira vez em 1973 no experimento de Gargamelle (ROUSSET, 1994).
Houve observação tanto no setor leptônico (figura 40) quanto no setor hadrônico (figura
41). Esse foi um dos primeiros triunfos da unificação entre eletromagnetismo e interações
fracas conhecida como teoria eletrofraca.

OA

B
C

e− ν̄µ

ν̄µ
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e

t
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A

Figura 40 – Reação puramente leptônica no experimento de Gargamelle. Um elétron é
ejetado por troca de bóson Z com um anti-neutrino do múon e inicia em
seguida um chuveiro de pares elétron-pósitron. (HASERT et al., 1973a)
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νµ νµ
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Figura 41 – Reação hadrônica no experimento de Gargamelle. O núcleon N produz 3
hádrons no estado final, denotados por X. (HASERT et al., 1973b)

A lagrangiana que descreve as interações eletrofracas é dada pela introdução da
derivada covariante, como já foi discutido:

Lfermions = ψ̄Liγ
µ

(
∂µ + igW

σj

2 W
j
µ + ig′

W

Y

2 Bµ

)
ψL+ψ̄Riγ

µ
(
∂µ + ig′

W

Y

2 Bµ

)
ψR ; (2.109)

ψL : Li =
 νi

li


L

, Qi =
 ui

di


L

;

ψR : liR , ui
R, d

i
R .

(2.110)

Como será mostrado na próxima seção, W 3 e B se misturam para gerar o fóton e
o Z. As combinações entre W1 e W2 produzem:
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W±
µ ≡

1√
2

(W 1
µ ∓ iW 2

µ) . (2.111)

Note que existe uma analogia com as combinações entre as componentes x e y do
momento angular usadas para produzir os operadores escada. De fato, isso resulta em:

wµ ≡
1√
2

(σ1W 1
µ + σ2W 2

µ) = (σ1 + iσ2)
2

1√
2

(W 1
µ − iW 2

µ) + (σ1 − iσ2)
2

1√
2

(W 1
µ + iW 2

µ)

=
 0 1

0 0


︸ ︷︷ ︸

σ+

W+
µ +

 0 0
1 0


︸ ︷︷ ︸

σ−

W−
µ

∴ Q̄γµwµQ = (ūL d̄L)γµwµ

 uL

dL

 = ūLγ
µdLW

+
µ + d̄Lγ

µuLW
−
µ .

(2.112)

O mesmo funciona para os léptons. Veja que não foi incluído um neutrino de mão
direita, pois todos são observados com helicidade −1/2. Isso sugere que eles tenham massa
nula. Mesmo assim, o fenômeno de mistura de neutrinos indica que eles devem possuir
uma pequena massa. Esse é um dos problemas em aberto na Física de Altas Energias.

Além de exigir o aparecimento de interações férmion-bóson de gauge através da
derivada covariante, a simetria de gauge também introduz auto-interações entre os bósons
vetoriais associados a grupos não-abelianos (que depende das constantes de estrutura
características de um grupo dessa natureza): (QUIGG, 2013)

Lgauge = −1
4W

j
µνW

µν
j −

1
4BµνB

µν ;

W j
µν = ∂µW

j
ν − ∂νW

j
µ + gW ϵ

jklW k
µW

l
ν ;

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ .

(2.113)

Além do termo cinético introduzido na lagrangiana livre do bóson vetorial (2.54),
há também tri-interações e quadri-interações expressas em termos de W± e W 0 ≡ W 3

através dos seguintes vértices:

W+

W−

W 0 W+

W−

W 0

W 0

W+

W−

W+

W−

Figura 42 – Auto-interações eletrofracas.

É possível expressar em termos do fóton e Z usando que W 0 é uma combinação
linear entre eles (veja a equação 2.120 da próxima seção).
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2.5.2 Quebra espontânea de simetria

A lagrangiana foi construída até então sobre a simetria de gauge, produzindo os
termos de interação entre férmion e bóson vetorial em 2.109 e as auto-interações dos
campos de gauge em 2.113. Ela também exige, entretanto, que os campos vetoriais tenham
massa nula, o que não é o caso do W± e do Z0 já que eles são mediadores de interações
de curto alcance. É exigido então um mecanismo de quebra de simetria. Será mostrado
que além de conferir massa aos campos de gauge, a quebra também atribui massa aos
férmions: por ser uma simetria de gauge, o grupo eletrofraco proíbe o aparecimento de
massa para os bósons vetoriais; mas por ser uma simetria quiral, ele também proíbe a
massa fermiônica.

Figura 43 – Tipos de quebra de simetria. Veja também (SPONTANEOUS. . . , 2012).

A figura 43 ilustra os tipos de quebra de simetria possíveis para um potencial de um
campo escalar. É escolhido o campo de spin 0 para não quebrar a simetria de Lorentz, já
que todos os outros campos se transformam por Lorentz como foi discutido na seção 2.3.2.
A ideia é analisar tanto o potencial quanto seu mínimo, ou seja, o estado de vácuo. Na
primeira coluna, a simetria é mantida. Na segunda, ela é quebrada explicitamente através
da introdução de um termo no potencial que força uma direção privilegiada no espaço de
simetria interna. Na terceira coluna, ela é quebrada espontaneamente: o potencial possui a
simetria, mas o estado não. Abaixo de cada caso, está presente uma analogia com uma
haste flexível, com o termo que quebra a simetria sendo trocado por uma força. Essa força
pode introduzir a direção privilegiada, caso tenha uma componente radial cilíndrica, o
que quebra explicitamente a simetria. Ou ela pode ser vertical e manter a simetria da
hamiltoniana/lagrangiana, mas forçar o sistema a perder essa simetria, correspondendo
à quebra espontânea. Já que a simetria de gauge dita a estrutura das interações, será
adotado o método de quebra espontânea. As figuras representam uma quebra de simetria
U(1), onde o escalar complexo adota um valor esperado no vácuo (vev) na circunferência
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ilustrada em preto na figura 44. Mas essa é uma simplificação do caso real, já que a simetria
que será quebrada é não abeliana.

Figura 44 – Potencial de "chapéu mexicano" visto de frente (à esquerda) e de cima (à
direita). A malha quadriculada representa uma simplificação do espaço vetorial
em que se encontra o escalar Φ.

Se o modelo correto fosse o da simetria SU(2), o vácuo estaria inserido numa esfera
como na figura 45 (os eixos 1, 2 e 3 não são eixos espaciais, e sim associados à simetria
interna de isospin). Pode ser convencionado que ele esteja ao longo da direção 3. Isso
implica que ele quebraria os geradores 1 e 2, correspondendo à geração de massa para os
bósons não diagonais W±, e preservaria o gerador 3, associado ao fóton de massa nula.
Isso produziria 2.107.

Figura 45 – A quebra de simetria do grupo SU(2) preserva o terceiro gerador, já que é
possível escolher o vácuo ao longo da direção 3.

Entretanto, esse não é o modelo correto, como já foi discutido. A existência de
um outro gerador abeliano - a hipercarga - implica que o vácuo necessariamente possui
uma fase (representada através da cor). A rotação pelo eixo 3 altera essa fase (figura 46),
impedindo que T 3 seja identificado como a carga elétrica. Na verdade, o gerador preservado
passa a ser uma combinação entre o isospin e a hipercarga, já que esta corresponde também
a uma rotação de fase (pense na figura 38). Isso produz a relação correta 2.108.

Para efetuar isso, o escalar introduzido é dubleto por isospin e tem hipercarga +1,
então a relação 2.108 implica que sua componente de isospin T 3 = −1/2 é eletricamente
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Figura 46 – A quebra de simetria do grupo SU(2)⊗U(1) não preserva o terceiro gerador
do SU(2), mas sim a combinação entre ele e o gerador do U(1). Uma rotação
com respeito à direção 3 altera a fase do vácuo.

neutra e deve receber o vev para que a simetria de carga elétrica seja mantida. (QUIGG,
2013) A relação Q ⟨Φ⟩0 = 0 implica que o vácuo é invariante sob carga elétrica: ⟨Φ⟩′0 =
exp(iαQ) ⟨Φ⟩0 = ⟨Φ⟩0. O termo de quebra na lagrangiana é construído inserindo a derivada
covariante em 2.103 e modificando o potencial para incorporar a quebra espontânea:

Lscalar = (DµΦ)†(DµΦ)− V (Φ†Φ) :
Dµ = ∂µ + igW

σj

2 W
j
µ + ig′

W

Y

2 Bµ ;

V (Φ†Φ) = µ2(Φ†Φ) + |λ|(Φ†Φ)2 .

(2.114)

Para µ2 > 0, o potencial é o da primeira coluna em 43. A transição de fase para
µ2 < 0 produz a quebra espontânea da terceira coluna. O escalar adquire o vev:

〈
Φ†Φ

〉
0

= − µ2

2|λ| ≡
v2

2

∴ ⟨Φ⟩0 =
 0
v/
√

2

 , v =

√√√√−µ2

|λ|
.

(2.115)

Veja que 2.114 contém termos com formato ϕ2V µVµ, cujo vev se torna o termo
bilinear de massa para o bóson vetorial (proporcional a V µVµ). Para que esses bilineares
se manifestem, é necessário expandir o escalar ao redor do vácuo:

Φ = exp
(
i
ζj

v
T j

)
︸ ︷︷ ︸

oscilações angulares

 0
(v +H)/

√
2


︸ ︷︷ ︸

oscilações radiais

. (2.116)

Se o conjunto de vácuos degenerados realmente fosse uma circunferência como
sugere a figura 44, as oscilações angulares seriam a curva em vermelho que se mantém no
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mínimo de potencial4 e as oscilações radiais seriam a curva em azul que modifica V (Φ†Φ).
Os campos ζj de massa nula são chamados de bósons de Goldstone e H de massa

√
−2µ2

é identificado como o Higgs.

Entretanto, esse espectro apresenta bilineares na lagrangiana com formato V µ(∂µζ),
que indicam uma mistura entre os bósons de Goldstone e os vetoriais. Isso sugere que
se faça a seguinte transformação de gauge local (onde foi usada a equação 2.105 com a
identificação αj = − ζj

v
):


Φ′ = exp

(
−iζ

j

v
T j

)
Φ =

 0
(v +H)/

√
2

 ;

W
′j
µ (x) = W j

µ(x) + 1
gWv

∂µζ
j(x) + 1

v
ϵjklζkW l

µ .

(2.117)

Os campos de Goldstone desaparecem do espectro de escalares e se tornam as
componentes longitudinais dos bósons vetoriais respectivos através do termo de gradiente
(figura 47). Esse mecanismo de absorção dos bósons de Goldstone pelos de gauge é chamado
de mecanismo de Goldstone e define o gauge unitário.

Figura 47 – Mecanismo de Goldstone.

No gauge unitário, os bilineares dos bósons de gauge são dados por:

(DµΦ)†(DµΦ) ⊃ 1
4g

2
Wv

2W−
µ W

+µ + 1
8v

2
[
g2

WW
3
µW

3µ + g
′2
WBµB

µ − 2gWg
′
WW

3
µB

µ
]
.

(2.118)

É necessária uma mudança de base que diagonalize a matriz de massas quadráticas

4 Já que elas correspondem a transformações unitárias que não mudam Φ†Φ.
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M2:

v2

8 (Bµ W 3
µ)
 g

′2
W −gWg

′
W

−gWg
′
W g2

W


︸ ︷︷ ︸

(M2)não-diagonal

 Bµ

W 3µ

 = 1
2(Aµ Zµ)

 0 0
0 m2

Z


︸ ︷︷ ︸

(M2)diagonal

 Aµ

Zµ

 ,

(2.119)
ditada pela seguinte equação: Aµ

Zµ

 =
 cos θW sin θW

− sin θW cos θW

 Bµ

W 3µ

 , θW = tan−1
(
g′

W

gW

)
. (2.120)

O vetor Aµ é identificado como o fóton de massa nula, com Z e W possuindo massas:
(QUIGG, 2013)

mW ± = 1
2gWv , mZ = 1

2
gWv

cos θW

> mW ± . (2.121)

Expandindo 2.109 em termos desses campos, a carga elétrica elementar é identificada
como e = |e| = gW sin θW = g′

W cos θW , mostrando que os acoplamentos são de mesma
ordem.

Quantos aos férmions, é possível escrever termos de interação do tipo Yukawa
(ψ̄ψϕ) que não violam a simetria eletrofraca:

Lyukawa = −ye
ij(L̄iΦ)ljR − yd

ij(Q̄iΦ)dj
R − yu

ij(Q̄iΦ̃)uj
R + h.c. , (2.122)

sendo Φ̃ ≡ iσ2Φ∗ um campo que se transforma como dubleto por isospin5 mas com
hipercarga −1 e h.c. = hermitiano conjugado. É fácil provar que todos esses termos são
singletos sob GEW usando a seguinte tabela de cargas:

Férmion Q YL YR

νi 0 −1 ∄
li −1 −1 −2
ui 2/3 1/3 4/3
di −1/3 1/3 −2/3

Tabela 1 – Valores de hipercarga para os férmions de mão esquerda (YL) e os de mão
direita (YR). Usando a relação 2.108, Y fica em função da carga elétrica Q,
dada aqui em unidades da carga elementar e.

No gauge unitário:

Φ =
 0

(v +H)/
√

2

 , Φ̃ =
 (v +H)/

√
2

0

 , (2.123)

5 Isso é fácil de provar usando σ2σi∗ = −σiσ2 e a relação {σi, σj} = 2δijI.



2.5. O MODELO PADRÃO ELETROFRACO 63

então:

Lyukawa = −v +H√
2

(l̄iLyl
ijl

j
R + d̄i

Ly
d
ijd

j
R + ūi

Ly
u
iju

j
R + h.c.) . (2.124)

A figura 48 ilustra esse mecanismo de geração de massa fermiônica tomando como
exemplo o lépton. Para µ2 > 0, ele pode mudar sua quiralidade através da troca de
isospin e hipercarga com o escalar (em lilás), como está descrito em 2.122. Todas as
cargas são conservadas. Já para µ2 < 0, o vev adquirido pelo escalar permite que o
férmion troque isospin e hipercarga com o vácuo. Considerando que apenas os desvios com
respeito à configuração de mínima energia são observados (o campo físico é H, não Φ),
conclui-se que as cargas da simetria eletrofraca foram violadas e que o lépton pode alterar
espontaneamente sua quiralidade, implicando que ele desenvolveu massa (eq. 2.124).

Figura 48 – Mecanismo de geração de massa do lépton carregado.

Comparando 2.124 com o termo −mψ̄ψ = −m(ψ̄LψR + h.c.), as matrizes de massa
são identificadas como:

M f
ij = v√

2
yf

ij , f = l, d, u . (2.125)

Entretanto, é necessário ainda diagonalizá-las efetuando transformações unitárias
no espaço das famílias, pois o que se observa são os autoestados de massa ψ′:


ψ′

L = VLψL

ψ′
R = VRψR

∴ ψ̄LMψR = ψ̄′
LMdiagonalψ

′
R = ψ̄′

LVLMV †
Rψ

′
R

∴ M f
diagonal = V f

LM
fV f†

R .

(2.126)

A i-ésima componente diagonal dessa matriz corresponde à massa do férmion f i

(i = 1, 2, 3). O processo de diagonalização descrito é o responsável pelo fenômeno da
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mistura entre quarks, que se manifesta na corrente carregada das interações fracas
entre esses férmions:

ūLγ
µdL = ū′

LV
u

L γ
µV d†

L d′
L ≡ ū′

Lγ
µV CKMd′

L , V CKM ≡ V u
L V

d†
L . (2.127)

O que se esperava da equação 2.112 era que os quarks tipo up e tipo down de uma
interação por corrente carregada seriam sempre da mesma família. Mas o que a equação
2.127 indica é que pode haver sim mistura entre famílias. Isso se deve à chamada matriz
de Cabibbo–Kobayashi–Maskawa (V CKM), dada em valor absoluto abaixo: (QUIGG,
2013)

V CKM =


Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb

 ,
∣∣∣V CKM

∣∣∣ =


0.9743 0.2253 0.0035
0.2252 0.9734 0.0410
0.0086 0.0403 0.9992

 . (2.128)

O elemento |Vuidj |2 indica a probabilidade de o quark ui interagir com o quark dj.
Note que ela é sempre máxima na diagonal, indicando que os processos mais prováveis
ainda são u↔ d, c↔ s, t↔ b.

Apesar do sucesso da teoria eletrofraca, algumas discrepâncias com experimento
como o g − 2 motivam a extensão desse setor do Modelo Padrão. Na próxima seção, será
mostrada a mais simples: os modelos de dois dubletos de Higgs.

2.6 Modelos de dois dubletos de Higgs
O modelo de extensão que será estudado agora considera o que acontece se no lugar

de um dubleto escalar, existirem dois dubletos de hipercarga +1: (BRANCO et al., 2012;
MELO, 2020)

Φi =

 ϕ+
i

ϕ0
i

 , ⟨Φi⟩0 =

 0

vi/
√

2

 , i = 1, 2 , (2.129)

tendo sido usada a relação de Gell-Mann-Nishijima para entender que a primeira compo-
nente do dubleto tem carga elétrica +1 e a segunda é eletricamente neutra. Isso modifica
apenas o setor escalar. Quanto às interações de Yukawa:

−L2HDM
yukawa = y1l

ij (L̄iΦ1)ljR + y1d
ij (Q̄iΦ1)dj

R + y1u
ij (Q̄iΦ̃1)uj

R

+ y2l
ij (L̄iΦ2)ljR + y2d

ij (Q̄iΦ2)dj
R + y2u

ij (Q̄iΦ̃2)uj
R + h.c.

∴ M f
ij = v1√

2
y1f

ij + v2√
2
y2f

ij .

(2.130)
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Aqui aparece um problema que não estava presente no Modelo Padrão. As compo-
nentes não-diagonais das matrizes y estão associadas a processos de troca de sabor por
interação neutra (FCNI): em contraste às correntes carregadas que levam um férmion
de uma linha a um de outra (figura 2), uma FCNI faz a conversão entre férmions que
estão na mesma linha. Por exemplo, yd

12 e yd
21 descrevem reações mediadas por escalares

neutros em que d↔ s. Entretanto, esse tipo de fenômeno não é observado, indicando que
as matrizes y devem ser feitas diagonais (PASCHOS, 1977; GLASHOW; WEINBERG,
1977). No Modelo Padrão, isso é garantido pela diagonalização das matrizes de massa, já
que há uma proporcionalidade entre elas. Sendo que no 2HDM, diagonalizar as matrizes
de massa não implica que o mesmo acontece com y1 e y2, pois a proporcionalidade não
está mais presente. Para resolver isso, é imposta a simetria discreta Z2:

Φ1 → −Φ1 ;

Φ2 → Φ2 .

(2.131)

O que isso faz é garantir que a massa de cada férmion se origine de apenas uma
fonte (ou Φ1 ou Φ2), resgatando a proporcionalidade entre as matrizes de massa e as de
interação (y) e eliminando a possibilidade de FCNI. Exige-se que todos os férmions sejam
pares sob Z2, exceto por dR e lR cujas transformações dependem do tipo de 2HDM. Em
especial, isso implica que as massas dos quarks tipo up são originadas do dubleto Φ2, já
que (Q̄Φ̃i)uR só é par sob Z2 para i = 2. No geral, cada dubleto confere massa aos férmions
que compartilham da sua paridade. Há quatro tipos de 2HDM, definidos pelo tratamento
dado a dR e lR:

Tipo Paridade de dR Paridade de lR Φi acoplado a dR Φi acoplado a lR
I + + Φ2 Φ2
II − − Φ1 Φ1
X + − Φ2 Φ1
Y − + Φ1 Φ2

Tabela 2 – Tipos de 2HDM.

O setor escalar é modificado da seguinte maneira:

L2HDM
scalar = (DµΦ1)†(DµΦ1) + (DµΦ2)†(DµΦ2)− V (Φ1,Φ2) ;

V (Φ1,Φ2) = m2
1Φ

†
1Φ1 +m2

2Φ
†
2Φ2 −m2

12(Φ
†
1Φ2 + Φ†

2Φ1) + λ1

2 (Φ†
1Φ1)2

+ λ2

2 (Φ†
2Φ2)2 + λ3(Φ†

1Φ1)(Φ†
2Φ2) + λ4(Φ†

1Φ2)(Φ†
2Φ1)

+ λ5

2
[
(Φ†

1Φ2)2 + (Φ†
2Φ1)2

]
.

(2.132)
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Todos os termos que violam Z2 são descartados do potencial, exceto o que possui
coeficiente m2

12. A importância dessa quebra explícita da simetria discreta é que ela
resolve o problema cosmológico da parede de domínio, que não será discutido aqui
(ZELDOVICH; KOBZAREV; OKUN, 1974). É analisando 2.132 que se encontram os
escalares físicos e suas massas. Parametrizando os dubletos na forma:

Φi =
 ϕ+

i

(vi + ρi + iηi)/
√

2

 , (2.133)

é visto que os autoestados de massa são dados por misturas entre os campos em 2.133. A
matriz de rotação será denotada como:

Rθ ≡

 cos θ sin θ
− sin θ cos θ

 . (2.134)

Os escalares físicos são dados então por:

 h

H

 = Rα

 ρ1

ρ2

 ,

 G

A

 = Rβ

 η1

η2

 ,

 G±

H±

 = Rβ

 ϕ±
1

ϕ±
2

 ;

tan(2α) = −2m2
12v1v2 + 2λ345v

2
1v

2
2

m2
12(v2

2 − v2
1) + λ1v3

1v2 − λ2v1v3
2
, tan β = v2

v1
,

(2.135)

sendo λ345 = λ3 + λ4 + λ5. Os campos G e G± são os 3 bósons de Goldstone oriundos da
quebra e desaparecem do espectro após serem absorvidos pelos bósons de gauge Z e W±.
Restam 5 campos de spin 0: 2 neutros (h e H), um pseudoescalar (A) e 2 carregados (H±),
cujas massas são: (BRANCO et al., 2012)

m2
h = 1

2(∆ρ − δρ) ;

m2
H = 1

2(∆ρ + δρ) ;

m2
A =

[
m2

12
v1v2

− λ5

]
(v2

1 + v2
2) ;

m2
H± =

[
m2

12
v1v2

− 1
2(λ4 + λ5)

]
(v2

1 + v2
2) ,

(2.136)
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com: ∆ρ = m2
12(v2

1 + v2
2)

v1v2
+ λ1v

2
1 + λ2v

2
2 ;

δρ =
(m2

12(v2
1 − v2

2)
v1v2

− λ1v
2
1 + λ2v

2
2

)2

+ 4(m2
12 − λ345v1v2)2

 1
2

.

Os bilineares dos bósons de gauge têm o mesmo formato que no Modelo Padrão se
for feita a identificação: √

v2
1 + v2

2 = v ≈ 246 GeV . (2.137)

De fato, uma das principais razões para estender o SM através do 2HDM é que ele
mantém o parâmetro ρ = 1 a nível de árvore, definido como:

ρ = m2
W

m2
Z cos2 θW

. (2.138)

O tipo de 2HDM que será utilizado é o específico de lépton ou tipo X, que acopla lR
a Φ1 e uR, dR a Φ2. Esse é um modelo conveniente para analisar a razão entre a massa do
elétron e a do próton, µ = me/mp (veja a seção 3.2). Expressa na base física, a lagrangiana
de Yukawa é:

−L2HDM-X
yukawa =

∑
f=u,d,l

mf f̄f +
∑

f=u,d,l

mf

v
(ξf

h f̄fh+ ξf
H f̄fH − iξ

f
Af̄γ5fA)

+
[√

2Vud

v
ū(muξ

u
APL +mdξ

d
APR)dH+ +

√
2mlξ

l
A

v
ν̄LlRH

+ + h.c.
] ;

ξu
h = ξd

h = sα/sβ , ξ
u
H = ξd

H = cα/sβ , ξ
u
A = −ξd

A = (tβ)−1 ,

ξl
h = cα/cβ , ξ

l
H = −sα/cβ , ξ

l
A = tβ .

(2.139)

Foi definido cθ ≡ cos θ, sθ ≡ sin θ e tθ ≡ tan θ para simplificar.

Também é interessante notar que existe uma combinação linear entre os escalares
neutros que se comporta como o Higgs do Modelo Padrão:

HSM ∼ h cos(β − α) +H sin(β − α) . (2.140)

A observação de HSM como um auto-estado de massa mh = 125 GeV insinua que
ele está alinhado ou com h ou H. Será adotado aqui que o escalar mais leve é o que se
comporta como o do Modelo Padrão: ou seja, α ≈ β. Veja que isso retorna os acoplamentos
de Yukawa com h a 1, como era em 2.124.
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2.7 Interações fortes
O grupo de simetria do Modelo Padrão que não foi mencionado ainda é o grupo de

cor, SU(3)c. A interação associada, chamada de interação forte, tem como bóson mediador
o glúon Ga

µ com a = 1...8 e é responsável por manter os quarks em estados ligados. O nome
dado a esse setor é QCD (Cromodinâmica Quântica). Cada quark é um tripleto por cor:

q =


q

q

q

 . (2.141)

As interações fortes obedecem ao chamado confinamento de cor, que significa que
os estados ligados devem ser singletos (QUIGG, 2013). A lagrangiana é dada por:

LQCD = −1
4G

a
µνG

µν
a + q̄iγµ

(
igs

λa

2 G
a
µ

)
q ,

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ + gsf

abcGb
µG

c
ν .

(2.142)

Na representação de tripleto, os geradores podem ser escolhidos como as matrizes
de Gell-Mann λa. Os léptons são singletos, então os geradores são zero na sua representação.
Fisicamente, isso significa que apenas quarks possuem carga de cor e trocam glúons.

O primeiro termo na lagrangiana descreve o propagador do glúon e suas auto-
interações ilustradas na figura 49. As constantes fabc são as constantes de estrutura do
grupo SU(3)c.

Figura 49 – Auto-interações entre glúons.

Apesar de ter sido mostrado que as partículas elementares adquirem suas massas
através do mecanismo de Higgs, a matéria bariônica deve apenas uma pequena parte de seu
conteúdo a esse processo. A maior contribuição vem na verdade da energia armazenada nas
interações fortes nos hádrons: a massa do próton, por exemplo, depende principalmente da
escala de energia ΛQCD. Somente uma pequena fração vem da massa dos quarks (LINCOLN,
2017).

Outro fato importante é que a QCD enfrenta o problema de seu acoplamento
efetivo nas escalas de energia consideradas (resultante das correções radiativas) ser muito
grande para efetuar cálculos perturbativos (QUIGG, 2013). É necessário, por exemplo,
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utilizar métodos computacionais (como QCD na rede; veja (BORSANYI et al., 2021)),
fenomenológicos (como as relações de dispersão; veja (DAVIER et al., 2020)) ou retorno
às soluções das equações de movimento clássicas (como a hipótese de instantons; veja
SCHÄFER; SHURYAK).
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3 Resultados

3.1 Anomalia eletrônica
Foi mostrado que eliminando os infinitos através da redefinição dos parâmetros da

teoria, a modificação do vértice através de loops introduz a anomalia magnética, dada de
forma completa por:

al = aQED
l + afraca

l + aforte
l . (3.1)

Para o elétron, sua massa pequena comparada às outras implica que a maior
contribuição vem da QED. Sendo que apesar de eliminar os infinitos da teoria, a renor-
malização introduz a incapacidade de prever o valor dos parâmetros físicos que absorvem
as quantidades divergentes. Assim como na mecânica dos fluidos, parâmetros como a
viscosidade e a velocidade do som devem ser medidos para que então a teoria seja capaz
de fazer predições, na QED o mesmo acontece com a constante de estrutura fina. Para
obter os parâmetros de fluidos a partir de primeiros princípios, é necessário conhecer a
teoria em escalas de distância bem menores; da mesma forma, a carga elétrica só pode ser
prevista por uma teoria mais fundamental que se manifeste a escalas de energia maiores
(ou comprimentos menores): a divergência ultravioleta é meramente um indicativo de que
a QED não é essa teoria fundamental. Isso implica que é necessário medir ou a constante
de estrutura fina ou a anomalia eletrônica, usando a teoria para conectar uma dessas
quantidades à outra.
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Fig. 2. Acceleration of cold atoms with a frequency chirped standing wave. The vari-
ation of energy versus momentum in the laboratory frame is given by a parabola. The
energy of the atoms increases by the quantity 4(2j + 1)Er at each cycle. The Ramsey
fringe patterns represents the momenta distribution of the atoms in the F = 1 hyperfine
level.

a one dimensional optical lattice which is accelerated by linearly sweeping

the relative frequency of two counter propagating laser beams (frequencies

ν1 and ν2). The frequency difference ∆ν is increased so that, because of the

Doppler effect, the beams are periodically resonant with the same atoms

(∆ν = 4(2j + 1)Er/h, j = 0, 1, 2, 3.. where Er/h is the recoil energy in

frequency units and j the number of transitions). This leads to a succession

of rapid adiabatic passages between momentum states differing by 2~k. In
the solid-state physics approach, this phenomenon is known as Bloch oscil-

lations in the fundamental energy band of a periodic optical potential. The

atoms are subject to a constant inertial force obtained by the introduction

of the tunable frequency difference ∆ν between the two waves that create

the optical potential.14

We now describe the acceleration process following the Bloch formalism.

If, after the selection, the atom has a well defined momentum ~q0 with

|q0| < k, the atomic wave function is modified when the optical potential

is increased adiabatically (without acceleration) and becomes in the first

energy band:

|Ψ0,q0〉 =
∑

l

φ0(q0 + 2lk)|q0 + 2lk〉 (4)

with l ∈ Z. Here |q0〉 designs the ket associated to a plane wave of mo-

mentum q0 and the amplitudes φ0 correspond to the Wannier function17

α ae

Figura 50 – Medição da constante de estrutura fina por interferometria atômica à esquerda
(CADORET et al., 2009) e da anomalia eletrônica à direita (FAN et al., 2023).
As duas quantidades são conectadas através da teoria: dada uma, é possível
encontrar a outra usando a QED.
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A figura 50 apresenta as duas possibilidades. A medição mais precisa atualmente
para a constante de estrutura fina é através de interferometria atômica, que incide átomos
pesados com dois lasers de cada lado e mede a velocidade de recuo através da translação
na distribuição de momenta. Os elementos usados são césio e rubídio. Já a medição da
anomalia eletrônica consiste em manter um elétron numa região de campo magnético
com um pequeno gradiente e medir as frequências de spin (νs) e cíclotron (ν̄c) através de
transições entre seus níveis de energia. Esses diferentes métodos encontram atualmente
discrepâncias que podem ser expressas ou através do momento magnético:

Figura 51 – Discrepâncias no momento magnético eletrônico. (FAN et al., 2023)

Ou, equivalentemente, através da constante de estrutura fina:

Cs Rb

Figura 52 – Discrepâncias na constante de estrutura fina. (FAN et al., 2023)

A relação entre a anomalia e a constante α é escrita usualmente na forma:

aQED
l =

∞∑
n=1

C2n

(
α

π

)n

+ aoutros léptons
l . (3.2)

Foi comentado anteriormente que C2 = 1/2, com o cálculo se tornando rapidamente
mais difícil devido à imensa quantidade de diagramas em ordens superiores. As imagens
abaixo apresentam os diagramas relevantes para ordem α2 e α3 como exemplo.

Mass-independent 2-loop Feynman diagrams in ae

1) 2) 3)

4) 5) 6)

7) 8) 9)

γ γµ e τ
µ

γ

7)

Figura 53 – Contribuições de ordem α2 para ae. (NYFFELER, 2016)

Claramente, o cálculo de todos os diagramas exige métodos computacionais.
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Mass-independent 3-loop Feynman diagrams in ae

1) 2) 3) 4) 5) 6)
7) 8)

9) 10) 11) 12) 13) 14) 15) 16)

17) 18) 19)             20) 21) 22) 23) 24)

25) 26) 27) 28) 29) 30) 31) 32)

33) 34) 35) 36) 37) 38) 39) 40)

41) 42) 43) 44) 45) 46) 47) 48)

49) 50) 51) 52) 53) 54) 55) 56)

57) 58) 59) 60) 61) 62) 63) 64)

65) 66) 67) 68) 69) 70) 71) 72)

Figura 54 – Contribuições de ordem α3 para ae. (NYFFELER, 2016)

3.2 Anomalia muônica
O momento magnético do múon em princípio também depende da discrepância

advinda dos diferentes valores para a constante de estrutura fina. Entretanto, essa variação
é sobreposta pela incerteza característica das interações fortes e processos envolvendo
hádrons. A figura 55 apresenta o valor medido em roxo, a predição através de fenomenologia
e relações de dispersão em verde e através da QCD na rede em preto. O método em
verde consiste em relacionar os loops a seções de choque hadrônicas que são medidas
em laboratório. Ele produz um desvio de 4.2σ em relação ao valor experimental, e é a
esse método que se referem quando se fala do problema do (g − 2) do múon. Porém, é
necessário salientar que mesmo optando aqui pelo valor em verde como representativo
da predição teórica, existem críticas que favorecem a predição em preto indicando, por
exemplo, incertezas nas seções de choque hadrônicas.

Figura 55 – O (g − 2) do múon. (COTROZZI; SORBARA, 2022)
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É possível utilizar o modelo de dois dubletos de Higgs tipo X (específico de lépton)
para eliminar a discrepância de 4.2σ. Os diagramas mais relevantes são os de escalares
neutros (ϕ = h,H,A) a nível de um loop (figura 56 à esquerda) e do tipo Barr-Zee (figura
56 à direita). O escalar mais leve h é alinhado com o Higgs do modelo padrão, então ele
não contribui para a discrepância. O diagrama envolvendo H± é desprezível aqui.

µ

µ µ

µ
ϕ

t

µ

ϕ

f

µµ

t

Figura 56 – Diagramas relevantes no 2HDM tipo X.

A nível de um loop, H contribui positivamente e A, negativamente:

∆a1 loop
µ = 1
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H
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(3.5)

Quantos aos diagramas Barr-Zee, os sinais invertem (na expressão abaixo, N f
c e

Qf são, respectivamente, o número de cores e a carga do férmion f no loop):

∆aBarr-Zee
µ = −2α

π

1
8π2
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c Q
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; (3.6)
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∫ 1
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dx
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x(1− x)− z ln
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z

)
; (3.7)

g(z) = z

2

∫ 1

0
dx

1
x(1− x)− z ln

(
x(1− x)

z

)
. (3.8)

A figura 57 apresenta as regiões do espaço de parâmetros (mA,tβ) que resolvem a
discrepância: ∆aµ ≡ ∆a1 loop

µ + ∆aBarr-Zee
µ = aEXP

µ − aSM
µ = (25.1± 5.9) · 10−10. Foi fixado
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mH = 300 GeV. É considerado 2mA < mh (o que possibilita, por exemplo, vínculos através
do decaimento h → AA). Note que esse é um diagrama de fase: mA e tan β não estão
correlacionados, a única dependência é de ∆aµ em ambas essas quantidades. Os contornos
vistos na figura 57 são as curvas de nível de ∆aµ para os valores que limitam 1, 2 e 3σ.

Figura 57 – Restrições sobre o espaço (mA,tβ) com mH = 300 GeV usando o (g − 2) do
múon. As regiões em verde correspondem, da mais escura para a mais clara,
às permitidas a 1σ, 2σ e 3σ de confiança.

A faixa em preto apresenta a faixa de valores para tβ obtido por vínculos cosmo-
lógicos a 1σ de confiança: cot β = 0.0207 ± 0.0035. Imagina-se que a razão µ ≡ me/mp

pode variar com o tempo (ou o redshift z) através de uma variação no vev do escalar que
dá massa ao elétron. Em (CALMET, 2017), isso é feito para um dubleto. Fizemos para o
2HDM tipo X, mas o artigo ainda está em fase de redação (MENDONÇA et al.). Já que o
modelo adotado é específico de lépton, isso não afeta a massa do próton (de toda forma,
esta vem principalmente da escala de energia da QCD, então isso apenas formaliza o que
em outro caso seria uma aproximação razoável). Fica possível escrever:

µ(z) ≡ me(z)
mp(ΛQCD) = yev2√

2mp(ΛQCD)
cot β(z) . (3.9)

Isso permite estabelecer valores permitidos para cot β. Fixando o valor central
tβ = 48.216, correspondente à linha preta tracejada na figura 57, é possível analisar
a variação de ∆aµ com mA apenas (figura 58). O comportamento crítico ao redor de
mA ≈ 10.6 GeV, observado também na figura 57, tem relação com a concorrência entre a
contribuição a nível de 1 loop (que é negativa) e a nível de Barr-Zee (que é positiva).

Observe que há uma mudança das regiões de confiança na passagem da figura 57
para a 58. Isso é porque adotamos uma distribuição estatística do tipo χ2 com:

χ2 =
(

1010∆aµ − 25.1
5.9

)2

. (3.10)
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Figura 58 – ∆aµ em função de mA com tβ = 48.216 e mH = 300 GeV.

Na fig. 57, há dois parâmetros livres, significando que as regiões de 1, 2 e 3 σ de con-
fiança correspondem aos limites superiores de 2.30, 6.18 e 11.83 para χ2 (respectivamente).
Já na fig. 58, há apenas um parâmetro livre, então os limites superiores para χ2 voltam a
ser 1, 4 e 9. Veja (WORKMAN et al., cap. 40) para uma descrição mais detalhada.

3.3 Outros vínculos e modelos
Também é possível resolver o problema da anomalia magnética usando outros

vínculos e/ou outros modelos de dois dubletos escalares. Em (KIM, 2022), é usado o 2HDM
tipo X e o problema do (g−2) do múon é considerado em conjunto com a anomalia da massa
do W , que atualmente também manifesta uma discrepância entre teoria e experimento.
Foi possível notar uma leve discrepância entre as regiões de 2σ de confiança das figuras
57 e 59, que se deve ao fato de KIM usar apenas o lépton τ no loop do tipo Barr-Zee
enquanto nossa abordagem usa todos os férmions. Os léptons contribuem de forma mais
intensa no loop Barr-Zee por possuírem acoplamento proporcional a tan β, enquanto para
quarks ele é proporcional a cot β (veja a eq. 2.139 com α = β já que h ∼ HSM).

Figura 59 – Vínculos sobre o 2HDM dados por (KIM, 2022). A região em marrom é a
permitida pelo (g − 2) a 2σ de confiança. As curvas coloridas em vermelho e
azul impõem limites superiores para tβ baseados em testes de universalidade
leptônica (decaimento do τ e do Z em par de léptons).
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As curvas coloridas aparecem em cheio e em tracejado na figura 59 para representar
os limites inferior e superior para ∆ ≡ mH±−mH , respectivamente, encontrados analisando
a anomalia da massa do W. A região em preto foi sobreposta aos vínculos de KIM e
representa cot β = 0.0207± 0.0035 obtida pela análise da evolução de µ(z).

Em (BOTELLA et al., 2022), o setor de Yukawa leptônico é substituído por
acoplamentos gerais com conservação de sabor que eliminam a necessidade de uma
proporcionalidade com as massas. Isso permite resolver tanto a anomalia muônica quanto a
eletrônica (para ambas as possibilidades α(Rb) e α(Cs) neste caso), bem como o problema
da massa do W.

Sendo que o problema do (g − 2) não é o único a baixas energias. Em (GHOSH;
KO, 2023), é considerado um modelo de extensão no setor escalar que troca a simetria
discreta Z2 por uma contínua U(1)H , introduzindo também um escalar singleto sob o
grupo eletrofraco em adição aos dois dubletos. O novo gerador produz um bóson de gauge
neutro Z ′ que pode explicar a anomalia do Berílio, associada à aparente observação de
uma partícula leve de massa mZ′ = 17 MeV no decaimento Be∗ → Be +X → Be + e−e+.
Tanto o vetor Z ′ quanto o escalar leve h também produzido nesse modelo contribuem para
solucionar o (g−2) do múon. Esse artigo também busca resolver discrepâncias em medições
de neutrinos através das partículas Z ′ e h, introduzindo em conjunto um mecanismo de
geração de massa para os léptons neutros.

Além de limitar o espaço de parâmetros do modelo através da exigência de que ele
resolva a discrepância analisada, esses trabalhos consideram também vínculos sobre decai-
mentos, espalhamentos, testes de universalidade leptônica e quaisquer outros fenômenos
que possam ser afetados pelas novas partículas e interações introduzidas.

3.4 Perspectivas futuras
Além de estender o setor escalar através de modelos de dois dubletos, ou até dois

dubletos e um singleto com a simetria Z2 trocada por um grupo abeliano U(1)H , é possível
pensar também em extensões ao grupo de simetria eletrofraco. Em vez de utilizar o grupo
SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y , podemos pensar na extensão SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X , que
gera o chamado modelo 331. Leia, por exemplo, (SILVA, 2015). Note que as interações
fortes regidas pelo grupo SU(3)C não são afetadas.

Esperamos resolver no modelo 331 tanto a anomalia do múon quanto a do elétron
(como foi feito por BOTELLA et al.), bem como tratar de mecanismos seesaw invertidos
para gerar a massa dos neutrinos ativos (de mão esquerda) e abordar a matéria escura
através dos neutrinos ultra-leves estéreis (de mão direita) gerados nesse mecanismo. Tome
(DIAS et al., 2012) como uma possível referência.



77

4 Conclusão

Concluímos que o 2HDM é capaz de resolver a discrepância do (g − 2) do múon,
bem como (em outros modelos) o problema análogo para o elétron e outras anomalias
experimentais como a da massa do W e o estudo do Berílio. Essa extensão do Modelo
Padrão também tem consequências cosmológicas que podem ser medidas e usadas para
vincular os parâmetros do modelo. Obtém-se o valor central de tβ = 48.216 para a razão
entre os valores esperados dos dubletos (a partir do estudo da evolução da razão µ) e
mA ⪆ 10 GeV, mH ⪆ 300 GeV para resolver a discrepância em aµ. A variação de mH nesse
intervalo não afeta significativamente ∆aµ, por isso foi tomado mH = 300 GeV. O escalar
carregado é mais pesado que H mas deve ter uma massa próxima devido a vínculos de
unitariedade, perturbatividade e estabilidade do vácuo, bem como a exigência de que se
resolva o problema da massa do W (KIM, 2022). O mais leve (h) é identificado como o
bóson de spin 0 que foi observado no LHC com a massa de 125 GeV. Limitando o espaço de
parâmetros dessa forma, cabe aos colisores sondarem as regiões obtidas. Note, no entanto,
que os vínculos obtidos de colisões hadrônicas são atenuados pelo acoplamento pequeno
entre quarks e escalares do modelo tipo X para tan β > 10 (lembre que esse acoplamento é
proporcional a cot β). Daí o foco nas anomalias a baixas energias. É também por isso que
no loop Barr-Zee, a maior contribuição vem do lépton τ , seguido pelo múon. Os quarks
top e bottom pouco importam para o cálculo, e os férmions mais leves são ainda mais
insignificantes.

Em suma, o (g − 2) do múon é uma porta para física nova. A precisão está sendo
melhorada cada vez mais, com a disparidade atualmente em 4.2σ mas com perspectivas de
aumentar (VENANZONI, 2023). É esperado também que uma vez resolvido o problema
dos valores discrepantes para a constante de estrutura fina (α(Rb) vs α(Cs) vs α(ge)),
uma maior precisão na medida da anomalia eletrônica permitirá usar o (g − 2) do elétron
como outra forma de sondar modelos de extensão. É claro que isso já é feito em alguns
trabalhos, como em (BOTELLA et al., 2022), mas o problema dominante ainda é o da
anomalia muônica. Na verdade, até este apresenta atualmente a discrepância no setor
hadrônico, que poderia reduzir a disparidade para 1.5σ, mas ainda está sendo estudada
(figura 55). Perceba que o elétron só sente o problema da estrutura fina (figuras 51 e 52),
pois sua pequena massa torna a contribuição hadrônica ínfima, de modo que variações no
cálculo do setor forte não afetam ae de forma significativa. Para o múon, que é 200 vezes
mais pesado, acontece o contrário: os desvios-padrões nos cálculos hadrônicos se tornam
bem mais relevantes e acabam sobrepondo as discrepâncias na estrutura fina.
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5 Apêndice: Um pouco mais sobre o forma-
lismo dos diagramas de Feynman

Para facilitar a leitura dos diagramas de Feynman, foi feito aqui um resumo desse
formalismo. Todo diagrama consiste de linhas externas - que são as partículas observadas
no experimento -, vértices - pontos do espaço-tempo onde ocorrem as interações - e
propagadores (ou partículas virtuais), que conectam os vértices e não são observados
diretamente. Na figura 40, por exemplo, O, A, B e C são vértices, enquanto o bóson Z que
conecta O e A, o férmion que conecta A e B e o fóton que conecta B e C são propagadores.
Todos os outros segmentos "vão a infinito" (ou até o detector) e são as linhas externas. O
estilo da linha externa/propagador indica a representação do campo por Lorentz (veja a
seção 2.3.2):

= férmion

= bóson vetorial

= bóson escalar

Note que apenas o férmion aparece com uma seta nessa ilustração, mas esse não
é sempre o caso. A seta indica fluxo de carga (interna): nas figuras 40 e 41, os bósons
vetoriais são neutros, daí a ausência de fluxo. Já na figura 36, o W± é carregado e por isso
recebe uma seta. Atente-se ao fato de que o fluxo de carga não acompanha necessariamente
o fluxo temporal: a relação entre os dois define se a excitação do campo tratado é de
partícula (operadores a e a†) ou de anti-partícula (operadores b e b†). Veja novamente a
figura 36: o campo e é um elétron e− quando acompanha o fluxo temporal no diagrama
da esquerda (decaimento beta), mas um pósitron e+ quando seu fluxo contraria a seta
do tempo no diagrama da direita (decaimento do múon positivo, ou anti-múon, que é
identificado assim seguindo a mesma ideia). É por isso que na figura 40, o vértice C
representa o início do chuveiro de pares elétron-pósitron.

Quando a seta do tempo não aparece explicitamente, ela pode ser identificada
através do sentido do momento representado por um vetor separado do campo, como na
figura 30. A figura 18 que ilustra as expressões analíticas ψ ∼ a+ b† e ψ̄ ∼ b+ a† foi feita
seguindo essa ideia. Em caso de ausência de seta do tempo e seta de momento, entenda
que o tempo flui no mesmo sentido da carga (um exemplo é a figura 20).
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Propagadores

As partículas virtuais não possuem momento "na casca", ou seja, não obedecem à
relação p2 = m2 ilustrada na figura 11. O fator analítico no cálculo da amplitude associado
a essa parte do diagrama coloca p2 = m2 como uma ressonância:

=
i

/p−m+ iϵ
=

i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ

=
−igµν
p2 + iϵ

=
−i(gµν − pµpν/p2)

p2 −m2 + iϵ

=
i

p2 −m2 + iϵ

massa nula

massivo

É por essa razão que aparece o pico em 125 GeV na figura 1: o Higgs aparece como
um propagador num dos diagramas que produz par de fótons.

Nível de árvore vs. nível de loop

Os diagramas a nível de árvore são os que não requerem integração sobre o momento
das partículas virtuais: eles são definidos de maneira inequívoca através da conservação de
momento em cada vértice (conhecendo, é claro, os momenta externos). Por exemplo, na
figura 36, o W± carrega a diferença de momento entre nêutron e próton (à esquerda) ou
entre anti-neutrino muônico e múon positivo (à direita).

Sendo que em alguns diagramas, a conservação de momento não define os momenta
de cada propagador individualmente (apenas a soma entre eles). Esses são os diagramas
a nível de loop, que produzem infinitos através das integrações no momento (como a da
figura 22) e exigem a redefinição dos parâmetros da teoria. Executada a renormalização, o
resultado se torna finito e é chamado de correção radiativa. Isso é porque o nível de
árvore permanece a contribuição principal (quando ele existe), correspondendo à menor
ordem na expansão perturbativa. As ordens superiores se tornam progressivamente mais
desprezíveis devido a potências maiores do acoplamento inferior a 1.

Quando se trata do momento magnético, o nível de árvore produz g = 2 (primeiro
diagrama na figura 30) enquanto as ordens superiores (nível de loop) resultam na anomalia
a ≡ (g − 2)/2.
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