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“Aquilo que o homem ignora ndo existe para ele.
Por isso o universo de cada um se resume no
tamanho do seu saber.”

Albert Einstein



RESUMO

Este trabalho investiga as caracteristicas matematicas das curvas de Bézier, comegando com a
discussdo de curvas parametrizadas diferenciaveis e reparametrizacao de curvas. Em seguida,
sdao abordados os polindmios de Bernstein, as principais caracteristicas das curvas de Bézier,
sua origem histérica e suas aplicacdes modernas. Sdo apresentadas definicbes matematicas,
incluindo o algoritmo de Casteljau, juntamente com propriedades como a propriedade de
extremidade, pontos de controle e forma da curva, propriedade do fecho convexo e invariancia
sob transformacdes afins. Demonstramos a propriedade do fecho convexo para o caso
especifico das curvas de Bézier cibicas e mostramos através de alguns exemplos a invariancia
das curvas de Bézier sob transformacdes afins como translacao, escalonamento linear, reflexao
e rotacao. O objetivo deste trabalho é explorar os elementos e propriedades matematicas das
curvas de Bézier.

Palavras-chave: Curvas de Bézier. Polindmios de Bernstein. Algoritmo de Casteljau. Fecho
convexo.



ABSTRACT

This work investigates the mathematical characteristics of Bézier curves, we start with the
discussion of parametrically differentiable curves and curve reparametrization. Next, Bernstein
polynomials, the main characteristics of Bézier curves, their historical origins, and modern
applications are addressed. Mathematical definitions are presented, including Casteljau's
algorithm, along with properties such as the endpoint interpolation property, control points and
curve shape, convex hull property, and invariance under affine transformations. We
demonstrate the convex hull property for the specific case of cubic Bézier curves and provide
some examples showing the invariance of Bézier curves under affine transformations like
translation, linear scaling, reflection, and rotation. The objective of this work is to explore the
mathematical elements and properties of Bézier curves.

Keywords: Bézier curves. Bernstein polynomials. De Casteljau's algorithm. Convex hull.
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1 INTRODUCAO

A Matematica, enquanto ciéncia, desempenha um papel crucial em diversas areas do
conhecimento, enriquecendo a compreensdo, modelagem e resolucdo de uma ampla variedade
de problemas. Além disso, contribui significativamente para o desenvolvimento de inovagdes
e solucdes praticas de situagdes do mundo real. Uma darea particular onde a Matematica se
entrelaca de maneira fascinante é a Computacdo Grafica, dedicada a criacao, manipulacao e
representacdo de elementos visuais por meio de algoritmos e técnicas computacionais.

A utilizacdo de conceitos matematicos, especialmente aqueles relacionados & Algebra
e Geometria, é essencial nos processos de representacdo, manipulacdo e transformacao de
objetos, imagens e animacOes. Um exemplo notavel desses conceitos € encontrado ao
estudarmos as Curvas de Bézier. Essas curvas paramétricas, definidas por polindmios,
permitem expressar a posicdo de um ponto ao longo da curva em termos de coordenadas
ponderadas e coeficientes binomiais, além da criacao de formas suaves e precisas, permitindo
o controle intuitivo por meio de pontos de influéncia conhecidos como pontos de controle.

No campo da Computacao Grafica, as Curvas de Bézier sdo amplamente reconhecidas
e empregadas na concepcado de designs intricados e auténticos. Sua versatilidade é notavel pela
habilidade de representacdo de uma grande variedade de curvas independente de sua forma ou
tamanho, o que as torna uma ferramenta indispensdvel para designers, artistas e
desenvolvedores visuais. A manipulacdao dos pontos de controle ndo apenas molda a curva, mas
também permite ajustes minuciosos, garantindo uma flexibilidade excepcional na expressao
visual. Este estudo busca explorar a conexdo entre os principios matematicos subjacentes as
Curvas de Bézier.

E possivel notar a relacio entre a Matemética e a Computacao, evidenciada pela ampla
utilizacdo das Curvas de Bézier em programas de desenho e edicdo de imagens, tais como Corel
Draw, Photoshop, Paintbrush, Gimp, Inkscape, Adobe After, entre outros. Nessas plataformas,
as curvas sdo usadas de forma implicita na criacdo de ilustracdes, contornos, formacao de
fontes, ajustes de imagens e definicdo de trajetérias para movimentos suaves e controlados.

O estudo das Curvas de Bézier, além de seu papel pratico, é essencial para o
desenvolvimento do conhecimento em Geometria Diferencial. Este ramo da Matematica
concentra-se na analise das propriedades geométricas das curvas no plano e no espaco,
utilizando ferramentas do Calculo Diferencial. Neste trabalho, buscaremos explorar os
elementos caracteristicos e propriedades intrinsecas das Curvas de Bézier.

O aprofundamento no estudo dessas curvas ndo apenas amplia a compreensao tedrica,



mas também proporciona uma base sdlida para a aplicacdo pratica desses conhecimentos em
areas diversas, como design grafico, animacao e engenharia de imagem. Ao desvendar a relacao
entre a estrutura matematica das Curvas de Bézier e suas aplicacdes, este estudo pode contribuir
para a formacdo de profissionais que poderao influenciar positivamente diversas areas, desde
pesquisas em Matematica até a resolucao de desafios complexos nas ciéncias aplicadas.

Nos proximos capitulos, abordaremos conceitos fundamentais relacionados as Curvas
de Bézier, fornecendo uma base para a compreensdo do tema. Exploraremos elementos
relacionados as propriedades das curvas parametrizadas diferenciaveis usando como base
teorica Tenemblat (2008) e Do Carmo (2006) destacando a importancia da suavidade e
continuidade nessas representacdes matematicas. Além disso, discutiremos os Polinémios de
Bernstein, fundamentais para a construcao das Curvas de Bézier, e examinaremos a influéncia
dos pontos de controle na manipulagdo e design dessas curvas baseados nas definicdes e
propriedades apresentados por Farin (2002). Também sera apresentado o contexto histérico,

oferecendo uma visdo sobre o desenvolvimento e a evolucdo desse conceito ao longo do tempo.



2- CURVAS DIFERENCIAVEIS

2.1- Curva Parametrizada Diferenciavel

Uma Curva Parametrizada Diferencidvel no plano é uma representacdo suave de uma
trajetoria no IR?. Matematicamente, trata-se de uma aplicacdo a:I — IR? definida em um
intervalo aberto dos reais I =]a, b[ e representada por a(t) = (x (£),y(f)) onde x (£),y (£) sdo
fungdes continuas de classe C® conhecidas como fung¢des coordenadas, t é o parametro e a
imagem « (I) é a trajetoria descrita pela curva @ quando o parametro varia ao longo do dominio,
também conhecida como trago de a.

Uma curva « é de classe C* se todas as suas fungdes coordenadas possuirem derivadas
de todas as ordens. Esta condi¢do implica na suavidade da curva.

O vetor tangente definido como o’ (f) = (x’ ® .y (t)) , onde x” (t),y’ () sdo as
derivadas das fun¢des coordenadas de a, descreve a direcdo da curva no ponto ¢ € I. Uma curva
parametrizada é regular se o’ (f) #0, V t € I. Isso implica que a curva ndo possui pontos de
"dobras" ou "paradas bruscas", garantindo a trajetoria suave e continua ao longo do intervalo
parametrizado I.

Vamos usar como exemplo a curva « (t) = (tz -3t-1, t) , onde f pertence ao intervalo
10, 2[, cujo vetor tangente é o’ () = (2t - 3, 1), 0 qual é diferente de zero. Desta forma, podemos
observar que a é uma curva regular para todos os valores de ¢ no intervalo ]0, 2[. Seja por

exemplo, t = 1, obtemos o vetor tangente a’ (1) = (- 1, 1).

Figura 01: «(t) = (t2 -3t-1, t) no intervalo |0, 2[ e vetor
tangente a curva para t =1

|
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Fonte: Autor, 2024



2.2- Reparametrizacao de curvas
A reparametrizacao de curvas é um processo que envolve a modificacdo da forma como
uma curva é percorrida ao longo do tempo. Isso é feito através da escolha de uma nova funcao
de parametro, que preserva a representacao e diferenciabilidade da curva original. Esse processo
é util em varias aplicacoes, como por exemplo, na otimizacdo e simplificacdo de célculos.
Duas curvas de parametros diferentes podem ter o mesmo traco. Vamos usar o exemplo

das curvas y (t) = (2cos (1), 2sen (t)),t eRe 5 (s) = (2cos (%) , 2sen (%)) , s € R que possuem

a mesma trajetéria porém os parametros sao diferentes, sendo 6 (s) uma reparametrizacdao de
¥ (t). Nota-se que ambos os conjuntos de parametros geram uma circunferéncia centrada na

origem e de raio 2. 5(s)

Figura 02: Traco das curvas y (t) e
0(s)

3

-3

Fonte: Autor, 2024

Proposicao 1: Sejam [ e | intervalos abertos dos reais, a aplicacdo a: I —IR? uma curva regular
e uma fungdo h:] — [ uma fungdo diferenciavel cuja imagem de % (]) é o conjunto I e a derivada
h’ (s)# 0 para todo s € J. Entdo a aplicacio composta p =a°h: ] — R? é uma curva regular que
possui 0 mesmo trago de .

Demonstracdo: Para provarmos essa propriedade, basta considerarmos o fato de que as
aplicacOes « e h sdo diferenciaveis de classe C*™ entdo temos que a composicao a°h também é
de classe C* com a°h’ (s) = a(h' (S)) #0 e i’/ (s)# 0 para todo s € ]. Além disso o trago
°h =(a°h) (J) =a(h(])). Como h(]) =1 temos que (a°h) (J) = a(I) que é o traco de .
C.Q.D.



A curva a®h é uma reparametrizacdo de « por h e a fungdo % (s) é uma mudanca de
parametro. Como consequéncia dessa proposicao, dada uma curva parametrizada diferenciavel
regular a:I —IR?, podemos obter varias curvas regulares com o mesmo traco de a.

O comprimento de arco representa a distancia total percorrida ao longo da curva.
Calculado através da integral da norma do vetor tangente a curva em relacdo ao parametro. Em
outros termos, dada uma curva diferenciavel a:I — IR?> com o parametro t, calculamos o

comprimento de arco dessa curva num intervalo [ =]¢(,t;[ pela férmula:

t
s=[ o’ e
to

Definicao: Dizemos que uma curva regular a: [ — IR? esta parametrizada pelo comprimento de

drco se

f§0 ||’ (B]|at =t

Proposicao 2: Uma curva a:I — IR? esta parametrizada pelo comprimento de arco se, e somente
se ||a' (t)||=1 para todo t € I.
~ . / _ = t / —_ [t .
Demonstracao: Se ||a (t)” =1 para todo t € I entdo ffo ||a (t)”dt _ffo 1dt = t—t;, para
quaisquer to,t € [ com ty < t.
Reciprocamente, seja t( € I fixo e consideremos a funcdo S:I — IR comprimento de arco

de « a partir de ty. Entdo; S (f) :fio |’ (&)||dE =t-ty set >tyeS(H) :fio ||a’(£)||d£ =

t

—[°]Ja’ (&)||de == (to—t) set < to, ouseja, S (£) = t-ty.Logo, S" (1) =||a’ (1) =1.C.Q.D.
A reparametrizacdo pelo comprimento de arco é um processo que envolve ajustar a

parametrizacdo original para que o novo parametro seja o comprimento de arco ao longo da

curva. Dada uma curva regular a () é necessario calcular a funcdo comprimento de arco

S(t) = f ;0 ||a’ (t)”dt e posteriormente obter a inversa dessa funcio S~! que chamaremos de

h(s), por fim, obter uma curva f = a (h(s)) . Vamos analisar um exemplo.

Obteremos uma reparametrizacio da curva a () = (at + c,bt +d), t e R2 e a? + b? £0.

a’ (t)” =+/a? + b? e a funcdo comprimento de arco a partir de

to=0 & S(t) =[}|la’ | dt=["]la’ | dt=[}a?+b%dt =\/a?+b*. Obtendo a
S

a2+b

Sabendo que a’ (t) =(a,b), |

funcdo inversa de S, temos S~ =i (s) = = Agora, fazendo = a(h(s)) temos a curva

B(s) = (a S c,b S 4 d) que é uma reparametrizacao de a pelo comprimento de arco.

Va2+b2 a2+b?



Dada uma curva contida num intervalo fechado [a, b], com a (a) =Py e a(b) =Py, é
sempre viavel realizar uma reparametrizacdo de modo a obter @ (0) = Py e a (1) = P;. Esse
ajuste pode ser alcancado por meio da introdugdo de uma funcdo f:[0, 1] — [a, b] definida
como f(t)=(b-a)t+a . Ao aplicar a composicdo a(f(t)) conseguimos uma nova
parametrizacdo da curva com a(f (0)) =P, e a(f (1)) = P,.

Tomemos como exemplo a curva a: [1,4] — R? dada por a(f) =(t>-3t-1,t) e a
funcdo f:[0,1] = [1,4] com f(t) =(4-1)t+1=3t+1. Temos a(l)= Py=(-31) e
a(4) =P; =(3,4). Como f(0) =1e f(1) =4, temos que a (f(0)) =a(1) = Py e a(f(1)) =

o (4) :Pl'

Figura 03: Curva a () = (t> - 3t — 1, t). Os pontos
Py e P obtidos pela reparametrizacdo, sdo os pontos
inicial e final da curva respectivamente.

-2

Fonte: Autor, 2024

Esse procedimento proporciona uma forma conveniente de ajustar a parametrizacdo da
curva assegurando sempre que dada uma curva a (t), temos a (0) =P, e a(1) = P,. A fungéo
f(t) desempenha o papel de mapear o intervalo unitério [0, 1] para o intervalo original [a, b].

Essa técnica ndo apenas simplifica as manipulacdes matematicas, mas também oferece uma

perspectiva mais intuitiva para entender e trabalhar com as curvas em questao.



3- CURVAS DE BEZIER

3.1- Polinomios de Bernstein

Os Polindmios de Bernstein, foram introduzidos pelo matematico russo Sergei
Natanovich Bernstein (1880-1968), destacam-se como uma classe significativa na teoria dos
polindmios pois, desempenham um papel crucial na aproximagao de func¢des continuas em
intervalos fechados, representando-as como combinacdes convexas de polindmios
fundamentais, oferecendo uma abordagem tunica para a andlise e representacdo de curvas
suaves, 0 que tornam-os valiosos em diversas areas da Matematica Aplicada, desde interpolacao

até Design Assistido por Computador (CAD).

Os Polindmios de Bernstein sao definidos como B! (f) =(’Z) .(1-H)™ ¢ comt€[0,1]

e 1 um indice que varia de 0 a n. O nimero de polindmios de grau 7 é igual an + 1. Por exemplo,

os polinémios de grau 1, 2 e 3 sdo:

Figura 04
Polinomios de Bernstein de Grau 1 B} (D) Bl (D
1 0.8
BL(#) =( O).(l—t)l.to —1-t
0.6
Bl () :(1).(1—t)1‘1.t1 =t
1 04
0.2
0 02 04 06 08 1
Fonte: Autor, 2024
Figura 05
B; (1) , B

Polinomios de Bernstein de Grau 2

B () =(3) 10240 = (1-17 03

0.6

B2(H) =(2).(1-H2 1 # =21 -
2 =(3).a-n (-

B3 () :@).(1—1&)0.t2 = 12 -

°|  Fonte: Autor, 2024



Polinomios de Bernstein de Grau 3 Figura 06
1
3,y 3 3,0 _ 3
B3 (#) _( 0).(1—t) O=(1-1 B -
B3 () :G’) L(1-H37 T =301 - 1) .
3 _ 0.4
B3 (D) :(2).(1—t)3 212 23(1 - P2 B
B} ()
3
B3 (H) :(3).(1—t)0.t3 =13 o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fonte: Autor, 2024

A seguir, apresentaremos algumas das propriedades notaveis destes polinomios que
destacam sua importancia em diversos contextos incluindo a representacao de curvas suaves.
3.1.1- Particdo da unidade

A soma de todas as parti¢coes dos polindmios de Bernstein de grau » é sempre igual a 1.

n

Z (7).(1—t)”—i.ti: 1

i=0

Por exemplo, calculando a soma dos polindmios de grau 1, 2 e 3 respectivamente, temos:

By(H)+Bi () =1-t+t =1
B2() +B>(H) +B2(H) =(1-D)%+2(1-Dt + > =1-2t + 22 + 2t-212 =1
0 1 2
By(H) +B3 () + By (1) + B3 (1) =(1-D° +3(1-H % +31 -t + £ =1

3.1.2- Simetria

Essa propriedade diz respeito a simetria desses polindmios em relacdo ao ponto médio

.1 . : .
da curva, que € f =5. Em termos formais, pode ser expressa da seguinte maneira:

B! (t)€[0,1] ,¥YnelN

B! (f) = B'_,(1-t)

Para exemplificarmos, vamos verificar essa propriedade para o polindmio B‘;’ (1).



B3 (1-t) =B3(1-f) = (g) (1= 24 =31 - pp

Considerando t=% temos;

(-9 -7 -2 () (2003

3.1.3- Positividade no intervalo ]0,1]

Os polindmios de Bernstein sdo sempre positivos no intervalo ]0,1[. Sabemos que Bf (t) =

(7) .(1-H)".#. Como o coeficiente binomial (7) é ndo-negativo e (1-£)""*>0,¥t€]0,1[,

entdo B () > 0. Assim, ¥\ B (t) > 0.

3.2- Curvas de Bézier

No contexto historico, as curvas de Bézier ganharam destaque em meados do século 20,
quando o engenheiro francés Pierre Bézier (1910-1999), aplicou-as na modelagem de formas
aerodinamicas de carros para a Renault. Essa contribuicdo foi particularmente valiosa na
criacdo de superficies suaves e fluidas em designs automotivos, proporcionando uma maneira
eficaz de controlar e ajustar as curvas sem a necessidade de calculos matematicos mais
complexos.

Ao longo do tempo, essas curvas foram adotadas em diversos campos, como design
grafico, animacdo, tipografia e modelagem 3D. Dentre as suas principais caracteristicas esta a
capacidade de serem definidas por pontos de controle, o que oferece uma flexibilidade
significativa para a criacdo de formas precisas. Atualmente, sio amplamente incorporadas em
softwares de design grafico e sao fundamentais na geracao de elementos graficos realistas em

diversos meios visuais.

3.3- Definicao Matematica
Matematicamente, uma curva de Bézier de grau » é uma curva paramétrica definida por
uma combinacao linear de pontos de controle P, Pq, P, ..., P, , onde n é o grau da curva. A

equacao geral é expressa por:

B =31, (’Z) (1-H" +H P te0,1]
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Aqui, (TZ) . (1—t)”'i . é 0 Polinémio de Bernstein denotado por B(t) e P; = (x;, y;) representa

o ponto de controle. As fungdes coordenadas de 3 (t) = (x(t), y (t)) sdo entdo dadas por:

x() =¥y B ()
y(®) =Xy B ()

Neste capitulo e no decorrer do texto, analisaremos exemplos e propriedades de curvas
de Bézier cubicas, que sdo definidas por quatro pontos de controle que chamaremos
Po,Pl,PzeP?,.

B(H=B3(H)Py + B3(t)Py + B3(1)P, + B3(t)P;
B(t) =1 —-1t)°*Py+3(1 —t)’tP1 + 3(1 — t)12P, + t3P3
1) = (=2 +3t> = 3t + 1)Py + (3t° - 61> + 3t)Py + (= 3t° + 3t*)Py + 3P
0 1 2 3
Agora, vamos determinar as coordenadas de uma curva § (t) definida pelos pontos de controle,
Py=(22), P =(1, g), Py = (g, O) e P; = (4, 1). Usando a expressao acima, temos:

B(H =(-£+32-3t+1)(2,2) +(37 - 62 +3) (1, I) + (-3° +3%) (£, 0) + (4, 1)

— 113 +21t2 -6t +4 73 —6t -3t +4
B(t) =( > , > )

Figura07: Gréfico da curva f3 ()

25
P
2 0
P
15 o!
B
P
1 3
0.5
spz
0 05 1 15 2 25 3 35 4
-05
byt

Fonte: Autor, 2024
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O conjunto formado pelos pontos que definem a trajetoria e a forma de uma Curva de

Bézier é chamado de Poligono de Controle.

3.4- Algoritmo de Casteljau

Desenvolvido por Paul de Casteljau (1930-2022) em 1959, o Algoritmo de Casteljau é
uma técnica usada para calcular pontos em Curvas de Bézier, ela permite interpolar as curvas
através do controle dos pontos. O algoritmo divide a sequéncia de pontos de controle da curva
de Bézier em segmentos menores até que o ponto desejado sobre a curva seja alcancado. Esse
procedimento é realizado seguindo uma sequéncia de passos.

Inicialmente é dada uma curva de Bézier definida por uma sequéncia de pontos de
controle e um parametro t que varia de 0 a 1. Para calcular um ponto na curva, realiza-se uma
série de interpolacdes lineares entre os pontos de controle. Primeiro, sdo calculados pontos
intermedidrios entre cada par de pontos consecutivos, utilizando a férmula de interpolacao
linear Q; =(1-1).P; +t.P;,;. Em seguida, repete-se esse processo utilizando os pontos
intermediarios obtidos até que reste apenas um unico ponto, sendo este o ponto na Curva de
Bézier para o parametro ¢ fornecido.

A definicdo matematica da curva de Bézier dada por polindmios de Bernstein e a
definicdo via Algoritmo de Casteljau sdo equivalentes.

A fim de exemplificar como funciona esse algoritmo, vamos encontrar um ponto S da
curva (t) = (- 33+ 612+ 3t +1, — 43 -3t + 9t + 1) para t = 0,3. Sabendo que os pontos
de controle de 3 (¢) sdo Py = (1, 1), P1 = (2, 4), P, = (5, 6) e P3 = (7, 3), usaremos a férmula de
interpolacdo linear para obter pontos intermediarios entre os pares de pontos. Ou seja Q entre

Pye Py, Qq entre P e P, e Q, entre P, e Ps.

Qo =(1-1.Py+tP;=(1-03)(1,1)+0,3(2,4) =(1,3;1,9)
Q; =(1—-#).P; + Py =(1-03)(2,4) +0,3(5,6) =(2,9;46)
Q, =(1-1).Py+t.P3=(1-03)(5,6) +0,3(7, 3) =(56;51)

Repetimos o processo usando os pontos intermediarios obtidos para calcular R entre Q, e Q;

e Ryentre Qe Q,.

Ro=(1-1.Qp+£tQ; =(1-03)(1,3;19) +0,3(2,9;46) = (1,78;2,71)
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Ry=(1-1.01+tQ,=(1-023)(2946) +0,3(56;51) = (3,71; 4,75)

Agora, fazemos a interpolacgdo linear entre os pontos Ry e Ry que resultara no ponto S da curva
parat =0,3.

S=(1-1t.Ry+tRy=(1-0,3)(1,78;2,71) +0,3(3,71, 4,75) =(2,359; 3,322)
E importante destacarmos que ao calcular 3(t), com t = 0, 3 obteremos as coordenadas ponto
S que encontramos usando o Algoritmo de Casteljau.

O grafico a seguir representa a curva f[(f), os pontos de controle, os pontos
intermedidrios calculados a partir das interpolacées e o ponto S da curva para o parametro ¢ =

0,3.

Figura 08: Os pontos intermediarios pertencem a
regido delimitada pelos pontos de controle e o ponto S
pertence a curva f3 (1)

Fonte: Autor, 2024

3.5-Propriedades das Curvas de Bézier

Abordaremos aqui algumas das propriedades fundamentais das curvas de Bézier, sendo
estas a propriedade de extremidade, que diz respeito ao comportamento das curvas nos pontos
inicial e final; os pontos de controle e sua influéncia na forma e trajetoria da curva; a
propriedade do fecho convexo, e a invariancia a transformagoes afins, destacando a capacidade
das curvas de Bézier de manter suas caracteristicas sob certas transformacdes geométricas. Tais

propriedades sdo essenciais na compreensao e utilizacdo destas curvas em aplicacdes graficas.
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3.5.1- Propriedade de extremidade

Essa propriedade estabelece que, os pontos extremos de uma Curva de Bézier f3(t) sao
dados pelos pontos de controle Py e P,, quando t assume os valores de 0 e 1, respectivamente.
Assim, no caso de curvas cubicas por exemplo, temos: 5(0) = Pye (1) = Ps.

Podemos verificar a validade dessa propriedade usando a curva, f(t) =

(—11t3+21t2—6t+4 7t3—6t-3t+4

5 , > ) apresentada como exemplo na segdo 3.3, onde (0) =(2,2) =P,

ef(1) =(41)=P3

3.5.2-Pontos de Controle e forma da curva
A posicao dos pontos de controle determinam a forma da curva. Os extremos P e P3
sdo os pontos inicial e final da curva, enquanto P; e P, influenciam a direcdo e a curvatura.
AlteracOes nesses pontos afetam diretamente a trajetdria da curva resultante.
Consideremos como exemplo, uma Curva de Bézier cibica y(t) com Py =(0,0), P, =
(1,2), P, =(3,3) e P3 = (4, 1).
y () = (= 12 + 3t = 3t + 1)Py + (3t> — 6t + 3t)P1 + (= 3t> + 3t%)P, + 3P4

v (£) = (= 13+ 3t2 = 3t + 1)(0,0) + (31> — 61> + 3t)(1, 2) + (= 3t + 3t2)(3, 3) + 3(4, 1)
y(t) = (- 213+ 3t2 + 3t, — 213 - 31> + 6t)

Alterando o ponto P, = (3, 3) para um ponto Py = (5, 3) obtemos a curva y, (t) = (- 8t° + 9t% +
3t, —2t° — 3t% + 6t).

Figura 10: Grafico da Curva y,(t) ap6s a

Figura 09: Gréfico da Curva y (f) alteracdo do ponto de controle P, = (3, 3) para

Pr = (5 1)
a 4
P P
3 2 3 2a
P P
2 1 : 1
P P
1 3 1 @3
o 5o
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Fonte: Autor, 2024
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3.5.3- Propriedade do Fecho convexo

O Fecho Convexo de um conjunto de pontos é o menor poligono convexo que inclui
todos os pontos originais. Um conjunto de pontos é considerado convexo quando qualquer
segmento de linha que une dois pontos do conjunto também esta inteiramente contido nele.
Dessa forma, o fecho convexo é a menor regido que contém todos os pontos, formando um
poligono. Pode ser também compreendido como a "envoltéria" que delimita o conjunto de
pontos, assegurando que todos eles dentro ou na fronteira dessa envoltoria estejam contidos no
conjunto original.

De acordo com a propriedade do fecho convexo, seja uma curva de Bézier 5 () definida
por n + 1 pontos de controle Py, Pq, P,, ..., P,,, dizemos que ela esta totalmente contida no fecho

convexo desses pontos. Em outras palavras, a curva permanece dentro da regido convexa
delimitada pelos seus pontos de controle. Provaremos um caso particular desta propriedade,

mostraremos que todo ponto de uma curva de Bézier ctibica f3(f), est4 contido dentro do fecho
convexo de seus pontos de controle Py, P1, P, e P3.

De fato, seja F o fecho convexo de Py, P, P, e Py e 5(t) a curva gerada por esses pontos.
Dado um ponto S pertencente a f(t), temos que existe um t no intervalo [0, 1] com (ty) = S.

Usando o algoritmo de Casteljau e t,, geramos os pontos Qg, Q1 e Q,, por definicdo eles

pertencem a F bem como os segmentos QyQ; e Q;(Q,. Mais uma vez, pela construgdo do

algoritmo de Casteljau, os pontos Rj e R;, obtidos através dos segmentos QpQ; e Q1Q»,
respectivamente, também estdo em F e consequentemente o segmento R(R;. Portanto, como

S = B(t() pertence ao segmento RyR, temos que S = (¢() pertence a F.

3.5.4- Invariancia a Transformacoes afins

Transformacdo Afim é uma classe de Transformagdes T: D — IR? com D ={x €
R%x =Y aja; coma;je R?e Y =1; a;€ R} que preservam linhas retas e paralelismo.
Ela é representada matematicamente por T (x) = Ax + v onde A é uma matriz 2x2 que descreve
a parte linear da transformacao, e v é um vetor no IR?> que descreve o deslocamento em relacao
a origem. Estas transformagoes incluem, translacées, escalonamentos, rotacoes e reflexdes.

Todo ponto x pertencente a uma curva de Bézier, pertence por definicdo de curva de
Bézier através dos polinomios de Bernstein, ao conjunto D.

A propriedade estabelece que as curvas de Bézier mantém suas caracteristicas

estruturais inalteradas sob transformacoes afins, ou seja, ao aplica-las, a forma e as propriedades



15

fundamentais da curva permanecem consistentes.
Para exemplificar essa propriedade, aplicaremos algumas transformacdes afins a
algumas curvas de Bézier cubicas e veremos que as curvas resultantes permanecerao

geometricamente similares as suas respectivas curvas originais.

3.5.4.1- Transformacao afim de Translacao
A translacdo é uma transformacdo que desloca uma curva em uma direcdo especifica,

sem alterar sua forma ou orientacdo. Ela é representada por T (x) = Ax+ 0 =x+0onde Aéa

matriz identidade 1

(1)] e v é um vetor de translacio no R2.

Considerando uma curva de Bézier cibica definida pelos pontos P, P;, P, e P5. Se
quisermos transladar essa curva por um vetor o = (a, b), podemos calcular os novos pontos de

controle usando a férmula de translagao:

P/ =Py+70
P/ =P +70
P/, =Py+7
P’y =P3+7

A curva f5(t) com t € [0, 1] definida pelos pontos Py =(1,1), P; =(2,4), P, =(4,2) e
P5 = (5, 5) é expressa por 8 (t) = (- 2t + 3t2 + 3t + 1, 10> — 15¢% + 9t + 1).
Ao adicionarmos um vetor de translacio v = (3, 3) a cada ponto de controle, geramos novos

pontos, 0s quais sao expressos Como:

P/y=Py+79=(1,1)+(3,3) =(44)
P/ =P +9=(2,49+(3,3)=(57)
P/, =P,+7=(42)+(3,3) =(7,5)
Py =P3+9=(575)+(3,3) =(8,8)

Esses pontos de controle ajustados representam a translagao da curva original. Substituindo-os

na equacao da curva de Bézier ctibica, obteremos a expressdo para a curva transladada y (t).
y () = (-2 +3t2 =3t + 1)(4, 4) + (3> - 6t2 + 3t)(5, 7) + (- 3> + 3t2)(7, 5) + £3(8, 8)
y () = (= 263+ 3t2 + 3t + 4, 10> — 15¢> + 9t + 4)
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Figura 11: Curva original § (£) Figura 12: Curva Transladada y ()

10

Fonte: Autor, 2024

3.5.4.2- Transformacao afim de Escalonamento
s, 0

X

0 s

—

Escalonamento linear é uma transformacio T (x) = Ax+0 com A = [ ev =0,

Y

que amplia ou reduz as dimensdes de um objeto de maneira uniforme em todas as direcdes. E
caracterizada pelos fatores de escala s, e s, que indicam a proporgdo de aumento ou redugdo ao
longo dos eixos x e y respectivamente. Para aplicar o escalonamento linear a uma curva de
Bézier ctbica, multiplicamos as coordenadas de cada ponto de controle Py, P;, P,, P53, pelos

fatores de escala s, e s, obtendo assim novos pontos.

y

Consideremos a curva y (t) = (- t2+3t>+3t+1, —5t> + 6t + 1) gerada pelos pontos
Py=(1,1),P;=(2,3), P, =(4,5) e P3 =(6,2) . Aplicaremos o escalonamento linear para

ampliar esta curva usando os fatores de escala s, =2 e s, = 3, obtendo assim os pontos:

y
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P’y =(21,31) =(2,3)
P’ =(22,33)=(4,9)
P/, =(24,35) =(8,15)
P/, =(26,32) =(12,6)

Esses novos pontos de controle geram a curva 6 (t) = (— 263 + 612 + 6t +2, — 15t° + 18t + 3)

que corresponde a ampliacdo da curva y (t) como representado nos graficos abaixo.

Figura 14: Curva 6 () obtida através do

Fi 13: C t .
lgura urva y (£) escalonamento linear com os fatores de escala

16
14
12

10

Fonte: Autor, 2024

3.5.4.3- Transformacao afim de Reflexao

Uma reflexdo é uma operacdao geométrica que espelha um objeto em relacao a um eixo,
plano ou ponto. No contexto das curvas de Bézier, uma reflexao pode ser realizada em relagao

a um eixo ou a um ponto especifico.

Para aplicar uma reflexdo em uma curva de Bézier em relacdo ao eixo x, usa-se a matriz

1 0

de reflexdo M, = [O _q

] e a transformagdo T, f(x) = M, .x,
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-1 0

Em relacdo ao eixo y, usa-se a matriz M, = [ 0 1] ea transformagao T.f (x) = M, .x.

Dada a curva y (t) = (- 23 + 3t2 + 3t, — 213 — 3+> + 6t) cujos pontos de controle sdo

Py=1(0,0), Py =(1,2), P, =(3,3) e P3 = (4, 1), vamos aplicar uma reflexdo em relacao ao

eixo x.

SR

)
gt =aers =[5 O [1 <[

Tt =Mepo =l ] [ =[3)

roeo=wrs=ly J-[

Os pontos de controle da curva rotacionada sdo Tref(PO) =(0,0), Tyr(P1) =(1, -

2), Tyef(P2) = (3, =3) e Tyef(P3) = (4, — 1) que geram a curva 6(t) = (= 2t° + 3t> + 3¢, 26> +

3t% - 6t).

Figura 16: Curva O(t) resultante da reflexdo

Figura 15: Curva original y () em relacio a0 €ixo x

3 .P2 :
2 .Pl 2
1 '3 1
4o
0 1 2 3 4 5 5

-3

_3 ®

Fonte: Autor, 2024
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Faremos agora uma reflexdo da mesma curva no eixo y.

Tyer(Pg) = M,.Py = [‘01 ‘1)] [

ol =o
Tyer(P1) = M,.Py = [— 1 (1J] . B] _ [—21]

1=[5]

EERR D e

Tyef(Py) = M,.P, = [‘01 (1’] [

Dessa forma, obtemos os pontos T',¢(Pg) =(0,0), Tr(P1) =(=1,2), T)f(P2) =(=3,3) e
Ter(P3) = (-4, 1) que geram a curva A(f) = (213 = 3t% — 3¢, — 213 - 3t2 + 61).

Figura 17: Curva y (t) Figura 18: Curva A(t) obtida pela reflexdo

54 7}
4 4
3 .P2 OPYZ 3
2 .Pl
1 3
R TN TR U‘PO 1 a 1 2 3
4

Fonte: Autor, 2024
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3.5.4.4- Transformacao afim de rotacao

A rotacdo é uma transformacdo que gira um objeto em torno de um ponto fixo,
conhecido como ponto de rotagao. No contexto das curvas de Bézier no plano, a rotagdo é uma
transformacgao afim que pode ser aplicada aos pontos de controle da curva para alterar sua
orientacdo no espacgo. Pode ser definida utilizando uma matriz de rotacdo. A matriz de rotagdo
de 6 graus no sentido anti-horario é dada por:

R = [cos@ —sen@]
sen  cosO
Para aplicar esta transformacdo a uma curva de Bézier gerada pelos pontos de controle

Py, P1, P, P3, podemos usar a seguinte formula:

Trot(Pi) =R.P; =

cosB —sen@] [xz]
sen@  cosO | Yi

Faremos um exemplo de rotagdo no sentido anti-horario de 90 °da curva 5 (t) = (-
23 + 3t% + 3t, — 6t> + 6t) cujos pontos de controle sdo Py =(0,0), P; =(1,2),P, =(3,2) e
P3 = (4, 0). A matriz de rotacao de 90° é:

c0s(90°) —sen(90°)] B [0 - 1]
sen(90°)  cos(90°) | (1 0

Agora, aplicando a transformacao T,,;(P;) = R.P;, temos:
0 —-1] (0] _J0
Tror(Po) = R-Po = [1 0 ] ‘ [0] B [0]

Tyot(P1) =R.Py = . =

Ty (P2) =R.Py = . =

Tyot(P3) =R.P3 = [g —01] _ [3] _ [2]

Os pontos obtidos Ty (Pg) =(0,0), Tyt (P1) =(=2,1), Ty (P2) =(=2,3) eTp(P3) =
(0, 4), geram a curva B, (£) = (6t* - 6t, — 2t° + 3t + 3t).



Figura 19: Curva f3 (1)

5

Figura 20: Curva rotacionada 3, (1)
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-1

4 -3

Fonte: Autor, 2024
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4- CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, exploramos as curvas de Bézier e suas propriedades
matematicas. Iniciamos nosso estudo compreendendo alguns conceitos relacionados as curvas
diferenciaveis. A partir das definicoes de curvas parametrizadas diferenciaveis, e
reparametrizacdao de curvas pudemos estabelecer os fundamentos para a analise de algumas
caracteristicas importantes das curvas de Bézier e suas propriedades sob uma perspectiva
matematica solida.

Dentro do contexto das curvas de Bézier, destacamos a importancia dos Polinomios de
Bernstein, que servem como base para a construcdo destas curvas e permitem uma
representacdo eficiente. Abordamos também as suas principais caracteristicas, desde sua
origem e evolucdo historica até suas aplicacOes contemporaneas em diversas areas, como
computacao grafica, design e modelagem geométrica.

Exploramos o Algoritmo de Casteljau, uma ferramenta importante para o estudo e
manipulacdo das curvas de Bézier, demonstrando sua utilidade na construcdo e localizacdo de
pontos através da interpolacao linear.

Entre as propriedades das curvas de Bézier apresentadas, destaca-se especialmente a
propriedade do fecho convexo. Esta propriedade foi demonstrada de forma particular para o
caso das curvas cubicas, possibilitando a compreensao de suas aplica¢cdes em uma variedade
de contextos. Em relacdo as transformacodes afins, foi evidenciada a notavel propriedade de
invariancia das curvas de Bézier. Demonstrou-se através de alguns exemplos como essas curvas
preservam suas caracteristicas fundamentais mesmo apds serem submetidas a transformagdes
como translagdo, escalonamento linear e reflexdo. Tal invaridncia ressalta a robustez e
versatilidade das curvas de Bézier como ferramentas matematicas de grande poder e utilidade.

Por fim, nosso objetivo foi explorar de forma abrangente e detalhada os elementos e
propriedades matematicas das curvas de Bézier. Esperamos que este estudo contribua para uma
compreensdo mais profunda e ampla dessas curvas e inspire novas aplicacdes e pesquisas nos

campos da Geometria e Matematica Aplicada.
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