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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar a no¢cdo de multiplicidade de intersecao
entre duas curvas planas singulares. Para isso, trabalhamos com o anel das séries de poténcias
formais. Apresentamos o Teorema de Preparacao de Weierstrass e algumas de suas consequéncias
uteis para o desenvolvimento do trabalho. A partir deste resultado, podemos associar as séries
de poténcias formais a pseudopolindmios, o que nos auxilia nos estudos destas séries. Além
disso, introduzimos a parametriza¢do de Puiseux que é uma ferramenta ttil ao tratarmos da
multiplicidade de interse¢ao.

Ao falarmos sobre a multiplicidade de interse¢@o entre duas curvas, abordamos sua defini¢ao,
propriedades e alguns exemplos. Também enunciamos resultados que mostram diferentes for-
mas de obter esta multiplicidade. Posteriormente, tratamos sobre resolucao de singularidades
apresentando o método do Blow-up. Definimos o Blow-up e expomos exemplos onde podemos
visualizar o processo de resolucdo de singularidades de curvas.

Por fim, enunciamos e provamos a Férmula de Noether, que relaciona a multiplicidade de
intersecao de curvas com a multiplicidade de intersecao de seus Blow-ups.

Palavras-chave: Singularidades. Multiplicidade de intersecdo. Curvas planas. Blow-up.



Abstract

This work’s main objective is to present the notion of multiplicity of intersection between
two singular plane curves. For that, we consider the ring of formal power series. We present the
Weierstrass Preparation Theorem and some of its useful consequences for the development of
the work. From this result, we can associate formal power series with pseudopolynomials, which
helps us in studies with these series. Furthermore, we introduce the Puiseux parameterization,
which is a useful tool when dealing with intersection multiplicity.

When talking about the multiplicity of intersection between two curves, we cover its defini-
tion, properties and some examples. We also present results that show different ways of obtaining
this multiplicity. Subsequently, we discuss the resolution of singularities by Blow-up. We define
Blow-up and present examples where we can visualize the resolution of singularities process.

Finally, we enunciate and prove Noether’s Formula, which relates the multiplicity of inter-
sections of curves with the multiplicity of intersections of their Blow-ups.

Keywords: Singularities. Intersection multiplicity. Plane curves. Blow-up.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é indroduzir o estudo local das singularidades de curvas planas do
ponto de vista algébrico. O tema singularidades de curvas motiva hi mais de um século inimeros
trabalhos de pesquisa e ainda € um campo fértil de investigacao.

Para motivar a estrutura na qual nos colocaremos, suponhamos que um polinémio nao
constante f (X,Y’) € C[X, Y] seja dado e consideremos a curva plana algébrica complexa

C:Cf = {(%,y) 6@2;f(x,y) :0}

O estudo local da curva C' na vizinhanga de um ponto P = (a,b) € C depende se a curva é
regular ou singular em P.

No caso em que C é regular em P, isto é, quando as derivadas parciais fxe fy ndo sio
simultaneamente zero em P, digamos fy (P) # 0, entdo o Teorema da Fungio Implicita nos diz
que em uma vizinhanga de P, podemos explicitar Y na rela¢do f(X,Y) = 0, como uma série de
poténcias em X convergente na vizinhanca de ¢ € C. Ou seja, numa vizinhanga de P, a curva
C é o grifico de uma funcfo analitica de uma varidvel.

Quando C € singular em P, isto €, quando f(P) = fx(P) = fy(P) = 0. Newton, em
1676, propds uma solugdo para o problema de expandir ¥ como uma série de poténcias com
expoentes fracionarios em X. O ponto de vista de Newton era puramente formal sem qualquer
preocupagdo com a convergéncia das séries e sem se preocupar com funcdes multivaloradas
que aparecem neste contexto, fatos que somente mais tarde seriam esclarecidas por Riemann e
Puiseux. A abordagem de Newton foi construtiva, fornecendo um algoritmo para determinar tal
expansio usando o que hoje é chamado de poligono de Newton da curva em P.

Em 1850, M.V. Puiseux publicou um artigo, onde estuda do ponto de vista de fungdes de
uma varidvel complexa as solu¢des da equacdo f(X,Y) = 0, onde f é uma fungdo polinomial
em duas varidveis complexas, na vizinhanca de um ponto arbitrdrio. Puiseux consegue justificar
do ponto de vista analitico a manipulagdo de Newton sobre expoentes fraciondrios.

Quando a curva € regular, seu comportamento numa pequena vizinhanga de P € inteiramente
conhecido. Ela é localmente isomorfa a curva dada por Y = 0. Quando o ponto P € singular, a
situagdo é bem diferente. Considere os seguintes exemplos: f = Y2—X3eg = Y2 - X?(X+1),
onde P = (0,0).

Figura 1: Cy Figura 2: C,

Como estudar uma curva em uma pequena vizinhanga de um ponto singular? Em particular,



como poderiamos reconhecer algebricamente a redutibilidade local de uma curva singular, como
por exemplo a curva acima Cy no ponto P = (0,0)? O anel C[X, Y] ndo ¢ adequado para
isto, pois o polindmio g € irredutivel nele. A ideia é ampliar o anel C [X, Y] de tal forma que a
redutibilidade local de Cy em P aparece. Como primeira tentativa, podemos considerar o anel
local

CIX, Y]y = {;‘;;w,w cCX,Y] ¥ m},

onde M = (X,Y) € o ideal maximal de C [X, Y] correspondente ao ponto P = (0,0). Este
¢ efetivamente um anel local, ou seja, um anel com um tnico ideal maximal, neste caso,
(X,Y)C[X,Y]y , que em certo sentido contém informagéo localizada em P = (0,0) sobre
todas as curvas que contém P. Infelizmente, isso ndo € suficiente, pois g continua sendo
irredutivel neste anel.

Outra tentativa é completar o anel local C [X, Y]y, em relac¢do a topologia associada ao seu
ideal maximal, levando ao anel de séries de poténcias formais em duas varidveis C [[ X, Y]], onde
finalmente ¢ se divide em dois fatores irredutiveis da seguinte forma:

g= (X +Y + termos de grau > 2) (X — Y + termos de grau > 2).

E neste anel que obtemos todas as informagdes algébricas infinitesimais sobre uma curva
algébrica no ponto P = (0, 0). Desta forma retomamos o ponto de vista de Newton.

De posse das consideracdes até agora expostas, este trabalho se concentrard no estudo da
multiplicidade de intersecio entre duas curvas planas singulares, além de abordar um método de
resolucdo de singularidades. Para isso, serd necessério o estudo de certos conceitos e resultados
preliminares que servirdo como preparo para lidar com os resultados principais. Dessa forma, o
trabalho serd dividido em trés capitulos descritos a seguir.

Dedicaremos o Capitulo 1 ao estudo preliminar de conceitos essenciais. Iniciaremos apre-
sentando o anel das séries de poténcias formais, caracterizaremos suas unidades, definiremos a
forma inicial de um elemento deste anel e sua multiplicidade. Pesteriormente, apresentaremos o
Teorema de Preparacdo de Weierstrass e algumas de suas consequéncias. A partir deste resultado
poderemos reduzir o estudo das séries de poténcias formais ao de pseudopolindmios, o que serd
de grande utilidade ao estudarmos a multiplicidade de interse¢do entre curvas dadas por séries
de poténcias. Incluiremos também uma breve apresentacio da parametrizacao de Puiseux.

No Capitulo 2, trataremos do nosso principal objeto de estudo, que € a multiplicidade de
intersecao entre curvas planas singulares. Este conceito nos permite medir o grau de contado entre
duas curvas. Este grau de contato, do pondo de vista geométrico, pode ser visto como o niimero
de intersecOes entre as curvas que surgem quando fazemos certas perturbacdes. Comegaremos
introduzindo o anel local de uma curva plana, explorando algumas de suas prorpiedades. Na
sequéncia apresentaremos alguns resultados fundamentais de Algebra Linear que serdo tteis ao
estudarmos a multiplicidade de intersec@o. Por fim, abordaremos a definicdo da multiplicidade de
intersecao entre duas curvas, suas principais propriedades e demonstraremos diferentes maneiras
de obté-la.

O capitulo 3 € dedicado a resolucao de singularidades de curvas algébricas irredutiveis através
de uma sequéncia de transformagdes quadraticas, que chamaremos do Blow-up. Desta forma,
obtemos uma sequéncia finita de multiplicidades associadas a estas sucessivas transformacoes da
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singularidade, denominada sequéncia de multiplicidades da singularidade. No final do capitulo
enunciaremos e demonstraremos a Férmula de Noether, mais um método para calcular a multipli-
cidade de intersecao. Esta férmula estabelecerd uma rela¢io entre a multiplicidade de intersecio
de duas curvas com a multiplicidade das curvas obtidas apds a aplicacdo do Blow-up.
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1 Preliminares

Este capitulo tem por finalidade apresentar os pré-requisitos necesséarios para o desenvolvi-
mento do trabalho. Isso inclui a definicdo do anel das séries de poté€ncias formais, a multiplicidade
de uma série, a definicdo de série regular, as propriedades do Anel das séries de poténcias for-
mais, o Teorema da Preparacdo de Weierstrass, a definicdo de pseudopolindmio e, por fim,
apresentaremos a Parametrizacdo de Puiseux. Nossa abordagem se concentrard na exposi¢do de
conceitos, defini¢des e resultados essenciais empregados neste trabalho. No entanto, os leitores
mais interessados sdo encorajados a consultar a referéncia [/1]] para ter acesso a mais detalhes,
bem como a outros resultados complementares.

1.1 Aneis de Séries de Poténcias Formais

Neste capitulo apresentamos os anéis de séries de poténcias formais e estudamos algumas de
suas propriedades algébricas basicas.

Sejam K um corpo e Xi,..., X, indeterminadas sobre K. Considere o conjunto R =
K[[Xi, ..., X,]] formado por todas as somas formais do tipo

oo
f:ZB=P0+P1+P2+“'7
i=0

onde P; € polindmio homogéneo de grau 7. Os elementos de R sdo chamados de séries poténcias
dformais nas nas indeterminadas X7, ..., X,, com coeficiente em K.
Sejam f, g € R, definimos as seguintes operagoes:

o

=0
f9=>_> (FGy).

i=0 j+k=i

Com estas operagdes R € um anel comutativo com unidade. Tal anel é denominado Anel das
Séries de Poténcias Formais.

O anel R tem como subaneis o corpo K e o anel de polindmios K[ X7, --- , X, ].

Também podemos denotar os elementos de R, mais explicitamente, da seguinte forma:

0 )
f:Z Z ail...aiTXlil.--X;ra

=0 i1+ +ip=i

com a; € K.

O anel das séries de poténcias formais possui unidades, isto €, elementos que sdo invertiveis.
A seguinte proposi¢cao descreve condigOes necessdrias e suficientes para que um elemento de R
seja invertivel.

12



[e.e]
Proposicao 1.1. Um elemento f = Z € R é invertivel se, e somente se, Py # 0.
=0

o0 o0

Demonstracdo. De fato, suponha que f = Z P; éinvertivel e seja g = Z Q;tal que fg =1,
i=0 i=0

isto €,

fg:z Z PrQj = PyQo + (PoQ1 + P1Qo) +--- = 1.

i=0 ktj=i

Neste caso, o sistema
PyQo =1
PyQ1+ P1Qo=0

tem solugdo dada por

Q2= Py (P2Qo + PiQ1)

Qn = P (PaQo + PorQ1 + -+ PLQur)

Reciprocamente, se Py # 0, entdo o sistema

PyQo =1
PyQ1+ PiQo=0

o0 o0

tem solucdo. Assim, dada f = ZPZ" existe g = ZQi tal que fg = 1. Portando, f é
i=0 i=0

invertivel. O

Dois elementos f, g € R serdo chamados associados se existir uma unidade u tal que f = ug.

Exemplo 1.1. Dada f = x + 2, resolvendo o sistema construido na demonstr¢ao da Proposicdo
1.1 temos que

.
X
—1 _ _
=2 =g
1=0

A seguir, apresentaremos a defini¢ao para a multiplicidade de uma série de poténcia formal
e, logo mais, algumas de suas propriedades.

Definicdo 1.1. Seja f = P+ P41+ - € R\{0}, com cada P; sendo um polinomio homogéneo
de grau i e P, # 0. Chamamos Py, de forma inicial de f e o inteiro n de multiplicidade de f.

13



Denotaremos a multiplicidade de f por mult(f)e, se f = 0, assumiremos que mult(f) = oo.
o . .
Exemplo 1.2. Seja [ = Z X230 A forma inicial de f é X? e mult(f) = 2.
=0
Proposicao 1.2. Sejam f,g € R, temos que
1. mult(fg) = mult(f) + mult(g);
2. mult(f+g) > min{mult(f), mult(g)}. Aigualdade ocorre quando mult(f) # mult(g).
Demonstragcdo. Sejam f = P, + Pyy1+ - €9 = Qm + Qmy1 + - - - elementos de R.

1. Entao,

fg:(Pn+Pn+l+)(Qm+Qm+1+):Pan‘{'Panfl‘F‘}'PnJrlmel‘{'

Assim, mult(fg) = gr (P,@Qm) = nm = mult(f) - mult(g).
2. Temos tambémque f+9g=FP,+ FPp+1+ ...+ Qm + Qm+1 + - ..

* Se n < m, entdo mult(f + g) = n = mult(f).
* Sen > m, entdo mult(f + g) = m = mult(g).

* Se n = m, entdo pode ocorrer P, + @, = 0 e, neste caso, teremos mult(f + g) >
n = m = mult(f) = mult(g) = min{mult(f), mult(g)}. De qualquer maneira,
mult(f + ¢) > min{mult(f), mult(g)}.

O]

Observacao 1.1. O anel R é um dominio de integridade. De fato, sejam f,g € R \ {0}.
Sendo mult(f) < oo e mult(f) < oo, pelo item 1 da Proposicdo 1.2, teremos que mult(fg) =
mult(f) + mult(g) < oo. Portanto, fg # 0.

Denoratemos por Mz = (X,..., X, ) oideal de R gerado por X1, ..., X,. De modo geral,
de notaremos por im%z a i-ésima poténcia de M. Note que f = P+ P+ P+ --- € R se
Py=0;feMhse =P =0; f € My se Py =P =--- =Py = 0. Além disso, Mg, €
0 Unico ideal maximal de R, o que mostraremos no préximo resultado.

Proposicao 1.3. O ideal My é o unico ideal maximal de R e é tal que
[ M = {0}
€N

Demonstragcdo. Primeiro, mostremos que MM € ideal maximal. De fato, suponha que existe um
ideal I C 'R de modo que
Mr CI CR, com #Mg.

Entdo existe p € [ talque p ¢ My, ouseja,p=Py+ P, + Po+---,com Py # 0. Assim, p é
invertivel e temos que I = R. Logo, My € ideal maximal de R.

14



Agora, para mostrar a unicidade suponha que exista outro ideal maximal de R, digamos J.
Suponha também que existe um elemento ¢ = Qo + Q1 + Q2 + - -- € J tal que ¢ ¢ Mg, ou
seja, Qo # 0. Assim, temos que ¢ € invertivel. Sendo J um ideal, segue que 1 € J,logo J = R,
o que contradiz o fato de J ser um ideal maximal.

Por fim, observe que se todo P;, i € N, é um polindmio homogéneo de grau ¢, entao

Zpiegmg’zﬁpozplz...:pj_lzo,
ieN
Ou seja, dada f :ZP]- € ﬂi)ﬁ’ , segue que
jEN i€N
f=Py+Pi+-c[|MrePh=P = =0
ieN

1.2 O Teorema de Preparacao de Weierstrass

Nesta secdo continuaremos a focar nas propriedades algébricas dos anéis de séries de
poténcias formais. O nosso principal objetivo serd apresentar o Teorema da Preparacdo de
Weierstrass e sua prova, bem como algumas de suas consequéncias. Veremos que dada uma
série f € Mg, que satisfaz certas condi¢des, € possivel escrevé-la como um pseudopolindmio.

Sejam R o anel K[Xq,...,X,] e My seu ideal miximal. Denotaremos R’ o anel
K[Xy,...,X,—1] e por Mz, seu ideal maximal.

Definicao 1.2. Um pseudopolindomio em X, é uma série de poténcias em R da forma
FXn, X)) = XD+ Al X 4+ AT e RX
tal que n > 1 e mult(A;) >4, parai =1,...,n.

Para dar continuidade com os resultados, é necessario introduzir o conceito de regularidade
em relacdo a uma varidvel indeterminada.

Defini¢do 1.3. Uma série f € R é regular de ordem m com relagdo a indeterminada X, se
(0,...,Xj,...,0) é divisivel exatamente por X

Resumidamente, dizemos que f € regular em X; quando f € regular com respeito a X; de
ordem n = mult(f). Neste caso,

mult(f) = mult(f(0,...,Xj;,...,0)).
Exemplo 1.3. Seja f(X,Y) = X* 4+ Y® — 3X*Y + 7X2Y* Como f(0,Y) = Y5, entio f

é regular em'Y de ordem 5. Em contrapartida, f(X,0) = X% e temos que mult(f(X,0)) =
mult(f), ou seja, f é regular em X.

15



A seguir enunciaremos o Teorema da Divisdo que é um importante resultado da teoria de
singularidades e serd ttil na prova do Teorema de Preparacdo de Weierstrass.

Teorema 1.1. (Teorema da Divisdo) Seja F' € 9Mpr C R, regular de ordem m com respeito
a X,. Dado algum G € R, existem Q € R e R € R'[X,], com R = 0 ou degx (R) < m,
unicamente determinados por F e G tais que

G=FQ+R,
onde () e R sdo quociente e resto, respectivamente.

Demonstragao. Veja Teorema 2.3 em [[1]]. g

Teorema 1.2. (Teorema de Preparacdo de Weierstrass) Dada F' € 'R , regular em relagdo a X,
de ordem m. Entdo existem U € R invertivel e A1, --- , Ay € Mpr, unicamente determinados
por F, tais que

F-U=X"+A X"+ AX™ 2.+ A,

Alémdisso, se F é regular em X, isto é, mult(F') = m, entdo mult(4;) > i, parai =1,--- ,m.

Demonstracdo. De fato, como X" | F'(0,..., X", ...,0) entdo F' € My e, pelo Teorema da
Divisdo, existem ) € R e R € R’ [X,] tais que X]" = FQ + R,comgry, (R) < mou R = 0.

Como X™ | F(0,...,X™,...,0), entio X™ divide X™ — (FQ) (0,...,X™,...,0) =
r(0,...,X7",...,0). Como gry (R) < m, segue que R(0,...,X",...,0) = 0 e, implica
que, @ (0,..., X ...,0) € K\{0}. Logo, @ ¢é invertivel.

Assim, tomando () = U e considerando R = — (AlX;”_l + A X2 4t Am) €
R’ [X,], teremos

F-U=X"4+A4X"14+...+A,.

Agora, por outro lado, temos F' (0, ..., X™ ... ,0)U (0,..., X™,...,0) = X™+a1(0)X™ 1+
-4 am(0) ecomo X" | F(0,..., X", ...,0)entdo 4; (0,..., X" ...,0) =0, para todo i,
eassim A; € My, parais =1,...,m.

Se F' é regular em X, entdo

m = mult(f) = mult(FU) = mult (X" + A X'+ + A4y) .

Para que, de fato, isto ocorra devemos ter mult (A4;X;"~*) > m parai = 1,...,m. Portanto,
mult (4;) > 4. O

Nos teoremas anteriores note que é importante que F' seja regular de ordem m em alguma
das indeterminadas. Porém, tal condi¢cao ndo € tdo restritiva como pode parecer a primeira vista,
pois nem sempre isso ocorre. Assumindo K um corpo infinito, veremos que através de um
automorfismo linear em R, podemos transformar uma série ndo regular em uma série regular
em uma das indeterminadas.

Lema 1.1. Sejam K um corpo infinito e F uma familia finita de polinomios homogéneos nao
nulos em K[Y1,...,Y,]. Entdo existe uma transformagao linear T : K[Xy,...,X;] —
K[Y1,...,Y;]| tal que para todo F' € F de grau n existe cp # 0 tal que

f(T(X1,..., X)) = cp X" + (termos de menor grau de X,).
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Demonstracdo. Veja Lema 2.6 em [1]] ]

Obtemos imediatamente o seguinte coroldrio:

Corolario 1.1. Seja K um corpo infinito. Dada uma familia finita F de elementos ndo nulos em
R, existe um automorfismo linear T de R tal que todos os elementos de T'(F') sao regulares na
ultima indeterminada.

Demonstracdo. Veja Colorério 2.7 em [[1]] O

A partir do coroldrio acima obtemos o seguinte Corolario do Teorema da Preparacdo de
Weierstrass.

Corolario 1.2. Seja F' € R\{0} uma série de multiplicidade n. Entdo existe um K-automorfismo
T de R, uma unidade U e A1, -+ , Ay, € R tais que mult(A;) >4, parai =1,--- ,n, e
T(F)-U=X"+A X" 4 4 A,
Exemplo 1.4. Note que o polinomio f = X?Y?3 + 2XY? + XY? ndo é regular com relagio a
X ouY. Agora, considere o automorfismo
X—X+Y
Y—Y

Teremos que ¢(f) = Y +3Y3 + 3XY?2 +2XY* 4 X2Y3 é regular em Y de ordem 3.

O estudo de um polindmio é muito mais simples que o estudo de uma série de poténcias.
Dessa forma, o pseudopolindmio X" + AlXﬁ*]L + AQXZ}*Q + ...+ A, associado a F', apds
uma mudanga linear de coordenadas, € considerado uma preparagdo de F' para seu estudo. Tal
mudanga serd de grande utilidade em diversos resultados ao longo do préximo capitulo, onde
trataremos sobre a multiplicidade de interse¢do de curvas dadas por séries de poténcias.

Finalizamos a apresenta¢@o de consquéncias do Teorema de Preparacao de Weierstrass com
o seguinte resultado:

Corolario 1.3. (Teorema da Fungdo Implicita) Seja F um elemento de R tal que F (0, ...,0) =
Oe %(Ov ...,0) # 0. Entdo existe

o (X1,..., Xp21) € Mpy,

tal que
F(Xl, e ,Xr,1,<,0 (Xl, e ,erl)) =0
como um elemento de R’.

Demonstragcdo. A condi¢ao %(07 ...,0) # 0 é equivalente a dizer que F' é regular em X, e

de multiplicidade 1. Entao, pelo Teorema de Preparacao de Weierstrass U € ‘R tal que
F-U=X,+ A, comA; € My
O resultado segue tomando ¢ (X7,..., X,_1) = —Aj, e notando que U(0,...,0) # 0. O

O resultado acima serd util para o entendimento da Parametrizacdo de Puiseux que sera
apresentada posteriormente.
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1.3 Curvas algébricas planas

Reservaremos esta secdo para apresentar brevemente nosso objeto de estudo, as curvas
algébricas planas e alguns outros conceitos relevantes para o desenvolvimento do trabalho.

Como mencionamos na introducao, o estudo das singularidades de uma curva plana algébrica
ou de uma curva analitica em C2, dada localmente por uma equacio f(X,Y) = 0, onde f é
uma fungdo polinomial ou analitica, pode ser realizado estudando as propriedades algébricas de
f(X,Y) como um elemento de K[[X, Y]]. Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.4. Uma curva algébrica plana (f) é a classe de equivaléncia de um elemento ndo
invertivel f € K[[X,Y]|\{0}, modulo a relacao dos associados. Isto significa que

(f) ={u- f;u éuma unidade em K[| X, Y]]}
Pela defini¢ao apresentada acima, temos que
(f) = (9) <= Jumaunidade v € K[[X, Y]] talque g = u - f.

Como a multiplicidade de uma série de poténcias formal € invariante por produto por uma
unidade, podemos definir a multiplicidade de uma curva plana algébrica (f) como sendo a
multiplicidade de f. Diremos que a curva ( f) é regular, se mult(f) = 1. Quando mult(f) > 1,
diremos que a curva é singular.

Além disso, diremos que (f) é irredutivel se a série de poténcias formal f € irredutivel em
K[[X,Y]]. Uma curva plana algébrica irredutivel também sera chamada de ramo.

Seja (f) uma curva algébrica plana e considere a decomposi¢do f em fatores irredutiveis em
K[[X, Y]],

f=htafr

As curvas (f;), para j = 1,...,r sdo chamadas de ramos da (f). A curva (f) é redutivel,
se (fi) # (f;) parai # j, isto &, quando f; e f; ndo sdo associados se i # j.
Agora, seja (f) uma curva algébrica plana de multiplicidade n. Entdo,

f:Fn+Fn+1+"'7

onde cada F; é um polindmio homogéneo em K [X, Y] de graui e F;, # 0. Chamaremos a curva
(F},) de cone trangente de (f).

Observe que todo polindmio homogéneo com duas indeterminadas e coeficientes num corpo
algebricamente fechado pode se decompor em fatores lineares, entdo podemos escrever

S

Fp =] (a:X +b:Y)",
i=1

S
onde Zn = n,a;,b; € K, parai,j = 1,...,s, e a;bj —ajb; # 0, se 7 # j. O cone
i=1

tangent_e de (f) consiste nas formas lineares (a; X + b;Y) ,i = 1,...,s, cada uma tomada com
multiplicidade r;, chamadas de retas tangentes de (f). Se (f) tem multiplicidade 1, ou seja, (f)
is regular, entdo o cone tangente (F}) consiste em uma reta tangente de multiplicidade 1.
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Exemplo 1.5. Seja f(X,Y) = 4Y? — X3. A forma inicial de f é fo = 4Y? = (0X +2Y)2% O
cone tangente da curva (f) é (4Y'%) com retas tangentes (2Y') de multiplicidade 2.

Finalizamos esta secdo apresentando o Lema Unitangente, resultado que serd ttil mais
adiante.

Lema 1.2. (Lema Unitangente) Seja f € K[[X,Y]] com f(0,0) = 0 irredutivel com multipli-
cidade n. Entdo a forma inicial de f é

fn = (aX +0bY)",
onde a,b € K ndo sdao simultaneamente nulos.
Demonstragao. Veja Corolario 3.15 em [[1]]. O

Observacao 1.2. O Lema Unitangente nos diz que se f é irredutivel, entdo o cone tangente a ( f)
consiste na unica reta (aX +bY'). Em [[I] é possivel ver a prova do Lema Unitangente na carac-
teristica zero, Porém, o resultado também é verdadeiro para qualquer corpo K algebricamente
fechado.

1.4 Parametrizacao de Puiseux

Agora, vamos introduzir, brevemente, a nocao de parametrizacdo de ramos planos. Esta
ferramenta serd uma aliada no estudo das propriedades das curvas.

Seja f = Fy, + Fj,11 + - -+ € K[[X, Y]] uma série de poténcias irredutivel de multiplicidade
n. Pelo Lema Unitangente, temos que F;,, = (aX + bY)", para certos a,b € K. Entdo f é
regular em Y (quando b # 0 ) ou f € regular em X (quando a # 0 ). Se f é regular em Y,
podemos escrevé-la da seguinte forma:

f=ao(X)Y"+ a1 (X)Y" 1+ 4 ap(X) + Y IR(X,Y), (1)
com a;(X) € K[[X]], mult (a;(X)) >4, parai =1,...,n,a0(0) #0e h(X,Y) € K[[X,Y]].

Lema 1.3. Seja f € K[[X, Y]] uma série de poténcias irredutivel de multiplicidade n e regular
emY escrita da forma (1). Entdo

mult (a;(X)) > iw, i=0,...,n.

n

Seja f € irredutivel de multiplicidade n e regular em Y da forma (1), considere P(X,Y’) o
pseudopolindmio associado a f,isto &, uf = Y™ + Aj(x)Y" 1+ ... + A,(X) = P(X,Y), e

sejaazgp(X%) eK HX%H,comn:min{qEN;aeK HX%H}
Pelo Corolério 1.3, P(X,«a) = P <X,go(X%)) — 0. Fazendo t = X, entdo o(T) €
KT e f(IT", (1)) =0
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Nesta situagdo dizemos que a mudanca de varidvel

X=T1"
X =¢(T)= Z b;T", com b, € K\ {0}

i>m

¢ uma Parametrizagdo de Puiseux da curva (f).
Qualquer outra raiz de f nos fornece outra parametrizagdo de Puiseux (¢",4(t))) de f, e
mais, ¥ (t) = p(&t), onde £ é uma n-ésima raiz da unidade.

1
Observe também que o indice ¢ € n = min = {q eN;jaekK HX EH } sdo relativamente

primos para qualquer parametrizacdo de Puiseux acima, pois ndo admitem fator comum para
todo i tal que b; # 0.
Por [[[1]], Teorema 3.10, item 3], temos

mult(p(t)) = n - multx (o) = multx (A, (X)) = multx(a, (X)) > n.
Em particular, se o cone tangente de (f) é (Y"), entdo
mult7(p(7T)) = multx (a, (X)) > n

Existem muitas outras possiveis parametriza¢des de (f) por meio de outras séries K[[T7]].
Seja (11(T),42(T)) um par de elementos ndo nulos de ndo pertencentes a unidade de K][[T]].
Diremos que (11 (7T),12(T")) é uma parametrizacao de (f) de

S (1(T),42(T)) =0,

como um elemento de K[[7].
A parametrizacdo (¢1(T"),12(T)) de (f) serda chamada de primitiva se existir um automor-
fismo p de K[[77] tal que

(o (1(T)), p (¥2(T))) = (T", o(T))

onde (T, p(T)) é uma parametrizacdo de Puiseux de (f).

Se f for regular em X, entdo teremos os mesmos resultados acima trocando os papéis de X
eY.

A relacdo entre a equag@o de uma curva e sua parametrizacio Puiseux € de alta complexidade
como se pode ver nos exemplos a seguir.

Exemplo 1.6. A curva dada por
f=Y®—4X3Y0 —8X°Y® + (6X° —26X7) Y* + (—24X° + 16X°%) Y+
+ (36X —4x? —20X") V2 4+ (=8X M +16X"? —8X ) Y + 21X M+
+X12 + 6X13 o X15

pode ser parametrizada por
X=T1"
Y = T12 + T14 _ T15.
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Exemplo 1.7. A curva (f) = (Y2 —9X3Y — X*) tem uma parametrizacdo cujos termos até a
poténcia 14 em T sdo:

X =73
{Y =T*4+37° — 977 4+ 2778 — 324710 + 121571 — 18711713 4 758167 — - -
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2 Multiplicidade de Intersecao de curvas planas

Ao estudar a multiplicidade de interse¢ao, conhecemos métodos que nos possibilitam atribuir
um valor ao grau de contato entre duas curvas planas. Por exemplo, veja as seguintes curvas:

\>
/‘

Figura3: f = V(-Y? - X), g = V(X) Figura 4: Perturbagio em f

Note que a principio visualizamos apenas um ponto de intersecdo entre as duas curvas.
Ao realizar uma pequena perturbacdo, a quantidade de pontos de interse¢do entre as curvas
aumentou, resultando em dois pontos.

Agora, observe 0 que ocorre com as curvas abaixo.

FiguraS: f = V(X?+Y -2),g = V(X) Figura 6: Perturbagéo em f

Assim como no caso anterior, observamos um ponto de intersecdo entre as duas curvas.
Porém, apds realizar uma perturbagdo note que continuamos tendo apenas um ponto de intersecao.

Diante dessas situagdes, podemos nos questionar: Como medir este contato? E possivel
saber se dados dois casos diferentes, um grau de contato entre as curvas € maior que o outro?

De fato, os pontos de intersecdo a principio visualizados em um gréifico contendo duas
curvas ndo expressam o grau de contato entre elas. Dessa forma, do ponto de vista geométrico,
a multiplicidade de intersecao pode ser vista como o nimero de intersecdes entre as curvas que
surgem quando fazemos certas perturbagoes.
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Posteriormente, retornaremos a este tema, apresentando de forma detalhada os resultados
que demonstram diferentes métodos para obter a multiplicidade de intersec¢do entre duas curvas.

2.1 O anel local de uma curva plana

Dado um anel A e os elementos z1, ..., z, € A, vamos denotar por (z1, ..., z,) o ideal de
A gerado pelos elementos 21, . . . , 2.

Seja K um corpo qualquer e seja f um elemento no ideal maximal 9t = (X, Y") de K[[ X, Y]].
Definimos o anel de coordenadas da curva (f) como sendo a K-dlgebra

KX, Y]]
()

Se h € K[[X,Y]] e B C K[[X,Y]] é um ideal, dizemos que h ¢é a classe residual de h em
Ore B é o conjunto das classes residuais dos elementos de B.

O anel O + € um anel local com um tnico ideal maximal 91y = . Quando f € irredutivel,
Oy € um dominio de integridade.

Nesse momento, € de nosso interesse enunciar apenas alguns resultados sobre o anel Oy. As
demonstragdes completas estdo disponiveis em [[1]].

Op =

Teorema 2.1. Sejam (f) e (g) duas curvas algébricas planas. Entido Of ~ Oy se, e somente

se, (f) ~ (9)-

Demonstracdo. Veja Teorema 4.1 em [[1]]. O

Este resultado nos diz que o anel Oy € um importante invariante das classes de equivaléncia
das curvas algébricas planas. Quando duas K-algebras locais O e O, sdo isomorfas, escreve-
remos Oy ~ O,.

Corolario 2.1. Se Oy ~ Oy, entdo mult(f) = mult(g).
Demonstragao. Veja Coroldrio 4.2 em [[1]. 0

Quando f em uma equacdo bem comportada com rela¢do a indeterminada Y, a K-algebra
O também tem uma estrutura de um K[[X]|-médulo como mostra o seguinte resultado.

Proposicao 2.1. Seja f € K[[X,Y]] regular emY de alguma ordem n. Entdo Oy é um K[[X]]-
médulo livre de classificacdo n gerado pela classe residual y* de Y',i = 0,...,n—1, em O Iz
Em outras palavras,

O =K[X)| e K[[X]ly® - - & K[[X]]y" .
Demonstragdo. Veja Proposicao 4.3 em [l1]]. O

De posse da parametrizagdo de Puiseux (7™, ¢(T')) de f, temos o seguinte seguinte homo-
morfismo injetor de K-algebras:

Hy: Op — K][[T]],
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através do qual identificaremos Oy com a subalgebra de K[[T']]
Ay = Hy (Op) = K[[T", o(T]].

Se (T') = ¢(¢T'), onde ¢ € uma n-ésima raiz da unidade, obtemos que A, ~ A, através

do automorfismo
he + K[[T]) — KI[[T7]
P(T) — P(T)

Agora, definamos a valoracdo com respeito a f como sendo a seguinte fungio

vy oL Of — N
g +—— mult(Hy(g))
pondo v¢(0) = oo.

Acima definimos vy langando mdo sobre a parametriza¢do de Puiseux de f, porém isso pode
ser feito tomando qualquer parametrizagdo primitiva (11 (7"),¢2(T)) de (f), uma vez que

vr(g) = mult (g (T, (1)) = mult (p (g (T",(T)))) = mult (g (V1(T), $2(T))) ,

em que p é o automorfismo de K[[77] tal que

(0 (1(T)) ; p ($a(T))) = (T", (T)) -

Agora definamos o resultante entre duas curvas, que é¢ mais uma ferramena util para alguns dos
proximos resultados. O resultante de f e g desempenha um papel importante quando queremos
determinar um critério para decidir quando f e g tém um fator comum ndo constante em A[Y].

Definicdo 2.1. Seja A um dominio de fatoracdo inica e considere f = agY™ + a Y™ '+
st ameg=bY" +b01Y" 1 +...+b, € A[Y)]. Entéo o resultante de f e g é um elemento
de A definido por:

ay a3 ag - am 0 0
0 aq al Am—1 Am 0
Ry(fig) =det My, —det | O~ 70 a0 e e dm
W 19— bp by by -+ byp1 by 0 - 0
0 by by -+ - bygq by --- 0
0 bo by,

m+n

Observe que o produto dos elementos da diagonal principal de My , € ajb};’, além disso, se
considerarmos os coeficientes a;s e bg»s como variaveis, o resultante Ry (f, g) € um polindmio
bi-homogéneo de grau n com rela¢do aos a’s, e de grau m com relagdo aos b;s. Para o acesso
a mais informagdes e propriedades relacionadas ao resultante entre duas curvas, o leitor pode
consultar a referéncia [[1]].
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2.2 Um pouco de Algebra Linear

Apresentaremos alguns resultados complementares da Algebra Linear que serdo essenciais

para a compreensao da teoria apresentada no estudo de multiplicidade de intersecao.

Sejam U, V', W espagos vetoriais sobre um corpo K. Considere um diagrama da seguinte

forma
WSV 5T,
onde p e ¢ sdo homomorfismos de espagos vetoriais.
Definicao 2.2. Diremos que W 2V 5 U éuma sequéncia exata se
Im(p) = Ker(9).
Se temos uma sequéncia exata da forma

0>V 33U,

signigfica que ¢ € injetivo, enquanto uma sequéncia exata da forma

WSV o

indica que ¢ € sobrejetivo.
Agora, suponha que W seja um subespago do espago vetorial V. Entao

%:{@:U—FW;UGV}

¢ um espaco vetorial. Além disso, se dimg V' < oo, entdo temos
.V . .
dimg — = dimg V — dimg W.
W
Proposicao 2.2. Suponha que tenhamos uma sequéncia exata de espagos vetoriais

0—W -5V 250 —0
Entao V' tem dimensdo finita se, e somente se, U e W tém dimensdo finita. Nesse caso,
dimg V = dimg W + dimg U.
Demonstracdo. Por hipotese, sabemos que a sequéncia € exata, entdo temos que
dimg W = dimg ¢(W) = dimx ker(yp),

e pelo teorema do isomorfismo de espagos vetoriais, seque que
Vv

-~

~U,
Ker(y)
0 que, a vista de (2), implica que

dimg V' = dimg Ker(p) 4+ dimg U = dimg W + dimg U.
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Proposicao 2.3. (Teorema do Isomorfismo de Noether). Sejam V e W subespacos do espagco
vetorial U. Entdo

v V+Ww
vow W
Teorema 2.2. Sejam V um espaco vetorial e L : V — V um mapa linear injetivo. Seja W um
subespago de V tal que L(W') C W. Temos que

VL)
W L(WY
2. Se W e LE/V) tem dimensao finita, entdo dimyg LE/VVV) = dimg LE/V)

Estes dois ultimos serdo tteis posteriormente em situagdes especificas para auxiliar na
compreensdo de resultados relacionados a multiplicidade de intersecao.

2.3 A Multiplicidade de Intersecao

Retornaremos agora a tratar sobre a multiplicidade de interse¢do entre duas curvas. Como
jé foi dito anteriormente, calcular a multiplicidade de intersecdo nos auxilia a medir o grau de
contato entre duas curvas. Com este objetivo , iremos apresentar a definicdo da multiplicidade
de intersec@o e mostrar diferentes formas de obter esta multiplicidade.

Seja K um corpo arbitrario e 9 o ideal maximal de K[[X, Y]].

Proposicao 2.4. Sejam f, g € 9. As seguintes condicoes sdo equivalentes:

1. fe g sao relativamente primos;

K[[X,Y
2. A dimensdo de M como um K-espaco vetorial, ¢ finita.

(f,9)

Demonstracdo. Podemos assumir que f e g sdo pseudopolindomios, pelo Teorema de Weierstrass.

(1) = (2) Se f,g € K[X, Y] sdo relativamente primos, o mesmo ocorre em K[[X]][Y]. Por [I}
Prop. 2.17] o resultante Ry (f,g) # 0 e de [1, Ex. 1.4] Ry (f,g9) = u - X", u(0) # 0.
Mas pela [l1, Prop. 2.20], temos

u-X"=Ry(f,g9) =af +pg €(f 9)-

Por outro lado, note que u(0) - X” = Ry (f,¢9)(0) = 0, ou seja, X" € (f, g),r > 1. Dai,
do Teorema da Divisao, obtemos

h = fg+ao(X)+ - +ap1(X)Y"!

=h = fqg+ag(X)+ - +a, 1(X)Yn1
= > a;X Y, 0<i<r-1,0<j<n-—1L

Logo, {Yl . ?j} € um conjunto finito de geradores de %. Portanto,
KX, Y]]
dimg ——— < oc.
(f.9)
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(2) = (1) Facamos a contrapositiva. Sejam h, f1, g1 € K[[X, Y]] tais que f = hf1 e g = hgi,

e note que o conjunto {1, X, X ,..} é L.L em W. De fato, caso contrario, existiria

m € Z e a4 # 0 tal que

artas X+ag- X+ A X = —Ome1 X = B+ X + -+ XE=Xm

ou seja, p(X) = B + foX + -+ XF — X™ ¢ (h), isto §, existe h; € K[[X,Y]] de
modo que p(X) = hy - h. Donde,

K[[X, Y]

(f,9)

> dim]KM = 00.

(n)

dimg

O]

Definicao 2.3. Sejam f,g € M. A multiplicidade de intersecdo é definida como sendo a
dimensao da seguinte algebra:

1(7,9) = dimge = 5,

incluindo o caso em que esta dimensdo é infinita.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos que ilustram o cdlculo da multiplicidade de
intersecao usando a defini¢ao fornecida acima.

Exemplo 2.1. Considere as curvas f = V(X) e g = V(Y). A multiplicidade de intersecdo de

fegsera
. K[X, Y]]
I =d ——— =1
(f) g) mg <X, Y>
Como X € (X,Y)eY € (X,Y), teremos X = 0eY = 0. Agora observe que um elemento

f € K[[X,Y]] pode ser escrito da seguinte forma:
f=ao+aX +aY +a3X®+aV? + as XY + a6 X + a7V? + as XY + ag XY + - --

Logo,

f = @o+ai X +a2Y +azX2+asY? +a5XY +agX3 +a7Y3 4+ agXY2 4+ agX2Y + -
= Go+@mX +aY +a3X2+aY2+asXY +agX3 +a7Y3 +agXY2 +agX2Y + ---

=0

= ap.

K
Isto significa que precisamos apenas de uma constante ¢ € K para gerar XY

dimensdo é igual a 1.
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Figura7: f =V (X)eg=V(Y)

Exemplo 2.2. Considere as curvas f =V (X)eg=V(X? - Y?3).

KX, Y]]

et =3,
(X, X2 Y3

NateﬁueY:ﬁeXz—Y3zﬁjﬁ—ﬁzﬁiﬁ:ﬁéXX:W:W:ajd
que X = 0. Dai, seja
f=ap+aX +aY +asX?+aY?+ a5 XY +agX? + a7V3 + ag XY? + ag X?Y + - --

Teremos que

f = @o+ai X +aY +azX2+asY?2 +asXY +agX3 +a7Y3 4+ agXY2 4+ agX2Y +---

= Go+mX +azY +a3X2+asY2 +as XY +agX3 +a7Y3 +agX Y2 + agX2Y + - -
~— —— ~
-0 -0 -0
= ap+ @Y +aX>
K[[X, Y]]
(X, X2 -Y3)

Neste caso, {E, 7, YQ}, com ¢ € K, é suficiente para gerar e, portanto, sua

dimensdo é 3.

Figura8: f = V(X)eg= V(X% -Y?)
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Exemplo 2.3. Considerando as curvas f = V(Y2 — X3) e g = V(X? — Y3), teremos

KI[IX, Y]]
<Y2 _ X3, X2 — Y3)

I(f,g) = dimg =4.

E possivel verificar verificar que esta dimensao é, de fato, 4 seguindo a mesma ideia desenvolvida
nos exemplos anteriores.

Figura9: f = V(Y2 - X% eg=V(X? - Y?)
Definicio 2.4. Diremos que duas curvas (f) e (g) sdo transversais, se (f) e (g) sao regulares e
suas retas tangentes sao distintas.

Observacao 2.1. Ao definir quando duas curvas sdo transversais, algumas referéncias pedem
que (f) e (g) sejam regulares, mas outras referéncias ndo pedem esta hipotese.

Para auxiliar no calculo da dimensdo da dlgebra acima, podemos usar as propriedades que
seguem no proximo resultado.

Teorema 2.3. Sejam f,g,h € M, ¢ um automorfismo de K[[X,Y]] e u e v unidades em
K[[X,Y]]. A multiplicidade de intersecdo tem as seguintes propriedades:

1. I(f, 9) < oo se, e somente se, f e g sdo relativamente primos em K[[ X, Y]]

(
- I(f.9) =g, f):
- H(o(f), o(9)) = luf,vg) = 1(f,9):
- I(f.gh) =1(f,9) + 1(f, h);
- I
(

fy9) = 1 se, e somente se, f e g sdo transversais;

[ Y . NS

- (f g = nf) =1(f,9).

Demonstracdo. Sejam f,g,h € 9, ¢ um automorfismo de K[[X,Y]] e u e v unidades em
K[[X, Y]].

1. Como I(g, f) = dimg , entdo a afirmacdo segue da Proposi¢do 2.4.
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7?9 img < =1(g, f).

. = dimg —— =d
2 Wf.g) = dimg oy = dim 775
3. I(uf,vg) = I(f, g) é imediato. Agora, seja J = (f,g) e T = (&(f), d(9)) -
Seja

R
z/z.72—>7
a — ¢a)

um homomorfismo sobrejetor.
Observe que

Kery = {aEsz(a)zﬁ}
= {aeR:ﬁzﬁ
= {aeR:¢(a) e T}

9(
= {aeR:¢(a) =d(af + Bg)}
= {a€R:a=af + Py, paraalgum o, 3 € R}
= J.

S

Logo, pelo Teorema do Isomorfismo, temos

R_R
J T
Assim, » .
dimg —— =dimg ————+— <1 =1 :
4. Por defini¢do, temos que
L R . o
I(f, gh) = dimgk m = dimg (g1
. R . Oy
I =d —F =d —
(99 = dime 7 = dimie 20
L R . Of
I(f, h) = dimg T dimg '
lembrando que Oy = <Rf>

Assim, é suficiente mostrar que a sequéncia

Or ¢, Or » Of
N T TN T T

(ny — {gn)y  (g)

€ exata. Precisamos, entdo, mostrar que Ker ¢ = Im .

Pela Propriedade Universal do quociente, existe uma tnica aplicacio que satisfaz o seguinte

— 0

0—
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diagrama comutativo

2 Of
Oy (9"
/7(
”J " =73 tal que ma () =(750m)(2)
95
(g'n")
Note que
O —
Kerp = {a: € (g'if’) (@) =m(T) = O}
__ Oy =
= {m € v ma () :0}
_ )
(g'n)

Agora, seja(z') = g'7.

Afirmacgao 1: 9 € um homomorfismo. 7

Afirmagdo 2: 9 € injetor. De fato, suponha que (2’ = 0).

0=y =g7 =g+ ¢ (g'n')

Ja’ € Oy tal que ¢'2' = &/¢g'h < gz — agh € (f) = 3 € Rtalque g(z — a) = Bf.
A partir desta igualdade, temos dois casos:

* Se f e g ndo sdo relativamente primos, nao temos o que fazer, pois pelo item 1
obteriamos oo = oo.

* Se f e gsdorelativamente primos, entdo g(z—«a) = Sf = f|(z—ah) = 2/ —d'h/ =
0=7=dh=2=0.

teremos entao

my = {7e ok vw) -
{

Logo, concluimos que Ker o = Im 1 e, portanto, a sequéncia é exata.
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5. Suponha que (f) e (g) sdo regulares com retas tangentes distintas. Com uma mudanca de
coordenadas podemos assumir que existem fi, g1 € M2emque f = X+ fieg=Y +g¢1.
Podemos reescrever como f = uX + Y fo e g = vY + Xgo, onde u e v sdo unidades.
Vamos mostrar que Y € (f,g) e X € (f,g) e, assim, (f, g) = (X,Y’). Temos que:

Y (U — u_lggfg) =Yv—Yulgafo
=Yv—utg(f —uX)
=Yv—utgf+utuXgy
=Yvo—ulgaf + Xgo
=g-u'gpfe<fg>.

Além disso, (v —u"'gaf2) (0,0) = v(0,0) # 0, ou seja, (v —u"'gaf2) é unidade e,
portanto, Y € (f, g). Analogamente temos que z €< f, g > e, portanto,
K[X, Y]] K[[X, Y]]

I(f,9) :dimKW :dimKW =1.

Reciprocamente, vamos supor que (f) e (g) ndo sdo transversais ¢ vamos mostrar que
I(f,g) # 1.

Se (f) e (g) ndo sdo transversais, entdo mult (f) > 2, ou mult(g) > 2, ou possuem
a mesma reta tangente. Apds uma mudanga de coordenadas, se necessario, temos f =
Yfi+foeg=Yg +gacomfaegr € Me fr,q € K[[X,Y]]. Assim, (f,g) C
(Y') + 92 e, portanto,

. K[X,Y ) K[[X,Y . KX
I(f,g) = dimg W > dimg <Y[£ n 931]2 dimg <££2>] = 2.
6. Por definicdo, temos
1(f,9 — hf) = dimg m
=g 1Y)

Precisamos mostrar que (f,g — hf) = (f,g). Note que g — hf € (f,g). Dali, temos
que (f,g—hf) C (f,g). Por outro lado, observe que hf + (¢ — hf) € (f,g — hf),
ou Seja’ g € <f’g_hf> LOgO, <f7g_ hf> ) <f7.g> Portanto, <fag_ hf> = <f7g> €
concluimos que I(f, g — hf) =1(f, g).

O]

De posse das propriedades estabelecidas no teorema anterior, revisitemos agora os exemplos
apresentados anteriormente.
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Exemplo 2.4. Considere as curvas f = V(X) e g = V(Y). Pela Propriedade 5 do Teorema
2.5, podemos concluir que a 1(f,g) = 1.

Exemplo 2.5. Considere as curvas f =V (X)eg = V(X?-Y?3). Calculemos a multiplicidade
de intersecdo entre elas. Pelas Propriedades 3 e 6 do Teorema 2.3, temos que

1x,x2-v% 9o -ve 4 x2x) = 1x, -vH i, v = 8.

Exemplo 2.6. Considere as curvas definidaspor F = V(Y? - X3) e G = V(X? —Y?3). Vamos
calcular a multiplicidade de intersecdo entre elas.

—~
=

I(V2- X3 X?-Y?%) = I(V?-X3 X?-X’Y —Y(Y* - X?))
= I(Y?2-X3 X?-X3)=1(Y%2 - X3 X?(1-XY))
Doy - x3 x4 1(v? - x31 - xv) Yix? v?) = 4.

=0

—
N2

Além de auxiliar no cdlculo para encontrar a multiplicidade de intersecao, tais propriedades
ainda caracterizam completamente a aplicacao I, como nos mostra o préximo resultado.

Teorema 2.4. Seja I um mapa

T 9 x M — NU{oo}
(fr9) = T(f,9)

satisfazendo as propriedades do Teorema 2.3, entdo 1’ = 1.

Demonstrag¢do. Vamos assumir f,g € 9\ {0} relativamente primos, pois caso ndo o fossem,

pela Propriedade 1 do Teorema 2.3, teriamos I'(f,g) = oo = I(f,g). Agora, note que se

I'(f,g) = 1, segue da Propriedade 5 do Teorema 2.3 que I(f,g) = 1, isto é, I'(f, g) = I(f, g).
Suponha I'( f, g) = r. Se conseguirmos decompor I'( f, g) em uma soma termos da forma

I/(fag) = I/(fv gl) + Il(f7 92)7

onde I'(f,g1) <r—1el(f, g2) <r—1.

Sejam f,g € 9 \ {0} tais que I'(f, g) = r. Sabemos pelo Coroldrio 1.2 que existe um
K-automorfismo ¢ de K [[X, Y]], uma unidade U € K[[X,Y]] e A1,..., A, € R/ tais que
mult(A;) > i, parai =1,...,n,¢e

O(f) U=Y"+4Y" '+ .+ 4, =p.

Analogamente, existem V' € K[[X,Y]] unidade e By, ..., B, € R’ tais que mult(B;) > i,
para: =1,...,m tais que

olg)-V=Y"+AY"+... + B, =q.
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Sabemos, pela Propriedade 3 do Teorema 2.3, que I € invariante via automorfismos e produto
por unidades. Assim, temos

U'(f,9) =T(p,q).

A Propriedade 2 do Teorema 2.3 nos permite assumir que 7 < m. Agora, defina
@ =q=Y"""p=Xq,
com ¢2 € K[[X,Y]]. Verifiquemos os seguintes casos:
* Se g2 € unidade, note que

(6) _ (3)
I'(pq) = T(pq=Y" "p)=T(p,Xq2)=I'(p, X).
Agora, note que como mult(A4;) > i, podemos colocar X em envidéncia em A; e escrever
A;Y"" = Xh;, onde h; € M. Sejap; = p — AY" ! e definamos recursivamente
pj =Dj—1 — Ajynij, COl’Ilj = 2, BRI (8 Daf,

—~
(=)
=

I'(X,p - Xh) 21X, p1) 2 - Or(X, py)
I'X,y"=T(X,Yy -y"1 @ X,y H+T'(X,Y)

I'(X,p)

—~
=)
=

—~
Ny
Nz

* Se g2 nao é unidade, entao

6 4
r=1T1(p, q)(:)I’(p, ql)(:)I’(p,X) +T'(p, g2).

Temos que I'(p, X) < r —1eT'(p,q2) < r — 1, pois caso contrario, teriamos I'(p, X') >
r—1oul(p,g2) > r— 1. Uma vez que I'(p, X) = n > 0, apenas poderiamos ter
I'(p, X) > r — 1, o que forgaria I'(p, g2) = 0, 0 que ndo ocorre.

Logo, temos

r="(p,q) =T (0, X) +T(p,a2) "= Up, X) + Lp, a2) = I'(p, q).

Portanto, I'(f, g) = I(f, g).

~

O]

Utilizando a valoracdo e o resultante, ferramentas apresentadas preliminsarmente, pode-
mos enunciar e provar o proximo teorema que nos fornece outras duas maneiras de calcular a
multiplicidade de interse¢ao.
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Teorema 2.5. Sejam f e g pseudopolinomios em K[[X]|[Y]. Seja

f=he

a decomposicao de f em fatores irredutiveis, que podemos supor que sejam pseudopolinémios.

Entdo
'

I(f,9) = vy, (g) = mult(Ry (f,9)).

=1

Demonstracdo. Antes de iniciar a demonstra¢do, fagamos algumas observacdes. Sabemos que
f e g s@o séries formais em K [[ X, Y]], mas o Teorema de Preparagio de Weierstrass nos permite
transforma-las em pseudopolinémios em K [[X]] [Y]. Além disso, sendo f um pseudopolinémio,
os fatores da decomposicio f = fi--- f, também serdo pseudopolindomios. Tal decomposi¢ao
em fatores irredutiveis € possivel, pois f pertence a um dominio de fatoragdo dnica. Vamos
assumir f e g relativamente primos, pois se nao o fossem teriamos

I(f,9) = vs(g) = mult(Ry(f, 9)) = 0.
=1

Note que se tivermos (1", ¢, (T")) parametrizacdo de Puiseux, f;(T", ¢ (1)) = 0, o que
nos da

g(Tn7 Qofi(T)) = fi(Tn7 Qofi(T))h(Tnv QOfi(T)) =0
= Uf; (9) = mult(g(T™, Pfi (T)) = mult(0) = oo

= Ry(f,9) =0
= mult Ry (f,g) =0 = oo.

Suponha sem perda de generalidade que f € irredutivel. Afirmamos que

I(f,g) = vs(g) = mult(Ry (£, g))-

Podemos escrever
r

I(fr-- frg) =D 1(fir9)

i=1

e pela Propriedade 4 do Teorema 2.3, temos

I(fr-- frog) =1f1,9) +1(f2 - fr9) = W f1,9) + 1 fo,9) +1(f3-- frr9) = .-

Seguimos recursivamente até obtermos a soma

r

i=1

Logo, basta provar que I( f;, g) = V7, g, sabendo que f; é irredutivel.
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Considere o mapa K-linear

L:K[T)] — K([T7]
MT) = MTD)g (T, ¢(T))

onde n = gry(f) e (T™,p(T)) é uma parametrizagdo de Piseux de f. Como f e g sdo
relativamente primos, segue que g (7™, ¢(T")) # 0, e portanto L € injetivo.
Seja W um K-subspago vetorial A, = K [[T", ¢(T')]) (~ Oy) de V' = K[[T]]. Temos que

(¢) ~ g(T"o(T) R,  L(W)

of A W

Por outro lado,

L(V) ~ (g(T", ¢(T)))
Por [[[1]], corolério 4.5], temos que

dim K<C>O
Kw

€ Como

dimg =mult (g (T", o(T))) < oo,

v
L(V)
Segue do Teorema 2.2 que

@
I(f,g) = dimg 2L = dimg

(9)

Agora, seja ¢ n-ésima raiz primitiva da unidade, segue de [[/1]], Proposicdo 2.22] que

w . V
LoV = dimg %) =vs(g).

Re(f0) = [Lo (¥ (X))
=1
Assim

mult (Ry (f,g)) = n - mult (g (X, © (X%))) =mult (g (T", ¢(T)))

Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.7. Calculemos a multiplicidade de intersecio entre f = X?> —Y3 e g= X3 - Y4
usando o resultado anterior:

I(f,9) = Vg(f) = mult(g(T*, T°)) = mult(T° — T°) = 8,

onde (T*,T?3) é uma parametrizacao de (g).
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Teorema 2.6. Sejam f,g € M. Temos que

I(f,9) = mult(f) - mult(g).

A igualdade vale se, e somente se, (f) e (g) ndo possuem tangentes comuns.

Demonstracdao. Sejam f = f1--- f, e g = g1---gs, as decomposicdes de f and g em fatores
irredutiveis, respectivamente. Usando as propriedades 2 e 4 do Teorema 2.3 , temos que

1,J
Por outro lado, como mult (h1hg) = mult (hq) + mult (hs), temos que
mult(f) - mult(g) = Z mult (f;) - mult (g;) . 4)
1,J

Logo, de (3) e (4), segue que € suficiente provar o resultado para f e g irredutiveis.

Suponha que f e g estejam associadas a pseudopolindémios em K [[X]]|[Y] e que (f) tenha
Y como reta tangente.

Seja (T™,p(T) ), onde n = mult(f),uma parametrizacdo de Piseux de (f). Como Y ¢é a
reta tangente de (f), mult(¢(T")) > n. Agora, supoha que

9(X,Y) = (aX +0Y)" + gm1 (X,Y) + -+,
onde gp1(X,Y) + -+ € M™HL, Entdo temos que
I(f, ) = mult ((aT™ + bp(T))"™ + g1 (T, ¢(T)) + -+ +) = nm,

onde a igualdade vale se, e somente se, a # 0, isto é, a reta tangente de (g) ndo é Y, ou
equivalentemente, se as retas tangentes de (f) e ¢ sdo distintas. O
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3 Resolucao de Singularidades de curvas planas

Em diversas circunstincias podemos nos deparar com singularidades notavelmente comple-
xas, onde a presenca de pontos singulares pode apresentar desafios consideraveis no estudo e
andlise de determinadas variedades. Diante desse cendrio, naturalmente surgem os seguintes
questionamentos: Serd possivel simplificar o problema? Existe uma maneira de eliminar esses
pontos que estdo causando dificuldades na andlise? E a resposta para isto € sim!

Neste capitulo, abordaremos um método de resolu¢ao de singularidades de curvas planas
irredutiveis. Faremos isto por meio de uma sequéncia de transformagdes quadrdticas. No
contexto analitico, esse processo consiste em transformar um germe de um ramo analitico em um
germe ndo singular por meio de uma sequéncia finita de certas transformacdes quadréticas. Esta
técnica foi introduzida por Max Noether, considerado pai da Geometria Algébrica, no século
XIX. Para motivar nosso estudo, introduziremos o tema no contexto mais geométrico dos germes
das curvas planas analiticas.

Além de nos auxiliar na simplificacdo de uma determinada curva singular, durante o processo
de resolucao de singularidades visualizamos um decrescimento na multiplicidade da curva, que
chamaremos de sequéncia de multiplicidade. Isto nos permite extrair informacdes sobre a
topologia dessa curva.

3.1 Blow-up

Como uma ferramenta eficaz para resolver singularidades, introduziremos o conceito de
Blow- up. Ao aplicar o Blow- up a uma curva plana singular, essencialmente “explodimos”
o ponto singular. A variedade resultante preserva as propriedades da curva original, porém a
apresenta-se de maneira mais simplificada. Durante esse processo, ocorre uma mudanga de
coordenadas que proporciona uma descri¢io local mais suave da singularidade.

Utilizando essa aplicagdo podemos simplificar singularidades, tornando-as estruturas mais
compreensiveis, e até mesmo resolvé-las por completo. Primeiramente, definiremos o Blow- up
sobre C?, pois se torna mais facil visualizar a sequéncia de Blow-ups.

Definicio 3.1. Uma transformacdo quadratica ou blow-up centrado na origem de C? é um mapa
que em algum sistema de coordenadas de C? é da forma:

T : C2 — C2
(X1,1) — (X1, X0)

Areta E : X1 = 0 é chamada divisor excepcional do blow-up e é igual a T~1(0,0).

Seja C'y um germe de uma curva analitica definido por um elemento f € 9t C C[X,Y].
Suponha que a expansdo de f em polindmios homgéneos é dada por

f(X7Y) :Fn(X>Y)+Fn+1(X7Y)+"' :

Entdo a equacdo de 7! de C + € dada por
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f(T(X1,Y7)) = Fo(X1,XiV1)+ Fo (X, XaY) + -+
= X{L(Fn(lyiﬁ)+X1Fn+1(1,Y1)—|-)
Tal equag@o serd chamada de transformada total de f e sua curva associada sera a transformada

total de C'y.
Denotaremos por C' 1y acurva determinada por f @ (X1,Y7) =0, onde

FOX, Y1) = F(1,) + X1 B (LY + -4+ X" F(1L,Y1) + - -

que serd chamada de transformada estrita de C'y.
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.1. Na curva Cy, onde f = Y?—a?>X?*—X3 =0, coma # 0, teremos a transformada
total
T7HCy) : XFYE - a*X? - X} = X} (Y2 —a’ - X1) =0
| —

Cra)

e a tranformada estrita
Cr) Y2 —a? - X, =0

Apos o blow-up, a curva que antes era singular, é transformada em uma curva suave. Além
disso, é possivel observar que seus dois ramos que passam pela origem sdo separados e passam

a tocar o divisor excepcional em dois pontos.

-
.

Figura 10: Cy Figura 11: Cy1)

Exemplo 3.2. Considere a curva C'y, onde f = Y? — X3 = 0. A transformada total de C r sera

TUCY) : XEYE - XP = XH(YE - Xp) = 0
——

Cf(l)
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e sua transformada estrita sera dada por
Cra Y12 - X;=0.

Assim como no exemplo anterior, neste caso também conseguimos tranformar uma curva singular
em uma curva suave apos o blow-up.

Figura 12: C¢ Figura 13: Cf(1>

Observe que nos dois exemplos acima, aplicamos o blow-up apenas uma vez e logo obtemos
uma curva suave. Agora observe o seguinte caso:

Exemplo 3.3. Seja Cy a curva onde f = Y?2 — X® = 0. Teremos a transformada total

T (V) - XD = XAYE - X
X0 - XY =0

e a transformada estrita dada por
Cra Y2-Xx3=0.

Note que, apos o blow-up, ainda obtemos uma curva singular. Neste caso, devemos aplicar
o blow-up novamente, agora partindo de Y?> — X3 = 0. Do exemplo anterior, segue que a
transformada estrita sera dada por C f2) = Y12 — X1 = 0, obtendo, assim, uma curva suave.
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Figura 14: C¢ Figura 15: C;() Figura 16: C's(2)

A partir dos exemplos apresentados, podemos notar que apds um ndmero finito de aplica¢des
do blow-up, conseguimos transformar curvas singulares em curvas suaves. De posse de algumas
propriedades e resultados estudados, € possivel verificar que isso sempre acontece. Este processo
€ chamado resolucdo de singularidades de uma curva e nos permite estudar uma singularidade
tranformando em singularidades mais simples.

Agora, vamos definir o blow-up para um corpo K qualquer.

Definicdo 3.2. A transformacao quadratica o do anel K[[X, Y]] no anel K[[X1, Y1]] é 0 homo-
morfismo de K-algebras definido por

o K[X,XY]] — K[X,Y]]
X — X1
Y — X1y
o rK[X,Y] — K[X1,Yi]]
X — X111
Y — Y1
Seja f(X,Y) = Fo(X,Y) + Fupr (X,Y) + - € K[[X, Y]].

Teremos a transformada total
o(f) = f(X1,X1Y1) = Fo(X,XiY1)+ Fp (X, XaYh) +- -
= X{L(Fn(l,yl) + Xan+1(1, Yl) + - ,) S K[[Xl,yl]]
a*(f)

e a transformada estrita de ( f)

onde, n = mult(f).

A seguir, apresentaremos algumas propriedades basicas relacionadas a transformada estrita.
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Proposicio 3.1. Sejam f, g € K[[X,Y]].

1.

5.

o*(f) é invertivel em K[[ X, Y]] se, e somente se, f é regular em X, isto é, a forma inicial

de f é da forma f,(X,Y) = (c- X" +---), onde c € K\ {0}.
o*(f-g) = o*(f)-0*(9);
mult (o*(f)) < mult(f);

Se f é um polinomio de Weierstrass em K[[X]|[Y] de grau n com cone tangente (Y"),
entdo o*(f) é um pseudopolinémio de graun emY.

Se f é irredutivel, entdo o*(f) é irredutivel ou uma unidade.

Demonstracdao. Note que se escrevermos

f=Fu(X,Y)+ Fa(X,Y) + -1,

entao teremos

1.

o(f) = f(X1,X1Y1) = F,(X1,Xi1)+ Foa (X, Xav) + -+
= X{L(Fn(l’yl)+X1Fn+l(1vyl)+) GKHXl,Yl]].
()

(<) Seja f(X,Y)=F,(X,)Y)+ F 1 (X, V) + - -+
Sabemos que f serd regular em X se F,(X,Y) =¢c¢X" 4+ --- ;comc € Kec#0.

Note que
o(f) =F(X1,X1Y1) = F,(X1,X11) + Foa (X, XaYq) + -+

= X{'(Fo(1,Y1) + Frp1 X1(1, Y1) + Frpo X7(1,Y1) + )
Dai, temos

o’ (f) = F(1,Y1)+ X1Fp1(1L, Y1) + X7 Fny2(1, Y1) + -
— c+"'+X1Fn+1(17}/1)+“'7

onde ¢ # 0, o que implica que o*(f) € unidade, isto &, invertivel.

(=) Como o*(f) € unidade, temos que o*(f)(0,0) = F,(1,0) # 0, ou seja, F},(1,0) =
¢ # 0. Observer que se F,, = ¢, entdo F,(1,Y1) =c+a1Y{" +--- .

Dai, temos que
U(f) :X{L(Fn(l,Yi)+X1Fn(1,Yi)+ :CXn+-~'+X?+1Fn+1(1a}/1)+"' .

Logo,
f(va) = Fn(va) +FTL+1(‘X’}/) +

com F,(X,Y) =cX"™+ ..., 0que nos diz que f é regular em X.
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2. Usaremos a defini¢io de o*(f) e o fato de o ser homomorfismo. Sejam

g (f)_Xf?U(f) €o (9)‘@0(9)
Note que
* * _ 1 1 _ 1 Def.
o*(f)-o (g>_X7{lU(f)'X7{” (9)—W0(fg) ="0"(f9),

com mult(fg) = n + m.

3. Observe que o*(f) = F, (1,Y1) + X1F,41 (1,Y7) + - --. Além disso, cada polindmio
homogéneo de grau m é da forma

(X, Y) = > ajpXIYF
Jjt+k=m

Assim,

f’n(]w}/l): Z aj,kylk-

Jj+k=n

Como todos os outros mondmios de o*( f) possuem termos X1, entdo nenhum mondmio
de f,, (1,Y7) pode ser cancelado com outro termo, assim,

mult (6*(f)) = mult (F, (1, Y1) + X1 Fpt1 (1,Y1) + -+ ) = mult (F, (1, Y1)) < n = mult(f).

4. Pelo Teorema de Preparacdo de Weierstrass, podemos escrever f como um pseudopo-
linbmio em K [[X]] [Y] Seja

f=Y"+a(X)Y" '+ 4 ap 1 (X)Y + an(X)
Com o cone tangente (Y"), isto é, mult(a;(X)) > i. Aplicando a transformagao o, temos

o(f) = XY 4+ ar (X)) XTI 4o+ an(X0)

al(Xl) al(Xl))
X1 X7

= X7 + Y4+

a*(f)

Note que obtivemos ¢*(f), a trasnformada estrita de f, como um pseudopolindmio de
graunemY.

5. Pelo Lema Unitangente , sabemos que a forma inicial de f é

F, = (aX +bY)",
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onde a e b ndo sdo simultaneamente nulos. Se a # 0, entdo f é regular em X e pelo item
1, o*(f) é unidade. Por outro lado, se a = 0 e b # 0, entdo f é regular em Y, mas néo é
regular em X. Isto ocorre se, e somente se, o cone tangente de (f) é da forma (Y™).

Assim, € suficiente mostrar que se f ¢ irredutivel e o*(f) ndo é unidade, entdo o*(f) é
irredutivel. Suponha que f é irredutivel, o*(f) ndo é unidade, mas o*(f) é redutivel.

Como o*(f) ndo é unidade entdo f ndo é regular em x e o cone tangente de (f) é (Y™).

Podemos assumir que f € um pseudopolindmio, caso contrario, pelo Teorema de Weiers-
trass, podemos trabalhar com seu associado.

Observe que se f e g sdo associados, isto €, existe um unidade w tal que f = ¢ - u, entdo
o*(f) = 0*(g - u) = 0*(g9)o*(u), onde o*(u) é unidade, ou seja, o*(f) e 0*(g) sdo
associados.

7z

Pelo item 4, temos que o*(f) é pseudopolindbmio. Visto que o*(f) é redutivel em
K [[X1, Y1]] e pseudopolinémio, podemos escrevé-lo como produto de pseudopolindmios
eirredutiveisem K [[X1]] [Y1]. Considere h (X7, Y1) um destes fatores, entdo 0 < gr(h) <
ne

[ (X1, X1iY)

o* (f (X1, 1)) = X7 = h(X1,Y1) ho (X1,11)

& (X1, XiY1) = XT'h (X1, Y1) ho (X1, Y1)

Y: Y:
X{.Y7)=X" X1, — X1, — .
& f (X1, 1) 1h< 1’X1>h2< 1’X1>

Logo f é redutivel em K[[X]][Y] e, como é pseudopolinémio, f é redutivel em K[[X, Y]],
o que € uma contradigao.

O

A préxima proposi¢do lida com algumas propriedades essenciais para estabelecer ao final
deste t6pico, o Teorema de resolugdo de singularidades para uma curva plana.

Proposicao 3.2. Seja f € K[[X, Y]] um série de poténcia irredutivel com cone tangente (Y™).
Suponha que I(f,Y) = m. Entdo

1.
2.

(o™ (f), Y1) = m —mne I(o*(f), X1) = n;

Se m —n > n, entdo mult (0*(f)) = mult(f) = n. Além disso, se m — n > n, entdo
(o*(f)) tem cone tangente (Y{"); e se m — n = n, entdo ou (X1) ou (Y1) séo retas
tangentes de (o*(f)).

Se m —n < n, entdo mult (c*(f)) = m —n < mult(f) e o*(f) tem cone tangente
(X7

Demonstragao. Veja Proposicao 5.7 em [L1]. g

44



O seguinte lema serd ntil ao descrevermos o processo de resolucdo de singularidades para
uma curva plana irredutivel.

Lema 3.1. Seja f € K[[X,Y]] irredutivel de multiplicidade n e regular em Y. Entdo existe
um automorfismo ¢ de K [[X, Y]] tal que ¢(f) é irredutivel de multiplicidade n, regular emY e
I(o(f),Y nao é multiplo de n.

Demonstracao. Veja Lema 5.8 em [[1]]. ]

Proposicio 3.3. Seja (f) uma curva irredutivel com cone tangente (Y™). SejaM ) = o*(f)
e f) =o* (f(i_l)). Se n ndo divide m = I(f,Y), entdo
[EJ = min {i; mult(f?) % mult(f)} .

n
Demonstracdo. Como n nao divide m, existe r € Ntalquem = ng+r,onde 0 < r < ne
q= L%J Pelo item 1 da Proposicao 3.2 temos que I (f(q), Y) = m — ng. Assim,
mult (f9) <1I (f(Q),Y> =m —ng < n = mult(f).

Além disso,
m—-ng=r>0=m-nqg+2n—n>n

=m-n(¢g—2)—n>n
:>I(f(q_2),Y> —n>n.

Pelo item 2 da Proposicao 3.2, temos

mult (f(q_l)) = mult(f)

e, portanto, ¢ = min {; mult (f(i)) # mult (f)}. -

Agora estamos prontos para descrever o processo de resolucdo de singularidades para uma
curva plana irredutivel:

* Seja f € K[[X, Y]] irredutivel de multiplicidade n, regularem Y etal que n t m = I(f,Y").
Denotemos f(1) = o*(f) e f) = o*(f0~1), onde f©) = fei=1,---,¢ comq = o,
menor inteiro.

* Quando i = ¢, ponha n/ = mult(f(@) e note que »’ < n. (Item 3 da Proposicio
3.2) Se n’ = 1, encerramos o processo. Caso contrario, pelo item 3 da proposi¢ao 4.4,
mult(f(‘J)) =n' > 1e f(@ é regular com cone tangente (x;‘/), digamos.

* Sejam/ =1(f9,X,) eq = %, Observe que se n’ dividisse m/, pelo Lema 3.1, existe
uma mudanga de coordenadas ¢ tal que, para (9, mult(o(f(9)) + I(f9), z,). Logo,
bastar passar para @( f(@).
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* Agora, defina
Fath) — 7 (f@y e fO = 7%(f0D) comi=q+2,-- ,q+¢-

2

e Se n” = mult( f(q+q/)) = 1, podemos parar. Caso contrario, teremos que f(q+q/) é
regular de ordem n” > 1 na indeterminada Y(4+¢)> Para a qual iremos aplicar o mesmo
procedimento usando ¢ desta vez.

Como as multiplicidades vao decrescendo, teremos f (N) ndo singular para algum N € N.
A sequéncia f, f(M, ... | V) ¢ chamada resolucdo canénica de (f).

Com isto, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. A resolugdo canoénica de uma curva algébrica irredutivel leva, apés um niimero
finito de passos, a uma curva algébrica nao singular.

A resolugido candnica de (f) determina uma sequéncia numérica
mult(f) > mult(fM) > - > mult(f%) > -« > mult(fV) = 1,
chamada sequéncia de multiplicidades de (f).

Exemplo 3.4. Determinaremos a resolugdo canonica de f = Y* — X7. Neste caso, temos que
fO =o*(f) = Yt — X3. Portanto, aplicando 7* a (fM), obtemos f2) =Y, — X3, que néo
é singular. A sequéncia de multiplicidade neste caso é (4,3,1). Observe o processo nas figuras
abaixo.

Figura 17: C Figura 18: C;(1) Figura 19: Cs(2)

3.2 A Foérmula de Noether

Nesta secdo apresentaremos uma férmula que relaciona a multiplicidade de intersecao de
duas curvas com a multiplicidade de intersec@o de suas transformadas estritas, isto é, das curvas
obtidas depois do Blow-up.

Seja f € KJ[[X,Y]] irredutivel com multiplicidade n e regular em Y. Sabemos que f
possui uma parametriza¢do de Puiseux (7™, p(7T)), com m = mult(p(7)) > n. Realizando
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uma mudanga de cooredenadas, se necessario, podemos assumir que m nao seja multiplo de n.
Considere
fO (X1, 7) = 0"(f) = X" (X0, Xah).

Como f@) (X1,Y7) éregular em Y] de ordem n e

7 (1 G2) =y s e = o

temos que

é uma paramitrizacio de Puiseux de f(1) = o*(f). Assim, para g € K [[X1,Y1]], sempre
teremos que
L(o"(f), g) = mult (g (T, 4(T))) -
Lembre-se que o anel local Oy injeta-se em K [[T]] via 0 homomorfismo injetivo
H,: Oy — A,C K|[[T]]
g — g(T"e(T)

Pelo mesmo motivo, o anel local O ;) injeta-se em K [[T']] via 0 homomorfismo injetivo

H, : Of(l) = A, C K|[[T]]
g = g(@ ()

Com a proposic¢ao apresentada a seguir iremos verificar que o anel local de uma curva plana
irredutivel se injeta naturalmente no anel local do seu Blow-up.

Proposicio 3.4. Seja f € K[[X,Y]] irredutivel com cone tangente (Y"). Entdo existe um
homomorfismo injetivo natural ¢ que torna o diagrama abaixo comutativo.

¢
Of — Of(l)
| |
A, S 4,

Ideia da prova. Seja
Y Oy = Oy
g(X, Y) — g(le X1Y1),
onde as barras t€m significados 6bvios.
Suponha que a multiplicidade de f é n. O mapa ¢ estd bem definido e € injetivo, pois, pela
Proposi¢@o 2.1, ¢ pode ser visto como um homomorfismo de K [[X]]-mddulo.

¢ K[[X]|@- o K[X|Y"! — K[X]|&-- & K[[X]]y"
9(X,Y) —> g(X, XY7)
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que estd bem defifinido e € injetivo. Agora seja g(X,Y) € Oy, entdo
Hyd(g) = Hy (9 (X, X11)) = g (T, T"¢(T)) = g (T", (7)) -
Por outro lado,
Id (H,(g)) = g (T, ¢(T)) ,
0 que prova o resultado.

Proposicao 3.5. Sejam (f) e (g) duas curvas algébricas planas, com f irredutivel. Entdo temos

1(f.9) = mult(f) - mule(g) + 1 ( V), 1) .

Demonstracdo. Sejam n = mult(f) e n’ = mult(g). Podemos supor f regular em Y, pois caso
ndo o fosse, poderiamos fazer uma mudanca de coordenadas de modo que f se tornasse regular.

()

Agora, seja (T™, (7)) uma parametrizacao de Puiseux de (f). Entdo <T”, T") serd uma

parametrizacio de Puiseux de f(1),

Temos entao
o M) ) (7 (1)
I(f , g ) mult <g (T, Tn

g (Tn, T%(T))

= mult T,n
()"
— mult (g (T", o(T))) — mult ((T")”’)
=vs(g) —n-n
=1(f,g) — mult(f) - mult(g).
Logo, I(f,g) = mult(f) - mult(g) + I (f(l),g(l)). O

Concluiremos com a apresentacdo da classica Férmula de Noether, enunciada por Max
Noether, que nos fornece mais uma forma de calcular a multiplicidade de intersecdo entre duas
curvas planas singulares.

Teorema 3.2. (Formula de Noether) Sejam f e g duas curvas planas irredutiveis. Temos que

N
— (i) (4)
I(f,9) ; mult (f > mult (g ) ,
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Demonstragdo. Pela Proposicao 3.5, temos
1(f,9) = mult(f) - mult(g) + I ( £V, gM)
= mult(f) - mult(g) + mult (f(1)> - mult <g(1)) iy (f(2),g(2)) _

Com um ntimero finito de blow-ups, digamos N, temos ( f )) e (g(N )) com retas tangentes
distintas. Assim, pelo Teorema 2.6, I (), g!™)) = mult (™)) mult (¢™) .
Dai, novamente pela Proposi¢ao 3.5, temos

I(f,9) = mult(f) - mult(g) + ... + mult (f(N)> - mult (Q(N)>

N
— @) . @Y
; mult ( f ) mult (g )

Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.5. Sejam f = Y? — X3 e g = Y? — X°. Para encontrar a multiplicidade de
K[[X,Y]]

intersecdo entre f e g, poderiamos utilizar a definicdo, calculando dimy WrT—Xsy2ox5y O que
pode ndo ser muito simples. A principio, note que os elementos ¢, X,Y, X% XY, X%Y, com
c € K[[X, Y]], ndo podem ser gerados por Y? — X> e Y2 — X5. Precisariamos verificar que
esses séo os unicos elementos em K[[X, Y]] que néo sdo gerados por Y* — X3 e por Y2 — X°
para, assim, podermos concluir que 1(f,g) = dimg % = 6. Podemos tomar um
outro caminho da seguinte forma:

Observe que, aplicando o blow-up em f e g, obtemos as transformadas estritas fV) = Y2—X
e gV = Y2 — X3 Apesar de f e g terem o mesmo cone tangente, fV) e gV) possuem cones
tangentes distintos. Pela Formula de Noether, temos que

I(f,g) = mult(f) mult(g) + mult (f(1)> mult (g(1)> =2-2+1-2=6.

g f

Figura20: f =Y? - X3eg=Y? - X5
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Na figura acima, enxergamos 3 pontos de intersecdo entre f e g. Porém, a multiplicidade de
intersecdo existente entre f e g é igual a 6, como esta ilustrado na figura abaixo.

Figura 21: Deformagdes em f e g

50



Referéncias Bibliograficas

[1] Hefez, A.; Irreducible Plane Curve Singularities. Real and Complex singularities (232),
Marcel Dekker, 2001.

[2] Greuel, G.-M.; Lossen, C.; Shustin, E. L.; Introduction to singularities and deformations.
1 ed. Springer Monographs in Mathematics, 2007.

[3] Bemm, Priscila Costa Ferreira de Jesus.Curvas Planas: Formula de Noether e Resolucdo
de Singularidade. 2016. Dissertacdo de Mestrado. Programa de Pds-graduacdo em Ma-
tematica, Universidade Estadual de Maringa.

[4] Gongalves, A. Introducao a algebra, IMPA- Instituto de Matematica Pura e Aplicada, 6*
edicao, Rio de Janeiro, 2017.

[5] Dummit, D. S.; Foote, R. M. Abstract Algebra, Wiley, 3* edicao, 2003.

[6] de Jong, T.; Pfister, G. Local Analytic Geometry: Basic theory and applications. Vi-
eweg+Teubner Verlag; 2000th edition, 2000.

[7] Pirnes, E. The Minimal Number of Generators for Ideals in Commuta-
tive Rings. https://jyx.jyu.fi/bitstream/handle/123456789/58598/1/URN%
3ANBN%3Afi%3Ajyu-201806153244.pdfl

51


https://jyx.jyu.fi/bitstream/handle/123456789/58598/1/URN%3ANBN%3Afi%3Ajyu-201806153244.pdf
https://jyx.jyu.fi/bitstream/handle/123456789/58598/1/URN%3ANBN%3Afi%3Ajyu-201806153244.pdf

	Introdução
	Preliminares
	Aneis de Séries de Potências Formais
	O Teorema de Preparação de Weierstrass
	Curvas algébricas planas
	Parametrização de Puiseux

	Multiplicidade de Interseção de curvas planas
	O anel local de uma curva plana
	Um pouco de Álgebra Linear
	A Multiplicidade de Interseção

	Resolução de Singularidades de curvas planas
	Blow-up
	A Fórmula de Noether

	Referências Bibliográficas

