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Resumo

O Teorema de Fatoragao de Pietsch é um dos principais resultados da Teoria dos Opera-
dores absolutamente somantes. Este trabalho tem como objetivo estudar algumas classes
de operadores lineares e multilineares, em um certo contexto abstrato, que satisfazem um
teorema do tipo Fatoragao de Pietsch. Como consequéncia, apresentaremos uma fatoragao
para os operadores lineares absolutamente (p; o)-continuos e os operadores multilineares

(p1, - -, Pm; 0)-continuos dominados e fortemente (p; o)-continuos fatoraveis.

Palavras-chave: Operadores absolutamente somantes, Teorema de Fatoracao de Pietsch.



Abstract

Pietsch’s Factorization Theorem is one of the main results of the Theory of absolutely
summing Operators. This work aims to study some classes of linear and multilinear ope-
rators, in a certain abstract context, that satisfy a Pietsch-type Factorization theorem.
As a result, we will present a factorization for the (p; o)-absolutely continuous linear ope-
rators, and dominated (py, ..., pm; o)-continuous and factorable strongly (p;o)-summing

multilinear operators.

Keywords: Absolutely summing operators, Pietsch’s Factorization Theorem.
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Notacoes

N denota o conjunto dos ntimeros naturais;
R denota o corpo dos niimeros reais;

C denota o corpo dos niimeros complexos;
K denota o corpo R ou C;

Todos os espacos vetorias, normados ou de Banach apresentados neste trabalho

serao considerados sobre o corpo K;

X, Xq,..., X, Y e Z denotam espacos vetoriais, normados ou de Banach;
| - ||x denotarda uma norma em X (quando nao houver perigo de confusao, utiliza-
remos apenas || - ||);

p denota um ntmero real tal que 1 < p < o0o;
L(X;Y) denota o espaco vetorial formado pelos operadores lineares de X em Y;

L(X;Y) denota o espago vetorial formado pelos operadores lineares continuos de X

em Y com a norma do supremo;
X7 denota o dual algébrico de X, isto é, L(X;K);
X* denota o dual topologico de X, isto é, L(X; K);

L(Xy,...,X,;Y) denota o espaco vetorial formado pelos operadores m-lineares de
Xix--+x X, emY;

L(X1,...,Xn;Y) denota o espago vetorial formado pelos operadores m-lineares

continuos de X; X --- x X,,, em Y com a norma do supremo;

¢,(X) denota o espago vetorial formado pelas sequéncias fortemente p-soméveis de

X com a norma || - |[,;

¢, (X)) denota o espago vetorial formado pelas sequéncias fracamente p-somaveis

de X com a norma || - ||p.w;



(o (X) denota o espago vetorial formado pelas sequéncias limitadas de X com a

norma || - ||eo;

loo.(X) denota o espago vetorial formado pelas sequéncias fracamente limitadas de

X com a norma || - ||oo.w;

co(X) denota o subespago vetorial de /o (X) formado pelas sequéncias de X con-

vergentes para 0 € X com a norma || - ||o;

coo(X) denota o subespaco vetorial de £ (X) formado pelas sequéncias eventual-

mente nulas de X com a norma || - ||s;

T5 2 0,(X) = 6,(Y), T 1 £,(X) = Lu(Y), T : Lyu(X) = L(Y) e T
l,w(X) — £,(Y) sao operadores induzidos por 7' : X — Y dados pela correspon-
dencia (z;)52) = (T(2;))52y;

K denota um espago topologico compacto de Hausdorff;

C(K) denota o espaco vetorial formado pelas fungoes f : K — K continuas;

By denota a bola fechada unitaria de X;

1dx denota a aplicacao identidade de X;

t denota uma aplicagao inclusao;

J, denota a aplicagao inclusao canonica de C'(Bx+) em Ly(p);

o(X*, X) denota a topologia fraca* em X*;

A notacao Y% indica convergéncia fraca®;

I denota a isometria linear canoénica de X em C(Bx+);

(x,-) representa o elemento I(x);

X denota o conjunto I(X) = {(z,) : z € X};

J;( denota a restricao de J, ao conjunto )A(;

7' ® .- ® 2™ denota o tensor elementar formado por (z!,...,2™) € X X -+ X X,;
X1 ®---® X, denota o produto tensorial formado por X, ..., X,,;

m denota a norma projetiva em X7 ® --- ® X,,;

X ®,...0.X,, denota o produto tensorial projetivo de Xq,..., X,;;

I, denota a aplicagao m-linear canonica de Xy X --- X X, em C(B(x,5. 5. x,.)*);

xi



(' ® -+ ® 2™;-) representa o elemento I, (z', ..., 2™);

—~

Vin representa o conjunto span{l,(X; x -+ x X;,)};

® denota uma aplicagao absolutamente homogénea de X em C(Bx+) ou de ‘//:n em
C(B(ch@ﬂ...@ﬂXm)*);

pa.z denota a seminorma em X ou em V,, associada a ® e Z;

)A(g denota o espaco de dominacao de X associado a ¢ e Z;
(@)g denota o espaco de dominacio de V,, associado a ® e Z;
[)?f denota a aplicacao candnica de X em )/(\'g;

—

I(‘;n)g denota a aplicagao canodnica de \//;L em (V;,)Z;

T, : X1 ®---® X, = Y denota a linearizagao de T' € L(Xy,..., X Y);

T : X1®,...8,X,, — Y denota a linearizacao de T' € L(Xq,..., X Y).

xil



Introducao

Em meados da década de 50, A. Grothendieck introduziu o conceito de operador
absolutamente somante em seu renomado trabalho [14] (denominado a época por appli-
cation semi-integral o droite). Uma década mais tarde, os trabalhos de Lindenstrauss e
Pelcynski [16], Mitjagin e Pelcynski [19] e Pietsch [26] apresentaram a Teoria de Operado-
res lineares absolutamente somantes de forma mais acessivel, simplificando a abordagem
feita por Grothendieck, fazendo com que essa teoria desempenhasse um papel de destaque
na Analise Funcional. Essa classe de operadores melhora, em certo sentido, a nogao de
somabilidade de sequéncias. Mais precisamente, um operador linear continuo entre espa-
¢os de Banach T': X — Y é dito absolutamente p-somante quando transforma sequéncias
fracamente p-somantes de X em sequéncias fortemente p-somantes de Y. A partir da
década de 80, o conceito “absolutamente somante” foi generalizado para outros contextos
como polinémios, aplicacoes multilineares, aplicacoes liptschitzianas, entre outras.

Pietsch apresentou duas importantes caracterizacoes para a classe dos operadores
absolutamente somantes, conhecidas por: Teoremas de Dominacao e de Fatoragao de
Pietsch. Em virtude da importancia desses teoremas e suas aplicacoes, é natural que se
busque esses resultados nas generalizacoes dessa classe de operadores. Isso ¢ uma tarefa
bastante desafiadora, uma vez que muitas das ferramentas usadas na teoria linear nao
funcionam em contextos mais gerais.

Em [6], os autores apresentaram uma abordagem abstrata para o Teorema de
Dominacao de Pietsch, a fim de provar que os teoremas dessa natureza pudessem ser
obtidos como uma consequéncia dessa versao abstrata. Porém, existem casos onde ela
parece ndo funcionar. Para contornar isso, em [25], Pellegrino et al. trouxeram a tona
uma “abordagem mais completa” do Teorema de Dominacao de Pietsch que recupera tanto
a versao abstrata presente em [6], quanto em situagdes nas quais ela parece nao funcionar,
além de provar esse tipo de resultado para outras classes de operadores.

Diferentemente do que foi mencionado anteriormente, 0 mesmo nao ocorre com o
Teorema de Fatoragao de Pietsch. Abordagens mais gerais para esse tipo de resultado
podem ser encontradas nos trabalhos [I, [5], que tratam de operadores multilineares e
Lipschitz, respectivamente. Desta forma, este trabalho tem o objetivo de estudar algumas
classes de operadores lineares e multilineares, introduzidas por Achour et al., em [I], que

acompanham um tipo de Fatoracao de Pietsch.



Introducao

No primeiro capitulo apresentaremos nogoes basicas acerca dos operadores multili-
neares e do produto tensorial. Esse breve estudo servira, principalmente, para apresentar-
mos propriedades e resultados elementares que norteiam esses dois conceitos, no intuito
de mostrar como podemos trabalhar com esses espacos e como manipular seus elementos.

No segundo capitulo vamos fazer um estudo motivacional para o nosso trabalho,
apresentando os operadores lineares absolutamente p-somantes, bem como diversas de suas
propriedades. Posteriormente, mostraremos que essa classe de operadores admite uma
caracterizagao via propriedade de somabilidade. Em seguida, apresentaremos, sem suas
demonstragoes, os teoremas de Dominacao de Pietsch, bem como suas versoes abstratas.
Por fim, abordaremos o cléssico, e principal motivador do nosso trabalho, Teorema de
Fatoracao de Pietsch. Mais precisamente, um operador linear continuo entre espacos de
Banach T : X — Y é absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma medida
regular de probabilidade de Borel 1 em By-, um subespago fechado X, de L,(y) e um
operador T: X, — Y tal que T pode ser fatorado utilizando T

O terceiro capitulo sera, mesmo que de maneira imperceptivel, dividido em duas
partes. Inicialmente apresentaremos os espacos de dominagao associados a uma aplicacao
absolutamente homogénea ® e a um espago de Banach Z. Tais espacos servirao como
agentes intermediarios para conseguirmos a fatoragao procurada (os espacgos de domina-
cao fardo o papel do subespaco fechado X, de L,(x) no Teorema de Fatoracao de Pietsch
classico). Posteriormente, apresentaremos algumas classes de operadores lineares e multi-
lineares, em um determinado contexto abstrato, e encontraremos, utilizando os espacos de
dominacao, um tipo de Fatoracao de Pietsch para esses operadores. Sao eles: os operado-
res lineares ®-abstratos p-somantes e os multilineares fortemente ®-abstratos p-somantes
e (®q,...,P,,)-abstratos (pi, ..., pm)-somantes.

No quarto capitulo apresentaremos algumas aplicacoes das classes abstratas es-
tudadas anteriormente. Dentre elas, destacamos a classe dos operadores multilineares
fortemente p-somantes, introduzida por Dimant em [I2]. E conhecido que essa classe, até
entao, nao satisfazia um tipo de Fatoracao Pietsch. Entretanto, vamos mostrar que essa
classe é recuperada pelos operadores multilineares fortemente ®-abstratos p-somantes.

Por fim, apresentaremos no Apéndice [A] conceitos e resultados bésicos de Analise

Funcional, com o intuito de deixar o trabalho o mais autocontido possivel.



Capitulo 1

Operadores multilineares e produto

tensorial

Neste capitulo, faremos uma répida revisao de conceitos e resultados basicos sobre
operadores multilineares e produto tensorial. Vale salientar que nao buscamos fazer uma
apresentacao completa, mas sim, apenas nortear o leitor com conceitos basicos que aju-
darao a entender algumas particularidades do ambiente multilinear, diferenciando-o do
ambiente linear, por exemplo. As referéncias utilizadas para a construcao deste capitulo
foram a dissertagao [30] e os livros [11} 28]. Caso seja necessario um estudo prévio sobre

operadores lineares, indicamos o Apéndice |[A| deste trabalho ou [7, Capitulo 2].

1.1 Operadores multilineares e produto tensorial

Definicao 1.1. Sejam m € N e X;,...,X,, e Y espacos vetoriais. Dizemos que uma
aplicagao T : Xy x --- x X,,, = Y é um operador m-linear se T' é linear em cada uma de
suas varidveis, isto ¢, quando fixados t € {1,...,m} e y* = (2!, ... 271 2 . 2™) €

Xy X ... Xy 1 X Xyq ... X, a aplicacao T'(y') : Xy — Y dada por
Ty (x) =T (z*, ... o7z, 2t .. 2™), para todo z € X,

é linear. No caso particular em que Y = K, dizemos que T' é um funcional m-linear.

SeT,S: X; x---xX,, = Y sao operadores m-lineares e A € K, entao o operador
T+ : Xy x--xX,, =Y também é m-linear. Assim, o conjunto formado por todos
os operadores m-lineares de X; X --- x X,,, em Y, denotando por L(X,...,X,,;Y), é
um espaco vetorial. O espaco L(X;Y) dos operadores lineares entre X e Y é um caso
particular de L(Xy,...,X,,;Y), quando m = 1 e X; = X. Além disso, quando Y = K|
recaimos no dual algébrico X# = L(X;K) de X.



1. Operadores multilineares e produto tensorial

Dado (x!,...,2™) € X, x---x X,,, considere ' ®- - -@2™ : L(X1,..., X;; K) = K
dado por

@ @a™(T)=T(z',...,2™), paratodo T € L(Xy,..., Xn; K).

O funcional 2! ® --- ® 2™ é chamado de tensor elementar. Afirmamos que todo tensor
elementar é linear. Com efeito, dados T, S € L(Xy,..., Xm; K) e A € K| tem-se

'@ @a™(T +AS) = (T +A\S)(zh,...,2™)
=T(z",...,2™) + AS(z!, ... 2™)
—r e @ (1) + AT @@ ™(S).

Definicao 1.2. O produto tensorial de X;,...,X,,, denotado por X; ® --- ® X,,,, é o
subespago de L(X1, ..., X,,; K)# gerado por todos os tensores elementares definidos em
L(Xy,..., X K), isto é,

X1 ® - ®@Xp=span{r' ®---@2™: (z',...,2™) € X x -+ x X, .

Os elementos de X; ® - - - ® X,,, sao chamados de tensores.

A proposicao a seguir nos fornece uma propriedade elementar e muito util do

produto tensorial.

Proposigdo 1.3. Para quaisquer que sejam ¢t € {1,...,m}, (a',,... ;a7 a"™ ... a™) €
Xix. . X g x Xppy x - x X, 2t oyt € Xy e X € K, tem-se

@ @@+ ®Rd=0d"® @' Q - Qd"+ N RY R ®a™
Demonstragao. Dado T € L( X, ..., X;; K), tem-se

'@ @@ MR @an(T) =T(d', ..., 2"+ X, a™)
=T(a",...,2" ....a™)+ \T(a*,...,o,...,a™)
:al®---®mt®---®am(T)+/\a1®---®yt®---®am(T),

provando a igualdade requerida. O

Sev € X,®--®X,,, entdo existem d € N, A\, € Ke (ybF, ... t™F) € X;x---x X,,,
com k € {1,...,d}, tais que

d
v = Z)\kyLk QR ® ym,k.
k=1



1. Operadores multilineares e produto tensorial

Pela Proposicao podemos reescrever v da seguinte forma:

d
Z Axy'* @y,
k=1

Como X, em particular, ¢ um espaco vetorial, cada termo \,y"* pertence a X, entdo

renomeando-os por ¥ := \yb* e tomando z* := y'* para todo (¢, k) € {2,...,m} x
{1,...,d}, podemos reescrever v da seguinte forma:
d
v:le’k®---®a:m’k. (1.1)
k=1

Utilizaremos a representagao apresentada em (|1.1]) para representar um tensor arbitrario
de X1 ® - ® X,,.

1.2 Linearizacao de aplicacoes multilineares

Considere a aplicacao canoénica g, : X1 X --- x X,, > X; ® --- ® X,,, dada por
om(zt,. . 2™ =2'®---®2™, para todo (z',...,2™) € X; X --- X X,

Segue diretamente da Proposicao que o, ¢ m-linear.

Proposicao 1.4. Para cada operador m-linear T': X; x --- x X,,, — Y, existe um tnico
operador linear T, : X; ® --- ® X,, — Y dado por

T (Z e ® xmk> = Z T(xl’k, o ,xm’k)
k=1 k=1

de modo que T' = T}, o 0,,. Mais ainda, a correspondéncia 17" <+ T}, é um isomor-
fismo entre os espagos vetoriais L(X1, ..., X,;Y) e L(X; ® -+ ® X,,;Y). Em particular,
LXy,...,. X K)e (X, @+ ® X,,)" sao isomorfos.

A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em [30, Teorema 1.10].
operador linear 77, é chamado de lineariza¢ao do operador m-linear 7. O isomorfismo
que fornece a correspondéncia entre L(Xy,...,X,,;Y) e L(X; ®---® X,,;Y) nos permite
enxergar, em certo sentido, um operador multilinear como linear. Entretanto, o “preco que
se paga’ é que passamos de uma aplica¢do cujo dominio é um espago simples (produto
cartesiano) para uma aplicacdo cujo dominio é um espago mais complicado (produto

tensorial).



1. Operadores multilineares e produto tensorial

1.3 Caracterizagoes dos operadores multilineares con-

tinuos

Sejamm € Ne Xq,...,X,, eY espacos normados. SeT,S : X;x---xX,, = Y sao
operadores m-lineares continuos e A\ € K, entao o operador T+ AS : Xy x--- x X,,, = Y
também é m-linear continuo. Assim, o conjunto formado por todos os operadores m-
lineares continuos de X; X --- x X, em Y, denotado por £(X1,...,X,,;Y), é um espago
vetorial. Segue de imediato que £(X1,...,X,,;Y) é um subespago de L(X1,..., X,,;Y).
O espaco L(X;Y') dos operadores lineares continuos entre X e Y é um caso particular de
L(X1,...,Xn;Y) quando m = 1 e X; = X. Além disso, quando Y = K| recaimos no
dual topologico X* = L(X;K) de X.

Proposicao 1.5. Seja T': X x --- x X,,, = Y um operador m-linear. Sao equivalentes:

(i) T é continuo.

(ii) T é continuo na origem.

(iii) Existe uma constante C' > 0 tal que ||[T(z',...,2™)|] < CT] ||z, para todo
=1
(', 2™ e Xy x - X X,
(iv) [|T] ;== sup || T(z',...,2™)| < occ.

:cteBXt
te{l,...,m}

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [30, Proposi¢ao 2.7].

Observacao 1.6. Sejam T : X; X --- x X,, = Y um operador m-linear continuo e
(', ., 2™) € Xy X -+ x X, com z¥ # 0, para todo t € {1,...,m}. Segue do item (iv)

x! x™
HT(H T T )HS"T”’
| ||

donde, usando a m-linearidade de 7', tem-se

da proposicao anterior que

7@ ™) < T T 1) (1.2)
t=1

Novamente pela m-linearidade de 7', conclui-se que a desigualdade acima vale no caso em
que ' = 0, para algum ¢ € {1,...,m} (valendo inclusive a igualdade), o que nos permite

concluir que essa desigualdade vale para qualquer que seja (z!,...,2™) € X; X -+ X X,,,.
Afirmamos que a expressao
17| = sup [IT(z",....a™)]| (1.3)

ztGBXt
te{l,...,m}



1. Operadores multilineares e produto tensorial

define uma norma em L£(X7,..., X,,;Y). De fato, em virtude do item (iv) da Proposigao
[1.5 a funcao | - || esta bem definida. Além disso, é imediato que || - || é ndo-negativa e que
|0]] = 0. Mais ainda, segue da desigualdade que se || T|| = 0 entao T'(z!,...,2™) =0,
para todo (z!,...,2™) € X| x -+ x X,,,. Considere agora T,S € L(Xy,...,X,,;Y) e
A € K. Entao

AT = sup  [INT(2',....a™)[ = Al sup [ T(a,....a™)l = IMIT.
«teBy, «teBy,
te{:l??m} te{177m}

Por fim, segue da Observacao [L.6] que

T+ ). ..a™)| = [T ....a™) + S, a™)]
<T@ e+ IS@E 2™

< ITUTT I+ IS T ettt = Iz -+ sy I T i1
t=1 t=1 t=1

Logo
1T+ S| < [T + [I5]]-

Portanto || - || ¢ uma norma em £(X,..., X,,;Y).
A norma dada pela expressao (1.3) ¢ chamada de norma do supremo e ¢ a norma
usual considerada em L£(Xy,...,X,,;Y).

Proposicao 1.7. Se Y é um espaco de Banach, entdao £(X1,..., X,,;Y) é um espago de

Banach.

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [30, Corolario 2.13].

1.4 Produto tensorial projetivo

A expressao

7(v) = inf {

TT1

M=

d
:U—le’k®-“®xm’k} (1~4)
k=1

k=1 t=1
define uma norma em X; ®- - -® X,,, de modo que, para todo (z!,... 2™) € X; x---x X,,,
tem-se .
r@' @ @a™) =[], (1.5)
t=1

(ver [30, Proposi¢ao 3.3]). A norma 7 em X; ® --- ® X,,, ¢ chamada de norma projetiva.
O espaco X ®---® X, munido com a norma projetiva 7 é denotado por X1 ®, - - ®, X,,

e nao necessariamente ¢ completo (ver |28, Exercise 2.5|). Sendo assim, denotaremos por

7



1. Operadores multilineares e produto tensorial

Xi®, ... 8, X, 0 completamento de X;®,- - -®,X,,. O espaco de Banach Xi®, ... @, X,

¢ chamado de produto tensorial projetivo de X1, ..., X,,.

Proposicao 1.8. Para cada operador m-linear continuo 7" : X; x --- x X,,, — Y, existe

um tnico operador linear continuo 717, : X1®,...8,X,, =Y dado por

17, (Z "R ® xmk> = Z T(xl’k, . ,.CL'm’k)
k=1 k=1

de modo que T' = T}, o 0,,. Mais ainda, a correspondéncia 1" <> T, é um isomorfismo
isomeétrico entre os espacos normados £(X1,..., Xm;Y) e L(X1®x...®:Xm:Y). Em

particular, £(X1,..., X;;;K) e (X1<§A§7r .. ®:Xm)* sdo isometricamente isomorfos.
A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [30, Teorema 3.17].

Observacao 1.9. Note que, tanto na Proposicao[1.4]quanto na Proposi¢ao[1.8] para todo

(x',...,2™) € X1 x -+ x X,,,, vale a seguinte igualdade:

Vimos anteriormente que um operador 7' : X; x --- x X,,, — Y é m-linear se, e
somente se, sua linearizacao Ty, : X1 ® ---® X,, — Y & linear. Sendo assim, a Proposicao
nos diz que, através da introducao da norma projetiva, o operador m-linear T é

continuo se, e somente se, sua linearizagao também é continua.



Capitulo 2

Operadores lineares absolutamente

somantes

Neste capitulo, estudaremos os operadores lineares absolutamente p-somantes.
Para isto, é necessario introduzir algumas nocgoes e propriedades béasicas sobre soma-
bilidade de sequéncias e espacos de sequéncias somantes. As propriedades apresentadas
serao fundamentais para que possamos utilizar resultados classicos de Analise Funcional,
dentre eles destacamos: o Teorema de Hahn-Banach e o Teorema do Grafico Fechado.
Para o estudo dos operadores lineares absolutamente p-somantes utilizamos [15, Capitulo
2| como principal referéncia e [13], 21} 29] como referéncias auxiliares. Caso seja necessario
um estudo prévio sobre os resultados mencionados anteriormente, indicamos a leitura do
Apeéndice [A] [7, Capitulos 2 e 3] ou [, Capitulos 1 e 2].

2.1 Sequéncias p-somaveis

Definicao 2.1. Sejam X um espago normado e 1 < p < oo. Dizemos que uma sequéncia

(z;)32, em X é fortemente p-somdvel se

o0
D llall? < oo
j=1

Denotamos por ¢,(X) o espaco vetorial formado pelas sequéncias fortemente p-soméveis
de X.

A expressao
1/p
()72 j= lp = (Z H%Hp>

define uma norma em £,(X). Mesmo que nao haja menc¢do, vamos considerar o espaco

¢,(X) com a norma || - ||,. Quando X =K, escrevemos apenas ¢, ao invés de £,(K).
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Proposicao 2.2. Se X & um espaco de Banach, entdo ¢,(X) é um espago de Banach.

Demonstracio. Seja (z%)32, uma sequéncia de Cauchy em ¢,(X). Entdo dado ¢ > 0,

existe N € N de modo que
k1> N = |2 -2, <e (2.1)

Para cada k € N, podemos escrever 2% = (2%)%, € £,(X). Desta forma, para cada n € N,

tem-se

0o 1/p
1/
|k — 2|l = (llef — b ]?) 77 < (Z [ xé—lV’) = | — ||, (2.2)
j=1

Sendo assim, segue de (2.1) e (2.2)) que
k1> N=|zF -2 <e,

para todo n € N. Isso nos diz que (%)%, é uma sequéncia de Cauchy em X, para
todo n € N. Como X é completo, entdao para cada n € N, existe x,, € X tal que

¥ =z, em X. Denotando por z = (z;)2, e fazendo | — oo em (2.1)), segue da

lim z; = i

k—oo

continuidade da norma que klim ¢ = z em (,(X). Sabemos que zV € ¢,(X) e pela
—00

expressao (2.1)) temos x — 2V € £,(X). Como £,(X) é um espago vetorial, concluimos que

= (x—a2N)+ a2V € (,(X). Portanto £,(X) é completo. O

Definicao 2.3. Seja X um espacgo normado. Dizemos que uma sequéncia em X é limitada
quando existe C' > 0 tal que ||z;|| < C, para todo j € N. Denotamos por ¢ (X) o espago

vetorial formado pelas sequéncias limitadas de X.

A expressao

()52 lloo := sup [|z;]|
JEN

define uma norma em /o (X). Mesmo que nido haja mencdo, || - ||« ¢ a norma usual

considerada em /. (X). Quando X = K escrevemos apenas {, ao invés de £, (K).

Proposigao 2.4. Se X & um espaco de Banach, entdo ¢, (X) é um espaco de Banach.

Demonstracio. Seja (2¥)2°, uma sequéncia de Cauchy em (,(X). Entdo dado ¢ > 0,

existe V € N de modo que

k>N = 2" -2 <e. (2.3)
Para cada k € N, podemos escrever 2% = (2%)72, € ((X). Notamos que para cada
n € N, tem-se
lzy, = 2]l < sup |z — af]| = |2* — &']|oc. (2.4)
jeN

10
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Sendo assim, segue de (2.3) e (2.4) que

k,l>N=|zF -2l <,

para todo n € N. Isso nos diz que (z¥)%, é uma sequéncia de Cauchy em X, para

todo n € N. Como X é completo, entao para cada n € N, existe z,, € X tal que

lim zF

k—o0

continuidade da norma que klim ¥ =z em £ (X). Sendo £, (X) espago vetorial, tem-se
—00

= (v —2V)+ 2V €l (X), pois z — 2, 2V € (o (X). Portanto (,o(X) é completo. [J

= 7, em X. Denotando por z = (7;)32, e fazendo | — oo em (2.3), segue da

Apresentaremos agora dois importantes subespacgos de £ (X).

Definigao 2.5. Seja X um espago normado. Denotamos por cy(X) o espaco vetorial

o)

das sequéncias em X que convergem para 0 € X. Dizemos que uma sequéncia (a:j)jzl

em X é eventualmente nula se existe n € N tal que xz; = 0, para todo j > n. Nesse

n

caso, denotamos tal sequéncia por (xj)jzl. O espaco vetorial formado pelas sequéncias

eventualmente nulas de X sera denotado por coo(X).

Nao ¢ dificil perceber que co(X) é um subespaco de (o(X) e que cyp(X) é um
subespago de ¢o(X). A partir de agora, salvo men¢ao contraria, a norma usual considerada

em ¢o(X) e coo(X) serd a norma || - ||« induzida nesses subespagos.

Observacao 2.6. Analogamente a notacao utilizada para as sequéncias eventualmente
nulas, quando existir n € N tal que z; = 0, para todo j < n, escreveremos (xj)j‘;n para

representar tal sequéncia.

Se X é um espaco de Banach, entdo c¢o(X) também é um espaco de Banach (prova
analoga a Proposigéo. Contudo, cgo(X) nunca é um espaco de Banach. De fato, fixado
a € X, a sequéncia (27)32; em coo(X) dada por 27 = (%)izl, para todo j € N, converge
Oezss pois (|27 — oo = [[(2)h = (2)2Lilloe = 190 i1llee =
3”%‘1 — 0. Entretanto x € co(X)\coo(X), logo coo(X) nao é fechado em ¢o(X) e, portanto,
nao é um espago de Banach (ver Proposigao .

para a sequéncia x = (

Lema 2.7. Sejam A e B conjuntos nao vazios e f : A x B — R uma funcao. Entao

supsup f(z,y) = supsup f(z,y). (2.5)
x€A yeB yeEB €A
A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em |21, Lema 2.4.10]. O
lema técnico anterior nos fornece uma condi¢ao para que um supremo duplo comute.

Esse resultado seré utilizado algumas vezes ao longo desse trabalho.

Definicao 2.8. Seja X um espago normado. Dizemos que uma sequéncia (7;)32, em X é
fracamente limitada se a sequéncia (¢(z;))32, € limitada, para todo ¢ € X*. Denotamos

por lo (X)) 0 espaco vetorial formado pelas sequéncias fracamente limitadas de X.

11



2. Operadores lineares absolutamente somantes

Afirmamos que a expressao

ol = sup (supliote))
pEBx+ \JEN
define uma norma em f(,,(X). Nao é dificil verificar que as propriedades de norma
sao satisfeitas. Entretanto, nao é nitido que esta funcao estd bem definida. Para cada
()52 € Loow(X), segue de (2.5) e do Teorema de Hahn-Banach que

-

s = 50 (suplote)l) € sup (sup fot)]) = sup sl = o)l
peEBx*x \jeN JEN \pEBxx JEN

Logo a fun¢ao || - ||oo,w estd bem definida. Mesmo que ndo haja mengao, ||| . ¢ a norma

usual considerada em (, ,,(X). Se X é um espago de Banach, entdo £ ,,(X) é um espago

de Banach. Mais ainda, (oo (X) = oo w(X).

Definigao 2.9. Sejam X um espago normado e 1 < p < co. Dizemos que uma sequéncia

(z;)52, em X é fracamente p-somdvel se
(o.9]
> L)l < oo,
j=1
para todo ¢ € X*. Denotamos por ¢,,(X) o espago vetorial formado pelas sequéncias

fracamente p-somaveis de X.

Afirmamos que a expressao

00 1/17
1(z5)521 llpaw -= sup (Z\@(%‘ﬂp)
j=1

define uma norma em ¢,,,(X). Analogamente & ¢ ,,(X), ndo ¢ dificil verificar que que
as propriedades de norma sao satisfeitas. No entanto, a boa defini¢ao de || - ||, nao é
imediata. Para mostrar isso, considere ()52, € £,.,(X) e defina o operador u : X* — /£,

dado por

u(p) = (p(;))72,, para todo p € X*.

Claramente u estd bem definida e ¢ linear. Vamos mostrar que o grafico de u ¢ fechado
em X* x {,. Para isso, seja (o, z0) € X* x £, e considere uma sequéncia ((¢y, z;))5e, em
G(u) tal que ’}Lrgo(wk,zk) = (o, 20). Como (py, z) € G(u), segue que u(pg) = 2k, para
todo k € N, logo ;}1_3.10 u(pr) = kh_}rgo 2, = Zp em [, e kh_}rgo ©r = o em X*. Escrevendo

12
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_ oo
2 = (2j)32,, notamos que

s 1/p
lr(zn) — 20| < (Z lox () — Zj|p) = [lu(er) — 20llp-

para todo n € N. Fazendo &k — oo, obtemos klim or(rn) = zn, para todo n € N. Por
— 00

outro lado, temos

[ (2n) — wo(xn)| = [(0r — wo)(@n)] < |lor — wollllznll,

para todo n € N. Fazendo k — oo, obtemos klim or(zn) = wo(zy,), para todo n € N. Pela
—00

unicidade do limite, concluimos que yo(z,) = z,, para todo n € N. Logo

20 = (2)521 = (po(5))521 = ulpo),

consequentemente G(u) é fechado em X* x £,. Pelo Teorema do Grafico Fechado, segue

que u ¢ continuo. Entdo existe M > 0 tal que ||u(v)||, < Ml¢||, para todo ¢ € X*.

Portanto
s 1/p
sup | D (@)l ) = suwp [[(p(e))]l = sup [lu(@)ll, < sup Mol = M.
@EBx* j=1 pEBx* @pEBx* @pEBx*
Isso prova a boa definicao de || - ||,,. A partir de agora, mesmo que nao haja mencao,
vamos considerar a norma || - ||, em €, (X).

Proposigao 2.10. Se X é um espaco de Banach, entao ¢, ,(X) é um espago de Banach.

Demonstragio. Seja (%)%, uma sequéncia de Cauchy em £,,,(X). Entao dado € > 0,

existe N € N de modo que

k1> N = |jaf —a2l|,. < e (2.6)

Para cada k € N, podemos escrever z* = (2)%2, € £,,(X). Pelo Teorema de Hahn-

Banach, tem-se

al = sup fp(ay — )] < [l = ', (2.7)
YEB x*

para todo n € N. Sendo assim, segue de (2.6 e (2.7) que

|y — =

k,l>N=|zF -2 <,

para todo n € N. Isso nos diz que (z¥)%, é uma sequéncia de Cauchy em X, para

todo n € N. Como X é completo, entao para cada n € N, existe z,, € X tal que

13



2. Operadores lineares absolutamente somantes

lim z}) = z, em X. Denotando por z = (z;)32, e fazendo I — oo em (2.6), segue da

k—o0

continuidade da norma que klim ¥ =z em{,,(X). Sendo ¢,,(X) espago vetorial, tem-se
— 00

= (x—aV)+a € (,,(X), pois x —azV, 2V € {,,,(X). Portanto £,,,(X) é completo. [
Observacgao 2.11. Note que £,(X) C ¢, ,,(X), pois

oo 1/p o0 1/p 0o 1/p
up <Z|so<xj>|p> < sup [lg| (ZHW) - (Z |lrjup> .
j:l pEDL x* ]:1 ]:1

pEBx+

Sejam X e Y espacos de Banach e 1 < p < oo. SeT : X — Y é um operador
linear continuo nao nulo, afirmamos que a correspondéncia

()52, = (T'(x;))52 (2.8)

7j=1

induz os operadores lineares continuos 7° : 0,(X) = 4,(Y), Tsw . lp(X) = L,0(Y) e
Tv lpw(X) = £p0(Y) (caso T' = 0, os operadores mencionados claramente estao bem

definidos). Com efeito, considere inicialmente (7;)52, € £,(X). A expressao

- e 00 1/p
(Simen)” < (S

garante a boa defini¢do do operador T5. Da expressao acima juntamente com a Observagao
2.11} segue a boa definicao do operador Tsw (em outras palavras, considerando o operador
inclusao ¢ : £,(Y) = £,.,(Y), que esta bem definido em virtude da Observacao [2.11] temos

Tsv =40 fs) Por fim, considere (r;)22, € £,,,(X). Como T' ¢ linear e continuo, entao
para cada v € By, tem-se ¢ o (W) € Bx-. Dal,
o 1/p 0 T P\ /P
s (L) =il sw (3o () @)
yeBy- 2 ’ VeBy- ; i)

1/p
< |7 sup (ZW ) ) :

PEB X«

provando a boa definicao do operador Tv.

Observacao 2.12. Observe que a construcao feita anteriormente nao menciona a boa
defini¢do do operador T%* : lpw(X) = £,(Y) induzido pela correspondéncia (2.8). Mais
ainda, o Teorema fraco de Dvoretzsky-Rogers (ver [I5, Theorem 2.18]) nos diz que todo
espaco de dimensao infinita contém sequéncias fracamente p-soméaveis que nao sao forte-
mente p-soméveis. Em outras palavras, se X possui dimensao infinita, entao o operador

——w,S

idy  :lpu(X) — £,(X) induzido pela correspondéncia ([2.8) nao estd bem definido.

14
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2.2 Operadores lineares absolutamente p-somantes

Em virtude das Observacoes e[2.12] faz sentido estudar os operadores lineares
continuos T : X — Y os quais fica bem definido o operador induzido 7% : lyw(X) —
(,(Y) dado pela correspondéncia (2.8). Além disso, em virtude de (oo(X) = lo (X)),
nao faz sentido se preocupar com os operadores induzidos de (o, ,(X) em £o(X). Sendo

assim, a partir de agora consideraremos apenas o caso 1 < p < oo.

Definicao 2.13. Sejam X e Y espacos de Banach e 1 < p < oco. Dizemos que um
operador linear continuo T : X — Y & absolutamente p-somante quando estiver bem

definido o operador induzido T : l,(X) = £,(Y) dado pela correspondéncia (2.8)).

Em outras palavras, um operador linear continuo 7' : X — Y ¢é absolutamente
p-somante quando transforma sequéncias fracamente p-somaveis de X em sequéncias for-

temente p-somaveis de Y, isto &, (T'(z;))32; € £,(Y) sempre que ()52, € £ (X).

Proposicao 2.14. Se T': X — Y ¢é absolutamente p-somante, entao o operador linear
Tws 2 0,.,(X) — £,(Y) induzido pela correspondéncia (2.8) é continuo.

Demonstragio. Mostraremos que G(T"*) é fechado em Uy (X)X L,(Y). De fato, considere

(2%)%, uma sequéncia em £, ,(X), z € £,,(X) e y € £,(Y) tais que klglgo 2% = x em

lpw(X) e ]}1_{20 Tws(2*) = y em £,(Y). Note que podemos escrever z* = (z%)32,, para

todo k € N, z = (2;)%2, e y = (y;)72,. Como Jim ¥ =z em (,,(X), entdao dado € > 0,
—00
existe N € N tal que
k>N = ||2* — 2| < e

Entao para todos k,j € N, segue do Teorema de Hahn-Banach que

|25 — a5l = sup [o(af - 25)] < [la* = 2]y
pEBx*

Sendo assim, para cada j € N, tem-se
k>N = fo—x]H <e.

Logo ]}erolo z% = x; em X e da continuidade de T segue que klggo T(zk) = T(z;) em Y,

para todo j € N. Por outro lado, como ]}erolo f“”s(mk) =y em £,(Y), segue que para tal
e > 0, existe N’ € N tal que
k> N = [T (%) — yll, < e
Mas, para todos k,j € N, tem-se
1T (%) =yl < T2 — )32l = 177 (@) = yll,-
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Sendo assim, para cada j € N, tem-se
E>N = HT(:I:f) — vyl <e.

Logo hm T(x ) =y, em Y, para todo j € N. Pela unicidade do limite, concluimos que

T(x]) = yj, para todo j € N e consequentemente

fw’s@f) = fw’s«xj);il) = W)2 = v

Portanto (z,y) € G(f“”s). Pelo Teorema do Grafico Fechado, concluimos que o operador

T%S5 & continuo. O

Proposicao 2.15 (Propriedade de ideal). Sejam Xo, Y, X e Y espacos de Banach e
R:Xyo—> X, T: X —-YeS:Y — Y, operadores lineares continuos. Se T é

absolutamente p-somante, entao SoT o R: Xy — Y, é absolutamente p-somante.

Demonstracao. Como R e S sao lineares e continuos, ja vimos que estao bem definidos os
operadores R" : lyw(Xo) = £pw(X) e 55 0,(Y) — £,(Yy) induzidos pela correspondéncia
. Além disso, como T' é absolutamente p-somante, entao fica bem definido o operador
Tws . lpw(X) = £,(Y) induzido pela correspondéncia (2.8). Afirmamos que

(SoT o R)™ =80T o R : £,.,(Xo) — £,(Yo).
De fato, dado ()22, € £,.,(Xo), temos

(SoT o R)"((x;),)

To Ra;))5s = (S(T(R(x;)))5
(TR @));O) ST (Rl))3%))
(T (R((5)720)) = 8 0 T 0 R (()7%4).

J/5=1

I
W) 9 3

Segue dai que estd bem definido o operador induzido (S o/T\oR)“”S7 portanto SoT o R é

absolutamente p-somante. O

Teorema 2.16 (Propriedade de somabilidade). Um operador linear continuo 7 : X — Y
é absolutamente p-somante se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que, para

quaisquer que sejam n € Ne xy,...,x, € X, tem-se

n 1/p 1/p
(ZHN%)H”) < C sup <Z\¢ ;) ) . (2.9)

pEBx«

Demonstra¢ao. Supondo que T é absolutamente p-somante, segue da Proposicao que

existe C' > 0 tal que, para quaisquer que sejam n € Ne zq,...,x, € X, tem-se

1T ()7 )y < Cl (@)= lpow
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o que prova (2.9). Reciprocamente, supondo (2.9)), seja ()52, € £,.,(X). Entao

o 1/p n 1/p n 1/p
(Z HT(%)H”) = sup (Z HT(xj)H”> < Csup sup (Z Iw(xj)l”>
j=1 " j=1 J=1

neEN peBxx
1/p 0 1/p
(25
=" C' sup sup <Z lo(x) ) =C sup (Z ](p(:z:j)]p> < 00,
@pEBx+ neEN pEBx* j=1
logo (T'(x;))52, € £,(Y), como querfamos. O

2.3 Teorema de Dominacgao de Pietsch e suas generali-

zacoes abstratas

Nesta segao, apresentaremos o Teorema de Dominacao de Pietsch e suas generali-
zagoes abstratas. Entretanto, para nao fugir do escopo do nosso trabalho, vamos omitir
suas demonstragoes e vamos utiliza-las apenas como ferramentas para alcancar o nosso
objetivo: provar o Teorema de Fatoracao de Pietsch e, posteriormente, encontrar tipos de

Fatoracao de Pietsch para algumas classes de operadores lineares e multilineares somantes.

Teorema 2.17 (Dominacao de Pietsch). Um operador linear continuo 7 : X — Y é
absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida

regular de probabilidade de Borel y em By« tais que, para todo z € X, tem-se

1/p

ral<c| [ l@rdt | (2.10)

X *

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em |13, Teorema 1.3.5|.

Botelho, Pellegrino e Rueda introduziram, em [6], uma classe abstrata de opera-
dores e apresentaram um tipo de Teorema de Dominacao de Pietsch para essa classe. Na
versao inicial apresentada, trés hipoteses foram impostas acerca de tais operadores. Isso,
de certa forma, dificultava encontrar classes de operadores que se encaixassem nessa de-
finicdo abstrata. Posteriormente, Pellegrino e Santos, em [24], aprimoraram o resultado,
exigindo apenas uma hipotese. Observe a seguir.

Sejam X, Y e F conjuntos nao vazios arbitrarios, H uma familia de aplicacoes
de X em Y, G um espaco de Banach, K um espaco topoldgico compacto de Hausdorff,
O<p<ooe

R:K x ExG—[0,00)
{S:”HxExG—>[O,oo)

aplicacoes arbitrarias.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Definicao 2.18. Com as notacoes acima, dizemos que uma aplicacao f € H é R-S-
abstrata p-somante se existe uma constante C' > 0 tal que, para todosn € Ne z,...,x, €
E, tem-se

n 1/p n 1/p
(Z S(f, a:j,bj)P> < C'sup (Z R(SOaiEjabj)p) :
j=1

peK =1

Para todos z € E e b € G, denotaremos por R, a aplicagao R(-,z,b) : K — [0, o],
isto &,
R, p(¢) = R(p,2,b), para todo ¢ € K.

Teorema 2.19 (Dominagao de Pietsch Unificado). Com as notagoes acima, suponha que
para todos z € E e b € G, a aplicacao R, é continua. Entao f € H é R-S abstrata
p-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de

probabilidade de Borel ;1 em K tais que, para todos x € E e b € GG, tem-se

1/p

S(f.b) < C / R, ,b) du()

K
A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em |24, Theorem 3.1].

Observacao 2.20. Essa classe recupera os operadores lineares absolutamente p-somantes
quando F = X, H = L(X;Y), G = R, K = Byx- munida com a topologia fraca*,
R: Bx+ x X x R — [0,00) dada por

R(p,2,b) = |p(x)]

eS:L(X;Y)x X xR —[0,00) dada por

S(f; ) = [lf(@)]-

Além disso, a Proposicao garante que, uma vez fixados z € X e b € R, a aplicagao R,
é continua. Assim, o Teorema de Dominacao de Pietsch Unificado generaliza o Teorema

de Dominacao de Pietsch classico.

O refinamento feito por Pellegrino e Santos, em [24], foi primordial para que di-
versas classes de operadores lineares e nao lineares fossem contempladas com um tipo de
Dominacao de Pietsch. Contudo, ainda assim exisitiam classes de operadores que pare-
ciam nao ser contempladas. No geral, essas classes tém algo em comum: o lado direito
da expressao que as define via propriedade de somabilidade possui um produtério que
a cada indice pode variar a expressao. Com isso, para que essas classes fossem contem-
pladas, Pellegrino et al., em [25], introduziram a, assim denominada, “generalizacao mais

completa” dos operadores R-S-abstratos p-somantes. Observe a seguir.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Sejam m, kv € N, Xy,..., X,,, Fy,..., E, Y conjuntos nao vazios arbitrarios,

‘H uma familia de aplicacoes de X7 x -+ x X,,, em Y, GGy,...,G, espacos de Banach,

Ky, ..., K, espacos topologicos compactos de Hausdforff, 0 < p,py,...,p, < oo tais que
11, ... 41
P p ™ - Pv

R : Ky x Ey x -+ X B, x Gy — [0,00),t € {1,...,v}
S:HXE X+ XE,xGy x-+xG, —=[0,00)

aplicacoes arbitrarias.

Definicao 2.21. Com as notagoes acima, dizemos que uma aplicacao f € Hé Ry, ..., R,-
S-abstrata (py, ..., py)-somante se existe uma constante C' > 0 tal que, para todos n € N,

(2},...,a¥) e By x - - X By e (b},...,09) € Gy x -+ x Gy, com j € {1,...,n}, tem-se

n 1/pt
<2Rt(¢,x},...,x§,b§)pt> .

J=1

n 1/p v
(ZS(]‘",J;},...,x?,b},...,b}’)p> SCHsup
Jj=1 t

=1 peK

Para todos 2! € X; e b' € Gy, com (I,t) € {1,...,k} x {1,...,v}, denotaremos por
(Ri)ar,. ok pe & aplicagio Ry(-,zt,... 2% b') : Ky — [0, 00), isto &,

(Re)zr, k() = Ri(p,xt, ... 2" V"), para todo ¢ € K.

Teorema 2.22 (Dominagdo de Pietsch Generalizado). Com as notagoes acima, suponha,

que R e S cumprem as seguintes condicoes:
(i) Para todos 2! € X; e V' € Gy, com (I,t) € {1,...,k} x {1,...,v}, a aplicagao

(R¢)y1. okt € continua.

(ii) As seguintes desigualdades ocorrem:

{Rt(gp,x17 ok AbY) < )\th(go,xl, o ,xk,bt),

S(f,xt, . ab b, b)) >y a,S(f 2t 2R b Y,

paratodost € {1,...,v},p € K;, 0 < N,y < 1,0 € Gy, (2,...,2%) € Eyx---xE},
e feH.
Entao f € H é Ry, ..., R,-S-abstrata (py,...,p,)-somante se, e somente se, existem uma
constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel u; em K;, para todo
t € {1,...,m}, tais que para todos (z!,...,2%) € E;x---xEpe (b',...,0°) € Gy x---xG,,

tem-se

1/Pt

S(f,at, . .. ak bt bY) < C’H (K/Rt(cp,xl,...,xk,bt)pt dp ()
=1
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

A demonstracgao desse resultado pode ser encontrada em [25, Theorem 4.6].

Observacao 2.23. Os operadores R-S-abstratos p-somantes sao Ry,..., R,-abstratos

(p1,- .., pv)-somantes, quando m =k = v = 1.

A grandeza dessas generalizacoes se da principalmente pela auséncia da necessidade
de supor alguma propriedade algébrica para o operador, como por exemplo linearidade,
multilinearidade etc. Assim, essas classes abstratas unificam diversas classes de operadores

encontrados na literatura, fornecendo um tipo de Dominacao de Pietsch para elas.

2.4 Teorema de Fatoracao de Pietsch

O classico Teorema de Fatoracao de Pietsch é um resultado de extrema impor-
tancia para a Teoria dos Operadores e ¢ uma peca fundamental para a motivacao do
nosso trabalho. Este resultado caracteriza, via fatoracao, os operadores lineares absolu-
tamente p-somantes. Apresentaremos agora algumas ferramentas que serao primordiais

para provarmos este resultado.

Proposigao 2.24. Se X ¢ um espaco de Banach, entao a inclusio canénica J, : C(Bx+) —
L,(1) é absolutamente p-somante, para qualquer que seja a medida regular de probabili-

dade de Borel 1 em By-.

Demonstragao. Dado w € By, considere a aplicacao linear d,, : C(Bx+) — K dada por

dw(f) = f(w), para todo f € C(Bx-).

Sendo assim, a expressao [0,(f)| = |f(w)| < || fllc(sy.) nos diz que &, é continua e que
0w € BC’(BX*)*; isto é,
{5’11) W € BX*} g BC(Bx*)*. (211)

Agora, considere n € Ne f1,..., f, € C(Bx+). Entao

ZHJ ()l = Zump—z/m I diu /Zm P diw)

=B . BX*
< / sup Z £ ()P dp(w) = sup Z e / pu(w)
’UEBX* Ai ’UEBX* ~7

Bxx - - Bxx
= sup fi(w)|P = sup 3o (f)]

vEBx* Z | ’ | vEBxx Z | ’
= sup lo(f; S sup lo(f5)]

(,06{61; UEBx* Z LPGB(C(BX*))* Z J

Pelo Teorema, concluimos que J, é absolutamente p-somante. O
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Proposicao 2.25. Seja X um espaco de Banach. Se Bx- estd munida com a topologia

fraca*, entdo a aplicacao I : X — C(Bx~) dada por
I(x)(p) = ¢(x), para todos x € X e ¢ € By+,

é uma isometria linear.

Demonstragao. Afirmamos inicialmente que I estd bem definida. De fato, seja (v;)32,

uma sequéncia em Bx« tal que ¢, R @. Segue dai que

I(z)(¢;) = ¢j(x) = p(z) = I(z)(p),

para todo € X. Logo I(x) é continua, para todo € X, provando a boa defini¢ao de I.
Mostraremos agora que I é uma isometria linear. Com efeito, dados inicialmente z,y € X

e A € K, temos

I(z + Ay)(p) = p(z + Ay) = (x) + Ap(y) = I(x)(p) + M (y)(¢) = (I(x) + M (y)) (),

para todo ¢ € Bx«. Logo I(z + Ay) = I(x) + A (y), provando a linearidade de I. Por

fim, segue do Teorema de Hahn-Banach que

H(@)lowye) = sup [[(2)(@)] = sup |p(x)] = [,

@EBx* @DEBX*
para todo x € X, provando que [ é uma isometria. O

Observacao 2.26. A proposi¢ao anterior nos diz que se X é um espaco de Banach, entao
C(Bx+) contém uma copia isométrica de X, a saber, I(X). A restricdo da aplicagao
Jp : C(Bx+) = Ly(pt) a0 conjunto I(X) sera denotada por J;X.

Com as ferramentas necessarias, apresentaremos agora o célebre Teorema de Fato-

racao de Pietsch.

Teorema 2.27 (Fatoracao de Pietsch). Um operador linear continuo 7' : X — Y ¢
absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma medida regular de probabilidade
de Borel ;1 em Bx-, um subespaco fechado X, de Ly (1) contendo JX (I(X)) e um operador
linear continuo 7 : X, =Y tais que T' = To J;( o[, isto ¢, o diagrama

X — 1T vy

I(X)—>)L

X
JP

¢ comutativo.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Demonstracao. Se T : X — Y ¢é absolutamente p-somante, entao pelo Teorema [2.17
existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel y1 em By«

tais que, para todo z € X, tem-se

1/p

ral<c| [l@rdt | (2.12)
o
Note que S, := JX(I(X)) é um subespaco de L,(u). Além disso, considere o operador
fo : S, — Y dado por
To(J;X (I(x))) = T(x), para todo x € X.

Vamos mostrar que Ty estd bem definido. Com efeito, dados z,y € X tais que JX(I(x)) =
JX(I(y)), segue da defini¢io de J, que I(z) = I(y). Como I é uma isometria linear, em

particular é injetiva, entdo I(x —y) = 0 e, consequentemente, x = y. Portanto

provando a boa definicao de Ty. Mostraremos agora que Ty ¢ linear e continuo. Para isso,

considere inicialmente z,y € X e A € K. Logo

To(J\ (I(x)) + M (1)) = To(Jy (I + \y))) = Tl + My)
= T() + AT (y) = To(J, (I(x))) + MTo(J) (1)),

provando a linearidade de fg. Por fim, notamos que para todo x € X, tem-se

1/p 1/p
I BT (T@)] = IT(2) /w Wdu(p)| =c /u )P du(o)

1/p

_c / TXI@) Q)P dule) | = ClIXI@)],

portanto fo ¢ continuo. Considerando X, := S_p C L,(p), obtemos J;((](X)) C X,.

Denotando a tnica extensao linear continua de fo a X, por T: X, — Y, concluimos que
ToJXol(x)=T(J,(I(z)=To(J (I(z))) =T(),

para todo z € X. A reciproca segue imediatamente da propriedade de ideal, uma vez
que [ é linear continuo, Jg( é absolutamente p-somante e 1" é linear continuo, portanto

T=To JX oI & absolutamente p-somante. O
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Capitulo 3

Fatoracao de operadores somantes em

um contexto abstrato

Em virtude da importancia do Teorema de Fatoracao de Pietsch para a Teoria
dos Operadores, diversos mateméticos buscam encontrar tipos de teoremas de Fatoracao
de Pietsch para as mais variadas classes de operadores lineares e nao lineares presentes
na literatura. Percebe-se que diversos desses tipos de Fatoracao de Pietsch sao provados
utilizando o mesmo argumento. Sendo assim, de maneira similar & abstracao feita por
Botelho, Pellegrino e Rueda, em [6], visando encontrar um Teorema do tipo Dominagao
de Pietsch, é comum procurar classes abstratas de operadores que possuam um tipo de
Fatoracao de Pietsch.

Neste capitulo, apresentaremos algumas classes de operadores lineares e multiline-
ares, em um contexto abstrato, introduzidos por Achour et al., em [I], que vém acompa-
nhadas de um tipo de Dominacao de Pietsch. Contudo, nao ¢ imediata a existéncia de
um tipo de Fatoracao de Pietsch para estes operadores. Sendo assim, o nosso objetivo é
construir um espago de Banach, chamado espago de dominagao, que atue como um agente

intermediario na tarefa de nos fornecer resultados nessa vertente.

3.1 Espaco de dominacao

Definicao 3.1. Sejam X e Y espacos vetoriais. Dizemos que uma aplicacao ¥ : X — Y
¢ absolutamente homogénea quando V(A\x) = |A\|¥(z), para todos z € X e A € K.

Observe que uma aplicacao homogénea nao nula ¥ : X — Y entre os espacos
normados X e Y nunca ¢ limitada no sentido da Defini¢ao Entretanto, a restri¢ao
de aplicacoes homogéneas a subconjuntos limitados de X, podem ou nao ser limitadas.

Isso nos permite apresentar a definicao a seguir.

Definicao 3.2. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que uma aplicacao ¥ : X — Y

é limitada se existe uma constante Ky > 0 tal que ||V (z)| < Ky||z||, para todo z € X.
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

No contexto da definicao anterior, uma aplicacao ¥ : X — Y ¢é limitada quando
transforma subconjuntos limitados de X em subconjuntos limitados de Y.

A nossa tarefa agora ¢é definir uma seminorma que daré origem a uma norma em um
determinado espaco quociente. Considerando (X1<§>,r e @)ﬁXm)* munido com a topologia
fraca”®, segue que B x5 5 x,- ¢ um compacto topologico de Hausdorff. Tal seminorma

serd definida num subespaco de C(B(x,5_ 3. x,.))-

Proposicao 3.3. Sejam m € N e Xj,..., X;, espacos de Banach. Se Bx5 3 x,.)-
estd munida com a topologia fraca*, entao a aplicacao canénica [, : X; X -+ x X,,, —
C(Bx,8,..8.x,)-) dada por

Im(xl, ce >xm>(§0) = 90<I1 Q- ® xm)a

para todos (z',...,2™) € Xy X --- X Xy ¢ ¢ € By, 5.x,,)» ¢ m-linear e continua.

Demonstragao. Afirmamos inicialmente que I,, estd bem definida. De fato, seja (v;)32,

uma sequéncia em By 5 3 x,.) tal que @; N @. Segue dai que

In(7)(pj) = @iz’ @ - @a™) = p(a! @ - @a"™) = Ln(z)(p),

para todo x = (z!,...,2™) € X; X -+ x X,,,. Logo I,,(z) é continua, provando a boa

definicao de I,,. Mostraremos agora que [,, é m-linear e continua. Com efeito, dados
te{l,....,m}, (a',...;a" La"™ . am) e Xy x oo X Xy X Xpy1 o0 X X, @byt € X
e A € K, temos

Lo(a', ... 2t 4+ Myt a™) () = pla @@+ M@ ®a™)

®
=pa'® - @r®...d"+ '@ Ry ®...a™)
—pd'® - @r®...d") e - ®@ye...d")
= In(at, ..., 2% . a™) () + Ma(at, ..t a™) (),

para todo ¢ € B(X1®,r...®,er)*' Logo
In(a', .. 2t + X\ o a™) = Lu(a', ... 2t . a™) + Mu(ah, ..y . a™)

Isso mostra que I, é m-linear. Por fim, segue do Teorema de Hahn-Banach juntamente

com ([1.5)) que

a@l= s fpel @) Pl © - !H 2|l

GB(X1®7T®7\'XTW)*

provando a continuidade de I,,,. O

24



3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Considere agora o subespaco V,, := span{,(X;x---x X,,)} de C(Bx,,..8. %))
Dado x € V,,, existem d € N, (b oy (b ™) € Xy x oo x X, e
AL, ..., Ag € K tais que

X = Z )\k[m(y17k7 s 7ym7k)' (31)

Como I,, é m-linear e, em particular, X; é um espaco vetorial, entdo renomeando z'* =

M\eytF, para todo k € {1,...,d} e 2% = y*, para todo (¢, k) € {2,...,m} x {1,...,d},
podemos reescrever [3.1] da seguinte forma:

d
Lo Owy™, ™) = Z L (2VF, . ™), (3.2)

d
X =
k=1 k=1

Por simplicidade de escrita, utilizaremos a notagao (x! ® --- ® 2™, -) para representar o

elemento I,,,(z',...,2™). Sendo assim, podemos reescrever (3.2)) da seguinte forma:

X =

d
(" @ @z™F ). (3.3)
k=1

Habitualmente, vamos utilizar a forma (3.3) para representar um elemento x € V,, e

vamos utilizar as letras x, y, z e w para denotar elementos de V,,,.

Observacao 3.4. Dados x,y € 1//;, considerando as representacoes

dx dy
X:Z<xlvk®...®xm7k7.> ey:Z<y1’k®...®ymvk’.>’
k=1 k=1

para x e y, podemos supor, sem perda de generalidade, que dyx = dy, pois caso contrario,

basta completar com (0, -) nas parcelas restantes.

Sejam @ : V,, — C(B(x,,..8.x,,)-) uma aplicagdo absolutamente homogénea, Z
um espaco de Banach e J : span{@(\//:n)} — Z um operador linear continuo. Utilizando

—~

a representagao usual (3.3)), defina a fungao pe z : V;,, — R associada a ® e Z, dada por

d
Jod (Z(lek ®- - QaF, >)

k=1

, para todo x € V,,,
Z

po,z(x) := inf Z
i=1

onde o infimo ¢ computado sobre todas as decomposicoes de x da forma
d

x= 33 s @),

i=1 k=1

ComreNe(x-l’k,...,x;”’k)EXl><---><Xm, para (i,k) € {1,...,r} x{1,...,d}.

7
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Observacao 3.5. Para qualquer que seja a decomposicao de x da forma

d

x= 33 s @),

i=1 k=1

tem-se
'

poz(x) <Y

=1

d
Jod <Z<le’k R ® x;n:k’ >>

k=1

Z

Em particular,

P z(x) <

d
Jod (Zw’k ® - @™, ->> H — [0 2(x)|l2.

k=1
Observagao 3.6. De maneira analoga a Observagao se

T d Ty d

1,k m,k 1,k m,k
x=> Y (@fe e Yey=> Y @ro oy

i=1 k=1 i=1 k=1
sao decomposi¢oes para x e y, entao podemos supor, sem perda de generalidade, que
Ty = Ty.

Proposicao 3.7. Sob as condigoes anteriores, pg 7 ¢ uma seminorma em V,,.

Demonstracao. Sejam X,y € ‘//,\n e A € K (podemos supor, sem perda de generalidade,
que A # 0). Escrevendo

d d
X — <x1’k®---®xm’k,->eyzZ(yl’k@) ®ym’k, >’
k=1 k=1
sejam
r d T d r d
Xt o @at )Y e eyt e 3N it e @ ult )
i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1

decomposicoes arbitrarias para x, y e Ax, respectivamente. Como
r d
2 : 2 : 1,k m,k
i=1 k=1
é uma decomposi¢ao arbitraria para x, entao
d

2’”: Z((AIZM) ® xf"” R ® xlfnv’f’ )

i=1 k=1
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

¢ uma decomposi¢ao para AX, pois
r d T d
Y (et @att @ @a™ ) =AY ) @t e et ) =

i=1 k=1 =1 k=1

Segue dai que

i=1 k=1 VA
r d
“3 o0 (Satte - eart)
i=1 k=1 7
e, consequentemente, po z(Ax) < |A|ps z(x). Por outro lado, como
r d
S wite-eupt)
i=1 k=1
é uma decomposi¢ao arbitraria para Ax, entao pondo v = %, segue que
d
S (et ot wup
=1 k=1
é uma decomposicao para X, pois
r d r d
Y St ewt e ouwt )y =13 S W e @ wt, ) = x = x.
i=1 k=1 i=1 k=1
Dai temos
r d
paz(x) <) |[Jo@ (Z«vw}”“) @ut @ ®w§””“,->)
i=1 k=1 z
MZ Jod (Z ®.--®wr7k,.>>
k=1 VA

e, consequentemente, |A|pe z(x) < po z(Ax). Desta forma, fica estabelecida a igualdade

po,z(Ax) = [Aps z(x).

Para a desigualdade triangular, afirmamos incialmente que

d
&
Z Zﬂ 7'>

i=1 k=1

2r
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

¢ uma decomposi¢ao para x + y, considerando

Lk k .
(Zl,k ka)_{(ﬂcz sy sei e {l,...,r}
y 900y N —_— .
i ) (yllji’,ylni’f), SGZG{’F—I—L...,QT’},

para todo k € {1,...,d}. De fato, observe que

r d r d

xty=) > (mfe-ea)+) Y e eyt
i=1 k=1 =1 k=1
2r d
DY Y Ere oty Y Y Ere o)
i=1 k=1 i=r+1 k=1
2r d
=) D> ate o)
i=1 k=1

Dessa forma, temos

(3.4)

2r d
poz(x+y) < Z Jod <Z<Zzlk Q-2 >)
i=1 k=1 7z
T d 2r d
Do (Sutrooara)| 43 |ron(Sutereut)
=1 k=1 7 1=r+1 k=1 7
r d r d
=2 |70 (z@;,k@...@w,») +2 | 7o <Z<y3”“®"'®y7’k">>
i=1 k=1 A i=1 k=1 VA
Dai concluimos que
paz(Xx+Y) < paz(X)+ paz(y)-
Isso completa a demonstracao. O]

De agora em diante, mesmo que nao haja mengao, consideraremos V,,, com a norma

induzida por || - lle 5 5 0

Lema 3.8. Se O : \//,\n — C(B(x,3,. 5.x,,)-) ¢ uma aplicagdo absolutamente homogénea

limitada, entao pg 7 é continua.

Demonstragdo. Segue da Observagao [3.5]e do item (iii) da Proposigao que

1po,2(x) — po,z(¥)| < poz(x—y) <|[[Jod(x—y)|z
< e(x = y)lles
< JKslx —yllcs

(X1®7r<~®7rxm)*)

(x@wéﬂxm)*)’

para todos x,y € \A/, onde Kg > 0 é a constante oriunda da limitacao de ®. A expressao

acima mostra que pg z ¢ lipschitziana e, consequentemente, continua.
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Considerando agora o subespaco N = {x € Vin po.z(x) =0} de Vi, & expressio

Ix]

\’/;L/N = pgz(X)

define uma norma em ‘//;/N (ver Apéndice . O completamento de X//;L/N, denotado
por (@)g e chamado de espaco de dominacao de \//T\n associado a ® e Z, é um espaco de
Banach com a norma

11l 72 = 1]l v (3.5)

Mesmo que nao haja mengdo, vamos sempre considerar (V,,)Z com a norma || - IRy
m @

acima.

Observacao 3.9. Como (X//,\n)g é o completamento de \//,,\1/]\]7 entdo existe um isomorfismo
isométrico S : Vi /N — S(V/N) C (V)% tal que S(V;n/N) é denso em (V,,)Z. Desta
forma, dado v € (1//;)%, existe uma sequéncia (x;)%2, em V. tal que

lim S(px,]) = v.

J—00

o~

Como || - H(@)g ¢ uma norma em (V;,)Z, em particular | - ||<\Zn)g é continua, entao
Mlemg = I im Sz = m ISl
Isso significa que é suficiente definir || - H(ﬁ”)g apenas nos elementos de S(Y//;/N) Observe

que isso foi exatamente o que fizemos em (3.5)), a menos do abuso de notagao [x]| € (f/;)g,

pois, na verdade, S([x]) € (‘//;)g De agora em diante vamos cometer esse abuso de

notagdo, visto que V, /NeS (‘//;L /N) sdo isomorfos isometricamente (ver Apéndice .

Segue da Observacao que, para todo x € 1//;“ tem-se
11Xl 7)7 < I 0 @(x)] 2.

Lema 3.10. Se ¢ : 1//,; — C(Bx,3,..8,x,,)) ¢ uma aplicagao absolutamente homogénea

limitada, entao a aplicacao linear I(@)g Vo — (l//:n)g dada por

L2 (%) = [x], para todo x € 1/,

é continua.

Demonstracao. Para todo x € 1//,;, tem-se

MmOl myz = 16lzyz < 170 2z < Kol T xlcs

()(1@71"“@#)(7?1)*)7

onde K¢ > 0 é a constante oriunda da limitacao de ®. Portanto I(VA)Z é continua. O
m)p
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Observagao 3.11. No caso particular em que J = JX*>"*m e Z = L, (1), para alguma

medida regular de probabilidade de Borel pem By 5 5 x,,)« temos

1/p

po,z(x) = inf g /

(X1® 7 -Br Xm)*

o (Z(zi"’ ® @, ->> ()

k=1

onde o infimo ¢ computado sobre todas as decomposicoes de x da forma

T d
x= > (" @@,

i=1 k=1

comreNe (e 2" e Xy x-- x X, para (i, k) € {1,...,r} x {1,...,d}.

7

3.2 Operadores lineares ®-abstratos p-somantes

Nesta secao, apresentaremos uma classe de operadores lineares, em um certo con-
texto abstrato, que generaliza os operadores absolutamente p-somantes. Inicialmente,
lembramos que pela Proposicao [2.25] todo espago de Banach X pode ser visto como um
subespago de C'(Bx~) através do isomorfismo isométrico [ : X — C(Bx~+). A partir de
agora, por simplicidade de escrita, vamos utilizar as notagoes (z, -) para representar [(x)
e X para representar I(X). Em outras palavras, a correspondéncia z <> (z,-) define um

isomorfismo isométrico entre X e X de modo que
(x,¢) = p(x), para todo ¢ € Bx-.

Observacao 3.12. Na construcao do espaco de dominacao associado a ® e Z realizada

anteriormente, quando m =1 e X; = X, tem-se [; = I : X — C(Bx~). Assim,
V, = span{I,(X;)} = span{I(X)} = span{X} = X.

Dai, a seminorma pg 7 : X 5 Rem X & dada por
T
po.z((x,) =1inf Y ||J o @((z,"))]|z, para todo z € X,
i=1
onde o infimo é computado sobre todas as decomposicoes de x da forma
T
T = Z Zi,
i=1

comreNex,...,z, € X.
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Definigao 3.13 (Operadores lineares ®-abstratos p-somantes). Sejam X e Y espagos
de Banach, 1 < p < ooe ®: X = C(Bx~) uma aplicagdo absolutamente homogénea.
Dizemos que um operador linear continuo 7' : X — Y é ®-abstrato p-somante (ver [,
Definition 2.1]) se existe uma constante C' > 0 tal que, para cadan € Ne xy,...,z, € X

dados, tem-se

1/p

n 1/p n
(ZHT(%)Hp) <C <Z|q>((xj,.>),p)

C(Bx~)

No caso particular em que ® = |o| : X — C(Bx-), onde 1 : X — C(Bx-) é
a inclusdo de X em C(Bx-+), obtemos os operadores lineares absolutamente p-somantes

(ver Teorema [2.16]).

Exemplo 3.14. Seja ¢ : X - C(Bx+) a aplicagao dada por

(=, )[?
O((z,)) =14 =l ~

0, se x = 0.

se x # 0;

Note que para todos z € X e A € K, com z # 0 e A # 0, temos

[, A2, ) 2
Pl = Al

= B e, )

]

O(A(z,-)) = ¢((Az,)) =

e claramente ®(A(0,-)) = 0 = A®((0, -)), portanto ® ¢ absolutamente homogénea. Observe

também que
[(z, o) = le(@)| < llellll=]] < =],

para todos x € X, com z # 0, e ¢ € Bx+. Sendo assim, para todo z € X, com x # 0,

temos |(x,-)| < ||z|| e, consequentemente,

< [{z,-)]. (3.6)

Assim, se T : X — Y é um operador $-abstrato 1-somante, entao existe uma constante
C' > 0 tal que, dadosn € Ne xy,..., 2z, € X (podemos supor, sem perda de generalidade,
que x; # 0, para todo j € {1,...,n}), tem-se

- - —~ [{z, )
YTl < 0> 12 (e, ) = OIS
Jj=1 J=1 C(Bx~) g=1 ! C(Bxx)
n n n
< C|D Ny, =C sup > [{aj, )| =C sup > |o(z;)].
1 pEBx* i—1 @pEBx* —1
J= C(Bx=) J= J=
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Pelo Teorema [2.16] concluimos que 7' é absolutamente 1-somante. Isso nos diz que para
essa escolha de aplicacao homogénea ®, a classe dos operadores lineares ®-abstratos 1-
somantes forma um subconjunto (mais ainda, um subespaco) da classe dos operadores

lineares absolutamente 1-somantes.

Agora, vamos utilizar o Teorema para encontrar uma dominagao para os

operadores lineares ®-abstratos p-somantes.

Teorema 3.15. Um operador linear continuo 7' : X — Y é ®-abstrato p-somante se,
e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de

Borel ;1 em By« tais que para cada z € X, tem-se

1/p

IT(z)] <C /I@(@,-))(w)lpdu(@)

Demonstragao. Sejam E = X, H = L(X;Y), G =R, K = By~ munida com a topologia
fraca*, R: Bx« x X x R — [0, 00) dada por

R(p, x,0) = |2((z,))(¥)|

e S:L(X;Y)x X xR —[0,00) dada por

S(f,2,b) = [[f(@)]-

Assim, T é ®-abstrato p-somante se, e somente se, T' é R-S-abstrato p-somante. Além
disso, uma vez fixados z € X e b € R, a fun¢ao R, é continua, pois ®((z,-)) € C(Bx~).
O resultado segue do Teorema [2.19] O]

A seguir, vejamos mais um exemplo de subespago do espaco dos operadores lineares

absolutamente 1-somantes. Para isso, vamos fazer o uso da proposicao anterior.

Exemplo 3.16. Fixado ¢y € Bx+, ||¢ol = 1, seja & : X - C(Bx-+) a aplicacao dada por
&((z,)) = o) |{x, )", para todo z € X
Dados z € X e A € K, temos

®(Maz, ) = @({Az, ")) = lpo(A2)[V2[(Az, )12 = IX[V2]po(2) V2N V2 (z, |2
= [Mllgo(@)[V*[{z, ) = N[ @((, ),

e, dai, ® é absolutamente homogénea. Além disso, lembramos que

(ab)? < Z(a +b), para todos a,b € R (desigualdade das médias). (3.7)

N | —
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Assim, se T : X — Y é um operador ®-abstrato 1-somante, entdo pelo Teorema [3.15
existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel 1 em Bx-

tais que, para todo z € X, tem-se

IT@I<C [ la@M et S ¢ [ 3 el + e dute)

B« B«

=3¢ [l [l | =c [ie@ia (222 o

By By

onde d,, é o delta de Dirac associado a ¢g. Dai, note que d,,(Bx+) = 0,,(¢0) = 1, ou
seja, d,, ¢ uma medida regular de probabilidade de Borel em By-. Logo 5“"’% é uma
medida regular de probabilidade de Borel em Bx«. Pelo Teorema T é absolutamente

1-somante.

Apresentaremos agora um tipo de Fatoracao de Pietsch para os operadores line-
ares $-abstratos p-somantes. Embora este seja o principal resultado dessa secao, vamos
omitir sua demonstracao, pois posteriormente apresentaremos uma classe de operadores
multilineares que generaliza os operadores lineares ®-abstratos p-somantes, e que possui

um tipo de Fatoragao de Pietsch.

Teorema 3.17. Se @ : X — C(Bx+) é absolutamente homogénea limitada, entdo um
operador linear continuo 7' : X — Y ¢é ®-abstrato p-somante se, e somente se, existem
uma medida regular de probabilidade de Borel 4 em Bx«, um espaco de dominacao

)’E—(f;p(u) (w)

associado a ® e L,(u) e um operador linear continuo T )?qu — Y tal que

T'=To I)?ép(w o[, isto é, o diagrama

é comutativo.

3.3 Operadores multilineares fortemente ®-abstratos p-

somantes

Nesta secao, apresentaremos a primeira classe de operadores multilineares deste
trabalho, em um contexto abstrato, que generaliza os operadores lineares ®-abstratos

p-somantes.
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Definicao 3.18 (Operadores multilineares fortemente ®-abstratos p-somantes). Sejam
m €N, Xi,..., X e Y espacos de Banach, 1 < p < oce ®:V,, — C(Bx,3, .8 %))
uma aplicagao absolutamente homogénea. Dizemos que um operador m-linear continuo
T:Xy X xX,, =Y & fortemente ®-abstrato p-somante (ver [1, Definition 3.1]) se
existe uma constante C' > 0 tal que, para todos n,d € N e (; Lk ,x?k) € Xix---xX,,
com (j,k) € {1,...,n} x{1,...,d}, tem-se

S x

n d
<C (Z ) (Z(x;k X ® a:;n’k, >)

lk mk)

PRI

P) 1/p
Note que quando m = 1, obtemos os operadores lineares ®-abstratos p-somantes
(ver Definigao [3.13)).

CB(x18r..8m Xm)*)

Exemplo 3.19. Sejam m € N, Xy,...,X,, e Y espacos de Banach e 1 < p < oo.
Dizemos que um operador m-linear continuo 7" : Xy x --- x X,,, — Y é fortemente p-
somante fatordvel (ver [23]) se existe uma constante C' > 0 tal que, para todos n,d € N

e (lek,,x;nk) € Xy X+ XX, com (j, k) €{1,...,n} x {1,...,d}, tem-se

. g p\ 1/p
(Z kz ) )
o py\ 1/p
<C sup (Z Z m;”k) ) )
PEB (X1 8r. BrXm)* \j k=1

Os operadores fortemente p-somantes fatoraveis sdo fortemente |.|-abstratos p-somantes,

onde ¢ : ‘//; — O(B(X@w..@ﬂXm)*) ¢ aplicacao inclusao de ‘//; em C(B(X@ﬁ...@ﬁxm)*)-

Proposi¢ao 3.20. Sejam & : Vo — C(Bx,8,. 8,x,)-) uma aplicagio absolutamente
homogénea e 1 < p < oo. Um operador m-linear continuo 7" : X; x --- x X,, — Y &
fortemente ®-abstrato p-somante se, e somente se, sua linearizacao 17, : X; Q. Bn X,y —

Y é ®-abstrata p-somante.

Demonstracio. Primeiramente denote por X = X 1®; ... 3, X,, e observe que
d
Vi = {Z@lvk@---@xm»k,» Lt e X (t k) € {1,...,m} x {1,...,d}}

d
= {<Zx1’k®---®xm’k,-> st e X, (4 k) e {1,...,m} x {1,...,d}}

k=1

X,
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

isto é, faz sentido falar que 1" e T}, sao, respectivamente, fortemente ®-abstrato p-somante

e ®-abstrato p-somante, para a mesma aplicacao aboslutamente homogénea . Dai,

d
ZT(:L’l’k,...,wm’k) =Ty (Zx1®---®xm> ,
k=1

d
k=1
para todos d € N, (z'* ... 2™F) € X; x --- x X,,,, com k € {1,...,d}. Sendo assim, a

expressao (3.8)) ocorre se, e somente se, a expressao

d p\ 1/p
(oo
k=1

d p\ 1/p
o (S ot Y[
k=1

ocorre. Isso conclui o resultado. ]

>

=

j=1

C(B(X1®W...®7,Xm)*)

Utilizando o Teorema [2.19| vamos encontrar um tipo de Dominacao de Pietsch para

os operadores multilineares fortemente ®-abstratos p-somantes.

Teorema 3.21. Um operador m-linear continuo 7' : X; x --- x X,,, = Y é fortemente
d-abstrato p-somante se, e somente se, existem uma medida regular de probabilidade
de Borel p em Bx,5 3. x,)- € uma constante C' > 0 tais que, para cada d € N e
(xb* ™) e Xy x - x Xy, com k € {1,...,d}, tem-se

Z T(xbk, . . ™)
) ) , 1/p (3.9)
<C / ‘@ (Z(azl’k ® - @™, ->> (©)| dulp)

B(X1®7r~-®7rx’m)*

Demonstra¢ao. Sejam E = coo(X1 X -+ X Xp), H = L(Xy,..., X.;Y), G =R, K =
Bx,3,..8,x,, munida com a topologia fraca®, R: Bx,5_ 3. x,.) X Coo(X1 X -+ X Xp,) X
R — [0, 00) dada por

R(yp, (xl’k, . ,xm’k)zzl, b) =

® (ZW”“ ®---®xm”“,->> (¥)

k=1

e S:L(Xy,. .., Xm;Y) X coo(Xy X+ x X)) x R — [0,00) dada por

S(f, (xl’k, . ,:cm’k)i:l, b) =

d
S A
k=1
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Note que T ¢ fortemente ®-abstrato p-somante se, e somente se, 7' é R-S abstrato p-
somante. Além disso, uma vez fixados d € N, (zb% ... 2™F)_ € coo(X; x -+ x X)) e

b € R, a funcao R, gmrya_ p € continua, pois

d
® <Z<x1”“ ® - @™ ->> € C(Bix,3,..8, Xm)"):

k=1
O resultado segue do Teorema [2.19 [

Agora, utilizando ideias similares ao Teorema de Fatoracdo de Pietsch classico (ver
Teorema [2.27)), utilizaremos a proposicao anterior para obter um tipo de Fatoracao de

Pietsch para os operadores multilineares fortemente ®-abstratos p-somantes.

Teorema 3.22. Se & : V,, — C(B(x,8,. 3.x,)) ¢ absolutamente homogénea limitada,
entao um operador m-linear continuo 7" : X; x --- x X,,, = Y ¢é fortemente ®-abstrato
p-somante se, e somente se, existem uma medida regular de probabilidade de Borel p em
Bx,,..8,x,,)» um espago de dominagao (‘//\)ép(“)

linear continuo 7' : (V,)5?™ = Y tais que T =T o I R

associado a ® e L,(p) e um operador

Ly © Ly, isto é, o diagrama

XX x X, T s Y
I’HL\L ?
b L(
Vin s (V) ar)
(‘7;1)4, (w)

é comutativo.

Demonstracao. Se T ¢é fortemente ®-abstrato p-somante entao pelo Teorema [3.21] existem
uma medida regular de probabilidade de Borel p em By 5 3 x,,)- € uma constante
C > 0 tais que (3.9) ¢ satisfeita. Associado a ® e L,(u) e tomando J = JX X, (ver

Proposicao e Observagao , podemos considerar o espaco de dominagao (‘//;L)ép(“)

com a norma dada por
1/p

du(p) ,

ol o =t [ f
=1

B(X1®ﬂm®,,xm)*

® (Z@i”“ Q- @z, ->> ()

k=1

onde o infimo é computado sobre todas as decomposigoes de x da forma
T d
. ) I

i=1 k=1

comr e Ne (", ... 2" e Xy x---x X,,, para (i,k) € {1,...,r} x{1,...,d}. Vamos
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

considerar agora o operador fo : X//;L/N — Y dado por
To(x]) = ZT(wl’k, .., &™), para todo x € V.

Primeiramente vamos mostrar que fg estd bem definido. Para isso, sejam X,y € ‘//,; tais
que [x] = [y], logo
[[x — ¥l (Vo)) = 0.

Escrevendo
d d
x=> @ @amt yey=> Fre-oymh), (3.10)
k=1 k=1
observe que ao considerar
2d
Z—Z<Zl’k® ®ka7>
k=1
dado por
1,k m,k
o™, se ke {l,....d
(Zlk, 7ka) — ( ) { } (311)
(—ythmd g2h=d kY se ke {d+1,. .., 2d},
temos
d 2d
7 — Z<Z1,k ® ® Zm’k, > + Z <Zl,k ® ® Zm’k, >
k=1 k=d+1
B-11) d d
=) (o™ ) =) e eyt ) =x—y
k=1 k=1
Logo
(G P——
Entao dado € > 0, existe uma decomposicao de z da forma
r  2d
T ) LTI
i=1 k=1
de modo que
1/p
r 2d p c
[0)) Z.l’k®---®zm’k’- d < —. 3.12
> ‘ <Z< M) ) due) | <5 e

B(X1®7T...®,rxm)*
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Além disso,

d d
To([x]) = To([y]) = Y T(a ... ,a™k) = > Ty , .. y™*)
k=1 k=1
o 2d R
E11 ZT(zl’k, s zm’k) + Z T(zl’k, e zm’k) = To([z]).
k=1 k=d+1
Dali,
N N N r 2d r 2d
ITo([x]) = To([yDIl = 172Dl = D> T2 <) T(", .20
i=1 k=1 i=1 || k=1
» 1/p
B9 " d B17)
e / ® (Z@}’k@ ® 2", >> (©)| du(p) < e
i=1 k=1

B(xlc@w...@ﬂxm)*

Portanto Ty([x]) = To([y]), provando a boa definigio de Ty. Agora, vamos mostrar que
fo é linear e continua. Para isso, sejam x,y € ‘//;L como em (3.10), A € K e considere

2d
W:Z<w1k® ®wmk7>
k=1
dado por
oo™ se ke {1,...,d
(w'*, ... w™) = ( ) { J (3.13)
(Aythd g2b=d o gmk=dy se ke {d+1,...,2d}.
Segue dai que
d 2d
w=) e oum )+ > e ew™)
k=1 k=d+1
d d
:Z<ﬂ?1k®"®l’mk,>+>\ <y1k® ®ymk’>_x+)\y
k=1 k=1
Logo
d 2d
To(X] + Aly]) = To([w]) = D _ T, .. ™)+ > T(wh,. .. w™)
k=1 k=d+1
B-13) d d
=Y T ™) ATy = () + AT ().
k=1 k=1
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

provando a linearidade de fo. Para a continuidade de fo, seja X € ‘//; como em (3.10)) e

considere uma decomposicao arbitraria para x da forma

Z o - ‘R ,~>.

T

k=1 k=1
Assim, temos
r d r d
ITo(BDI = || > T(ag*, .. e < > Tt
i=1 k=1 i=1 || k=1
» 1/p
BY) d
cex| @(Dx?’f@ ), >) (0)| duto) |
i=1 k=1

B(X1®7'r-~®7er,)*

portanto || To([x])|| < C’H[X]H(ﬁn)ép(#), provando a continuidade de Ty. Assim, consi-
dere a tinica extensdo 7 : (‘//:n)é”(“) — Y de fo a (ﬁn)é”(”). Desta forma, para todo
(', . 2™) € Xy x - x X, tem-se
T ol i © In(a's.o2™) = T @ @™, )
—To([@' @ @™, )]) =T(a',...,a™).

Reciprocamente, se T' = To I(‘Zn)ip(u) o I,,, entdo para cada d € N e (zbF ... 2™F) €

Xy X -+ x X, com k € {1,...,d}, tem-se

d

Z ]ALp(,,)O] ( k...,xm’k)

k=1

STz @ @™, ~>DH = I < ITIIED gz oo

k=1

1/p
d p
< |7 / o <Z<fﬁ1”“ Q- @™, ~>> (0)| dulp)
5. k=1
(X1®n--On Xm)*
Pelo Teorema [3.21] segue que T é fortemente ®-abstrato p-somante. O

Observacao 3.23. Note que nao ¢é necessario que a aplicacao absolutamente homogénea
® seja limitada para existir tal fatoracao. Essa hipotese é utilizada para garantir que os

operadores presentes na fatoragao sejam continuos (ver Proposigao (3.3)) e Lema (3.10))).

Recordamos que os operadores lineares ®-abstratos p-somantes sao recuperados
pelos operadores multilineares fortemente ®-abstratos p-somantes. Assim, fica provado
também o Teorema ao considerar m = 1 no Teorema
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

3.4 Operadores multilineares (¢4, ..., d,,)-abstratos

(p1,- .., pm)-somantes

Nesta secao apresentaremos uma outra classe de operadores multilineares, em um

contexto abstrato, que também generaliza os operadores lineares ®-abstratos p-somantes.

Definig¢ao 3.24 (Operadores multilineares (®1, ..., ®,,)-abstratos (pi, . . . , P )-Somantes).
Sejam m € N, X;,...,X,, e Y espacos de Banach, 1 < p,p1,...,pm < 00 tais que
% = pil + e+ Ii e O, : 5(: — C(Bx;) uma aplicagdo absolutamente homogénea, para
todot € {1,...,m}. Dizemos que um operador m-linear continuo 7" : X; X ---x X,, =Y
& (Py,...,D,)-abstrato (p1, ..., pm)-somante (ver [1, Definition 3.5]) se existe uma cons-
tante C' > 0 tal que, para quaisquer que sejam n € N e (x}c, conap) € Xy X x Xy,

com j € {1,...,n}, tem-se

n 1/p m n 1/pt
<Z||T(:c},-..,x?)|lp) <c]] (Z@t |Pf) e
k=1 t=1

N C(Bx;)

Note que quando m = 1, obtemos os operadores lineares ®-abstratos p-somantes
(ver Definigao [3.13)).

Exemplo 3.25. Sejam m € N, X;,...,X,, e Y espacos de Banache 1 < p,p1,...,pm <
oo tais que 1—1] = L 4.1

p1 Pm
X,y X = Y & (p1,...,pm)-dominado (ver [I7, Definition 3.1|) se existe uma cons-

tanteC’>OtalqueparatodosnENe( G x) € Xy X x X, com j € {1,...,n},

Dizemos que um operador m-linear continuo 7T :

tem-se

n 1/ 1/Pt
(Z ||T<x},...,x7>||P> <OH sup (Zw |pt> .
Jj=1

t—1 PE€Bx;

Observe que operadores (p1, .. ., pm)-dominados sdo (|¢1], .. ., |tm|)-abstratos (p1,. .., Pm)-
somantes no caso particular em que ®; = || : 5(: — C(Bx;), onde ¢; : 5(: — C(Bx;) ¢ a
aplicacao inclusao de 5(: em C(Bx;), para todo t € {1,...,m}.

Observacao 3.26. Note que quando m # 1, as expressoes e sdo distintas.
Mais ainda, nao ¢ esperado que um operador seja, simultaneamente, fortemente ®-abstrato
p-somante e (®q,..., P, )-abstrato (py, ..., pn)-somante. Desta forma, os resultados que
serao apresentados nesta secao nao possuem a mesma natureza dos resultados obtidos na

secao anterior.

Agora vamos utilizar o Teorema para encontrar um tipo de Dominagao de

Pietsch para os operadores multilineares (¥4, ..., ®,,)-abstratos (pi, ..., py)-somantes.
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Teorema 3.27. Um operador m-linear continuo 7': X; X - -+ X X, = Y é (Pq,...,P,,)-
abstrato (pi,...,pn)-somante se, e somente se, existemm uma constante C' > 0 e uma
medida regular de probabilidade de Borel y; em C(Bx;) tal que, para todo 2t € X, com
te{l,...,m}, tem-se

1/pt

I e < o] / (2, D) ()P dpel) | (3.15)

*
Xt

Demonstragao. Sejam k =1,v=m, By =R, H = L(Xy,..., X} Y), Gy = Xy, K; = Bx;

munida com a topologia fraca®, R, : Bx; x R x X; — [0, 00) dada por

Rt((ﬁ,b, xt) = |b‘|q)t<<xt7 >)(§0)|
paratodot € {1,...,m}, e S: L(Xy,..., Xpm;Y) xR x X; x---xX,,, = [0,00) dada por
S(f, b,z .. ™) = b|||f(zh, ..., 2™)].

Note que T'é (P, ..., ®,,)-abstrato (py, . . ., pm)-somante se, e somente se, T'é Ry, ..., Ry,-
S-abstrato pi, ..., pm-somante. Além disso, uma vez dados b € R e 2! € X,, a aplicacao
(Ri)pat € continua, pois ®,((2',-)) € C(Bx;), para todo t € {1,...,m}. Além disso,
dados b € R, t € {1,...,m}, p € Bxs, 0 < A\, < 1, 2* € Xy, temos

Ry, b, Mx') = @ (A2’ ) (0)] = M Ru(0,b, ")
S(T,b,cnt, ... ap,2™) = | T (', ..., amz™)|| = a1...anS(T,b,x", ... 2™).
O resultado segue do Teorema [2.22] O]

A nossa tarefa agora é encontrar um teorema de fatoracao para os operadores
multilineares (P4, ..., d,,)-abstratos (p1,...,pm)-somantes. O lema técnico a seguir nos

fornecerd uma expressao que serd bastante tutil para encontrar a fatoracao requerida.
Lema 3.28. Para qualquer que seja o operador m-linear 7' : X; X --- X X,;, = Y, tem-se
1 m 1 m
T(x....,2™)=T(y,...,y™)
=T(z" =yt 2? o™+ + T y™ ™ —y™),
para todos (z',... ™), (y},...,y™) € X1 X -+ x X,

Demonstracdo. O caso base é valido, pois se T ¢ linear, entdo para todos z',y' € X,
tem-se
T(z") = T(y") =T(x" —y").
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

Suponha agora que o resultado ¢é valido para algum m € N, sejam Xy,..., X,,, X, e Y
espagos vetoriais e considere T : X1 X ... X, X X017 — Y um operador (m + 1)-linear.
Desta forma, dados (z!,..., 2™ 2™, (y*, ..., y™, y™ ™) € X; x - x X, X X;11, denote

pory = (y',...,y") € X1 x --- x X, e defina Tym+1 : X X --- x X, = Y dado por
Tpmir (24, 2™) = T(2Y, ..., 2™ ™), para todo (2',...,2™) € X1 X -+ x X,
eT,: Xyt — Y dado por
T,z =Ty ..., y™, 2", para todo 2™+ € X, 11,

Claramente Tym+1 € m-linear e T, é linear. Dados (a',... 2™, ™), (y*,...,y™ y") €
X1 x -+ X Xy X Xppq, observamos que Tymri(y',...,y™) = T,(z™™). Além disso,

utilizando a hipotese de inducao para o operador m-linear T, m+1, obtemos

Tymir (2, 2™) — Ty (v, ... y™)

(3.16)
= Tymtr(zt —yt 2?0 o Ty (v . ™ 2™ — ™).

Por outro lado, utilizando o caso base para o operador linear 7T, obtemos

Ty(:Bm+1) _ Ty(ymH) — Ty($m+1 _ ym—&-l)‘ (3.17)
Dali,
T(x,.. . c™ ™) =T . y™, y™ ™)
=T(a, ..., 2™ ™) = Tyma (Y, y™) + T, (™) = Ty ™, y™
= Tymr (2, 2™) = Typmnr (', .. y™) + Ty (2™ ) = T, (y™ )
Tymrr(xt =yt 2 2™ oot Tymia (v, g™ 2™ — ™) + T, (™) = T, (y" )
Tomir (!t =yt 2% o a™) + oo T (Yt y™ 2™ — y™) + Ty (2™ — ™).

Isso conclui o resultado. O

Observacao 3.29. Para nao haver confusao com o operador m-linear I,,, : X;x---xX,, —
C(Bx,8,. 8,x,)) da Proposigao , vamos denotar por It : X, — X, a isometria linear
da Proposicao [2.25] para cada t € {1,...,m}.

Com as ferramentas e notagoes anteriores, vamos utilizar a Proposicao para

obter um tipo de Fatoragdo de Pietsch para os operadores multilineares (®q,...,®,,)-
abstratos (p1, . .., Pm)-Somantes.

Teorema 3.30. Um operador m-linear continuo 7': X; x --- X X,,, > Y & ($y,...,D,,)-
abstrato (pi,...,pm)-somante se, e somente se, para cada t € {1,...,m} existem um
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

espaco de Banach F;, um operador ®;-abstrato p;-somante u; : X; — F; e um operador

m-linear continuo 7 : Fix---xF, =Y taisque T = To (Upy ooy Upy)-

Demonstragao. Se T & (®q,...,P,,)-abstrato (py,...,p,)-somante entao pelo Teorema
[3.27] existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel y; em
C(Bx;), para cada t € {1,...,m}, tais que (3.15) ¢é satisfeita. Para cada t € {1,...,m},
associado a ®; e Ly, (1) e tomando J = J;(t, podemos considerar o espaco de dominacao

Fy = (Z)éf(“) com a norma dada por

1/Pt
T

I Ml gy =63 | [ RN duatie) |

i=1

onde o infimo é computado sobre todas as decomposicoes de x! da forma

,

t __ t

x = E x;,
i=1

comreNexl ... al € X. Observe que para todo t € {1,...,m}, considerando

e~ L
. t . Pt (1t)
U = I(Z)Ll’t(/%) o [ : Xt — (‘Xt)q)t s
3]

t

tem-se u, (X;) = Z/Nt, onde
Ne={(a',) € Xi s posy, oy ({2',)) = 0},

Além disso, para todo z' € X, tem-se
1/p;

IIUt(xt)||()?t>éft<m> = ||[<$t7->]||()?t>éft<w> = / [ (', ) (@)™ dps ()

By
Xt

Pelo Teorema |3.15| segue que u; é P;-abstrato p;-somante. Considere agora o operador
To : ur(X1) X .. up (X)) — Y dado por

T(uy(2Y), ... um(z™) = T(z",...,2™), para todo (z!,...,2™) € X1 X - X Xpn.
Vamos mostrar que fo est4 bem definido. Para isso, sejam (z!,...,2™), (y',...,y™) €

X1 x -+ x X, tais que (ui(zh), ..., un(x™)) = (ui(y'), ..., un(y™)). Entdao para todo
t e {l,...,m}, tem-se
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

e, consequentemente,

t_ ot N _
||[<‘T y 9 >]||(Xt)gft(ﬂt) 0

Sendo assim, dado € > 0 e denotando por

1/]75 l/ps
| [ o verae| T [ e neroe]|
s=1 BX* s=t+1 By
para todo t € {1,...,m}, existe uma decomposicao

r

A T Z 2, (3.18)

ki=1

tal que
1/pe

9
/ BN o) | < g (319)

Assim, temos

1To(ur(zh), . un(@™) = To(wr(y'), . um(y™)| = 1T (..o a™) =Ty y™)||
= HT(xl—y1 ... $m)+~--+T(y1,...,ym_1,xm—ym)||

fem=1
1/pt
mo 319) e
eS| [ e NP dul) )>
t=1 kt—l BX* =
Portanto To(ui(z!), . .., um(z™) = To(ur(y"), . .., um(y™)), provando a boa definicio de
Tp. Vamos mostrar agora que Tp ¢ m-linear e continua. Com efeito, fixados t € {1,...,m}
e (al,... ;a7 a*t o am) € Xy x oo x X1 X Xy X oo x X, e dados 2, yt € Xt e
A € K, temos
Towr (@), o)+ (), -y (@) = Tour(a), - w(at + Ag), ., tm(@™))
=T(a',...,2" + \/,...,a ): ( oot d™) ATty a™)
= Tolur(a), ..., u(at), ... upm(a™ )) + )\To(ul(al), (), um(a@™),
portanto fo ¢ m-linear. Para a continuidade, seja (z',...,2™) € X; x -+ x X, e para
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

cada t € {1,...,m}, considere uma decomposi¢ao arbitraria para z* da forma

¥ (3.20)

l

Assim, temos

T(Zx}ﬁ,..., Zx?m>

1 To(wa (), ... um(a™) | = 1T, 2
k1=1 km=1
T T
<Y @)
km=1 k1=1
1/p

r 7 m

ED SR OI 1 | AT X(ERENETE O] I

km=1 k1=11t=1 BXZ‘

portanto

1), R || < CH || pt(pt) H || t H A) Pt(#t)’

ITo (s (&

Sendo assim, podemos considerar a tnica extensao 1 :

1 ’xm> c

provando a continuidade de T\o.
- X F,,. Desta forma, para todo (z',...

F1><--~><Fm—>Ydef0aF1><

X1 X+ X X, tem-se

To(u,. .. up)(a', ..., 2™) = T(u(x?), ... um(z™))
To(ui(z), ... um(z™) = T(z", ..., 2™).

Reciprocamente, suponha que T = To (u1,...,Uy). Como u; é ®p-abstrato p;-somante,
segue do Teorema que existe uma constante C; > 0 de modo que, para todo z* € X;,
tem-se

1/pe

e <Co | [ @D il | (3.21)

B
Xy

para todo t € {1,...,m}. Assim, dado (' ™) e Xy x - X X, tem-se

T = T, (@) < IT H [Jur (2 oyl 0

1/pt

nHa /@t ()P (o)
=1 \B
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3. Fatoracao de operadores somantes em um contexto abstrato

em que

c=|T|]]C
t=1

Pelo Teorema [3.27] segue que T' é (@4, ..., ®,,)-abstrato (py, ..., pm)-somante.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos algumas classes de operadores estudadas na lite-
ratura. Veremos que cada uma delas estd inserida num contexto abstrato apresentado
anteriormente. Além disso, a(s) aplicagao(0es) abstrata(s) que as define sdo absoluta-
mente homogéneas limitadas. Assim, conseguiremos caracterizar esses operadores via um

tipo de Dominacao e Fatoracao de Pietsch.

4.1 Operadores lineares absolutamente (p; o)-continuos

Sejam X e Y espacos de Banach, 1 < p < o0 e 0 < ¢ < 1. Dizemos que um
operador linear continuo 7' : X — Y & absolutamente (p;o)-continuo (ver [Il, 18]) se

existe uma constante C' > 0 tal que, para todos n € Ne xq,...,z, € X, tem-se

(Z HT(l’])H1_pa> ? <C sup (Z (’@(l'j)‘l_auxjua)lpff) P |

YEBx* =1

No caso particular em que ¢ = 0, obtemos os operadores lineares absolutamente
p-somantes (ver Teorema [2.16]).
Considere a aplicacao ® : X = C(Bx-+) dada por

®((z,)) = ()" |l2]|", para todo x € X. (4.1)
Dados z € X e A € K, tem-se

Mz, ) = ((\z, ) = [z ]| 7[(Az, )= = N7l | 7N e, ) [
= Ml )17]{z, )7 = [N @({z, ),

isto é, ® é absolutamente homogénea. Além disso, para todo z € X, segue do Teorema
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4. Aplicacoes

de Hahn-Banach e da Proposicao que

i e e B |

12((z, NlicEy = sup |o(z) (@, )ley,

PEBx*
portanto ¢ é limitada.

Proposigao 4.1. Um operador T': X — Y é (p; 0)-absolutamente continuo se, e somente
se, T' é ®-abstrato g-somante, em que ¢ = ;% e ® é a aplicacdo absolutamente homogénea
dada por (4.1)).

O resultado anterior é facilmente verificado. Assim, podemos apresentar a seguinte

caracterizagao para os operadores lineares absolutamente (p; o)-continuos.
Teorema 4.2. Sao equivalentes:
(i) Um operador linear T': X — Y é absolutamente (p; o)-continuo.

(ii) Existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel p

em By~ tais que

1—0o

P

IT(@)] < C / (o) Nl 1°) 2 dute) |

para todo = € X.

(iii) Existem uma medida regular de probabilidade de Borel y em Byx«, um espaco de
dominagao )?ép(“) associado a ® e L,(p) e um operador linear continuo T: )?é”(”) —
Yitalque T =T o Iy ol

X<I>

4.2 Operadores multilineares (py, ..., p,; o)-continuos do-

minados

Sejam m € N, Xy,...,X,, e Y espacos de Banach, 1 < p,p1,...,pm < 00 tais

que % = pil + -+ pi e 0 < o < 1. Dizemos que um operador m-linear continuo
m

T:X1,....Xm =Y é(p1,...,pm;0)-continuo dominado (ver [1] ou [10, Definition 2.1|)
se existe uma constante C' > 0 tal que para todos n € N e (:1:]1, e ,x}") € X1 x---x X,
com j € {1,...,n}, tem-se

(Z”T@w~wx?>l\“*) <] sw (Z(ww—“nx;uf’)*) .
=1 - :

J=1

48
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No caso particular em que o = 0, obtemos os operadores multilineares (p1, ..., py)-
dominados (ver Exemplo [3.25)).
Considere, para cada t € {1,...,m}, a aplicagao P, : 5(: — C(Bx;) dada por

O,((xt,)) = |(a', )|~ ||=! |7, para todo at € X,. (4.2)

Analogamente ao caso dos operadores lineares (p; o)-continuos, verifica-se que ®; é uma

aplicacdo absolutamente homogénea limitada, para cada t € {1,...,m}.

Proposicao 4.3. Um operador m-linear T : Xy x---xX,, = Y & (p1, ..., Ppm;0)-continuo
dominado se, e somente se, T' é (®y, ..., D,,)-abstrato (q1, ..., ¢n)-somante, em que, para
cadat e {l,...,m}, ¢ = & e ®; X, — C(Bx;) ¢ a aplicacdo dada por (4.2)

Assim, podemos apresentar a seguinte caracterizagao para os operadores multili-

neares (pi, ..., Pm;o)-continuo dominados.
Teorema 4.4. Sao equivalentes:
(i) Um operador m-linear T : Xy x --- x X,;, = Y € (p1,. .., Ppm; 0)-continuo dominado.

(ii) Existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade de Borel p; em

C(Bx;), para cada t € {1,...,m}, de modo que

1—0c
Pt

7t < CTL | [ (e l)™ dute)
t=1

Bx;
para todo z' € Xy, com t € {1,...,m}.

(iii) Existem um espago de Banach F; e um operador ®;-abstrato p;-somante wu; : X; —
F,, paracadat € {1,...,m}, e um operador m-linear continuo T:Fix--xF, =Y

tais que T=To (Ut ooy Upy)-

4.3 Operadores multilineares fortemente (p; o)-continuos

fatoraveis

Dimant introduziu, em [12], o espaco dos operadores multilineares fortemente p-
somantes, a fim de generalizar os operadores lineares absolutamente p-somantes. Observe

a seguir.

Definicao 4.5. Sejam m € N, X;,..., X, e Y espacos de Banach e 1 < p < co. Dizemos

que um operador m-linear continuo 7 : Xy X --- X X,,, = Y é fortemente p-somante (ver
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[1] ou [12] Definition 1.1]) se existe uma constante C' > 0 tal que, para todos n € N e

(zj,...,27") € Xy x -+ X Xy, com j € {1,...,n}, tem-se

n 1/p n 1/p
(Z IT(x}, ... ,x;-”)||p> <C sup (Z o(), ... ,x;n)|p> .
j=1 K)

PEBL(X ), Xms j=1

Quando m = 1, obtemos os operadores lineares absolutamente p-somantes (ver
Teorema [2.16)).

Embora se conheca um tipo de Dominacao de Pietsch para os operadores multiline-
ares fortemente p-somantes, ainda era desconhecida uma Fatoracao de Pietsch para esses
operadores. Além disso, nenhum esquema de fatoracao é esperado ao tentar estender essa
classe por meio de um procedimento de interpolacao. A técnica de interpolacao natural
que estende os operadores multilineares fortemente p-somantes, que serd apresentada a

seguir, foi introduzida por Matter em [18].

Definicao 4.6. Sejam m € N, Xy,...,X,, e Y espacos de Banach, 1 < p < oce( <
o < 1. Dizemos que um operador m-linear 7" : X; x --- x X,,, = Y ¢é fortemente
(p; o)-continuo (ver [I]) se existe uma constante C' > 0 tal que, para todos n € N e

(zj,...,27") € X1 x -+ X Xpp, com j € {1,...,n}, tem-se

l1—0o

(Z |17 (x5, .- ,x}")Hl-”>
j=1

1—0o

b T

n 1—0o

<C  sup > (w(x;,...,xw—"ﬂ ||x§||”>
5 k=1

No caso particular em que ¢ = 0, obtemos os operadores multilineares fortemente
p-somantes.

Segundo Achour et al., em [I], Pellegrino, Rueda e Sanchéz-Pérez introduziram,
em [23], a classe dos operadores multilineares fortemente p-somantes fatoraveis utilizando
uma combinagao de ideias apresentadas em [12], 27], a fim de herdar o espirito dos ope-
radores lineares absolutamente p-somantes. Seguindo esse raciocinio, Achour et al., em
[1], combinaram os operadores multilineares fortemente (p;o)-continuos com as ideias
apresentadas em [27] para produzir uma classe a qual ocorre um tipo de Fatoragao de
Pietsch.

Definicao 4.7. Sejam m € N, Xy,..., X, e Y espacos de Banach, 1 < p < oce( <
o < 1. Dizemos que um operador m-linear 7' : X; x --- x X,,, = Y ¢é fortemente (p;o)-

continuo fatordvel (ver [I]) se existe uma constante C' > 0 tal que, para todos n,d € N e
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4. Aplicacoes

(zF, 2™y e Xy x oo x Xy, com (j,k) € {1,...,n} x {1,...,d}, tem-se

Jjo ]

d

ZT(:U}’]C, . ,x;nk)

k=1

n
j=1

Lo (4.3)

D
n 1—0o P

d m

k m,k\|1l—o ko

<(C sup Z <Z\90($J1 yeees Ly )|1 HHxi I )
k=1 t=1

PEL(X1,...,. Xm;K) j=1 _

No caso particular em que d = 1, obtemos os operadores multilineares fortemente
(p; 0)-continuos.

Como de costume, vamos considerar a representacao padrao dada em (3.3) para um
elemento arbitrario x € V. Agora, considere a aplicagao ® : Vi — C(Bx,8,. 8. xm))

dada por

(x) = inf 3 [y @ @y ) [[ Iy, para todo x € Vo, (44)

k=1 t=1

onde o infimo é computado sobre todas as representacoes

s

x=) (e eyt

k=1

de x. Primeiramente vamos mostrar que ¢ é absolutamente homogénea. Com efeito,
dados x € V,, e A € K se

S

x=) eyt
k=1

é uma representacao arbitraria para x, entao

S

= (MHeyte oyt

k=1
¢ uma representacao para Ax. Mais ainda, temos

YOy @yt @@y A T T Il =

k=1 t=2

=D [ eyt [ Iyl
k=1 t=1

Por outro lado, ao considerar uma representacao arbitraria

S

)\X e Z(wl’k ® e ® wm7k7 >
k=1

o1
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para Ax, segue que
S

x =Y () @t @ @uwmt,.)
k=1

¢ uma representacao para X, com y = % Além disso,

S m
S lw* @@k e [ ) =
k=1 t=1

s

=D Hw") @ w @@ w™, ) yw'
k=1

tkHo—

Essencialmente, o argumento acima nos diz que o conjunto o qual é tomado o infimo
relativo a ®(A\x) coincide com o conjunto o qual ¢ tomado o infimo relativo a |A|®(x),
logo ®(Ax) = |\|®(x), portanto ® ¢ absolutamente homogénea. Vamos mostrar agora
que ® é limitada. Segue de e do Teorema de Hahn-Banach que

Hu e TR R L S O = L R

4'DEB()(1®7'A'---@WX’V?’L)*

para todo k € {1,... k}. Assim, para todo 9 € Bix,&,. 8. x,) tem-se

M=

)W) < 31t - a7 T o7
k=1 t=1
d

S e s el e @

k=1 PEB (X1 B B Xm)*
d

= sup D e @ @™ (e @ @ 2™

¢€B(X1®7rm®7rx'm)* k=1

= sup Z |<,0 k... wmk” = ’|X||C(B<x1®ﬂ...®ﬂxm)*)’

(X1®7r BrXm)* k=1

xnsmxme) S Ixlle

portanto [|P(x) HC(B

(x1®7r...®ﬂxm)*)‘

Proposicao 4.8. Um operador m-linear continuo 7 : X; x --- x X,,, = Y é fortemente

(p; ) continuo fatoravel se, e somente se, T' é fortemente ®-abstrato g-somante, em que

g=-Led:V, > C(Bx,8,. 8.x,)) ¢ a aplicacao dada por (4.4).
Demonstracao. Sejam n € N, x1,...,x, € 1//; e considere, para cada j € {1,...,n}, a

representagao padrao dada por (3.3)
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para x;. Suponha que T é fortemente ®-abstrato g-somante, com ¢ = *-. Segue dai e
da Proposi¢ao [L.§ que

n d ﬁ 1770 n d q 1/q
1,k m,k k m,k
S| )= (] )
J=1 k=1 J=1 |l k=1
a\ /4
n d .
<C (> (@t e @a )
j=1 k=1

PEB(X18r. BrnXm)* \ j=1 k=1
0l g m q\ 1/q
<(C sup (Z Z ’(p(l’;vk R ® x;.nvk>|1fa H Hx;,kHo )
PEB(x18r. Brxm)* \j=1 | k=1 t=1
n d m a\ /4
Prop:.C sup ( Z ’(p(x;k’ . ,x;.nyk)‘lfa H H;C;»k o )
YEBL(Xy,..., XmiK) j=1 | k=1 t=1
1-0
n d m ﬁ P
=C sup Z Z‘gp(x}vk’...,‘x;?%k)’lfoHHx?kHa
- t=1

k=1

Portanto T' é fortemente (p;o)-continuo fatoravel. Reciprocamente, suponha que T é
fortemente (p; o)-continuo fatoravel, com ¢ = % e note que, para qualquer que seja uma

outra representacao
S

1,k m,k
=3 ey )

k=1

para x; dada arbitrariamente, com j € {1,...,n}, temos

ZT(yjl»’k,...,y;"’k) =T ( yjlk®®y;nk>
k=1 k=1
d

1,k m,k
k=1

T(x;’k, . ,x}nk)

d
k=1

Desta forma, temos

§ : k m,k
k=1

k=1
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Segue dai e da Proposi¢ao que

1-o
n d a\ 1/a n d % p
§ : § : 1,k m,k _ § : § : 1,k m,k
T(xj a"'axj ) - T(l’] ) » Vg )
j=1 |l k=1 j=1 || k=1
» 1-o
n s T—o p
1,k m,k
= E E T(y;" . y)
=1 || k=1
1—0o
_p P

1—-0o

(.3 n s m ) 5)
< ¢ sw oy T Il (4.

PpeEL(X1,...,. Xm;K) jzl (; J J g 7
=\

n 1—0o

Proe- L8 o sup Z

PEB(X18r. BrXm)* \ j—1

S m
S eyt @@y T It
t=1

k=1
q> 1/q

Passando ao infimo, concluimos que 7' é fortemente ®-abstrato g-somante. O

—C L, sw (Z L R T o il W
t=1

PEB (x| 8.8 Xm)* j=1 | k=1

Assim, podemos apresentar a seguinte caracterizacao para os operadores multili-

neares fortemente (p; o)-continuos fatoraveis.
Teorema 4.9. Sao equivalentes:
(i) Um operador m-linear T : X; x---x X,, — Y é fortemente (p; o)-continuo fatoravel.

(ii) Existem uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade p em
Bix,e. . 8.x = Brx...x.x) tais que, para todos n € N e (xbF . amk) €
Xy X oo x X, k€ {1,...,n}, tem-se

P p
l1—0o

< / |!so(xl”“, i [ | N e
j=1

(iii) Existem um espago de dominagao (‘//T\n)ép(“)

tais queT:foI

e um operador linear T : (V)50 — v

— (] .
(Vm)gp (n) [m

Uma vez que os operadores fortemente p-somantes, introduzidos por Dimant em

[12], sdo recuperados pelos operadores fortemente (p; o)-continuos fatoréveis, agora é co-

nhecido um teorema do tipo Fatoracao de Pietsch para esses operadores.
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4.4 Consideracoes finais

Essencialmente, apresentamos algumas classes abstratas de operadores introduzi-
das por Achour et al., em [I], que satisfazem um tipo de Fatoragdo de Pietsch e que
generalizam algumas classes de operadores lineares e multilineares estudados na litera-
tura. O diagrama a seguir explicita de maneira mais suscinta para quais operadores
encontramos um tipo de Fatoragao de Pietsch:

Operadores lineares
absolutamente p-somantes

— T

Operadores multilineares Operadores multilineares
fortemente p-somantes (p1,- -, pm)-dominados.

Operadores lineares
absolutamente (p; o)-continuos

— T

Operadores multilineares Operadores multilineares
fortemente (p; o)-continuos (p1,-- ., Pm; 0)-continuos

!

Operadores multilineares
fortemente (p; o)-continuos
fatoraveis

v

Operadores lineares
d-abstratos p-somantes

Operadores multilineares / \ Operadores multlhneares

fortemente (®4,...,P,,)-abstratos
d-abstratos p-somantes (p1, - - -, Pm)-sOmantes

(o simbolo A — B, no diagrama acima, significa que a classe de operadores B generaliza

a classe de operadores A).
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Apéndice A

Nocoes e resultados iniciais de Analise

Funcional

Definicao A.1. Seja E' um espaco vetorial. Dizemos que uma funcao pg : £ — R é uma

seminorma em E quando pg cumpre as seguintes condigoes:
(i) pe(x) >0, para todo x € E.
(i) pe(Ax) = |Mpe(x), para todos x € E'e A € K.

(iii) pe(r +y) < pe(x) + pe(y), para todos z,y € E.

Quando nao houver perigo de confusao, escreveremos apenas p ao invés de pg
para denotar uma seminorma em F. A propriedade (iii) acima é comumente chamada de

desiguldade triangular.

Proposicao A.2. Se p ¢ uma seminorma em F, entao valem as seguintes propriedades:
(i) p(0) =0.
(ii) p(—z) = p(x), para todo = € E.

(i) [p(z) — p(y)| < p(z —y), para todos z,y € E.

Definicao A.3. Seja £ um espagco vetorial. Dizemos que uma funcdo || - ||[g: £ - R é

uma norma em E quando as seguintes condicoes sao satisfeitas:
(i) ||z|]|g > 0, para todo z € E e ||z||g = 0 se, e somente se, z = 0.
(ii) || \z]|g = |A\|||z||E, para todos z € E e A € K.
(iii) ||z +ylle < ||z|lg + |lv||g, para todos z,y € X.

Um espago vetorial normado, ou simplesmente espa¢o normado, € um par (E, | - || g), em
que E é um espaco vetorial e || - ||z € uma norma em E. Se F' é um subespaco de E, entdo

a restrigdo de || - ||[g a F' é chamada de norma induzida.
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A. Nocoes e resultados iniciais de Anélise Funcional

Quando nao houver perigo de confusao, escreveremos apenas ||-|| ao invés de || - || s,
e diremos apenas “espaco normado E”, deixando subentendida a norma || - || de E. Se F' é
um subespaco de F, entao sempre vamos considerar em F' a norma induzida pela norma

de F.

Se || - || ¢ uma norma em E, entao a fungao d : E x E — R dada por

d(z,y) = |z =yl

¢ uma meétrica em F. A métrica d definida acima é chamada de métrica induzida pela
norma || - [|. Em outras palavras, todo espago normado é um espago métrico, portanto

toda a Teoria dos Espacos Métricos se aplica aos espacos normados.

Definicao A.4. Um espaco normado E é um espaco de Banach quando E é um espago

métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Proposicao A.5. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespaco de E. Entao F' é

um espaco de Banach se, e somente se, F' é fechado em F.

Toda norma é uma seminorma (a principal diferenga é que pode acontecer p(x) = 0,
mesmo que x #* 0). A fim de utilizar todo o arsenal oriundo da Teoria dos Espagos
Meétricos, é conveniente alterar a estrutura de um espacgo que possui uma seminorma, com
o intuito de gerar um espaco normado. Observe a seguir.

Se p é uma seminorma em um espaco vetorial E, entao
z~y&plr—y)=0

define uma relacao de equivaléncia em E. Considerando N := {z € E : p(z) = 0},
verifica-se que N é um subespaco de E e que x ~ y se, e somente se, x —y € N. Desta
forma, para cada « € E, definimos por [z] :={y € E: x—y € N} a classe de equivaléncia
de z, de modo que podemos considerar o espaco quociente E/N = {[z] : x € EF}. Em
E/N estao bem definidas as operagoes de soma e produto por escalar de classes, dadas
por

[z] + [y] = [z + 4] e Alz] := [Az],

para todos z,y € X e A € K, tornando, assim, £/N um espago vetorial. Além disso, a

expressao
][ E/n = plx)

define uma norma em E/N.

Definicao A.6. Seja A um conjunto nao vazio. Dizemos que uma fungdo f: A - K é
limitada quando existe C' > 0 tal que |f(z)| < C, para todo z € A. Denotamos por B(A)

o conjunto formado pelas fun¢oes limitadas definidas em A.
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O conjunto B(A), que é um espago vetorial com as operagoes usuais de fungoes, é

um espaco de Banach com a norma dada por
[flloo := sup [ f(x)].
€A

Desta forma, se E é um espaco normado e K C F é um subconjunto compacto, entao o
conjunto das fungoes f : K — K continuas, denotado por C'(K), é um subespaco fechado

de B(K). Portanto C'(K) é um espaco de Banach com a norma induzida

Il = 1 lloo-

Defini¢ao A.7. Sejam (F, B, ;1) um espaco de medida e 1 < p < co. Dizemos que uma,
funcao ¢ : F — K ¢é p-integrdvel quando

[ 1ot duo) < oc

Denotamos por £,(1) o conjunto formado pelas fungbes p-integraveis definidas em FE.

A expressao
1/p

el = / ()P du(x)

define uma seminorma em £,(x). Assim, denotando por N = {¢ € L,(1) : |¢ll, = 0},
o espaco quociente L,(u)/N, que vamos denotar por L,(u), é um espago normado com a

norma dada por

etz = Nl

Usualmente vamos denotar um elemento de L,(u) por ¢ ao invés de [p] e a norma de

L,(p) por || - ||, ao invés de | - ||Lp(u)'

Definicao A.8. Sejam E um conjunto e p uma medida definida numa o-algebra B de

subconjuntos de E. Dizemos que p ¢ uma medida reqular se
p(A) =sup{p(K): K C A é compacto} = inf{u(V): V D A ¢é aberto},

para todo A € B.

Definicao A.9. Sejam F e F' espacos vetoriais. Dizemos que uma aplicagao T : £ — F
¢ um operador linear se T'(xz + \y) = T(x) + \T'(y), para todos z,y € E e A € K.
O conjunto formado pelos operadores lineares de E em F', denotado por L(E; F), é um
espaco vetorial. O espago E7 := L(F;K) é chamado de dual algébrico de E e um elemento
¢ € E* & chamado de funcional linear de E.
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A. Nocoes e resultados iniciais de Anélise Funcional

Se T : E — F' é uma bijecao linear, diz-se que T" ¢ um isomorfismo e que os espagos

E e F sao isomorfos. Neste caso, T~! também ¢é linear.

Definicao A.10. Sejam E e F espacos normados. O conjunto formado pelos operadores
lineares continuos de E em F', denotado por L(E; F'), é um espaco vetorial. O espago
E* = L(E;K) é chamado de dual topoldgico de E. O espago E** := (E*)* = L(E*;K) é
chamado de bidual topologico de F.

Se E é um espa¢o normado, denotamos por Br := {z € E : ||z|| < 1} a bola

fechada unitaria de E e por Sg:= {z € E : ||z| = 1} a esfera unitéria de FE.

Proposicao A.11. Sejam E e F' espagos normados e 7' : ' — F um operador linear.

Entao sao equivalentes:
(i) T é continuo.
(ii) T ¢é continuo na origem.
(iii) Existe uma constante C' > 0 tal que ||T(z)|| < C||z||, para todo z € E.
(iv) sup ||T(x)] < oo.
*€Bpg

A expressao
|7 := sup [[T(z)]| (A.1)

rEBR

define uma norma em L(E; F'). Além disso, tem-se
IT(2)]] < (T[],

para todo = € E. A norma dada pela expressao (A.l) ¢ chamada de norma do supremo
e é a norma usual considerada em L(E; F).
Se I’ é um espago de Banach, entdo L£(E; F') também é Banach. Em particular,

E* ¢ Banach (consequentemente E** também é Banach).

Teorema A.12 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam F um espago normado. Entao para
todo x € E, tem-se

[zl = sup |p(z)| = max |o(z)].
pEB g PESE+

Proposicao A.13. Sejam E um espaco normado, G um espaco de Banach e F' um
subespaco de E. Se Ty : F' — G é um operador linear continuo, entao existe uma tnica

extensao linear continua 7' : F — G de T, a F.

Definicao A.14. Sejam A e B conjuntos arbitrarios e f : A — B uma aplicacdo. O

grafico de f é o conjunto

G(f) ={(z, f(z)) :2 € A} C Ax B.
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Se M e N sao espacos métricos e f : M — N é uma aplicagao continua, entao
G(f) é fechado em M x N. Se E e F sao espacos de Banach e T': E — F' é um operador

linear, entao a reciproca é valida. Observe a seguir.

Teorema A.15 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F' espacos de Banach e T :
E — F um operador linear. Se G(T') é fechado em E x F, entao T' & continuo.

Sejam M e N espacos métricos. Lembramos que uma aplicagao f : M — N ¢é
uma isometria quando dy(f(z), f(y)) = du(z,y), para todos x,y € M. Toda isometria é
injetiva e continua. Se E e I’ sao espacos normados, entao um operador linear T : £ — F
¢ uma isometria quando ||T'(z)|| = ||z||, para todo x € E. Se, em adigao, T é sobrejetivo,
dizemos que T é um isomorfismo isométrico e que E e F sao isomorfos isometricamente.
Se F' é subespaco de um espaco normado G, dizemos que G contém uma cdpia isométrica
de E. E comum identificar dois espacos isometricamente isomorfos como o mesmo espaco.

O operador linear Jg : £ — E** dado por
Je(x)(p) = ¢(x), para todos x € E e ¢ € E*,

¢ uma isometria, chamado de mergulho canénico de E em E**. Nos termos apresentados
anteriormente, isso significa que F e Jg(F) sao isomorfos isometricamente, ou ainda, que

E** contém uma copia isométrica de FE.

Definicao A.16. Seja £ um espaco normado. Dizemos que um espago de Banach G é

um completamento de E quando G contém uma copia isométrica densa de E.

Todo espac¢o normado possui um completamento, a saber, Jg(E). O completa-
mento de um espago normado E em geral nao ¢ tnico.
Definicao A.17. Seja E um espaco normado. A topologia fraca® em E*, denotada por
o(E*, E), é a topologia gerada pela familia de aplicagoes {Jg(x) : z € E}, isto é, o(E*, E)
¢ a “menor” topologia de modo que Jg(x) : E* — K é continua, para todo = € E.

Se uma sequéncia (goj)‘]?‘;l em E* converge para ¢ € E* na topologia fraca*, escre-
Vemos ¢; N 0.
Proposicdo A.18. Seja (p;)72, uma sequéncia em E*. Entdo p; N © se, e somente se,
@;(z) = p(x), para todo = € E.

Teorema A.19. Seja EF um espaco normado. Entao E possui dimensao finita se, e

somente se, Bg é compacta com a topologia da norma.

Teorema A.20 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Se E ¢ um espago normado,

entdo B+ munida com a topologia fraca* é compacta.

A Proposicao diz que se dim E* = oo, entao Bp- nunca é compacta com a
topologia da norma de E*. Entretanto, o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki garante

que, munida com a topologia fraca®, a bola Bg: é compacta.
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