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Resumo

O Teorema de Fatoração de Pietsch é um dos principais resultados da Teoria dos Opera-

dores absolutamente somantes. Este trabalho tem como objetivo estudar algumas classes

de operadores lineares e multilineares, em um certo contexto abstrato, que satisfazem um

teorema do tipo Fatoração de Pietsch. Como consequência, apresentaremos uma fatoração

para os operadores lineares absolutamente (p;σ)-contínuos e os operadores multilineares

(p1, . . . , pm;σ)-contínuos dominados e fortemente (p;σ)-contínuos fatoráveis.

Palavras-chave: Operadores absolutamente somantes, Teorema de Fatoração de Pietsch.



Abstract

Pietsch's Factorization Theorem is one of the main results of the Theory of absolutely

summing Operators. This work aims to study some classes of linear and multilinear ope-

rators, in a certain abstract context, that satisfy a Pietsch-type Factorization theorem.

As a result, we will present a factorization for the (p;σ)-absolutely continuous linear ope-

rators, and dominated (p1, . . . , pm;σ)-continuous and factorable strongly (p;σ)-summing

multilinear operators.

Keywords: Absolutely summing operators, Pietsch's Factorization Theorem.
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Notações

� N denota o conjunto dos números naturais;

� R denota o corpo dos números reais;

� C denota o corpo dos números complexos;

� K denota o corpo R ou C;

� Todos os espaços vetorias, normados ou de Banach apresentados neste trabalho

serão considerados sobre o corpo K;

� X,X1, . . . , Xm, Y e Z denotam espaços vetoriais, normados ou de Banach;

� ∥ · ∥X denotará uma norma em X (quando não houver perigo de confusão, utiliza-

remos apenas ∥ · ∥);

� p denota um número real tal que 1 ≤ p <∞;

� L(X;Y ) denota o espaço vetorial formado pelos operadores lineares de X em Y ;

� L(X;Y ) denota o espaço vetorial formado pelos operadores lineares contínuos de X

em Y com a norma do supremo;

� X# denota o dual algébrico de X, isto é, L(X;K);

� X∗ denota o dual topológico de X, isto é, L(X;K);

� L(X1, . . . , Xm;Y ) denota o espaço vetorial formado pelos operadores m-lineares de

X1 × · · · ×Xm em Y ;

� L(X1, . . . , Xm;Y ) denota o espaço vetorial formado pelos operadores m-lineares

contínuos de X1 × · · · ×Xm em Y com a norma do supremo;

� ℓp(X) denota o espaço vetorial formado pelas sequências fortemente p-somáveis de

X com a norma ∥ · ∥p;

� ℓp,w(X) denota o espaço vetorial formado pelas sequências fracamente p-somáveis

de X com a norma ∥ · ∥p,w;

x



� ℓ∞(X) denota o espaço vetorial formado pelas sequências limitadas de X com a

norma ∥ · ∥∞;

� ℓ∞,w(X) denota o espaço vetorial formado pelas sequências fracamente limitadas de

X com a norma ∥ · ∥∞,w;

� c0(X) denota o subespaço vetorial de ℓ∞(X) formado pelas sequências de X con-

vergentes para 0 ∈ X com a norma ∥ · ∥∞;

� c00(X) denota o subespaço vetorial de ℓ∞(X) formado pelas sequências eventual-

mente nulas de X com a norma ∥ · ∥∞;

� T̂ s : ℓp(X) → ℓp(Y ), T̂ s,w : ℓp(X) → ℓp,w(Y ), T̂w : ℓp,w(X) → ℓp,w(Y ) e T̂w,s :

ℓp,w(X) → ℓp(Y ) são operadores induzidos por T : X → Y dados pela correspon-

dência (xj)
∞
j=1 7→ (T (xj))

∞
j=1;

� K denota um espaço topológico compacto de Hausdor�;

� C(K) denota o espaço vetorial formado pelas funções f : K → K contínuas;

� BX denota a bola fechada unitária de X;

� idX denota a aplicação identidade de X;

� ι denota uma aplicação inclusão;

� Jp denota a aplicação inclusão canônica de C(BX∗) em Lp(µ);

� σ(X∗, X) denota a topologia fraca∗ em X∗;

� A notação
w∗
→ indica convergência fraca∗;

� I denota a isometria linear canônica de X em C(BX∗);

� ⟨x, ·⟩ representa o elemento I(x);

� X̂ denota o conjunto I(X) = {⟨x, ·⟩ : x ∈ X};

� JXp denota a restrição de Jp ao conjunto X̂;

� x1 ⊗ · · · ⊗ xm denota o tensor elementar formado por (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm;

� X1 ⊗ · · · ⊗Xm denota o produto tensorial formado por X1, . . . , Xm;

� π denota a norma projetiva em X1 ⊗ · · · ⊗Xm;

� X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm denota o produto tensorial projetivo de X1, . . . , Xm;

� Im denota a aplicação m-linear canônica de X1 × · · · ×Xm em C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗);

xi



� ⟨x1 ⊗ · · · ⊗ xm; ·⟩ representa o elemento Im(x1, . . . , xm);

� V̂m representa o conjunto span{Im(X1 × · · · ×Xm)};

� Φ denota uma aplicação absolutamente homogênea de X̂ em C(BX∗) ou de V̂m em

C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗);

� ρΦ,Z denota a seminorma em X̂ ou em V̂m associada a Φ e Z;

� X̂Z
Φ denota o espaço de dominação de X associado a Φ e Z;

� (V̂m)
Z
Φ denota o espaço de dominação de V̂m associado a Φ e Z;

� IX̂Z
Φ
denota a aplicação canônica de X̂ em X̂Z

Φ ;

� I(V̂m)ZΦ
denota a aplicação canônica de V̂m em (̂Vm)

Z
Φ;

� TL : X1 ⊗ · · · ⊗Xm → Y denota a linearização de T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y );

� TL : X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm → Y denota a linearização de T ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ).

xii



Introdução

Em meados da década de 50, A. Grothendieck introduziu o conceito de operador

absolutamente somante em seu renomado trabalho [14] (denominado a época por appli-

cation semi-integral à droite). Uma década mais tarde, os trabalhos de Lindenstrauss e

Pelcy«ski [16], Mitjagin e Pelcy«ski [19] e Pietsch [26] apresentaram a Teoria de Operado-

res lineares absolutamente somantes de forma mais acessível, simpli�cando a abordagem

feita por Grothendieck, fazendo com que essa teoria desempenhasse um papel de destaque

na Análise Funcional. Essa classe de operadores melhora, em certo sentido, a noção de

somabilidade de sequências. Mais precisamente, um operador linear contínuo entre espa-

ços de Banach T : X → Y é dito absolutamente p-somante quando transforma sequências

fracamente p-somantes de X em sequências fortemente p-somantes de Y . A partir da

década de 80, o conceito �absolutamente somante� foi generalizado para outros contextos

como polinômios, aplicações multilineares, aplicações liptschitzianas, entre outras.

Pietsch apresentou duas importantes caracterizações para a classe dos operadores

absolutamente somantes, conhecidas por: Teoremas de Dominação e de Fatoração de

Pietsch. Em virtude da importância desses teoremas e suas aplicações, é natural que se

busque esses resultados nas generalizações dessa classe de operadores. Isso é uma tarefa

bastante desa�adora, uma vez que muitas das ferramentas usadas na teoria linear não

funcionam em contextos mais gerais.

Em [6], os autores apresentaram uma abordagem abstrata para o Teorema de

Dominação de Pietsch, a �m de provar que os teoremas dessa natureza pudessem ser

obtidos como uma consequência dessa versão abstrata. Porém, existem casos onde ela

parece não funcionar. Para contornar isso, em [25], Pellegrino et al. trouxeram à tona

uma �abordagem mais completa� do Teorema de Dominação de Pietsch que recupera tanto

a versão abstrata presente em [6], quanto em situações nas quais ela parece não funcionar,

além de provar esse tipo de resultado para outras classes de operadores.

Diferentemente do que foi mencionado anteriormente, o mesmo não ocorre com o

Teorema de Fatoração de Pietsch. Abordagens mais gerais para esse tipo de resultado

podem ser encontradas nos trabalhos [1, 5], que tratam de operadores multilineares e

Lipschitz, respectivamente. Desta forma, este trabalho tem o objetivo de estudar algumas

classes de operadores lineares e multilineares, introduzidas por Achour et al., em [1], que

acompanham um tipo de Fatoração de Pietsch.
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Introdução

No primeiro capítulo apresentaremos noções básicas acerca dos operadores multili-

neares e do produto tensorial. Esse breve estudo servirá, principalmente, para apresentar-

mos propriedades e resultados elementares que norteiam esses dois conceitos, no intuito

de mostrar como podemos trabalhar com esses espaços e como manipular seus elementos.

No segundo capítulo vamos fazer um estudo motivacional para o nosso trabalho,

apresentando os operadores lineares absolutamente p-somantes, bem como diversas de suas

propriedades. Posteriormente, mostraremos que essa classe de operadores admite uma

caracterização via propriedade de somabilidade. Em seguida, apresentaremos, sem suas

demonstrações, os teoremas de Dominação de Pietsch, bem como suas versões abstratas.

Por �m, abordaremos o clássico, e principal motivador do nosso trabalho, Teorema de

Fatoração de Pietsch. Mais precisamente, um operador linear contínuo entre espaços de

Banach T : X → Y é absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma medida

regular de probabilidade de Borel µ em BX∗ , um subespaço fechado Xp de Lp(µ) e um

operador T̂ : Xp → Y tal que T pode ser fatorado utilizando T̂ .

O terceiro capítulo será, mesmo que de maneira imperceptível, dividido em duas

partes. Inicialmente apresentaremos os espaços de dominação associados a uma aplicação

absolutamente homogênea Φ e a um espaço de Banach Z. Tais espaços servirão como

agentes intermediários para conseguirmos a fatoração procurada (os espaços de domina-

ção farão o papel do subespaço fechado Xp de Lp(µ) no Teorema de Fatoração de Pietsch

clássico). Posteriormente, apresentaremos algumas classes de operadores lineares e multi-

lineares, em um determinado contexto abstrato, e encontraremos, utilizando os espaços de

dominação, um tipo de Fatoração de Pietsch para esses operadores. São eles: os operado-

res lineares Φ-abstratos p-somantes e os multilineares fortemente Φ-abstratos p-somantes

e (Φ1, . . . ,Φm)-abstratos (p1, . . . , pm)-somantes.

No quarto capítulo apresentaremos algumas aplicações das classes abstratas es-

tudadas anteriormente. Dentre elas, destacamos a classe dos operadores multilineares

fortemente p-somantes, introduzida por Dimant em [12]. É conhecido que essa classe, até

então, não satisfazia um tipo de Fatoração Pietsch. Entretanto, vamos mostrar que essa

classe é recuperada pelos operadores multilineares fortemente Φ-abstratos p-somantes.

Por �m, apresentaremos no Apêndice A conceitos e resultados básicos de Análise

Funcional, com o intuito de deixar o trabalho o mais autocontido possível.
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Capítulo 1

Operadores multilineares e produto

tensorial

Neste capítulo, faremos uma rápida revisão de conceitos e resultados básicos sobre

operadores multilineares e produto tensorial. Vale salientar que não buscamos fazer uma

apresentação completa, mas sim, apenas nortear o leitor com conceitos básicos que aju-

darão a entender algumas particularidades do ambiente multilinear, diferenciando-o do

ambiente linear, por exemplo. As referências utilizadas para a construção deste capítulo

foram a dissertação [30] e os livros [11, 28]. Caso seja necessário um estudo prévio sobre

operadores lineares, indicamos o Apêndice A deste trabalho ou [7, Capítulo 2].

1.1 Operadores multilineares e produto tensorial

De�nição 1.1. Sejam m ∈ N e X1, . . . , Xm e Y espaços vetoriais. Dizemos que uma

aplicação T : X1 × · · · ×Xm → Y é um operador m-linear se T é linear em cada uma de

suas variáveis, isto é, quando �xados t ∈ {1, . . . ,m} e yt = (x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xm) ∈
X1 × . . . Xt−1 ×Xt+1 . . . Xm, a aplicação T (yt) : Xt → Y dada por

T (yt)(x) = T (x1, . . . , xt−1, x, xt+1, . . . , xm), para todo x ∈ Xt,

é linear. No caso particular em que Y = K, dizemos que T é um funcional m-linear.

Se T, S : X1 × · · · ×Xm → Y são operadores m-lineares e λ ∈ K, então o operador

T + λS : X1 × · · · ×Xm → Y também é m-linear. Assim, o conjunto formado por todos

os operadores m-lineares de X1 × · · · × Xm em Y , denotando por L(X1, . . . , Xm;Y ), é

um espaço vetorial. O espaço L(X;Y ) dos operadores lineares entre X e Y é um caso

particular de L(X1, . . . , Xm;Y ), quando m = 1 e X1 = X. Além disso, quando Y = K,

recaímos no dual algébrico X# = L(X;K) de X.
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1. Operadores multilineares e produto tensorial

Dado (x1, . . . , xm) ∈ X1×· · ·×Xm, considere x1⊗· · ·⊗xm : L(X1, . . . , Xm;K) → K
dado por

x1 ⊗ · · · ⊗ xm(T ) = T (x1, . . . , xm), para todo T ∈ L(X1, . . . , Xm;K).

O funcional x1 ⊗ · · · ⊗ xm é chamado de tensor elementar. A�rmamos que todo tensor

elementar é linear. Com efeito, dados T, S ∈ L(X1, . . . , Xm;K) e λ ∈ K, tem-se

x1 ⊗ · · · ⊗ xm(T + λS) = (T + λS)(x1, . . . , xm)

= T (x1, . . . , xm) + λS(x1, . . . , xm)

= x1 ⊗ · · · ⊗ xm(T ) + λx1 ⊗ · · · ⊗ xm(S).

De�nição 1.2. O produto tensorial de X1, . . . , Xm, denotado por X1 ⊗ · · · ⊗ Xm, é o

subespaço de L(X1, . . . , Xm;K)# gerado por todos os tensores elementares de�nidos em

L(X1, . . . , Xm;K), isto é,

X1 ⊗ · · · ⊗Xm := span{x1 ⊗ · · · ⊗ xm : (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm}.

Os elementos de X1 ⊗ · · · ⊗Xm são chamados de tensores.

A proposição a seguir nos fornece uma propriedade elementar e muito útil do

produto tensorial.

Proposição 1.3. Para quaisquer que sejam t ∈ {1, . . . ,m}, (a1, , . . . , at−1, at+1, . . . , am) ∈
X1 × . . . Xt−1 ×Xt+1 × · · · ×Xm, xt, yt ∈ Xt e λ ∈ K, tem-se

a1 ⊗ · · · ⊗ (xt + λyt)⊗ · · · ⊗ am = a1 ⊗ · · · ⊗ xt ⊗ · · · ⊗ am + λa1 ⊗ · · · ⊗ yt ⊗ · · · ⊗ am.

Demonstração. Dado T ∈ L(X1, . . . , Xm;K), tem-se

a1 ⊗ · · · ⊗ (xt + λyt)⊗ · · · ⊗ am(T ) = T (a1, . . . , xt + λyt, . . . , am)

= T (a1, . . . , xt, . . . , am) + λT (a1, . . . , yt, . . . , am)

= a1 ⊗ · · · ⊗ xt ⊗ · · · ⊗ am(T ) + λa1 ⊗ · · · ⊗ yt ⊗ · · · ⊗ am(T ),

provando a igualdade requerida.

Se v ∈ X1⊗· · ·⊗Xm, então existem d ∈ N, λk ∈ K e (y1,k, . . . , tm,k) ∈ X1×· · ·×Xm,

com k ∈ {1, . . . , d}, tais que

v =
d∑

k=1

λky
1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k.

4



1. Operadores multilineares e produto tensorial

Pela Proposição 1.3, podemos reescrever v da seguinte forma:

v =
d∑

k=1

(λky
1,k)⊗ · · · ⊗ ym,k.

Como X1, em particular, é um espaço vetorial, cada termo λky1,k pertence a X1, então

renomeando-os por x1,k := λky
1,k e tomando xt,k := yt,k, para todo (t, k) ∈ {2, . . . ,m} ×

{1, . . . , d}, podemos reescrever v da seguinte forma:

v =
d∑

k=1

x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k. (1.1)

Utilizaremos a representação apresentada em (1.1) para representar um tensor arbitrário

de X1 ⊗ · · · ⊗Xm.

1.2 Linearização de aplicações multilineares

Considere a aplicação canônica σm : X1 × · · · ×Xm → X1 ⊗ · · · ⊗Xm dada por

σm(x
1, . . . , xm) = x1 ⊗ · · · ⊗ xm, para todo (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm.

Segue diretamente da Proposição 1.3 que σm é m-linear.

Proposição 1.4. Para cada operador m-linear T : X1 × · · · ×Xm → Y , existe um único

operador linear TL : X1 ⊗ · · · ⊗Xm → Y dado por

TL

(
n∑
k=1

x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k

)
=

n∑
k=1

T (x1,k, . . . , xm,k)

de modo que T = TL ◦ σm. Mais ainda, a correspondência T ↔ TL é um isomor-

�smo entre os espaços vetoriais L(X1, . . . , Xm;Y ) e L(X1 ⊗ · · · ⊗Xm;Y ). Em particular,

L(X1, . . . , Xm;K) e (X1 ⊗ · · · ⊗Xm)
# são isomorfos.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [30, Teorema 1.10]. O

operador linear TL é chamado de linearização do operador m-linear T . O isomor�smo

que fornece a correspondência entre L(X1, . . . , Xm;Y ) e L(X1⊗· · ·⊗Xm;Y ) nos permite

enxergar, em certo sentido, um operador multilinear como linear. Entretanto, o �preço que

se paga� é que passamos de uma aplicação cujo domínio é um espaço simples (produto

cartesiano) para uma aplicação cujo domínio é um espaço mais complicado (produto

tensorial).
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1. Operadores multilineares e produto tensorial

1.3 Caracterizações dos operadores multilineares con-

tínuos

Sejamm ∈ N eX1, . . . , Xm e Y espaços normados. Se T, S : X1×· · ·×Xm → Y são

operadores m-lineares contínuos e λ ∈ K, então o operador T + λS : X1 × · · · ×Xm → Y

também é m-linear contínuo. Assim, o conjunto formado por todos os operadores m-

lineares contínuos de X1 × · · · ×Xm em Y , denotado por L(X1, . . . , Xm;Y ), é um espaço

vetorial. Segue de imediato que L(X1, . . . , Xm;Y ) é um subespaço de L(X1, . . . , Xm;Y ).

O espaço L(X;Y ) dos operadores lineares contínuos entre X e Y é um caso particular de

L(X1, . . . , Xm;Y ) quando m = 1 e X1 = X. Além disso, quando Y = K, recaímos no

dual topológico X∗ = L(X;K) de X.

Proposição 1.5. Seja T : X1 × · · · ×Xm → Y um operador m-linear. São equivalentes:

(i) T é contínuo.

(ii) T é contínuo na origem.

(iii) Existe uma constante C > 0 tal que ∥T (x1, . . . , xm)∥ ≤ C
m∏
t=1

∥xt∥, para todo

(x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm.

(iv) ∥T∥ := sup
xt∈BXt

t∈{1,...,m}

∥T (x1, . . . , xm)∥ <∞.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [30, Proposição 2.7].

Observação 1.6. Sejam T : X1 × · · · × Xm → Y um operador m-linear contínuo e

(x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm, com xt ̸= 0, para todo t ∈ {1, . . . ,m}. Segue do item (iv)

da proposição anterior que ∥∥∥∥T ( x1

∥x1∥
, . . . ,

xm

∥xm∥

)∥∥∥∥ ≤ ∥T∥,

donde, usando a m-linearidade de T , tem-se

∥T (x1, . . . , xm)∥ ≤ ∥T∥
m∏
t=1

∥xt∥. (1.2)

Novamente pela m-linearidade de T , conclui-se que a desigualdade acima vale no caso em

que xt = 0, para algum t ∈ {1, . . . ,m} (valendo inclusive a igualdade), o que nos permite

concluir que essa desigualdade vale para qualquer que seja (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm.

A�rmamos que a expressão

∥T∥ = sup
xt∈BXt

t∈{1,...,m}

∥T (x1, . . . , xm)∥ (1.3)
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1. Operadores multilineares e produto tensorial

de�ne uma norma em L(X1, . . . , Xm;Y ). De fato, em virtude do item (iv) da Proposição

1.5, a função ∥ · ∥ está bem de�nida. Além disso, é imediato que ∥ · ∥ é não-negativa e que

∥0∥ = 0. Mais ainda, segue da desigualdade (1.2) que se ∥T∥ = 0 então T (x1, . . . , xm) = 0,

para todo (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · × Xm. Considere agora T, S ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ) e

λ ∈ K. Então

∥λT∥ = sup
xt∈BXt

t∈{1,...,m}

∥λT (x1, . . . , xm)∥ = |λ| sup
xt∈BXt

t∈{1,...,m}

∥T (x1, . . . , xm)∥ = |λ|∥T∥.

Por �m, segue da Observação 1.6 que

∥(T + S)(x1, . . . , xm)∥ = ∥T (x1, . . . , xm) + S(x1, . . . , xm)∥

≤ ∥T (x1, . . . , xm)∥+ ∥S(x1, . . . , xm)∥

≤ ∥T∥
m∏
t=1

∥xt∥+ ∥S∥
m∏
t=1

∥xt∥ = (∥T∥+ ∥S∥)
m∏
t=1

∥xt∥.

Logo

∥T + S∥ ≤ ∥T∥+ ∥S∥.

Portanto ∥ · ∥ é uma norma em L(X1, . . . , Xm;Y ).

A norma dada pela expressão (1.3) é chamada de norma do supremo e é a norma

usual considerada em L(X1, . . . , Xm;Y ).

Proposição 1.7. Se Y é um espaço de Banach, então L(X1, . . . , Xm;Y ) é um espaço de

Banach.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [30, Corolário 2.13].

1.4 Produto tensorial projetivo

A expressão

π(v) = inf

{
d∑

k=1

m∏
t=1

∥xt,k∥ : v =
d∑

k=1

x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k

}
(1.4)

de�ne uma norma em X1⊗· · ·⊗Xm, de modo que, para todo (x1, . . . , xm) ∈ X1×· · ·×Xm,

tem-se

π(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) =
m∏
t=1

∥xt∥, (1.5)

(ver [30, Proposição 3.3]). A norma π em X1 ⊗ · · · ⊗Xm é chamada de norma projetiva.

O espaço X1⊗· · ·⊗Xm munido com a norma projetiva π é denotado por X1⊗π · · ·⊗πXm

e não necessariamente é completo (ver [28, Exercise 2.5]). Sendo assim, denotaremos por
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1. Operadores multilineares e produto tensorial

X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm o completamento deX1⊗π · · ·⊗πXm. O espaço de BanachX1⊗̂π . . . ⊗̂πXm

é chamado de produto tensorial projetivo de X1, . . . , Xm.

Proposição 1.8. Para cada operador m-linear contínuo T : X1 × · · · ×Xm → Y , existe

um único operador linear contínuo TL : X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm → Y dado por

TL

(
n∑
k=1

x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k

)
=

n∑
k=1

T (x1,k, . . . , xm,k)

de modo que T = TL ◦ σm. Mais ainda, a correspondência T ↔ TL é um isomor�smo

isométrico entre os espaços normados L(X1, . . . , Xm;Y ) e L(X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm;Y ). Em

particular, L(X1, . . . , Xm;K) e (X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm)
∗ são isometricamente isomorfos.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [30, Teorema 3.17].

Observação 1.9. Note que, tanto na Proposição 1.4 quanto na Proposição 1.8, para todo

(x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm, vale a seguinte igualdade:

TL(x
1 ⊗ · · · ⊗ xm) = T (x1, . . . , xm).

Vimos anteriormente que um operador T : X1 × · · · × Xm → Y é m-linear se, e

somente se, sua linearização TL : X1 ⊗ · · · ⊗Xm → Y é linear. Sendo assim, a Proposição

1.8 nos diz que, através da introdução da norma projetiva, o operador m-linear T é

contínuo se, e somente se, sua linearização também é contínua.
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Capítulo 2

Operadores lineares absolutamente

somantes

Neste capítulo, estudaremos os operadores lineares absolutamente p-somantes.

Para isto, é necessário introduzir algumas noções e propriedades básicas sobre soma-

bilidade de sequências e espaços de sequências somantes. As propriedades apresentadas

serão fundamentais para que possamos utilizar resultados clássicos de Análise Funcional,

dentre eles destacamos: o Teorema de Hahn-Banach e o Teorema do Grá�co Fechado.

Para o estudo dos operadores lineares absolutamente p-somantes utilizamos [15, Capítulo

2] como principal referência e [13, 21, 29] como referências auxiliares. Caso seja necessário

um estudo prévio sobre os resultados mencionados anteriormente, indicamos a leitura do

Apêndice A, [7, Capítulos 2 e 3] ou [8, Capítulos 1 e 2].

2.1 Sequências p-somáveis

De�nição 2.1. Sejam X um espaço normado e 1 ≤ p <∞. Dizemos que uma sequência

(xj)
∞
j=1 em X é fortemente p-somável se

∞∑
j=1

∥xj∥p <∞.

Denotamos por ℓp(X) o espaço vetorial formado pelas sequências fortemente p-somáveis

de X.

A expressão

∥(xj)∞j=1∥p :=

(
∞∑
j=1

∥xj∥p
)1/p

de�ne uma norma em ℓp(X). Mesmo que não haja menção, vamos considerar o espaço

ℓp(X) com a norma ∥ · ∥p. Quando X = K, escrevemos apenas ℓp ao invés de ℓp(K).
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Proposição 2.2. Se X é um espaço de Banach, então ℓp(X) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy em ℓp(X). Então dado ε > 0,

existe N ∈ N de modo que

k, l ≥ N ⇒ ∥xk − xl∥p < ε. (2.1)

Para cada k ∈ N, podemos escrever xk = (xkj )
∞
j=1 ∈ ℓp(X). Desta forma, para cada n ∈ N,

tem-se

∥xkn − xln∥ =
(
∥xkn − xln∥p

)1/p ≤ ( ∞∑
j=1

∥xkj − xlj∥p
)1/p

= ∥xk − xl∥p. (2.2)

Sendo assim, segue de (2.1) e (2.2) que

k, l ≥ N ⇒ ∥xkn − xln∥ < ε,

para todo n ∈ N. Isso nos diz que (xkn)
∞
k=1 é uma sequência de Cauchy em X, para

todo n ∈ N. Como X é completo, então para cada n ∈ N, existe xn ∈ X tal que

lim
k→∞

xkn = xn em X. Denotando por x = (xj)
∞
j=1 e fazendo l → ∞ em (2.1), segue da

continuidade da norma que lim
k→∞

xk = x em ℓp(X). Sabemos que xN ∈ ℓp(X) e pela

expressão (2.1) temos x−xN ∈ ℓp(X). Como ℓp(X) é um espaço vetorial, concluímos que

x = (x− xN) + xN ∈ ℓp(X). Portanto ℓp(X) é completo.

De�nição 2.3. Seja X um espaço normado. Dizemos que uma sequência em X é limitada

quando existe C > 0 tal que ∥xj∥ ≤ C, para todo j ∈ N. Denotamos por ℓ∞(X) o espaço

vetorial formado pelas sequências limitadas de X.

A expressão

∥(xj)∞j=1∥∞ := sup
j∈N

∥xj∥

de�ne uma norma em ℓ∞(X). Mesmo que não haja menção, ∥ · ∥∞ é a norma usual

considerada em ℓ∞(X). Quando X = K, escrevemos apenas ℓ∞ ao invés de ℓ∞(K).

Proposição 2.4. Se X é um espaço de Banach, então ℓ∞(X) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy em ℓ∞(X). Então dado ε > 0,

existe N ∈ N de modo que

k, l ≥ N ⇒ ∥xk − xl∥∞ < ε. (2.3)

Para cada k ∈ N, podemos escrever xk = (xkj )
∞
j=1 ∈ ℓ∞(X). Notamos que para cada

n ∈ N, tem-se

∥xkn − xln∥ ≤ sup
j∈N

∥xkj − xlj∥ = ∥xk − xl∥∞. (2.4)
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Sendo assim, segue de (2.3) e (2.4) que

k, l ≥ N ⇒ ∥xkn − xln∥ < ε,

para todo n ∈ N. Isso nos diz que (xkn)
∞
k=1 é uma sequência de Cauchy em X, para

todo n ∈ N. Como X é completo, então para cada n ∈ N, existe xn ∈ X tal que

lim
k→∞

xkn = xn em X. Denotando por x = (xj)
∞
j=1 e fazendo l → ∞ em (2.3), segue da

continuidade da norma que lim
k→∞

xk = x em ℓ∞(X). Sendo ℓ∞(X) espaço vetorial, tem-se

x = (x− xN) + xN ∈ ℓ∞(X), pois x− xN , xN ∈ ℓ∞(X). Portanto ℓ∞(X) é completo.

Apresentaremos agora dois importantes subespaços de ℓ∞(X).

De�nição 2.5. Seja X um espaço normado. Denotamos por c0(X) o espaço vetorial

das sequências em X que convergem para 0 ∈ X. Dizemos que uma sequência (xj)
∞
j=1

em X é eventualmente nula se existe n ∈ N tal que xj = 0, para todo j > n. Nesse

caso, denotamos tal sequência por (xj)
n
j=1. O espaço vetorial formado pelas sequências

eventualmente nulas de X será denotado por c00(X).

Não é difícil perceber que c0(X) é um subespaço de ℓ∞(X) e que c00(X) é um

subespaço de c0(X). A partir de agora, salvo menção contrária, a norma usual considerada

em c0(X) e c00(X) será a norma ∥ · ∥∞ induzida nesses subespaços.

Observação 2.6. Analogamente à notação utilizada para as sequências eventualmente

nulas, quando existir n ∈ N tal que xj = 0, para todo j < n, escreveremos (xj)∞j=n para

representar tal sequência.

Se X é um espaço de Banach, então c0(X) também é um espaço de Banach (prova

análoga à Proposição 2.4). Contudo, c00(X) nunca é um espaço de Banach. De fato, �xado

a ∈ X, a sequência (xj)∞j=1 em c00(X) dada por xj = ( a
n
)jn=1, para todo j ∈ N, converge

para a sequência x = ( a
n
)∞n=1, pois ∥xj − x∥∞ = ∥( a

n
)jn=1 − ( a

n
)∞n=1∥∞ = ∥( a

n
)∞n=j+1∥∞ =

∥a∥
j+1

→ 0. Entretanto x ∈ c0(X)\c00(X), logo c00(X) não é fechado em c0(X) e, portanto,

não é um espaço de Banach (ver Proposição A.5).

Lema 2.7. Sejam A e B conjuntos não vazios e f : A×B → R uma função. Então

sup
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) = sup
y∈B

sup
x∈A

f(x, y). (2.5)

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [21, Lema 2.4.10]. O

lema técnico anterior nos fornece uma condição para que um supremo duplo comute.

Esse resultado será utilizado algumas vezes ao longo desse trabalho.

De�nição 2.8. Seja X um espaço normado. Dizemos que uma sequência (xj)
∞
j=1 em X é

fracamente limitada se a sequência (φ(xj))
∞
j=1 é limitada, para todo φ ∈ X∗. Denotamos

por ℓ∞,w(X) o espaço vetorial formado pelas sequências fracamente limitadas de X.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

A�rmamos que a expressão

∥(xj)∞j=1∥∞,w := sup
φ∈BX∗

(
sup
j∈N

|φ(xj)|
)

de�ne uma norma em ℓ∞,w(X). Não é difícil veri�car que as propriedades de norma

são satisfeitas. Entretanto, não é nítido que esta função está bem de�nida. Para cada

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓ∞,w(X), segue de (2.5) e do Teorema de Hahn-Banach que

∥(xj)∞j=1∥∞,w = sup
φ∈BX∗

(
sup
j∈N

|φ(xj)|
)

(2.5)
= sup

j∈N

(
sup

φ∈BX∗
|φ(xj)|

)
H-B

= sup
j∈N

∥xj∥ = ∥(xj)∞j=1∥∞.

Logo a função ∥ ·∥∞,w está bem de�nida. Mesmo que não haja menção, ∥ ·∥∞,w é a norma

usual considerada em ℓ∞,w(X). Se X é um espaço de Banach, então ℓ∞,w(X) é um espaço

de Banach. Mais ainda, ℓ∞(X) = ℓ∞,w(X).

De�nição 2.9. Sejam X um espaço normado e 1 ≤ p <∞. Dizemos que uma sequência

(xj)
∞
j=1 em X é fracamente p-somável se

∞∑
j=1

|φ(xj)|p <∞,

para todo φ ∈ X∗. Denotamos por ℓp,w(X) o espaço vetorial formado pelas sequências

fracamente p-somáveis de X.

A�rmamos que a expressão

∥(xj)∞j=1∥p,w := sup
φ∈BX∗

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

de�ne uma norma em ℓp,w(X). Analogamente à ℓ∞,w(X), não é difícil veri�car que que

as propriedades de norma são satisfeitas. No entanto, a boa de�nição de ∥ · ∥p,w não é

imediata. Para mostrar isso, considere (xj)∞j=1 ∈ ℓp,w(X) e de�na o operador u : X∗ → ℓp

dado por

u(φ) = (φ(xj))
∞
j=1, para todo φ ∈ X∗.

Claramente u está bem de�nida e é linear. Vamos mostrar que o grá�co de u é fechado

em X∗ × ℓp. Para isso, seja (φ0, z0) ∈ X∗ × ℓp e considere uma sequência ((φk, zk))
∞
k=1 em

G(u) tal que lim
k→∞

(φk, zk) = (φ0, z0). Como (φk, zk) ∈ G(u), segue que u(φk) = zk, para

todo k ∈ N, logo lim
k→∞

u(φk) = lim
k→∞

zk = z0 em ℓp e lim
k→∞

φk = φ0 em X∗. Escrevendo
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

z0 = (zj)
∞
j=1, notamos que

|φk(xn)− zn| ≤

(
∞∑
j=1

|φk(xj)− zj|p
)1/p

= ∥u(φk)− z0∥p.

para todo n ∈ N. Fazendo k → ∞, obtemos lim
k→∞

φk(xn) = zn, para todo n ∈ N. Por

outro lado, temos

|φk(xn)− φ0(xn)| = |(φk − φ0)(xn)| ≤ ∥φk − φ0∥∥xn∥,

para todo n ∈ N. Fazendo k → ∞, obtemos lim
k→∞

φk(xn) = φ0(xn), para todo n ∈ N. Pela
unicidade do limite, concluímos que φ0(xn) = zn, para todo n ∈ N. Logo

z0 = (zj)
∞
j=1 = (φ0(xj))

∞
j=1 = u(φ0),

consequentemente G(u) é fechado em X∗ × ℓp. Pelo Teorema do Grá�co Fechado, segue

que u é contínuo. Então existe M > 0 tal que ∥u(φ)∥p ≤ M∥φ∥, para todo φ ∈ X∗.

Portanto

sup
φ∈BX∗

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

= sup
φ∈BX∗

∥∥(φ(xj))∞j=1

∥∥
p
= sup

φ∈BX∗
∥u(φ)∥p ≤ sup

φ∈BX∗
M∥φ∥ =M.

Isso prova a boa de�nição de ∥ · ∥p,w. A partir de agora, mesmo que não haja menção,

vamos considerar a norma ∥ · ∥p,w em ℓp,w(X).

Proposição 2.10. Se X é um espaço de Banach, então ℓp,w(X) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy em ℓp,w(X). Então dado ε > 0,

existe N ∈ N de modo que

k, l ≥ N ⇒ ∥xk − xl∥p,w < ε. (2.6)

Para cada k ∈ N, podemos escrever xk = (xkj )
∞
j=1 ∈ ℓp,w(X). Pelo Teorema de Hahn-

Banach, tem-se

∥xkn − xln∥
H-B

= sup
φ∈BX∗

|φ(xkn − xln)| ≤ ∥xk − xl∥p,w, (2.7)

para todo n ∈ N. Sendo assim, segue de (2.6) e (2.7) que

k, l ≥ N ⇒ ∥xkn − xln∥ < ε,

para todo n ∈ N. Isso nos diz que (xkn)
∞
k=1 é uma sequência de Cauchy em X, para

todo n ∈ N. Como X é completo, então para cada n ∈ N, existe xn ∈ X tal que
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lim
k→∞

xkn = xn em X. Denotando por x = (xj)
∞
j=1 e fazendo l → ∞ em (2.6), segue da

continuidade da norma que lim
k→∞

xk = x em ℓp,w(X). Sendo ℓp,w(X) espaço vetorial, tem-se

x = (x−xN)+xN ∈ ℓp,w(X), pois x−xN , xN ∈ ℓp,w(X). Portanto ℓp,w(X) é completo.

Observação 2.11. Note que ℓp(X) ⊆ ℓp,w(X), pois

sup
φ∈BX∗

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

≤ sup
φ∈BX∗

∥φ∥

(
∞∑
j=1

∥xj∥p
)1/p

=

(
∞∑
j=1

∥xj∥p
)1/p

.

Sejam X e Y espaços de Banach e 1 ≤ p < ∞. Se T : X → Y é um operador

linear contínuo não nulo, a�rmamos que a correspondência

(xj)
∞
j=1 7→ (T (xj))

∞
j=1 (2.8)

induz os operadores lineares contínuos T̂ s : ℓp(X) → ℓp(Y ), T̂ s,w : ℓp(X) → ℓp,w(Y ) e

T̂w : ℓp,w(X) → ℓp,w(Y ) (caso T = 0, os operadores mencionados claramente estão bem

de�nidos). Com efeito, considere inicialmente (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp(X). A expressão

(
∞∑
j=1

∥T (xj)∥p
)1/p

≤ ∥T∥

(
∞∑
j=1

∥xj∥p
)1/p

garante a boa de�nição do operador T̂ s. Da expressão acima juntamente com a Observação

2.11, segue a boa de�nição do operador T̂ s,w (em outras palavras, considerando o operador

inclusão ι : ℓp(Y ) → ℓp,w(Y ), que está bem de�nido em virtude da Observação 2.11, temos

T̂ s,w = ι ◦ T̂ s). Por �m, considere (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp,w(X). Como T é linear e contínuo, então

para cada ψ ∈ BY ∗ , tem-se ψ ◦
(

T
∥T∥

)
∈ BX∗ . Daí,

sup
ψ∈BY ∗

(
∞∑
j=1

|ψ(T (xj))|p
)1/p

= ∥T∥ sup
ψ∈BY ∗

(
∞∑
j=1

∣∣∣∣ψ ◦
(

T

∥T∥

)
(xj))

∣∣∣∣p
)1/p

≤ ∥T∥ sup
φ∈BX∗

(
∞∑
j=1

|φ(xj))|p
)1/p

,

provando a boa de�nição do operador T̂w.

Observação 2.12. Observe que a construção feita anteriormente não menciona a boa

de�nição do operador T̂w,s : ℓp,w(X) → ℓp(Y ) induzido pela correspondência (2.8). Mais

ainda, o Teorema fraco de Dvoretzsky-Rogers (ver [15, Theorem 2.18]) nos diz que todo

espaço de dimensão in�nita contém sequências fracamente p-somáveis que não são forte-

mente p-somáveis. Em outras palavras, se X possui dimensão in�nita, então o operador

îdX
w,s

: ℓp,w(X) → ℓp(X) induzido pela correspondência (2.8) não está bem de�nido.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

2.2 Operadores lineares absolutamente p-somantes

Em virtude das Observações 2.11 e 2.12, faz sentido estudar os operadores lineares

contínuos T : X → Y os quais �ca bem de�nido o operador induzido T̂w,s : ℓp,w(X) →
ℓp(Y ) dado pela correspondência (2.8). Além disso, em virtude de ℓ∞(X) = ℓ∞,w(X),

não faz sentido se preocupar com os operadores induzidos de ℓ∞,w(X) em ℓ∞(X). Sendo

assim, a partir de agora consideraremos apenas o caso 1 ≤ p <∞.

De�nição 2.13. Sejam X e Y espaços de Banach e 1 ≤ p < ∞. Dizemos que um

operador linear contínuo T : X → Y é absolutamente p-somante quando estiver bem

de�nido o operador induzido T̂w,s : ℓp,w(X) → ℓp(Y ) dado pela correspondência (2.8).

Em outras palavras, um operador linear contínuo T : X → Y é absolutamente

p-somante quando transforma sequências fracamente p-somáveis de X em sequências for-

temente p-somáveis de Y , isto é, (T (xj))∞j=1 ∈ ℓp(Y ) sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp,w(X).

Proposição 2.14. Se T : X → Y é absolutamente p-somante, então o operador linear

T̂w,s : ℓp,w(X) → ℓp(Y ) induzido pela correspondência (2.8) é contínuo.

Demonstração. Mostraremos queG(T̂w,s) é fechado em ℓp,w(X)×ℓp(Y ). De fato, considere

(xk)∞k=1 uma sequência em ℓp,w(X), x ∈ ℓp,w(X) e y ∈ ℓp(Y ) tais que lim
k→∞

xk = x em

ℓp,w(X) e lim
k→∞

T̂w,s(xk) = y em ℓp(Y ). Note que podemos escrever xk = (xkj )
∞
j=1, para

todo k ∈ N, x = (xj)
∞
j=1 e y = (yj)

∞
j=1. Como lim

k→∞
xk = x em ℓp,w(X), então dado ε > 0,

existe N ∈ N tal que

k ≥ N → ∥xk − x∥p,w < ε.

Então para todos k, j ∈ N, segue do Teorema de Hahn-Banach que

∥xkj − xj∥
H-B

= sup
φ∈BX∗

|φ(xkj − xj)| ≤ ∥xk − x∥p,w.

Sendo assim, para cada j ∈ N, tem-se

k ≥ N ⇒ ∥xkj − xj∥ < ε.

Logo lim
k→∞

xkj = xj em X e da continuidade de T segue que lim
k→∞

T (xkj ) = T (xj) em Y ,

para todo j ∈ N. Por outro lado, como lim
k→∞

T̂w,s(xk) = y em ℓp(Y ), segue que para tal

ε > 0, existe N ′ ∈ N tal que

k ≥ N ′ ⇒ ∥T̂w,s(xk)− y∥p < ε.

Mas, para todos k, j ∈ N, tem-se

∥T (xkj )− yj∥ ≤ ∥(T (xkj )∞j=1 − (yj)
∞
j=1∥p = ∥T̂w,s(xk)− y∥p.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Sendo assim, para cada j ∈ N, tem-se

k ≥ N ′ ⇒ ∥T (xkj )− yj∥ < ε.

Logo lim
k→∞

T (xkj ) = yj em Y , para todo j ∈ N. Pela unicidade do limite, concluímos que

T (xj) = yj, para todo j ∈ N e consequentemente

T̂w,s(x) = T̂w,s((xj)
∞
j=1) = (yj)

∞
j=1 = y.

Portanto (x, y) ∈ G(T̂w,s). Pelo Teorema do Grá�co Fechado, concluímos que o operador

T̂w,s é contínuo.

Proposição 2.15 (Propriedade de ideal). Sejam X0, Y0, X e Y espaços de Banach e

R : X0 → X, T : X → Y e S : Y → Y0 operadores lineares contínuos. Se T é

absolutamente p-somante, então S ◦ T ◦R : X0 → Y0 é absolutamente p-somante.

Demonstração. Como R e S são lineares e contínuos, já vimos que estão bem de�nidos os

operadores R̂w : ℓp,w(X0) → ℓp,w(X) e Ŝs : ℓp(Y ) → ℓp(Y0) induzidos pela correspondência

(2.8). Além disso, como T é absolutamente p-somante, então �ca bem de�nido o operador

T̂w,s : ℓp,w(X) → ℓp(Y ) induzido pela correspondência (2.8). A�rmamos que

( ̂S ◦ T ◦R)w,s = Ŝs ◦ T̂w,s ◦ R̂w : ℓp,w(X0) → ℓp(Y0).

De fato, dado (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp,w(X0), temos

( ̂S ◦ T ◦R)w,s((xj)∞j=1) = (S ◦ T ◦R(xj))∞j=1 = (S(T (R(xj))))
∞
j=1

= Ŝs(T (R(xj))
∞
j=1) = Ŝs(T̂w,s((R(xj))

∞
j=1))

= Ŝs(T̂w,s(R̂w((xj)
∞
j=1))) = Ŝs ◦ T̂w,s ◦ R̂w((xj)

∞
j=1).

Segue daí que está bem de�nido o operador induzido ( ̂S ◦ T ◦R)w,s, portanto S ◦ T ◦R é

absolutamente p-somante.

Teorema 2.16 (Propriedade de somabilidade). Um operador linear contínuo T : X → Y

é absolutamente p-somante se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal que, para

quaisquer que sejam n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ X, tem-se(
n∑
j=1

∥T (xj)∥p
)1/p

≤ C sup
φ∈BX∗

(
n∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

. (2.9)

Demonstração. Supondo que T é absolutamente p-somante, segue da Proposição 2.14 que

existe C > 0 tal que, para quaisquer que sejam n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ X, tem-se

∥T̂w,s((xj)nj=1))∥p ≤ C∥(xj)nj=1)∥p,w,
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

o que prova (2.9). Reciprocamente, supondo (2.9), seja (xj)
∞
j=1 ∈ ℓp,w(X). Então

(
∞∑
j=1

∥T (xj)∥p
)1/p

= sup
n∈N

(
n∑
j=1

∥T (xj)∥p
)1/p

≤ C sup
n∈N

sup
φ∈BX∗

(
n∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

(2.5)
= C sup

φ∈BX∗
sup
n∈N

(
n∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

= C sup
φ∈BX∗

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

<∞,

logo (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓp(Y ), como queríamos.

2.3 Teorema de Dominação de Pietsch e suas generali-

zações abstratas

Nesta seção, apresentaremos o Teorema de Dominação de Pietsch e suas generali-

zações abstratas. Entretanto, para não fugir do escopo do nosso trabalho, vamos omitir

suas demonstrações e vamos utilizá-las apenas como ferramentas para alcançar o nosso

objetivo: provar o Teorema de Fatoração de Pietsch e, posteriormente, encontrar tipos de

Fatoração de Pietsch para algumas classes de operadores lineares e multilineares somantes.

Teorema 2.17 (Dominação de Pietsch). Um operador linear contínuo T : X → Y é

absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida

regular de probabilidade de Borel µ em BX∗ tais que, para todo x ∈ X, tem-se

∥T (x)∥ ≤ C

 ∫
BX∗

|φ(x)|p dµ(φ)

1/p

. (2.10)

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [13, Teorema 1.3.5].

Botelho, Pellegrino e Rueda introduziram, em [6], uma classe abstrata de opera-

dores e apresentaram um tipo de Teorema de Dominação de Pietsch para essa classe. Na

versão inicial apresentada, três hipóteses foram impostas acerca de tais operadores. Isso,

de certa forma, di�cultava encontrar classes de operadores que se encaixassem nessa de-

�nição abstrata. Posteriormente, Pellegrino e Santos, em [24], aprimoraram o resultado,

exigindo apenas uma hipótese. Observe a seguir.

Sejam X, Y e E conjuntos não vazios arbitrários, H uma família de aplicações

de X em Y , G um espaço de Banach, K um espaço topológico compacto de Hausdor�,

0 < p <∞ e {
R : K × E ×G→ [0,∞)

S : H× E ×G→ [0,∞)

aplicações arbitrárias.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

De�nição 2.18. Com as notações acima, dizemos que uma aplicação f ∈ H é R-S-

abstrata p-somante se existe uma constante C > 0 tal que, para todos n ∈ N e x1, . . . , xn ∈
E, tem-se (

n∑
j=1

S(f, xj, bj)
p

)1/p

≤ C sup
φ∈K

(
n∑
j=1

R(φ, xj, bj)
p

)1/p

.

Para todos x ∈ E e b ∈ G, denotaremos por Rx,b a aplicação R(·, x, b) : K → [0,∞],

isto é,

Rx,b(φ) = R(φ, x, b), para todo φ ∈ K.

Teorema 2.19 (Dominação de Pietsch Uni�cado). Com as notações acima, suponha que

para todos x ∈ E e b ∈ G, a aplicação Rx,b é contínua. Então f ∈ H é R-S abstrata

p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida regular de

probabilidade de Borel µ em K tais que, para todos x ∈ E e b ∈ G, tem-se

S(f, x, b) ≤ C

∫
K

R(φ, x, b)p dµ(φ)

1/p

.

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [24, Theorem 3.1].

Observação 2.20. Essa classe recupera os operadores lineares absolutamente p-somantes

quando E = X, H = L(X;Y ), G = R, K = BX∗ munida com a topologia fraca∗,

R : BX∗ ×X × R → [0,∞) dada por

R(φ, x, b) = |φ(x)|

e S : L(X;Y )×X × R → [0,∞) dada por

S(f, x, b) = ∥f(x)∥.

Além disso, a Proposição 2.25 garante que, uma vez �xados x ∈ X e b ∈ R, a aplicação Rx,b

é contínua. Assim, o Teorema de Dominação de Pietsch Uni�cado generaliza o Teorema

de Dominação de Pietsch clássico.

O re�namento feito por Pellegrino e Santos, em [24], foi primordial para que di-

versas classes de operadores lineares e não lineares fossem contempladas com um tipo de

Dominação de Pietsch. Contudo, ainda assim exisitiam classes de operadores que pare-

ciam não ser contempladas. No geral, essas classes têm algo em comum: o lado direito

da expressão que as de�ne via propriedade de somabilidade possui um produtório que

a cada índice pode variar a expressão. Com isso, para que essas classes fossem contem-

pladas, Pellegrino et al., em [25], introduziram a, assim denominada, �generalização mais

completa� dos operadores R-S-abstratos p-somantes. Observe a seguir.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Sejam m, k, v ∈ N, X1, . . . , Xm, E1, . . . , Ek, Y conjuntos não vazios arbitrários,

H uma família de aplicações de X1 × · · · × Xm em Y , G1, . . . , Gv espaços de Banach,

K1, . . . , Kv espaços topológicos compactos de Hausdfor�, 0 < p, p1, . . . , pv < ∞ tais que
1
p
= 1

p1
+ · · ·+ 1

pv
e

{
Rt : Kt × E1 × · · · × Ek ×Gt → [0,∞), t ∈ {1, . . . , v}

S : H× E1 × · · · × Ek ×G1 × · · · ×Gv → [0,∞)

aplicações arbitrárias.

De�nição 2.21. Com as notações acima, dizemos que uma aplicação f ∈ H é R1, . . . , Rv-

S-abstrata (p1, . . . , pv)-somante se existe uma constante C > 0 tal que, para todos n ∈ N,
(x1j , . . . , x

k
j ) ∈ E1 × · · · × Ek e (b1j , . . . , b

v
j ) ∈ G1 × · · · ×Gv, com j ∈ {1, . . . , n}, tem-se

(
n∑
j=1

S(f, x1j , . . . , x
k
j , b

1
j , . . . , b

v
j )
p

)1/p

≤ C
v∏
t=1

sup
φ∈Kt

(
n∑
j=1

Rt(φ, x
1
j , . . . , x

k
j , b

t
j)
pt

)1/pt

.

Para todos xl ∈ Xl e bt ∈ Gt, com (l, t) ∈ {1, . . . , k}×{1, . . . , v}, denotaremos por

(Rt)x1,...,xk,bt a aplicação Rt(·, x1, . . . , xk, bt) : Kt → [0,∞), isto é,

(Rt)x1,...,xk,bt(φ) = Rt(φ, x
1, . . . , xk, bt), para todo φ ∈ Kt.

Teorema 2.22 (Dominação de Pietsch Generalizado). Com as notações acima, suponha

que R e S cumprem as seguintes condições:

(i) Para todos xl ∈ Xl e bt ∈ Gt, com (l, t) ∈ {1, . . . , k} × {1, . . . , v}, a aplicação

(Rt)x1,...,xk,bt é contínua.

(ii) As seguintes desigualdades ocorrem:{
Rt(φ, x

1, . . . , xk, λtb
t) ≤ λtRt(φ, x

1, . . . , xk, bt),

S(f, x1, . . . , xk, α1b
1, . . . , αvb

v) ≥ α1 . . . αvS(f, x
1, . . . , xk, b1, . . . , bv),

para todos t ∈ {1, . . . , v}, φ ∈ Kt, 0 ≤ λt, αt ≤ 1, bt ∈ Gt, (x1, . . . , xk) ∈ E1×· · ·×Ek
e f ∈ H.

Então f ∈ H é R1, . . . , Rv-S-abstrata (p1, . . . , pv)-somante se, e somente se, existem uma

constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel µt em Kt, para todo

t ∈ {1, . . . ,m}, tais que para todos (x1, . . . , xk) ∈ E1×· · ·×Ek e (b1, . . . , bv) ∈ G1×· · ·×Gv,

tem-se

S(f, x1, . . . , xk, b1, . . . , bv) ≤ C
v∏
t=1

∫
Kt

Rt(φ, x
1, . . . , xk, bt)pt dµt(φ)

1/pt

.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [25, Theorem 4.6].

Observação 2.23. Os operadores R-S-abstratos p-somantes são R1, . . . , Rv-abstratos

(p1, . . . , pv)-somantes, quando m = k = v = 1.

A grandeza dessas generalizações se dá principalmente pela ausência da necessidade

de supor alguma propriedade algébrica para o operador, como por exemplo linearidade,

multilinearidade etc. Assim, essas classes abstratas uni�cam diversas classes de operadores

encontrados na literatura, fornecendo um tipo de Dominação de Pietsch para elas.

2.4 Teorema de Fatoração de Pietsch

O clássico Teorema de Fatoração de Pietsch é um resultado de extrema impor-

tância para a Teoria dos Operadores e é uma peça fundamental para a motivação do

nosso trabalho. Este resultado caracteriza, via fatoração, os operadores lineares absolu-

tamente p-somantes. Apresentaremos agora algumas ferramentas que serão primordiais

para provarmos este resultado.

Proposição 2.24. SeX é um espaço de Banach, então a inclusão canônica Jp : C(BX∗) →
Lp(µ) é absolutamente p-somante, para qualquer que seja a medida regular de probabili-

dade de Borel µ em BX∗ .

Demonstração. Dado w ∈ BX∗ , considere a aplicação linear δw : C(BX∗) → K dada por

δw(f) = f(w), para todo f ∈ C(BX∗).

Sendo assim, a expressão |δw(f)| = |f(w)| ≤ ∥f∥C(BX∗ ) nos diz que δw é contínua e que

δw ∈ BC(BX∗ )∗ , isto é,

{δw : w ∈ BX∗} ⊆ BC(BX∗ )∗ . (2.11)

Agora, considere n ∈ N e f1, . . . , fn ∈ C(BX∗). Então

n∑
j=1

∥Jp(fj)∥pp =
n∑
j=1

∥fj∥pp =
n∑
j=1

∫
BX∗

|fj(w)|p dµ(w) =
∫
BX∗

n∑
j=1

|fj(w)|p dµ(w)

≤
∫
BX∗

sup
v∈BX∗

n∑
j=1

|fj(v)|p dµ(w) = sup
v∈BX∗

n∑
j=1

|fj(v)|p
∫
BX∗

dµ(w)

= sup
v∈BX∗

n∑
j=1

|fj(v)|p = sup
v∈BX∗

n∑
j=1

|δv(fj)|p

= sup
φ∈{δv :v∈BX∗}

n∑
j=1

|φ(fj)|p
(2.11)

≤ sup
φ∈B(C(BX∗ ))∗

n∑
j=1

|φ(fj)|p.

Pelo Teorema 2.16 concluímos que Jp é absolutamente p-somante.
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2. Operadores lineares absolutamente somantes

Proposição 2.25. Seja X um espaço de Banach. Se BX∗ está munida com a topologia

fraca∗, então a aplicação I : X → C(BX∗) dada por

I(x)(φ) = φ(x), para todos x ∈ X e φ ∈ BX∗ ,

é uma isometria linear.

Demonstração. A�rmamos inicialmente que I está bem de�nida. De fato, seja (φj)
∞
j=1

uma sequência em BX∗ tal que φj
w∗
→ φ. Segue daí que

I(x)(φj) = φj(x) → φ(x) = I(x)(φ),

para todo x ∈ X. Logo I(x) é contínua, para todo x ∈ X, provando a boa de�nição de I.

Mostraremos agora que I é uma isometria linear. Com efeito, dados inicialmente x, y ∈ X

e λ ∈ K, temos

I(x+ λy)(φ) = φ(x+ λy) = φ(x) + λφ(y) = I(x)(φ) + λI(y)(φ) = (I(x) + λI(y))(φ),

para todo φ ∈ BX∗ . Logo I(x + λy) = I(x) + λI(y), provando a linearidade de I. Por

�m, segue do Teorema de Hahn-Banach que

∥I(x)∥C(BX∗ ) = sup
φ∈BX∗

|I(x)(φ)| = sup
φ∈BX∗

|φ(x)| H-B= ∥x∥,

para todo x ∈ X, provando que I é uma isometria.

Observação 2.26. A proposição anterior nos diz que se X é um espaço de Banach, então

C(BX∗) contém uma cópia isométrica de X, a saber, I(X). A restrição da aplicação

Jp : C(BX∗) → Lp(µ) ao conjunto I(X) será denotada por JXp .

Com as ferramentas necessárias, apresentaremos agora o célebre Teorema de Fato-

ração de Pietsch.

Teorema 2.27 (Fatoração de Pietsch). Um operador linear contínuo T : X → Y é

absolutamente p-somante se, e somente se, existem uma medida regular de probabilidade

de Borel µ em BX∗ , um subespaço fechado Xp de Lp(µ) contendo JXp (I(X)) e um operador

linear contínuo T̂ : Xp → Y tais que T = T̂ ◦ JXp ◦ I, isto é, o diagrama

X Y

I(X) Xp

T

I

JX
p

T̂

é comutativo.
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Demonstração. Se T : X → Y é absolutamente p-somante, então pelo Teorema 2.17

existem uma constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel µ em BX∗

tais que, para todo x ∈ X, tem-se

∥T (x)∥ ≤ C

 ∫
BX∗

|φ(x)|p dµ(φ)

1/p

. (2.12)

Note que Sp := JXp (I(X)) é um subespaço de Lp(µ). Além disso, considere o operador

T̂0 : Sp → Y dado por

T̂0(J
X
p (I(x))) = T (x), para todo x ∈ X.

Vamos mostrar que T̂0 está bem de�nido. Com efeito, dados x, y ∈ X tais que JXp (I(x)) =

JXp (I(y)), segue da de�nição de Jp que I(x) = I(y). Como I é uma isometria linear, em

particular é injetiva, então I(x− y) = 0 e, consequentemente, x = y. Portanto

T̂0(J
X
p (I(x))) = T (x) = T (y) = T̂0(J

X
p (I(y))),

provando a boa de�nição de T̂0. Mostraremos agora que T̂0 é linear e contínuo. Para isso,

considere inicialmente x, y ∈ X e λ ∈ K. Logo

T̂0(J
X
p (I(x)) + λJXp (I(y))) = T̂0(J

X
p (I(x+ λy))) = T (x+ λy)

= T (x) + λT (y) = T̂0(J
X
p (I(x))) + λT̂0(J

X
p (I(y))),

provando a linearidade de T̂0. Por �m, notamos que para todo x ∈ X, tem-se

∥T̂0(JXp (I(x)))∥ = ∥T (x)∥
(2.12)

≤ C

 ∫
BX∗

|φ(x)|p dµ(φ)

1/p

= C

 ∫
BX∗

|I(x)(φ)|p dµ(φ)

1/p

= C

 ∫
BX∗

|JXp (I(x))(φ)|p dµ(φ)

1/p

= C∥JXp (I(x))∥p,

portanto T̂0 é contínuo. Considerando Xp := Sp ⊆ Lp(µ), obtemos JXp (I(X)) ⊆ Xp.

Denotando a única extensão linear contínua de T̂0 a Xp por T̂ : Xp → Y , concluímos que

T̂ ◦ JXp ◦ I(x) = T̂ (JXp (I(x))) = T̂0(J
X
p (I(x))) = T (x),

para todo x ∈ X. A recíproca segue imediatamente da propriedade de ideal, uma vez

que I é linear contínuo, JXp é absolutamente p-somante e T̂ é linear contínuo, portanto

T = T̂ ◦ JXp ◦ I é absolutamente p-somante.
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Capítulo 3

Fatoração de operadores somantes em

um contexto abstrato

Em virtude da importância do Teorema de Fatoração de Pietsch para a Teoria

dos Operadores, diversos matemáticos buscam encontrar tipos de teoremas de Fatoração

de Pietsch para as mais variadas classes de operadores lineares e não lineares presentes

na literatura. Percebe-se que diversos desses tipos de Fatoração de Pietsch são provados

utilizando o mesmo argumento. Sendo assim, de maneira similar à abstração feita por

Botelho, Pellegrino e Rueda, em [6], visando encontrar um Teorema do tipo Dominação

de Pietsch, é comum procurar classes abstratas de operadores que possuam um tipo de

Fatoração de Pietsch.

Neste capítulo, apresentaremos algumas classes de operadores lineares e multiline-

ares, em um contexto abstrato, introduzidos por Achour et al., em [1], que vêm acompa-

nhadas de um tipo de Dominação de Pietsch. Contudo, não é imediata a existência de

um tipo de Fatoração de Pietsch para estes operadores. Sendo assim, o nosso objetivo é

construir um espaço de Banach, chamado espaço de dominação, que atue como um agente

intermediário na tarefa de nos fornecer resultados nessa vertente.

3.1 Espaço de dominação

De�nição 3.1. Sejam X e Y espaços vetoriais. Dizemos que uma aplicação Ψ : X → Y

é absolutamente homogênea quando Ψ(λx) = |λ|Ψ(x), para todos x ∈ X e λ ∈ K.

Observe que uma aplicação homogênea não nula Ψ : X → Y entre os espaços

normados X e Y nunca é limitada no sentido da De�nição A.6. Entretanto, a restrição

de aplicações homogêneas a subconjuntos limitados de X, podem ou não ser limitadas.

Isso nos permite apresentar a de�nição a seguir.

De�nição 3.2. Sejam X e Y espaços normados. Dizemos que uma aplicação Ψ : X → Y

é limitada se existe uma constante KΨ > 0 tal que ∥Ψ(x)∥ ≤ KΨ∥x∥, para todo x ∈ X.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

No contexto da de�nição anterior, uma aplicação Ψ : X → Y é limitada quando

transforma subconjuntos limitados de X em subconjuntos limitados de Y .

A nossa tarefa agora é de�nir uma seminorma que dará origem a uma norma em um

determinado espaço quociente. Considerando (X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm)
∗ munido com a topologia

fraca∗, segue que B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ é um compacto topológico de Hausdor�. Tal seminorma

será de�nida num subespaço de C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗).

Proposição 3.3. Sejam m ∈ N e X1, . . . , Xm espaços de Banach. Se B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗

está munida com a topologia fraca∗, então a aplicação canônica Im : X1 × · · · × Xm →
C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) dada por

Im(x
1, . . . , xm)(φ) = φ(x1 ⊗ · · · ⊗ xm),

para todos (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm e φ ∈ B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ , é m-linear e contínua.

Demonstração. A�rmamos inicialmente que Im está bem de�nida. De fato, seja (φj)
∞
j=1

uma sequência em B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ tal que φj
w∗
→ φ. Segue daí que

Im(x)(φj) = φj(x
1 ⊗ · · · ⊗ xm) → φ(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) = Im(x)(φ),

para todo x = (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · × Xm. Logo Im(x) é contínua, provando a boa

de�nição de Im. Mostraremos agora que Im é m-linear e contínua. Com efeito, dados

t ∈ {1, . . . ,m}, (a1, . . . , at−1, at+1, . . . , am) ∈ X1 × · · · ×Xt−1 ×Xt+1 · · · ×Xm, xt, yt ∈ Xt

e λ ∈ K, temos

Im(a
1, . . . , xt + λyt, . . . , am)(φ) = φ(a1 ⊗ · · · ⊗ (xt + λyt)⊗ · · · ⊗ am)

= φ(a1 ⊗ · · · ⊗ xt ⊗ . . . am + λa1 ⊗ · · · ⊗ yt ⊗ . . . am)

= φ(a1 ⊗ · · · ⊗ xt ⊗ . . . am) + λφ(a1 ⊗ · · · ⊗ yt ⊗ . . . am)

= Im(a
1, . . . , xt, . . . , am)(φ) + λIm(a

1, . . . , yt, . . . , am)(φ),

para todo φ ∈ B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ . Logo

Im(a
1, . . . , xt + λyt, . . . , am) = Im(a

1, . . . , xt, . . . , am) + λIm(a
1, . . . , yt, . . . , am)

Isso mostra que Im é m-linear. Por �m, segue do Teorema de Hahn-Banach juntamente

com (1.5) que

∥Im(x)∥ = sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

|φ(x1 ⊗ · · · ⊗ xm)| H-B= π(x1 ⊗ · · · ⊗ xm)
(1.5)
=

m∏
t=1

∥xt∥,

provando a continuidade de Im.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

Considere agora o subespaço V̂m := span{Im(X1×· · ·×Xm)} de C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗).

Dado x ∈ V̂m, existem d ∈ N, (y1,1, . . . , ym,1), . . . , (y1,d, . . . , ym,d) ∈ X1 × · · · × Xm e

λ1, . . . , λd ∈ K tais que

x =
d∑

k=1

λkIm(y
1,k, . . . , ym,k). (3.1)

Como Im é m-linear e, em particular, X1 é um espaço vetorial, então renomeando x1,k =

λky
1,k, para todo k ∈ {1, . . . , d} e xt,k = yt,k, para todo (t, k) ∈ {2, . . . ,m} × {1, . . . , d},

podemos reescrever 3.1 da seguinte forma:

x =
d∑

k=1

Im(λky
1,k, . . . , ym,k) =

d∑
k=1

Im(x
1,k, . . . , xm,k). (3.2)

Por simplicidade de escrita, utilizaremos a notação ⟨x1 ⊗ · · · ⊗ xm, ·⟩ para representar o

elemento Im(x1, . . . , xm). Sendo assim, podemos reescrever (3.2) da seguinte forma:

x =
d∑

k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩. (3.3)

Habitualmente, vamos utilizar a forma (3.3) para representar um elemento x ∈ V̂m e

vamos utilizar as letras x, y, z e w para denotar elementos de V̂m.

Observação 3.4. Dados x,y ∈ V̂m, considerando as representações

x =
dx∑
k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩ e y =

dy∑
k=1

⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩,

para x e y, podemos supor, sem perda de generalidade, que dx = dy, pois caso contrário,

basta completar com ⟨0, ·⟩ nas parcelas restantes.

Sejam Φ : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) uma aplicação absolutamente homogênea, Z

um espaço de Banach e J : span{Φ(V̂m)} → Z um operador linear contínuo. Utilizando

a representação usual (3.3), de�na a função ρΦ,Z : V̂m → R associada a Φ e Z, dada por

ρΦ,Z(x) := inf
r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

, para todo x ∈ V̂m,

onde o ín�mo é computado sobre todas as decomposições de x da forma

x =
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩,

com r ∈ N e (x1,ki , . . . , xm,ki ) ∈ X1 × · · · ×Xm, para (i, k) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , d}.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

Observação 3.5. Para qualquer que seja a decomposição de x da forma

x =
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩,

tem-se

ρΦ,Z(x) ≤
r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

.

Em particular,

ρΦ,Z(x) ≤

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩

)∥∥∥∥∥ = ∥J ◦ Φ(x)∥Z .

Observação 3.6. De maneira análoga à Observação 3.4, se

x =
rx∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩ e y =

ry∑
i=1

d∑
k=1

⟨y1,ki ⊗ · · · ⊗ ym,ki , ·⟩

são decomposições para x e y, então podemos supor, sem perda de generalidade, que

rx = ry.

Proposição 3.7. Sob as condições anteriores, ρΦ,Z é uma seminorma em V̂m.

Demonstração. Sejam x,y ∈ V̂m e λ ∈ K (podemos supor, sem perda de generalidade,

que λ ̸= 0). Escrevendo

x =
d∑

k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩ e y =
d∑

k=1

⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩,

sejam

r∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩,
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨y1,ki ⊗ · · · ⊗ ym,ki , ·⟩ e
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨w1,k
i ⊗ · · · ⊗ wm,ki , ·⟩

decomposições arbitrárias para x, y e λx, respectivamente. Como

r∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

é uma decomposição arbitrária para x, então

r∑
i=1

d∑
k=1

⟨(λx1,ki )⊗ x2,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

é uma decomposição para λx, pois

r∑
i=1

d∑
k=1

⟨(λx1,ki )⊗ x2,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩ = λ
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩ = λx.

Segue daí que

ρΦ,Z(λx) ≤
r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨(λx1,ki )⊗ x2,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

= |λ|
r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

e, consequentemente, ρΦ,Z(λx) ≤ |λ|ρΦ,Z(x). Por outro lado, como

r∑
i=1

d∑
k=1

⟨w1,k
i ⊗ · · · ⊗ wm,ki , ·⟩

é uma decomposição arbitrária para λx, então pondo γ = 1
λ
, segue que

r∑
i=1

d∑
k=1

⟨(γw1,k
i )⊗ w2,k

i ⊗ · · · ⊗ wm,ki , ·⟩

é uma decomposição para x, pois

r∑
i=1

d∑
k=1

⟨(γw1,k
i )⊗ w2,k

i ⊗ · · · ⊗ wm,ki , ·⟩ = γ
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨w1,k
i ⊗ · · · ⊗ wm,ki , ·⟩ = γλx = x.

Daí temos

ρΦ,Z(x) ≤
r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨(γw1,k
i )⊗ w2,k

i ⊗ · · · ⊗ wm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

= |γ|
r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨w1,k
i ⊗ · · · ⊗ wm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

e, consequentemente, |λ|ρΦ,Z(x) ≤ ρΦ,Z(λx). Desta forma, �ca estabelecida a igualdade

ρΦ,Z(λx) = |λ|ρΦ,Z(x).

Para a desigualdade triangular, a�rmamos incialmente que

2r∑
i=1

d∑
k=1

⟨z1,ki ⊗ · · · ⊗ zm,ki , ·⟩
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

é uma decomposição para x+ y, considerando

(z1,ki , . . . , zm,ki ) =

{
(x1,ki , . . . , xm,ki ), se i ∈ {1, . . . , r}

(y1,ki−r, . . . , y
m,k
i−r ), se i ∈ {r + 1, . . . , 2r},

(3.4)

para todo k ∈ {1, . . . , d}. De fato, observe que

x+ y =
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩+
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨y1,ki ⊗ · · · ⊗ ym,ki , ·⟩

(3.4)
=

r∑
i=1

d∑
k=1

⟨z1,ki ⊗ · · · ⊗ zm,ki , ·⟩+
2r∑

i=r+1

d∑
k=1

⟨z1,ki ⊗ · · · ⊗ zm,ki , ·⟩

=
2r∑
i=1

d∑
k=1

⟨z1,ki ⊗ · · · ⊗ zm,ki , ·⟩.

Dessa forma, temos

ρΦ,Z(x+ y) ≤
2r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨z1,ki ⊗ · · · ⊗ zm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

(3.4)
=

r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

+
2r∑

i=r+1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨y1,ki−r ⊗ · · · ⊗ ym,ki−r , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

=
r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

+
r∑
i=1

∥∥∥∥∥J ◦ Φ

(
d∑

k=1

⟨y1,ki ⊗ · · · ⊗ ym,ki , ·⟩

)∥∥∥∥∥
Z

.

Daí concluímos que

ρΦ,Z(x+ y) ≤ ρΦ,Z(x) + ρΦ,Z(y).

Isso completa a demonstração.

De agora em diante, mesmo que não haja menção, consideraremos V̂m com a norma

induzida por ∥ · ∥C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )
.

Lema 3.8. Se Φ : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) é uma aplicação absolutamente homogênea

limitada, então ρΦ,Z é contínua.

Demonstração. Segue da Observação 3.5 e do item (iii) da Proposição A.2 que

|ρΦ,Z(x)− ρΦ,Z(y)| ≤ ρΦ,Z(x− y) ≤ ∥J ◦ Φ(x− y)∥Z
≤ ∥J∥∥Φ(x− y)∥C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )

≤ ∥J∥KΦ∥x− y∥C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )
,

para todos x,y ∈ V̂ , onde KΦ > 0 é a constante oriunda da limitação de Φ. A expressão

acima mostra que ρΦ,Z é lipschitziana e, consequentemente, contínua.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

Considerando agora o subespaço N = {x ∈ V̂m : ρΦ,Z(x) = 0} de V̂m, a expressão

∥[x]∥V̂m/N = ρΦ,Z(x)

de�ne uma norma em V̂m/N (ver Apêndice A). O completamento de V̂m/N , denotado

por (V̂m)ZΦ e chamado de espaço de dominação de V̂m associado a Φ e Z, é um espaço de

Banach com a norma

∥[x]∥(V̂m)ZΦ
= ∥[x]∥V̂m/N . (3.5)

Mesmo que não haja menção, vamos sempre considerar (V̂m)
Z
Φ com a norma ∥ · ∥(V̂m)ZΦ

acima.

Observação 3.9. Como (V̂m)ZΦ é o completamento de V̂m/N , então existe um isomor�smo

isométrico S : V̂m/N → S(V̂m/N) ⊆ (V̂m)
Z
Φ tal que S(V̂m/N) é denso em (V̂m)

Z
Φ. Desta

forma, dado v ∈ (V̂m)
Z
Φ, existe uma sequência (xj)

∞
j=1 em V̂m tal que

lim
j→∞

S([xj]) = v.

Como ∥ · ∥(V̂m)ZΦ
é uma norma em (V̂m)

Z
Φ, em particular ∥ · ∥(V̂m)ZΦ

é contínua, então

∥v∥(V̂m)ZΦ
= ∥ lim

j→∞
S([xj])∥(V̂m)ZΦ

= lim
j→∞

∥S([xj])∥(V̂m)ZΦ
.

Isso signi�ca que é su�ciente de�nir ∥ ·∥(V̂m)ZΦ
apenas nos elementos de S(V̂m/N). Observe

que isso foi exatamente o que �zemos em (3.5), a menos do abuso de notação [x] ∈ (V̂m)
Z
Φ,

pois, na verdade, S([x]) ∈ (V̂m)
Z
Φ. De agora em diante vamos cometer esse abuso de

notação, visto que V̂m/N e S(V̂m/N) são isomorfos isometricamente (ver Apêndice A).

Segue da Observação 3.5 que, para todo x ∈ V̂m, tem-se

∥[x]∥(V̂m)ZΦ
≤ ∥J ◦ Φ(x)∥Z .

Lema 3.10. Se Φ : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) é uma aplicação absolutamente homogênea

limitada, então a aplicação linear I(V̂m)ZΦ
: V̂m → (V̂m)

Z
Φ dada por

I(V̂m)ZΦ
(x) = [x], para todo x ∈ V̂m,

é contínua.

Demonstração. Para todo x ∈ V̂m, tem-se

∥I(V̂m)ZΦ
(x)∥(V̂m)ZΦ

= ∥[x]∥(V̂m)ZΦ
≤ ∥J ◦ Φ(x)∥Z ≤ KΦ∥J∥∥x∥C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )

,

onde KΦ > 0 é a constante oriunda da limitação de Φ. Portanto I(V̂m)ZΦ
é contínua.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

Observação 3.11. No caso particular em que J = JX1×···×Xm
p e Z = Lp(µ), para alguma

medida regular de probabilidade de Borel µ em B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ , temos

ρΦ,Z(x) = inf
r∑
i=1

 ∫
B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
p

dµ(φ)


1/p

,

onde o ín�mo é computado sobre todas as decomposições de x da forma

x =
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩.

com r ∈ N e (x1,ki , . . . , xm,ki ) ∈ X1 × · · · ×Xm, para (i, k) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , d}.

3.2 Operadores lineares Φ-abstratos p-somantes

Nesta seção, apresentaremos uma classe de operadores lineares, em um certo con-

texto abstrato, que generaliza os operadores absolutamente p-somantes. Inicialmente,

lembramos que pela Proposição 2.25, todo espaço de Banach X pode ser visto como um

subespaço de C(BX∗) através do isomor�smo isométrico I : X → C(BX∗). A partir de

agora, por simplicidade de escrita, vamos utilizar as notações ⟨x, ·⟩ para representar I(x)

e X̂ para representar I(X). Em outras palavras, a correspondência x ↔ ⟨x, ·⟩ de�ne um
isomor�smo isométrico entre X e X̂ de modo que

⟨x, φ⟩ = φ(x), para todo φ ∈ BX∗ .

Observação 3.12. Na construção do espaço de dominação associado a Φ e Z realizada

anteriormente, quando m = 1 e X1 = X, tem-se I1 = I : X → C(BX∗). Assim,

V̂1 = span{I1(X1)} = span{I(X)} = span{X̂} = X̂.

Daí, a seminorma ρΦ,Z : X̂ → R em X̂ é dada por

ρΦ,Z(⟨x, ·⟩) = inf
r∑
i=1

∥J ◦ Φ(⟨x, ·⟩)∥Z , para todo x ∈ X,

onde o ín�mo é computado sobre todas as decomposições de x da forma

x =
r∑
i=1

xi,

com r ∈ N e x1, . . . , xr ∈ X.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

De�nição 3.13 (Operadores lineares Φ-abstratos p-somantes). Sejam X e Y espaços

de Banach, 1 ≤ p < ∞ e Φ : X̂ → C(BX∗) uma aplicação absolutamente homogênea.

Dizemos que um operador linear contínuo T : X → Y é Φ-abstrato p-somante (ver [1,

De�nition 2.1]) se existe uma constante C > 0 tal que, para cada n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ X

dados, tem-se

(
n∑
j=1

∥T (xj)∥p
)1/p

≤ C

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
j=1

|Φ(⟨xj, ·⟩)|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
C(BX∗ )

.

No caso particular em que Φ = |ι| : X̂ → C(BX∗), onde ι : X̂ → C(BX∗) é

a inclusão de X̂ em C(BX∗), obtemos os operadores lineares absolutamente p-somantes

(ver Teorema 2.16).

Exemplo 3.14. Seja Φ : X̂ → C(BX∗) a aplicação dada por

Φ(⟨x, ·⟩) :=


|⟨x, ·⟩|2

∥x∥
, se x ̸= 0;

0, se x = 0.

Note que para todos x ∈ X e λ ∈ K, com x ̸= 0 e λ ̸= 0, temos

Φ(λ⟨x, ·⟩) = Φ(⟨λx, ·⟩) = |⟨λx, ·⟩|2

∥λx∥
=

|λ|2|⟨x, ·⟩|2

|λ|∥x∥
= |λ| |⟨x, ·⟩|

2

∥x∥
= |λ|Φ(⟨x, ·⟩)

e claramente Φ(λ⟨0, ·⟩) = 0 = λΦ(⟨0, ·⟩), portanto Φ é absolutamente homogênea. Observe

também que

|⟨x, φ⟩| = |φ(x)| ≤ ∥φ∥∥x∥ ≤ ∥x∥,

para todos x ∈ X, com x ̸= 0, e φ ∈ BX∗ . Sendo assim, para todo x ∈ X, com x ̸= 0,

temos |⟨x, ·⟩| ≤ ∥x∥ e, consequentemente,

|⟨x, ·⟩|2

∥x∥
≤ |⟨x, ·⟩|. (3.6)

Assim, se T : X → Y é um operador Φ-abstrato 1-somante, então existe uma constante

C > 0 tal que, dados n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ X (podemos supor, sem perda de generalidade,

que xj ̸= 0, para todo j ∈ {1, . . . , n}), tem-se

n∑
j=1

∥T (xj)∥ ≤ C

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

|Φ(⟨x, ·⟩)|

∥∥∥∥∥
C(BX∗ )

= C

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

|⟨xj, ·⟩|2

∥xj∥

∥∥∥∥∥
C(BX∗ )

(3.6)

≤ C

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

|⟨xj, ·⟩|

∥∥∥∥∥
C(BX∗ )

= C sup
φ∈BX∗

n∑
j=1

|⟨xj, φ⟩| = C sup
φ∈BX∗

n∑
j=1

|φ(xj)|.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

Pelo Teorema 2.16, concluímos que T é absolutamente 1-somante. Isso nos diz que para

essa escolha de aplicação homogênea Φ, a classe dos operadores lineares Φ-abstratos 1-

somantes forma um subconjunto (mais ainda, um subespaço) da classe dos operadores

lineares absolutamente 1-somantes.

Agora, vamos utilizar o Teorema 2.19 para encontrar uma dominação para os

operadores lineares Φ-abstratos p-somantes.

Teorema 3.15. Um operador linear contínuo T : X → Y é Φ-abstrato p-somante se,

e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade de

Borel µ em BX∗ tais que para cada x ∈ X, tem-se

∥T (x)∥ ≤ C

 ∫
BX∗

|Φ(⟨x, ·⟩)(φ)|p dµ(φ)

1/p

.

Demonstração. Sejam E = X, H = L(X;Y ), G = R, K = BX∗ munida com a topologia

fraca∗, R : BX∗ ×X × R → [0,∞) dada por

R(φ, x, b) = |Φ(⟨x, ·⟩)(φ)|

e S : L(X;Y )×X × R → [0,∞) dada por

S(f, x, b) = ∥f(x)∥.

Assim, T é Φ-abstrato p-somante se, e somente se, T é R-S-abstrato p-somante. Além

disso, uma vez �xados x ∈ X e b ∈ R, a função Rx,b é contínua, pois Φ(⟨x, ·⟩) ∈ C(BX∗).

O resultado segue do Teorema 2.19.

A seguir, vejamos mais um exemplo de subespaço do espaço dos operadores lineares

absolutamente 1-somantes. Para isso, vamos fazer o uso da proposição anterior.

Exemplo 3.16. Fixado φ0 ∈ BX∗ , ∥φ0∥ = 1, seja Φ : X̂ → C(BX∗) a aplicação dada por

Φ(⟨x, ·⟩) = |φ0(x)|1/2|⟨x, ·⟩|1/2, para todo x ∈ X.

Dados x ∈ X e λ ∈ K, temos

Φ(λ⟨x, ·⟩) = Φ(⟨λx, ·⟩) = |φ0(λx)|1/2|⟨λx, ·⟩|1/2 = |λ|1/2|φ0(x)|1/2|λ|1/2|⟨x, ·⟩|1/2

= |λ||φ0(x)|1/2|⟨x, ·⟩|1/2 = |λ|Φ(⟨x, ·⟩),

e, daí, Φ é absolutamente homogênea. Além disso, lembramos que

(ab)1/2 ≤ 1

2
(a+ b), para todos a, b ∈ R (desigualdade das médias). (3.7)
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

Assim, se T : X → Y é um operador Φ-abstrato 1-somante, então pelo Teorema 3.15

existem uma constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel µ em BX∗

tais que, para todo x ∈ X, tem-se

∥T (x)∥ ≤ C

∫
BX∗

|φ0(x)|1/2|φ(x)|1/2 dµ(φ)
(3.7)

≤ C

∫
BX∗

1

2
(|φ0(x)|+ |φ(x)|) dµ(φ)

=
1

2
C

 ∫
BX∗

|φ(x)| d(δφ0)(φ) +

∫
BX∗

|φ(x)| dµ(φ)

 = C

∫
BX∗

|φ(x)| d
(
δφ0 + µ

2

)
(φ),

onde δφ0 é o delta de Dirac associado a φ0. Daí, note que δφ0(BX∗) = δφ0(φ0) = 1, ou

seja, δφ0 é uma medida regular de probabilidade de Borel em BX∗ . Logo δφ0+µ

2
é uma

medida regular de probabilidade de Borel em BX∗ . Pelo Teorema 2.17, T é absolutamente

1-somante.

Apresentaremos agora um tipo de Fatoração de Pietsch para os operadores line-

ares Φ-abstratos p-somantes. Embora este seja o principal resultado dessa seção, vamos

omitir sua demonstração, pois posteriormente apresentaremos uma classe de operadores

multilineares que generaliza os operadores lineares Φ-abstratos p-somantes, e que possui

um tipo de Fatoração de Pietsch.

Teorema 3.17. Se Φ : X̂ → C(BX∗) é absolutamente homogênea limitada, então um

operador linear contínuo T : X → Y é Φ-abstrato p-somante se, e somente se, existem

uma medida regular de probabilidade de Borel µ em BX∗ , um espaço de dominação

X̂
Lp(µ)
Φ associado a Φ e Lp(µ) e um operador linear contínuo T̂ : X̂

Lp(µ)
Φ → Y tal que

T = T̂ ◦ I
X̂

Lp(µ)

Φ

◦ I, isto é, o diagrama

X Y

X̂ X̂
Lp(µ)
Φ

T

I

I
X̂

Lp(µ)
Φ

T̂

é comutativo.

3.3 Operadores multilineares fortemente Φ-abstratos p-

somantes

Nesta seção, apresentaremos a primeira classe de operadores multilineares deste

trabalho, em um contexto abstrato, que generaliza os operadores lineares Φ-abstratos

p-somantes.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

De�nição 3.18 (Operadores multilineares fortemente Φ-abstratos p-somantes). Sejam

m ∈ N, X1, . . . , Xm e Y espaços de Banach, 1 ≤ p < ∞ e Φ : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗)

uma aplicação absolutamente homogênea. Dizemos que um operador m-linear contínuo

T : X1 × · · · × Xm → Y é fortemente Φ-abstrato p-somante (ver [1, De�nition 3.1]) se

existe uma constante C > 0 tal que, para todos n, d ∈ N e (x1,kj , . . . , xm,kj ) ∈ X1×· · ·×Xm,

com (j, k) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , d}, tem-se

(
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj )

∥∥∥∥∥
p)1/p

≤ C

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
j=1

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj , ·⟩

)∣∣∣∣∣
p)1/p

∥∥∥∥∥∥
C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )

.

(3.8)

Note que quando m = 1, obtemos os operadores lineares Φ-abstratos p-somantes

(ver De�nição 3.13).

Exemplo 3.19. Sejam m ∈ N, X1, . . . , Xm e Y espaços de Banach e 1 ≤ p < ∞.

Dizemos que um operador m-linear contínuo T : X1 × · · · × Xm → Y é fortemente p-

somante fatorável (ver [23]) se existe uma constante C > 0 tal que, para todos n, d ∈ N
e (x1,kj , . . . , xm,kj ) ∈ X1 × · · · ×Xm, com (j, k) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , d}, tem-se

(
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj )

∥∥∥∥∥
p)1/p

≤ C sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

(
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
d∑

k=1

φ(x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj )

∣∣∣∣∣
p)1/p

.

Os operadores fortemente p-somantes fatoráveis são fortemente |ι|-abstratos p-somantes,

onde ι : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) é aplicação inclusão de V̂m em C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗).

Proposição 3.20. Sejam Φ : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) uma aplicação absolutamente

homogênea e 1 ≤ p < ∞. Um operador m-linear contínuo T : X1 × · · · × Xm → Y é

fortemente Φ-abstrato p-somante se, e somente se, sua linearização TL : X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm →
Y é Φ-abstrata p-somante.

Demonstração. Primeiramente denote por X = X1⊗̂π . . . ⊗̂πXm e observe que

V̂m =

{
d∑

k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩ : xt,k ∈ Xt, (t, k) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , d}

}

=

{〈
d∑

k=1

x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·

〉
: xt,k ∈ Xt, (t, k) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , d}

}
= X̂,
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

isto é, faz sentido falar que T e TL são, respectivamente, fortemente Φ-abstrato p-somante

e Φ-abstrato p-somante, para a mesma aplicação aboslutamente homogênea Φ. Daí,

d∑
k=1

T (x1,k, . . . , xm,k) = TL

(
d∑

k=1

x1 ⊗ · · · ⊗ xm

)
,

para todos d ∈ N, (x1,k, . . . , xm,k) ∈ X1 × · · · ×Xm, com k ∈ {1, . . . , d}. Sendo assim, a

expressão (3.8) ocorre se, e somente se, a expressão

(
n∑
j=1

∥∥∥∥∥TL
(

d∑
k=1

x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj

)∥∥∥∥∥
p)1/p

≤ C

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
j=1

∣∣∣∣∣Φ
(〈

d∑
k=1

x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj , ·

〉)∣∣∣∣∣
p)1/p

∥∥∥∥∥∥
C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )

ocorre. Isso conclui o resultado.

Utilizando o Teorema 2.19 vamos encontrar um tipo de Dominação de Pietsch para

os operadores multilineares fortemente Φ-abstratos p-somantes.

Teorema 3.21. Um operador m-linear contínuo T : X1 × · · · × Xm → Y é fortemente

Φ-abstrato p-somante se, e somente se, existem uma medida regular de probabilidade

de Borel µ em B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ e uma constante C > 0 tais que, para cada d ∈ N e

(x1,k, . . . , xm,k) ∈ X1 × · · · ×Xm, com k ∈ {1, . . . , d}, tem-se∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,k, . . . , xm,k)

∥∥∥∥∥
≤ C

 ∫
B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
p

dµ(φ)


1/p

.

(3.9)

Demonstração. Sejam E = c00(X1 × · · · × Xm), H = L(X1, . . . , Xm;Y ), G = R, K =

B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ munida com a topologia fraca∗, R : B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ × c00(X1×· · ·×Xm)×
R → [0,∞) dada por

R(φ, (x1,k, . . . , xm,k)dk=1, b) =

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
e S : L(X1, . . . , Xm;Y )× c00(X1 × · · · ×Xm)× R → [0,∞) dada por

S(f, (x1,k, . . . , xm,k)dk=1, b) =

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

f(x1,k, . . . , xm,k)

∥∥∥∥∥ .
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

Note que T é fortemente Φ-abstrato p-somante se, e somente se, T é R-S abstrato p-

somante. Além disso, uma vez �xados d ∈ N, (x1,k, . . . , xm,k)dk=1 ∈ c00(X1 × · · · ×Xm) e

b ∈ R, a função R(x1,k,...,xm,k)dk=1,b
é contínua, pois

Φ

(
d∑

k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩

)
∈ C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗).

O resultado segue do Teorema 2.19.

Agora, utilizando ideias similares ao Teorema de Fatoração de Pietsch clássico (ver

Teorema 2.27), utilizaremos a proposição anterior para obter um tipo de Fatoração de

Pietsch para os operadores multilineares fortemente Φ-abstratos p-somantes.

Teorema 3.22. Se Φ : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) é absolutamente homogênea limitada,

então um operador m-linear contínuo T : X1 × · · · × Xm → Y é fortemente Φ-abstrato

p-somante se, e somente se, existem uma medida regular de probabilidade de Borel µ em

B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ , um espaço de dominação (V̂m)
Lp(µ)
Φ associado a Φ e Lp(µ) e um operador

linear contínuo T̂ : (V̂m)
Lp(µ)
Φ → Y tais que T = T̂ ◦ I

(V̂m)
Lp(µ)

Φ

◦ Im, isto é, o diagrama

X1 × · · · ×Xm Y

V̂m (V̂m)
Lp(µ)
Φ

T

Im

I
(V̂m)

Lp(µ)
Φ

T̂

é comutativo.

Demonstração. Se T é fortemente Φ-abstrato p-somante então pelo Teorema 3.21 existem

uma medida regular de probabilidade de Borel µ em B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ e uma constante

C > 0 tais que (3.9) é satisfeita. Associado a Φ e Lp(µ) e tomando J = JX1×···×Xm
p (ver

Proposição 2.24 e Observação 2.26), podemos considerar o espaço de dominação (V̂m)
Lp(µ)
Φ

com a norma dada por

∥[x]∥
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

= inf
r∑
i=1

 ∫
B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
p

dµ(φ)


1/p

,

onde o ín�mo é computado sobre todas as decomposições de x da forma

x =
r∑
i=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩,

com r ∈ N e (x1,ki , . . . , xm,ki ) ∈ X1×· · ·×Xm, para (i, k) ∈ {1, . . . , r}×{1, . . . , d}. Vamos
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

considerar agora o operador T̂0 : V̂m/N → Y dado por

T̂0([x]) =
d∑

k=1

T (x1,k, . . . , xm,k), para todo x ∈ V̂m.

Primeiramente vamos mostrar que T̂0 está bem de�nido. Para isso, sejam x,y ∈ V̂m tais

que [x] = [y], logo

∥[x− y]∥
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

= 0.

Escrevendo

x =
d∑

k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩ e y =
d∑

k=1

⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩, (3.10)

observe que ao considerar

z =
2d∑
k=1

⟨z1,k ⊗ · · · ⊗ zm,k, ·⟩

dado por

(z1,k, . . . , zm,k) =

{
(x1,k, . . . , xm,k), se k ∈ {1, . . . , d}

(−y1,k−d, y2,k−d, . . . , ym,k−d), se k ∈ {d+ 1, . . . , 2d},
(3.11)

temos

z =
d∑

k=1

⟨z1,k ⊗ · · · ⊗ zm,k, ·⟩+
2d∑

k=d+1

⟨z1,k ⊗ · · · ⊗ zm,k, ·⟩

(3.11)
=

d∑
k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩ −
d∑

k=1

⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩ = x− y.

Logo

∥[z]∥
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

= 0.

Então dado ε > 0, existe uma decomposição de z da forma

z =
r∑
i=1

2d∑
k=1

⟨z1,ki ⊗ · · · ⊗ zm,ki , ·⟩

de modo que

r∑
i=1

 ∫
B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

∣∣∣∣∣Φ
(

2d∑
k=1

⟨z1,ki ⊗ · · · ⊗ zm,ki , ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
p

dµ(φ)


1/p

<
ε

C
. (3.12)
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Além disso,

T̂0([x])− T̂0([y]) =
d∑

k=1

T (x1,k, . . . , xm,k)−
d∑

k=1

T (y1,k, . . . , ym,k)

(3.11)
=

d∑
k=1

T (z1,k, . . . , zm,k) +
2d∑

k=d+1

T (z1,k, . . . , zm,k) = T̂0([z]).

Daí,

∥T̂0([x])− T̂0([y])∥ = ∥T̂ ([z])∥ =

∥∥∥∥∥
r∑
i=1

2d∑
k=1

T (z1,ki , . . . , zm,ki )

∥∥∥∥∥ ≤
r∑
i=1

∥∥∥∥∥
2d∑
k=1

T (z1,ki , . . . , zm,ki )

∥∥∥∥∥
(3.9)

≤ C

r∑
i=1

 ∫
B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨z1,ki ⊗ · · · ⊗ zm,ki , ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
p

dµ(φ)


1/p

(3.12)
< ε.

Portanto T̂0([x]) = T̂0([y]), provando a boa de�nição de T̂0. Agora, vamos mostrar que

T̂0 é linear e contínua. Para isso, sejam x,y ∈ V̂m como em (3.10), λ ∈ K e considere

w =
2d∑
k=1

⟨w1,k ⊗ · · · ⊗ wm,k, ·⟩

dado por

(w1,k, . . . , wm,k) =

{
(x1,k, . . . , xm,k), se k ∈ {1, . . . , d}

(λy1,k−d, y2,k−d, . . . , ym,k−d), se k ∈ {d+ 1, . . . , 2d}.
(3.13)

Segue daí que

w =
d∑

k=1

⟨w1,k ⊗ · · · ⊗ wm,k, ·⟩+
2d∑

k=d+1

⟨w1,k ⊗ · · · ⊗ wm,k, ·⟩

(3.13)
=

d∑
k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩+ λ

d∑
k=1

⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩ = x+ λy.

Logo

T̂0([x] + λ[y]) = T̂0([w]) =
d∑

k=1

T (w1,k, . . . , wm,k) +
2d∑

k=d+1

T (w1,k, . . . , wm,k)

(3.13)
=

d∑
k=1

T (x1,k, . . . , xm,k) + λ
d∑

k=1

T (y1,k, . . . , ym,k) = T̂0([x]) + λT̂0([y]),
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provando a linearidade de T̂0. Para a continuidade de T̂0, seja x ∈ V̂m como em (3.10) e

considere uma decomposição arbitrária para x da forma

x =
r∑

k=1

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩.

Assim, temos

∥T̂0([x])∥ =

∥∥∥∥∥
r∑
i=1

d∑
k=1

T (x1,ki , . . . , xm,ki )

∥∥∥∥∥ ≤
r∑
i=1

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,ki , . . . , xm,ki )

∥∥∥∥∥
(3.9)

≤ C
r∑
i=1

 ∫
B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,ki ⊗ · · · ⊗ xm,ki , ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
p

dµ(φ)


1/p

,

portanto ∥T̂0([x])∥ ≤ C∥[x]∥
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

, provando a continuidade de T̂0. Assim, consi-

dere a única extensão T̂ : (V̂m)
Lp(µ)
Φ → Y de T̂0 a (V̂m)

Lp(µ)
Φ . Desta forma, para todo

(x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm, tem-se

T̂ ◦ I
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

◦ Im(x1, . . . , xm) = T̂ ([⟨x1 ⊗ · · · ⊗ xm, ·⟩])

= T̂0([⟨x1 ⊗ · · · ⊗ xm, ·⟩]) = T (x1, . . . , xm).

Reciprocamente, se T = T̂ ◦ I
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

◦ Im, então para cada d ∈ N e (x1,k, . . . , xm,k) ∈
X1 × · · · ×Xm, com k ∈ {1, . . . , d}, tem-se∥∥∥∥∥

d∑
k=1

T (x1,k, . . . , xm,k)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T̂ ◦ I
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

◦ Im(x1,k, . . . , xm,k)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T̂ ([⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩])

∥∥∥∥∥ = ∥T̂ ([x])∥ ≤ ∥T̂∥∥([x])∥
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

≤ ∥T̂∥

 ∫
B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k, ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
p

dµ(φ)


1/p

.

Pelo Teorema 3.21, segue que T é fortemente Φ-abstrato p-somante.

Observação 3.23. Note que não é necessário que a aplicação absolutamente homogênea

Φ seja limitada para existir tal fatoração. Essa hipótese é utilizada para garantir que os

operadores presentes na fatoração sejam contínuos (ver Proposição (3.3) e Lema (3.10)).

Recordamos que os operadores lineares Φ-abstratos p-somantes são recuperados

pelos operadores multilineares fortemente Φ-abstratos p-somantes. Assim, �ca provado

também o Teorema 3.17 ao considerar m = 1 no Teorema 3.22.
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3.4 Operadores multilineares (Φ1, . . . ,Φm)-abstratos

(p1, . . . , pm)-somantes

Nesta seção apresentaremos uma outra classe de operadores multilineares, em um

contexto abstrato, que também generaliza os operadores lineares Φ-abstratos p-somantes.

De�nição 3.24 (Operadores multilineares (Φ1, . . . ,Φm)-abstratos (p1, . . . , pm)-somantes).

Sejam m ∈ N, X1, . . . , Xm e Y espaços de Banach, 1 ≤ p, p1, . . . , pm < ∞ tais que
1
p
= 1

p1
+ · · · + 1

pm
e Φt : X̂t → C(BX∗

t
) uma aplicação absolutamente homogênea, para

todo t ∈ {1, . . . ,m}. Dizemos que um operador m-linear contínuo T : X1×· · ·×Xm → Y

é (Φ1, . . . ,Φm)-abstrato (p1, . . . , pm)-somante (ver [1, De�nition 3.5]) se existe uma cons-

tante C > 0 tal que, para quaisquer que sejam n ∈ N e (x1k, . . . , x
m
k ) ∈ X1 × · · · × Xm,

com j ∈ {1, . . . , n}, tem-se

(
n∑
k=1

∥T (x1j , . . . , xmj )∥p
)1/p

≤ C
m∏
t=1

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
j=1

|Φt(⟨xtj, ·⟩)|pt
)1/pt

∥∥∥∥∥∥
C(BX∗

t
)

. (3.14)

Note que quando m = 1, obtemos os operadores lineares Φ-abstratos p-somantes

(ver De�nição 3.13).

Exemplo 3.25. Sejam m ∈ N, X1, . . . , Xm e Y espaços de Banach e 1 ≤ p, p1, . . . , pm <

∞ tais que 1
p

= 1
p1

+ · · · + 1
pm

. Dizemos que um operador m-linear contínuo T :

X1, . . . , Xm → Y é (p1, . . . , pm)-dominado (ver [17, De�nition 3.1]) se existe uma cons-

tante C > 0 tal que para todos n ∈ N e (x1j , . . . , x
m
j ) ∈ X1×· · ·×Xm, com j ∈ {1, . . . , n},

tem-se (
n∑
j=1

∥T (x1j , . . . , xmj )∥p
)1/p

≤ C
m∏
t=1

sup
φ∈BX∗

t

(
n∑
j=1

|φ(xtj)|pt
)1/pt

.

Observe que operadores (p1, . . . , pm)-dominados são (|ι1|, . . . , |ιm|)-abstratos (p1, . . . , pm)-
somantes no caso particular em que Φt = |ιt| : X̂t → C(BX∗

t
), onde ιt : X̂t → C(BX∗

t
) é a

aplicação inclusão de X̂t em C(BX∗
t
), para todo t ∈ {1, . . . ,m}.

Observação 3.26. Note que quando m ̸= 1, as expressões (3.8) e (3.14) são distintas.

Mais ainda, não é esperado que um operador seja, simultaneamente, fortemente Φ-abstrato

p-somante e (Φ1, . . . ,Φm)-abstrato (p1, . . . , pm)-somante. Desta forma, os resultados que

serão apresentados nesta seção não possuem a mesma natureza dos resultados obtidos na

seção anterior.

Agora vamos utilizar o Teorema 2.22 para encontrar um tipo de Dominação de

Pietsch para os operadores multilineares (Φ1, . . . ,Φm)-abstratos (p1, . . . , pm)-somantes.
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

Teorema 3.27. Um operador m-linear contínuo T : X1 × · · · ×Xm → Y é (Φ1, . . . ,Φm)-

abstrato (p1, . . . , pm)-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma

medida regular de probabilidade de Borel µt em C(BX∗
t
) tal que, para todo xt ∈ Xt, com

t ∈ {1, . . . ,m}, tem-se

∥T (x1, . . . , xm)∥ ≤ C
m∏
t=1

 ∫
BX∗

t

|Φt(⟨xt, ·⟩)(φ)|pt dµt(φ)


1/pt

. (3.15)

Demonstração. Sejam k = 1, v = m, E1 = R,H = L(X1, . . . , Xm;Y ), Gt = Xt, Kt = BX∗
t

munida com a topologia fraca∗, Rt : BX∗
t
× R×Xt → [0,∞) dada por

Rt(φ, b, x
t) = |b||Φt(⟨xt, ·⟩)(φ)|

para todo t ∈ {1, . . . ,m}, e S : L(X1, . . . , Xm;Y )×R×X1×· · ·×Xm → [0,∞) dada por

S(f, b, x1, . . . , xm) = |b|∥f(x1, . . . , xm)∥.

Note que T é (Φ1, . . . ,Φm)-abstrato (p1, . . . , pm)-somante se, e somente se, T é R1, . . . , Rm-

S-abstrato p1, . . . , pm-somante. Além disso, uma vez dados b ∈ R e xt ∈ Xt, a aplicação

(Rt)b,xt é contínua, pois Φt(⟨xt, ·⟩) ∈ C(BX∗
t
), para todo t ∈ {1, . . . ,m}. Além disso,

dados b ∈ R, t ∈ {1, . . . ,m}, φ ∈ BX∗
t
, 0 ≤ λt, αt ≤ 1, xt ∈ Xt, temos{

Rt(φ, b, λtx
t) = |Φt(⟨λtxt, ·⟩(φ)| = λtRt(φ, b, x

t)

S(T, b, α1x
1, . . . , αm, x

m) = ∥T (α1x
1, . . . , αmx

m)∥ = α1 . . . αmS(T, b, x
1, . . . , xm).

O resultado segue do Teorema 2.22.

A nossa tarefa agora é encontrar um teorema de fatoração para os operadores

multilineares (Φ1, . . . ,Φm)-abstratos (p1, . . . , pm)-somantes. O lema técnico a seguir nos

fornecerá uma expressão que será bastante útil para encontrar a fatoração requerida.

Lema 3.28. Para qualquer que seja o operador m-linear T : X1 × · · · ×Xm → Y , tem-se

T (x1, . . . , xm)− T (y1, . . . , ym)

= T (x1 − y1, x2, . . . , xm) + · · ·+ T (y1, . . . , ym−1, xm − ym),

para todos (x1, . . . , xm), (y1, . . . , ym) ∈ X1 × · · · ×Xm.

Demonstração. O caso base é válido, pois se T é linear, então para todos x1, y1 ∈ X1,

tem-se

T (x1)− T (y1) = T (x1 − y1).
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Suponha agora que o resultado é válido para algum m ∈ N, sejam X1, . . . , Xm, Xm+1 e Y

espaços vetoriais e considere T : X1 × . . . Xm ×Xm+1 → Y um operador (m + 1)-linear.

Desta forma, dados (x1, . . . , xm, xm+1), (y1, . . . , ym, ym+1) ∈ X1×· · ·×Xm×Xm+1, denote

por y = (y1, . . . , ym) ∈ X1 × · · · ×Xm e de�na Txm+1 : X1 × · · · ×Xm → Y dado por

Txm+1(z1, . . . , zm) = T (z1, . . . , zm, xm+1), para todo (z1, . . . , zm) ∈ X1 × · · · ×Xm,

e Ty : Xm+1 → Y dado por

Ty(z
m+1) = T (y1, . . . , ym, zm+1), para todo zm+1 ∈ Xm+1.

Claramente Txm+1 é m-linear e Ty é linear. Dados (x1, . . . , xm, xm+1), (y1, . . . , ym, ym+1) ∈
X1 × · · · × Xm × Xm+1, observamos que Txm+1(y1, . . . , ym) = Ty(x

m+1). Além disso,

utilizando a hipótese de indução para o operador m-linear Txm+1 , obtemos

Txm+1(x1, . . . , xm)− Txm+1(y1, . . . , ym)

= Txm+1(x1 − y1, x2, . . . , xm) + · · ·+ Txm+1(y1, . . . , ym−1, xm − ym).
(3.16)

Por outro lado, utilizando o caso base para o operador linear Ty, obtemos

Ty(x
m+1)− Ty(y

m+1) = Ty(x
m+1 − ym+1). (3.17)

Daí,

T (x1, . . . , xm, xm+1)− T (y1, . . . , ym, ym+1)

= T (x1, . . . , xm, xm+1)− Txm+1(y1, . . . , ym) + Ty(x
m+1)− T (y1, . . . , ym, ym+1)

= Txm+1(x1, . . . , xm)− Txm+1(y1, . . . , ym) + Ty(x
m+1)− Ty(y

m+1)

(3.16)
= Txm+1(x1 − y1, x2, . . . , xm) + · · ·+ Txm+1(y1, . . . , ym−1, xm − ym) + Ty(x

m+1)− Ty(y
m+1)

(3.17)
= Txm+1(x1 − y1, x2, . . . , xm) + · · ·+ Txm+1(y1, . . . , ym−1, xm − ym) + Ty(x

m+1 − ym+1).

Isso conclui o resultado.

Observação 3.29. Para não haver confusão com o operadorm-linear Im : X1×· · ·×Xm →
C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) da Proposição 3.3, vamos denotar por I t : Xt → X̂t a isometria linear

da Proposição 2.25, para cada t ∈ {1, . . . ,m}.

Com as ferramentas e notações anteriores, vamos utilizar a Proposição 3.27 para

obter um tipo de Fatoração de Pietsch para os operadores multilineares (Φ1, . . . ,Φm)-

abstratos (p1, . . . , pm)-somantes.

Teorema 3.30. Um operador m-linear contínuo T : X1 × · · · ×Xm → Y é (Φ1, . . . ,Φm)-

abstrato (p1, . . . , pm)-somante se, e somente se, para cada t ∈ {1, . . . ,m} existem um
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espaço de Banach Ft, um operador Φt-abstrato pt-somante ut : Xt → Ft e um operador

m-linear contínuo T̂ : F1 × · · · × Fm → Y tais que T = T̂ ◦ (u1, . . . , um).

Demonstração. Se T é (Φ1, . . . ,Φm)-abstrato (p1, . . . , pm)-somante então pelo Teorema

3.27 existem uma constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel µt em

C(BX∗
t
), para cada t ∈ {1, . . . ,m}, tais que (3.15) é satisfeita. Para cada t ∈ {1, . . . ,m},

associado a Φt e Lpt(µt) e tomando J = JXt
p , podemos considerar o espaço de dominação

Ft := (X̂t)
Lp(µ)
Φt

com a norma dada por

∥[⟨xt, ·⟩]∥
(X̂t)

Lp(µ)

Φt

= inf
r∑
i=1

 ∫
BX∗

t

|Φt(⟨xti, ·⟩)(φ)|pt dµt(φ)


1/pt

,

onde o ín�mo é computado sobre todas as decomposições de xt da forma

xt =
r∑
i=1

xti,

com r ∈ N e xt1, . . . , x
t
r ∈ X. Observe que para todo t ∈ {1, . . . ,m}, considerando

ut := I
(X̂t)

Lpt(µt)
Φt

◦ I t : Xt → (X̂t)
Lpt(µt)

Φt
,

tem-se ut(Xt) = X̂t/Nt, onde

Nt = {⟨xt, ·⟩ ∈ X̂t : ρΦ,Lpt (µt)
(⟨xt, ·⟩) = 0}.

Além disso, para todo xt ∈ Xt, tem-se

∥ut(xt)∥(X̂t)
Lpt (µt)

Φt

= ∥[⟨xt, ·⟩]∥
(X̂t)

Lpt (µt)

Φt

≤

 ∫
BX∗

t

|Φt(⟨xt, ·⟩)(φ))|pj dµj(φ)


1/pj

.

Pelo Teorema 3.15 segue que ut é Φt-abstrato pt-somante. Considere agora o operador

T̂0 : u1(X1)× . . . um(Xm) → Y dado por

T̂ (u1(x
1), . . . , um(x

m)) = T (x1, . . . , xm), para todo (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm.

Vamos mostrar que T̂0 está bem de�nido. Para isso, sejam (x1, . . . , xm), (y1, . . . , ym) ∈
X1 × · · · × Xm tais que (u1(x

1), . . . , um(x
m)) = (u1(y

1), . . . , um(y
m)). Então para todo

t ∈ {1, . . . ,m}, tem-se

[⟨xt, ·⟩] = ut(x
t) = ut(y

t) = [⟨yt, ·⟩]
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e, consequentemente,

∥[⟨xt − yt, ·⟩]∥
(X̂t)

Lpt (µt)

Φt

= 0.

Sendo assim, dado ε > 0 e denotando por

At =
t−1∏
s=1

 ∫
BX∗

s

|Φs(⟨ys, ·⟩)(φ)|ps dµs(φ)


1/ps

m∏
s=t+1

 ∫
BX∗

s

|Φs(⟨xs, ·⟩)(φ)|ps dµs(φ)


1/ps

,

para todo t ∈ {1, . . . ,m}, existe uma decomposição

xt − yt =
r∑

kt=1

ztkt (3.18)

tal que

r∑
kt=1

 ∫
BX∗

t

|Φ(⟨ztkt , ·⟩)(φ)|
pt dµt(φ)


1/pt

<
ε

CmAt
. (3.19)

Assim, temos

∥T̂0(u1(x1), . . . , um(xm))− T̂0(u1(y
1), . . . , um(y

m))∥ = ∥T (x1, . . . , xm)− T (y1, . . . , ym)∥

= ∥T (x1 − y1, x2 . . . , xm) + · · ·+ T (y1, . . . , ym−1, xm − ym)∥

(3.18)
=

∥∥∥∥∥T
(

r∑
k1=1

z1k1 , x
2, . . . , xm

)
+ · · ·+ T

(
y1, . . . , ym−1,

r∑
km=1

zmkm

)∥∥∥∥∥
≤

r∑
k1=1

∥T (z1k1 , x
2, . . . , xm)∥+ · · ·+

r∑
km=1

∥T (y1, . . . , ym−1, zmkm)∥

(3.15)

≤ C

m∑
t=1

r∑
kt=1

 ∫
BX∗

t

|Φ(⟨ztkt , ·⟩)(φ)|
pt dµt(φ)


1/pt

At
(3.19)
< C

m∑
t=1

ε

Cm
= ε.

Portanto T̂0(u1(x1), . . . , um(xm)) = T̂0(u1(y
1), . . . , um(y

m)), provando a boa de�nição de

T̂0. Vamos mostrar agora que T̂0 é m-linear e contínua. Com efeito, �xados t ∈ {1, . . . ,m}
e (a1, . . . , at−1, at+1, . . . , am) ∈ X1 × · · · ×Xt−1 ×Xt+1 × · · · ×Xm e dados xt, yt ∈ X t e

λ ∈ K, temos

T̂0(u1(a
1), . . . , ut(x

t) + λut(y
t), . . . , um(a

m)) = T̂0(u1(a
1), . . . , ut(x

t + λyt), . . . , um(a
m))

= T (a1, . . . , xt + λyt, . . . , am) = T (a1, . . . , xt, . . . , am) + λT (a1, . . . , yt, . . . , am)

= T̂0(u1(a
1), . . . , ut(x

t), . . . , um(a
m)) + λT̂0(u1(a

1), . . . , ut(y
t), . . . , um(a

m)),

portanto T̂0 é m-linear. Para a continuidade, seja (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · × Xm e para
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cada t ∈ {1, . . . ,m}, considere uma decomposição arbitrária para xt da forma

xt =
r∑

kt=1

xtkt . (3.20)

Assim, temos

∥T̂0(u1(x1), . . . , um(xm)∥ = ∥T (x1, . . . , xm)∥ (3.20)
=

∥∥∥∥∥T
(

r∑
k1=1

x1k1 , . . . ,
r∑

km=1

xmkm

)∥∥∥∥∥
≤

r∑
km=1

. . .

r∑
k1=1

∥T (x1k1 , . . . , x
m
km)∥

(3.15)

≤ C
r∑

km=1

. . .
r∑

k1=1

m∏
t=1

 ∫
BX∗

t

|Φt(⟨xtkt , ·⟩)(φ)|
pt dµt(φ)


1/pt

,

portanto

∥T̂0(u1(x1), . . . , um(xm)∥ ≤ C
m∏
t=1

∥[⟨xt, ·⟩]∥
(X̂t)

Lpt(µt)
Φt

=
m∏
t=1

∥ut(xt)∥
(X̂t)

Lpt(µt)
Φt

,

provando a continuidade de T̂0. Sendo assim, podemos considerar a única extensão T̂ :

F1 × · · · × Fm → Y de T̂0 a F1 × · · · × Fm. Desta forma, para todo (x1, . . . , xm) ∈
X1 × · · · ×Xm, tem-se

T̂ ◦ (u1, . . . , um)(x1, . . . , xm) = T̂ (u1(x
1), . . . , um(x

m))

= T̂0(u1(x
1), . . . , um(x

m)) = T (x1, . . . , xm).

Reciprocamente, suponha que T = T̂ ◦ (u1, . . . , um). Como ut é Φt-abstrato pt-somante,

segue do Teorema 3.15 que existe uma constante Ct > 0 de modo que, para todo xt ∈ Xt,

tem-se

∥ut(xt)∥(X̂t)
Lpt (µt)

Φt

≤ Ct

 ∫
BX∗

t

|Φt(⟨xt, ·⟩)(φ)|pt dµt(φ)


1/pt

, (3.21)

para todo t ∈ {1, . . . ,m}. Assim, dado (x1, . . . , xm) ∈ X1 × · · · ×Xm, tem-se

∥T (x1, . . . , xm)∥ = ∥T̂ (u1(x1), . . . , um(xm))∥ ≤ ∥T̂∥
m∏
t=1

∥ut(xt)∥(X̂t)
Lpt (µt)

Φt

(3.21)

≤ ∥T̂∥
m∏
t=1

Ct

 ∫
BX∗

t

|Φt(⟨xt, ·⟩)(φ)|pt dµt(φ)


1/pt

= C

m∏
t=1

 ∫
BX∗

t

|Φt(⟨xt, ·⟩)(φ)|pt dµt(φ)


1/pt

,
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3. Fatoração de operadores somantes em um contexto abstrato

em que

C = ∥T̂∥
m∏
t=1

Ct.

Pelo Teorema 3.27, segue que T é (Φ1, . . . ,Φm)-abstrato (p1, . . . , pm)-somante.
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Capítulo 4

Aplicações

Neste capítulo, apresentaremos algumas classes de operadores estudadas na lite-

ratura. Veremos que cada uma delas está inserida num contexto abstrato apresentado

anteriormente. Além disso, a(s) aplicação(ões) abstrata(s) que as de�ne são absoluta-

mente homogêneas limitadas. Assim, conseguiremos caracterizar esses operadores via um

tipo de Dominação e Fatoração de Pietsch.

4.1 Operadores lineares absolutamente (p;σ)-contínuos

Sejam X e Y espaços de Banach, 1 ≤ p < ∞ e 0 ≤ σ < 1. Dizemos que um

operador linear contínuo T : X → Y é absolutamente (p;σ)-contínuo (ver [1, 18]) se

existe uma constante C > 0 tal que, para todos n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ X, tem-se

(
n∑
j=1

∥T (xj)∥
p

1−σ

) 1−σ
p

≤ C sup
φ∈BX∗

(
n∑
j=1

(
|φ(xj)|1−σ∥xj∥σ

) p
1−σ

) 1−σ
p

.

No caso particular em que σ = 0, obtemos os operadores lineares absolutamente

p-somantes (ver Teorema 2.16).

Considere a aplicação Φ : X̂ → C(BX∗) dada por

Φ(⟨x, ·⟩) = |⟨x, ·⟩|1−σ∥x∥σ, para todo x ∈ X. (4.1)

Dados x ∈ X e λ ∈ K, tem-se

Φ(λ⟨x, ·⟩) = Φ(⟨λx, ·⟩) = ∥λx∥σ|⟨λx, ·⟩|1−σ = |λ|σ∥x∥σ|λ|1−σ|⟨x, ·⟩|1−σ

= |λ|∥x∥σ|⟨x, ·⟩|1−σ = |λ|Φ(⟨x, ·⟩),

isto é, Φ é absolutamente homogênea. Além disso, para todo x ∈ X, segue do Teorema
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4. Aplicações

de Hahn-Banach e da Proposição 2.25 que

∥Φ(⟨x, ·⟩)∥C(BX∗ ) = sup
φ∈BX∗

|φ(x)|1−σ∥x∥σ H-B

= ∥x∥1−σ∥x∥σ = ∥x∥ Prop. 2.25
= ∥⟨x, ·⟩∥C(BX∗ ),

portanto Φ é limitada.

Proposição 4.1. Um operador T : X → Y é (p;σ)-absolutamente contínuo se, e somente

se, T é Φ-abstrato q-somante, em que q = p
1−σ e Φ é a aplicação absolutamente homogênea

dada por (4.1).

O resultado anterior é facilmente veri�cado. Assim, podemos apresentar a seguinte

caracterização para os operadores lineares absolutamente (p;σ)-contínuos.

Teorema 4.2. São equivalentes:

(i) Um operador linear T : X → Y é absolutamente (p;σ)-contínuo.

(ii) Existem uma constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel µ

em BX∗ tais que

∥T (x)∥ ≤ C

 ∫
BX∗

(
|φ(xj)|1−σ∥xj∥σ

) p
1−σ dµ(φ)

 1−σ
p

,

para todo x ∈ X.

(iii) Existem uma medida regular de probabilidade de Borel µ em BX∗ , um espaço de

dominação X̂Lp(µ)
Φ associado a Φ e Lp(µ) e um operador linear contínuo T̂ : X̂

Lp(µ)
Φ →

Y tal que T = T̂ ◦ I
X̂

Lp(µ)

Φ

◦ I.

4.2 Operadores multilineares (p1, . . . , pm;σ)-contínuos do-

minados

Sejam m ∈ N, X1, . . . , Xm e Y espaços de Banach, 1 ≤ p, p1, . . . , pm < ∞ tais

que 1
p
= 1

p1
+ · · · + 1

pm
e 0 ≤ σ < 1. Dizemos que um operador m-linear contínuo

T : X1, . . . , Xm → Y é (p1, . . . , pm;σ)-contínuo dominado (ver [1] ou [10, De�nition 2.1])

se existe uma constante C > 0 tal que para todos n ∈ N e (x1j , . . . , x
m
j ) ∈ X1 × · · · ×Xm,

com j ∈ {1, . . . , n}, tem-se

(
n∑
j=1

∥T (x1j , . . . , xmj )∥
p

1−σ

) 1−σ
p

≤ C
m∏
t=1

sup
φ∈BX∗

t

(
n∑
j=1

(
|φ(xtj)|1−σ∥xtj∥σ

) pt
1−σ

) 1−σ
pt

.
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No caso particular em que σ = 0, obtemos os operadores multilineares (p1, . . . , pm)-

dominados (ver Exemplo 3.25).

Considere, para cada t ∈ {1, . . . ,m}, a aplicação Φt : X̂t → C(BX∗
t
) dada por

Φt(⟨xt, ·⟩) = |⟨xt, ·⟩|1−σ∥xt∥σ, para todo xt ∈ Xt. (4.2)

Analogamente ao caso dos operadores lineares (p;σ)-contínuos, veri�ca-se que Φt é uma

aplicação absolutamente homogênea limitada, para cada t ∈ {1, . . . ,m}.

Proposição 4.3. Um operadorm-linear T : X1×· · ·×Xm → Y é (p1, . . . , pm;σ)-contínuo

dominado se, e somente se, T é (Φ1, . . . ,Φm)-abstrato (q1, . . . , qm)-somante, em que, para

cada t ∈ {1, . . . ,m}, qt = pt
1−σ e Φt : X̂t → C(BX∗

t
) é a aplicação dada por (4.2)

Assim, podemos apresentar a seguinte caracterização para os operadores multili-

neares (p1, . . . , pm;σ)-contínuo dominados.

Teorema 4.4. São equivalentes:

(i) Um operador m-linear T : X1×· · ·×Xm → Y é (p1, . . . , pm;σ)-contínuo dominado.

(ii) Existem uma constante C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel µt em

C(BX∗
t
), para cada t ∈ {1, . . . ,m}, de modo que

∥T (x1, . . . , xm)∥ ≤ C
m∏
t=1

 ∫
BX∗

t

(
|φ(xtj)|1−σ∥xtj∥σ

) pt
1−σ dµt(φ)


1−σ
pt

para todo xt ∈ Xt, com t ∈ {1, . . . ,m}.

(iii) Existem um espaço de Banach Ft e um operador Φt-abstrato pt-somante ut : Xt →
Ft, para cada t ∈ {1, . . . ,m}, e um operadorm-linear contínuo T̂ : F1×· · ·×Fm → Y

tais que T = T̂ ◦ (u1, . . . , um).

4.3 Operadores multilineares fortemente (p;σ)-contínuos

fatoráveis

Dimant introduziu, em [12], o espaço dos operadores multilineares fortemente p-

somantes, a �m de generalizar os operadores lineares absolutamente p-somantes. Observe

a seguir.

De�nição 4.5. Sejam m ∈ N, X1, . . . , Xm e Y espaços de Banach e 1 ≤ p <∞. Dizemos

que um operador m-linear contínuo T : X1 × · · · ×Xm → Y é fortemente p-somante (ver
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4. Aplicações

[1] ou [12, De�nition 1.1]) se existe uma constante C > 0 tal que, para todos n ∈ N e

(x1j , . . . , x
m
j ) ∈ X1 × · · · ×Xm, com j ∈ {1, . . . , n}, tem-se

(
n∑
j=1

∥T (x1j , . . . , xmj )∥p
)1/p

≤ C sup
φ∈BL(X1,...,Xm;K)

(
n∑
j=1

|φ(x1j , . . . , xmj )|p
)1/p

.

Quando m = 1, obtemos os operadores lineares absolutamente p-somantes (ver

Teorema 2.16).

Embora se conheça um tipo de Dominação de Pietsch para os operadores multiline-

ares fortemente p-somantes, ainda era desconhecida uma Fatoração de Pietsch para esses

operadores. Além disso, nenhum esquema de fatoração é esperado ao tentar estender essa

classe por meio de um procedimento de interpolação. A técnica de interpolação natural

que estende os operadores multilineares fortemente p-somantes, que será apresentada a

seguir, foi introduzida por Matter em [18].

De�nição 4.6. Sejam m ∈ N, X1, . . . , Xm e Y espaços de Banach, 1 ≤ p < ∞ e 0 ≤
σ < 1. Dizemos que um operador m-linear T : X1 × · · · × Xm → Y é fortemente

(p;σ)-contínuo (ver [1]) se existe uma constante C > 0 tal que, para todos n ∈ N e

(x1j , . . . , x
m
j ) ∈ X1 × · · · ×Xm, com j ∈ {1, . . . , n}, tem-se

(
n∑
j=1

∥T (x1j , . . . , xmj )∥
p

1−σ

) 1−σ
p

≤ C sup
φ∈BL(X1,...,Xm;K)

 n∑
j=1

(
|φ(x1j , . . . , xmj )|1−σ

m∏
k=1

∥xkj∥σ
) p

1−σ

 1−σ
p

.

No caso particular em que σ = 0, obtemos os operadores multilineares fortemente

p-somantes.

Segundo Achour et al., em [1], Pellegrino, Rueda e Sanchéz-Pérez introduziram,

em [23], a classe dos operadores multilineares fortemente p-somantes fatoráveis utilizando

uma combinação de ideias apresentadas em [12, 27], a �m de herdar o espírito dos ope-

radores lineares absolutamente p-somantes. Seguindo esse raciocínio, Achour et al., em

[1], combinaram os operadores multilineares fortemente (p;σ)-contínuos com as ideias

apresentadas em [27] para produzir uma classe a qual ocorre um tipo de Fatoração de

Pietsch.

De�nição 4.7. Sejam m ∈ N, X1, . . . , Xm e Y espaços de Banach, 1 ≤ p < ∞ e 0 ≤
σ < 1. Dizemos que um operador m-linear T : X1 × · · · ×Xm → Y é fortemente (p;σ)-

contínuo fatorável (ver [1]) se existe uma constante C > 0 tal que, para todos n, d ∈ N e
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(x1,kj , . . . , xm,kj ) ∈ X1 × · · · ×Xm, com (j, k) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , d}, tem-se

 n∑
j=1

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj )

∥∥∥∥∥
p

1−σ


1−σ
p

≤ C sup
φ∈L(X1,...,Xm;K)

 n∑
j=1

(
d∑

k=1

|φ(x1,kj , . . . , xm,kj )|1−σ
m∏
t=1

∥xt,kj ∥σ
) p

1−σ


1−σ
p

.

(4.3)

No caso particular em que d = 1, obtemos os operadores multilineares fortemente

(p;σ)-contínuos.

Como de costume, vamos considerar a representação padrão dada em (3.3) para um

elemento arbitrário x ∈ V̂m. Agora, considere a aplicação Φ : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗)

dada por

Φ(x) := inf
s∑

k=1

|⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩|1−σ
m∏
t=1

∥yt,k∥σ, para todo x ∈ V̂m, (4.4)

onde o ín�mo é computado sobre todas as representações

x =
s∑

k=1

⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩

de x. Primeiramente vamos mostrar que Φ é absolutamente homogênea. Com efeito,

dados x ∈ V̂m e λ ∈ K, se

x =
s∑

k=1

⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩

é uma representação arbitrária para x, então

λx =
s∑

k=1

⟨(λy1,k)⊗ y2,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩

é uma representação para λx. Mais ainda, temos

s∑
k=1

|⟨(λy1,k)⊗ y2,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩|1−σ∥λy1,k∥σ
m∏
t=2

∥yt,k∥σ =

= |λ|
s∑

k=1

|⟨y1,k ⊗ · · · ⊗ ym,k, ·⟩|1−σ
m∏
t=1

∥yt,k∥σ.

Por outro lado, ao considerar uma representação arbitrária

λx =
s∑

k=1

⟨w1,k ⊗ · · · ⊗ wm,k, ·⟩
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para λx, segue que

x =
s∑

k=1

⟨(γw1,k)⊗ w2,k ⊗ · · · ⊗ wm,k, ·⟩

é uma representação para x, com γ = 1
λ
. Além disso,

s∑
k=1

|⟨w1,k ⊗ · · · ⊗ wm,k, ·⟩|1−σ
m∏
t=1

∥wt,k∥σ =

= |λ|
s∑

k=1

|⟨(γw1,k)⊗ w2,k ⊗ · · · ⊗ wm,k, ·⟩|1−σ∥γw1,k∥σ
m∏
t=2

∥wt,k∥σ.

Essencialmente, o argumento acima nos diz que o conjunto o qual é tomado o ín�mo

relativo a Φ(λx) coincide com o conjunto o qual é tomado o ín�mo relativo a |λ|Φ(x),
logo Φ(λx) = |λ|Φ(x), portanto Φ é absolutamente homogênea. Vamos mostrar agora

que Φ é limitada. Segue de (1.5) e do Teorema de Hahn-Banach que

m∏
t=1

∥xt,k∥σ (1.5)
= π(x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k)σ

H-B

= sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

|φ(x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k)|σ,

para todo k ∈ {1, . . . , k}. Assim, para todo ψ ∈ B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ , tem-se

|Φ(x)(ψ)| ≤
d∑

k=1

|ψ(x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k)|1−σ
m∏
t=1

∥xt,k∥σ

=
d∑

k=1

|ψ(x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k)|1−σ sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

|φ(x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k)|σ

≤ sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

d∑
k=1

|φ(x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k)|1−σ|φ(x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k)|σ

= sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

d∑
k=1

|φ(x1,k ⊗ · · · ⊗ xm,k)| = ∥x∥C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )
,

portanto ∥Φ(x)∥C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )
≤ ∥x∥C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )

.

Proposição 4.8. Um operador m-linear contínuo T : X1 × · · · ×Xm → Y é fortemente

(p;σ)-contínuo fatorável se, e somente se, T é fortemente Φ-abstrato q-somante, em que

q = p
1−σ e Φ : V̂m → C(B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗) é a aplicação dada por (4.4).

Demonstração. Sejam n ∈ N, x1, . . . ,xn ∈ V̂m e considere, para cada j ∈ {1, . . . , n}, a
representação padrão dada por (3.3)

xj =
d∑

k=1

⟨x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj , ·⟩
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para xj. Suponha que T é fortemente Φ-abstrato q-somante, com q = p
1−σ . Segue daí e

da Proposição 1.8 que

 n∑
j=1

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj )

∥∥∥∥∥
p

1−σ


1−σ
p

=

(
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj )

∥∥∥∥∥
q)1/q

(3.8)

≤ C

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
j=1

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj , ·⟩

)∣∣∣∣∣
q)1/q

∥∥∥∥∥∥
C(B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗ )

= C sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

(
n∑
j=1

∣∣∣∣∣Φ
(

d∑
k=1

⟨x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj , ·⟩

)
(φ)

∣∣∣∣∣
q)1/q

≤ C sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

(
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
d∑

k=1

|φ(x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj )|1−σ
m∏
t=1

∥xt,kj ∥σ
∣∣∣∣∣
q)1/q

Prop. 1.8
= C sup

φ∈BL(X1,...,Xm;K)

(
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
d∑

k=1

|φ(x1,kj , . . . , xm,kj )|1−σ
m∏
t=1

∥xt,kj ∥σ
∣∣∣∣∣
q)1/q

= C sup
φ∈BL(X1,...,Xm;K)

 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
d∑

k=1

|φ(x1,kj , . . . , xm,kj )|1−σ
m∏
t=1

∥xt,kj ∥σ
∣∣∣∣∣

p
1−σ


1−σ
p

.

Portanto T é fortemente (p;σ)-contínuo fatorável. Reciprocamente, suponha que T é

fortemente (p;σ)-contínuo fatorável, com q = p
1−σ e note que, para qualquer que seja uma

outra representação

xj =
s∑

k=1

⟨y1,kj ⊗ · · · ⊗ ym,kj , ·⟩

para xj dada arbitrariamente, com j ∈ {1, . . . , n}, temos

s∑
k=1

T (y1,kj , . . . , ym,kj ) = TL

(
s∑

k=1

y1,kj ⊗ · · · ⊗ ym,kj

)

= TL

(
d∑

k=1

x1,kj ⊗ · · · ⊗ xm,kj

)

=
d∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj ).

Desta forma, temos∥∥∥∥∥
s∑

k=1

T (y1,kj , . . . , ym,kj )

∥∥∥∥∥
p

1−σ

=

∥∥∥∥∥
r∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj )

∥∥∥∥∥
p

1−σ

.
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Segue daí e da Proposição 1.8 que

(
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj )

∥∥∥∥∥
q)1/q

=

 n∑
j=1

∥∥∥∥∥
d∑

k=1

T (x1,kj , . . . , xm,kj )

∥∥∥∥∥
p

1−σ


1−σ
p

=

 n∑
j=1

∥∥∥∥∥
s∑

k=1

T (y1,kj , . . . , ym,kj )

∥∥∥∥∥
p

1−σ

 1−σ
p

(4.3)

≤ C sup
φ∈L(X1,...,Xm;K)

 n∑
j=1

(
s∑

k=1

|φ(y1,kj , . . . , ym,kj )|1−σ
m∏
t=1

∥yt,kj ∥σ
) p

1−σ

 1−σ
p

Prop. 1.8
= C sup

φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
s∑

k=1

|φ(y1,kj ⊗ · · · ⊗ ym,kj )|1−σ
m∏
t=1

∥yt,kj ∥σ
∣∣∣∣∣

p
1−σ

 1−σ
p

= C sup
φ∈B(X1⊗̂π...⊗̂πXm)∗

(
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
s∑

k=1

|φ(y1,kj ⊗ · · · ⊗ ym,kj )|1−σ
m∏
t=1

∥yt,kj ∥σ
∣∣∣∣∣
q)1/q

.

(4.5)

Passando ao ín�mo, concluímos que T é fortemente Φ-abstrato q-somante.

Assim, podemos apresentar a seguinte caracterização para os operadores multili-

neares fortemente (p;σ)-contínuos fatoráveis.

Teorema 4.9. São equivalentes:

(i) Um operadorm-linear T : X1×· · ·×Xm → Y é fortemente (p;σ)-contínuo fatorável.

(ii) Existem uma constante C > 0 e uma medida regular de probabilidade µ em

B(X1⊗̂π ...⊗̂πXm)∗ = BL(X1,...,Xm;K) tais que, para todos n ∈ N e (x1,k, . . . , xm,k) ∈
X1 × · · · ×Xm, k ∈ {1, . . . , n}, tem-se∥∥∥∥∥

d∑
k=1

T (x1,k, . . . , xm,k)

∥∥∥∥∥
≤

 ∫
BL(X1,...,Xm;K)

∣∣∣∣∣|φ(x1,k, . . . , xm,k)|1−σ
m∏
j=1

∥xj,k∥σ
∣∣∣∣∣

p
1−σ

dµ(φ)


1−σ
p

.

(iii) Existem um espaço de dominação (V̂m)
Lp(µ)
Φ e um operador linear T̂ : (V̂m)

Lp(µ)
Φ → Y

tais que T = T̂ ◦ I
(V̂m)

Lp(µ)

Φ

◦ Im.

Uma vez que os operadores fortemente p-somantes, introduzidos por Dimant em

[12], são recuperados pelos operadores fortemente (p;σ)-contínuos fatoráveis, agora é co-

nhecido um teorema do tipo Fatoração de Pietsch para esses operadores.
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4.4 Considerações �nais

Essencialmente, apresentamos algumas classes abstratas de operadores introduzi-

das por Achour et al., em [1], que satisfazem um tipo de Fatoração de Pietsch e que

generalizam algumas classes de operadores lineares e multilineares estudados na litera-

tura. O diagrama a seguir explicita de maneira mais suscinta para quais operadores

encontramos um tipo de Fatoração de Pietsch:

Operadores lineares
absolutamente p-somantes

Operadores multilineares
fortemente p-somantes

Operadores multilineares
(p1, . . . , pm)-dominados.

Operadores lineares
absolutamente (p;σ)-contínuos

Operadores multilineares
fortemente (p;σ)-contínuos

Operadores multilineares
(p1, . . . , pm;σ)-contínuos

Operadores multilineares

fortemente (p;σ)-contínuos
fatoráveis

Operadores lineares
Φ-abstratos p-somantes

Operadores multilineares
fortemente

Φ-abstratos p-somantes

Operadores multilineares

(Φ1, . . . ,Φm)-abstratos
(p1, . . . , pm)-somantes

(o símbolo A −→ B, no diagrama acima, signi�ca que a classe de operadores B generaliza

a classe de operadores A).
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Apêndice A

Noções e resultados iniciais de Análise

Funcional

De�nição A.1. Seja E um espaço vetorial. Dizemos que uma função ρE : E → R é uma

seminorma em E quando ρE cumpre as seguintes condições:

(i) ρE(x) ≥ 0, para todo x ∈ E.

(ii) ρE(λx) = |λ|ρE(x), para todos x ∈ E e λ ∈ K.

(iii) ρE(x+ y) ≤ ρE(x) + ρE(y), para todos x, y ∈ E.

Quando não houver perigo de confusão, escreveremos apenas ρ ao invés de ρE
para denotar uma seminorma em E. A propriedade (iii) acima é comumente chamada de

desiguldade triangular.

Proposição A.2. Se ρ é uma seminorma em E, então valem as seguintes propriedades:

(i) ρ(0) = 0.

(ii) ρ(−x) = ρ(x), para todo x ∈ E.

(iii) |ρ(x)− ρ(y)| ≤ ρ(x− y), para todos x, y ∈ E.

De�nição A.3. Seja E um espaço vetorial. Dizemos que uma função ∥ · ∥E : E → R é

uma norma em E quando as seguintes condições são satisfeitas:

(i) ∥x∥E ≥ 0, para todo x ∈ E e ∥x∥E = 0 se, e somente se, x = 0.

(ii) ∥λx∥E = |λ|∥x∥E, para todos x ∈ E e λ ∈ K.

(iii) ∥x+ y∥E ≤ ∥x∥E + ∥y∥E, para todos x, y ∈ X.

Um espaço vetorial normado, ou simplesmente espaço normado, é um par (E, ∥ · ∥E), em
que E é um espaço vetorial e ∥ · ∥E é uma norma em E. Se F é um subespaço de E, então

a restrição de ∥ · ∥E a F é chamada de norma induzida.
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Quando não houver perigo de confusão, escreveremos apenas ∥·∥ ao invés de ∥·∥E,
e diremos apenas �espaço normado E�, deixando subentendida a norma ∥ · ∥ de E. Se F é

um subespaço de E, então sempre vamos considerar em F a norma induzida pela norma

de E.

Se ∥ · ∥ é uma norma em E, então a função d : E × E → R dada por

d(x, y) := ∥x− y∥,

é uma métrica em E. A métrica d de�nida acima é chamada de métrica induzida pela

norma ∥ · ∥. Em outras palavras, todo espaço normado é um espaço métrico, portanto

toda a Teoria dos Espaços Métricos se aplica aos espaços normados.

De�nição A.4. Um espaço normado E é um espaço de Banach quando E é um espaço

métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Proposição A.5. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço de E. Então F é

um espaço de Banach se, e somente se, F é fechado em E.

Toda norma é uma seminorma (a principal diferença é que pode acontecer ρ(x) = 0,

mesmo que x ̸= 0). A �m de utilizar todo o arsenal oriundo da Teoria dos Espaços

Métricos, é conveniente alterar a estrutura de um espaço que possui uma seminorma, com

o intuito de gerar um espaço normado. Observe a seguir.

Se ρ é uma seminorma em um espaço vetorial E, então

x ∼ y ⇔ ρ(x− y) = 0

de�ne uma relação de equivalência em E. Considerando N := {x ∈ E : ρ(x) = 0},
veri�ca-se que N é um subespaço de E e que x ∼ y se, e somente se, x − y ∈ N . Desta

forma, para cada x ∈ E, de�nimos por [x] := {y ∈ E : x−y ∈ N} a classe de equivalência
de x, de modo que podemos considerar o espaço quociente E/N := {[x] : x ∈ E}. Em

E/N estão bem de�nidas as operações de soma e produto por escalar de classes, dadas

por

[x] + [y] := [x+ y] e λ[x] := [λx],

para todos x, y ∈ X e λ ∈ K, tornando, assim, E/N um espaço vetorial. Além disso, a

expressão

∥[x]∥E/N := ρ(x)

de�ne uma norma em E/N .

De�nição A.6. Seja A um conjunto não vazio. Dizemos que uma função f : A → K é

limitada quando existe C > 0 tal que |f(x)| ≤ C, para todo x ∈ A. Denotamos por B(A)
o conjunto formado pelas funções limitadas de�nidas em A.
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O conjunto B(A), que é um espaço vetorial com as operações usuais de funções, é

um espaço de Banach com a norma dada por

∥f∥∞ := sup
x∈A

|f(x)|.

Desta forma, se E é um espaço normado e K ⊆ E é um subconjunto compacto, então o

conjunto das funções f : K → K contínuas, denotado por C(K), é um subespaço fechado

de B(K). Portanto C(K) é um espaço de Banach com a norma induzida

∥f∥C(K) = ∥f∥∞.

De�nição A.7. Sejam (E,B, µ) um espaço de medida e 1 ≤ p < ∞. Dizemos que uma

função φ : E → K é p-integrável quando∫
E

|φ(x)|p dµ(x) <∞

Denotamos por Lp(µ) o conjunto formado pelas funções p-integráveis de�nidas em E.

A expressão

∥φ∥p :=

∫
E

|φ(x)|p dµ(x)

1/p

de�ne uma seminorma em Lp(µ). Assim, denotando por N = {φ ∈ Lp(µ) : ∥φ∥p = 0},
o espaço quociente Lp(µ)/N , que vamos denotar por Lp(µ), é um espaço normado com a

norma dada por

∥[φ]∥Lp(µ) = ∥φ∥p.

Usualmente vamos denotar um elemento de Lp(µ) por φ ao invés de [φ] e a norma de

Lp(µ) por ∥ · ∥p ao invés de ∥ · ∥Lp(µ).

De�nição A.8. Sejam E um conjunto e µ uma medida de�nida numa σ-álgebra B de

subconjuntos de E. Dizemos que µ é uma medida regular se

µ(A) = sup{µ(K) : K ⊆ A é compacto} = inf{µ(V ) : V ⊇ A é aberto},

para todo A ∈ B.

De�nição A.9. Sejam E e F espaços vetoriais. Dizemos que uma aplicação T : E → F

é um operador linear se T (x + λy) = T (x) + λT (y), para todos x, y ∈ E e λ ∈ K.

O conjunto formado pelos operadores lineares de E em F , denotado por L(E;F ), é um

espaço vetorial. O espaço E# := L(E;K) é chamado de dual algébrico de E e um elemento

φ ∈ E# é chamado de funcional linear de E.

58



A. Noções e resultados iniciais de Análise Funcional

Se T : E → F é uma bijeção linear, diz-se que T é um isomor�smo e que os espaços

E e F são isomorfos. Neste caso, T−1 também é linear.

De�nição A.10. Sejam E e F espaços normados. O conjunto formado pelos operadores

lineares contínuos de E em F , denotado por L(E;F ), é um espaço vetorial. O espaço

E∗ = L(E;K) é chamado de dual topológico de E. O espaço E∗∗ := (E∗)∗ = L(E∗;K) é

chamado de bidual topológico de E.

Se E é um espaço normado, denotamos por BE := {x ∈ E : ∥x∥ ≤ 1} a bola

fechada unitária de E e por SE := {x ∈ E : ∥x∥ = 1} a esfera unitária de E.

Proposição A.11. Sejam E e F espaços normados e T : E → F um operador linear.

Então são equivalentes:

(i) T é contínuo.

(ii) T é contínuo na origem.

(iii) Existe uma constante C > 0 tal que ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥, para todo x ∈ E.

(iv) sup
x∈BE

∥T (x)∥ <∞.

A expressão

∥T∥ := sup
x∈BE

∥T (x)∥ (A.1)

de�ne uma norma em L(E;F ). Além disso, tem-se

∥T (x)∥ ≤ ∥T∥∥x∥,

para todo x ∈ E. A norma dada pela expressão (A.1) é chamada de norma do supremo

e é a norma usual considerada em L(E;F ).
Se F é um espaço de Banach, então L(E;F ) também é Banach. Em particular,

E∗ é Banach (consequentemente E∗∗ também é Banach).

Teorema A.12 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espaço normado. Então para

todo x ∈ E, tem-se

∥x∥ = sup
φ∈BE∗

|φ(x)| = max
φ∈SE∗

|φ(x)|.

Proposição A.13. Sejam E um espaço normado, G um espaço de Banach e F um

subespaço de E. Se T0 : F → G é um operador linear contínuo, então existe uma única

extensão linear contínua T : F → G de T0 a F .

De�nição A.14. Sejam A e B conjuntos arbitrários e f : A → B uma aplicação. O

grá�co de f é o conjunto

G(f) := {(x, f(x)) : x ∈ A} ⊆ A×B.
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Se M e N são espaços métricos e f : M → N é uma aplicação contínua, então

G(f) é fechado em M ×N . Se E e F são espaços de Banach e T : E → F é um operador

linear, então a recíproca é válida. Observe a seguir.

Teorema A.15 (Teorema do Grá�co Fechado). Sejam E e F espaços de Banach e T :

E → F um operador linear. Se G(T ) é fechado em E × F , então T é contínuo.

Sejam M e N espaços métricos. Lembramos que uma aplicação f : M → N é

uma isometria quando dN(f(x), f(y)) = dM(x, y), para todos x, y ∈M . Toda isometria é

injetiva e contínua. Se E e F são espaços normados, então um operador linear T : E → F

é uma isometria quando ∥T (x)∥ = ∥x∥, para todo x ∈ E. Se, em adição, T é sobrejetivo,

dizemos que T é um isomor�smo isométrico e que E e F são isomorfos isometricamente.

Se F é subespaço de um espaço normado G, dizemos que G contém uma cópia isométrica

de E. É comum identi�car dois espaços isometricamente isomorfos como o mesmo espaço.

O operador linear JE : E → E∗∗ dado por

JE(x)(φ) = φ(x), para todos x ∈ E e φ ∈ E∗,

é uma isometria, chamado de mergulho canônico de E em E∗∗. Nos termos apresentados

anteriormente, isso signi�ca que E e JE(E) são isomorfos isometricamente, ou ainda, que

E∗∗ contém uma cópia isométrica de E.

De�nição A.16. Seja E um espaço normado. Dizemos que um espaço de Banach G é

um completamento de E quando G contém uma cópia isométrica densa de E.

Todo espaço normado possui um completamento, a saber, JE(E). O completa-

mento de um espaço normado E em geral não é único.

De�nição A.17. Seja E um espaço normado. A topologia fraca∗ em E∗, denotada por

σ(E∗, E), é a topologia gerada pela família de aplicações {JE(x) : x ∈ E}, isto é, σ(E∗, E)

é a �menor� topologia de modo que JE(x) : E∗ → K é contínua, para todo x ∈ E.

Se uma sequência (φj)
∞
j=1 em E∗ converge para φ ∈ E∗ na topologia fraca∗, escre-

vemos φj
w∗
→ φ.

Proposição A.18. Seja (φj)
∞
j=1 uma sequência em E∗. Então φj

w∗
→ φ se, e somente se,

φj(x) → φ(x), para todo x ∈ E.

Teorema A.19. Seja E um espaço normado. Então E possui dimensão �nita se, e

somente se, BE é compacta com a topologia da norma.

Teorema A.20 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Se E é um espaço normado,

então BE∗ munida com a topologia fraca∗ é compacta.

A Proposição A.19 diz que se dimE∗ = ∞, então BE∗ nunca é compacta com a

topologia da norma de E∗. Entretanto, o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki garante

que, munida com a topologia fraca∗, a bola BE∗ é compacta.
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