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Resumo

Neste trabalho, dedicamo-nos ao estudo de conceitos e estruturas fundamentais em espacos
vetoriais topologicos, com foco especial nos espagos localmente convexos e quase-normados. Este
altimo possui estrutura similar aos espacgos normados mas, em geral, ndo é um ambiente local-
mente convexo. Ao longo do texto exploramos os aspectos relevantes dos ambientes investigados e
destacamos a importancia desses através de resultados estruturantes. Investigamos os F'-espagos
sob diversas perspectivas, e apresentamos resultados classicos da teoria dos espagos de Banach
nesse contexto. NocOes panoradmicas dos conceitos de bases em espacos vetoriais topologicos sao
estudadas. Em particular, a relagdo entre extensao de funcionais lineares e convexidade local,

nominalmente conhecida como a Propriedade de Extensao de Hahn-Banach (HBEP).

Palavras-chave: espagos vetoriais topologicos, espacos localmente convexos, quase-norma, F-
norma, Aoki-Rolewicz, Banach-Grunblum-Nikolskii, HBEP.

vil



Pagina intencionalmente em branco



Abstract

This text studies fundamental concepts and structures in topological vector spaces, focusing
on locally convex and quasi-normed spaces. The latter has a structure similar to normed spaces
but generally is not a locally convex environment. Throughout the text, we explore the relevant
aspects of the investigated environments and highlight their importance through structuring
results. We investigate F'-spaces from various perspectives and present classical results from the
theory of Banach spaces in this context. Overview notions of the concepts of bases in topological
vector spaces are studied, particularly the relationship between the extension of linear functionals

and local convexity, usually known as the Hahn-Banach Extension Property (HBEP).

Keywords: topological vector spaces, locally convex spaces, quasi-norm, F-norm, Aoki-Rolewicz,

Banach-Grunblum-Nikolskii, HBEP.
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Introducao

A presente dissertacao visa proporcionar uma abordagem sistemética sobre os espagos ve-
toriais topologicos, com o intuito de promover uma compreensao aprofundada desse campo de
estudo. A leitura desse texto pressupoe a familiaridade prévia com os elementos de Topologia
Geral, Algebra Linear e Anélise Funcional. Sugerimos as seguintes referéncias bibliograficas [,
[21] e [25] como leituras complementares que auxiliardao no entendimento consistente deste texto.

No capitulo 1, iniciamos nossa investigacao acerca dos espagos vetoriais topolégicos, intro-
duzindo conceitos fundamentais e resultados preliminares dessa teoria. Posteriormente, estabe-
lecemos a definicao dos espacos localmente convexos e a sua relacdo com seminormas. Além
disso, esse capitulo contém uma extensa lista de exemplos concretos, alguns conceitos gerais e
uma série de fatos relevantes, dentre os quais se destaca o Teorema Hahn-Banach para espagos
localmente convexos sobre extensoes de funcionais em suas diversas versoes (ver Teorema 1.41).

No segundo capitulo apresentamos espacgos vetoriais dotados de estruturas semelhantes a
normas. De maneira geral, dedicamos nosso estudo aos espagos F-normados, quase-normados, p-
normados e A-normados. Neste contexto, ressaltamos o Teorema de Aoki-Rolewicz que estabelece

a equivaléncia entre espagos quase-normados e espacos F-normados.

Definigao (p-norma). Sejam 0 < p <1 e X um espago vetorial. Dizemos que uma aplicagio

|- : X — [0,00) € uma p—norma em X quando satisfaz

1. ||z|| > 0, se z # 0.
2. |laz|| = |a|||z||, para todo a e K e x € X.
3. Para todo z,y € X, vale que

[z +yl” < lz]l” + llyll”.
Teorema de Aoki-Rolewicz. Seja (X, || - ||) um espaco quase-normado. Entao existe uma
constante ¢ > 0 e uma p-norma || - |1 em X equivalente a quase-norma tal que,

] < |lz|l1 < ||z|| para todo x € X.
c



Introducao

O objetivo principal deste capitulo consiste em generalizar os teoremas classicos da Analise F
uncional, tais como: o Teorema da Aplicacdo Aberta, Teorema do Grafico Fechado e o Principio
da Limita¢ao Uniforme no ambiente de F-espagos (ver Teoremas 2.24, 2.28 e 2.31).

O capitulo 3 destina-se a abordar a teoria de bases em espagos vetoriais topologicos, com
énfase na anélise de critérios para sequéncias basicas. Em particular, no contexto de espagos
normados, o critério de Banach-Grunblum-Nikolskii ¢ amplamente conhecido e desempenha um
papel fundamental nessa andlise. Enunciaremos a seguir esse critério cuja demonstracao deta-

lhada pode ser encontrada em |[8].

Critério de Banach-Grunblum-Nikolskii. Uma sequéncia (x,)52 de vetores nao nulos em

um espago de Banach E € bdsica se, e somente se, existe uma constante K > 1 tal que para toda

[e.e]
n=1-

m
E ;L5

=1

sequéncia de escalares (ay,)

<K sempre que n > m.

n
E ;L5

=1

No decorrer deste capitulo, serao investigadas versoes desse resultado para espacgos localmente
convexos e [-espagos. Os Teoremas 3.2 e 3.6 sdo as primeiras caracterizagoes de sequéncias béa-
sicas para espacos localmente convexos, enquanto que, o Teorema 3.12 é a generalizagdo natural
para F-espacos do critério citado acima. Além disso, nesse capitulo serao aplicados diversos resul-
tados previamente discutidos nos capitulos anteriores. Por fim, serdao estudadas as propriedades
de extensoes para funcionais lineares definidos em F-espacos. O tltimo resultado que apresen-
tamos (ver Teorema 3.20) traz a equivaléncia entre a Propriedade de Extensao de Hanh-Banach

(HBEP) e convexidade local, como indicado a seguir.

Propriedade da Extensao de Hahn-Banach. Um F'-espaco possui HBEP se, e somente se,

for localmente convexo.



Notacao e Terminologia

Inteiros positivos

Denotaréa o do corpos dos escalares complexos C ou o dos reais R

O sistema de vizinhangas de x em um espago topoldgico X

Uma base de vizinhangas de x em um espago topoldgico X

Espaco vetorial formado por todos os operadores lineares continuos de X em Y
Dual algébrico de um espacgo vetorial X

Dual topolégico de um espago vetorial topoldgico X

Uma familia de seminormas no espago vetorial X

Indicard uma norma, quase-norma ou A—norma em um espago vetorial X
F-norma de um espacgo vetorial X

A bola unitéaria fechado do espaco normado X.

Convergéncia na topologia 7

O fecho de A com respeito a topologia 7

A topologia de Mackey em um espago vetorial topologico X

A envoltoéria convexa de um subconjunto A em um espago vetorial X.

O fecho da envoltoria convexa de A um subconjunto de um espago vetorial topologico X
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Capitulo
Espacos Vetorials Topologicos

Neste capitulo, exploraremos conceitos e resultados fundamentais da teoria dos espagos ve-
toriais topologicos, com um enfoque especial nos espagos localmente convexos. Esses espacos
desempenham um papel fundamental ao longo de todo o texto, e € importante compreender suas
estruturas e propriedades. Esse capitulo foi baseado nas seguintes referéncias 6], [7], [14], [15],
[16], [23], [27] e [33].

1.1 Nocoes Basicas

Definigao 1.1. Sejam X um espaco vetorial sobre o corpo K e T uma topologia em X. Dizemos

que o par (X, 7T) é um espago vetorial topoldgico se as operagoes

AD:ExX — X, AD(z,y)=x+vy

M:KxX—X, M(a,y) =ay
forem continuas com as respectivas topologicas produto em X x X e em K x X.
Exemplo 1.1. Espacos normados sao espagos vetoriais topoldgicos.

Exemplo 1.2. Considere X um espago vetorial nao trivial e a topologica cadtica 7 = {0, X }.
Entao (X,7) é um espago vetorial topoldgico. Vejamos que X nao € normado. Suponha que
existe uma norma em X que induza a topologia. Assim, B(0,1) é um conjunto aberto e nao
vazio, logo teriamos B(0,1) = X, o que é um absurdo pois subespagos normados sao ilimitados

enquanto B(0,1) € limitado.

Exemplo 1.3. Sejam X um espa¢o normado e o(X, X/) a topologia fraca em X. Entdo
(X,0(X,X")) éum espaco vetorial topoldgico. Sejam (zx)x e (yx)x redes em X tais que xy —
e yn — y, entdo para todo funcional linear continuo ¢ em X temos ¢(xy) — o(z) e

©(yr) — »(y) dai,

p(@x +yr) = (@) + @yr) — w(z) + 9(y) = p(z +y).



Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

Concluimos assim que T + yx — « + y, provando assim que a adi¢do é continua com relagdo
a topologia fraca. De modo andlogo prova-se que a multiplicacdo também € continua, portanto,

(X,0(X,X")) é um espaco vetorial topoldgico.

Exemplo 1.4. Para cada nimero 0 < p < 1, definimos

o0

by = 1 (a;)72 = aj € K para todo j € N e Z|aj]p < 00

j=1
Vejamos que £, € um espago vetorial topoldgico. Primeiramente iremos verificar que £, € um

espago vetorial. Para tanto, fixre s > 0 e considere a func¢do diferencidvel

fs:[0,4+00) — R, fs(t) =sP +t¥ — (s +¢)P.

Assim,
fi) = pt" = p(s + )"

e como 0 < p <1, seque que 0 < p—1 <0, entao fL(t) > 0 para todo t > 0, portanto fs é uma
fungao mondtona nao decrescente em [0, +o0]. Além disso, fs(0) = 0, dai seque que fs(t) > 0

para todo t > 0. Logo concluimos,

(s +t)P < sP + P para todos s,t > 0. (1.1)

Isto nos diz que £, € fechado com relagao a operagao de adigdo, e fechado também com relagdao
a operagao de multiplicagao por escalar. Concluimos assim que £, é um espago vetorial e a

aplicagao

[e.9]

dp by x by — R, dp((a;)72y, (b5)521) = Z |aj — b;|”
j=1

define uma métrica em £),.

Vejamos agora que as operagoes algébricas em £y, sao continuas com a topologia induzida pela

métrica d,. Primeiramente, dados quaisquer x,y,z € £, vale que,
dp(x + 2,y + z) = d(z,y).

Nesse caso dizemos que a métrica d,, € invariante por translagoes.

Sejam x,y € £y, e sequéncias (Tn)o> 1, (Yn)oey em by, tais que x, — T € yp, — Y.

dp($n+yna$+y) = dp xn+yn—x,x+y—x)
dp $n+yn—$,y)

IN

dp xn_x70)+d(07y_yn)
dp(xn,x) + d(yn,y) — 0+ 0=0.

(
(
dp(n — @,y — Yn)
(
(

6



1.1. Nogoes Bdsicas

Isto nos diz que T, + Yy — x + y, portanto a adi¢ao € continua. Para multiplicacdo, note

inicialmente que as sequintes propriedades da métrica d, sao vdlidas,

dp(ax,ay) = |a|Pdy(z,y) para todos x,y € £, e a € K,

dy(az,bzx) = |a — b|Pd,(x,0) para todos x € £, e a,b € K.

Assim, dados x € ), e a € K e sequéncias (z,)5-; em £y e (an)oe; em K tais que x,, — = e

an — a,

dp(anzn,ax) < dp(anmy,az,) + dp(azy,ax)

= |an - a|pdp($n, 0) + |(I|pdp(l’n, l‘) —04+0=0.

pois (xn)02, € p. Isso prova que a multiplicagdo € continua, portanto (l,,d,) € um espago
vetorial topoldgico metrizdvel.
Definigao 1.2. Sejam X eY espacos vetoriais topoldgicos. Um homeomorfismo linear T : X —»

Y € dito isomorfismo entre X e Y. Neste caso, dizemos que o0s espacos vetoriais topoldgicos X

e Y sao isomorfos.

Proposicao 1.1. Sejam X um espaco vetorial topoldgico, xg € X e a € K, a # 0, entdo as
aplicagoes
[ X —X f(x)=z+x

g: X — X, g(z)=ax
s@o homeomorfismos e g € um isomorfismo.

Demonstracao. Note inicialmente que as fungoes f e g s@o bijetoras. Para a continuidade, a

funcdo f é uma composta das aplicagoes

reX = (z,x0) € X x X —ax+a€ X,

e g é a composicao das aplicagoes

re X (a,z0) e Kx X —azr € X.

Como X ¢é um espago vetorial topologico as aplicagoes que envolvem adi¢ao e multiplicagao por
escalar sao continuas, e a continuidade das outras duas fungoes seguem da definigdo de topologia
produto.

O

Sabemos que homeomorfismos entre espagos topologicos transformam abertos em conjuntos
abertos. Assim, se f : X — Y é um homeomorfismo entre os espacos topoldgicos, entao
V & aberto em X se e somente se, f(V) é aberto em Y. Assim, o corolario a seguir segue

imediatamente da proposicao anterior.



Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

Corolario 1.2. As seguintes afirmagoes sao equivalentes para um subconjunto V do espago

vetorial topoldgico X :
1. 'V € uma vizinhanga da origem em X.
2. \V ={ x : 2z € V} é uma vizinhanga da origem em X para algum A € K, X\ # 0.
3. AV ={ x:x € V} é uma vizinhan¢a da origem em X para todo A € K, X\ # 0.
4. 20+ V ={xog+z:x €V} éuma vizinhanga de xo para algum zo € X.
5. xo+V ={xo+x:2 €V} € uma vizinhanga de xo para todo xy € X.

Observagao 1.1. Seja V' é uma vizinhanca de xo em X, entdo do Coroldrio 1.2 existe uma
vizinhanca U da origem, tal que V = x9 + U. Em outras palavras, as vizinhancas de um espago
vetorial topoldgico sdo translagoes de vizinhangas da origem. Dito isto, € suficiente estudar as

propriedades topoldgicas em vizinhancas da origem.

Observagao 1.2. Em particular, os conjuntos da forma xog+V e AV sdo abertos quando V' for

aberto. Mais geralmente, se V € um aberto e A C X, entao V + A € um conjunto aberto, pois

A+V =] (=} +V).

z€A

Definigao 1.3. Seja A um subconjunto do espago vetorial X. Dizemos que A é:
1. absorvente, quando para cada x € X, existe € > 0 tal que se A € K e || < e, entdo \x € A.
2. equilibrado, quando XA C A para todo A € K com || < 1.

Exemplo 1.5. Toda bola fechada centrada na origem de um espagco mormado € um conjunto

equilibrado e absorvente.

Sejam X um espago vetorial topoldgico e z € X, denotaremos por U, a familia de todas as
vizinhancas de x, isto é, a colecdo dos subconjuntos A de X que contém um aberto U contendo
x?

zelUCA.

Proposigao 1.3. Seja Uy a familia de todas as vizinhangas da origem de um espago vetorial

topologico X. Se U € Uy, entio
1. U € absorvente.
2. Existe Vel tal que V+V CU.
3. Existe V€ Uy, V equilibrado com V C U.
Demonstragao. (1). Seja z¢p € X. Considere a aplicagao
fK— X, f(\) = Azo.

8



1.1. Nogoes Bdsicas

Notemos que f é continua, pois é composta de funcdes continuas. Como U € Uy entdo f~H(U)
é uma vizinhanga da origem em K, logo existe ¢ > 0 tal que f(\) € U sempre que |\| < €, ou
melhor,

Azxg € U sempre que |\| < ¢,

portanto U é absorvente.

(2). A aplicagdo AD : X x X — X ¢é continua, pois X é um espaco vetorial topolégico. Como
U € Uy entdao ADY(U) é uma vizinhanga da origem em X x X. Além disso, AD(0,0) = 0.
Assim existe V € Uy tal que AD(V x V) C U, ouseja, V+V CU.

(3). Seja A = {\ € K: |\| < 1} o disco fechado em K. Como a multiplicagio M : K x X — X
é continua e M X (\,0) = X\.0 = 0, para cada A\ € A existem A, vizinhanga aberta de A\ em K, e
Vi € Uy tais que px € U sempre que p € Ay e z € V). Logo,

Ac A
AEA

Como A é compacto, existem Ai,--- A, € A tais que

n
Ac| A
i=1

n
Considere W = U Vi, € Up e vejamos que
i=1

px € U sempre que pt € A ex € W.

Com efeito, se u € A, entdo pu € Ay, para algum i € {1, ,n} e se x € W, entdo z € V), para
todo i € {1,--- ,n}. Definindo
V={ur:xeWepcAl,

temos que V & equilibrado, pois a € A implica ap € A e V C U. Mais ainda, como W C V
segue que V € Uy.
O

Observagao 1.3. Se combinarmos os itens (1) e (2) da proposi¢io anterior, seque que para cada

vizinhangca U € Uy existe uma vizinhanca equilibrada V € Uy, tal que V +V C U.
Lema 1.4. Se A CK € um conjunto equilibrado, entdo A € limitado ou A = K.

Demonstracao. Note que 0 € A, pois A é equilibrado. Suponhamos que A # K, assim existe
0#zeK—A, isto é |z| > 0. Se A fosse ilimitado, existiria b € A, de modo que |b| > |z|, donde

teriamos

-l

9



Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

z
sendo A equilibrado temos que z = Zb € A, o que é um absurdo, logo A é limitado.
O]

Definicao 1.4. Seja X um espaco vetorial. Um subconjunto C C X € dito convexo se para cada
z,y € C o conjunto [a,b] = {ta+ (1 —t)b:t € [0,1]} estd contido em C, ou equivalentemente,
tC + (1 —t)C C C para todo t € [0,1].

Na proposicao a seguir veremos todas as propriedades sobre conjuntos convexos e equilibrados

que usaremos ao longo do trabalho.

Proposigao 1.5. Seja X um espaco vetorial topoldgico.
1. Se C ¢ convero, entio int(C) e C sdo conjuntos convezos.
2. Se A,BC X entio A+ BC A+ B.

3. Se B ¢é equilibrado, entdo B também ¢é equilibrado e ainda, se 0 € B, entio int(B) é

equilibrado.

4. Combinagoes lineares e intersecoes arbitrdrias de conjuntos convexos e equilibrados sdo

conjuntos convexos e equilibrados.

5. Sejam Y um espago vetorial, T : X — Y linear e AC X e B CY conjuntos convexos e
equilibrados. Entio os conjuntos T(A) CY e T~Y(B) C X sdo converos e equilibrados.

Demonstragao. (1) Como int(C) C C e C é convexo, entao
t-int(C)+ (1 —1t)-int(C) C C.

Como int(C) é aberto entao pela Observacao 1.2 o conjunto int(C)+ (1 —t)-int(C) é um aberto
contido em C, portanto esta contido em int(C).

Para a outra parte, primeiramente considere x € C e U € Uy. Seja V uma vizinhanca
equilibrada da origem tal que V' C U. Sabemos que x+ V é uma vizinhanga de x, logo (x+ V)N
C #0, digamos zpy =z +yy € C, assim ¢ — xy € VN C pois V é equilibrado, dai x — xzy € U,
portanto a rede (xr — xy)vey, com a relagdo de continéncia invertida, converge para zero.

Sejam z,y € C et € [0,1]. Pelo comentado acima, existem redes (z — 2y )veu, € (Y —yu)veus
que convergem para zero, onde zy,yy € C para todo U € Uy. Como C' é convexo entao a rede
(zut + (1 — )yu)veu, esta contida em C com xpt + (1 — t)yy — ot + (1 —t)y. Portanto C é
CONvexo.

(2) Sejam a € A, b € B e W uma vizinhanga de a + b. Pela Corolario 1.2 tem-se que W =
a+ b+ Wy, onde Wy é uma vizinhanca da origem. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que Wy + Wy C Wy, logo W1 = a+ Wy e Wy = b+ Wy sao vizinhangas de a e b respectivamente,
com Wy + Wy CW. Existem z € ANW; ey e BNWy. Entao z+y € (A+ B)N (W1 + Wa),
portanto (A + B) N W # ). Dai segue que a +b € A + B e consequentemente, A+ B C A + B.

(3) Seja a € K é um escalar nao nulo, a aplicacdo
g: X — X, g(z) = azx,
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1.1. Nogoes Bdsicas

¢ um isomorfismo. Assim, se 0 < |a| < 1 entao

aB =g(B) = (B) = aB C B,

onde a tltima continéncia segue do fato que B é equilibrado, assim B é equilibrado. Suponha

agora que 0 € B. Seja a € K com |a| < 1. Se a # 0, entdo « - int(B) é um aberto satisfazendo
a-int(B) C aB C B,

logo
a-int(B) C int(B).

Se a = 0 temos « - int(B) = {0} Cint(B).
Os itens (4) e (5) seguem imediatamente da definigdo de convexo e equilibrado.
O

Proposigao 1.6. Um espaco vetorial topoldgico X € um espaco de Hausdorff se e sé se o conjunto

{0} ¢ fechado.

Demonstrag¢ao. Suponha X um espago de Hausdorff, veremos que {0} é fechado, isto é, o conjunto
X — {0} é aberto. Com efeito, dado = # 0, entao existem vizinhangas U,V € Uy, tais que
(x+U)NV =0. Em particular 0 ¢ z + U, assim  + U C X — {0}. Concluimos assim que {0}
é fechado.

Suponhamos agora que {0} é fechado. Sejam z,y € X, com = # y, ou seja, x —y # 0.
Sendo X — {0} um conjunto aberto, existe uma vizinhanga U € U tal que 0 ¢ = — y + U. Pela
Proposigao 1.3 existe uma vizinhanca equilibrada da origem V', tal que V +V C U. Sabemos
pelo Corolario 1.2 que x + V' é uma vizinhanga de x e y + V' é uma vizinhanga de y. Afirmamos
que

(z+V)N(y+V)=0. (1.2)

De fato, se existissem s,t € V tais que
T+ s=y-+t,

entao teriamos que —s € V', pois V ¢ equilibrado, dai,

O=(@x—y)+(t—s)cx—y+V4+V_Cr—y+U,

o que é uma contradi¢do. Portanto a rela¢ao em (1.2) é valida e, assim, concluimos que X é um
espago de Hausdorff.
O

Proposigao 1.7. Seja X um espaco vetorial topoldgico. Se A C X entdo o fecho de A € a

intersecao de todas as somas de A com vizinhancgas da origem, isto €,

A= () @A+0).
Ueldy
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Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

Demonstragio. Sejam x € A e U € Uy. Considere V uma vizinhanca da origem equilibrada tal
que V C U. Como z 4+ V é uma vizinhanca de z, entdo (z + V)N A # (), assim existe b € V de
modo que x +b € A, como V ¢é equilibrada entdo z € A+ V C A+ U e, portanto,

Reciprocamente, sejam z € ﬂ (A+U) e x+U uma vizinhanga de z, onde U € Uy. Considere

Ueldy
V uma vizinhanga da origem equilibrada com V' C U, entdo x € A+V C A+ U, ou seja, existem

a€ Aebe B tal que x = a+ b, donde segue que x —b = a € V, pois V é equilibrada. Logo
(x + V)N A # 0, onde concluimos que (z +U)N A # 0, logo z € A.
O

Corolario 1.8. Um espago vetorial topologico X € um espago de Hausdorff se e sd se a intersegdo

de todas as vizinhangas da origem é {0}.

Demonstra¢ao. Com efeito, se X é um espago de Hausdorff entdao {0} é um conjunto fechado,

segue assim da proposicao anterior que,

0= oy +0)= () U={o}.

Uely Uely

A reciproca é imediata também pela Proposicao 1.7.
O

O Corolario 1.8 é uma excelente caracterizagao de espacos de Hausdorff que usaremos forte-

mente nos capitulos posteriores.

Corolario 1.9. Em um espaco vetorial topologico X cada vizinhanga de zero contém uma vizi-

nhanca equilibrada e fechada da origem.

Demonstracao. De fato, seja U € Uy, considere V uma vizinhanca da origem equilibrada com

V +V CU. Pela Proposicao 1.5, V é também equilibrado e pela Proposicio 1.7 temos,

V= () V+WCV+VCl,
Wely

dai segue o resultado desejado. O

1.2 Espacgos Localmente Limitados

Definicao 1.5. Um subconjunto B de um espacgo vetorial topoldogico X € limitado se para cada

vizinhancga da origem U, existir um ng € N tal que B C ngU.

Exemplo 1.6. Seja X um espago vetorial normado. Se r > 0 denotemos a bola por B, = {x €

E:|z|| <r}emX. SeU é uma vizinhanca da origem em X, entao existe um v’ tal que B,» C U.

12



1.2. Espacos Localmente Limitados

Em particular existe ng € N tal que
B'r' - nOBr’ - nOU-

Portanto, todas as bolas centradas na origem em um espaco normado sdo limitadas. Assim, se
B € limitado, existe ng € N com B C noBi, logo ||z|| < ng para todo x € X. Logo a nogao
de limitagdo em um espago vetorial topologico recupera com a defini¢cdo usual de limitagcdo em

espagos normados.

Todo subconjunto de um conjunto limitado é limitado. A seguir veremos que o fecho de um

conjunto limitado é também limitado.

Proposicao 1.10. Seja X um espaco vetorial topoldgico. Se A C X ¢ limitado, entdo A também

0 €.

Demonstracdo. Seja U uma vizinhanga da origem. Pelo Corolario 1.9 existe uma vizinhanga
fechada W da origem com W C U. Sendo A limitado, existe n € N tal que A C nW, assim

ACnW =nW CnlU,

logo A ¢ limitado.
O

Teorema 1.11. Seja X wum espago vetorial topoldgico. Se K C X € compacto, entdo K €

limitado.

Demonstracdo. Seja U uma vizinhanga da origem. Considere W € Uy, equilibrada com W C U.

Para cada x € K, existe r(x) > 0 tal que z € r(x)W, pois W é absorvente. Entao,

K C U r(z)W.
zeK

n

Sendo K compacto, existem x1,--- ,x, € K tal que K C U r(x;)W. Como W equilibrado,
i=1

temos aW C W, para 0 < a < 3. Assim, K C tW para todo t € N com ¢ > ro = max{r(z;) :

1 <i<n}. Portanto K C tU, logo K é limitado.
O

Teorema 1.12. Seja V uma vizinhanca da origem em um espaco vetorial topoldgico X. Se

O<ri<ro<--- er, — 00 quando n —» 00, entao
o0

X = UrnV.
n=1

Demonstragao. Fixando z € X. Como a aplicacao T : K — X, definida por T'(a) = ax é

continua, entdao T-1(V) é um conjunto aberto em K contendo a origem. Assim, existe uma
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Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

vizinhanga U da origem em K, de modo que T(U) € V. Como r, — o0, entdo para n
suficientemente grande, temos que — € U, logo, —x € V, dai segue que x € r,V.
Tn Tn
O
Proposigao 1.13. Seja X € um espago vetorial topoldgico. Se z € X, A e B sdo conjuntos

limitados em X, entao os conjuntos {z}, AU B e A+ B sao limitados.

Demonstracao. Seja U uma vizinhanga da origem, entao U é absorvente, assim z € noU para
algum ng grande. Considere V uma vizinhanga da origem equilibrada com V +V C U. Sendo

A e B limitados, entdo A C n1V e B C nyV, para alguns ni,ne € N. Portanto

AUB CngV

A+ B CngV +ngV C ngU,

onde ng = max{ni,na}.

Proposicao 1.14. Toda sequéncia convergente em um espago topoldgico € limitada.

Demonstragao. Com efeito, seja ()72 ; uma sequéncia convergente em um espagco topologico X,

digamos z,, — z, pondo y, = =, — z entao y, — 0. Seja U uma vizinhanca da origem em X,

no
entao existe ng € N tal que y,, € U para cadan > ng. O conjunto A = {y1,vy2, - ,Yno} = U{yl}
=1

é limitado pela proposi¢ao anterior e B = {y, : n > no} C U é também limitado, assim A U B
é limitado e como {z, : n € N} = z + (AU B), segue novamente da proposi¢do anterior que a
sequéncia é limitada.

O

Observacgao 1.4. A convergéncia de redes em espacos topologicos nao implica em limitacdo de
redes. Por exemplo, sejam I = R um conjunto dirigido, equipado com a relagao de ordem natural

(67

de R e (zo)acs uma rede definida por x, = e=%. Temos que xo, — 0, mas a rede nao € limitada.

Definicao 1.6. Um espago vetorial topologico X ¢é dito localmente limitado quando existir uma

vizinhanga da origem em X limitada.

Exemplo 1.7. Todo espaco normado X € localmente limitado, pois B, € um conjunto limitado

para qualquer v > 0.

1.3 Operadores Lineares Continuos

Definicao 1.7. Sejam X e Y espacgos vetorias topoldgicos e T : X — Y um operador linear.
Dizemos que T é continuo se para cada vizinhanga da origem U de Y existe uma viznhanca da
origem V de X tal que T(V) C U.
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1.8. Operadores Lineares Continuos

Definicao 1.8. Um operador linear T : X — Y entre espagos vetoriais topoldgicos € dito

limitado quando leva conjuntos limitados de X em conjuntos limitados de Y .

Proposigao 1.15. Seja T : X — Y wm operador linear continuo entre espacos vetoriais

topoldgicos. Entao T ¢é limitado.

Demonstragio. De fato, seja A um conjunto limitado da origem e U uma vizinhanga da origem
em Y, pela continuidade de T' existe uma vizinhanga da origem V de X tal que T(V) C U.
Sendo A limitado, entdao A C nV para algum n € N. Assim,

T(nA)=nT(A) CT(V)CW,

portanto T' é limitado. O

Observagao 1.5. A reciproca desse resultado nem sempre € verdadeira. Por exemplo, seja X
um espago de Banach de dimensao infinita, o operador identidade ig : (X,0(X, X)) — X €
limitado, pois sabemos da teoria dos espacos normados que 0s conjuntos limitados na norma sao
apenas aqueles fracamente limitados. Entretanto iq ndo € continua, uma vez que as topologias

fracas e da norma coincidem apenas em dimensdo finita.
Em espacos metrizaveis, limitacdo implica em continuidade como veremos a seguir.

Proposigao 1.16. Seja X e Y espagos vetorias topoldgicos com X metrizdvel. SeT : X — Y

€ um operador linear limitado, entao T é continuo.

Demonstracdgo. Suponhamos que 7' nao seja continuo, assim existe uma vizinhanga da origem W
de Y tal que T-*(W) ndo contém nenhuma vizinhanca da origem em X. Sendo X metrizavel,

sabemos que a colegao dos conjuntos
1
B,=<z€e X :d(z,0) < —
n

forma uma base de vizinhancas da origem. Como T nao é continuo, para cada n € N existe
x, € By tal que z ¢ T-Y(W). Assim a sequéncia (r,)°, converge para zero, em particular
A = {z, : n € N} é limitada. Entretanto, segue por construgdo que T(A) nao esta contido
em nenhum conjunto da forma nW para algum n € N. Gerando uma contradi¢ao ja que T é

limitada. Portanto 1" é continuo. O

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata dessa proposi¢ao e da observagdo anterior.

Corolario 1.17. Se X ¢ um espag¢o normado de dimensdao infinita, entido a topologia fraca em

X nao € metrizdvel.

Definicao 1.9. Uma funcio T : E — F entre espagos vetoriais topoldgicos € dita uniforme-
mente continua se para toda vizinhanca U da origem em F' existe uma vizinhanca V' da origem
em E tal que sex,y € E ex —y €V entao f(x)— f(y) € F.

Proposicao 1.18. Se T : E — F ¢ um operador linear entre espacos vetoriais topoldgicos,

entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes.
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Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

1. T € continuo
2. T € continuo na origem
3. T € continuo em algum ponto de E

4. T € uniformemente continuo

Demonstragao. A implicagao (1) = (2) é valida para quaisquer espagos topologicos. Vejamos
que (2) = (3). Com efeito, dado = € E e U uma vizinhanga da origem em F, entao T'(z) + U
¢ uma vizinhanga de T'(xzp). Como T' é continua na origem, existe uma vizinhanca V' da origem

em E de modo que T(V) C U. Assim, x + V & uma vizinhanca de x e,
Tx+V)=T(x)+T(V)CT(x)+ U,

portanto, T é continua em x € E. Agora, suponha (3) e vejamos que 7" é uniformemente continuo.
Para isso seja x € E um ponto no qual 7' é continuo. Considere U uma vizinhanga da origem
em F, logo T'(x) + F é uma vizinhanca da origem em 7'(x). Sendo T" continua em z, existe uma
vizinhanga V de z tal que T'(V) C T'(z) + U. Além disso, —z + V' é uma vizinhanga da origem
em F. Por fim, dados z,y € F com x —y € —x + V, da linearidade de T temos

Tx)—Ty)=Tx—-y) eT(—x+V)

T(—z+V)=-T@)+T(V)C -T(z)+T(z)+ U ="U.

Concluimos assim que T é uniformemente continua. Notemos que uniformemente continua im-

plica em continua.

O

Proposigao 1.19. As seguintes afirmagées sao equivalentes para um funcional linear ¢ : E —

K no espago topoldgico E.
1. ¢ € continuo.
2. ker(p) € um conjunto fechado em E.
3. @ € limitado em alguma vizinhanga da origem.

Demonstragdo. A implicagdo (1) = (2) segue do fato de que ker(p) = p~1({0}) e {0} é fechado
em K. Provemos agora (2) = (1) Se ker(p) = E entao ¢ é limitada. Suponha ker(yp) # E,
assim o conjunto V' = E —ker(p) é aberto e nao vazio de E pois ker(y) é fechado. Em particular,
V' & uma vizinhanca de cada um dos seus pontos. Dito isto, se x € V entao U = —z + V é uma
vizinhanga da origem. Assim podemos considerar uma vizinhanga equilibrada W da origem com
W CU. Assim,

WCU=-x+YV,

logo z + W C V, e portanto
(x + W) Nker(p) = 0. (1.3)
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1.4. Espacos Localmente Converos

Veremos que (W) é limitada. Considere z € W, A € K, com |A| < 1, segue da linearidade da
@ que
Ap(a) = p(Ax) € p(W),

portanto ¢(W) é um subconjunto de K equilibrado. Assim, pelo Lema 1.4, (W) é limitado ou
©(W) = K. Suponhamos que ¢(WW) = K. Neste caso existe w € W tal que p(w) = —¢(x), e dai
o(z + w) = 0. Por (1.3) sabemos que isso nao ocorre, portanto p(W) é limitado. Finalmente
provemos que (3) = (1) Por hipodtese existem uma vizinhanga da origem W em E e algum
K > 0 tais que |p(z)| < k para todo x € W. Dado € > 0, se z € W temos que |p(z)| < e.
Como W é uma vizinhanga da origem resulta que ¢ ¢ continua em 0 e pela Proposigao 1.18

temos que ¢ é continua. OJ

1.4 Espacgos Localmente Convexos

Proposicio 1.20. Seja E um espaco vetorial topoldgico tal que E' # {0}. Entao eziste uma

vizinhanga convexa da origem V # E.

Demonstragao. Por hipotese existe ¢ € E' e zy € E tal que ©(xg) # 0. Note que o conjunto

V= g <(—oo, W)) - {er: o)) < M?”}

¢ aberto pois ¢ é continua e contém a origem. Além disso, V' # F ja que xg ¢ V. Afirmamos

que V' é convexo. Para isso, considere x,y € V e t € [0, 1], logo

lp(tz + (1 =t)y)| = [to(z) + (1 —t)p(y)]
< tle(@)] + (1 —1)]e(y)]
- t\w(;:o)! +(1_t)!w(gfo)\
< |<P(;30)|.

Portanto tz + (1 — t)y € V, donde segue a convexidade de V.
O

Definigao 1.10. Um espago vetorial topoldgico E € dito locamente convexo quando possuir uma
base de vizinhangas da origem formada por conjuntos converos.

Exemplo 1.8. Espagos normados sao localmente convezos, uma vez que as bolas abertas { B(0,¢)}e>0

formam uma base de vizinhancas convexas da origem.

Exemplo 1.9. Seja X um espaco normado. Sabemos que os conjuntos da forma
Vie={z € X :|pi(z)| <e com J finito ei € J}

onde e >0 e p; € X' para cada i € J sio bases de vizinhangas da origem na topologia fraca de
X e claramente os conjuntos V. sio converos. Portanto (X,a(X,X")) é um espago localmente

CONVETO.
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Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

Exemplo 1.10. Jd vimos que £, € um espaco vetorial topoldgico metrizdvel para p € (0,1).
Veremos que €, nao € um espago localmente convexo. Para cadar > 0 afirmamos que a vizinhanga
da origem B(0;r) = {x € ¢, : dp(x,0) < r} ndo contém vizinhangas convezas da origem. De
fato, seja V- uma vizinhanga convexa da origem tal que V- C B(0;r). Euxiste entdo € > 0 com
B(0;e) C V. Escolha 0 < § < ¢ e considere a sequéncia (en)5>, dos vetores candnicos em Ly,.

1 1
Assim d,(0repn,0) =6 < ¢, dai seque que 6re, € V para todo n € N. Sendo V' convezo, entdo

1 n 1 1
or or or
— 6]‘:?614""4‘;6716‘/,

para todo n € N. Porém,

n n 1N\ P n
or B or\ o on g,
b| 0] = <n> =) =iy =T oo

visto que 0 < p < 1, isto nos diz que V' ¢é ilimitado, o que é um absurdo, uma vez que V-.C B(0;r).
Concluimos assim que £, nao € um espago localmente convexo. Em particular, £, nao é um espago

normado.

Proposigcao 1.21. Seja Uy a familia de todas as vizinhancas da origem do espago localmente

convero X. Se U € Uy entao existe Vo € Uy, equilibrada, conveza e fechada, tal que Vo C U.

Demonstracdo. Seja U; uma vizinhanga da origem fechada com U; C U. Sendo X localmente
convexo, existe uma vizinhanga Us convexa contida em U;. Sabemos que existe uma vizinhanga

equilibrada W da origem contida em Us. Estamos na seguinte situagao,
WCU,CU; CU. (1.4)

Para cada s € K com |s| = 1, temos

sSWCWes 'WcCw.

Assim,

W = (5_1)(SW) g S_IW e W = S(S_IW) g SW

e portanto
sSW=W=s"'W

para todo escalar s com moédulo 1. Em particular,

sTIW =W C Us,

logo W C sUs;. Definamos

V= ﬂ sUs,

lsl=1

entao W C V C Uy, assim V' é uma vizinhanca da origem contida em Us. Pela Proposicao 1.5
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1.5. Seminormas e convezidade local

os conjuntos sUs sao convexos e assim V' é convexa por ser interse¢ao de convexos.
Vamos agora mostrar que V é equilibrada. Seja t € K com [t| < 1. Se v € V, entao v € sUs

para todo escalar s com |s| = 1. Logo, para qualquer tal escalar s,
tv € tsUy = s1|t|Us,
em que 51 = s’ e t = [t|e?’. Vejamos que

81|t|U2 Q 81U2.

Com efeito, se u € Us, entao

s1|t|u = [t|(s1u) + (1 — [¢])0 € s1Uq,

uma vez que s1Us é convexo contendo a origem e sju € s1Us. Portanto tv € s1Us. Quando s
percorre todos os escalares de médulo 1, s; também percorre todos os escalares escalares, pois
|s1] = |s]|, logo

tv € m s1Us = V.

[s1]=1

Assim, encontramos uma vizinhanga convexa e equilibrada de V da origem contida em Us.
Resulta da Proposicio 1.5 que V é também uma vizinhanca convexa e equilibrada da origem.

Pondo Vy =V, como Uj é fechado, da relagao de continéncia em (1.4) temos

VoCU; CU.

Da demonstragao do resultado anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.22. Seja X um espacgo vetorial topoldgico. Se A € um subconjunto equilibrado em

X, entao sA = A para todo s € K com |s| = 1.

Podemos concluir também da Proposigao 1.21 que todo espago localmente convexo admite
uma base de vizinhancas formada por conjuntos equilibrados, convexos e fechados.
1.5 Seminormas e convexidade local

Definigao 1.11. Seja X um espago vetorial. Uma seminorma em X € uma funcdop: X — R

que satisfaz as sequintes condicoes:
1. p(z) > 0 para todos a € K e x € X;
2. plaz) = |alp(z) para todos a € K e x € X;
3. p(x +y) < p(z)+ ply) para quaisquer z,y € X.
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Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

Seja x € X, entao p(0) =p(0-z) =0-p(x) =0 e também do item (3) segue facilmente que

lp(z) — p(y)| < p(z —y) para todos z,y € X.

Toda norma é uma seminorma. A aplica¢do p(z,y) = |z| € um exemplo de uma seminorma sobre

R? que ndo é uma norma.

Exemplo 1.11. Sejam X um espago vetorial e ¢ um funcional linear em X. Entao a aplicagio

p: X — R, dada por p(z) = |¢(x)| é uma seminorma em X.

Seja P uma familia de seminormas no espago vetorial X. Dados o € X ee > 0, n € Ne

P1,P2, * ,Pn € P, definimos

V(zo,p1, - yon;e) ={z € X :pi(r —x9) <e,i=1,---,n}.
Para cada z € X, chamamos de V), a colegao de todos os subconjuntos de X da forma V (z,p1, -+ ,pn;€).

Proposigao 1.23. Sejam p1,--- ,pn seminormas no espago vetorial X, xg € X ee > 0. Entdo
V(-xOvpl? ctt 5y Pnj 8) =g + V(Oaplv te 7pn;€)'

Demonstrag¢ao. Dado x € V(zg,p1,- - ,pn;€), basta ver que x = z¢ + (x — xg) onde = — z¢ €
V(zo,p1,- -+ yPn;€), pois pi(z — x9) < € para cada ¢ = 1,--- ,n. Para a inclusdo contraria,
suponha que = € xg + V(0,p1, -+ ,pn;€), existe assim y € V(0,p1, -+ ,pn;e) de modo que
r =x0+ Yy, logo x — ¢ = y ou melhor, x € V(xg,p1,- -+ ,pn;€).

O

Antes de iniciar o proximo teorema, precisaremos de um resultado basico em topologia geral
sobre como construir topologias a partir de cole¢oes de conjuntos satisfazendo algumas condicoes.

A demonstragao da proposi¢ao a seguir pode ser encontrada em [23].

Proposigao 1.24. Seja X um espacgo topoldgico e, para cada x € X, seja V, uma colegio de

subconjuntos de X satisfazendo:
1. SeV eV, entiox € V;
2. Se Vi,Vo € V,, entao existe V3 € V,. tal que V3 C Vi N Vay;
3. Se V €V, entao existe Vo € V, tal que se y € po, entao existe W € Vy com W C V.
Entao existe uma topologia em X na qual V, € uma base de vizinhancas para cada x € X.
Teorema 1.25. Seja P uma familia de seminormas no espago vetorial X .

1. Existe uma topologia 7p em X que, para cada x € X, admite V, como base de vizinhancas

de x, isto é,
™ ={G C X : para cada x € G exite U € V,, tal que U C G}.
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1.5. Seminormas e convezidade local

2. (X,7p) é um espago localmente convezo.
3. Cada seminorma p € P € Tp-continua.

4. (X,7p) € Hausdorff se e somente se para cada x # 0 em X existe uma seminorma p € P
tal que p(x) # 0.

A topologia Tp serd chamada de topologia determinada pela familia de seminormas P.

Demonstragao. (1) Dado V- =V (xo,p1,- -+ ,pn;€) € claro que xg € V, pois p;(zo — z9) = 0, para
todoi =1,---,n. Considere Vi = V(zg,p1, "+ ,0n;1), V2 = V(x0, B1,-+ , Pm;€2) € Ve, entao
Vs =V (xo,p1, * yPnsB1, 5 Pm;€), onde € = min{e, 9} € tal que V3 C V3 N Vs, O resultado
segue diretamente da proposicao anterior.

(2) Primeiramente vejamos que (X, 7p) é um espago vetorial topologico. Para provar a
continuidade da adigdo AD : X x X — X sejam (9, yp) € X x X e W uma vizinhanga bésica
de xo + yo, logo existem py,--- ,p, € P e e > 0 tais que W = V(g + yo,p1, "+ ,Pn,€). Entao
V =V(0,p1,- - ,pn, 5) ¢ uma vizinhanga da origem em X e pela Proposicdo 1.23 zg+V e yo+V

sao vizinhancas de g e yp, respectivamente. Como V +V C U, entao

AD((zo + V) x (o +V)) = o+ V+y+V=xg+y+V+V
C xo+y+U=W,

provando asssim a continuidade de adicao.
Vamos verificar que M : K x X — X é continua. Para isso considere (ag,zo) € K x X e
W uma vizinhancga de agzg, pela Proposi¢ao 1.23, existe uma vizinhanca da origem Wy tal que

apxro + Wo =W, em que Wy =V (0,p1,--- ,pn;€). Para cada j = 1,--- ,n defina

3

9 N 1\ U:mln 777j:17 y Mgy
o3 (w0) 1) t }

nj =

3

0=——"—— A={aeK:|a| < eV =V(0,p1, - ,pn;90).
Mao 7oy 4= La€B i lal <} 01,1+, )

Como A é uma vizinhanca da origem em K, entao (ap + A) x (xg + V) é um vizinhanca de

(ap, o). Assim, basta verificar que
M((ap + A) x (zo +V)) C W = agzo + Wp.
Dados j € {1,--- ,n},a€ap+Aex€xg+V,

pjlaxr —apxo) = pjlax —axg + axo — apxo) < pjlax — axo) + pjlaxo — apzo)

= |a|pj(x — xo) + |a — ao|p;(x0) < |ald + np;j(xo)

< Jafsr———t (o)

= (ao[+ ) " 2(p; (o) + TN

= el Dot 20 + 07 )
< g
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Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

assim (ax — apzg) € Wy e como azx = agxg + (ax — agzg), entdo ax € W.

Além disso, os conjuntos da forma V(x,p1, - ,pn;€) s@o convexos. Entao (X,7p) é um
espago localmente convexo.

(3). Sejam p € P, 9 € X e € > 0, considere o aberto A = (p(xo) — &,p(x0) + €), tomando
V =V(xo,p,€), para cada x € V, temos

Ip(z) — p(z0)| < plx —20) <€

assim p(V') C A, provando assim que p é continuo.

(4) Suponha que X é um espago de Hausdorff. Seja x € X, com z # 0 entao existe uma
vizinhanga basica V' = V(0,p1,--- ,pp,€) da origem que nao contém x. Assim para algum
j€e{l,---,n} temos

pj(x) =pj(x—0)>e>0.

Reciprocamente, sejam x,y € X, com x # y, entdo x — y # 0 assim existe uma seminorma

p € P tal que p(x —y) > 0. Portanto os conjuntos V = V(x, p, Z@) e W =V(y,p; W)
sdo vizinhangas = e de y, respectivamente, com V NW = (). Portanto, (X, 7p) é um espago de
Hausdorff.

O

Exemplo 1.12. Seja X um espago normado, entio a topologia fraca o(X, X/) € gerada pela

familia de seminormas p, : X — R dada por p,(x) = |p(x)].

Exemplo 1.13. Seja Q um aberto de R™ e seja k € K. Denotamos por C*(Q) o espaco vetorial
de todas as funcio f :  — R que sio de classse C*. A topologia compacto-aberta de ordem k em
C*(Q) € a topologia localmente convera definida pela famdlia de seminormas pr : C*(Q) — R
definida por

olelf

= Imax su v ————

lo|<k zeK

onde K C Q compacto, a = (a1, 02, ,an) € NJ e |a| =a1 + a2+ - a,. Os conjuntos

)<e},

com K compacto e € > 0, formam uma base de vizinhancas da origem convexas e equilibradas.

olelf

(&3] (e%
8.7:1 ct al‘n"

V(0,pr;e) = Uke = { f € C*(Q) : max sup
la|<k zc K

Exemplo 1.14. Seja Q um aberto de C, denotaremos por H() o espago vetorial de todas as
fungées holomorfas f : Q — C. A topologia compacto-aberto em H(Q2) € a topologia localmente
convezxa definida pela familia de seminormas pg : H(2) — R, definidas por

px(f) = sup [f(2)],

zeK

em que K C € compacto. Os conjuntos,

V(0,pic:€) = Uk = {f e H(8): sup ()] < }
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1.5. Seminormas e convezidade local

com K compacto e € > 0 formam uma base de vizinhancas da origem que sao convexas e equili-

bradas.

Proposicao 1.26. Sejam P uma familia de seminormas que gera a topologia X e (To)aca uma

rede em X. Entao
1. (za)aca converge para zero em X se e somente se p(x,) — 0 para todo p € P.

2. Se (za)aca € uma rede de Cauchy entao (p(za))aca € também uma rede de Cauchy para
todo p € P.

Demonstragao. (1) Se p € P entdo p é Tp—continua, assim p(z,) — 0 quando x, — 0.
Suponhamos agora que p(x,) — 0 para todo p € P. Seja U uma vizinhanga da origem em X,
digamos U = V(0,p1, -+ ,pp;€) para alguns p1,--- ,p, € Pec > 0, assim paracadai =1,---,n
existe a; € A tal que

a> o = |pi(za)| < e.

Considerando ag € A com ag > «; para todo i =1,--- ,n, obtemos
a > ag = |pi(za)| < € para todo i.

logo z,, € U sempre que a > qg.
(2) Analogo ao item anterior.
O

Observagao 1.6. Nao ¢ vdlido a reciproca do item (2) na proposi¢ao anterior. Considere por
exemplo, X um espaco vetorial normado munido com a topologia fraca e xg # 0 em X. Seja
(n)22 ) a sequéncia definida por x, = (—1)"xo, entio py(xyn) = |p(x0)| para todo n € N, logo a
sequéncia py(Tn) — pp(xo) assim a sequéncia (py(Tn))aey € de Cauchy. Porém, como xq # 0,

entao eriste ¢ € X' com o(xzg) # 0, portanto dados m,n € N, temos

[p(zn — zm)| = lp(zn) — p(zm)| = |e(z0)

nao pertencendo assim a vizinhanca da origem U =V (0, ©; @), ou seja (T5)52; nao € uma

sequéncia de Cauchy.

Seja p uma seminorma em um espago vetorial X. Veremos a seguir que o conjunto {z € X :
p(x) < 1} é convexo, equilibrado e absorvente. Por outro lado, se A é um conjunto absorvente,

definamos o funcional de Minkowski em A por
pa: X — R, pa(x) =inf{A >0:2 € AA}. (1.5)

Como A é absorvente entdao p4 estd bem definida, isto é, p4(x) < oo para todo x € X.
O nosso objetivo é mostrar que toda seminorma é um funcional de Minkowski para algum
conjunto convexo, equilibrado e absorvente. Como consequéncia disso, provaremos que cada

espaco localmente convexo tem sua topologia gerada por uma familia de seminormas.
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Capitulo 1. Espagos Vetoriais Topoldgicos

Proposigao 1.27. Seja p : X — R wma seminorma no espaco vetorial X. Entdo o conjunto

A={x e X :p(z) <1} € convero, equilibrado, absorvente e p =pa4.

Demonstracao. Seja o € K com |a| < 1. Se & € A entao p(az) = |alp(z) < p(r) < 1, assim A
é equilibrado. Sejam z,y € A et € [0,1] entao p(tz + (1 —t)y) < tp(z) + (1 — t)p(y) < 1, logo
A é convexo. Por fim, se x € X e s > p(x), entao p (g) = gp(:n) < 1, assim % € A, ou melhor
x € sA para todo s > p(x). Portanto A é absorvente.

Por fim, sendo A absorvente, podemos definir o funcional de Minkowski em A e assim p4(z) =
inf{\ > 0:2 € M} = inf{\A > 0: 2\t € A} = inf{\ > 0 : p(x) < t} = p(z) para todo
reX. O

Proposigao 1.28. Seja A um subconjunto convexo e absorvente de um espaco vetorial X .
1. pa(z+y) <pa(z)+paly) para todos x,y € X.
2. pa(tz) = tpa(zx) para todo x € X e todo t > 0.
3. Se A € equilibrado, entdo p4 € uma seminorma.
4. Se B={ze X :pa(z)<l} eC={r e X :pa(x) <1}, entio BC ACC.

Demonstragao. (1) Dados x,y € X e sejam A\, > 0 tais que x € MM ey € pA entdo z +y €

M + pA. ComoAéconvexo,ﬁgl,ﬁ“ugleﬁ—i—ﬁ:l,

)\A+MA>:()\+ )<)\A LA

+ye(A+ — +
rHy el M)< A+ A4 A+p

Portanto pa(w +y) < A+ i e assim pa(w +y) < pa(@) +pa(y).

tr T
(2) Set > 0 entdo — € A se e somente se — € A logo,
s

s/t
se{A>0:tx e M} = s/te{\>0:2 € \A}.

Deduzimos assim que pa(tx) = tpa(z).

(3) Suponhamos que A seja equilibrado. Dados a € K e 2 € X, escrevamos a = |ale?, como A
¢ equilibrado, entdo e’ A = A, uma vez que || = 1. Entdo pa(e?z) = pa(x), usando o item
(2) obtemos

palaz) = pa(lale’z) = |alpa(e?z) = alpa(z),

logo p4 é uma seminorma em X.
(4) E imediato que se x € A entdo pa(z) < 1, logo x € C. Suponhamos agora que x € B,
entdo existe A > 0 tal que pa(z) < A < 1lex € MNA. Entdo z € A pois A é equilibrado. Logo
BCACC.

O
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1.5. Seminormas e convezidade local

Teorema 1.29. Seja By uma base de wizinhangas convexas e equilibradas da origem no es-

paco localmente convexo X. Entao a topologia de X € gerada pela familia de seminormas

7) = {pV}VEBo .

Demonstracdo. Como cada vizinhanca V' € By é absorvente, entdo pela proposi¢do anterior, o

funcional de Minkowski py em V' é uma seminorma e,
{reX:px)<1}CV C{zeX: p) <1}
Disso resulta que, para todo V € By e e > 0,
{reX py(x)<e} CeV C{zre X :py(x) <2} (1.6)

Basta mostrar que os conjuntos da forma {x € X : py(z) < €} com V € By e ¢ > 0 formam
uma base de vizinhangas da origem na topologia 7p, pois sendo isso verdade a equagao 1.6 nos
mostra que todo aberto na topologia de X é um aberto na topologia 7p e vice e versa. Como
{r € X : py(z) < e} = p;'(—00,e) e pelo teorema 1.25 cada py ¢ Tp—continua, entdo os
conjuntos dessa forma s@o vizinhangas abertas da origem. Seja 0 € U € 7p, existem & > 0,
Vi, , Vi, € By tais que V(0,py;, - ,pv,;€) € U. Sendo By uma base de vizinhangas da
origem, existe V € By tal que VC Vi N---NV,. Da definigdo do funcional de Minkowski resulta

que Py, < py para todo j =1,---,n, assim
{x S X :pV(ﬂf) < E} g V(07pV17' te 7an;E) g U7

concluindo assim a demonstragao.

Combinando os Teoremas 1.29 e 1.25 obtemos o seguinte corolario

Corolario 1.30. Um espaco vetorial topoldgico € um espaco localmente convero se, e somente

se, sua topologia é gerada por uma familia de seminormas.

Proposigao 1.31. Espaco vetorial topoldgico isomorfo a um espago localmente convexo € também

localmente convezo.

Demonstra¢do. Sejam X um espaco vetorial topologico, ¥ um espago localmente convexo e
T :Y ~— X um isomorfismo. Basta notar que se (4;);c; ¢ uma base de vizinhanca convexa
da origem em Y entao pelo item (5) da Proposigao 1.5 a colecao (1'(A4;));c; ¢ uma base de
vizinhanca convexa da origem em X.

O

Proposigao 1.32. Sejam X um espaco vetorial topoldgico sem vizinhancas convexas proprias da
origem e Y um espaco localmente convero de Hausdorff. Entao o unico operador linear continuo

de X emY € o operador nulo.
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Demonstracao. Seja U uma base de vizinhangas convexas e equilibradas da origem de Y. Como

Y é Hausdorff entao {0} = ﬂ A. SeT: X — Y & continuo, entdao T~1(A) é uma vizinhanga

Aeld
da origem convexa em X para cada A € U, logo por hipétese devemos ter T-1(A) = X. Assim,

Ker(T) =T Y({0}) = (ﬂ A) =71

AcU Aeld

provando assim que 1" é o operador nulo. O

Agora concentramos nossa atencao na teoria dos espacos L, com 0 < p < 1. Ao leitor nao

habituado com conceitos e resultados na teoria da medida e integracao, indicamos a referéncia

14].

Exemplo 1.15. Sejam 0 < p <1 e (X, X, u) um espago de medida. Definamos por L,(X, X, 1)
como o conjunto das fungoes mensurdveis f : (X,X) — R tais que / |f|Pdpn < oo, com

X
a convengdo usual de identificar fungdes que sdo iguais p—quase sempre. A desigualdade 1.1

implica facilmente que L,(X,3, u) € um espaco vetorial com as operagoes usuais de fungoes. A

g)Z/Xf—glde

define uma métrica em L,(X,%, p). Vejamos que L,(X, %, 1) € um espago vetorial topoldgico

exTPressao

com a topologia induzida pela métrica d. Com efeito, sejam f,g € Lp(X, %, 1) e (fn)o1, (gn)o2y
sequéncias em Ly(X,3, u) com f, — f e gn —> g. Entao

d(fu+gui f+g) = /!fnJrgn—f—glpdu

< [ U= sraus [ o= gran

= d(fn, f) + d(gn,9) — 0+0=0.

Portanto a soma é continua, e de maneira andloga vé-se que a multiplicacao por escalar também
€ continua. Logo L,(X, X, 1) € um espago vetorial topoldgico. por fim, iremos verificar que esse
espago € completo. Para isso seja (frn)or, uma sequéncia de Cauchy em Ly(X, %, 1), entdo para

cada € > 0 temos

iz € X ¢ |fu(@) = ful0)] >} = 1dy

/{meX:Ifn(fE)fm(fE)|>5}

gp/ ’fn - fm|pd/~L
{2eX:|fn(z)— fm(z)|>c}

—-p ' — mpd
< e /X\f FlPdlp
= E_pd(fnvfm)'

Assim a sequéncia (f,)02, € de Cauchy em medida. Logo existe uma fung¢do mensurdvel f para

a qual fn, — f em medida. Pela convergéncia em medida, eviste uma subsequéncia (fn, )?i1 que
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converge para f p—quase sempre. Dado € > 0 considere Ny € N tal que d(fm, fn) < € sempre

que m,n > Ny, entao

/rﬁ—fmm - /1m1nxm—fuwmﬁ
X X

Jj—00

IN

Jj—o0

= lim infd(fy,, f) <e.
J—00

im inf [ 1f,, (a) = £(o) Pl

Portanto f = (f — fn,) + fng € Lp(X, 3, ).

Encaminharemos no sentido de verificar que o espaco L, [0, 1] nao é localmente convexo. Antes

disso precisaremos de alguns resultados e defini¢oes.

Definigao 1.12. Dizemos que uma fun¢ao F : [a,b] — R € absolutamente continua, quando

para cada € > 0 existir 6 > 0 tal que, para toda sequéncia de intervalos disjuntos {(cy, i) 1 1 <
n

n
i <n} de modo que Z(ﬂz — ;) < 4, tem-se Z |F'(Bi) — F(a;)| < e.
i=1 i=1
Obviamente toda funcao absolutamente continua € uniformemente continua, basta usarn =1
na definicao.

Teorema 1.33. (Teorema Fundamental do Cadlculo para Integrais de Lebesgue). Seja F :

[a,b] — R uma fungdo, entao as sequintes condi¢des sao equivalentes:
1. F € absolutamente continua;
2. F(z) — F(a) = [ f(t) para algum f € Li[a, b).
A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [15].

Proposigao 1.34. Seja 0 < p < 1. Considere o espago L0, 1] como o conjunto das fungoes, tais
que / |fIPdm < 00, onde m é a medida de Lebesque em [0,1]. Entao Ly[0,1] nao € localmente
0,1

CONVEXO.

Demonstragao. Vejamos que nao existem vizinhangas convexas proprias da origem em L0, 1].

De fato, seja U uma vizinhanca convexa da origem. Assim existe € > 0 tal que,

B(0,e) = {feLp[O,l]:d(f,O):/X|f]p<s} cu.

Como 0 < p < 1, entdo 1 —p > 0, logo dado f € Lp[0,1], f # 0, podemos considerar n € N de

modo que d(f,0) < n'~P - e. Definamos assim a funcio

F:[0,1] — R, F(t)_/

| f 1P -
0.0

Logo,
ﬂnnmzﬂnz/ FPdy em que [P € L]0, 1],
[0,1)
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Assim do Teorema 1.33 segue que F' é absolutamente continua, em particular é continua.
Como a funcao F' é mondtona nao-decrescente e nao nula, pois f # 0 entao F(1) > 0. Logo

-1
F0)=0< n—2 -F(1) < F(1). Do Teorema do Valor Intermediéario podemos tomar 0 < t,,—1 <
n
n—1

t, =1 tal que F(t,—1) = - F(1). Assim,

n
n—1 1
n n

F(tn) - F(tn—l) = F(l) -

_9 _
T2 Ry < B

1
- F(1) = F(t,—1), pelo Teorema do
n—2

E novamente, como F(0) = 0 <
n

Valor Intermediario existe 0 < ¢,,_9 < t,,—1 tal que F(t,—2) = - F(1). Assim,

n—1 n—2 1

Fltu-) ~ Ftu—2) = P(1) - "= F(1) = —F(1).

n
Chamando tg = 0, ap6s n passos teremos construido uma particao 0 =tg < t1 < to < --- <t, =
1 de [0, 1] tal que

1 1
[ P = F) - Pt = PO =5 [ (1P,
[tj:t5-1) " 10
para todo j = 1,---,n. Para cada j = 1,--- ,n considere a funcdo caracteristica X[tj,l,tj) :

0,1] — R, tal que Aj;,_,,)(t) = 1 set € [tj_1,t;] e vale zero caso contrério. Definamos a
funcao f; € L,[0,1] dada por

i) =nf() Xy, ,)(@).

Dessa forma,

d(fj70) = / ’an[tjfl,tjﬂpdm
(0,1]

= np/ ‘f‘pdm
[t5:t5-1)
1

= [ i,
" Jo,1]

= vt [ i,
0,1
= np_ld(f, 0) <e,

para todo j = 1,--- ,n. Assim cada f; € B(0,e) C U. Como

n

"1 1 1
Dpdi= g hi et = g o X =
j=1

e U é convexo, segue assim que f € U. Como f foi escolhido arbitrariamente, temos que
U = L,[0,1]. Provamos entao que a tnica vizinhanga convexa da origem é o proprio L,[0, 1].
Portanto L,[0,1] ndo é localmente convexo.

0

28



1.6. Teoremas de Hahn-Banach

Corolario 1.35. Se 0 < p < 1. Entdo L,[0,1] = {0}

Demonstracao. Com efeito, se Ly[0, 1}/ # {0}, pela Proposigao 1.20, existiria uma vizinhanga da

origem convexa U # L,[0, 1]. Contradizendo assim o teorema anterior. O

Mais geralmente, pelas Proposigoes 1.32 e 1.34 temos o seguinte resultado.

Corolario 1.36. Para 0 < p < 1, o unico operador linear continuo de L,[0,1] em qualquer

espago localmente convero de Hausdorff € o operador nulo.

Para mais detalhes sobre o espago L, (X, %, u) com 0 < p < 1, sugerimos as referéncias [11]
e [13].

1.6 Teoremas de Hahn-Banach

Iniciaremos essa sessao enunciando os classicos Teoremas de Hahn-Banach no caso real e

complexo. A demonstragao desses resultados podem ser encontradas em [9].

Teorema 1.37. (Teorema de Hahn-Banach-caso real) Sejam X um espago vetorial sobre o corpo

dos reais e p: E — R uma funcdo que satisfaz

p(az) = ap(z) para todo a > 0 e todo x € X

p(z +y) < p(z) +p(y) para quaisquer z,y € X.

Sejam M um subespago vetorial de X e g : M — R uma fungao linear tal que |g(x)| < p(z)
para todo x € X. Entao existe uma fungao linear f : X — R tal que flyr = g e |f(z)] < p(x)
para todo x € X.

Teorema 1.38. (Teorema de Hahn-Banach-caso complexo) Sejam X um espago vetorial sobre

um corpo reais e p . E — R uma funcao que satisfaz

p(azx) = |alp(x) para todo a € K e todo x € X

p(xz+vy) < p(z)+ ply) para quaisquer z,y € X.

() para

() para

Sejam M um subespago vetorial de X e g : M — R uma fungao linear tal que g(z) < p
todo x € X. Entao existe uma fungdao linear f: X — R tal que flpr = g e f(x) <p
todo x € X.

Teorema 1.39. Sejam M um subespago de um espago vetorial X, p uma seminorma em M e
vo : M — K um funcional linear tal que |oo(x)| < p(x) para todo x € M. Entao existe um
funcional linear ¢ : X — K que estende g e |o(x)| < p(x) para todo x € X.

Lema 1.40. Seja X um espago localmente convexo e P uma familia de seminormas que gera a
sua topologia. Uma aplicacdo linear f : X — K € continua se e somente se existem p € P e
M > 0 tal que |f(x)] < Mp(x) para todo x € X.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que existem p € P e M > 0 como no enunciado. Sendo f linear,
para provar a continuidade de f é suficiente ver que f é continua na origem. Com isso, seja U
uma vizinhanga da origem em f(0) = 0, digamos U = (—¢, €) para algum € > 0. Assim tomando
V =V(0,p, ) e x € V entdo

F(@)] < Mp(e) < M7 =,
logo f(V) C (—¢,¢).
Reciprocamente, suponhamos que f é continua. Entdo f~!((—1,1)) é uma vizinhanga da
origem em X, logo existem p € P e d > 0 tal que V = {x € X : p(z) < 6} C f~((~1,1)). De
outra forma, se y € X entao |f(y)| < 1 sempre que p(y) < J. Sejam entdao x € X e a > 0. Entao

) )
t = ——x é tal ) i _ 1, fazend +
o vetor y a+p(x)$e al que p(y) < ¢ e assim f(a+p(x)$> < 1, fazendo a« — 07 e
1
M = 5 temos |f(x)| < Mp(x) para todo x € X. O

Teorema 1.41. (Teorema de Hahn-Banach para espagos localmente convexos) Sejam X um
espago localmente convexro e M um subespago vetorial de E. Entao todo funcional continuo
po € M’ pode ser estendido a X' preservando a linearidade e continuidade, isto €, existe p e X'

tal que o(x) = wo(x) para todo x € M.

Demonstracao. Seja P a familia de seminormas que gera a topologia em X, como (g é continua
em M, entdo pelo Lema 1.40 existe p € P e M > 0 tal que |po(z)] < Mp(x) para todo
x € M. Assim, pelo Teorema 1.39 existe um funcional linear ¢ : X — K que estende g e
lo(x)| < Mp(x) para todo x € X, e novamente pelo Lema 1.40, ¢ é continuo.

O

Lema 1.42. Todo funcional linear nao constante em um espago vetorial topologico € aberto.

Demonstracao. Sejam X um espaco vetorial topoldgico e ¢ um funcional linear nao constante,
entdao ¢ # 0. Considere U uma vizinhanga em X e xg € U fixo. Seja a = ¢(xgp), como ¢ # 0
existe 1 € X tal que ¢(z1) = 1. Sendo X um espago vetorial topolégico podemos considerar

d > 0 de tal forma que zg + tx; € U quando || < . Entao temos
B(a,0) :={x e K: |z —a| <d} C o).

De fato, se |z — a| < § segue que xo + (z — a)z; € U e assim p(z9 + (r — a)z1) = x. Portanto
o(U) é um aberto em K.
O

Teorema 1.43. Sejam X wum espago vetorial topologico e A, B C X subconjuntos disjuntos,

CONVETOS € Nao vazios. Entao
1. Se A é um aberto, existem f € X e~ € R tal que
Ref(z) <~y < Ref(y) para todo z € A e todo y € B.
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2. Se A é compacto, B fechado e X localmente convezo, existem f € X e v1,7v2 € R tais que

Ref(x) < v1 <2 < Ref(y) para todo x € A e todo y € B.

Demonstragao. (1) Sejam ay € A e by € B. Considere xyp = by —ap e C = A — B + xg.
Pela Observacgao 1.2 C é aberto e 0 € C. Portanto C' é uma vizinhanga aberta, em particular
absorvente e convexa da origem. Seja po : C — R o fucional de Minkowski de C'. Entao
po € uma seminorma tal que C = {z € X : po(z) < 1}. Como AN B = (), entdao zg ¢ C,
logo p(zg) > 1. Considere a aplicagdo g : span{zo} — R, definida por g(txg) = t. Assim,
obtemos g(txg) =t < tpc(xo) = po(txo) se t > 0 e g(txg) =t < 0 < pe(tzg) se t < 0, logo
g(tzo) < pc(txo) para todo t € R. Pelo Teorema 1.37 existe um funcional linear f : X — R
que estende g e f(x) < po(z) para todo z € X. Em particular, f(z) < 1 para todo z € C e
também, f(z) > 1 para todo x € —C. Logo |f| < 1 na vizinhanga da origem C' N (—C), logo
pelo Teorema 1.19 segue que f € X . Sejam agora a € A e b € B. Como f(xg) = g(xo) = 1,
temos f(a) — f(b) +1 = f(a—b+ x0) < pla—b+ xp) <1 uma vez que a — b+ 9 € C, assim
f(a) < f(b). Como A e B sao convexos entdao f(A) e f(B) sao subconjuntos convexos de R,
isto é, intervalos, com f(A) a esquerda de f(B). Como f é nao constante, do Lema 1.42 que f

¢ aberta, assim f(A) é um conjunto aberto. Tomando v = sup f(A) obtemos
f(x) <~y < f(y) para todo x € A e todo y € B.

(2) Sejam A compacto, B fechado e X localmente convexo. Dado = € A, entdo z ¢ B, logo
existe uma vizinhanga da origem V, em X tal que (x + V;) N B = (). Considere U, € Uy(X),

convexa com U, + U, C V,, assim

Ac|J@+Un)
T€EA
n
sendo A compacto, existe um numero finito de pontos z1,--- ,z, € A de modo que A C U (x; +
i=1

n
Usz,). Seja V. = ﬂ Us,, entdo V é um aberto contendo a origem e (A + V)N B = (, pois se

reA+V, entéoljcle i+ Uy, +V paraalgum i =1,--- ,n., logo z € x; + Uy, + Uy, C x; + Vy,,
assim = ¢ B.

Como A é convexo, temos que A+ V' é aberto e convexo, uma vez que V' é aberto e cada U,
é convexo. Pelo item (1) existe um funcional f € X' tal que f(A+V) e f(B) sio disjuntos, com
f(A+ V) um intervalo aberto a esquerda de f(B). Como f(A) é compacto e f(A) C f(A+V),

existem v;,v2 € R tais que
f(z) <y <72 < f(y) para todo = € A e todo y € B.

O

Corolario 1.44. Seja X um espaco localmente convexo, entdo X' separa pontos de X, isto €,
dados z,y € X com x # vy, existe f € X tal que f(x) # f(y).
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Demonstra¢ao. Basta usar o item (2) do teorema anterior com A = {z} e B = {y}.

O

Corolario 1.45. Seja X um espago localmente convexo e M um subespaco fechado de X. Se
xg € X — M, entdo existe um funcional linear f € X' tal que f(x) = 0 para todo © € M e

f(zo) = 1.

Demonstragao. Sejam A = {xo} e B = {M}, entdo pelo item (2) do Teorema 1.43 existem
fe X' v,7 €R tal que

f(zo) < v <2 < f(x) para todo z € M.

Portanto f(z¢) # f(x) para todo z € M. Assim f(M) é um subespago proprio de K, logo
f(M) = {0} e com isso f(zg) # 0. Definindo se necessario f = Flzo)

Zo
desejado. O

obtemos o funcional

1.7 Envoltoria Convexa

Definigao 1.13. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X. Definimos a envoltoria
convezxa de A, denotado por conv(A) como sendo a intersecao de todos os subconjuntos convexos

de X que contém A.

Como intersec¢ao de conjuntos convexos ¢ convexo, segue imediatamente que conv(A) é sempre

um conjunto convexo.

Observagao 1.7. Suponha C um conjunto convexo de um espago vetorial X. Sejam x1,x9,x3 €
3

C e ai,ao,,a3 nimeros reais positivos tais que g a; = 1, entdo escrevendo
i=1

3

a a
Zaixi = (a1 + a2) < L4+ —2 I2> + agzs
i1

ay + a a; + a2
seque que Z§:1 a;x; € C, e procedendo esse argumento por indu¢do, podemos provar que se C' €
um conjunto convexo entao Z?:l a;x; € C para quaisquer x1,Ta, -+ , Ty € C eay,ag,--+ ,a, >0,
n
satisfazendo g a; = 1. E reciprocamente, se um conjunto satisfaz essa propriedade claramente

i=1
ele € convexo. Demonstramos assim a sequinte caracteriza¢do das envoltdrias converas.

Proposigao 1.46. Seja X um espago vetorial, para qualquer A C X temos
n n

conv(A) = Zaixi : Zai =1, coma; >0,2;, € A, neN
j=1 j=1

Proposicao 1.47. Se A é um conjunto equilibrado em X, entio conv(A) também o é.
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n
Demonstragao. Com efeito, dados z = Zaixi € con(A) e A € K, com |A\| <1 entao,
j=1

n n
Az = )\E aixi:E AQ;T;
i=1 i=1

= Za,()\x,) S COTL'U(A)

j=1
pois A é equilibrado, portanto conv(A) é equilibrado. O
Proposigao 1.48. Sejam A1, Ao, --- , A, conjuntos convexos compactos em um espaco vetorial

topolégico X . Entao, a envoltdria convera conv(A; U Ag U---U A,) € compacta.

Demonstracdo. Denotemos por S o seguinte subconjunto de R™

n
S:{(Slas%'“ ;Sn):S@'ZO, e Zslzl}
=1
:[)01’1(1()14:141><142><><14n7 deﬁnamOSfZSXAHXdadapor

f(s,x) = s121 + S92 + - -+ + Spxy

e ponha K = f(S x A). Sendo f uma fungao continua segue que K é compacto e claramente
K C conv(A1 UAyU---UA,). Resta-nos verificar a inclusao contraria, para isso sejam (s, x) e
(t,y) eSxAea,8>0,a+ =1, entao

af(s,2) + Bf(ty) = D asiwi+ Bliy,

=1
(asizi + Btiyi)
— t;
Z as; + 8 s + Bt
= f (u7 c),

em que u=as+ Gt € Sece A, onde

C; =

as;z; + Btiy;
as; + Bt;

Como cada A; é convexo, entdo ¢; € A;, logo K é um conjunto convexo e A4; C K para cada

i=1,2---n, basta considerar s; = 1 e s; = 0 para todo j # i. Assim segue que conv(A; U Ay U
-UA,) C K, portanto conv(A; U A U---UA,) = K é convexo. O

Seja X um espago vetorial topologico e A C X, denotamos o fecho da envoltéria convexa de A
por cont(A) = conv(A). E possivel provar que conw(A) é a intersecio de todos os subconjuntos
convexos e fechados de X que contém A. Em outras palavras, conv(A) é o menor conjunto
convexo e fechado que contém A. O préximo resultado nos indica como podemos obter o fecho

da envoltéria convexa de um conjunto a partir de semi-espacos afins.
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Teorema 1.49. Seja X um espago localmente convexo real. Entdo o fecho da envoltoria convexa

de um subconjunto ndo vazio A € a intersegcao de todos os semi-espagos fechados que contém A.

Demonstracao. Seja L a intersecao de todos os semi-espacos fechados que contém A, como cada
semi-espaco é convexo segue que L é fechado e convexo pois é intersecao de conjuntos fechados e
convexos, e como A C L, segue que conv(A) C L. Para a desigualdade contraria, basta ver que
X/econv(A) C X/L. Seja x € X/conv(A). Aplicando o Teorema de Separacao de Hahn-Banach

para os conjuntos A = {z} e B = conv(A), existem ¢ € X', a1, a0 € R tal que
o(r) < a1 < ag < a(y) para todo x € B = conu(A).

Seja H = {a € X : p(a) > as} = ¢ {[az,00)} entdo H ¢ um semiespaco fechado com
conv(A) C H, assim AC H ex ¢ H. Como H C L entao temos que x € X/L.
O

1.8 Espacgo Quociente

Definigao 1.14. Seja M um subespago de um espago vetorial X. Para cada x € E, seja w(x) o
conjunto que contém x, dado por
m(x) =x+ M.

Esses conjuntos constituem todos os elementos do espago quociente E//M, chamado de espago

quociente de X modulo NV, isto é,
X/M={n(z):x € E}y={x+ M :xz € E}.
X/M & um espago vetorial quando munido com as operagoes
m(x)+7(y) =n(z+y), ar(zr)=r(ax).

E importante mencionar que se z,y € E sio tais que m(z) = 7(y), entdo x —y € M. Com isso

obtemos que se 7(x1) = 7(x2) e w(y1) = 7(y2), entdo
m(r1 +y1) = w(xe +y2), an(xy) = an(xz).

Portanto as operacoes no espaco quociente estao bem definidas.

Cada espacgo vetorial X e um subespago M induz a aplicacao chamada quociente, definida
porm: X — E/M, w(z) = x + M. Quando X for um espago vetorial topolédgico, definimos
a topologia no espago quociente X/M como sendo a menor topologia que torna a aplica¢do m

continua.
Proposigao 1.50. Sejam X um espaco vetorial topologico e M um subespaco de X, entdo:
1. m: X — X/M ¢ continua e aberta.
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2. X/M ¢é um espago vetorial topoldgico.
3. X/M ¢é Hausdorff se e sé se M é fechado em E.
4. Se X € localmente convezo, entao E/M € localmente convezo.

5. Se By € uma base de vizinhangas da origem em X, entao a familia
B={n(U):U € By}

€ uma base de vizinhangas da origem em X /M.

Demonstragao. (1) Por defini¢ao, a aplicacao m é continua. Seja A um aberto em X, vejamos

que m(A) é aberto em E/M, o que equivale a dizer que 7~ !(7(A)) é aberto. Basta notar que

7t w(A) ={reX :n(z)ex+ A} =A+ M,

que é aberto, pois A é aberto em X.

(2) Vamos provar que a aplicagao
+: X/MxE/M — X/M, +(x+M,y+ M)=x+y+ M

é continua, para isso sejam z,y € X e W uma vizinhanca aberta de z +y + M, entdo 7~ (W)
é uma vizinhanga aberta de x + y em X, pois m é continua. Como X é um espago vetorial
topoldgico, existem vizinhangas abertas Uj e Vi em X de z e y respectivamente, tais que U1 +V; C
7 1(W). Como 7 é aberta, entdo U = w(Uy) e V = m(V}) sdo abertos contendo x + M e y + M
respectivamente e assim, U +V C 7~ ! (7(W)) = W, provando assim a continuidade da soma.

De maneira analoga vé-se que a operagao de multiplica¢do por escalar em X /M ¢é continua,
portanto X /M é um espago vetorial topologico.

(3) Se X/M ¢é um espacgo de Hausdorff, entdo pela Proposi¢ao 1.6 o conjunto{0 + M} é
fechado, assim 7=1({0 + M}) = M & também fechado.

(4) Seja U uma vizinhanga da origem em X/M. Entao 7~!(U) é uma vizinhanga da origem
em X. Como X é localmente convexo, existe uma vizinhanga aberta e convexa da origem V', tal
que V C 7= 1(U). Sendo 7 continua e aberta, segue que 7(V') é uma vizinhanga aberto e convexa
em X/M com 7(V) C w(r~Y(U)) = U, logo X/M ¢ um espaco localmente convexo.

(5) Anéalogo a demonstragao do item anterior.

1.9 Topologias Fracas

Sejam X um conjunto nao vazio, (Y;);er uma familia de espagos topolégicos e f; : X — Y]
uma familia de fungoes para cada ¢ € I. Definiremos sobre X a menor topologia que torna
todas as fungoes f; continuas. Essa topologia deve conter todos os conjuntos da forma { fi_l(G) :
G é um aberto em Y;}, assim esta familia forma uma sub-base para a topologia inicial em X,

isto significa que uma base para essa topologia é formada por intersecao finita de elementos
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da sub-base. Chamemos de 7 essa topologia. Note que se cada Y; é um espago de Hausdorff
e a familia (f;);er separa pontos de X, entao X é um espago de Hausdorff. Com efeito, sejam
x,y € X, com x # y, assim para algum i € I temos f;(x) # fi(y) em Y;, logo existem vizinhangas
disjuntas Ve W de f;(x) e fi(y), respectivamente. Portanto, f; '(V) e f;'(W) sdo vizinhangas
disjuntas em 7 de = e y respectivamente. 7 é usualmente chamada como topologia gerada pela
familia de fungoes (f;)icr.

Estamos interessados no caso em que X é um espaco vetorial, Y; = K para todo i € I e a

familia (f;)icr € a cole¢ao de todos os funcionais lineares em X.

Lema 1.51. Sejam X um espago vetorial e ©,p1,...,0n, funcionais lineares em X tais que
n

ﬂ Ker(yp;) C Ker(y). Entao ¢ é uma combinagao linear de v1,92,* , n-

i=1

Demonstracao. Considere as transformagoes lineares

T:X — K", T(x)=(p1(2),p2(x),- -, on())

U:T(V)—K, Ulpi(z),p2(z),- - ,on(z)) = @(2).

Note que U estd bem definida, pois se (¢1(z), p2(z), - ,on(x)) = (01(y), 02(y), -, on(y)),
entio (¢1(z — 9), 92z — 1), > pn( — ) = 0, logo  —y € M, Ker(ps) C Ker(p) e assim
o(z) = ¢(y). Sendo U linear existe uma extensao linear W : K" — K de U. Pelo Teorema de

Riez em dimensao finita, existem escalares a1, as,- - ,a, tais que

n
Wiz, 22, ,2n) = E a;zj para todos 21,22, -+, zn € K,
Jj=1

em particular,

n

p(2) = Ulpi(2), 2(2), - pul@)) = W(pr(), p2(x), -, onl2) = D ajeo(x),
j=1

para todo z € X.
O

Teorema 1.52. Seja X um espaco vetorial e seja Y o espaco vetorial de todos os funcionais
lineares definidos em X que separa pontos. Dotamos X da topologia gerada pela familia Y que

iremos denotar por o(X,Y). Entao X € um espago localmente convexo cujo dual é'Y .

Demonstracao. Para cada ¢ € Y, defina p,(z) = |¢(z)|. Entao p, é uma seminorma em X e
a familia P = {p, : ¢ € Y} separa pontos de X pois Y separa pontos de X. Portanto essa
familia define uma topologia 7 localmente convexa em X. Vamos ver que 7 = o(X,Y’), cada p,,
é T-continua, e por definicao da seminorma obtemos que ¢ € Y é 7-continua. Por outro lado,
dadoe > 0e ¢ €Y, se tem {z € X : py(x) < e} = || H{(—¢,¢)}, logo as vizinhangas da

origem em 7 sdo vizinhangas da origem em o(X,Y). Segue facilmente também que o(X,Y) é
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uma topologia de espago vetorial topologico sobre X, tem-se assim que 7 C o(X,Y). E como
vimos, todo ¢ é continuo na topologia 7, logo ¢(X,Y’) C 7, portanto o(X,Y) = 7.

Segue da defini¢do de o(X,Y) que Y C (X,0(X,Y))". Reciprocamente, consideremos um
funcional linear continuo ¢ : (X,0(X,Y)) — K. Como vimos, P gera a topologia o(X,Y),

assim existem @1, @2, , vy, € Y e uma constante M € (0,00) de modo que

lp(z)] < M - _Imax Pp; () = M - _Imax |pi(z)| para todo = € X.
=l m i=ln

n
Essa igualdade implica que ﬂ Ker(p;) C Ker(y) e segue assim do Lema 1.51 que ¢ é combinagao
i=1
linear de @1, @2, -+ , @y, portanto ¢ € Y, pois Y é linear.

O

Definigao 1.15. Seja X um espago vetorial topoldgico cujo dual X' separa pontos de X. Cha-

mamos de topologia fraca de X denotada por O'(X,X,), como sendo a topologia gerada por X' .

. . /
Pelo teorema anterior, a topologia (X, X ) torna X um espago localmente convexo e clara-
mente essa topologia é mais fraca que a original. Denotamos a convergéncia de sequéncias em
relagdo a topologia fraca por x,, — , é de facil verificagao que se , — x <= @(2,) — @(z)

!

para todo ¢ € X'. E novamente pelo teorema anterior, temos (X, o(X, X)) = X'

Exemplo 1.16. Considere a sequéncia (ey) dos vetores candnicos em Uy definida por
€n = (ana alaoa"')'

Entao (e,)52, converge para zero na topologia fraca, uma vez que se ¢ = (yn)oo, € (52)/ = {o,
o0

obtemos que p(eyn) = yn, —> 0 uma vez que Zyi < 00. Porém como ||ey||2 = 1 para todo n € N
n=1
seque que (en)o2; nao converge.
Seja A um subconjunto de um espaco vetorial topologico X, denotamos por A" o fecho de
A em relagao a topologia fraca, também chamado de fecho fraco de A. O préximo resultado
garante que para subconjuntos convexos de um espaco topoldgico, o fecho coincide com o fecho

fraco.

Teorema 1.53. (Mazur). Seja X um espago localmente convero e A C X. Entao

1. conv(A) = conv(A)";
2. Se A é convexo, entio A= A",
3. SeY éum subespaco de X entaoY =Y .

Demonstragao. Os itens (2) e (3) seguem imediatamente do item (1). Além disso, pelas observa-

¢Oes anteriores vé-se que conv(A) C conv(A)w. Para provar a inclusao contraria, pelo Teorema

1.49, conv(A) é a intersegao de todos os semi-espagos fechados que contém A. Por definigao

cada semi-espago fechado é fracamente fechado, logo conv(A) é fracamente fechado, e assim
w

conv(A)  C conv(A). O
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s e . - w .
Corolario 1.54. Seja X um espaco localmente convexo metrizdvel. Se x, — x, existem com-

binagoes convexas (yn ), do conjunto {x, : n € N} tais que y, — x.

Demonstragao. Seja A = {x,, € N}, entdo z € A, logo x € conv(A)w e pelo teorema anterior

z € conv(A). Sendo X metrizavel existe uma sequéncia (y,)>2 ; € conv(A) com y, — z. O

Por meio das topologias fracas podemos obter um novo teorema de separagdo sem a ne-
cessidade de convexidade local, em contra partida, precisamos que os conjuntos A e B sejam

compactos.

Teorema 1.55. Seja X um espago vetorial topoldgico cujo dual separa pontos. Sejam A, B C X

~ . ~ . . ~ . . ’
sao conjuntos nao vazios, disjuntos, convexros e compactos. FEntao existe um funcional f € X

tal que
sup Ref(z) < inf Ref(z).
€A TzEB
Demonstragio. Sabemos que X, = (X,0(X, X)) é localmente convexo. Como todo aberto na

topologia fraca é um aberto em X, entdo os conjuntos A e B sdo compactos na topologia fraca
e como obviamente X,, é um espaco de Hausdorff segue que A e B sao fechados em X,,. Assim
do Teorema 1.43 existe f € (X,0(X, X)) tal que

sup Ref(z) < inf Ref(z).
zEA €D

’

Segue assim o resultado desejado uma vez que (X,o(X, X)) = X .
O

Definic¢ao 1.16. Seja X um espaco vetorial topoldgico cuja dual X' separa pontos de X. Defini-
mos a topologia fraca estrela, denotada por O'(X/, X) como sendo a topologia gerada pela familia

de seminormas P = (Py)eex definidas por Py : X' — X, Py(¢) = |p(z)].

Nesse momento iremos definir o polar de um conjunto definido em um espaco vetorial topo-
logico com o intuito enunciar uma versao do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki. No proximo

capitulo estudaremos esses conjuntos com mais detalhes.

Definicao 1.17. Seja X um espaco vetorial topoldgico e A C X. Definimos o polar de A o
conjunto
A ={pe€ X' lo(x)| <1 para todo x € A}.

Exemplo 1.17. Seja X um espag¢o normado, se ¢ € B, e logo |p(x)| < 1 para todo x € By,
entao ¢ € Bys. Por outro lado, se ¢ € By e x € By temos |¢(z)| < ||lo||||lz|| <1, dai ¢ € B%.
Portanto, B, = By.

Teorema 1.56. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja X um espago vetorial topoldgico e V uma vizi-
nhanc¢a da origem, entao V° é compacto na topologia fraca estrela. Em particular, a bola unitdria

fechada By do dual de um espago normado € fechada na topologia fraca estrela.
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Capitulo

F-espacos e Resultados Estruturantes

Na secao anterior vimos que no contexto de espagos localmente convexos o Teorema de
Hahn-Banach permanece vélido. Por outro lado, para o caso nao convexo a situacao é bem
mais delicada, um resultado bastante profundo nos garante que se um espago X metrizéavel,
completo com uma métrica invariante por translagao nao localmente convexo, entao X nao tem
a propriedade de extensdao de Hahn-Banach, ou seja, existem um subconjunto fechado M de X
e um funcional ¢ definido em M que nao pode ser estendido para X. A partir disso iniciou-
se o estudo de espagos vetorias munidos de uma estrutura semelhante a uma norma. Dentre
esses espacos, 0 que mais se destacam sao os espagos quase-Banach, cujo estudo sistematico s6
comegou realmente no final dos anos 1950 e inicio dos anos 1960 com o trabalho de Klee, Peck,

Rolewicz, Waelbroeck e Zelazko.

2.1 A-Normas e F-Normas

Comegamos esse capitulo enunciando um resultado sobre topologias em espagos vetoriais

topologicos.

Teorema 2.1. (Teorema das bases de vizinhangas). Seja X um espago vetorial topoldgico e Uy

uma base de vizinhancas da origem. Entdao;

1. Para cada W e V em Uy existe U € Uy tal que U C W NV,
2. Para cada W € Uy existe V € Up tal que V+V C W;
3. Para cada W € Uy, existe V € Up, com aV C W para todo a € K com |a] < 1;

4. Dados W € Uy e x € X, existe n € N tal que x € nW.

Reciprocamente, se a cole¢ao de conjuntos Uy satisfaz (1) — (4), existe uma topologia 7 em

X que o torna um espago topologico com Uy sendo a base de vizinhangas da origem de X.

Definigao 2.1. Seja X um espago vetorial. Uma A—norma em X é uma aplicagao ||| : X —

[0,00) que satisfaz:
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1. ||z|| >0, sex #0;
2. |laz|| < ||z||, para todo a € K com |a| <1 ex e X;
3. lim ||ax| =0, para cada xz € X;
a—0
4. Existe uma constante ¢ > 1 tal que

[l +yll < cmax{[lz]l, |[yll}, para todo z,y € X.

Seja || - || uma A— norma em um espago vetorial X. Para cada n € N considere o conjunto

1
Un:—{xeX:HxH<}.
n

Veremos que a colegao U = (Uy), <y forma uma base de vizinhanga da origem de alguma topologia
em X. Para isso utilizaremos o Teorema 2.1.

Seja Uy, Up, € U, entao pondo j = max{n, m} segue que U; C U, N Up,.

Dado U,, € U, escolha ng € N de modo que ng > cn, onde ¢ > 1 é a constante que satisfaz
(4). Assim, se z +y € Uy, + Uy, entao,

c 1
< , < — < -,
o+ ol < emasc{ . o}y < <

donde segue que
Ung + Uny C U,

Segue imediatamente do item (2) na defini¢ao de A—norma que aU,, C U, para todo a € K
com |a] <1lemne€N.
Por fim, dados z € X e U, € U, sabemos pelo item (3) que

lim ‘EH —0,
m—oo |l m

1

isto ¢, dado € = -~ existe ng € N tal que

. T 1
Jzng = |=|| < —.
J n
isto nos diz que n% € U,, portanto = € noU,.
Concluimos assim que cada A—norma induz uma topologia vetorial em X que tem como

vizinhancas basicas os conjuntos da forma U,, = {x €X: |zl < %} ,comn € N.

Lema 2.2. Seja (X, 7) um espago topoldgico com uma base de vizinhangas da origem enumerdvel

(Un)nen tal que ﬂ U, = {0}, cada Uy, € equilibrado € Uy 11+ Up+1 C Uy, para todon € N. Entao
neN
a aplicagao || - || : X — [0, +00) definida por

2] = sup{27" : = & Un},
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defina uma A—norma em X que induz a topologia original.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, vejamos que || - || satisfaz as condigdes de A—norma;

1. Se z # 0 entao existe ng € N tal que x ¢ U,,, logo, 0 <2770 < ||z||.

2. Dado a € K com |a] <1 ez € X. Entao, se ax ¢ U, segue que x ¢ U,. De fato, pois se
x € U, teriamos que ax € aU, C U, ja que U, sao vizinhangas equilibradas, logo ax € U,,.

Portanto,

{27"rax ¢ Uy} C{27" 2 ¢ Uy}

donde segue que

[l ]| < fla]]-

3. Seja e > 0. Existe ng € N tal que 270 < e. Como Up41 + Upy1 C U, e 0 € Upyq, entao

Un+1 C U, para todo n € N. Dado z € X, como U,, ¢ absorvente pois é uma vizinhanca

da origem, existe 06 > 0 de tal forma que z € 0U,,. Iremos ver que se |a| < —, entao

ax € Uy, isto equivale a dizer que dax € §Uy,. Como U,, ¢é equilibrado e |da| < 1 entao
x € 0U,, = dax € 6U,,.

Logo ax € Uy, e assim |laz|| <27 < & quando |a| < 5. Portanto, lir% |lax| = 0.
a—

4. Sejam z,y € X. Pela defini¢ao de supremo, dado € > 0 existe ng € N tal que x+y ¢ Uy, €
|z +y| —e < 277.
Como Upyt1 + Ung+1 C Uy, entao x,y ¢ Upyy1, logo temos
o+ yll — e <2770 = 2. 27005 < 3| < 2max{Jo]|, Jy}-
Assim, fazendo ¢ — 0T segue que

[l + gl < 2max{lz], [ly[|}-

Portanto || - || ¢ uma A—norma em X, logo a colecao (8,)52; forma uma base de vizinhangas
da origem para uma topologia em X, em que 8, = {z € X : ||z|| < 2}. Dada uma vizinhanca
bésica da origem U, considere ng € N tal que % < 27", afirmamos que 3,, C U,. De fato,
dado x € B, se x ¢ U, teriamos entao que 27" < ||z|| < nio gerando assim uma contradigao. De
maneira semelhante verifica-se que cada vizinhanca (3, contém uma vizinhanca béasica da cole¢ao

U= (U)X

o ;- Concluimos assim que a A—norma induz a topologia original em X.

O
Proposicao 2.3. Sejam X um espago vetorial e || - || uma F—norma em X,
1. Se 0 < a < B, entao ||lax| < ||Bz| para todo z € X.
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2. Se 0 < a<n, em quen €N, entao ||az| < n|z| para todo z € X.

o
Demonstragao. (1) Por hipotese temos 3 < 1. Se x € X, entao

agx < |18

o] =

(2). Do item anterior temos ||azx| < ||nz|| e segue da desigualdade triangular que ||nz| < n||z||

para todo n € N e, portanto, ||az| < n|z|.
O

Definigao 2.2. Uma A—norma em um espaco vetorial X é chamada F—norma quando satisfaz

a desigualdade triangular, ou seja,
lz+yll < llzll + [lyll, para todos x,y € E.

Se a aplicagao || - || € uma F-norma em um espago vetorial X, entao d(z,y) = ||z — y| €
uma métrica em X. Um dos nossos objetivos € mostrar a possiblidade de substituir qualquer

A—norma por uma F'—norma em um espago vetorial X. O lema segquinte € um resultado nessa

direcao.

Lema 2.4. Seja ||« || uma A-norma em X e ¢ a constante que satisfaz a condi¢ao (4) da defini¢ao
1

de A—norma. Escolha p € R tal que 27 = c. Entao para quaisquer x1,To, - ,x, € X, temos

1 1
[z + @2+ - || < 4P (2 |[P + lz2l” 4 - lza]P)7 - (2.1)

Demonstracdo. Primeiramente vamos mostrar por inducao que

< m k 2.9
|1 + 22+ -y || < 1§l?§xnc ||k (2.2)
para todos z1,xs, - ,x, € X. Com efeito, se n = 2 temos

|lz1 + 22| < cmax{||zi|,||z2]}

= max{c|lz1]], ¢llz2[|}

IA

max{c|z1], [z}
Suponhamos que a férmula seja vélida para n > 2, entao

|1+ 22+ zp+ zps1| < cmax{||zi]],|z2 + 23+ Tpt1}

< k:
< emax{flai],, max o}

max ¥ ||z
1<k<n+1

Definamos a funcao H : X — R por
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n—1

20, 2% < |z <2",neN
0, z=0

H(zx) =

n—1 n _
Note que se x € X é tal que 2 7 < ||z|| < 27, entao,
n+l1—1

n n—1 1 1

assim, .
]| < H(x) < 27|z

Para mostrar a desigualdade do Lema 2.1 é suficiente ver que
1 1
|1+ 22+ -+ 2pl| <27 (H(z1)P + H(z2)" + - H(zn)")7 .

Para n =1, temos

1 n
20 H(xy) =2r2r =2 7 > ||x1]]
Suponhamos o resultado valido para n = m e sejam x1,Zo, - ,Tpms1 € X. Considere sem perda
de generalidade que ||z1|| > ||z2]| > -+ > ||@m+1]|- Vamos considerar dois casos. No primeiro

caso, suponha que o conjunto de valores {H(z;) : 1 <i < m+ 1} sejam todos distintos. Assim,
1 1 1
H(zj1) <27 ||zjpa |l < 27z < 27 H(z;)
aplicando sucessivamente esse resultado, chegamos que

1—4

H(zy1) > 27 H(x;) paratodoi=1,2,---m.

Dai segue que,

dlal = (27) il
20 H(x;)
2%H(ﬂﬁl)
< 20 (H(a1)? + H(wa) + - H(w,)P)7 |

IN A

3=

para cada ¢ = 1,2---m, o resultado segue de (2.2). Suponhamos agora que H(z;) = H(z;11)

para algum j € N, segundo a defini¢cao da fung¢ao H, deve existir r € Z satisfazendo

r—1

27 <lzjpa| < oy <27

e também,
T r+1
g + 2yl < c25 =275
Logo,

r+1

p
H(zj+ zj41)P < (2 ’ ) = 2" = H(x;)" + H(zj).
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Aplicando a hipétese de inducao, temos

o1+ 2o+ @ +LP < 2 Y H(xi)P + H(xj + 2j41)"
i#.5+1

m+1
2 (Z H(mz)p>

IN

portanto,
1 1
|21 + 22+ A Ty || <27 (H(21)? + H(z2)? + - - H(@me1)P)?
e finalmente concluimos a demonstracgao. O
. 1 - . -
Teorema 2.5. Sejam || - || uma A—norma em X e p € R tal que 2» = c. Entao a aplicagao

n n
|z||p = inf {Z | ||P - & = Zx,}
i=1 i=1
define uma F'—norma em X que induz a topologia original de X .

n
Demonstracao. Seja x = Z xi, do Lema 2.4 segue que

i=1

]l < 4z ll” + flz2ll” + - - + flznl”)
isto nos diz que 1|z|[? < ||z[|F e como ||z||F < ||z|, temos
1
ZHpr < |lz]lr < ||z||” para todo x € X. (2.3)

Segue assim que a aplicagao || - || p satisfaz as condigdes (1), (2) e (3) na definigdo de A—norma.

n m
Resta-nos verificar a desigualdade triangular. Dado € > 0 existem x = le ey = Zyl tais

i=1 i=1
que
n
» €
DMl <l F + 3
i=1
e
m
» €
S Nl < llgle + .
i=1
n+m
Note que z +y = Z Zi, em que 2; = x; para it = 1,--- . ne zpyy = Y; parat = 1,--- ., m,
j=1
portanto

n+m n

m
lz+ylle < Dzl =Yzl + ) lyll” < el + llylle + e
j=1 i=1 i=1

Fazendo ¢ — 0™, obtemos
lz+yllr < llzllF+ lylF.
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Concluimos que a aplicagdo || - ||r define uma F'—norma em X e a desigualdade (2.3) garante
que toda vizinhanga bésica da origem relativa a F'—norma é uma vizinhanca béasica da origem
relativa a A—norma e vice-versa, portanto possuem a mesma topologia.

O

Como uma primeira aplicagdo dessa teoria, daremos abaixo uma prova simples do cléssico
Teorema de Birkhoff-Kakutani, o qual tem uma demonstracao longa e trabalhosa quando usado
apenas os conceitos basicos da teoria de espagos vetoriais topoldgicos. Ao leitor interessado na

demonstracao, sugerimos a referéncia |27].

Corolario 2.6. (Birkhoff-Kakutani). Seja X um espago vetorial topoldgico Hausdorff com uma
base de vizinhancas da origem enumerdvel. Entao X € metrizdvel. Neste caso, existe uma métrica

em X invariante sob translagoes, que define a topologia em X.

Demonstragao. Seja (Uy),cy uma base de vizinhangas da origem. Como X ¢é um espago de

Hausdorff, entao pelo Coroléario 1.8 temos que m U, = {0}. Podemos sempre supor que U, ¢

neN
equilibrada e Uy 1 + Up41 C U, para todo n € N. Logo, pelo Lema 2.2 a aplicacao

[z]| = sup{2™" : z ¢ Uy}
define uma A—norma em X com
|z + yl < 2max{[|z||,[lyl[} para todo z,y € X.

Pelo Teorema 2.5 a aplicacao

n n
||z|| p = inf {Z [EA = sz}
i=1 i=1

¢ uma F'—norma em X e consequentemente induz a métrica invariante por translacdo d(zx,y) =
|z — y||F que gera a topologia em X.
O

Definicao 2.3. Um espacgo vetorial topologico X € dito F'—espaco quando for metrizdvel com-

pleto, com a métrica invariante por translacao.
Exemplo 2.1. Todo espaco de Banach é um F—espaco.

Exemplo 2.2. Sejam 0 < p < 1. Jd vimos que £, é um espago vetorial topologico, metrizdvel

com a métrica tnvariante por translacao

oS
d(z,y) = lle =yl =D o0 —yal”.
n=1

Vejamos agora que £, € completo. Para isso seja (x,)5e; uma sequéncia de Cauchy em £y,
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digamos x, = (y1)5>,- Dado € > 0 existe ng € N tal que
n>m>nyg = ||z, —zn|P <,

ou ainda,
o
ln = 2l = 1 — g2l = D" Ioft = 9P < e, 2.4
k=1
Logo,
‘yl? - ylygn| < € sempre que n > m > ng.

Portanto, para cada k € N a sequéncia (y;)72, € de Cauchy em K, dai temos y;} — yi quando
n — 00. Definindo y = (yx)72,, fazendo n — oo na desigualdade (2.4) temos que ||y —zn||P <

eP quando m > ng e assim,
[YllP < Nlwno 1P + lly — no [P < o0.

Donde concluimos que y € ¢, e x, — y, provando a completude do espaco.
Entretanto o espaco £, nao ¢ localmente convexo, motivando assim a seguinte definicao.

Definicao 2.4. Um espago wvetorial topologico X denomina-se espago de Fréchet se for um

F—espacgo localmente convexo.

Antes de prosseguir na teoria dos F'—espacos, precisaremos do seguinte resultado util em

espagos métricos.

Teorema 2.7. Um espago métrico (X,d) é completo, se e somente se, cada sequéncia de conjun-
tos fechados encairados, cujos didmetros convergem para zero, tem intersecao vazia. Recordemos

que o didmetro de um conjunto A C X € definido por:

diam(A) = sup d(z,y).
T, yeA

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [25].

-

Proposigao 2.8. Seja Y um subespaco de um espago vetorial topoldgico Hausdorff X. Se'Y €

um F'—espaco entdo Y € fechado em X.

Demonstracao. Seja d uma métrica invariante por translagdo em Y compativel com a topologia

induzida por X. Para cada n € N defina

1
B1:{y€Y:d(O,y)<n}.

Como B: é uma vizinhanca da origem em Y, entao para cada n € N existe uma vizinhanca da
origem U, em X tal que Y NU,, = B1. Considere V,, € Uy(X), equilibrada com V,, +V,, C U, e
Vot1 C V. Sejazx € Y e defina

E,=YnN(x+V,) comneN.
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Entao E, # 0 e se y1,y2 € E,, entdo existem z1,29 € V,, com y; = o + 21 € Y2 = x + 22, assim,
Y1 — Yo =21 — 20 €V, +V, CU,,

e como y; —y2 € Y, logo y; —y2 € B1 e logo d(0,y1 — y2) < % quando y1,y2 € E,. Dal segue
que diam(E,) — 0 quando n — oo e como diam(E,) = diam(E,), segue que

lim diam(E,) = 0.

n—o0

Portanto, pelo teorema anterior
oo
() En = {wo}-
n=1

Seja W uma vizinhanga da origem em X, ponha

F,=YN(@@+WnW,)).

Usando o mesmo argumento é possivel exibir yy € F), para todo n € N. Mas como F,, C E,,
entao yw = yo e ainda F,, Cx+ W. Logo yg € mx para todo W € Up(X), em que mx
denota o fecho de x + W na topologia de X. Como X é um espago de Hausdorff, z = yg € Y,
logo Y =Y.

O

Teorema 2.9. Sejam M wum subespaco denso de um espaco vetorial topoldgico X e Y um
F—espaco. Se f: M — Y ¢ uma aplicagdo linear continua, entdo existe uma aplicacao li-

near continua f : X — Y que estende f.

Demonstrac¢do. Seja d a métrica invariante por translacdo em Y, como na proposi¢do anterior

considere o conjunto

1
Bn:{yEY:d(O,y)<2n}.
Sendo f continua, para cada n € N existe uma vizinhanga da origem U, em M tal que f(U,) C
Bi. Assim é possivel construir uma sequéncia de vizinhancas da origem em X equilibradas
(Vi)oe; com Vop1 + Viy1 CVye f(V,N M) C B,. Dado « € X, como M é denso em X, entao
para cada n € N existe z,, € (z + V,,) N M. Vejamos que a sequéncia (f(x,))s2, ¢ de Cauchy

em Y. Com efeito, sejam m,n € N com n > m digamos m = n + p dai,

d(f(xn), f(Tntp)) < d(f(zn), f(Tnt1)) + d(f(Tnt1), f(Tnt2)) + -+ d(f (@ntp-1), f(Tnip))-

Como z,, € (x+ V,,) e zpt1 € (¢ + Vig1), existem z € Vy, e W € V41 de modo que z,, = x + z
e Tnt1 = x + w logo

Ty —Tpi1 =2—w € Viyp1 + Vg1 S Vi
Sendo d invariante por translacao, obtemos

1

d(f(wn), f(zn+1)) = d(0, f(zn) — f(Tnt1) = d(0, f(Tn — Tny1)) < on’
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Mais geralmente, d(f(xnik), f(Tnirr1)) < ﬁ para cada k € N, ent@o

—n —-n n+p— -n 1—271)P
d(f(l‘n), f(xn+p)) <2 + 2 +1 + 2 -l — 2 . (1_2_1) —0

quando n — oo, assim a sequéncia (f(zy))22; é de Cauchy e portanto convergente. Esse fato

nos induz a definir a funcdo f : X — Y, f(x) = lim f(z,). Afirmamos que f estd bem
n—oo

definida. De fato, dado x € X, sejam (x,)5% e (yn)22, sequéncias com p, Y, € (z+ V) N M,

existem z,w € Y de modo que lim f(z,)==ze lim f(y,) =w. Entao

dew) = T d(fan), F(om)
= nh—>Holo d(O, f(xn - yn))

1 n—1
= <2) =0

uma vez que T, — yn € Vp_1. Além disso, f ¢ linear ¢ estende f. Agora se U ¢ uma vizinhanca
da origem em Y, entdao B, C U para algum n € N, em particular f(V,,NM) C B,. Dado x € V,,
exp € (x+V,)NM, entdo x, € V1 e assim f(x,) € f(Vo—1 N M), e de modo semelhante ao

feito anteriormente, vé-se que d(0, f(z)) = 0 e assim f(V,) C B, portanto f ¢ continua. O

Definigao 2.5. Uma quase-norma em um espago vetorial X € uma A—norma que satisfaz
lax|| = |al||z|| para todos x € X e a € K.
Exemplo 2.3. Seja X = R2. Para cada z = (x,y) € R? a aplicagdo

el = (Vi + Vi)

define uma quase-norma em R? que nio é uma norma. Com efeito, seja z = (z,y) € R?, entio

2
1 ]]zH:0<:>(\/\m|+ yy|) =0 /Jrl=/Iyl=0=2=y=0z=0,

2. Se a € K, obtemos
2 2
lazl = ez, ay)ll = (viazl + Viayl) = lal - (Viel+ VIsl) = lallz].

3. Considere x = (r1,22),y = (y1,92) € R?, entdo

2 2
2(lall + lyl) = 12+l =2 (VIer + Vizal) + (Vi + Vel
2
— (Vizr+ul+ Viws T wal) =2 (loa] + 2] + |y | + lyal + 2/ lloa] + 24/ Tl

- (le + 1| + @2 + y2| + 2V |z1 + y1|20 +yz|) > 2|z | + 2|x2| + 2|y1| + 2|y2|

+ 4/ |z |Jza] + 4V [y llve| — 21| — |y = [z2] = |y2| — 2¢/|21 + y1||z2 — 1o
= |z1| + |z2| + |y1| + ly2] — 2v/ |21 + y1llwe — y2 + 4/ |21 [[z1] + 4V |1 [y
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Como

2
(VI + ozl = VIl + Tl ) = ol + ] + | + el = 2/ + walloz — wal,

temos que

2
22l + lyl) = 2+l = (Vier + Jeal = Vi + Twal) + 4/ Il + 4/ Janllen] = 0

portanto

[+ yll < 2l}]| + [lyll

2.2 Teorema de Aoki-Rolewicz

Veremos agora que cada espago localmente limitado induz uma quase-norma. Para isso, sejam
X um espago localmente limitado e B uma vizinhanga da origem limitada e equilibrada. Pela
Proposigao 1.13 o conjunto B + B é limitado, assim existe p > 1 tal que B+ B C pB. Vamos

definir uma A—norma em X usando o funcional de Minkowski em B,
||| = inf{\ > 0: "'z € B}.

Como toda vizinhanga da origem é absorvente, entao para cada z € X, o conjunto {\ > 0 :

A~z € B} é ndo vazio. Iremos verificar apenas que
o+ yll < 2pmax|fz], |y} para todo 2,y € X.

Com efeito, sejam A1 > 0, Ay > 0 com )\1_1:10 €Be )\Q_ly € B, logo temos

)\1 _11. + AQ

) \Nlye B+ BCopB
VWAL s WA i

A1
< 1 e B equilibrado. Portanto,
AL+ A E

uma vez que

Al —1 )\2
M ey 22
p AL+ A2) ! p (A1 + A2)

assim o vetor z = p (A1 + A2) é tal que z~1(x + y) € B, e temos finalmente que

A\ 'y € B,

[z +yll < p (A + A2)
para cada A1 > 0, A2 > 0, dai
lz +yll < ozl + llyll) < 2pmax{|lz], [[y[l}.

Além disso, ja sabemos do capitulo anterior que sob essas condi¢oes o funcional de Minkowski
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tem a propriedade

|lazx|| = |a|||z|]| para todos x € X e a € K.

Portanto o funcional de Minkowski definido em 1.5 é uma quase-norma em X. Reciprocamente,
se || - || € uma quase-norma no espago vetorial X, entdao a vizinhanca da origem B = {z € X :

|z|| < 1} é um conjunto limitado. Com isso fica provada a seguinte proposigao.

Proposigao 2.10. Um espaco vetorial topologico X € localmente limitado se e somente se sua

topologia € gerada por uma quase-norma.

Definigao 2.6. Seja 0 < p < 1. Um subconjunto C de um espago vetorial X € dito p—convexo
se para quaisquer z,y € C, ax + by € C' sempre que a,b € R coma > 0,0 > 0 e a? + b = 1.
O conjunto C € absolutamente p—convexo quando ax + by € C, sempre que xz,y € C e a,b € K
com |a|P + |b|P < 1.

-

Exemplo 2.4. Seja 0 < p < 1. Veremos que o conjunto By, = {x € £, : |z|P < 1} €
absolutamente p—convevo em £,. Dados x = (xn)pl1,y = (Yn)pey € Be, € a,b € K com
lalP + |b]P < 1, entao

o
laf +bg|P = Z’a$n+byn’p
n=1

-
< 3 (Jawal + [bya])?
" -
< Y lazaP + 3 [byal?
n=1 n=1
= [aPI£IPP + [bllg]”

< 1.

Definigao 2.7. Seja 0 < p < 1. Uma p—norma em X € uma quase-norma satisfazendo a
desigualdade
[z +yll” < |lz|[” + lyl|* para todos z,y € X.

Definicao 2.8. Um espago X localmente limitado € localmente p—convexo, ou simplesmente

p—convexo se possui uma vizinhanca da origem limitada absolutamente p— convezxa.

Suponha que X seja um espago p—convexo, digamos B a vizinhanga da origem limitada

absolutamente p—convexa, entdo o funcional de Minkowski em B satisfaz
|z +yl|? < ||z||” + ||ly||? para todos z,y € X. (2.5)

Por outro lado, se uma quase-norma || - || satisfaz (2.5), o conjunto B = {z € X : |jz| < 1} ¢

absolutamente p—convexo.

Teorema 2.11. (Aoki-Rolewicz). Se X é um espago localmente limitado, entao X é p—convexo

para algum p > 0.
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Demonstracao. Sendo X localmente limitado, entdo a sua topologia é gerada por uma quase

norma || - ||. Segue do Teorema 2.5 que existe 0 < p < 1, tal que a aplicagao

n

n v
||| = inf (Z Hmup) tr =)@
i=1

i=1

¢ uma quase-norma equivalente a quase norma original. Além disso, || - ||z é uma p—norma, isto
¢,
Iz +yllp < ll=llF + [yl%

para todo x,y € X. Assim o conjunto B = {x € X : ||z||p < 1} é absolutamente p—convexo. [J

Também é bastante comum, o Teorema de Aoki-Rolewicz ser apresentado na seguinte versao.

Teorema 2.12. (Aoki-Rolewicz) Seja X um espago munido de uma quase norma || - ||, entao
existe p > 0 e uma p—norma || - |1 em X satisfaz

=l

c < ||zl < ||z|| para todo x € X,

em que a p—norma € definida por

n P n
e = inf (zuxm) oY
=1 =1

2.3 A Estrutura dos Espacos Quase-Normados

O Teorema de Aoki-Rolewicz nos informa que toda quase-norma é equivalente & uma p-norma,
para algum p € (0,1). Na se¢ao anterior definimos uma quase-norma (ver definigdo 2.5), mas
para comodidade do leitor e para a completude texto, apresentaremos uma versao mais completa

dessa definicao a seguir.

Definigao 2.9. Seja X um espago vetorial. Uma quase-norma em X € uma aplicagao || - || :

X — [0,00) que satisfaz
1. ||z|| >0, se x #0;
2. |lax|| = |a|||z]|, para todo a e K e x € X;

3. Existe ¢ > 1 tal que

Iz + yll < cmax{|[z, lyl}, para todo x,y € X.

Neste caso, dizemos que (X, || -||) € um espago quase normado. Quando ¢ = 1 obtemos uma

norma. A quase-norma € chamada p—norma (0 < p < 1) quando satisfaz

[z +yll” < l|z]|” + [lyl[” para todo z,y € X.
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Neste caso, a bola unitdria de X € um conjunto absolutamente p-convero. Uma quase-norma
em X define uma topologia vetorial metrizdvel que tem como base de vizinhancas da origem os
conjuntos U, = {z € X : ||z|| < 2}. Quando X for completo, dizemos que (X,||-||) € um espago
quase-Banach. Se a quase-norma for uma p—norma dizemos simplesmente que X € um espago

p-convexo quase-Banach ou simplesmente p-Banach.

A condi¢ao (3) na definigdo de quase-norma pode ser substituida pela seguinte condigao

equivalente,

l+yll < K (|lzll + llyll) para todo 2,y € E, (2.6)

em que K é uma constante positiva maior ou igual a 1, chamada de médulo de concavidade.
Alguns autores optam por definir uma quase-norma através dessa condi¢ao, como por exemplo,
na referéncia [1].

Nessa se¢ao iremos construir a teoria de operadores lineares limitados entre espacos quase-
normados, a maioria dos resultados vistos anteriormente nos distanciaram um pouco da cléssica
teoria que é vista em um primeiro curso de Analise Funcional. O objetivo aqui é convencer o
leitor de que mesmo quando munimos espagos vetoriais com uma estrutura mais fraca podemos
obter resultados idénticos aqueles ja conhecidos para espagos normados.

Seja (X, | -||) um espaco quase-normado, os conjuntos U, = {z € X :||z|| < 1} formam
uma base de vizinhancas da origem. Assim, se (z,,)72; ¢ uma sequéncia convergente, digamos
xn — x € X, sendo X um espago topoldgico, entao x, —x — 0. Dado € > 0, considere m € N

com % < g, da convergéncia da sequéncia existe ng € N com
z, —x € U,, para todo n > ng
isto equivale a dizer que
1
|zn — x|| < — < & sempre que n > ng.
m

Esse calculo simples nos mostra que a convergéncia de sequéncias em espagos quase-normados é

igual a convergéncia de sequéncias em espacos normados, isto nos leva a seguinte definicao.

Definigao 2.10. Seja (X, || - ||) um espago quase-normado e (x,)52, uma sequéncia em X.

Dizemos que x,, — x € X quando lim ||z, — x| = 0.
n—oo

s

Observagao 2.1. Sejam 0 < p < 1 e (X,| -||) wma p—norma, entao X é um espago quase
1

normado com K = 2r. De fato, para cada x,y € X, temos que
2+ yl” < llz|” + [lyl*.
Assim,

le+yl < (lelP + lyI?)?
(gl + 2P + (] + 1911

hSA

IN
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2 (=] + [lyll)")7
= 25 (el + Iyl

portanto,

Iz +yll < K (=l + llyl),

para todo x,y € X.
Reciprocamente, seque do Teorema de Aoki-Rolewicz (Ver Teorema 2.12) que todo espago

quase-normado induz uma p—norma que € equivalente a sua quase-norma original.
Exemplo 2.5. Seja 0 <p < 1. O espago £, ¢ p—normado quando munido com a p—norma

o0

lzllp =D leal’, em que z = (20)72; € 6.

n=1
Portanto é um espaco quase-normado.

Definigao 2.11. Seja X um espaco quase-normado cuja quase-norma €, por simplicidade, uma

p-norma para algum 0 < p < 1. Entao

d(z,y) = [l —yll”
define uma métrica invariante por translacao em X. O espaco quase-normado X € chamado de
p—Banach ou quase-Banach se X € completo em relacdo a métrica induzida pela p—norma.
Exemplo 2.6. Seja 0 <p < 1. O espago £, ¢ p—Banach pois é completo com a métrica

o0

dz,y) = e =yl = len — yal”,

n=1
onde x = (3771)7010:1 ey = (yn)%ozl € lp.

Observagao 2.2. Como toda p-norma induz uma F-norma de maneira imediata através da
correspondéncia ||z|| = ||z}, em que ||-||1 € uma p-norma, entao todo espago quase-normado tem
a topologia induzida por uma F-norma, por meio da métrica invariante por translagao d(x,y) =

|z —yl|. Assim segue o resultado abaizo.
Proposicao 2.13. Todo espaco p—Banach € um F—espaco.
O resultado abaixo é uma consequéncia importante do Teorema de Aoki-Rolewicz.

Corolario 2.14. Cada F—espago X estd associado a uma F—norma || - ||F que induz a métrica

em X por meio da funcao d(z,y) = ||z — y||r.

Sabemos da demonstracao do Lema 2.4 que se X é um espago vetorial quase normado entao
|21 4 @2 + - - 4 @all < max |lz]]
1<j<n

para quaisquer x1,Z9,- - T, € X.
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Lema 2.15. Seja {x1,x2, - ,x,} um conjunto de vetores linearmente independentes em um

espaco quase normado X . Entao existe K > 0 tal que
lanzr + agway + - apay|| < K (] + az| + -+ |an|)

Pare quaisquer escalares i, g, - -+ 5 Q.

Definigao 2.12. Sejam (X, || - ||) e (Y, || - ||) dois espagos quase-normados e T : X — Y um

operador linear. Entao T € dito limitado se existir M > 0 tal que
T (x)|| < M|z|| para todo x € X.

Teorema 2.16. Sejam (X, || -||) e (Y,]| - ||) dois espagos quase-normados e T : X — Y um

operador linear. Entao T € continuo se, e somente se, T' € limitado.

Demonstragao. Suponha que exista M > 0 com [|T(z)|| < M||z|| para todo x € X. Seja (x,)5>,

uma sequéncia com z, — x € X. Entao,

1T (xn) = T(@)|

1T (2 — )|

< M|xp, —z| — 0

Assim, T'(zy,) — T'(z).
Reciprocamente, suponhamos que T' é um operador linear continuo. Suponhamos por absurdo
que 7T nao seja limitado. Existe entdo uma sequéncia (z,,)22; em X com ||T'(x,,)|| > n||zy|. Como

claramente x, # 0 para todo n, podemos definir

Tn

Yn = .
n||2y||

entao,

1
[ynll = = —0,
n

dai y, — 0 e como T é continua segue que T'(y,) — T(0) = 0, o que é um absurdo pois
T (yn)|| > 1 para todo n € N.
O

Teorema 2.17. Sejam X e Y espagos quase-normados e T : X — Y wum operador linear. Se

dimensao de X € finita, entdo T € continuo.

Demonstragao. Sejam {x1,za, - , =y} uma base para X. Dado z € X existem escalares o, g -+ , oy

n
tais que x = Z ajr; € X. Logo
j=1

IT@) = | aT(z))
j=1
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< AT (2
< max [ T'(5) |

= max ¢|q|||T(z))]

1<j<n
n .
< ) )
> ZlaglfgjagndHT(%)ll
J=1
<

n
M) oyl
j=1

onde M = max I\ T(x;)||. Pelo Lema 2.15 existe K > 0 tal que
<j<n

n n
2l = {1> egas| > K Jayl.
=1 j=1

Portanto,

M
IT(@)]| < 5= llell para todo z & X,

assim 7' é limitado, em particular continuo.
O

O Teorema 2.16 nos dé uma 6tima sugestao de como definir uma quase-norma no espago dos
operadores lineares continuos, ja que se T € L(X,Y), entdo existe M > 0 tal que ||[T(z)| <

M]||z||, isto nos diz que

wup 171

< 00

Teorema 2.18. Sejam X,Y espagos quase normados. Para cada T € L(X,Y) definamos

7] — sup 1T
]

Entao (L(X,Y),]| - |l) € um espago quase-normado.

Demonstragao. As condigoes (1) e (2) sao imediatas pela defini¢ao. Iremos verificar (3), para
isso sejam T1,T» € L(X,Y). Entao

Ty +T2|| = sup
220 [|z]]
T T
T )@
20 (|||
< cmax{[|T1(x)], |T2(z)|}
T 240 |||
T: T:
< e Lo @ 17a(@)]
x£0 ||| x#£0 |||

= cmax{|T1], || T>| }
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Provando assim que £(X,Y) é um espago quase-normado.

O

Lema 2.19. Sejam X um espago quase normado e (x,)52; uma sequéncia em X tal que x, —>
x, entao

ol = |

em que K € o mddulo de concavidade da quase norma.

lim z,|| < K lim ||z,],

Demonstragao. Usando a desigualdade (2.6) temos,

el < K([le = @]l + [lznl)
< lim K([lz =2l + [[zal])
< K hm |xn ]|

n—oo

Teorema 2.20. Sejam X,Y espagos quase-normados com Y completo. Entao L(X,Y) é um

espaco quase-normado completo.

Demonstragao. Ja sabemos que £(X,Y) é um espago quase-normado. Resta-nos provar que é
completo. Considere (77,)5 ; uma sequéncia de Cauchy £(X,Y). Dado ¢ > 0 existe N > 0 tal
que

T, — Tn|| < € para todo m,n > N.

Para cada z € X temos,
(T — Tin) ()| < | T — Ta|||lz|| < €]|x]|, sempre que m,n > N. (2.7)

Fixando x € X a sequéncia (T},(x))72; é de Cauchy em Y, portanto convergente. Definimos

assim o operador T': X — Y dada por

T(x) = lim T,(z).

n—oo

Como claramente T é linear, é suficiente verificar que T' € L(X,Y) e T,, — T. Usando o Lema

2.19 junto com a desigualdade 2.7 obtemos,

1T(z) =T(2)| = [|Tn(z) = lim T (z)]]
- Jpmnin-ne
< c¢- hm HT x) — T ()|
< ol HTn—TmHWH

m—00
< cellzl,

para todon > N e z € X. Sendo Ty continua, entdo T' = (T'— T) + T € também continua e
assim 7' € £(X,Y). Por fim, como
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2.8. A Estrutura dos Espacos Quase-Normados

1T, 7 — sup 1 T20) = T@)]

< ce para todo n > N,
20 [z

segue que T, — T e assim £(X,Y’) é um espago quase-normado completo.

Exemplo 2.7. Seja X = R? o espago vetorial. Considere a quase norma dada por
2
lall = (VIeil + Vizal) em quez = (01,22).
Sejam a = (a1,a2) e T : X — X o operador linear definido por
T(z) = (x,a) = z1a1 + 2202

entao f € L(X,X). De fato, basta notar que

T(z)|  |z1a1 + w202 < |z101| 4 |2202]

— 5 <
[z ( 1] + \562!) [z1] + 2v/|z1]/|72] + |22

logo,

T(z)| _ |10 N |20z
] |z1] + 2v/|z1][ /|22 + 22| |21] + 29/ ]2 ]/ | 22| + |72

donde seque que T' € limitado pois,

| T'(2)]
||

< |a1| + |ag| para todo x = (21,x2) € R?.

Naturalmente surge a seguinte questao: quais serao as formas dos resultados fundamentais da
analise funcional neste contexto? Nas proximas se¢oes comentaremos alguns resultados centrais
para espacos vetoriais topologicos satisfazendo algumas condigoes de metrizabilidade e convexi-
dade. Como espagos quase normados nao sao em geral localmente convexo, como por exemplo
¢, com 0 < p < 1, é natural imaginar que alguns teoremas nao permanegam validos nesses
ambientes. Apesar disso, citaremos a seguir sem demonstracao dois resultados que permanecem

idénticos quando alterado o contexto de espacos normados para espagos quase-normados.

Teorema 2.21. Sejam || - ||1 e || - ||2 duas quase normas em um espago X tal que ||z|1 < ||z]2
para todo x € X. Se X for completo com relagdo as duas normas, entdo existe uma constante
C > 0 tal que ||z||2 < C||z|l1 para todo x € X.

Teorema 2.22. (Banach-Steinhaus) Sejam X, Y espagos quase-Banach e { A;}icr uma sequéncia

de operadores lineares continuos de X em Y. Se para cada x € X, existe uma constante ¢, > 0

tal que
sup || Ai(z)|| < ¢y
el
entao,
sup || Ay
el
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2.4 Teorema de Banach-Steinhaus

Definigao 2.13. Sejam X, Y espacos vetoriais topoldgicos e F uma familia de aplicagoes lineares
de X em Y. Dizemos que F € equicontinua, se para toda vizinhanc¢a da origem W em Y existir

uma vizinhanga da origem U em X de modo que f(U) CY para todo f € F.

Definicao 2.14. Sejam X, Y espacos vetoriais topologicos e F uma familia equicontinua de

aplicagoes lineares de X em Y.

1. Diremos que F € pontualmente limitada quando para cada x € X o conjunto

Fla)={f(a): f € F)
for limitado em Y .

2. Diremos que F € limitada nos limitados se para cada limitado E C X o conjunto

F(BE)={f(): feFaxeE}=] ()

ferF

for limitado em Y .

Claramente cada elemento de uma familia equicontinua de fungoes é em particular continua,
assim F C L(X,Y). Se X e Y forem espagos normados e F uma familia equicontinua de fungoes
e W = B(0;1) a bola aberta centrada na origem de raio 1 em Y, entao existe uma vizinhanca
V da origem em X tal que f(V) C W para todo f € F, disto segue que {||f|| : f € F} < oc.

Portanto, se £ C X é um conjunto limitado, entao o conjunto U f(E) é também limitado, ou
feF

seja, F & limitada nos limitados. Veremos na proposicao a seguir que toda familia equicontinua

¢é limitada nos limitados.

Proposicao 2.23. Sejam X,Y espacos vetoriais topologicos, F C L(X,Y) uma familia equi-

continua. Entao F € limitada nos limitados.

Demonstragao. Seja E C X um conjunto limitado. Considere V' € Uy(Y) equilibrada em Y.
Como F é equicontinua, existe U € Uy(X) tal que f(U) C V para toda f € F. Como E é

limitado, existe ng € N com E C ngU assim,
.F(E) Q f(noU) = nof(U) g n()V.

Portanto, F(E) é limitado em Y.

Antes do proximo teorema, precisaremos definir os espacos de Baire.

Definicao 2.15. Dizemos quem um espacgo topoldgico X € um espaco de Baire, se podemos

escrever
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- a
n=1

em que cada A, € fechado, entao existe no € N de modo que o interior de Ay, € nao vazio.

A seguir iremos apresentar o principio da limitagdo uniforme para espagos vetoriais topo-
logicos de Baire. A versdo desse teorema é totalmente topologica uma vez que ndo possuimos
nenhuma estrutura de norma nesse espaco. O Teorema 2.22 é uma versdo idéntica para espa-
¢os quase-normados ao caso ji conhecido que apresentamos no Corolario 2.25. Entretanto, é
importante salientar que mesmo em F-espagos nao existe uma versao desse teorema envolvendo

F-norma.

Teorema 2.24. (Banach-Steinhaus). Sejam X um espago vetorial topoldgico de Baire, Y um
espago vetorial topoldgico e F C L(X,Y) uma familia de fungoes. Se F € pontualmente limitada,

entdao F € equicontinua.

Demonstracao. Considere V' € Uy(Y') e seja Vi € Up(Y') com V; equilibrada e fechada tal que

Vi+ Vi CV. Como cada f € F é continua, entdo conjunto

A=)

fer

¢ fechado em X e f(A) C Vj para cada f € F. Como F ¢é pontualmente limitada, para cada
x € X existe n € N tal que F(z) C nVi. Dai segue que se f € F entao f(z) = nv para algum
v € V1, ou melhor f <E> € V1. Assim z € A, logo x = nZ € nA e, portanto,

n n n

X = fj nA.
n=1

Como X é um espago de Baire, existe ng € N de modo que ngA tem interior nao vazio. Logo
A tem interior nao vazio. Seja U; um aberto em X com U; C A e considere U = U; — Uj.
Entao U é uma vizinhanga aberta da origem pois X é um espago vetorial topologico e também

U C A — A. Finalmente obtemos que
T(U) CT(A— A) =T(4)~T(A) CVi ~ Vi C + Vi C V.

Provando assim a equicontinuidade de F.
O

Como todo espaco métrico completo é um espaco de Baire, o Teorema de Banach-Steinhaus

continua sendo véalido se supormos X um F'—espago.

Corolario 2.25. Sejam E um espago de Banach, F um espago normado e F C L(E,F) uma

familia de operadores pontualmente limitados, isto €, para cada x € E,
sup || T'(z)[| < oo
TeF
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entao

sup || T < oo.
TeF

Demonstracao. Sendo F pontualmente limitada, entdo pelo teorema de Banach-Steinhaus F é

equicontinua, e como ji comentamos anteriormente, isto implica que,
sup ||T]| < oc.
TeF
O

Corolario 2.26. Sejam X um F—espaco e Y um espago vetorial topoldgico de Hausdorff. Se
(1), € uma sequéncia em L(X,Y) tal que lim T, (z) = T(x) existe para cada x € X. Entao
n—oo

TeL(X,)Y).

Demonstracao. Como cada T, é linear, continua e Y é Hausdorff, segue que T é linear. Para
cada z € X a sequéncia (7,,(x))>2, é convergente, logo pela Proposicao 1.14 ¢ limitada em F.
Portanto do Teorema de Banach-Steinhaus segue que a sequéncia (7,)2° ; ¢ equicontinua. Seja
V e Up(Y), com V fechada, existe assim U € Uy(X) tal que T,,(U) C V para todo n € N. Dai

temos

TU)CT,(U)CcV=V

logo T' é continuo.

2.5 Teorema da Aplicacao Aberta

Proposigao 2.27. Seja X um espaco vetorial topoldgico e M um subespago fechado em X. Se

X é um F—espago, ou espago de Fréchet, ou espaco de Banach entao X /M também o é.

Demonstra¢ao. Suponha que d é uma métrica invariante por translagao em X compativel com

a sua topologia 7. Definamos a funcao p: E/M x E/M — R por
p(m(x),m(y)) = dist(x —y, M) = inf{d(z — y,a) : a € M}.

Vejamos que p é uma métrica em E/M.
Claro que p(7(x),7(y)) > 0 paratodo x,y € X. Agorase x,y € X sao tais que p(7(x),7(y)) =
0 temos,
dist(x —y, M) =0 <=1 —y € M = M <= 7(x) = 7(y).

Sejam z,y,z € X e a € M, como d é uma métrica invariante por translagdao entao
dx—y,a) = dlz—y+(-z+y)a—(z+y)

= d(x —z,a— (—2+vy))
< d(x—z,—a)+d(—a,a+ 2z —y),
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€ Ccomo

d(—a,a+z—-y) = dl—a—z4+y+aa+z—y—z+y+a)
= d(y — z,2a),

temos assim que
dlx —y,a) < d(x —z,—a) + d(y — z,2a).

Aplicando o infimo nessa desigualdade, obtemos

p(r(x), m(y)) < p(r(z), 7(2)) + p(r(2)7(y)).

e por fim, temos

p(a(z) +7(2)m(y) + 7() = plr(e+ 2), ply + 2)
= inf{d(z+2—-(y+2),a):ae M}
= inf{d(x —y,a) :a € M}
= p(r(z),7(y)).

Portanto p defina uma métrica invariante por translacao em X /M.

Agora note que a cole¢do By = (A;)r>0 em que
A ={re X :d(z,0) <r}

formam uma base de vizinhangas da origem em X, assim pelo item (5) da Proposigao 1.50 a

familia (7(A;))r>0 forma uma base de vizinhangas da origem em X/M e como

w(A,) = {r() : p(r(2),0) < r}

segue que a métrica p é compativel com a topologia quociente em X /M. Resta provar que p é
uma meétrica completa.
Seja (up)22; uma sequéncia de Cauchy em X/M. Dado k € N, podemos tomar ny € N tal

que p(Up, Up,) < 27k sempre que m,n > ng. Logo, existe, n] < ng < ... tais que
p(unk’unk+1) <27k para todo k € N.

Por indugao, podemos escolher 23, € X tal que 7(zy) = up, e d(zgk, Tp41) < 2=% Como d é uma
métrica completa e a sequéncia (x,)22; ¢ de Cauchy em X, entdo converge para algum z € X.
Como a aplica¢do 7 é continua, temos 7(zy) = u,, — 7(z) quando k — oco. Assim, (u,)2 é
uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia de Cauchy, portanto a propria sequéncia
converge.

Concluimos assim que X/M ¢é um F-espaco sempre que X for um F—espago, e como o
quociente de um espaco localmente convexo é sempre localmente convexo, entdao segue também

que X/M & um espago de Fréchet quando X for um espago de Fréchet. O
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Definicao 2.16. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Um operador linear T : X — Y € dito

aplicagao aberta, quando T'(U) é uma vizinhanga de Y sempre que U for uma vizinhanga de X .

Teorema 2.28. (Aplicagao Aberta). Sejam X um F-espaco, Y um espago vetorial topoldgico de

Baire e T : X — Y um operador linear continuo. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. T € sobrejetiva
2. T(U) € Up(Y) para cada U € Uy(X).
3. T(U) e Up(Y) para cada U € Up(X).

4. T € uma aplicacdo aberta.

Se verificam estas condigoes, entdo Y € um F'-espaco.

Demonstragao. (1) = (2). Com efeito, dado U € Uy(X), seja Uy uma vizinhanga da origem de
X equilibrada com Uy + U; C U. Pelo Teorema 1.12 e por T ser sobrejetiva, temos que

Y =T(X) = | nT(th) = | | nT(Dh).
n=1

n=1

Sendo Y um espago de Baire, existe um ng € N de modo que o interior de nygT'(U;) é nao vazio

e assim o interior de T'(Uy) é também nao vazio. Seja V7 um aberto nao vazio em Y contido em

T(Uy). Defina V=1V, — V4, logo V' é uma vizinhanga da origem em Y e

V CT(0) — T(Uy) € T(Uh) — T(Uy) € T(0).

Portanto, T'(U) € Up(Y).
(2) = (3). Seja X um F-espago e || - || uma F-norma associada a X. Sabemos que para

cada € > 0 o conjunto
Vi)={ze X :|z| <&}

é uma vizinhanca da origem. E suficiente ver que

T (v (;5>> C T(V(e)),

Considere y = y; € T (V (3¢)). Por inducdo, escolha y,, € T (V (277¢)) e x,, € V (27"e).

Suponhamos que ¥, ja tenha sido escolhido. Como por hipotese T' (V (27"~ 1¢)) é uma vizinhanga

da origem em Y, entao y, + m é uma vizinhancga da y,, logo
(3o + T (V1)) N T (V (277)) £0.
Assim, existe xz, € V (27"¢) tal que
yn = T(an) € T(V (277 1e)).

62



2.5. Teorema da Aplicacdo Aberta

Seja Ynt+1 = yn — T(xy,). Portanto, y,41 € T (V (2*(”“)5)) e continuamos o processo indefini-

damente. A sequéncia (x,)0°  satisfaz ||z,| < 27" para todo n € N, logo

m m m
d(xp, Tm) = ij < Z |5l < ZQ_jE — 0,
j=n j=n j=n

oo

n
quando m > n — oo. Dai a sequéncia Zacj ¢ de Cauchy no F—espago X, logo
J=1 n=1
convergente, digamos
o0
Z Ty =x € X,
n=1

segue entao que

n

n 00
lell = | lim D el < lim Y lzall = o]+ el
n—00 4 n—00 4 e

7j=1 7j=1
1 [o.¢] 1 [o.¢] o
< 5et Z | zn] < 5e+ 22*"5 = 22*”5 =e.
n=2 n=2 n=1
N
Como T é continuo, e como a série Z(yn — Yn+1) € telescopia, temos
n=1
00 N N
T =T (Z ) =T (Z ) = lim > T(en)
n=1 n=1 n=1
N
= lim zjl(yn ~Ynt1) = 1 (Y1 = Y1) = y1 — 1M ypr
n—=

Por fim, sabemos que y,+1 € T (V (27~ 1¢)) para todo n € N. Considere agora U uma vizinhanga
da origem em Y e seja W uma vizinhanga fechada da origem em Y com W C U. Sendo T é
continua, existe ng € N tal que T'(V (27"0¢)) C W, disto segue que T'(V (27"¢)) € W para todo

n > ng. Assim temos
yn € T (V (277€)) CW = W C U para todo n > no.

portanto y, — 0. Como consequéncia T'(z) = y; = y, logo W C T(V(e)) provando
assim o resultado.

(3) = (4). E imediato.

(4) = (1). Como X é aberto nele proprio, entao T'(X) é um aberto contendo a origem em Y,

logo absorvente. Temos assim que se y € Y, existe € > 0 tal que y € eT'(X) =T(eX) = T(X).

Por fim, se T satisfaz algumas destas condigdes equivalentes, digamos (1). Considere o
subespago fechado M = Ker T, entao a aplicacao G : X/M — Y dada por G(n(x)) = T'(z) é

um isomorfismo linear, dai X/M =Y e pela Proposigao 2.27 segue que Y é um F-espago.
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O

Corolario 2.29. Sejam X,Y F—espacos e T : X — Y um operador linear continuo bijetor,

entdo T € um isomorfismo.

Corolario 2.30. Sejam X um espago vetorial e 71,170 duas topologias em X que o tornam um

F—espaco. Se 11 C 19, entdo 71 = To.

Demonstrag¢ao. Como 11 C 79 entdo a aplicac¢ao identidade i4 : (X, 72) — (X, 71) é uma bijecao
linear continua, logo pelo corolério anterior ig : (X, 71) — (X, 72) é também continua, segue dai
que 71 = T2.

O

2.6 Teorema do Grafico Fechado

Teorema 2.31. (Grdfico Fechado) Sejam X eY F-espagos e T : X — Y um operador linear

de grdfico fechado. Entao T € continuo.

Demonstracdo. Sejam dx e dy duas métricas completas invariantes por translagao sobre X e Y

respectivamente. Entao nao ¢ dificil ver que a fungao d: (X xY) x (X xY) — R definida por

d((z1,y1), (v2,y2)) = dx (z1,72) + dy (71, T2)

é uma métrica completa invariante por translagao compativel com a topologia produto em X x Y.
Sendo T linear entdo G(7T') é um subespago de X x Y. Como por hipotese G(T') é fechado, tal
conjunto é completo com a métrica d, logo G(T') é um F—espago. Definindo as aplicagoes
projecgoes

X xY — X, m(z,y) ==z

T X XY — X, m(z,y) = v,

sabemos que 7,9 sdo continuas e se restringimos G(T') a aplicagao 71 : G(T) — X dada
por, mi(z,T(x)) = x, entdo m ¢é injetiva. Com efeito, se z,y € X sdo tais que 71 (x,T(x)) =
m1(y, T(y)), entdo x = y, dai (z,T(x)) = (y,T(y)). Claramente 71|q(r) é sobrejetiva, logo uma
bijecdo linear continua entre F'—espacos, segue do Teorema da Aplicagdo Aberta que a inversa
(7r1|G(T))71 : X — G(T) é também continua, e como 7' = my o (7r1|G(T))71, segue que T é
continua.

O

Corolario 2.32. Sejam X e Y espacos de Fréchet. Se T : X — Y € uma aplicacao linear

fracamente continua, entao T € continua.

Demonstragao. Pelo Teorema do Grafico Fechado é suficiente que G(T') seja um conjunto fechado.
Para isso seja (zp,T(xy,))22,; uma sequéncia em G(T), com z, — 0 e T(x,) — y, entdo

T, — 0 e T(x,) — y, como T é fracamente continua segue que T(z,) — T(0) = 0, da
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unicidade do limite temos y = 0. Para o caso geral basta ver que se z,, — x entao x, —x — 0.
Portanto T' é continua.
O

2.7 Pontos Extremais

Relembremos que se X é um espaco vetorial e a,b € X, o segmento fechado e o segmento
aberto de extremos em a e b sdo definidos respectivamente, por [a,b] = {ta+ (1 —¢)b: 0 <t < 1}
e (a,b) ={ta+(1—-t)b:0<t <1}

Definigao 2.17. Sejam K um subconjunto de um espago vetorial E e S C K. Dizemos que S €

um subconjunto extremal de K se satisfaz a sequinte propriedade:
a,be K e(a,b)NS#0)=a,beSs.

Um ponto xg € K é dito ponto extremal de K quando {zg} for um subconjunto extremal de
K. Assim um ponto é extremal quando nao estd contido em nenhum segmento aberto em K.

Denotaremos por Ezt(K) o conjunto de todos os pontos extremais de K.

Exemplo 2.8. Seja X = R? ¢ K = [0,1] x[0,1]. Entéo cada lado do quadrado é um subconjunto
extremal de K e além disso Ext(K) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Agora se K = {(z,y) € R? :
22 +9? < 1}, entao o conjunto dos pontos extremais de K € a circunferéncia centrada na origem
de raio 1, ou melhor, Ext(K) = {(x,y) € R? : 2% + y? = 1}.

Mais geralmente, se X é um espago normado entio Ext(Bx) C Sx onde, Sx = {z € X :
llz|| = 1}. De fato, pois dado x € Ext(Bx), se x € B(0;1), entao ||z|| <1 e T e Sx, temos

]

xT

]l + (1 = [lz])0 = ,
]

0 que nao pode acontecer pois x € um ponto extremal.
Lema 2.33. Sejam X um espaco localmente convexo real, K C X um conjunto compacto nao

vazio. Se f é um funcional linear continuo em X, definindo

o = sup f(),
zeK

entio A ={z € K : f(z) = a} é um subconjunto extremal nao vazio de K.

Demonstracdo. Note que A é ndo vazio, pois K é compacto e f é continua. Dados a,b € K tais
que (a,b) N A # 0, ou seja, existe z = ta + (1 — t)b € A para algum ¢t € (0,1). Vejamos que
a,b € A. Com efeito, suponhamos que f(a) < f(b), entdao f(a) < a, logo

fl@)=flta+ (1—t)b) =tf(a) + (1 —t)f(b) <ta+(1—Ha=a

o que é uma contradicao ja que x € A. Portanto, A é um conjunto extremal de K.
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O préximo teorema é um resultado classico em Anélise Convexa o qual indica como construir

um conjunto compacto e convexo a partir de seus pontos extremais.

Teorema 2.34. (Teorema de Krein-Milman) Seja K um subconjunto compacto de um espago
localmente convero X. FEntao K estd contido no fecho da envoltoria convexa de seus pontos
extremais, isto €, K C conv(Ext(K))

Demonstracao. Seja P a colegao de todos os subconjuntos compactos extremais contidos em K.
Como K é um subconjunto extremal de K, entao P # (). Considere sobre P a relagao de ordem
parcial A < B <= A C B. Por outro lado, seja S = (5;);c; uma cole¢ao de conjuntos em P,

vejamos que L = ﬂ S; pertence a P. Como cada conjunto compacto é fechado, segue que L é
el

um subconjunto fechado de K, portanto compacto. Agora sejam a,b € K com (a,b) N L # (),

logo para todo i € I temos (a,b) N S; # (), como cada S; ¢ um conjunto extremal segue que

a,b € S; para todo i € I, dai a,b € L.

Para cada S € P e f € X defina
Sg={r €S :Re(f(x)) =a}

onde Re(f(x)) é a parte real do escalar f(x) e @ = sup Ref(z). Sabemos pelo lema anterior que
xeS

S¢ € um subconjunto extremal de K, como Sy = SN Ref~!({a}) C K, entdo Sy é fechado por
ser intersecao de fechado, em particular compacto. Dai segue que Sy € P para cada S € P e
feXx'

Consideremos agora S € P e seja P = {ITe P:T C S} Como S € P', se tem que
P £ . O nosso objetivo ¢ construir um elemento minimal em P’ para isso seja Q = (T3)icr um
conjunto totalmente ordenado em P’. Considere N = ﬂ T;. Como ja vimos N € Pe N C S,

el

pois T; € P’ para cada i € I. Assim N é um elemento minimal de €. Logo pelo Lema de Zorn,
existe um elemento M € P’ minimal. Portanto nenhum subconjunto préprio de M pertence a
P, assim, para cada f € X devemos ter My = M, pois como ja vimos My € P, disto segue que
Ref é sempre constante. Vejamos que M é um conjunto unitario. De fato, sejam a,b € M com
a # b, como X é localmente convexo, pelo Teorema 1.43 existe um funcional f € X " de modo
que Ref(a) < Ref(b), contrariando assim o fato de Ref ser constante. Donde temos que M é
um conjunto extremal unitario de K. Provamos assim que todo conjunto compacto K possui
pelo menos um ponto extremal.

Por fim, considere H = con(Exzt(K)), vamos provar que K C H. Suponhamos que exista

wo € K/H. Novamente pelo Teorema 1.43 existem f € X'e a1, a9 € R tais que
Ref(x) < aq < ag < Ref(z¢) para todo z € H,
ja que {xo} e H sdo conjuntos nio vazios, fechados, convexos e {zo} compacto. Considere

K;={ye K:Ref(y) = mz}z(Ref(a:)}.

kS

Como Ky é um subconjunto extremal compacto em K e Ref(y) > Ref(xo) para todo y € Ky,
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pois zg € K, temos que Ky N H = (). Sendo Ky compacto, entao admite ao menos um ponto

extremal, logo Ky N Ext(K) # 0, gerando assim uma contradicao ja que
Ext(K) C H C H.

Concluimos finalmente que K C H. O

No exemplo a seguir veremos que a hipétese de compacidade é essencial no Teorema de

Krein-Milman.

Exemplo 2.9. O espago ¢y de todas as sequéncias que convergem para zero € um espaco de

Banach quando munido com a norma ||x|ecc = sup|zy|. Assim ¢y € em particular um espago

localmente convezro. Seja Be, = {x € ¢o : ||7|l0o %61} a bola fechada em co. Como jd sabemos,
B, € fechada, equilibrada e convezxa. Vejamos que B., nao admite pontos extremais. Do Exemplo
2.8 sabemos que os possiveis pontos extremais de B, estao localizados na esfera, considere assim
= (2,)02, € o com

[z]|oc = sup|zs| = 1.
neN

Podemos entao mudar as coordenadas de x de modo que |xy| < 1. Ou de maneira alternativa,
existe € > 0 suficientemente pequeno tal que xi—e e xp+¢ tem mddulos menores que 1. Definindo
assim as sequéncias Yy = (T +€)02, € z = (T, — )02, entao y,z € B, e para cada n € N,

temos
1 1
xkzi(mk—i-e)%— 1—5 (xg — ),

dai seque que x estd entre y e z, concluimos assim que B, nao admite ponto extremal.

Este exemplo nao contradiz o Teorema de Krein-Milman pois B, nao é um conjunto com-
pacto, uma vez que a dimensao de ¢y € infinita.

Determinar a nao existéncia de pontos extremais nunca é uma tarefa facil. O Teorema de
Krein-Milman é também um teorema de existéncia no qual afirma que todo subconjunto com-
pacto de um espaco localmente convexo admite pelo menos um ponto extremal. O matematico
James W. Roberts em [31]| construiu no espago Ly[0,1] com 0 < p < 1 um conjunto compacto e

convexo que nao possui pontos extremais.

Corolario 2.35. Seja K um subconjunto compacto e convero de um espago localmente convexo
Hausdorff X. Entao K = conv(Ext(K)).

Demonstrag¢ao. Basta notar que como Fzt(K) C K entao
conv(Ext(K)) C conv(K)

Assim,
conv(Ext(K)) Ceonv(K) = K = K.
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Teorema 2.36. Seja K um subconjunto compacto de um espaco localmente convexo Hausdorff
X tal que C = conv(K) é compacto. Entao Ext(C) C K.

Demonstra¢do. Primeiramente basta verificar que todo ponto extremal de C' é um ponto de
K + U, onde U é uma vizinhanca convexa equilibrada da origem em X. Com efeito, se U é tal
vizinhancga, entao

Kc|J@+0),
zeK

n

sendo K compacto existem x1,x2, - ,x, € K tais que K C U (z; + U). Consideremos assim o
i=1

conjunto fechado V; = conv(KN(x; + U). Como claramente V; C C' e C' é um conjunto compacto,

segue que cada V; é um conjunto compacto e convexo (pois ¢ o fecho de um conjunto convexo).
n

Logo a uniao dos V; ainda é um conjunto compacto, portanto conv (U VZ> ¢ um conjunto
i=1
compacto e convexo. Sendo K coberto pelos conjuntos da forma z; + U, segue facilmente que
n

K C conv (U V;) e dai temos conv(K) C conv (U Vi>, logo

i=1 i=1

C’zconv(K)Qconu(O%) = conv (OVE>7

=1 i=1

n
e como K N (z; + U) C K segue a continéncia contraria, logo C' = conv (U W) .
i=1
n

n
Por fim, se x € Fxt(C) entao x = Zaivi em que v; € V; e a; > 0 com Zai =1.Como zx é
i=1 =1
um ponto extremal, entdo x = v; para algum i =1,2,--- ,n. Portantox € z; + U C K +U. [

2.8 Sistemas Duais e Topologia de Mackey

Definigao 2.18. Sejam X eY espagos vetorias sobre K. Dizemos que (X,Y) é um sistema dual

se existe uma forma bilinear

(): XxY —K
com as sequintes propriedades;
1. (x,y) =0 para todo X € X, entio y = 0;
2. (x,y) =0 para todo Y € Y, entao x = 0.

A condi¢ao (1) diz que a forma bilinear separa pontos de Y, enquanto que (2) diz que a forma

bilinear separa pontos de X.

Exemplo 2.10. Seja X um espag¢o normado. Entdo (X, X/) é um sistema dual sob a forma
bilinear

(z,0) = o(x) para todo z €z e p € X .
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E imediato que se (x, @) = 0 para todo x € X entdo ¢ = 0, assim a forma bilinear separa pontos
de X'. Suponhamos agora que (x,p) = 0 para todo ¢ € X' entio o(x) = 0 para todo ¢ € X/,
seque assim do Teorema de Hahn-Banach que x = 0.

Mais geralmente, se X € um espaco vetorial e M um subespaco de X* que separa pontos de

X, entao (X, M) é um sistema dual sob a mesma forma bilinear
(x,¢) = ¢(x) para todo x € x e p € M.

Proposicao 2.37. Sejam X eY espagos vetorias sobre K. Se (X,Y) é um sistema dual, entdo

Y € algebricamente isomorfo a um subespaco de X* que separa pontos de X.

Demonstrag¢ao. Para cada y € Y, seja y € X* definida por

y(z) = (x,y) para todo x € X.

Entao a aplicagao
J:F— X, Jy =7

é linear e injetiva. Portanto F' é isomorfo a J(F') C X*. Vejamos agora que J(F') separa pontos
de X. Com efeito, sejam z,y € X, com x # y, logo x —y # 0. Como (X,Y’) é um sistema dual,
existe w € Y, tal que (x — y,w) =0, isto é, W(x — y) # 0 e assim W(x) # W(y).

OJ

Exemplo 2.11. Seja (X,Y) um sistema dual. Para cada subconjunto B C'Y finito a fungao
pp : X — R definida por

pp(r) =sup|(z,y)|, v € X
yeB

é uma seminorma. De fato, claro que pg(x) > 0 para todo x € X. Agora se x € X e a € K,

entao

pp(az) = sup [(az, y)| = sup |a|[(z,y)| = |a|pp(z).
yeB yeB

Se x,z € X temos,

pp(z +y) =sup |[(x +y,y)| = sup |(z, )| + (z,9)| < pp(x) + pB(2).
yeB yeB

Assim pp € uma seminorma em X . Quando B = {y} denotaremos pp simplesmente por p,.

Definigao 2.19. Seja (X,Y) um sistema dual. Denotamores por o(X,Y) a topologia localmente
convexa em X gerada pelas seminormas pg : X — R em que B C Y € finito. A topologia

o(X,Y) é chamada de topologia fraca em X.
Proposicao 2.38. Seja (X,Y) um sistema dual.

1. Uma rede (x)\)rca converge para x € X na topologia o(X,Y) se e sd se (xy,y) — (x,y)
para todo y € F.
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2. Um conjunto A C X € o(X,Y)—limitado se e sd se sup,c 4 |(x,y)| < oo para caday € Y.

Demonstragao. (1). Suponhamos primeiramente que a rede (z))xca converge para x € X. Segue
em particular que p,(z)) converge para p,(x) para cada y € Y. Provando assim a primeira parte.

(2) Se A é o(X,Y)—limitado, considere a vizinhanga da origem V = V(0,p,;1) em que
y € Y. Assim existe ng € N tal que A C ngV(0,py; 1), seguindo assim que pp(z) < ng para todo
x € A, logo sup,c4 [(z, )| < 0. O

Sempre que (X,Y) for um sistema dual, entao identificaremos y € Y com a sua imagem
y € X* definida da Proposicao 2.37.

Teorema 2.39. Seja (X,Y) um sistema dual.
1. (X,0(X,Y)) € um espago localmente convexo Hausdorff.
2. (X,0(X,Y)) =Y.
3. 0(X,Y) € a topologia mais fraca em X que torna y continuo em X para cada y €Y.

Demonstracao. (1) Suponhamos x # 0 em X, se p,(z) = |(z,y)| = 0 para todo y € Y, teriamos
que z = 0, pois (X,Y) é um sistema dual. Assim existe y € ¥ tal que py(x) # 0, do Teorema
1.25 segue que X é um espago de Hausdorff.

(2). Dado y € Y, considere y : X — R logo,

[y(z)| = [{z,y)| = py(x) para todo z € X,

entdo § é o(X,Y)—continuo. Reciprocamente, dado ¢ € (X, 0(X,Y))’, pelo Lema 1.40 existem
B ={y1,y2,- - ,yn} € F e M >0 tais que |¢(z)| < Mpp(z) para todo z € X. Assim,

lo(x)| < M sup [(z,y;)| =M sup |y;(z)| para todo z € X.
1<i<n 1<i<n

Em particular, obtemos

n
ﬂ Ker(y;) C Kere.
j=1

n
Pelo Lema 1.51, existem oy, a9 -, q, € K tais que ¢ = Zaijj' Portanto ¢ = ¥y em que

n
y=>» y €Y.
j=1

j=1

O

Definigao 2.20. Seja (X,Y) um sistema dual. O polar de um conjunto A C X, é definido por
A°={yeY :[(z,y)| <1 para todo z € A} CY.

Definigao 2.21. Sejam X um espago vetorial topoldgico e A C X. Denotaremos por I'(A) a
envoltoria conveza e equilibrada do conjunto A, ou melhor, a intersecio de todos os conjuntos

convezos equilibrados que contém A. Como apresentado na Observagdo 1.7, € possivel provar que
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I'(A) = {x:Z)\ixieX:xieA,)\iEKcom ZMZ\ §1},

i=1 i=1
Proposicao 2.40. Seja (X,Y) um sistema dual. Se AC X, BC X e A; C X para todo i € 1.

Entao, sao vdlidas as sequintes afirmagoes.

1. Se A C B entao B° C A°.

2. (Uie[ Ai>o = ﬂie[ A7

3. AC A°°.

4. A° = A°°°.

5. (MA)° = A\7LA° para todo ) € K — {0}.

6. A° é convezxo, equilibrado e o(Y, X)-fechado.

7. A° € absorvente se e sé se A é o(X,Y)—limitado.
8. AP::(F(AY“X”“>.

Demonstragao. (1) Se y € B°, entao |(x,y)| < 1 para todo z € B, em particular para todo
x € A. Logo y € A°.

(2) Sejay € <U Ai> se e somente se |(z,y)| < 1 para todo = € U A;, assim y € A; para
iel i€l
todo ¢ € I.

(3) Dado z € A, entao |[(x,y)| < 1 para todo y € A°, portanto A C A°°.

(4) Do item (3) temos A C A°° e assim A°°° C A°. Por outro lado, novamente do item (3)
temos A° C A°°°,

(5) Se y € (AA)°, entao |[(Az,y)| < 1 para todo = € A, logo |[(x, \y) < 1 para todo z € A,
isto é, \y € A°.

(6) Como (X,Y) é um sistema dual segue sem dificuldade que A° é convexo e equilibrado.
Vejamos que A° é o(Y, X)—fechado, seja (yx)rean uma rede em A° que converge para y € Y.
Como |(z,yx)| <1 para todo z € A e A € A. Assim pela Proposigao 2.38 temos que (x,y)) —
(x,y), portanto |(z,y)| < 1 para todo x € A, ousejay € A° e A° é fechado na topologia o(Y, X).

(7) E uma consequéncia da Proposicio 2.38.

(8) Como A CT(A) C (A)U(X’Y), segue do item (1) que

@mf“”)grmygm.
Vejamos primeiramente que A° C T'(A)°. Paraisso, sejay € A°ex € T'(A), digamos x = Z AT

j=1

n
em que zj € Ae \j € K com Z |Aj| < 1. Assim
j=1
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(@)l = [ i)
j=1

j=1

< Z’/\j<$j,y>| <1,
j=1

portanto y € I'(A)°.
Por fim, provaremos que I'(A4)° C (F(A)U(X’Y)> ,sejamy € T(A)° ez € mU(X,Y)
uma rede (z))xep em I'(A) que converge para = na topologia o(X,Y’). Logo [(xy,y)| < 1 para

. Existe

todo A € A e pela Proposi¢ao 2.38 temos (zry,y) — (z,y) donde segue que |[(z,y)| < 1 dai

y € (@G(X’Y)Y. Logo,

(F(A)U(X’Y)>O _ T(A)° = 4°.

O

Teorema 2.41. (Teorema do Bipolar). Sejam (X,Y) um sistema dual e A C X nao vazio.
(XY

Entio A% = T(A) ).

Demonstracao. Pela proposicao anterior temos A C A°° e A°° é convexo, equilibrado e fechado

na topologia o(X,Y’). Logo I'(A) C A°° e assim,

(MU(XY)) ° C A%

(XY ) . )
Para a inclusao contraria, seja C' = (A)U( ) e considere zo € X/C. Como ja sabemos I'(A) é
um conjunto convexo e equilibrado, assim C' é convexo, equilibrado e o(X,Y)—fechado. Como

(X,0(X,Y)) é localmente convexo, entéo pelo Teorema 1.45 existe ¢ € (X,0(X,Y)) tal que

lo(w0)| > 1 > sup |¢(x)].
zeC

Segue do Teorema 2.39 que ¢ = 7 para algum y € F. Como A C C, temos

[(zo,y)| > 1> sup [(z,y) = sup (z,y)].
zeC T€EA

Logo y € A° e xg ¢ A°°. Como zp € X/C, concluimos que A°° C C.
O

Se (X,Y) é um sistema dual entao a topologia 7(X, Y') é localmente convexa. O nosso objetivo
agora € definir uma outra topologia nesse sistema dual que também é localmente convexa. Antes

disso precisaremos da definicao de filtros em espacgos topoldgicos.
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Definicao 2.22. Seja X wum conjunto ndao vazio. Um filtro F é uma colecdo nao vazia de

subconjuntos de X que possui as sequintes propriedades.
1.0¢F.
2. Se F1,Fy € F, entdo F1 N Fy € F.
3. SeFeFeFCG,entao G € F.

Uma subcolegao Fy C F € uma base para o filtro F, se para cada F € F existir Fy € Fo tal
que Fy C F.

Para mais detalhes sobre a teoria de filtros indicamos as referéncias [2| e [21].

Proposicao 2.42. Seja X um espaco vetorial e seja F uma base de filtro em X com as sequintes

propriedades:

1. Cada U € F ¢ equilibrado e absorvente.

2. Dado U € F, existe V€ F tal que V+V CU. Seja

T={AC X :para cada a € A, existe U € F coma+U € A}.

Entao T € a unica topologia vetorial em X que admite F como base de vizinhancas da origem.

A demonstragao desse fato pode ser encontrada em [27].

Definigao 2.23. Sejam (X,Y) um sistema dual e A uma familia de subconjuntos o(X,Y)—

limitados de X . Diremos que A é saturada se verifica as sequintes propriedades.

1. Dados A, B € A, existe C € A tal que AUB C C.
2. M € A para todo A€ A e > 0.

Sabemos da Proposigao 2.40 que os conjuntos A° sdo convexos equilibrados e quando A € A

sao também absorventes. Segue assim da Proposigao 2.42 que a colegao
{A°:Ac A} CY

forma uma base de vizinhancas da origem para uma Unica topologia localmente convexa em Y,

que denotaremos por 74. Dizemos que 74 é a topologia da A—convergéncia.

Exemplo 2.12. Sejam (X,Y) um sistema dual e A a familia de todos os conjuntos finitos de
X. Vejamos que T4 coincide com a topologia fraca o(Y,X). Seja A C E um conjunto finito e
>0, entiao V="V (0,ps : €) € uma vizinhanga da origem em F. Como e 1A € A, entdo pela
Proposicio 2.40 seque que (e 1A)° = £A° e claramente e A° C V. Por outro lado, dado A € A
e0<e<1entao V(0,pa:e) C A°.

Proposicao 2.43. Sejam (X,Y) um sistema dual e A uma familia saturada. Entdo uma rede

(yx)aen converge para y em (F,74) se e so se

sup [{(z,yx — y)| — 0 para cada A € A.
x€A
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Demonstragdo. Sendo A saturada entdo e 1A € A, com (e 1A)° = ¢A° para todo € > 0 e
A e A. Assim, yy — y se e somente se dados A € A e e > 0, existe A\g € A tal que yy—y € cA°
para todo A > \g logo,

sup |(z,yx — y)| < € sempre que A > Ao.
€A

O

Definigao 2.24. Sejam (X,Y) um sistema dual e A a familia de todos os subconjuntos de
o(X,Y)—limitados. Chamamos a topologia T4 de topologia forte, e denotamos por B(Y,X). E
de facil verificagao que o(Y,X) C B(Y, X).

Definigao 2.25. Seja (X,Y) um sistema dual. Se C € a familia de todos os subconjuntos con-
vezxos, equilibrados e o(Y, X)—compactos de Y, entao a topologia 1¢ é chamada de topologia de
Mackey, e é denotada por 7(X,Y).

Teorema 2.44. Seja (X,Y) um sistema dual. Entao, sao vdlidas:
1. o(X,)Y) C7(X,Y);
2. (X,7(X,Y)) =Y.

Demonstragao. Seja C afamilia de todos os subconjuntos convexos,equilibrados e o(Y, X')—compactos
deY.

(1) Sejam A a familia de todos os subconjuntos finitos de Y e,
B={A*:Ac A} CY.

Assim B ¢é claramente saturado e vimos no Exemplo 2.12 que o(X,Y) = 74. Além disso, pela

Proposigao 2.40 temos A° = A°°° para cada A € A, logo

o(X,Y) =14 =13 (2.8)

Vamos verificar que B C C. Seja A°° € B, pela Proposigao 2.40 A°° é convexo e equilibrado.
Por outro lado, A° é uma vizinhanga da origem em X na topologia 74, da igualdade (2.8) segue
que A° é uma o(X,Y)—vizinhanca da origem. Como (X,0(X,Y))" =Y, o Teorema 1.56 garante

que A°° é o(Y, X)—compacto. Portanto A°° € C e assim obtemos
U(X7Y) =TA4=78CTCc = T(Xv Y)
(2) Combinando o Teorema 2.39 com o item anterior, temos

Y = (X,0(X,Y)) € (X,7(X,Y)).

Para a inclusdo oposta, seja ¢ € (X, 7(X,Y))". Pela continuidade existe C' € C tal que
C*=¢ 7 ([-1,1))
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isto é,

lo(z)| < 1 para todo xz € C°.

Denotaremos por CP os polares dos conjuntos C' € C em relagao ao sistema dual (X, X™*) isto ¢,
CP ={z e X :|¢¥(x)|] <1 para todo 1) € X*}.
Como C CY C E*, entao C° = CP, logo
lo(z)| < 1 para todo z € CP.

Pelo Teorema do Bipolar (Teorema 2.41) segue que

oe o — F(C)U(X*’X) _ 6o(X*,X)7

onde a ultima dessas igualdades segue do fato que C' é equilibrado e convexo. Além disso, C é
o(Y, X)—compacto e como a topologia o(Y, X) é a topologia induzida de o(X™*, X). Entao C é
o(X*, X)—compacto e portanto C' é fechado, logo

—o(X*,X)

peC =CCF

provando assim que (X,7(X,Y)) =Y. O

Teorema 2.45. (Teorema de Mackey-Arens). Seja (X,Y) um sistema dual e T uma topologia

localmente convexa em X. Entao as sequintes condi¢des sdo equivalentes.
1. o(X,)Y)C 1T C7(X,Y).
2. (X,7) =Y.

3. 7 = 71, sendo B uma familia saturada de subconjuntos equilibrados, convexos e o(Y,X)-
compactos de'Y tal que | J{B: B€ B} =Y.

Demonstragao. Seja C a familia e todos os subconjuntos convexos,equilibrados e (X, Y)—compactos
de Y.
(1) = (2). Segue dos Teoremas 2.44 e 2.39 que

Y = (X,0(X,Y)) C(X,7) C(X,7(X,Y)) =,

logo (X,7) =Y.

(2) = (3). Seja V a familia de todas as vizinhancas de zero em (X, 7) que sdo convexas,
equilibradas e fechadas. Como (X,7) =Y, segue do Teorema de Mazur (Teorema 1.53) que
cada V €V é o(F, F)—fechada. Defina

B={V°:V eV}

Pela Proposicao 2.40 sabemos que V° é convexo e equilibrado. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-

Bourbaki (Teorema 1.56) segue também que V° é o(Y, X)-compacto para cada V € V. Além
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disso, o Teorema do Bipolar (2.41) garante que V = V°° para cada V' € V, assim T e 73 possuem
a mesma vizinhanga da origem V, isto é, 7 = 75. Por fim, dado ¢ € (X, 7')/, entao existe V€Y
tal que

lo(x)| <1 para todo x € V,

assim, ¢ € V° logo,
Y =(X,7) =\ J{B:BeB}.

(3) = (1). Seja 7 = 7. Ja sabemos que se A ¢é a familia de todos os subconjuntos finitos

de Y, entao o(X,Y) = 74. Como B é saturada e
Y= {B:BeB},

entdo para cada A € A, existe B € B tal que A C B. Logo B° C A°, dai

o(X,)Y)=714Cmp=r.

Por outro lado, é claro que B C C e, portanto,
™ C1e="7(X,Y).

Concluimos assim que
o(X,Y)CrC7(X,Y).

Y

O

Observagao 2.3. Sejam X um espago vetorial e Y um subespaco de X*. Pelo Teorema de
Mackey-Arens podemos também definir a topologia de Mackey como sendo a topologia mais forte
localmente convexra em X tal que Y € o dual continuo de X. Isto é se T é uma topologia

localmente convera em X com (X,7) =Y, entio 7 C 7(X,Y).
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Capitulo

Bases em Espacos Vetorias Topoldgicos

Neste capitulo estudaremos as nocoes de bases em espacgos vetorias topologicos, com foco
nos F-espacos e nos espagos localmente convexos. A nogdo de base empregada aqui é uma
generalizagdo da base de Hamel em dimenséo finita. Para um espaco X de dimens&o infinita, o

conceito de base estd intimamente relacionado com a convergéncia de séries. Um dos principais

[e.e]

teoremas dessa segao nos da condicoes suficientes e necessarias para que uma sequéncia (z,)o

seja base de Schauder para o espago span{x, : n € N}. Na tultima se¢ao estudamos os espagos
que possuem propriedades da extensdo de funcionais lineares continuos e a sua relacdo com a
convexidade local. Nos baseamos nas referéncias [1], [26], [34], [35], [18], [20] e [32] para escrever

esse capitulo.

Definigao 3.1. Sejam X um espago vetorial topoldgico e (e,); uma sequéncia em X . Dizemos
que (en)22, € uma base em X se para cada x € X existe uma unica sequéncia de escalares

(on ()02 tal que
x = Z an(x)ey.
n=1

A unicidade da representacao permite considerar os funcionais
o0
* * . . _
e X — K, e g aj(x)e; | = apn(x)
=1

para cadan € N que sao chamados de funcionais coeficientes. Seque das propriedades bdsicas dos
espagos vetoriais topologicos que cada €, € linear. Além disso, para cada base em X definimos

as s0mas parciais por:

Sp: X — X, S, Zaj(x)ej = Zaj(x)ej,
j=1 j=1

também conhecidos como projegoes canodnicas associadas & base (€,)5 ;.

o0

Quando os funcionais e}, forem continuos, dizemos que a sequéncia (en)0>, € uma base de

Schauder.
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Exemplo 3.1. A sequéncia dos vetores candnicos unitdrios (ey)o>, em definida por
€n = (0707 7170707"')
€ uma base de Schauder em £, para todo p > 0.

Exemplo 3.2. Considere o sequinte sistema dual
(,): 01 Xxcg— R, (a,b) Zann

A sequéncia ()5, em {1 definida por x1 = €1 e x, = (—1)" ey + e, para todon > 2 ¢ uma

base em (£1,0(¢1,¢cp)). De fato, se y = (yn)o, € 41, entdo

oo
>0 v+ Y (D" Myi, n=1
y:Zanxn em que o, = ,
=l Yn, n>2.

e a unicidade da representacao € imediata. Além disso, pela forma dos a, temos que 0s funcionais
coordenados sao da forma f1 =ej+ex—es+es—es+--- e fr, = e, para todo n > 2. Entretando
f1 ¢ co e pelo Teorema 2.39 temos que co = (¢1)*, assim fi; é descontinuo. Portanto (x,)5

nao é uma base de Schauder.

Deﬁnlgao 3.2. Uma sequéncia (z,,)52, em um espago vetorial topoldgico X é dita w—independente

quando Z a;x; = 0 tmplicar que a; = 0 para todo © € N.
=1

Pela linearidade dos funcionais coeficientes segue que toda base (e,)5 ; é w—independente.

Teorema 3.1. Seja (X, 7) um espaco vetorial topoldgico Hausdorff completo. Sejam (x,)52; €
o0

uma sequéncia w—independente em X e Xg = (x € X :x = Za’ﬁ" . Sejam também V =

n=1

{V . C X : V € uma vizinhanga da origem fechada e equzlzbmda} e V' ={V*:V €V}, onde

V*=<zr e Xo: Zazxz € Vpara todon € N em que x = Z anTy . Entao,
=1 n=1
1. (X¢,7*) € um espago vetorial topoldgico Hausdorff completo, em que T* tem V* como uma

base de vizinhangas da origem.

2. Se X € um espago localmente convexo e V for a colecao de todas as vizinhangas da origem
fechadas, convezxas e equilibradas, entao (Xco,7*) € um espago localmente convexo Hausdorff

completo.

3. Sejam py € o funcional de Minkowski para cada V€V e py= o funcional de Minkowski de
V*, entao

py(z) < py=(z) para todo x € Xc.
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o0
Se x = E a;x; entao
i=1

py=(x) = sup py (Z ai$i> .

neN i—

Demonstragao. (1) Para construir uma topologia em X verificaremos que V* satisfaz as condi-

goes (i) — (iv) do Teorema 2.1.
(7) Dados U*,V* € V*, entao U,V € V em particular UNV € Ve (UNV)* CU*NV*
(i) Seja U* € V* assim U € V, logo existe V € Vcom V+V CU. Dadox = y+z € V*+V*

com y = g aixT; € z = E b;x;, entao
i=1 i=1

n n
Zaixi, Z b;x; € V para todon € N.
i=1 i=1

Assim,
n

Z(al—i-b )x; = Za,xl—FZa,xlEV—FVCU

=1 =1 =1

para todo n e, portanto, V* + V* C U*.

(7i7) Seja U* € V*, entdo existe V € V, tal que V' C U, em particular aV C U para todo
a € K com |a| < 1. Nao é dificil ver que aV* C U*.

(iv) Seja V¥ € Ve x = Zaiwi € Xo. AssimV € V, logo existe U € Vecom U +U C V.
i=1

n n
Como a sequéncia as somas parciais ( E al-:z:l-> converge para x, entao existe N € N tal que
=1 i=1

n
Zai:ﬁi € ¢ + U sempre que n > m.
i=1

Como U & absorvente e equilibrado podemos escolher a € K com |a| suﬁmentemente pequeno

demodoqueaZamEU 1<n< N,areUeaU CU. Logo,sen <N, entaanalmleV

i=1 i=1
Caso n > N, teremos

n
aZaimEam%—aUngLUQV.
i=1

n

Em ambos os casos, temos aZaixi € V para todo n € N, portanto ax € V*. Assim (X, 7%)
=1

é um espago vetorial topoldgico que tem V* como uma base de vizinhangas da origem. Como

cada V € V é fechada, entao V* C V para todo V € V. Sendo X um espago de Hausdorff, pelo
Corolario 1.8 temos que [\, V' = {0} e assim [,.cp« V* = {0} e, novamente pelo Corolario
1.8, temos que X¢ é um espago de Hausdorff.

Resta-nos provar que (X, 7*) é completo, para isso seja (Ya)aca uma rede de Cauchy em
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Xc. Entao para V € V), existe ag € A tal que

Yo — yg € V™ sempre que a, f > .

o0 o0
Se Yo = Z afz;, entao temos Z(a? - af)xi € V*, ou melhor,
i=1 i=1

Z(a‘?‘ - af)xi € V para todo n € N,

n

para cada n fixado a rede (Z af‘xi> ¢ de Cauchy em X e portanto (agry),cq ¢ também
i=1 acA

uma rede de Cauchy. Logo para cada n € N existe a,, € K com lim afz,, = apzy,.

n o
Vamos mostrar agora que a sequéncia (Z aixi) ¢ de Cauchy em X. Seja V' € V, escolha

i=1 n=1

UeVeWeVtasqueU+UCVeW+W C U. Como (Ya)aca € uma rede de Cauchy em
Xc, entao existe a; € A tal que se o, f > a1 entao y, —yg € W* e assim,

n
Z(a;l - af)mi € W para todo n € N.
i=1

Passando o limite sobre 3, para cada n € N obtemos

(Zn: af‘lxi — Zn: a,{m) e W. (31)
=1 =1

Portanto, para cada m,n € N temos

n m n m n n m m
E a;T; — E a;T; | = E a?‘lxi — E af‘lxi + E CL;XICCZ' - E a;x; |+ E a?lazi — E ;T4
=1 i=1 i=1 i=1 =1 =1 =1 i=1

logo,

n

n m m
(Z a;T; — Z ai:ci> € (Z aitw; — Z af‘lxi) +W+W
i=1 i=1

=1 1=1

n m
< (S Yoar) o
i=1

=1

o0
Como a série y,, = Zaf‘lxi converge pois y,, € X, entao em particular ¢ de Cauchy, logo

—
! n m
existe N € N tal que se m,n > N entao Z aitz; — Za?lxi e U, isto &,
im1 i=1
n m
Zaiwi — Zaiwi eU+ U CV param,n > N.
i=1 i=1
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n o0
Provamos assim que a sequéncia (Z ai:z:i) é de Cauchy em X. Sendo X completo, existe
=1

n=1
o)

Y= Z a;z; e assim y € Xc. E finalmente, de (3.1) segue que que a rede (Yo )aca converge para

=1
y. Portanto (X, 7*) é um espago de Hausdorff completo.
(2) Pelo item anterior é suficiente verificar que cada conjunto V* € V* é convexo. Com efeito,
[0.9] o0
sejam T = Zaixi ey = sz’iﬂi € V*. Dados t € [0,1] e n € N temos,

i=1 i=1
n

tiaixi +(1—1) Zn: bjx; = Z(tai +(1=t)b)x; €V
=1 =1

i=1

pois V' é convexo, assim tx + (1 —t)y € V*. Concluindo assim o resultado.
[ee]

(3) Para a primeira parte considere V€ V e x = Zaizz:i € X¢. Como V* C V, entao
i=1
{a>0:z€aV*} C{a>0:z¢€aV}, segue assim que py(x) < py=(x).

n
Seja a > 0 tal que x € aV*, entao Zaimi € aV para todo n € N, obtemos assim que

n n
Sup pr (Z aiSCi) < a, logo sup p, <Z aﬂz‘) < pv+ ().

neN i— neN i—1

n
Considere agora a = sup p, (Z aZ-:UZ-) # 0, pela Proposigao 1.28 temos que
neN i—1

n n
para todo n € N, entao éZaixi € V e assim Zaixi € aV logo x € V*. Portanto py=(z) <
i=1 i=1

n n n
a = Ssup py <Z aixi). Por fim, se sup p, (Z ai:m) = 0, entao py (Z aixi> = 0 para todo

neN i=1 neN i=1 i=1
n

n € N. Assim, para cada a > 0 temos que py | — Zaixi = 0 e novamente pela Proposicao
a

i=1
n
1.28 segue Z a;z; € aV para todon € N, isto é, x € aV* para todo a > 0. Portanto py«(x) = 0.

=1
Concluimos finalmente que

n
pv+(x) = sup p, (Z az-xi> .
i=1

neN

O
Teorema 3.2. Sejam (X, 7) um espago localmente convero Hausdorff completo, (x,)0>; uma

sequéncia em X tal que x, # 0 para todon € N e X = span{x, : n € N}. Seja T' € a cole¢ao

de todas as seminormas continuas que gera a topologia 7. Se para cada p € I' existirem o € I" e
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K >0 tal que
P (Z aixi> < Ko (Z ai:ci> , (3.2)
i=1 i=1

para quaisquer m > n € N e escalares ay, ag, - am,. Entao (x,)52, € uma base em X.

) oo
Demonstracao. Seja X =qx € X :x = Z aixi}. Se Z a;x; = 0, entdo para cada n € N fixo
ep€el existe c €' e K > 0 tal que = =

J
planzy) < Ko (Z aiazi> para todo j > n,

i=1
fazendo j — oo segue que p(anzy,) = 0 para todo p € I'. Como X é um espago de Hausdorff,
segue do Teorema 1.25 que a,xy, = 0, assim a,, = 0 para todo n € N, logo a sequéncia (x,)>2 é
w—independente.

Para cada p € I' seja V, = {x € X : p(x) < 1}. Da Proposicao 1.27 temos que p é o funcional

de Minkowski de V), ou seja, p = py,. Denotemos por V a familia de todas as multiplicagoes de

escalares positivos por conjuntos da forma V), p € I', ou melhor,
V={eV,:e>0epecl}.

Sabemos da demonstracao do Teorema 1.29 que V é uma base de vizinhangas da origem na
topologia 7. Segue assim do Teorema 3.1 que (X, 7*) é um espago localmente convexo Hausdorff
completo, em que V* é uma base de vizinhancas da origem em 7*. Vamos mostrar agora que X¢
¢ fechado em (X, 7).

Seja (Ya)aca uma rede em X convergindo para x € X. Para cada a € A, temos y, =

[e.9]
Za?xi. Do Teorema 3.1 e da desigualdade (3.2) segue que para cada p € I" existem 0 € I" e
i=1

> 0 tal que

n
pv: (Ye) = suppy, [ > afz; | < ko(ya).
neN i—1
A sequéncia (Yo)aca € de Cauchy em (X, 7"), assim existe xgp € X, tal que x, — xp
em 7% J4 vimos que V* C V para todo V € V), isto é, a topologia 7% é mais forte que a
topologia 7 em X¢. Entao x, — x¢ na topologia 7, como X é um espago de Hausdorff, logo

x = x9g € X¢. Portanto X¢ é fechado em (X, 7) e como span{z, : n € N} C X¢, entao
o0

X = span{z, :n € N} C X¢, dai segue X = X¢. A unicidade da representacao x = Z ;i T;
i=1
em X segue imediatamente, pois (z,)02; ¢ uma sequéncia w—independente. Portanto (z,)02

é uma base em X.

O

Definigao 3.3. Seja X um espago de Hausdorff localmente convexro. Um conjunto A C X
€ chamado de tonel quando for equilibrado, absorvente, convero e fechado. Dizemos que X €

tonelado quando todo tonel A em X for uma vizinhanc¢a da origem.
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Teorema 3.3. Seja X um espaco de Hausdorff localmente convexo. Se X € um espaco de Baire

entao X € tonelado.

r
Demonstracao. Sejam A um tonel em X, re s € Ncom 0 < r < s. Entdo — < 1, sendo A
S

equilibrado temos,
TA:3<E>A§3A,
S

Afirmamos que

X = [_jl nA.

Com efeito, dado = € X, como A é absorvente existe ¢ > 0 tal que x € cA, assim = € ngA
para algum ng € N com ng > ¢. Cada conjunto nA é fechado, sendo X um espago de Baire, existe
n € N tal que int(nA) # () ou ainda, int(A) # (). Considere y € int(A) C A, entao —y € A pois
novamente A é equilibrado, sendo também convexo segue que 0 = % + %y € int(A). Portanto
X é tonelado.

O

Corolario 3.4. Espacos de Banach e espacos de Fréchet sao tonelados.

Os espagos tonelados sao uma classe importante de espagos localmente convexos. A disserta-
¢ao [10] é uma boa referéncia em portugués sobre o assunto, enquanto que [36| é uma referéncia

classica acerca do tema.

Teorema 3.5. (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam X e Y espacos tonelados e F uma
familia de aplicagoes linear continuas em L(X,Y). Se F é pontualmente limitada (ver Defini¢cao

2.14) entao F é equicontinua.
A demonstragao desse Teorema pode ser encontrada em |[36].

Teorema 3.6. Seja (X, 7) um espago tonelado e I' a colegao de todas as seminormas que geram
a topologia 7. Se a sequéncia (x,)5, € uma base em X, entdo para cada p € T' existem o €T e
K = K(p) >0 tal que

n m
P (Z aixi> < Ko <Z aixi> , (3.3)
i=1 i=1
para todo n < m e ay,as, - ay, € K.

Demonstracao. Pela demonstragao do Teorema 3.2 sabemos que a colegao
V={cV,:e>0epeTl},

onde V, = {x € X : p(z) < 1}, forma uma base de vizinhanca da origem em X. Usando a mesma

notagao do Teorema 3.1 iremos verificar que cada conjunto (¢V,)" é um tonel em X. Vejamos
oo

inicialmente que (V,)* é equilibrado e convexo. Sejam x = Z aiz; € (V)" ea € Kcom |a| <1,
j=1
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como V), & equilibrado pois p ¢ uma seminorma, segue que

n
aZaja:j € V, para cada n € N,
=1

*

logo ax € (V,)".
A convexidade de (V,)* segue de maneira idéntica. Assim pela Proposigao 1.5 temos (eV),)*

equilibrado e convexo para cadae > 0 e p € I'. Pelo item (1) do Teorema 3.1 os conjuntos (eV),)*

formam uma base de vizinhangas da origem para uma topologia em X, logo sdo absorventes.

Verificaremos que (eV,)* é fechado. Inicialmente considere as funcoes somas parciais
o0 n
SntX—>X, Sn Zaixi :Zaixi.
i=1 i=1

oS n o0
Para cada z = E a;x; e p € I' a sequéncia p g a;x; ¢ limitada. Assim se V, é uma

vizinhancga da origem, tomando € = sup p <Z azxz> , temos que
neN i—1

n
{Sn(z):n e N} = {Zaﬂi 'n € N} C eV,
i=1
Logo a familia F = {S,}72; ¢ pontualmente limitada e pelo Teorema 3.5 segue que F ¢é equi-
continua, em particular cada fungao S, é continua. Portanto po S, : X — R é uma seminorma

continua para cada n € N, logo (V) é fechado pois,

(eVp)" = = Zalzxz eX: Zazxz € €V, para todo n € N}

i=1

(e.9]
= { = Zam € X :(poSpn)(z) <e, paratodon € N}
o0
ﬂ (poSy)  (—o0,el.
Assim para cada € > 0 e p € I' o conjunto (¢V,)* é um tonel em X, logo ¢ uma 7— vizinhanca
da origem, pois X é tonelado.

Por fim, se p € T', como (V,)* é uma vizinhanca da origem, existem ¢ = e(p) >0 e o €I tal

que
Sn(eVy) € (V,)" para todo n € N.

Sejam m comn < m e ag,- - ,ay € K. Considerando o vetor



entdo o(z) < ¢, logo x € €V,;. Como S, (V) C (V,)*, obtemos

n
EQ;T;
P ————— | <1 paratodon <m
(; o (it aixi))
temos finalmente que

n m
P <Z ai$i> < Ko (Z ai$i> )
i—1 i=1

com K(p) =1>0.
O

Definigao 3.4. Uma sequéncia (e,)52, em um espago vetorial topoldgico X € dita sequéncia

basica, se for uma base para span{x, : n € N}.

Como todo espaco de Banach é localmente convexo com a topologia gerada pela norma,

combinando os Teoremas 3.2 e 3.6 obteremos o seguinte resultado.

Teorema 3.7. (Critério de Banach-Grunblum) Uma sequéncia (x,)0 ; de vetores nao nulos em

um espaco de Banach E € basica se, e somente se, existe uma constante K > 1 tal que para toda

[e%S)
n=1

m
E ;g

1=1

sequéncia de escalares (ay,)

n
E ;T

=1

<K sempre que n > m.

A seguir construiremos uma sequéncia (z,)>>; linearmente independente em um F—espaco

que nao é uma base de Schauder para span{z, : n € N}.

Exemplo 3.3. Seja 1 <p < co. Considere a sequéncia (z,,)52, em €, definida por

1
=1

1
T1=e€1, € T; = — ej,1+36j para j > 2.

Os vetores x1, X2, . .. sao linermente independentes. Com efeito, considere a1, a9 -+ ,a, € K tais
que

a171 + axo + - anTy =0

entao
a2 az Qn
Ay —Aag, — — —, ", =0.
n n n
Isto nos diz que a1 = az = ---a, =0, logo a sequéncia (x,)5°, € linearmente independente.

Para cada n € N temos
n

1
S| =2

j=1
Logo nao existe K > 1 que satisfaz a desigualdade do Teorema 3.7, assim a sequéncia (,)5

nao € bdsica.
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3.1 Sequéncias Basicas em F-espagos

Vimos no segunda capitulo que um F'—espago é um espago vetorial topoldgico metrizavel

completo com a métrica invariante por translacdo. Sabemos que se X é um F—espago, existe

uma métrica d em X tal que a fungao ||z|| = d(z,0) é uma F—norma, satisfazendo.
1. ||z|| > 0 para todo z € X, e ||z]| =0 < = = 0.
2. |lazx|| < ||z|| para todo z € X e @ € K com || < 1.
) x
3. lim ‘—H = 0 para cada x € X
n—oo || n
4. ||z 4+ yl| < |lzll + ||yl para todo z,y € X.
5. a métrica d(z,y) = ||z — y|| é completa.
Denotaremos por (X, - |) o par, em que X é um F—espago e || - || uma F—norma em X

satisfazendo as condigOes acima.

Teorema 3.8. Sejam (X, || - ||) um F-espago e (e,)52, uma base. Entao

n
[l = sup || Sn(2)]| = sup || Y a;(z)e;
neN neN j=1

define uma F-norma em X equivalente a || - ||.

Demonstracao. Para cada n € N temos,

n
> aj()ej|| < llzlh
j=1

logo,
llz|| < ||x|l1 para todo z € X. (3.4)

Assim segue que ||z][; > 0 para todo x € X, e ||z|[1 = 0 <= z = 0. Considere agora z € X e
f € K com || <1, entao

n n
1B[l1 = sup || Baj(@)e;| < sup |1 aj(x)es|| = [l
neN j=1 neN j=1

Sejam x,y € X entao,

n
lz+yllh = sup | (aj(@)e; + aj(y)es)
neN j=1

n n
< sup Zaj(:c)ej + sup Zaj(y)ej
neN j=1 neN j=1

= |zl + llyll-
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3.1. Sequéncias Bdsicas em F-espacos

o0
Iremos verificar a condi¢ao (3) de F'—norma. Para isso seja x = Zaj(:v)ej € X. Dadoe >0
j=1
existe N € N tal que
L
€
Z O[k(ll?)ek < 57
k=M

sempre que L > M > N. Em particular, obtemos

L
€
Z ag(x)ex|| < 5 para todo L > N,
k=N-+1
assim,
= €
Z ag(z)er|| < 7
k=N+1 1
oo
Definindo y = Z ag(x)eg, para cada n € N temos
k=N+1
1 2 ag(z) > x
— = e = [0} — | EL.
= X Hres 3 al)a
k=N-+1 k=N+1
Como || - ||; satisfaz a condigao (2) temos
> x > €
apl|l—)e < ap(x)e <=
o (D)e] < X ar@ed| <.
k=N-+1 1 k=N-+1 1
logo,
x al x > x
I = e (R)ar X al)a
nll n n
k=1 k=N+1 1
N x > x
< 2o (3) (%)
< Z k) ek T Z k| ) ek
k=1 1 k=N+1 1
al x €
< ap(—)e =
Z k (n) Rl
k=1 1
~ . € P
para cada n € N. Como || - || ¢ uma F—norma entao lim ’—H = 0 dai para cada M < N e
n—oo || n
n € N suficientemente grande, temos
M - M
-1
ap | — ekl = ||n o =
Z kz(n> k Z k() eg|| <
k=1 k=1
Logo,
N
S (e <
k k 9
k=1 1
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e, consequentemente

x .
H*H < g, para n suficientemente grande.
nll

Assim || - ||; € uma F—norma em X. Vejamos agora que X é completo com essa norma. Seja
(un)o%, uma sequéncia de Cauchy em (X, || - |1) da desigualdade (3.4) a sequéncia (u,)°, é de
Cauchy em (X, || - ||), portanto convergente, digamos ||u,, — u|| — 0 para algum u € X. Além

disso, para cada k € N temos
ISk (un)|| < |Jun|| para todo n € N.

Portanto a sequéncia (Sk(un))s>, é de Cauchy. Restringindo os funcionais coeficientes e} no
subespaco de dimensao finita Si(X), entao cada e}, é continua pois ¢é linear dai (e} (Sk(un))pe;

é uma sequéncia de Cauchy em K, em particular convergente. Digamos
lim e} (Sk(u,) = oy para cada k € N,
n—oo

e também existe x; € X tal que
lim Sk(up) = xg. (3.5)

n—oo

Donde segue que se j < k entao,

ei(rg) =€ ( lim Sk(un)> = lim e;(Sk(un)) =

n—oo n—o0

e como €} (Sk(un)) = 0 quando j > k, entdo

lim Sk(up) =2 = E a;e;.
n—o0

Juntando essa igualdade com a desigualdade (3.5) obtemos

k

Sklun) = Y e

i=1

sup — 0 quando n — oo.

keN

o0 oo
A sequéncia g a;e; converge em || - || para u = g aje;, com xg = Sk(u), ou melhor,
i=1 =1 i=1

lim S (un) = Sk (u)

n—o0

e finalmente obtemos,

2up Si(un) Zozlez = sup ISk (un, — w)|| = [Jun — ul|1 — 0.
eN
Portanto, a sequéncia (uy,)22; é convergente, logo (X, || -||1) € um F—espaco.
Por fim, note que a aplicagao identidade id : (X, |- |1) — (X, |- ||) é continua, uma vez que
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Il - 1 > |||l para todo = € X. Segue do Teorema da Aplicagdo Aberta (Teorema 2.29) aberta

que id é um isomorfismo, portanto as F—normas || - || e || - ||1 s@o equivalentes em X.
0
A F—norma | - ||; definida no teorema anterior tem a seguinte propriedade imediata:
n o
Zaj(x)ej < ||z|]1 para todo x = Zaj(x)ej eXeneN
j=1 j=1
1
Mais geralmente ainda vale
l 00
Zaj(x)ej < ||z||l1 para todo z = Zaj(x)ej eXel0<Ek<IL (3.6)

j=k L j=1

Corolario 3.9. Seja X um F—espaco. Se (ey)72, uma base em X, entdo a familia das somas

parciais (Sp)02, € equicontinua.

Demonstracao. Considere X munido com a F'—norma,
lz]lx = sup [|Sn (@)l
neN
Para cada = € X, a sequéncia (Sy,(z))52; é limitada, uma vez que pela desigualdade (3.6) temos
|Sn ()|l < ||=||1 para todo n € N.

Como X é um F—espago e cada S, ¢é linear, segue do Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema

2.24) que (Sp,)52; ¢ uma familia equicontinua de operadores lineares e como as F'—normas sao

equivalentes, segue que a familia (S,)72; é equicontinua com relacdo a F'—norma original.

O

Corolario 3.10. Toda base em um F—espaco € uma base de Schauder.

Demonstragao. De fato, seja X um F—espaco e (e,)22; uma base em X. Assim para cada

(o]
x:ZaneneXejeNtemos,

n=1
ei(z)ej = Sj(w) — Sj-1(z).

Pelo corolario anterior cada S; é continua pois a familia (.S,)52, é equicontinua.
O

Teorema 3.11. Sejam X um F—espago e (e,)22, uma base em X. Denotemos por X1 o sequinte

espaco vetorial,

o0
X, = {(an)fle e kKN . Zanen com)erge}.

n=1

Entao a aplicacdo
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n
(ol = sup || > aje;
ne j=1

é uma F—norma em X e (X1, |- ||1) € um F—espaco. Além disso, a aplica¢ao

oo
T:X1— X, , T((0n)32) = Y anen,
n=1
€ um isomorfismo.

Demonstragao. A verificagao de que | - ||; € uma F'—norma é analoga a feita no Teorema 3.8.
Vejamos que X7 é um F'—espaco.
Seja (yr)pe; uma sequéncia de Cauchy em X, digamos y;, = (aF)> |, Assim, dado € > 0

existem mg € N tal que

n

m, k> mog = |jy™ — |1 = sup Z(azm —aMei|| < e (3.7)
neN j=1
Com isso,
n n—1
(ap —aplenl = D (af" —af)ei =D (af* — af)e;

j=1 Jj=1
n n—1

< D@ = af)el| + | Y (@ = af)e;
j=1 j=1

< e4¢e=2¢

quando m, k > ng. Assim a sequéncia (afe,)$ | ¢ de Cauchy em X. Como os funcionais e}, sdo

continuos entao a sequéncia de escalares (042)1?;1 ¢ de Cauchy para cada n € N. Considere

ap = lim of,
k—ro00

fazendo k — oo em (3.7), obtemos

n

sup o™ — a;)e;|| < € quando m > my.
> (]

neN =1

Para cada n € N defina
n n
Syt = Z ajlej e Sy, = Zaiei, (3.8)
i1 i=1

dai temos

lsr = sall < llsr = 5771+ llsn = sl + 5" — 837l

< ede+ st — sl
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3.1. Sequéncias Bdsicas em F-espacos

= 8" = sp'll 4+ 2¢

para qualquer m > mg e r,n € N. Por construcao e pela propria definicao da F'—norma, segue
que para cada m; > my fixado, a sequéncia (S)") é de Cauchy, assim existem n,r > ng de modo
que

lspt — sl <e

e, portanto, para n,r > ng temos
|sr — snl| < 3e.

Logo a sequéncia (55,)2%, ¢ de Cauchy no F—espaco X, em particular (ay,)22; € X e pela
desigualdade (3.8) concluimos que X; é um F—espago.

% ) =

Por fim, como (e,)22; ¢ uma base em X, entao a funcao 7' : X1 — X, , T((an)22,

oo
Z Qnén, € bijetora e linear. A continuidade de T segue de

n=1

n
<sup | Y ajej|| = [l(an)syllh
neN

1T ((em)pZi) |l =

S
g QnCn
n=1

=1

Portanto, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta para F'—espagos (Corolario 2.29) temos que X e
X7 sao isomorfos.

O

Observacao 3.1. Como toda F—norma || - || em X estd associado a uma métrica d(z,y) =
llx — y||, entao naturalmente seque que || — x| = ||z|| para todo x € X. Juntando esse fato com

a desigualdade triangular, obtemos
lz =yl = [zl = llyll| para todo z,y € X.

Em particular, se (x,)02, € uma sequéncia convergindo para x, entao

lim |jz,| = ’ lim
—00 n—oo
Teorema 3.12. (Critério de Banach-Grunblum-Nikolskii) Seja (1), uma sequéncia de ve-

tores nao nulos de um F—espago (X,|| -||). Se existe uma constante M > 1 tal que para toda

o
n=1-

m
E ;T4

i=1

sequéncia de escalares (ay,)

n
E a;T;

=1

<M sempre que n > m. (3.9)

entao a sequéncia (x,)5 ; € bdsica.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a desigualdade seja satisfeita. Considere Y = span{z,, : n € N}

e para cada n € N defina a funcao,
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k n
T, : Y — ?, T, (Z aixi> = Zaixi,
i=1
pondo se necessario agq1 = - - a, = 0. Por (3.9), temos

i=1
k k
=1 =1
k

para todo z = Z a;r; € Y. Portanto o operador linear 7,, é continuo.
i=1
Como Y é um subespaco fechado de um F-espaco, entdo Y é também um F—espaco. Pelo

Y

n
§ ;g
i=1

<ar

Teorema 2.9 cada 7T, admite uma extensdo linear e continua S, : ¥ — Y. Se € Y entao
ng

existe uma sequéncia (yx)72, em Y com y; — x, em que Y = Zafxi, e assim segue que
i=1

klim Sn(yx) = Sp(z) para cada n € N. Novamente pela desigualdade (3.9), obtemos

— 00

1S (g | < M|y,

pela Observagao 3.1 temos,

|Sn(x)|| < M||z||, paratodon € Nez€Y. (3.10)

m
Escolhidos arbitrariamente z € Y e € > 0, existe y = Z a;x; € Y tal que ||z —y|| < € assim
i=1
para cada n > m temos,

[Sn(z) =zl < [[Sa(z) = Su()I + [z =yl + 1Sk (y) — vl
< [Salz =)l +e+lly =yl
< Mz -yl +e
< (M +1)e,
logo,
nh_}rrgo Sp(x) = .

Finalmente, vamos definir f; : ¥ — K, por fi(z)z; = (S; — S;—1)(z), como cada P, &

continuo temos que f; é um funcional linear continuo. Além disso,

Y i@ =) (Su— Sn-1)(@) = Su(x).

i=1 i=1

Portanto,

Para a unicidade da representacdo basta ver que a sequéncia (x;);°; é w—independente.
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oo

Segue imediatamente da desigualdade (3.10) que Zaiffi = 0 implica que a; = 0 para todo
=1

i € N. Assim a sequéncia (z;)°, ¢ bésica.

O

Observagao 3.2. No Teorema 3.12 (Critério de Banach-Grunblum-Nikolskii), provamos que a
desigualdade (3.9) é uma condi¢ao suficiente para que uma sequéncia seja basica em um F-espago.

Em |20, Teorema 5.1.8 p.67|, prova-se que a reciproca também € vdlida.

Critérios para determinar sequéncias basicas em F-espagos sdo raros de se encontrar na
literatura. Enunciaremos a seguir um resultado devido aos matematicos Paley e Wiener que

trata de outro critério para determinacao de bases.

Teorema 3.13. (Paley-Wiener) Seja (x,,)72, uma base no F-espago X. Se (yn)o2, € uma

sequéncia em X e o € (0,1) de tal modo que

n
Z ai(@i — i)
i=1

para quaisquer escalares ai,- - - an, entdao

<«

n
E aiT;
i=1

1. (yn)p2y € uma base para X ;

2. Existe um isomorfismo T : X — X tal que y; = T'(x;) para todo i € N e

(1 —a)||z|| < ||T(x)|| para todo z € X.

A demonstracao desse fato pode ser encontrada em [26].

Definigao 3.5. Sejam XY F—espacos, (en)22, uma base em X e (fn)o2, uma base em Y.
(o]

Dizemos que (e,)52; € equivalente a (fn)32, quando a série E aney convergente se e somente

n=1

(0.9]
se E an fn convergente.

n=1

Teorema 3.14. Sejam X e Y F—espagos com bases (en)r, e (fn)o2, respectivamente. Se

()92 € equivalente a (fn)52 4, entao X e Y sao isomorfos.

Demonstracao. Para cada n € N, definamos o operador
o0 n
T,: X —Y, Th(x)=T, Zajej :Zajfj.
J=1 J=1

Claramente cada T}, é linear e pelo Corolario 3.10 segue que T}, é continuo. Sendo (), e

o0
(fn)22, equivalentes entdao lim 7T, (x) = Zaj fj € Y, para cada z € X. Considere assim a
n—oo
j=1

fungao T' : X — Y, dada por T'(z) = lim 7T, (x). Do Corolario 2.26 temos que T' € L(X,Y).

n—oo
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Segue sem dificuldade das equivaléncias entre as bases que T' é uma bijecao e assim do Teorema
da Aplicagdo Aberta (Corolario 2.29) temos que X e Y sao isomorfos. Além disso, a aplicagao
T satisfaz T'(e,,) = f,, para todo n € N.

O

Proposicao 3.15. Sejam (e,);2; uma base em um F—espaco X, (ng)32, uma sequéncia estri-

tamente crescente de inteiros positivos, (an)22, uma sequéncia de escalares, e

N1
fr= Z aje; #0  para todo k € N.

Entao (fr)32, € uma sequéncia bdsica.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.8 podemos considerar uma F—norma | - || em X que satisfaz

(3.6). Suponha que x € N := span{fi : k € N}, entao existe uma sequéncia (z,)2°; em N tal
que lim,,_,o, x, = x, onde
o0
Tn = Z Bn,kflm
k=0

em que para cada n, 3, = 0 exceto para um ntimero finito de k. Sejam m,n € N temos

(0.9}
|Tm — zal| = Z(ﬁm,kz - /Bn,k)fk:
k=0
[e'e] NEe4+1
= Z(ﬂm,k — Bnk)- Z aje;
k=0 Jj=ni+1
oo Mk41
= 1D D" Bk — Brk)eje;
k=0 j=nk+1
Para cada k € N fixo de (3.6) temos
Nk+1
|7 — | = Z (B — Brp)ejes|| = [|(Bmg — Brg) fill -
Jj=ngr+1

Definindo My, : span{fi} — K por My(afy) = «, entdo cada M é continua, pois é linear
definida em um espago de dimensao finita, em particular, pela Proposicao 1.18 é uniformemente
continua. Como a sequéncia (z,);>; é de Cauchy, segue que (B,%)52; ¢ uma sequéncia de

Cauchy para cada k € K. Seja assim
pr = lim B, paracadak € N.
n—oo

Suponha ng +1 < j < ngy1. Entdo,

o0 o0 N1
) = e (zﬁn,kfk>:e; S [ S5 ane
k=0 k=0 n=ng+1
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= €;(Bnifr)
Bn,kej (fk)

= ﬁn,kaj

*

7 sao funcionais e x,, — x, entao

Sabemos que os funcionais linear e

ej(z) = lim ej(wn) = lm By ke (fi) = Brej(fr),

segue assim que

Tk+1 Nk41 Ng41
Z 6;(95)6’]' = Z Breje; = B Z ajej = B fi. (3.11)
J=nk+1 J=ng+1 J=nr+1

oo
Sendo (€)%, uma base em X entdo, x = Zej(m)ej, pela igualdade (3.11) obtemos x =

j=1
> Bl
k=1

o0
Para provar a unicidade da escolha dos escalares 8 é suficiente verificar que se Z apfr =0

k=1
entdao ax = 0 para todo k € N. Para isso basta notar que para cada j € N, temos

oo
> aif
k=1

0= > laj f;l]

. —_— 3 o0 2, A . s .
logo a; = 0 e assim (fx)72, é uma sequéncia basica.

3.2 Propriedades de Extensao de Hahn-Banach para F'-espacos

Dizemos que um espago vetorial topolégico possui a Propriedade de Extensdao de Hahn-
Banach quando todo funcional linear definido em um subespago fechado pode ser estendido
linear e continuamente para o espago todo. Por conveniéncia, usaremos a ji consagrada sigla
em inglés. Assim quando um espago X possuir tal propriedade, diremos simplesmente que X
possui HBEP (Hahn-Banach Extension Property). Vimos no primeiro capitulo que o Teorema de
extensao Hahn-Banach é valido em espagos localmente convexos, o que implica que esses espagos

naturalmente possuem a HBEP.
Exemplo 3.4. Todo espago localmente convexo possui HBEP.

A busca por espagos que nao possuem HBEP é um trabalho arduo e sutil. O matemé&tico N.

Peck provou em [29] que o espago £, com 0 < p < 1 nao possui HBEP.

Exemplo 3.5. Seja 0 < p <1 e D o disco unitdrio centrado na origem do plano complexo. O

espago de Hardy, denotado por HP(D) é o conjunto de todas as fung¢oes analiticas f : D — C
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satisfazendo a condi¢do

1 2 0 »
1= s (5 [ 150 pas) " < .
0<r<1 ™ Jo

Em [18] verifica-se que a aplicagdo || - |5 € uma F—norma que torna HP(D) um F-espago nao

localmente convexo que nao possut HBEP.

Os espacos HP(D) e ¢, tém muito em comum, ambos sao F'—espagos nao localmente convexos.
O nosso objetivo é demonstrar que em F-espagos a propriedade de extensao esta intrisicamente
relacionado a convexidade local. Para isso utilizaremos fortemente a topologia de Mackey, uma
vez que essa possui os mesmos funcionais lineares continuos da topologia original. O préximo
resultado é uma caracterizagdo importante dessa topologia em fungéo das suas bases de vizi-

nhangas.

Proposigao 3.16. Seja X um F—espaco e denotemos por V, := conv {:c € X :|z|| < %} para
cada n € N. Entao a colecao (V,,)22, forma uma base de vizinhangas da origem na topologia de

Mackey m(X, X/). Por tanto, a topologia de Mackey é mais fraca que a topologia original.

A demonstracao desse fato pode ser encontrada em [35].

Para cadan € N, seja A, = {z € X : |zl <1}. Sex € A, e « € K com |a] < 1, entéo
1
o] < lz]] < —.
n

Assim cada conjunto A,, é equilibrado, em particular cada V;, também o é. Denotando por p,
o funcional de Minkowski em V;, segue da Proposi¢ao 1.28 que p,, é uma seminorma para cada
n € N. Mais ainda, do Teorema de Birkhoff-Kakutani (Corolario 2.6), a topologia de Mackey

nesse caso é metrizéavel.

Lema 3.17. Sejam (X, | - ||) um F—espago com || - || satisfazendo (3.6) e ()22, uma base.

Entao para cadan € N o funcional de Minkowski p, em V,, também satisfaz (3.6), isto €,

l o)

Dn Ze}‘(x)ej < pp(x) para todo 0 < k<l ex = Zej(m)ej.
j=k J=1
oo
Demonstragao. Com efeito, sejam x = Z ej(z)ej € X, 0 <k <lep=pp Sea>p(r), entdo
j=1

p(a~lz) < 1 e pela Proposigao 1.28 temos a~ 'z € V;,, logo

N

_1 _

o x—g AiZi,
i=1
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N
onde \; > 0, Zx\i =1lelxz] < % para todo¢=1,--- , N. Note que
i=1
o o.0]
at Ze;(:c)ej = Za_le;f(a:)ej
j=1 j=1
N
- S
i=1
N 00
= 2N | 2 e@e
i=1 j=1
00 N
- 3 (L) e
j=1 \i=1
N
pela unicidade da representagao de uma vetor em uma base, segue que ofle;f(a:) = Z Aieg ().
=1
Portanto,
1 ! N
Y = 3 (S aegta)
j=k j=k \i=1
N l
= 2N | 2 e@e
i=1 i=k
Como a F—norma || - || satisfaz (3.6), obtemos
l 1
Ze;(xi)ej <l < . com i=1,2,--- ,n.
j=k

! !
Isto nos diz que o~ Z ej(x)e; ¢ uma combinagdo convexa de elementos de Ay, logo ! Z ei(z)ej €
j=k Jj=k
V. Novamente pela Proposi¢ao 1.28 devemos ter

l
P Ze;(x)ej < a.
j=k
Como a escolha de o € R foi arbitraria, segue que
l
p (D ei@e; | <pla).
j=k

O

A proposicao subsequente estabelece as condi¢Ges nas quais funcionais lineares continuos nao
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podem ser estendidos na topologia de Mackey e, por conseguinte, na topologia usual. Porém
antes disso, precisamos da seguinte nogao.

Sejam f,g : X — R fungbes definidas em um espago vetorial topolégico X. A notacdo
f(z) = O(g(x)), significa que existe M > 0 e zy € X tal que

|f(z)] < Mg(z) para todo = > xo.

Isto significa dizer que f cresce no maximo a proporcao de g.

Proposicao 3.18. Sejam (X, ||-||) um F—espago e (x,)22, uma sequéncia bdsica. Suponha que

inf 2] =0 >0
neN

lim 2, =0 em m(X,X").

n—oo

Entao existe um funcional linear continuo f : span{x, : n € N} — K que nao pode ser estendido

para X .

oo
Demonstragao. Seja Y = span{x, :n € N}. Se x € Y, entdo x = Z(pn(;r)xn, em que @, ¢ o
n=1
funcional coordenado definido sobre a base (x,)52; em Y. Vamos provar que lim ¢,(z) = 0
n—oo

para todo z € Y. Caso contrario, deve existir um ntmero inteiro N > 0 e uma subsequéncia
(ng)ge, tal que

1
|ony, ()] > N Para todo k € N.

Seja || - |1 uma F—norma em N equivalente a || - || satisfazendo (3.6) relativo a base (z,)02 ;.

Assim, para cada k < ny < temos

l

> pilw)a;

i=k

> lon (@) [l
1

1
= N‘T”k

! (x)
—_— . x x
o @N  Fra )

v

1

b
1
A segunda dessas desigualdades é uma consequéncia de que

1

———— <1, paratodo k € N.
"Pnk('%')“\r

Segue da Proposicao 2.3 que,

1 1
e L I
1 1
ou ainda,
el < |~
N Tng |1 = || 75Tn
N N,
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portanto,
: 1
Z wi(T)w; > ank
i=k 1 1
1 1
> NHxnk”l > Nél

n o0
em que §; = ing |znll1 > 0. Concluimos assim que a sequéncia ( E 4,01(3:)1:1> nao é de
ne
i=1

n=1

oo
Cauchy, gerando uma contradigdo, pois x = Z on(x)xy,, portanto lim ¢, (x) = 0.
n—oo

n=1

Sejam V3 D V5 D -+ abase local para a topologia de Mackey m(X, X/) descrita na Proposigao
3.16 e p, o respectivo funcional de Minkowski do conjunto V,,. Entao p; < po < --- | e pela
Proposicao 3.16 os conjuntos (V)22 forma uma base de vizinhanga da origem equilibrada e
convexa em 7(X, X /). E assim, pelo Teorema 1.29 a topologia de Mackey é gerada pela familia
de seminormas P = (pp),cy €m particular, p, é continua para cada n € N. Como por hip6tese

lim z, =0 (em 7(X, X)) segue que

n—oo

lim pg(xz,) =0 para cada k € N,

n—o0

assim existe uma subsequéncia (ny)2, tal que
lim pg(zy,) =0.
k—o00
A partir disso, podemos construir uma sequéncia oy, € 1 tal que,

Anil # Opr(fur))  (F — 00). (3.12)

Para cada n considere a funcao
n
ot N — K, fn(m) = Z)\z%(ﬂf)
i=1

Cada f, é um funcional linear continuo uma vez que ¢, é linear e continua. Além disso, como

oo
lim ¢, (z) = 0 segue que a série Z Ann(z) converge para cada x € N. Definindo assim a
n—oo

n=1

funcao f: N — K, f(z) = Z Anpn(x) temos que
n=1

li_>m fn(x) = f(x) para cada z € N.

Pelo Principio da Limitagao Uniforme (Corolario 2.26) concluimos que f é um funcional linear

continuo.

Suponhamos que existe uma extensao f : X — K de f na topologia gerada pela F'—norma.
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Sabemos da Proposigao 3.16 que a topologia de Mackey é mais fraca que a topologia original,
entdo f é um funcional linear continua em m(X,X’). Pelo Lema 1.40 existe N € N e uma
constante M > 0 tal que

|f(x)| < Mpy(z) para todo z € X.

Isto é,

Em particular,

f(@n) = f(zn) = An = O(pn(20)),

para k > N temos px > py e assim A\, = O(pk(x,)) logo,

Ani = O(pr(ny,)),
o que contradiz (3.12), portanto f ndo admite uma extensao linear e continua para X. O]

Teorema 3.19. Se X € um F—espaco nao localmente convexro com uma base, entao X nao tem
HBEP.

Demonstragao. Sejam (e,)o; uma base em X e || - || uma F—norma em X que satisfaz (3.6).
Sabemos da Proposigao 3.16 que a topologia de Mackey m = m(X, X /) além de ser metriza-

vel é mais fraca que a topologia original 7 em X. Primeiramente vamos mostrar que existe
o

n
uma sequéncia de escalares (53’)?'11 tal que a sequéncia Z Bje; é m—Cauchy mas nao é
j=1 n=1
7—Cauchy.
Suponhamos que tal sequéncia nao existe. Afirmamos que (X, m) é completo. Com efeito,
seja (zp)02 uma sequéncia m—Cauchy, como os funcionais coordenados sdo T—continuos, entao

também sao m—continuos. Assim para cada j € N a sequéncia (e} (z5));2; ¢ de Cauchy em K,

. . Ry
logo existe uma sequéncia de escalares () 724 tal que

lim e
n—oo ']

(xn) = o para cada j € N.

Seja (pn)o2; a sequéncia de seminormas que gera a topologia de Mackey, para cada p = p,

com ¢ € N temos,

! l
P <Z aiei> = p (Z aie; — e (xn)e; + ef(wn)eZ)
i=k

i=k
l l
<vp <Z[ai = ef(xnﬂei) +p (Zemn)ei)
i=k i=k
l l
= p <Z[ lim_ef (zm) - ef(mnnei) +p (Z ef(amei)
i=k i=k
l l
= lim p (Z[ez‘ (@m) — ez‘(xn)]ei> +p (Z e;*(fcn)ez>
i=k i=k
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l
< W}gnoop(xm - xn) +p (Z €; (‘/En)ei) ’

i=k

onde, a ultima desigualdade segue do Lema 3.17. Como a sequéncia (z,)5° ; ¢ m—Cauchy entao
o0

1113 p(xym — xy) = 0. Por outro lado, a série E e; (zn)e; converge para z, em (X,7), em
m,n—0o0
i=1

n o0
particular também converge em (X, m). Portanto, a sequéncia (Z e; (xn)ei> ¢ m—Cauchy.

i=1 n=1

l
Assim, podemos escolher k, [ suficientemente grandes tais que p (Z e; (xn)ez-> — 0. Conclui-
i=k

n o
mos assim que a sequéncia ( E aiei> é m—Cauchy. Pela hipotese feita no inicio, a sequéncia

i=1 n=1

n oo oo
(Z aiei> é também 7—Cauchy. Logo existe x € X de tal forma que Z oz e; = T em ambas

i=1 n=1 i=1
topologias. Pelo Lema 3.17 temos que

l
sup p (Z[ag’ - ej(xn)]€j> < p(z —xn)

k>0 \

e ainda, se A > 0 é tal que A~!(x — x,,) € V,, entdo por argumento similar ao feito no Lema 3.17
l

é possivel concluir que A7! Z[aj —¢j(wy)]e; € Ve para todo k,l > 0. Donde segue assim que
i=k

l
plx —an) = supp (Z[aj - e}f(wn)]ej)

ki>0 \

l
_ p( %iinoo[e§($m)—e§(xn)]ej>
i=k

m—00 L 1>0 i

l
= lim supp ( [ej(ﬂjm) - 6;(3%)]6]‘)
k
< lim plem — za),

e como (z5,)72; ¢ uma sequéncia m—Cauchy, entao fazendo n — oo segue que p(x — x,) — 0,
logo pela Proposigao 1.26 temos que x, — = na topologia de Mackey. Provando assim que
(X, m) é completo. Do Teorema da Aplicacao Aberta segue que a identidade i : (X,7) — (X, m)
é um isomorfismo, gerando assim uma contradi¢ao, pois m é uma topologia localmente convexa

em X enquanto que T nao o é.

n

Portanto existe uma sequéncia S,, = Z Bje; que & m—Cauchy mas nao ¢ de Cauchy em 7.
Jj=1

Logo, existe € > 0, de modo que, para todo ng € N, existem m > n > ng com ||S,, — Sp|| > ¢,

ou melhor,
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m n m
> Bies = Biej| = D Biej| ==
j=1 j=1

j=n+1

Com efeito, para ng = 1 existem ny > ny > ng, de modo que,

n2
j{: Bjej > €.

Jj=n1
Mais geralmente, para cada ng = k € N existem ng41 > ng > k, com

Nk+1
EE: ﬁ%ej > E.
Jj=ng
Construimos assim uma sequéncia crescente (ny);2; de inteiros, e definindo
Nk+1
fe="Y_ Bjej,
J=ng
temos que f # 0 para todo k € N e pela Proposicao 3.15 a sequéncia (f;)72, é bésica em X.
Como || fx|| > € para todo k € N, entao

inf >e>0.
égNkall >e

Por outro lado, seja V' uma vizinhanga da origem na topologia de Mackey. Como (5,)°; ¢ de

Cauchy, entao existe ng € N tal que

m
m>n>ng=>Sy—Sy= Y BieEV,

j=n+1
existe k € N satisfazendo ngy1 > ng > ng, logo
MNk41
jg: ﬁ%f@ ::jk e V.
J=ny

xx' - . : . ) .
Portanto fx m(—> ) 0. Pela Proposicao 3.18 existe um funcional linear continuo na topologia

original f : span{ fi : k € N} — K que nao pode ser estendido para o espago todo. Logo X nao
possui HBEP.
O

Em 1973, o mateméatico N. J. Kalton também utilizando a topologia de Mackey removeu
a exigéncia de que o F-espaco possuisse uma base de Schauder, chegando assim ao seguinte

teorema.
Teorema 3.20 (Propriedade da Extensdo de Hahn-Banach). Um F-espago possui HBEP se e
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somente se for localmente convezo.

A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [17] e [18].
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