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Resumo

Neste trabalho, revisitamos e exploramos os seguintes resultados classicos: a desigual-
dade de Kahane-Salem—Zygmund (por simplicidade, KSZ), o jogo das luzes desbalance-
adas de Gale-Berlekamp e o Teorema de Dvoretzky—Rogers. A principio, apresentamos
uma versao multilinear estendida da KSZ, com a qual obtivemos as estimativas assinto-
ticas 6timas para os expoentes em casos nao contemplados pelas versoes anteriores. Em
particular, provamos que uma conjectura proposta por Albuquerque e Rezende é falsa. Em
seguida, inspirados por um antigo resultado de Bohnenblust e Hille, investigamos como
certas matrizes de escalares complexos podem ser usadas para substituir os coeficientes
+1, para obter variantes da KSZ com melhores propriedades. Nessa dire¢ao, propusemos
uma versao continua para o famoso jogo das luzes desbalanceadas de Gale-Berlekamp,
com boas estimativas. Finalmente, usando a mesma classe de matrizes, obtivemos uma
prova construtiva para o Teorema de Dvoretzky—Rogers em espacos de sequéncias com
escalares complexos. Mais precisamente, dado p € [1,2], fornecemos exemplos de uma
série (z19)%2, incondicionalmente somével em £,(C) com Y22, [[z9[|>~= = oo, para todo
e > 0. Usando ainda o “Sistema de Walsh”, apresentamos uma construcao similar para o
caso de espacos de sequéncias com escalares reais.

Palavras-chave: desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund, métodos deterministicos,
jogo das luzes desbalanceadas de Gale—Berlekamp, Teorema de Macphail, Teorema de
Dvoretzky-Rogers.
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Abstract

In this work, we explore some classic results that are at the intersection of probability
theory and functional analysis, namely: the Kahane-Salem—Zygmund inequality (for
simplicity, KSZ), the Gale-Berlekamp unbalanced light game and the Dvoretzky-Rogers
Theorem. Our investigation took place, mainly, from the analytical point of view. At first,
we present an extended multilinear version of the KSZ, with which we obtain optimal
asymptotic estimates for the exponents in cases not covered by previous versions. In
particular, we prove that a conjecture proposed by Albuquerque and Rezende is false.
Then, inspired by an old result by Bohnenblust and Hille, we investigate how certain
matrices of complex scalars can be used to replace the coefficients +1, to obtain KSZ
variants with better properties. In this direction, we propose a continuous version
for the famous game of unbalanced lights by Gale-Berlekamp, with good estimates.
Finally, using the same class of matrices, we obtained a constructive proof for the
Dvoretzky—Rogers Theorem on sequence spaces with complex scalars. More precisely,
given p € [1,00], we provide examples of a series (x(j));il unconditionally summable in
(p(C) with 37 [|#9)[|*7% = o0, for all € > 0. Still using the “Walsh System”, we obtained
a similar construction for the case of sequence spaces with real scalars.

Key-words: Kahane-Salem—Zygmund inequality, deterministic methods, game of
unbalanced lights by Gale-Berlekamp, Macphail theorem, Dvoretzky-Rogers theorem.
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Notagoes e terminologias

Aqui, vamos destacar algumas notacoes e terminologias basicas de Anélise Funcional
que aparecerao no decorrer do nosso trabalho.

As letras mintdsculas m e n denotardo ntmeros inteiros positivos. Ja as letras
maitsculas com indices, C,,, D,,, K,, C,, representarao constantes positivas que
dependem de m, p e ¢, respectivamente.

Em todo o trabalho, o simbolo K denotara o corpo dos niimeros reais (R) ou o corpo dos
ntmeros complexos (C) (quando houver necessidade, enfatizaremos o corpo considerado).
Para p € [1, o0], £} representard o espago K" com a £,-norma definida por

1

(Splasl)” s se1<p<oo

lll, =
max; |z, se p = 00,
onde x = (x1,...,2,). Vale lembrar que a monotonicidade das normas £, nos garante que
- llp < 11 o

sempre que p < q.
Quando p € [1,00], p* indicara o conjugado de p, isto é, o Gnico elemento de [1, 0]
que satisfaz
1 1
-+ —=1L
p p
Como de costume, a bola unitaria fechada de um espago de Banach E sera representada
por Bg.
O simbolo E* representard o espago dual de E. Nesse caso, quando F = £, é bem
conhecido que temos o seguinte isomorfismo isométrico

6o — (G)

(aj);'l:1 — 2

com ¢ : £y — C definido por
@ ((mj);l:1> = Zlaj%‘-
]:

1



Notagoes e terminologias 2

Seja ¥ um espaco de Banach. Quando 1 < p < oo, o espaco das sequéncias
absolutamente p-somdveis em E sera denotado por ¢,(E) e estard munido com a norma

o0
()52 lly = (Dl
j=1

Quando E = K, usaremos simplesmente ¢, (ou £,(R) ou ¢,(C), quando for necessario
especificar o corpo dos escalares).
Sempre que estiver claro de que norma estamos falando, usaremos a notacao simples
No que se refere a séries, recordemos que: uma série Z;’il x; & incondicionalmente
convergente se converge para qualquer rearranjo de seus termos. Enquanto que, uma
PR o0 2
série Zj:l x; & absolutamente convergente se

o
D llzgll < 0.
j=1

Lembremos que uma aplicagdo A : Ey X --- x E,, — F é dita multilinear (ou
m-linear) se é linear separadamente em cada coordenada, isto é, se para quaisquer
r1€Fky,....,v,, € E,e1=1,...,m, os operadores

A(xl7---71'1'—17‘7$i+17---7-77m) D E; } Fv
definidos por A, 21 zipren) (@) = A(T1,. .., Tim1, 2, Tig1, ..., Ty), A0 lineares.
Nesse caso, quando os espacos Ei,..., F, sao normados e A é continua, a norma de

A é definida por
|Al| = sup{[|A(z1,...,2m)|; v € Bg,, j=1,...,m}

Quando F' = K, uma aplicacao multilinear A : E; x --- x E,, — K serd chamada de

forma multilinear ou m-linear.
Usaremos a notagao (a;,...;,,)

ni X --- X n,, entradas tais que

N yeeey i,

i para representar uma matriz de dimensao m com

|y | = 1.

A notacao

ni,...;Nm

2.

j17"'7j7n:1
representara o somatorio multiplo
ni Nm
Ji=1 =1
Para j € N, a j-ésima fun¢do de Rademacher é a funcao r; : [0,1] — R definida por
r;(t) = sgn(sen(277t)), onde sgn : R — R, dada por
1, sex >0
sgn(z) =<0, sex=0
-1, sexz <0,
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é a funcao sinal. Obviamente, temos

/1 ri(t)r;(t)dt = 65,

onde 9;; ¢ o delta de Kronecker.
Outras notacoes, definicoes e terminologias serao apresentadas ao longo do texto,
conforme a necessidade.



Introducao

A solucao de uma variedade de problemas em Analise requer a existéncia de matrizes
quadradas n x n com entradas +1 que satisfazem certas propriedades, veja, por exemplo,
as referéncias [10], [15] e [32]. Em alguns casos, especialmente para valores grandes de n, a
construcao de matrizes adequadas é acompanhada por enormes dificuldades combinatorias
e métodos probabilisticos entram em jogo. Por um lado, as abordagens probabilisticas sao
uma ferramenta profunda da matematica moderna que nos permitem evitar problemas
combinatorios extremamente dificeis, mas, por outro lado, elas apenas revelam a existéncia
de certos objetos e, além disso, a forma como os argumentos sao concebidos, as vezes, leva
a estimativas abaixo do ideal. A famosa desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund (por
simplicidade, KSZ), por exemplo, é um dos resultados que ilustra as virtudes e deficiéncias
desses métodos.

Com origem nos estudos de R. Salem, A. Zygmund e J. P. Kahane (veja [50] e [26])
sobre desigualdades aleatdrias para polinémios trigonométricos em varias variaveis, a
KSZ é uma ferramenta probabilistica poderosa que foi trazida para a versao multilinear
por H. Boas em [13]. Nesse contexto, ela assegura que para inteiros positivos m,n e
para pi,...,pm € [2,00|, existem uma constante universal C,, e uma forma m-linear
Amp i by, X - x Ly — K do tipo

Apn (z(l), e z(m)) = Z izj(-ll) ogtm)

b ]m
J1yeedm=1
tais que
m+l_ (1 1
HAm,TlH S Cmn 2 (P1+ +P7n>’ (1)
com
Cr =/ 32mlog(6m)vm!.
Um argumento de interpolacdo mostra que se pi,...,pm € [1,2], entdo existem uma

constante C,,, > 0 e uma forma m-linear A,,, como acima tais que

”Am,n” < C’mnkm‘ (2)

A estimativa (2) aparece em esséncia no trabalho de Bayart [7]. No que diz respeito aos
expoentes, as desigualdades (1) e (2) fornecem as estimativas assintoticas 6timas para as
menores normas possiveis de A,,, quando {p1,...,pn} C [2,00) e {p1,....pm} C [1,2),

4



Introducao 5

respectivamente. Isso significa que os expoentes de n, nesses casos, nao podem ser
melhorados, ou seja, mesmo se multiplicarmos o segundo membro das desigualdades por
uma, constante positiva, eles nao podem ser substituidos por expoentes menores.

Ambas as versdes multilinear e polinomial da KSZ desempenham um papel fundamen-
tal na Anéalise moderna. Diversas aplicacoes e estudos surgiram desde entao, veja, por
exemplo, os trabalhos |2], [9], [12], |35], [38], |[51] e as referéncias neles citadas.

Para formas bilineares, G. Bennett, independentemente, e usando argumentos proba-
bilisticos semelhantes, provou um resultado ainda mais completo do que a KSZ (ver [10],
e também o trabalho de Bennett, Goodman e Newman [11] para um lema probabilistico
crucial usado em [10]). Ele mostrou que, para quaisquer p,q > 1 e quaisquer inteiros po-
sitivos ny, ng, existem uma constante Cp,, > 0 e uma foma bilinear A, ,, : £3* x (72 — R
com coeficientes +1 satisfazendo

HAnl,nzH < Cp,q max {n21/q*n1max{1/271/p, O}’ nl1/1f)>t<n2max{1/q*71/27 0}} )

Como acontece com a KSZ, a constante C), , depende de argumentos probabilisticos e no
artigo de Bennett nao ha mencao ao seu valor.

Recentemente, revisitando as técnicas de Boas, N. Albuquerque e L. Rezende provaram
uma versao multilinear da KSZ em um ambiente mais geral, condizente com a abordagem
de Bennett. Mais precisamente, a desigualdade provada em |1, Theorem 2.4] afirma que,
para inteiros positivos m,ny,...,n, € para pi,...,pm € [1,00], existem uma constante
Dy, > 0 e uma forma m-linear A : 3! x --- x {7 — K do tipo

ni Nm

A(z(l),...,z( Z Z:I:zl) . ]:L),

Jj1=1 Jm=1

tais que
17% i max{lfi 0}
|A]l < Dy, (Zm) IIn v ™ (3)
k=1

com v := min {2, max{py : pr < 2}}, onde D,, se comporta essencialmente como C,,.

A estimativa acima ¢ 6tima quando py,...,p, € [2,00] (ver [1, Theorem 3.1]). Além
disso, um célculo direto mostra que (3) recupera (1) e (2) quando ny; = -+ = n,, = n.
No entanto, apesar de ser uma versao multilinear ligeiramente mais completa, o resultado
ndo fornece a otimalidade dos expoentes nos casos que nao sao contemplados por (1) e
(2), ou seja, quando py, ..., p, interceptam tanto [1,2) quanto (2, 0o].

Os argumentos probabilisticos usados em (1), (2) e (3), em geral, sao suficientes para
fornecer expoentes 6timos, mas as constantes envolvidas estao longe de serem as melhores
estimativas para as normas. Um estudo recente realizado por D. Pellegrino e A. Raposo
Jr. em [38] e [39], mostra, com construgoes deterministicas, que em alguns casos essas
constantes sdo dominadas assintoticamente por 1 e universalmente por (8/5)1/2,

No Capitulo 1, exploramos a KSZ sob dois pontos de vista: otimalidade dos expoentes
e estimativas para constantes em variantes complexas. Na Secao 1, apresentamos uma
versao estendida da KSZ com a qual obtivemos os expoentes 6timos em casos que nao
eram fornecidos pelas versoes em (1), (2) e (3). Em termos mais precisos, mostramos
que, se m,ny, N, ..., N, S40 inteiros positivos e py,...,pm € [1,00], entdo existem uma
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constante universal C' > 0 (dependendo apenas de m e se comportando como C,, e D,,)
e uma forma m-linear A,, ,, : 6;}11 X oo X 6;;” — K do tipo

A (21,0200 = Y +2(0 ),

j17~--’jm:1

tais que

=

< c (i n)

com p := min {max{2, p;}}. Além disso, quando ocorre ny = --- = n,, := n, 0 expoente
1/ min {max{2, p; }} + >, max {1/2 — 1/p, 0} é otimo.

Na Sec¢do 2, inspirados por um resultado do artigo [14], investigamos como certas
matrizes de escalares complexos, que datam dos trabalhos de Toeplitz [49], podem ser
usadas para substituir as entradas +1, para obter variantes da KSZ com melhores
propriedades no que diz respeito as constantes. Dentre outros resultados, para pi,ps > 2,
construimos uma forma bilinear A : €1 x (2 — C definida por

i)
k=1

ni,mn2
AE0a®) = 3 a2,

i1,40=1

com |a;;,| = 1, cuja norma satisfaz

1011

1
1n2 P2
[All < n2ny "ny ™2,
onde n = max{n;,ny}. Com isso, respondemos a um problema apresentado em [1].
Mostramos ainda que, em alguns casos multilineares, o mesmo tipo de dominacao ocorre.
Os principais resultados deste capitulo estao presentes nos trabalhos:

D. Pellegrino, D. Serrano-Rodriguez, J. Silva, On unimodular multilinear
forms with small norms on sequence spaces, Lin. Algebra Appl. 595 (2020),
24-32.

D. Pellegrino, J. Silva, E. Teixeira. On a continuous Gale—Berlekamp
switching game, to appear in An. Acad. Brasil. Ciénc.

Os métodos de natureza deterministica, utilizados na Secao 2 do Capitulo 1,
permitiram que propuséssemos uma versao continua para o famoso jogo das luzes
desbalanceadas de Gale-Berlekamp (que é, em certo sentido, equivalente a um caso
particular da KSZ). Apresentamos essa nova variante no Capitulo 2.

Projetado de maneira independente por D. Gale e E. Berlekamp na década de 1960, o
jogo das luzes desbalanceadas consiste em uma matriz quadrada n x n de lampadas acesas
e apagadas dispostas em uma configuragdo inicial de luzes ©,. O objetivo é desligar o
maximo possivel de luzes usando n interruptores “de linhas” e n interruptores “de colunas”,
que invertem o estado de cada lampada (acesa para apagada e apagada para acesa) na
linha ou coluna correspondente.
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As vezes, esse problema de otimizacio ¢ proposto como encontrar o méaximo da
diferenca entre o niimero de luzes que estao acesas e o nimero de luzes que estao apagadas,
pois ambos os problemas sao equivalentes. Nesse contexto, a abordagem matemaética
natural para modelar o jogo é associando uma configuragao de luzes ©, a uma matriz
(aij)zjzl cujos elementos a;; sao +1 ou —1, de modo que +1 é identificado com uma
lampada quando acesa e —1 representa a lampada apagada. Assim, a tarefa é estimar o

n
G, = min %yjreriiai)iﬂ} ”ZI ai;Tyj| ca; = —lou +1 5,
onde z; e y; denotam os interruptores da linha ¢ e da coluna j, respectivamente.
Varias questoes relacionadas ao problema original foram investigadas em profundidade
(veja [16, 17, 22, 52]), em particular a dificuldade de resolver o jogo foi estudada em
[45]. Resultados recentes de [39, Theorem 5.2 melhoraram as estimativas do jogo para
n = 15,17,18,19 e os autores forneceram a seguinte estimativa universal

L < G <1,07.

E = 3/2 =
Em nossa generalizacao para uma versao continua, obtivemos dominagao superior por
1. Substituimos as lampadas por vetores do plano (R?) e os interruptores por botoes de

direcao. Nesse caso, o novo problema consiste em maximizar a norma euclidiana da soma
de todos os vetores usando os botoes que mudam a diregao dos vetores.

Figura 1. Tlustracao do jogo continuo para n = 10.

Estudamos também uma versao ponderada deste novo jogo continuo e permitimos
tabuleiros nao necessariamente quadrados e em dimensoes superiores a dois. Mostramos
ainda que em alguns casos especiais as estimativas obtidas sao 6timas. O contetdo desse
capitulo se encontra no trabalho:

D. Pellegrino, J. Silva, E. Teixeira. On a continuous Gale—Berlekamp
switching game, to appear in An. Acad. Brasil. Ciénc.
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Finalmente, para ilustrar o alcance da abordagem com as matrizes complexas utiliza-
das no Capitulo 1, o terceiro e dltimo capitulo foi reservado a um importante teorema
devido a A. Dvoretzky e C. A. Rogers. Em 1947, M. S. Macphail ([33]) construiu uma
série em {1 que converge incondicionalmente, mas nao converge absolutamente. De acordo
com a literatura (|20]), este resultado ajudou Dvoretzky e Rogers a finalmente responde-
rem a um problema de longa data da teoria dos espagos de Banach, mostrando que em
todos os espacos de Banach de dimensao infinita existe uma sequéncia incondicionalmente
somavel que nao é absolutamente somével. Esse foi o ponto de partida para a investigacao
e construcao de uma teoria grandiosa de operadores absolutamente somantes, aqueles que
levam sequéncias incondicionalmente soméveis em sequéncias absolutamente soméaveis. O
conceito iniciou-se por volta dos anos 50 com A. Grothendieck ([24]) e, posteriormente,
foi reformulado e ampliado por varios matematicos importantes como, por exemplo, J.
Lindenstrauss, A. Pelczynski, R. Alencar e M. Matos (veja [3], [31] e [36]). Em termos
mais precisos, o Teorema de Dvoretzky-Rogers afirma que em todo espaco de Banach E
de dimensao infinita existe uma série incondicionalmente convergente (x(j));’;’l tal que

Z ’x(j)‘%s = 060
j=1

para todo € > 0. Sua prova é nao construtiva e o resultado de Macphail para F = /;
fornece uma demostragao deterministica apenas para € > 1. Algumas provas alternativas
do resultado de Macphail e do Teorema de Dvoretzky-Rogers apareceram mais tarde,
mas nio eram construtivas (veja |29, pagina 145], [6, 53, 23, 47| e as referéncias contidas).
Também referimos ao leitor [8] para uma abordagem em ¢; usando a KSZ. Aqui,
apresentamos uma prova construtiva para o Teorema de Dvoretzky—Rogers em espacos de
sequéncias com escalares complexos que funciona para todo € > 0. Além disso, usando o
“Sistema de Walsh” obtivemos uma construcao similar para o caso de espagos de sequéncias
com escalares reais. Esses resultados foram publicados no nosso artigo:

D. Pellegrino, J. Silva. Macphail’s theorem revisited. Archiv der Mathematik,
v. 117, p. 647-656, 2021.



Capitulo

A desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund

A desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund é um resultado probabilistico que ga-
rante a existéncia de matrizes especiais com entradas +1 gerando formas m-lineares uni-
modulares com normas relativamente pequenas. Essa desigualdade (no contexto mul-
tilinear formulado por Boas em [13]), assegura que para inteiros positivos m,n e para
P1,--,Pm € [2,00], existem uma constante universal C,, > 0 e uma forma m-linear
Apn ly x - xty  — Kdo tipo

’ Jm

A (z(l), . z(m)) = Z j:zj(-ll) ™

J1yesjm=1
tais que
| Amnll < Cron ™= Gt 45) (1.1)
Quando py,...,pn € [1,2], um argumento de interpolacdo, que aparece no trabalho de

Bayart [8], mostra que existem uma constante C,,, > 0 e uma forma m-linear 4,,,, como
acima satisfazendo )
1
|Apnll < Crpn ™ maxtprem] (1.2)

Para formas bilineares, Bennett, (ver [10]), apresenta um resultado ainda mais
completo. Ele provou que, para quaisquer p,q > 1 e quaisquer inteiros positivos nq, no,
existem uma constante Cj, , > 0 e uma foma bilinear A,,, ,,, : £3* X {72 — R com coeficientes
+1 satisfazendo

HAnl,nQH < Cp,q max {an/q*nlmax{1/2—l/p7 D}’nll/p>z<anax{l/q*—1/27 0}} )

Em todos os casos acima, as desigualdades sao 6timas no que se refere aos expoentes.
No entanto, os argumentos probabilisticos empregados na demonstracao nao fornecem
boas constantes. No caso de C, 4, por exemplo, no artigo de Bennett sequer temos uma
pista do seu valor.

Recentemente, Albuquerque e Rezende ([1]) apresentaram uma versdo multilinear
seguindo o tratamento mais geral de Bennett. Eles mostraram que, para inteiros positivos
My N1, .oy Ny € PATA P1,y ..., P € [1,00], existem uma constante D, > 0 e uma forma
m-linear A : €71 x -+ x £3m — K do tipo

n1 N
AW, 2 = Z Z :tzj(ll)---z](.:),

J1=1 Jm=1

9
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tais que

n 1_% " Inax{l—i7 0}
[A]l < Dr, <an> | ] EZ (1.3)
k=1 k=1

com «y := min {2, max{py : pr < 2}}.

A estimativa (1.3) recupera as desigualdades (1.1) e (1.2) quando ny = --- =n,, :==n
e D,, se comporta essencialmente como C,,. Além disso, a desigualdade é 6tima
quando py,...,pm € [2,00] (ver [1, Theorem 3.1|). Entretanto, apesar de ser uma
versao multilinear ligeiramente mais completa, o resultado nao fornece a otimalidade
dos expoentes nos casos que nao sao contemplados por (1.1) e (1.2).

Neste capitulo, seguindo esse ambiente mais geral, apresentamos uma versao estendida
da KSZ onde obtivemos as estimativas assintoticas 6timas para o caso que as desigualdades
acima nao fornecem, ou seja, quando {p1,...,p,} intercepta tanto [2, c0] quanto [1,2),
em particular provamos que uma conjectura proposta por Albuquerque e Rezende em
[1] é falsa. Por tltimo, inspirados por um resultado do artigo [14], investigamos como
certas matrizes de escalares complexos, que datam dos trabalhos de Toeplitz [49], podem
ser usadas para substituir os coeficientes +1, para obter versoes da KSZ com melhores
propriedades. Nessa direcao, respondemos a um problema apresentado em [1]. De
antemao, destacamos que os principais resultados que serao apresentados aqui estao
presentes nos trabalhos:

D. Pellegrino, D. Serrano-Rodriguez, J. Silva, On unimodular multilinear
forms with small norms on sequence spaces, Lin. Algebra Appl. 595 (2020),
24-32.

D. Pellegrino, J. Silva, E. Teixeira. On a continuous Gale—Berlekamp
switching game, to appear in An. Acad. Brasil. Ciénc.

1.1 Uma versao estendida da KSZ

Nossa proposta para esta secao é apresentar uma versao estendida da KSZ, com a qual
obtivemos as estimativas assintoticas 6timas para os expoentes que nao sao obtidas em
(1.1) e (1.2). Por razoes didaticas, relembremos o enunciado do seguinte resultado de [1]:

Teorema 1.1 Sejam m,nq, ..., n, inteiros positivos e py,...,py, € [1,00]. Entdo existe
uma forma m-linear A : (71 x -+ x £y — K do tipo
ni Nm

A(z(l),---72(m)) _ Z Z :I:zj(.ll)'--zj(;?),

j1:1 jmzl
tal que
1
m rnax{%—i7 O} n 2
JAl < Cu [T (o) (1.4)
k=1 k=1

com C,, = 8(d!)17max{%’%}\/log(1 +4m) e p:=max{p1,...,Pm}-
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Os expoentes em (1.4) sdo 6timos quando py,...,p, € [2,00] (ver [1, Theorem 3.1]).
Seguindo o ambiente mais geral do Teorema 1.1, provamos o seguinte resultado:

Teorema 1.2 Sejam m,ni,ng, ..., n, inteiros positivos e p1,...,pm € [1,00]. Entdo
existem uma constante universal C' (dependendo apenas de m) e uma forma m-linear
Amp i Ol X - x ym — K do tipo

MN1yeeesNm
Apn (z(l)’ o Z(m)) _ Z iZ]('ll) . ZJ('ZL)v

Jiseesjm=1

tats que
( ’" )i oyt )
[Amal <C an an T (1.5)
k=1 k=1
com
p = mlgn {max{2, p;}}.

Além disso, quando nqy = --- = n,,, o expoente m + > L, max {% — pik, 0} €
otimo.

OBSERVACAO 1.3 F importante comentar que nosso resultado, apesar de ser provado com
técnicas distintas, resgata as estimativas assintdticas otimas, quando ny = -+ = Ny, que

foram obtidas nos Teoremas 1.1 e 1.2 de [34].

Demonstragao: |[Demonstragao do Teorema 1.2] Se p, > 2, para todo k = 1,...,m,
nossa estimativa coincide com a do Teorema 1.1. O mesmo acontece quando p;, < 2 para
todok=1,...,m.

Finalmente, vamos supor (sem perda de generalidade) que 1 < d < m, e p; > 2, para
todok=1,...,dep, <2parak=d-+1,...,m. Note que nesse caso

p = mkin {max{2,p; }} = 2.

O Teorema 1.1 garante a existéncia de uma forma m-linear A : €71 X -+ x £7d X Oy %
- x lym — K tal que

m % " max{%—i, 0}
HAH,c(z;llx.--nggxe;d“x-~.xegm;K) <cC an an R
k=1

k=1
Por outro lado, para cada k ¢ {1,...,d}, pela monotonicidade das normas ¢, a restri¢ao
Lo ... nd Nd+l o |, Nm
dessa forma para £! X X Lpd X Lpgy X X £y tem norma

HAHﬁ(lelx---Xf;jX@nd 1><---><€§,§1”;K) < ||AHE(£Z}><---><£;g><£;d+l><---><€§m; K) (16)

+
Pd+1
1
< C (i nk> 2 ﬁnkmax{é_l’lk’ 0}_

k=1 k=1
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Agora, provaremos a otimalidade dos expoentes quando n; = --- = n,, = n. A
otimalidade do caso p;, > 2 para todo k € {1,...,m} é conhecida (¢ uma consequéncia das
desigualdades de Hardy-Littlewood) e a constante envolvida nao depende de py, ..., pp.

Mais precisamente, para toda forma unimodular temos

||| > 1 n%(%—ﬁ)*'*(%—ﬁ).

(va)""

Resta apenas provarmos a otimalidade dos expoentes no caso em que pelo menos um dos
pr € menor do que 2. Dividiremos a prova em trés casos:

e Primeiro caso: py < 2, para todo k=1,...,m.
e Segundo caso: py > 2, para apenas um k € {1,...,m}.

e Terceiro caso: o complementar dos casos anteriores.

A otimalidade do primeiro caso parece ser folclore, mas por uma questao de
integridade, forneceremos uma prova. Nesse caso, o expoente de n é

o min {max{2,p;}}

Y

onde
pj = m,?X{Pk}-

Nao existe perda de generalidade em supormos j = m. No segundo caso (também
podemos supor k = m), o expoente de n é também (p,, — 1) /py,. Para toda forma m-linear
Aly x - xly  — K, temos

pm—1 pr—1
- m_ " n o pm
sup | Y AT <AL s [ e (el
j17...7]m_1 Jm:l GDEB(E,IGL’HL)* j'"l:l
(1.7)
Logo,

pm—1
Pm

P
wi) <Al

sup Z |A(ejy,---.€5)

jla---vjm—l ]m:1

Dai, para toda forma m-linear unimodular A : 7 x --- x () — K, temos

pm—1

[A[l = n e,

e isso garante a otimalidade do expoente para o primeiro e o segundo caso.

Observe que os itens ja provados garantem o resultado para todas as formas bilineares.
Assim, resta provar o terceiro caso para toda forma m-linear A : 7 x---x {7 — K, com
m > 3, ou seja, quando ao menos dois elementos de {p1,...,p,} pertencem ao intervalo
2, 0] e, a0 mesmo tempo, pelo menos um esta em [1,2).
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Procederemos por indugao em m. Para toda forma trilinear A : €7 x () X 7 — K

temos
Al 2 gndt (o) (o) (o)

Com efeito, supondo que ps € [1,2), decorre das formas bilineares que

.

n

14| >sup{‘A( el (10,.,0))| 3

Je=1

(k) Pk

L

1 1 2 1 1 0
1 (i)
-2

_ lnf—s— Z max{f—pik,()}.
2

Considerando que o resultado seja valido para formas (m — 1)-lineares, o provaremos para

formas m-lineares. Dessa maneira, nossa hipotese de indugao é que para todo p; € [1, 00|

et=1,...,m— 1 temos

m—1 l_L’ 0
||A|| > Dm lnmm{mdx{Q pl} ,,,,, mdx{Zp 71}}-"_216:1 max{g P }7

para toda forma unimodular A : 7 X --- X E;lmq — K; e queremos provar que temos

+> o 1max{ ——,0

Y

para toda forma unimodular A : 7 x ---x {7 ~— K. Note que, nesse caso
mkin {max{2,p;}} = 2.

Assim, provaremos que para toda forma m-linear unimodular A : {3 x --- x £} — K
(quando ao menos dois p; € [2, 00| e, a0 mesmo, tempo um p; € [1,2) temos

1 1

JA]| > DR a5 0,
Podemos supor que p,, € [1,2). Nesse caso, para qualquer forma m-linear unimodular
Al x---xtby —K,
pela hipotese de inducao, para todo 1 < k < m — 1 temos
Pk
g§

n

(m—1) . (k)
IA] >sup{‘A( 2 el (1,0,.,0))| > Ja

> Dm_1n1+kz=:1 max{f—— 0}

bt Emlia)

como queriamos mostrar.
[
Em particular, com a estimativa (1.6) provamos que a seguinte conjectura, proposta
por Albuquerque e Rezende (ver |1, Conjecture 3.3|), é falsa:
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Conjectura 1.4 Sejam p1,...,py, € [1,00]. Ezistem B,,, C,, > 0 (dependendo apenas
de m) tais que

A
B, < inf 4] < Co, (18)
m max{%—i,O
)y nk Tz '
com vy = min {2, max{py : pr < 2}}, e o infimo € calculado sobre todas as formas m-

lineares unimodulares A : (31 x --- x {7 — K e o0s expoentes envolvidos sao dtimos.

Demonstracao: De fato, a conjectura é falsa. Para fins de ilustragao, escolhamos m = 3,
p1=3/2epy = p3 = 3. Por (1.6), existe uma constante universal C' tal que, para quaisquer
ni, ng, N3, existe uma forma trilinear unimodular A : £71 x (72 x €73 — K satisfazendo

IA|| < C (ny + ns + ns)"/? né/Gn:l,,/G.
Dai, se (1.8) fosse valida, deveriamos ter

C (m + ng + n3)1/2 né/Gné/ﬁ

(ni/g i n;/z’a i n;,/?’) n§/3n§/3

B, <

para todos ni,ns,ng. Tomando ny = ny = n3 := n, por exemplo, obteriamos

V3

B < 3nl/6’

para todo n, o que é impossivel.

1.2 Versoes complexas da KSZ

Nesta secao, exploramos versoes da KSZ no corpo dos escalares complexos e resolvemos
um problema proposto em [1, Problem 3.6]. Diferentemente do que é feito nas KSZ’s
classicas, usamos uma abordagem deterministica para explicitar a forma multilinear
unimodular e mostramos que, em alguns casos, sua norma ¢ limitada superiormente por
1. Essas técnicas permitiram que propuséssemos uma variante para o famoso jogo das
luzes desbalanceadas de Gale-Berlekamp (que, num certo sentido, equivale & KSZ) com
boas estimativas assintdticas, como sera visto no proximo capitulo.

Em [1, Theorem 3.1|, Albuquerque e Rezende mostraram que, para py, ..., pn, € [2, 00,
temos

L 4]

e : < K, (1.9)
my/ 2 (n +nm>H ]j D

onde

Km _ S(m!)l—max{%’m}\ /log(l + 4m)
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e o infimo ¢ calculado sobre todas as formas unimodulares A : £ X -+ x 7" — K.
A constante K, foi obtida através de uma abordagem nao-deterministica, seguindo as
dire¢oes do trabalho de Boas, que garante a existéncia (sem explicitar) de uma forma
multilinear A : £yt x - x ym — K com coeficientes +1 satisfazendo

1

1 1N 4 1
| A< Ko (nf + -+ ) [T i ™
k=1

No Problem 3.6 em [1], os autores perguntam o que acontece com os valores das
constantes envolvidas ao considerarmos versoes da KSZ em um ambiente complexo, ou
seja, quando os coeficientes +1 sao substituidos por nimeros complexos com modulo
1. Um antigo resultado nessa conjuntura aparece no célebre trabalho de Bohnenblust
e Hille (ver [14]). Considerando, para cada inteiro positivo n, uma matriz quadrada
(ars)",—y, cujas entradas sio dadas por a,, = €™, e definindo uma forma m-linear
Al x - x Ll — C por

A (-f(l); R ,x(m)) - Z Qiyig * " aim—ﬂmxz(ll) T xl(;n)’

eles mostraram que

m+1
[Al <n”>
[sso garante que, quando p; = --- =p,, =0 e Ny = --- = n,, := n, a constante K, em

(1.9) pode ser substituida por 1.

OBSERVAGAO 1.5 Recentemente, Pellegrino e Raposo Jr., em [38], usando técnicas
construtivas, evidenciaram as deficiéncias do método nao-deterministico usado em (1.9)
ao provarem que, para qualquer € > 0 e todo inteiro positivo m, quando

b1 == Pm = O,

temos

inf

<1+e, (1.10)

1 1

Al
m
1 1 1L
<nf —i—-“—l—n?’n)an k
k=1
onde o infimo € calculado sobre todas as formas unimodulares.

Adaptando as técnicas de Bohnenblust e Hille, nosso primeiro resultado mostra que, no
cenario proposto em [1, Problem 3.6, para formas bilineares, também podemos substituir
a constante K, por 1. Ressaltamos que, diferente do que acontece na desigualdade (1.10),
nosso resultado fornece dominagao universal por 1, tanto no caso bilinear quanto no caso
multilinear, como sera visto mais adiante.

Teorema 1.6 Sejam pi,ps > 2 e inteiros positivos ni,ny. Seja n tal que n =
max{ny,ny}. Considere uma matriz (a,s) de ordem n dada por

22
n .

Arg = €
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A forma bilinear A : (31 x €72 — C definida por

ni,n2

A(x(l),x@)) — Z am2m(1)x(2).

i1,in=1
€ unimodular e tem norma

1_1 1_1
1A < nenf "oy

Demonstragéo Inicialmente, perceba que para cada inteiro positivo n, considerando a
matriz (am ) de ordem n X n cujos elementos sao al = 2% & 6bvio que |a$§)| =1
Além disso, podemos verificar que

S aWag = ndy, (1.11)
s=1

onde J,; denota o delta de Kronecker. Para provar (1.11) note que

(r— t)s

Zn:aq(ns agl) Z€2m— 7271*1— Z 2y ——2=
s=1

Se r =t, é claro que Y o, ars a,gs) = n. Por outro lado, se r # t, temos

2mi{r=t) omir=t) o (r=tintl)

1—e¢ n Z 27m(r vs | € n o—e n
. (r—t) - ('r t)

1— 627rz - 1— n
p2mit 6(2(r—t)7ri) L e2mil=t

1 — e27ri—”;“

e, lembrando que €*™ = 1, um calculo simples nos fornece
ZCLTS 5 =

Sejam z(M) € Bgm e 2 ¢ ngz. Entao, completando com zeros, se necessario,
2

considere y() = (xgl), xﬁff,o, 50) ey = (2} (2) x%),o, ...,0) em By e By ,

respectivamente. Usando a desigualdade de Holder, obtemos

‘A (x(l),x@))‘ < Z Z ai1i2yz(11) yz(zz)
io=1 |i1=1
, S/ n | 2\ 2
< DoWEP) DD s
io=1 io=1 [i1=1
Sl g 2 :

o2
2

n2
- () (et

i9=1 i9=1 |11=1

‘ 2
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1
11 1 =
no 27 pgy o Pa 2 2
< g 1] E ‘ E § aulzyzl
10=1 10=1 i2=1 |i1=1
1 n n o 2\ 2
2 p2
SnQ § § :ailléyil
i2=1 |i1=1
Visto que
1
2
n n 2\ 2

(NI

Z Z azmyz(ll) = Z Z yz(ll)yjl Qiyin Ajy iy Z yzlyjl Z QiyinQjriy |
io=1

i2=1 [i1=1 i9=1141=1 i1=1
jlzl ]1_1 %,—/
n(siljl
temos
1
3
M 4@ 270 D
2 P2 .
A (2 )| < ny E Py ne;, .
i1=1
Ji=1
1 n 2 2
_ 27 by E: (1)
=nzn yil
i1=1
11 n 2\ 2
s 2 P2 (1)
=n2n <§ ‘xil
i1=1
11 1
11 i 2 p ni
In2 m (|
< n2n, (E 1] E ‘xil
i1=1 i1=1
, o111
= 2 p1 2 po
< nzn, 9
Portanto,

, -t 1 1 1 1 11 1 1
5m 2 Pl,,2 P2 2 2 2 p1,,2 P2
[All <nzn;y "n, < (nl —|—n2> ny ng T

Em [1] é provado que

A
inf - 1H ’;’_; l_L§8\/21r19z16.8,
(0t 03 )i 7

para o caso complexo, nosso resultado mostra que

A
S lnf ” || 1 1 1 1 S 17

1 1 1_1 1 1 i
2 2 2 p1,2 p2 5 P12 po
<n1 +n3 ) ny "'ng (max{ni,no})2n; "n,
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onde o infimo ¢ avaliado sobre todas as formas bilineares unimodulares A : (7! x (72 — K.
Vale ainda salientar que, a constante 1 que acabamos de obter é 6tima no seguinte
sentido: se fixarmos, por exemplo, n; = 1, entao é simples ver que o infimo no lado direito

é precisamente 1, uma vez que
1

1—L
[A[l = ny ™.

OBSERVAGAO 1.7 Para o contexto multilinear, a determinacao de uma desigualdade
deterministica completa, como a do Teorema 1.6, ainda é um problema em aberto.
Entretanto, avancamos positivamente em casos particulares. Fomos capazes de construir,
ainda sequindo os argumentos de [14, Theorem II, pigina 608/, algumas versoes da KSZ
com melhores propriedades.

Para os proximos resultados, vamos supor, sem perda de generalidade, que n; < --- <
. . k
N, € vamos considerar, para todo £k = 1,...,m — 1, uma matriz (a&s)) de ordem nyq
com

TS

(k) _ 27Tin
a,s =€ k41,

Um céalculo similar ao feito na demonstracao do teorema anterior mostra que
ny (1) (1) _
1= (g Ggp = T207s.
(1)
lars'| = 1.

Nm (mfl) (mfl)

t=1 Art Qg = Ny Ops-
(m—1)
Qyrs ‘ — 1 .

Além disso, todas as matrizes sao completadas com zero (se necesséario) de forma a obter
uma matriz quadrada n,, X n,,. Obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 1.8 Sejam inteiros positivos m,ny,...,ny,. Defina

A0 x - xlim —C

por
N yeeey
1 m)\ _ 1 (2 (m=1) (1) (m)
A (:zc( ool )) = Z NN A PR R
i1 yereyim=1
Entao

==

1,1
JAll < i (nd-- i ).
Demonstracao: Inicialmente, uma vez que n; < --- < n,,, observe que os coeficientes

aV g@ g mD)

1142 1213 Tm—1%m’
- 1 . ~ .
para todos os monomios xf ). mET) com i, € {1,...,n}, sdo unimodulares. Para
e € By, ..., 2™ € By, considere y) € By, ..., y™ € By definidos por

S = (xgﬂ,...,xgg,o,...,o),
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ng?

y® = («,.2,0,...,0),

y® = <x§3>,...,x;§>,o,...,o)

e assim por diante. Dai, usando a desigualdade de Holder, temos

|A (=M, ... ,x(m))‘
Do e ol

i1yeim=1

Nm

~ n @ (m-1) (1) (m-1)| | (m)
S Z Z aili2ai2i3 T al7rz llmyll yim,1 |y’Lm ‘

im=1 |i1,...im_1=1

(m),2 1 (2 (m=1) (1) (m—1)
< (Z (7 ) : Z Z Wirig Vg Vi i Yir " Yy

2y 1/2

im=1 im=1 |i1,eeyim_1=1
1/2
Zn Z" (1) ) e (D ]
G (m—1) (m—1 1 m—1) (m—1
Cirig Qo " Qi 3y Yy 1imYis Y5177 Yy Y
im=141,ersim_1=1
jl?"'?jm—l:l
Entao
}A (x(l), e ,x(m))‘
1/2
Nm, Nm - - -
1/2 }: }: L @O  (m-1) (m—1) (1) (1) (m-1) (m-1)
S Ny, ai1i2aj1j2 a'lm 1Zmajm 1Zmy11 y]l y’Lm 1 y]m 1
im=1 1,0 im_1=1
J1seesJm—1=1
1/2
Nom, m—2 m— Ny
1/2 z : (m-1) (m-1)
S nm Z al'r’errl ]r]r+1 H is aimflimajmflim
i1yesime1=1 \r=1 =1 im=1
jl:"'7jm—1:1
Como
§ : (m-1)
a’Zm 1Zm ]'m 1tm nm5i7n—ljnL—17
im=1
encontramos
1 m
|A(x(),...,:c( ))‘
1/2

Nm Nm m—2 -
sl 2 X (Haifim ) (H 0.y ) T
r=1

im—1=11%1,...,im—2=1
]l:~~~7‘7m72:1
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1/2
Nm, N m—2 m—2 9
Yy e (1, | [ mD)
m Zrzr+1 Jr]r+l yle yjs yszl
im—1=1 ila"'??’!ﬂ*2:1 r=1 s=1
j17---7]m—2:1
1/2

3

Nom, Nom m—2 -2
<u| 3505 (et ) (T00)

m,1:1 il Zm 2= 1 r=1 s=1
j17 ]rn 2=1
1/2
Nm, m—3 N,
) H § : (m=2) (m—2)
S nm Z H a/l'rl'rﬁ»l ]T]r+1 yZS y.]s aim72imflajjm72imfl
i1yeeeyim—2=1 r=1 im—1=1
j17---7jm72:1
Assim
|A (:E(l), e ,x(m))‘
1/2
Nm, m—3 Nom,
z : (m—2) (m—2)
S Nm Z a/zrlrJrl .77‘]7‘+1 H yle y]s alm 20m— 1a.7m 20m—1
B1yeeyim—2=1 r=1 im—1=1
JiseesJm—2=1
Uma vez que
1/2
Nom m—3 m—2 m -
(r) § : (m—2) (m—2)
Z H aZT‘ZTJfl ]7‘]7‘+1 y CL'L"m,72i'm71aj'm,72i'm71
11 4eeeybm—2=1 r=1 s=1 tm—1=1
jl?"'?jm—Qzl
1/2
N, m—3 m—
_ § ' r
- H iy Yy g Zs y]s nm—15im72jmf2
11,0 eyim—2=1 r=1 s=1
j17~-~7jm72:1
1/2
_ /2 (r) (r) (s) 2
=Ny E E Qi1 Vs Yis ygg ‘yz |
im—2=111,...,ip—3=1 r=1 s=1
Jise-nsJm—3=1
1/2
Nm Nm m—3 - m—3
1/2 § : § : (r) (r) (s), (5)
S nm—l airir+1aj'rjr+l yls y]s ’
im—2=111,...,im—3=1 r=1 s=1
jl?'“:jm73:1

concluimos que

A (2, 2|

N, Nm m—3 E—
S nmn,l,{zl Z Z <H az(:z)'r_H ’ ]rjr+1) <H yls y]s >
r=1

im—2=11%1,...,im—3=1
]17“'7‘777173:1

1/2
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e, repetindo este procedimento, finalmente obtemos

=

‘A(x(1)7,,., )‘<nmnm = Zyll y“)

11=1

1

2

2 § :|ZU“
11=1

101 1

l

Smh—t
SM\H

n

IN

Portanto,
1 1 1
JAll < i (ni- i ).

Com algumas imposicoes a respeito das dimensoes dos espagos, conseguimos obter uma
versao do resultado acima para uma forma unimodular definida no cartesiano envolvendo
espagos {7, com p € [2,00).

Teorema 1.9 Sejam n,, = max{ny,...,ny,}t, ng = min{ny,...,n,} e p1,ps € [2,0].
Entao a forma m-linear unimodular

. opn1 ng Mo —1 Mo,
Al X O32 X - x gt x ol — C

definida como no Teorema 1.8 tem norma

1

1 1_1 3 1 11
2 2 P22 2,2 P1
41 < 0 (kg ).
A prova do Teorema 1.9, a menos de adaptacoes, é semelhante a do teorema anterior,
mesmo assim, por uma questao de completude, decidimos apresenta-la.

Demonstragéo Para z( € lel,x@) € Byo,...,am b € Bezomfl,x(m) € By,
considere yM) € B”m Ly e By, Ly e B@ggn,y(m) € ng;n definidos por

ni?

y = (xgl),...,x(l) 0,.“7()>,

ng ?

y(2) = (xgl), e ,35(2) 0,... ,O)
e assim por diante. Pela desigualdade de Hélder, temos

|A (:L'(l), e ,m(m))}

_ 1) (2 (m—=1) (1) (m)
= Z QirigQigiz " Vi yimYiy " Yy,
11 4eeytm =1
-~ S e (m=1) (1) (m-1)
< Z Z @iyinQigis """ Vipy 1 Yir " Yigna |yzm|

im=1 i1, yim_1=1
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2y 1/2
N B T N S S
(m)|2 1 2 m—1 1 m—1
< E : iy, | Qiyigigis " Vipy_yimYis "~ Yim_y
im=1 im=1 |i1,0erim_1=1
11 1 2\ 1/2
an s Z " Zn Z" ) @) . m-) ) (o)
1 2 m—1 1 m—1
S 1 |yl7n ai1i2 7;2i3'..a7;m71i'my7;1 ”.yimfl
i1=1 im=1 im=1 |i1,0erim_1=1
1/2
Nm Nm _
27 g G @ . (m=1) (m-1) (1) (1) (m-1) (m—1)
S nm Z Z ai1i2ajlj2 azm 11m ]"L llmyll y.]l yianl yj’mfl
im=1 ilymvimfl:l
jla---vjmflzl
Dai
‘A (I(I) ) 7x(m))‘
1/2
11 im "im —_— —_— —_
27 py O O (m-1) (m-1) (1) (1) (m—1), (m—1)
< N Z Z Wi Qgi5o " Qi iy Ve vim Yir Yt Yigs Y
=1 1,0 sim_1=1
jl""’jm*lzl
1/2
11 N, m— m—1
27 py 7') (m—1) (m— 1)
= Nim Z l l wr+1 @i | I yis y]s E :azm vim Yjm—tim
11estm—1=1 \r=1 s=1 im=1
]17 7Jm 1= 1
Uma vez que
(m— 1)
Z alm lzm ]m 1%m nmé‘im—ljm—17
im=1
obtemos
AGO,....a)
1/2
11 Nom Nm m—2
27 by E : 2 : Il (m—1) (m-1)
S Nim Zr'Lr-Q—l ]r]r+1 yls y]s ylm 1 ylm—l nm
tm—1= ]-7117 7Zm21 r=1
.]17 7Jm o=1
1/2
-5 . Zn oo o H b2
2 P2 r r (m—
= Nm airirJrlajrerrl st y]s ylm 1
zm 1=1141,...,tm—2=1 r=1
]17"'7jm—2:1
1/2
n Nom m—2
§ : (r) (T) | |
alrlr-‘rl Jrir+1 yls y]s
tn—1= 121,...1m 2=1 r=1
jl""’]m72:]‘
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1/2
1.1 Nm m—3 Nm,
_ i % 3 OEG) H 3 gD
= Nm Nin airirJrlajrerrl yzs yje a/im72im71ajm 2im—1
1] 4eeeybm—3=1 r=1 tm—1=1
j17“'7jm—3:1
Assim
(1) (m)
A (. 2t™)
1/2
2703 Sm T | I }nm: (m—2) (m-2)
2 p2,2 m= m
S Nm N alr2r+1 ]T]r+1 yls y]s aim72im71a]m 2Tm—1
11 4eeeslm—3=1 r=1 im—1=1
J1seesJm—3=1
Como
1/2
N, m—3 m—2
3 T o Z (m—2)
azr1r+l ]’r‘JTJrl yis y’s azm 274m lajm727:m71
01 yeeeyim—3=1 r=1 s=1 tm—1=1
j17"'7jm—3:1
1/2
N, m— m—2
_ § , | | (r) (T) (s), (s)
- 7/7'17‘+1 ]r]r+1 yis y]s Tom— 151"" 2jm—2
7;1,...7’im73:1 r=1 s=1
jlv--wj'anS:l
1/2
Nom Nm m—3 m—3
_ ,1/2 (r) (r) (s), (s) (m—2) 2
= Mm—1 § : § : Qirip 1 L Yis Yje | Vi |
im—2=1 il,...,i‘7,L,3:1 r=1 s=1
]17"'7‘7771*3:1
1/2
Nm N, m—3 m—3
1/2 § : E : (r) (r) (s), (s)
S nmfl airir+1ajrjr+l yis y]s ’
im—2=111,...,im—3=1 r=1 s=1
J1seesJm—3=1
concluimos que
‘A (a:(l), o ,x(m))’
1/2

T'm Nm m—

11 1 1
2 P, 2,2 E E | | (T) | |
< Nm nmn,, 1 Zrlr+1 Jr]r+1 yls st

tm—2=111,...,im—3=1 \7=1
J1yeesJm—3=1

Repetindo o procedimento, finalmente obtemos

N

A GO, ™)) < ik Enbnd o (3500

7,1—

1 1
— 2 P22 ,.,2 2
=nm Pninz_,--n3 g |a:
i1=1
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Usando novamente a desigualdade de Hélder, obtemos

‘A (x(l), e

e a prova estd feita.

[NIE
)
2 |-

n1
> lefp

11
i1=1

1=

Nesses dois tltimos resultados, assim como acontece no Teorema 1.6, a constante 1

nao pode ser melhorada sem particularizarmos os valores de nq, ...

7nm-



Capitulo

Uma versao continua para o jogo das luzes
desbalanceadas

Projetado independentemente por D. Gale e E. Berlekamp na década de 1960, o jogo
das luzes desbalanceadas (também conhecido como o problema dos interruptores de Gale—
Berlekamp) representa um classico no campo da combinatoria e suas aplica¢oes, com
profundas conexoes com a ciéncia da computacgao tedrica. Este jogo, para um jogador,
consiste em uma matriz quadrada n x n de lampadas acesas e apagadas dispostas em uma
configuragao inicial de luzes ©,,. O objetivo é desligar o maximo possivel de luzes usando
n interruptores “de linhas” e n interruptores “de colunas”, que invertem o estado de cada
lampada (acesa para apagada e apagada para acesa) na linha ou coluna correspondente.
Denotando por i(©,,) o menor nimero final de luzes acesas alcangaveis pelos interruptores

das linhas e colunas iniciando de ©,,, o objetivo é encontrar o valor Iz, de 2'(67(10)) quando

O ¢ (um dos) o pior padrao inicial, i.e., i(@,(lo)) > i(0,,) para todo O,,. Dai
R, = max{i(6,) : ©, é uma configuracio inicial de n* lampadas}.

Um resultado de 1971 por T. Brown e J. Spencer (ver [15]) estabelece que, do ponto de
vista assintotico,

n2 32 2 3/2

T g o) S R < G- T

2 2
As vezes, esse problema de otimizacdo é proposto como encontrar o maximo da
diferenca entre o niimero de luzes que estao acesas e o numero de luzes que estao apagadas,
geralmente denotado por G,,. E simples verificar que ambos os problemas sao equivalentes,
pois

+ o(n®?). (2.1)

1
By =3 (n® —Gn). (2.2)
Assim, de (2.1) e (2.2) segue

O problema original introduzido por Berlekamp pergunta o valor exato de Rig e foi
provado em [17] que Rjp = 35 (e dai G19 = 30). O valor exato de R,, paran = 1,...,12 foi

25
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obtido por Carlson e Stolarski ([17]; veja também [22]). Véarias questoes relacionadas ao
problema original foram investigadas em profundidade, veja, por exemplo, [16, 17, 22, 52|,
em particular a dificuldade de resolver o jogo foi estudada em [45].

A abordagem matematica natural para modelar o jogo das luzes desbalanceadas é
associando uma configuracao de luzes ©, a uma matriz (aij)zjzl, cujos elementos a;;
sao +1 ou —1. Nesse contexto, +1 é identificado com uma lampada quando acesa e —1
representa a lampada apagada. Assim

n
E AijTiY;j

-Z’i7y_j€{—1,+1} ij=1

G,, = min { max

ta;; = —1ou —|—1},

onde z; e y; denotam os interruptores da linha 7 e da coluna j, respectivamente.
Observe que qualquer configuracao A = (aij)Zj:I pode ser vista como uma forma
bilinear real Ty : £ x {2 — R dada por

n

Ta(z,y) = Z Qi TiYj-

ij=1
Definindo, como é de praxe,

n

E AijTilYj

ij=1

ITall =

= max
=]l llyll<1

, (2.3)

devemos lembrar que o Teorema de Krein-Milman assegura que o maximo em (2.3) ¢

atingido em um certo (z(©,y®), onde z(© e y© sio pontos extremos da bola unitaria

0)

fechada By de (7, e isso significa que as coordenadas de 2@ e y© téem modulo 1;

o0
portanto,
n

0 0
> 0%

i,j=1

| Tall = : (2.4)

Observando que a expressao em (2.4) é precisamente o modulo da diferenca entre o nimero
de luzes acesas e apagadas, concluimos que

G, = inf{||T| : ay; = +1},

onde o infimo é calculado sobre todas as formas bilineares 7' : (3 x ¢, — R com
coeficientes unimodulares.

Seguindo essa dire¢ao, recentemente, Pellegrino e Raposo Jr. (ver [39, Theorem 5.2]),
usando argumentos deterministicos, melhoraram os resultados para n = 15,17,18,19 e
apresentaram a seguinte estimativa universal

1 G
— < =L <1,07.
\/§ n3/2
Neste capitulo, propomos uma versao continua para o jogo das luzes desbalanceadas.
Estamos interessados em uma versao em que os vetores substituem as lampadas e os
botoes de direcao substituem os interruptores discretos, usados para inverter o estado
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das lampadas no problema original. Utilizamos os métodos, de natureza deterministica,
apresentados na Se¢ao 1.2 do Capitulo 1, com os quais obtivemos boas estimativas para
essa nova versao, em alguns casos especiais essas estimativas obtidas sao 6timas. Também
permitimos tabuleiros de jogo nao quadrados e estudamos uma versao ponderada deste
novo jogo continuo. Nossos principais resultados estao presentes no trabalho:

D. Pellegrino, J. Silva, E. Teixeira. On a continuous Gale—Berlekamp
switching game, to appear in An. Acad. Brasil. Ciénc.

2.1 O caso bidimensional

O novo problema de otimizagdo aqui proposto envolve uma matriz (a;;) com n; linhas
e ny colunas cujos elementos sao vetores unitarios do plano, R2. O padrao de direcao
inicial de cada nins vetores é configurado no inicio do jogo. Para cada linha i e cada
coluna j existem botoes z; e y;, respectivamente. Girando o botao z; por um angulo 0;,
afeta todos os vetores a;; da linha ¢. Analogamente, quando o botao y; ¢ girado por um
angulo 6;, o mesmo acontece com todos os vetores a;; da coluna j (ver Figura 2.).

Figura 2. Jogo continuo para n = 10.

O jogo consiste em maximizar a norma euclidiana da soma de todos os vetores na
etapa final. Mais precisamente, para um padrao inicial © de vetores unitarios, seja s(O)
o supremo das normas (euclidianas) das somas de todos os niny vetores alcancaveis por
ajustes de linha e coluna. O problema extremo, isto é, que se da quando alguém comeca
com o pior padrao de direcao inicial possivel, é determinar

Ggl)m = min{s(O) : © é uma configuracio inicial de n; x ny vetores}.
. . . . 1 . .

Nosso principal resultado fornece uma boa estimativa para G,(u)n2 conforme indicado
no seguinte teoremas:

Teorema 2.1 Para inteiros positivos ny,ng, temos

Gion
0,886 < — <1 2.5
Vning max{y/ny, \/nz2} (2:5)
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Inicialmente, é mais conveniente conceber os vetores do jogo como niimeros complexos
a;; com modulo 1, que representam os elementos da matriz (am) L™ Nesse caso, quando
o jogador gira um botao, a acao é modelada pela multlphca(;ao por numeros complexos
unimodulares.
Demonstracao: Uma consequéncia do Teorema de Krein-Milman assegura que, assim
como acontece no caso de escalares reais, para toda forma bilinear A: (2! x {22 — C, vale

ni,n2

1A= sup | > ayal)al)

) (U‘—’ D=1 [j1.52=1

e dai,
Gy = E{[A]] : faj ] = 1} .

Nossa tarefa é, entdo, estimar o infimo de {||A]| : |a;,;,| = 1} sobre toda forma bilinear
A0 x 022 — C com coeficientes unimodulares.

Uma vez que o problema foi descrito como acima, o limite superior no Teorema 2.1
pode ser obtido por meio do Teorema 1.6, fazendo p; = p; = <.

Quanto & estimativa inferior, faremos uso da desigualdade de Khinchin para variaveis
de Steinhaus (para mais detalhes veja o Apéndice A e as referéncias nele citadas). Para
uma forma bilinear A : {21 x (22 — C definida por

Alejy, e5,) = ajyj,
com
’ajljé‘ =1,

temos

2\ (1N a0
_7T % /0 /O ZA(€j1,€j2)e J1 dtjl

Jji=1

9 1 n1 2m 2m (1)
:(_w) (%> /0 /0 Ze 16]1,ej2 dt;’.

Ji1=1

Uma vez que

2T T N2 n1 (1 (1)
it! 1
/ / E E e e, e, || dt
0 Ji1=1
n2

ni
e
< (2m)™ max E A E e e ||

Jj1=1

obtemos
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( 2 27 27 n2 i (1) (1)
il e e dt;
L LERE)
Jjo=1 j1=1

2 2 )
< <_) A Ze n €415 €4z

a t(l ] o= 1 ji=1
<(2 )||A|| D
<|—= sup €

ﬁ EBM) 90 ]2

* .
J2=

= () 1.

onde na ultima desigualdade usamos o isomorfismo isométrico

&v

= ()
(aj);‘l:l — P,
com ¢ : {2 — C definido por

© ((%’)}L) = Jiajxj'

Finalmente, desde que |A (e, €j,)| = 1, concluimos que

41> (7 ) nan?

1
G

= i max (i, /i)

Dai

\%

]

Também estamos interessados em uma versao ponderada do problema acima. Mais

precisamente, queremos entender as estimativas de crescimento quando os botoes nas no

colunas podem ser usados nao apenas para girar os vetores da coluna j, mas também
multiplicar os vetores a;; por uma escolha de nimeros reais b; verificando

72
Sbi=1
j=1

Novamente, o jogo consiste em maximizar a norma euclidiana da soma de todos os
vetores. Em outras palavras, para um padrao inicial © de vetores unitarios, seja s(O)
o supremo das normas euclidianas das somas de todos os niny vetores alcancaveis por
ajustes de linhas e de colunas. O problema extremo, comecando pelo pior padrao inicial
possivel, é determinar

G2 :=min{s(0) : © & uma configuracio inicial de n; x ny vetores}.

A caracteristica ponderada do segundo jogo oferece uma liberdade diferente para o
jogador. Surpreendentemente, para esse variante, obteremos uma solucao definitiva e
construtiva para o problema. Na verdade, o segundo resultado que provamos nesta secao

P

e:
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Teorema 2.2 Para inteiros positivos ny,ng > 2, com ny > Ny, lemos

Griins
A/ T1MN2

Neste jogo ponderado, a agao de girar e multiplicar os vetores por nimeros reais b;,
com E;Lilbg = 1, serd entao modelada como multiplicacao por certos niimeros complexos
com modulo menor do que ou igual a 1.

Demonstracao: Para a estimativa superior, considere ny > n; e tome p; = 0o e py = 2

no Teorema 1.6. Dessa forma,

=1. (2.6)

Glony
A/ M1/ M2

Quanto a estimativa inferior, vamos provar que para todas as formas bilineares A :
" x 052 — C com coeficientes unimodulares temos

<1

|A]] > ny/*ny"*.

De fato, pela ortogonalidade das fun¢des de Rademacher r; : [0,1] — {—1, 1}, para toda
forma bilinear A : (! x (3> — C, com

|Alei, e5)| = 1,
temos
1/2
1/2 1/2 &2 2
”2/ n1/ = ZZ\A(6¢,€]‘)| )
j=1i=1
n9g 1 ni 2 1/2
= | 2| ri(t)Alei ;)| dt
j=10 |i=1
- . ) 1/2
= fz A (Zn(t)ei,ej) dt)
0j=1 i=1
” o o\ 1/2
< sup | > A(Zri(t)ei,ej>
tel0,1] \ j=1 i=1
1/2
n2
<Al sup |3 le(e))?
||<P||£32S1 j=1
= [|Al,

como queriamos provar.

OBSERVAGAO 2.3 Uma resposta construtiva e definitiva para o caso em que ny > nNg €

ainda um problema em aberto. O comportamento de crescimento assintdtico correto de
2 . L

G%l)m, nesse caso, parece uma questao teorica interessante.
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2.2 O jogo em dimensoes altas

O jogo das luzes de Gale-Berlekamp tem uma extensao natural para dimensoes
superiores. Sejam m > 2 um inteiro positivo e seja (a;, _j, ) uma matriz nx- - - xn de luzes
ligadas (aj,.;, = 1) ou des]igadas (aj, .. j,, = —1). Suponhamos também que para cada jy
existe um interruptor x( de forma que se o interruptor for acionado (z gf) = —1) o estado
de todas as luzes relac10nadas ¢ alterado: ligada para desligada ou desligada para ligada.
O objetivo é maximizar a diferenca entre o nimero de luzes acesas e apagadas. Como no
caso bidimensional, maximizar a diferenca entre o nimero de luzes acesas e apagadas é
equivalente a estimar

n

(1) m)
Z a]l j"ijl o Igm

7]777,—1
Q. 4. = —1ou 1} .

Sp=min||A: 00 x---x 0 - R],

max

2D, 2l
w0, e{-1,1} |

e o problema extremo consiste em estimar

n

§ : (1) (m)
a]l ]mle ' xjm

]17---7jm71

S, = min { max

1 m)
xj oy P {11}

Como no caso bilinear,

com
n
(1) (m)) — ... .m
A(:c ey @ )_ Ajy Ty T,
j17~--ajm—1
O caso anisotropico permite uma matriz de ordem n; X --- X n, , ou seja, nao

necessariamente uma matriz quadrada e, neste caso, escrevemos

N1ye.Mm
o (1) (m)| . _
Sny..n,, = Min o H(lg)x E Ajyjn g, T4 | 5y, = 10U —1 5.
Tjp oo Tim e{-1 1} 15eesdm=1

Combinando a desigualdade (1.10) com o [1, Theorem 3.1], podemos facilmente obter

1 Sn1 Nm
(VB A )

Seguindo a notagao de [5], seja m > 2 um inteiro positivo e (a;,..;,) uma matriz
n X --- x n de escalares complexos tais que |a;, ;| = 1. Para p € (1, 00], seja

<1+o0(1). (2.7)

n

1 m
on(p) = max | > ay )]

i1, yim=1

onde o maximo é avaliado sobre todos 93 ) € C tais que ||( T )ZJ,1||p = 1, para todo j.
Nao é dificil provar que

Grn(D) = |[A: €2 x - x 2
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com
n

AW 2t = Z ail,__imxgll) = ZEZ(:?)
i1yim=1
Denotando
Gm,n(p) = min g';cn,n(p)a
onde o minimo ¢ avaliado sobre toda forma m-linear A : £ x --- x £ — C, as melhores
informacoes que podemos coletar (combinando os resultados de [5, 1]) sdo

1 G (p)
1, 3m0:365 S | mripan < 8Vmly/log(1 + 4m), (2.8)

2p

para todo p € [2,00). Para p € [1,2), os autores em [5] observaram que

Gm’—’f) < Ch, (2.9)
nr

onde C,, é obtida por interpolacdo (via o Teorema de Riesz—Thorin) da constante 1 (a

constante quando p = 1) e 8v/m!y/log(1 + 4m) (a constante quando p = 2), mas nao

encontraram o limite inferior.

Em [5, Conjecture 2.7|, conjectura-se que, em (2.9), o expoente (p — 1)/p é 6timo,
ou seja, que h&4 uma constante positiva como limite inferior para (2.9). De fato, um
argumento simples, usado na demonstracao da otimalidade no Teorema 1.2, mostra que a
conjectura é verdadeira: tomando, p; = - -+ = p,, = p em (1.7), para toda forma m-linear
unimodular A : £} x -+ x {7 — K temos

1—-1 n * 1/p* n * 1/p*
W' F = sup (z |A<ei1,...,ez~m>|p) < |IT|| sup (z |¢<eim>|p) — 4]
11y 5tm—1 \im=1 @EB@Z* im=1
e, portanto,
1§Gm’—"(lp>gcm. (2.10)
n'"v

Além disso, definindo

Gron(DLy o Pm) = ||A €2 x - x 0 — C|

Gm,n(plv LR me) - minggm(ph ] 7pm)7

o Teorema 1.2 assegura que

Gm,n(ph v 7pm)
Dy, < oy < o
P’

1 m =
n min{maX{Q,PZ}} +Zk=1 max{ 2
onde D,, e K,, comportam-se essencialmente como as constantes de (2.8) e (2.10).
Nossa proposta do jogo continuo em dimensoes altas é a seguinte: consideramos uma
matriz (ajl._.jm);lll"”’;m_l cujos elementos sao vetores unitarios do espa¢o Euclidiano R? e
yreen)m—
configuramos o padrao de dire¢ao inicial de cada ny ---n,, vetores o no inicio do jogo.
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Para cada k € {1,...,m}, temos n; botoes de rotagao x§’“), o ,ngc). Entao, quando o

botao xy:) é rotacionado por um angulo 9](-::), o mesmo acontece com todos os vetores
aj,..; com ji fixado (ver Figura 3). Definindo © e s(©) como no caso bidimensional, o
problema extremo é determinar

GW = min{s(O) : © é uma configuracdo inicial de n; x --- X n,, vetores}.

ni...Nm

S22V

ORDRORIRNY)

Figura 3. Jogo continuo tridimensional para n = 5.

Provamos o seguinte:

Teorema 2.4 Para todos inteiros positivos m > 2, nq,...,n,, > 1, temos

m—1 (1)
(0,886)™ 1 ~ VT < Lot <1
V1 g max{\/ny, ..., \/Tm}

2
Além disso, o limite superior universal 1 nao pode ser melhorado.

Demonstragao: Nossa tarefa, assim como no caso bidimensional, é estimar o infimo
de {||A]| : |aj,..;,| = 1} sobre todas as formas m-lineares A : £} x --- x & — C com
coeficientes unimodulares.

O limite superior é consequéncia imediata do Teorema 1.8, dai

< 1.
Vir o nmmax{y/ny, ...,/ Mm}

O argumento usado na estimativa inferior estd essencialmente contido em [9], mas
forneceremos os detalhes para fins de completude. Para isso, usaremos a desigualdade
miultipla de Khinchin para as variaveis de Steinhaus (veja o Apéndice A para uma
abordagem detalhada).

Considere uma forma m-linear A : {2 x - .- x {» — C dada por

A (ejn B 76.jm) = Q1. gm>
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com
|| =
Vamos supor, sem perda de generalidade, que n,, = max{n4,...,n,}. Denotando
e 4D 1) (m—1) (m—1)
dt :=dty’ ---dt,)---dty ceedty"
temos
1/2
N1,y Mm—1 /
2
> Ale,€5)l
jl,---,jm71:1
m—1 ni+-+nm—1 2 27 | M1se-sMm—1
(2 1 " ) =
= T 2_ e <€j1a- ,ejm) e e m- t
T s .
0 0 JiseesJm—1=1
9 m—1 1 ni+-+nm—1 2 2m n ey Tm—1 (m-1)
— —_ _ . Im—
W o A E ee,. .., 5 e m-te; e
0 0 j1=1 Jm-1=1
Uma vez que
SMm—1 ni Nm—1
(1) L (m—1) (1) (m—1)
it it . it :
§ Alejy,..ej,) e eIt = A E :e L T § e Tl €15 €
Jiseesdm—1=1 Jji=1 Jm—1=1
e
27 nm ni (1> Nm—1 (m 1
e, g eﬂmle]m €im | dt
J1=1 Jm—1=1
Nm ni (1) Nm—1 (m—1)
< (2m)MTEml max A g elive; ..., E e Im-1e; e ,
— (k) 02 J1 IJm—1 Jm
[ ﬂ'] j1:1 jm,—lzl
obtemos
1/2
Nm N1ye-esNm—1
2
> > Ale - e5)l
Jm=1 15 Jm—1=1
2\ ! o 2L o men
<|— max A e .. e Jm-1¢; e;
= ) J1o 9 IJm—17 “JIm
\/7_T t;’€l0,2n] 4 i1 . -1
Ik Jm= J1= Im—1=
2 m—1 Nm
<(Z) 1 et
PER () jm=1
~1
2 m
~(%)
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Finalmente, como |A (ej,,...,e;,)| = 1, concluimos que
m—1
T 1 1
41> (57) "

Portanto

ﬁ m—1 G(l)
ad < n1...Mm '
( 2 ) = /N, max{\/ni, ...,/ }

A prova de que, em geral, o limite superior 1 nao pode ser melhorado é simples —
apenas considere ny = --- = n,, = 1 e note que neste caso

|
Também fornecemos uma versao em dimensoes altas para o jogo ponderado.

Novamente, comegando com uma matriz (aj,_j,,)""7"™ , cujos elementos sdo vetores
J17"'7]m—1
unitarios em R?. O padrao de direcao inicial de cada n; ---n,, vetores é configurado no

inicio do jogo. Para cada k € {1,...,m}, temos ny botoes :1:§k), e ,mg?. Quando o botao

(k) ; A k
x5 e rotacionado por um angulo ij , 0 mesmo acontece com todos os vetores Ay jm
com j; fixado. Entretanto, no caso k = m, os respectivos vetores a;, ., além de serem

rotacionados, também sao multiplicados por um ntimero real b;,,, com

Nm
2 _
2 b, =L
]nL:l
Definindo © e s(©) como no caso bidimensional, o problema extremo é determinar

G? . :=min{s(O) : © é uma configura¢io inicial de ny x - - x n,y, vetores}.

Provamos o seguinte:

Teorema 2.5 Para todos inteiros positivos m,ny, ..., Ny, > 2, cOM Ny > max{ny, ..., Ny_1},
temos @)
Gnl...nm 1

\/n—l\/m:

Demonstracao: O Teorema 1.9, quando p; = o0 e ps = 2, assegura que

A estimativa inferior é uma adaptacao do argumento usado na prova do Teorema 2.2
para somas multiplas. Assim, para toda forma m-linear A : (%! x - x (It x (5™ — K|
onde A(e;,,...,€:,) = a; 4, cOmM

|a’i17~~-7im’ = 17

temos



36

2.2. O jogo em dimensdes altas

2 —

: : E |ai17---7i'm -
7

N1y Mm—1

- Z / Z ri(t) i (b)) A (edy, - - - €4,)
‘ [0,1)m~1

115yt —1=1

Nm Nm—1
/ g g 1 tl €iyy - E Vi 1 tm— 1>elm 19 Ci,
[0,1}””71 im: 1,1_ lm 1

ni Nm—1

S sup A E ™ (tl)eil, cey E Timfl(tm—l)eim,p .
t1,eestm—1[0,1] i1=1 i1

< [|All-
Como
H5NMm—1
1 1 2
n12 7271 = E E : ’a‘lly Jim
im=1 11,..

a prova estd feita.

N

2 3
dty---dty, 1
2
dty - dty—
sup (> [e(ei,)|”
LPGZ’S"L im=1
1
2

[N



Capitulo

O Teorema de Dvoretzky—Rogers

Uma série em um espago de Banach é considerada incondicionalmente convergente
se todos os rearranjos dessa série convergirem para o mesmo vetor. Um resultado
antigo devido a Dirichlet (1829) afirma que, para escalares reais ou complexos, as séries
incondicionalmente convergentes sao precisamente as absolutamente convergentes, ou seja,
aquelas séries Zx(”) tais que > ||9(:(")H converge. A mesma caracterizacao vale para
espacos de Banach de dimensao finita, veja, por exemplo, |25, Teorema 1.3.5]. Em uma
estrutura de dimensao infinita, parece que as séries incondicionalmente convergentes foram
investigadas pela primeira vez por Orlicz cerca de 100 anos depois de Dirichlet. O assunto
atraiu a aten¢ao de Banach, Mazur e outros, que propuseram o seguinte problema (ver
[37, Problem 122] e também [44] para mais detalhes):

Em um espaco de Banach de dimensao infinita arbitrdrio, existe uma série
incondicionalmente convergente que nao converge absolutamente?

Na maioria dos espacos de Banach cléssicos, exemplos de séries incondicionalmente
convergentes que nao convergem absolutamente foram facilmente obtidos. Por exemplo,
a sequéncia (j~'e;)32; ¢ incondicionalmente somavel em f5, porém nao é absolutamente
soméavel. O mesmo exemplo funciona para todos os espacos ¢, para qualquer p > 1, mas
é inatil para ¢;. Em 1947, Macphail (|33]) provou que a resposta também era positiva em
¢1. A abordagem de Macphail mostrou que ¢; é essencialmente o caso critico para todos
os espacos de Banach de dimensao infinita; isso se torna bastante claro, por exemplo, na
abordagem descrita em [46, §2 e Lema 1] e, de acordo com |20, paginas 2 e 20|, inspirou
Dvoretzky e Rogers em 1950 ([21]) a transplantar de uma forma altamente nao trivial
a construcao de Macphail para qualquer espago de Banach de dimensao infinita e obter
uma solucao definitiva para o problema.

Para um espaco de Banach E e para uma sequéncia finita S de vetores z1,...,x, em
E, Macphail definiu

Sup, || e, T

2

onde o supremo é calculado sobre todos os subconjuntos o C {1,...,n}, e

G(S) =

u(E) = inf G(S),

37
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sendo o infimo calculado sobre todas as sequéncias finitas S C E. O parametro u(E) agora
¢ conhecido como constante de Macphail de E. Em seu artigo, é primeiro observado que
se u(F) = 0, entdo a convergéncia incondicional ndo implica convergéncia absoluta em F.
O resultado principal de [33] mostra que p(¢;) = 0.

Algumas provas alternativas do resultado de Macphail e do Teorema de Dvoretzky—
Rogers apareceram mais tarde, mas nao eram construtivas (ver, por exemplo, [29, pagina
145] e |6, 53], e as referéncias contidas) . Também referimos o leitor interessado a |8] para
uma abordagem nao construtiva em ¢; usando a KSZ e |23, 47| para o comportamento
assintotico de p(fy).

O resultado impressionante de Dvoretzky e Rogers, mostrando que p(E) = 0 para
todos os espacos de Banach de dimensao infinita, atraiu a atencao de Grothendieck, que
se referiu ao Teorema de Dvoretzky-Rogers como o tnico resultado decisivo para a teoria
dos espagos de Banach gerais conhecidos na época (ver [20, pagina 20]). Além disso, o
resultado responde muito mais do que o que é perguntado no problema original da escola
de Banach. Em termos mais precisos, se F é um espaco de Banach de dimensao infinita, o
Teorema de Dvoretzky—Rogers garante a existéncia de uma série > ) incondicionalmente
convergente em FE tal que

S 29 = oo, (3.1)
j=1

para todo € > 0. No entanto, a prova do teorema nao oferece uma construcao explicita
dessa sequéncia e o resultado de Macphail para EF = ¢, fornece uma prova construtiva
apenas para € > 1.

Neste capitulo, revisitamos o artigo de Macphail e apresentamos duas construgoes
alternativas que funcionam para todo € > 0. Os principais resultados estao presentes em:

D. Pellegrino, J. Silva, Macphail’s theorem revisited. Archiv der Mathematik,
v. 117, p. 647-656, 2021.

3.1 Uma abordagem construtiva em ¢,(C)

Nesta secao, baseando-se nas propriedades das matrizes apresentadas na Secao 1.2,
fornecemos uma construcao alternativa de uma sequéncia em ¢,(C), para todo p € [1,2] (o
caso p > 2 é 6bvio e por este motivo nao o consideramos) que, ao contrario da abordagem
de Macphail, satisfaz completamente a afirmagao do Teorema de Dvoretzky-Rogers.

Teorema 3.1 Sejam p € [1,2] e a > 1 um inteiro positivo. Para cada inteiro positivo j,
seja

A = [1/2 +V/T/d+log, (G +1)/2),1/2 + \/1/4+10gaj} AN.
A sequéncia (x(j));’;’l definida por

=k rp)+2) i Fi™D

eV = m . > (exp ([jozkj(l_kj) + afii=ki) _ 1} 27rsi) . eakj(k]-—l)+s_1>

s=1
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se A; # 0, onde k;j € o dnico elemento de Aj, e 9 = 0 caso contrdrio, é
incondicionalemente somdvel em 0, e

S @) = o,
j=1

para todo € > 0.

A declaragao pode parecer um tanto complicada & primeira vista, mas a construcao é
bastante simples. Devemos primeiro observar que o intervalo

[1/2 4+ V172 +Tog, ((G+ 1) /2), 1/2+/1/4+Tog, j|

tem tamanho menor do que ou igual a 1 e daf A; é, de fato, ou vazio ou formado por um
Gnico inteiro positivo. Com efeito, uma vez que a > 1, segue

1 1 j+1 1 , 1 j+1
Z — /= S RPN — /= J -
4+loga \/4+loga( - )_\/4+10ga(j+1) \/4+loga( 5 )

1 1
:\/Z—L—l—loga(j—i—l)—\/Z—i-loga(j—i-l)—logaZ

Acima, usamos o fato de que se a e b s@ao nimeros reais tais que 0 < b < a, entao
Va — Vb < +a—b.

Um calculo simples mostra que se
JE {c/“(k’l), oF =) 1,... ,Qak(k’l) — 1}

para um certo inteiro positivo k, temos A; = {k}; do contrario A; é vazio. De fato, se
§ € {jr,...,2jk — 1}, onde ji := o** =1 entdo

oF k=1 < 5 < 9okk= _ (3.2)

Uma vez que « > 1, da primeira desigualdade de (3.2), segue que k(k—1) < log, j, donde
k* —k —log, j < 0. Logo,

1—\/1—|—410gaj<k<1—|—\/1—|—410gaj (3.3)

2 2

Por outro lado, da desigualdade no lado direito em (3.2), obtemos (5 + 1)/2 < of*=1,
o que implica log,(j + 1)/2 < k(k — 1), de onde segue que 0 < k? — k —log, (5 + 1)/2.
Portanto,

k< 1—+/1+4log, ((j +1)/2)

. 1+\/1+410ga((j+1)/2)'

5 5 (3.4)
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Os resultados em (3.3) e (3.4) asseguram que

1—/1+4log,((+1)/2) cpe 1++/1+4log,j
2 - 2 '

Portanto, k € A;.
Agora, tomemos k € A;, para um certo inteiro positivo j. Entao

1/2+\/1/i+log, (G +1)/2) <k (3.5)

kE<1/2++/1/4+log, j. (3.6)

De (3.5), segue que 1/4+log,, ((7 +1) /2) < (k—1/2)?, ou seja, log, ((j +1)/2) < k(k—1).
Entdo, (j +1)/2 < o**1, o que implica em

j < 20HD 1 (37)
Por outro lado, de (3.6), temos (k —1/2)*> < 1/4+1log, j, donde k(k —1) <log, j. Assim
oF k=l < g (3.8)
Por (3.7) e (3.8), obtemos
Jj € {ak(k_l), o200 1}.

Demonstracao: [Demonstracao do Teorema 3.1| Inicialmente, relembre que, para vetores
unitérios ¢ € €. e ¥ € {7, o Teorema 1.6 assegura que

Z Z Yip; agz)

i=1 j=1

1,1
<n?',

com @ = (p1,...,0,) eV = (Y1,...,1,), donde

n

n n
1.1
sup > 1> peall| = sup  sup | erpial)| <ntr (3.9)
leoll,« <1727 o=t lell,» <119l <1 |, 521
Seja ji = a**=1 para todo inteiro positivo k. Defina a sequéncia (:U(j));?‘;l como segue:
se j € {Jk,...,2jr — 1}, para um certo inteiro positivo k, considere
o ) (B Gy
X J) — jk P Za’r“]sk ejk+s_1 ,
s=1

onde r = j — ji, + 1; do contririo considere z¥) = 0. Para todo ¢ € (£,)*, ndo é dificil
observar que

sup ih@ (x(j))| < N ( sup zk: }go(x(j))o. (3.10)

ol <1 7=1 =1 \Uel,-<1 =
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Pela definicao de 2@ := (2))%_,, obtemos

m=1°

2jx—1 2jk—1| oo
> e @)= 30 |3 pmald
J=Jk i=jr Im=1

2jk—1 2j,—1

1 1 1
=TT Y gl
= Pmp; gk+1nm Jet1]

J=Jk m=jy

(3.11)

. . .. . . , . N 27 —1

para todo inteiro positivo k. Observe que podemos atribuir novos indices as somas » | jfjk
2j

ey ' como segue:

2j,—1 m 1

( 11 Ik 1 1,
p 2 p
Z Z (’Omab Jk+1 m—ji+1] Z ZSOJHS na
J=Jk m=jg r=1
—(3+1+2) Ik )
_ 2 p k ]k
= Jk E : § :(pijrS na :
r=1 | s=1

Assim, para n > 2, por (3.9) e (3.11), temos

5 ((on o) 5 (o £

o \llel,-<1 i lell-<1 15

25 —1

“b)
k Jk)
Z SOmaJ —Jk+1][m—ji+1]

m=jk

w
”d\»—‘

)

(3.12)

H‘P”p*gl r=1 | s=1

00 ‘,(%+L+%> Jk Jk
=Y a2 s YD eges el

llell« <15 |'s=1

00 ._<%+l+%) Jk | Jk 4
=> | swp g Y D s el

Uma condigdo necessaria e suficiente bem conhecida para uma série Y 7 v, ser
incondicionalemente somavel (ver [20, Theorem 1.5]) é que, dado § > 0, deve existir
ns € N tal que

2 n

neM

sempre que M é um subconjunto finito de N com min M > ng.
Combinando (3.10) e (3.12), obtemos

lim sup i ‘gp (m(j))‘ = 0.

00 oW <1 j=n
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Consequentemente, dado § > 0, existe ns € N tal que n > ngs implica

sup i |g0 (a;(j))| < 0.

ol = <1 j=n

Entao, para todo conjunto finito M C N tal que M C {ns,ns + 1,...}, segue que

Sl < sup Sl < s D loa)] <6

by Il <1 Sehr el <1 5=

Portanto, (x(f)) ¢ incondicionalmente somavel.

Por outro lado quando j € {Jk,...,2jr — 1}, para um certo inteiro positivo k, temos
1
. . (Ll NP\ P (141
Hx(J)H — <]k:’ (Jk (3+3 k)) ) :Jk;<2 k);
do contrario ||#(|| = 0. Entdo, temos

s —(3+1) oy & "
SRSV Ol B WERES W]

j=1 k=1

que diverge para todo r < 2, pois limy_, o k-D(1-5-%) =% 0 sempre que r < 2.
Note que, considerando, para todo inteiro positivo j,

= [1/2+ V17 +10g, (G + 1) /2),1/2 + /174 + log, j| NN,

cada x\9) & precisamente

kj(ki—1)
, k) (kj Hp)+2p) o 7 -k ;
20 = o o . Z (exp ([]Ozk]( kj) + kij(1—k;) _ 1} 27‘(’82) . €ak]~(kj71)+g_1>
s=1 (

quando A; # (), onde k; é nico elemento de Aj, e ) = 0 caso contrario. Isso conclui a
prova.

3.2 Uma abordagem construtiva em /,(RR)

Seguindo as linhas da prova do Teorema 3.1, nesta secdao, tomamos emprestado um
argumento creditado a Pelczynski para adaptar a construgao anterior ao campo dos
escalares reais. De fato, essa segunda abordagem ¢é valida tanto para o corpo dos escalares
reais quanto complexos. O cerne da prova repousa nas propriedades do sistema de funcoes
de Walsh (ver [17, pagina 8] para mais detalhes), que é o conjunto ortogonal completo
formado pelas seguintes funcgoes:

fg(.ﬂ?):l, nggl,
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1, 0<z<j
fl(x): I . 27
—1, §<ZL’S1,
1 3
2(1)(:):): ]., 0<$<Z, Z<.T<1
—1, i<x<§l,
1 1 3
2(2)([E): 1, 0§I<Z, §<.T<Z,
-1, i<z<i 3<ax<l,

(2%), 0<z< 2
()P —1), f<a<t,
£ () = £ 1), 0<z<3;
ntl (kP e —1), L<e<i,
ondene€Nek=1,2...,2"1
oo At R0t 200t
1 1——o 1—o o— 1—o o—o
1 x 1 x 1 x 1 X
-1 -1 o— -1 o—o0 -1 o—0 o—

Figura 3: Graficos das quatro primeiras fungoes de Walsh.

Para o que se segue, vamos considerar m um inteiro positivo e denotar por gy, ..., gom

as primeiras 2™ funcoes do sistema de Walsh. Nesse caso, g1 = fo, g2 = f1, 935 = f2(1)

gy = 2(2), e assim por diante. Nosso resultado desta secao é:

7

Teorema 3.2 Sejam m um wnteiro positivo e n := 2™. Para 1,7 = 1,...,n, considere
agl) o valor que cada g; assume no intervalo ((i —1)/n,i/n). Seja p € [1,2]. Para todo

nteiro positivo j, seja

.Aj:::[1/2-+—V/1/4-%10g2((j—%1)/2),1/2—%\/1/4—+log2j]rWPi

A sequéncia (z9)2, definida por

(1=ky)(ky 24p)+2p) 280D

() _ gL f (2% ki =)
xT =2 2p : Zl Q. ’ erj(kj_1)+s—1
S=
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se A; # 0, onde r = j — 2ki(ki=1) 11 ¢ k; € o inico elemento de A;, e 29 =0 caso
contrdrio, € incondicionalmente somdvel em (), e

5 [« = 00
j=1

para todo € > 0.

Como observado nas paginas 35 e 36 da Secao 3.1, o intervalo

[1/2 F /1A log, (G + 1) /2), 1/2+/1/4+ 1og2j}

tem tamanho menor do que 1 e, portanto, A; &, de fato, vazio ou formado por um tnico
inteiro. Analogamente, mostra-se que quando j € {2FF=D 2kk=1 7 2. ok(k=h) g1
para um certo inteiro positivo k, temos A; = {k}; do contrario A; é vazio, basta considerar
a = 2 na demostracao apresentada na Secao 3.1.

Demonstragao: Para todo vetor unitario ¢ € (7., temos

: (3.13)

onde ¢ = (¢1,...,¢n). De fato, para cada 1 = 1,...,n, pela defini¢cdo de g; no intervalo
((i —1)/n,i/n), obtemos

(i-1)/

isto é,
n i/n n
Sl = [ 3 eigto)| .14
J=1 (i-=1)/n |7=1
Consequentemente, por (3.14),
n n i/n n n
(e = [ Semo|a=n [ |Sognla @0
=1 : 11— n ] :
Por (3.15) e pela monotonicidade das L,-normas, obtemos
n | 1 1 2\ *
> ngja( ) —n/ (D) dt <n / (t)] dt| . (3.16)
i=1|j=1 0 0

Uma vez que fo g;()gr(t)dt = 0,1, para j,k =1,...,ny, temos

[

(1)

= Zl|<,0j|2, (3.17)
p=
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1 (Z:SOJQJ( )) : (é @ij(f)) dt

©iPeg; () g (t)dt

pois

(1)

/

S~ —

.

™=

—_

ien Jy 9i(t)gr(t)dt

eil” o 9;

Il

S
o
Il
—

EM: I M:
5
L

Combinando (3.16) e (3.17), conseguimos

<n (iw) . (3.18)

(Jé!@ﬁ) < <§1> (E\%

Portanto, por (3.18) e (3.19), temos

o S 1, obtemos

) < nrE (3.19)

sup Y-

lpll e <1 i=1

Z(p] zg

Jj=

1
<n<2|gpj|2> <n-n2- Pi*:n%Jr%.

O resto da demonstragao segue as linhas da prova do Teorema 3.1. Basta considerar o = 2
na definicao de j, e trocar os elementos da matriz complexa pelos elementos do sistema
de Walsh. Isso conclui a prova.
|

Observe que essa segunda abordagem fornece um resultado que generaliza o Teorema
de Macphail, uma vez que apresenta uma prova construtiva completa para o teorema de
Dvoretzky-Rogers.

Vale ainda ressaltar que, recentemente, Katiuscia B. Teixeira ([48]) apresentou uma
prova alternativa do teorema de Macphail usando a teoria das matrizes de Hadamard que
inclui as abordagens desse capitulo unificando ambas as construgoes.



Apéndice

Desigualdade multipla de Khinchin para
variavels de Steinhaus

A classica desigualdade de Khinchin, provada em 1923 por Aleksandr Khinchin em [27],
¢ uma importante ferramenta probabilistica com varias aplicacoes na Anéalise Moderna.
Vamos motivar o resultado da seguinte maneira: suponha que temos n nimeros reais
ai,...,a, € uma moeda justa. Quando lancamos a moeda, se der cara, vocé escolhe
B1 = ay, e se der coroa, vocé escolhe f; = —a;. Quando jogamos pela segunda vez, se der
cara, vocé escolhe 55 = (31 + as e, se der coroa, vocé escolhe 55 = (51 — as. Repetindo o
processo, depois de jogar a moeda k vezes, temos

Br+1 = Br + i1,

se der cara e
BkJrl = ﬁk — Qk+1,

se der coroa. Apo6s n etapas, qual deve ser o valor esperado de

n
k=1
A desigualdade de Khinchin mostra que a “média”
1 n
ceD,, | j=1
onde D, = {—1,1}" e € = (ey,...,6,), a menos de constantes, se comporta como a

(y-norma de (a;);_, . Mais precisamente, ela afirma que, para qualquer p > 0, existem

n
J
p % n %
2
) <, (Zm )
j=1

constantes A,, B, > 0 tais que

n
E €ja;

J=1

) (e

eeD,,
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para toda sequenma de escalares (a;);_, e todo inteiro positivo n. A contrapartida natural

para a média 5 Y ‘E L€

e€eDy,
1 n 2w 2 | 1
SN
E bem sabido que neste novo contexto também temos uma desigualdade do tipo Khinchin,
chamada desigualdade de Khinchin para variaveis de Steinhaus, a qual afirma que existem

constantes A, e B, tais que
p % N n %
dty - - ~dtn> <B, (Z \aﬁ)
j=1

(A.1)
para todo inteiro positivo n e todos escalares aq,...,a,. Para os nossos propositos,
estamos interessados no caso p = 1 e apenas no lado esquerdo de (A.1). Em Konig
(2014) foi provado que A; = /7/2.

A desigualdade (A.1) pode ser adaptada, por indugdo, para somas miltiplas como
segue:

na estrutura complexa é

dty - - - dt,.

it
aje

n

— n 9 % 1 n 2 27
j=1 0 0 j=1

i
E a;e

Teorema A.1 (Desigualdade multipla de Khinchin para variaveis de Steinhaus)

Sejam m,nq, ..., Ny, inteiros positivos e seja (a,»l,m,im)zl’ ;;Z“ | uma matriz de escalares.
Entao
N1yeoTom 1/2
2
> ag ] (A.2)
jl ----- jmzl
+-Fnm 27 27 nl: Nm
2 m m .. (1) (m)
t 1 m
s\= aj,. et e ettom | dttl ™.
NZ3 27T g Jm
Jm 7_1

A desigualdade acima desempenha um papel crucial para melhorar as estimativas das
constantes na desigualdade de Bohnenblust—Hille para escalares complexos (ver [8]).
Por uma questao de simplicidade, vamos considerar

N1y Mm
E : (1) (m)| _
Em ajl.“jm/gjl "'6j7n — (AS)
J1seeJm=1

" e

aj1...jm€l - elim dtﬁ) o dtg:).

ni+-+nm 27 27
<27r) / /
Abaixo, damos uma prova elementar para o Teorema A.1:
Demonstracao: Vamos comecar a prova por induc¢ao em m. O caso m = 1 é exatamente
a desigualdade de Khinchin para variaveis de Steinhaus. Suponha que, indutivamente, o
resultado seja valido para m — 1, entao

1
ﬁ (m—=1) / n1,....,nm ) 2
(T Z |a7;1---i7n

i1yeim=1

'''''
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1
(m—1) 1%\’
ni m— n2,...,Nm 2
VT 2
= 2 |ai1---i'm
11=1 12,y tm =1
1
ni N,y.eeyNim, 2\ 2
(2 (m)
< E Em1 E Wiy ..ig €4y * " E4py :
i1=1 19, estm =1

Usando a desigualdade de Minkowski para integrais, obtemos

1
ni Nn2,...;Nm 2 2
E : § : (2) (m)
En—1 Aiy.im€iy "G
i1=1 2, im=1
1
ni Nn2,...,Nm 2 2
(2) (m)
< | En E E Qiy.im iy """ &4, .
i1=1 |ig,... im=1

1
1oy L
(m-1) ny N2yeeyim 12\ 2

NZS )

i1=1 -27---ai7n:1
1
ni n2y..sMm 2 2
(2) (m)
< | Ep E E Qiy..i €4y " iy
11=1 [22,...,im;m=1

Agora, aplicando a desigualdade de Khinchin, obtemos

1

ﬁ ni N25.eey Nm () ( ) 2 2

j : 2 : 2 m
2 a’il- lmgzg €Zm

11=1 [i2,...,t;m=1

N1yees Nm

(1) (m)

<E, E @iy ..im i, Eim |

115y im =1

1

1 1

(m—1) ni n2;..sMm 22\ 2

T T 2
11=1 \i2,...,im=1
1
p ni N,..oyMm, 2\ 2
(2) (m)
ST En-1 E E @iy im€iy " Ei
11=1 [ig,...,t;m=1

1
2\ 2

Do GiinSy e

7;27"-72-771:1

[
=
3
|G
WE

i1=1

~—~
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N1yesMm

Em—l ]E1 Z ail.._imﬁgll) cee 85:11)

©1yeenyim=1

e, pelo Teorema de Fubini, obtemos

2

i1 eyim=1 i1yeim=1
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