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Resumo

Nesta tese, ¢ demonstrada a existéncia e multiplicidade de solugoes para problemas
elipticos nao lineares de quarta ordem, com e sem parametro, definidos em um dominio
limitado Q@ C RY, com N > 2. Esses problemas estdo fundamentados em espacos de
Orlicz e podem ser associados a sistemas hamiltonianos quando se utiliza o método de
reducdo por inversio sobre eles. E relevante ressaltar que, para dimensoes N > 3, a
analise é realizada em espagos reflexivos, ao contrario da dimensao dois onde o espago

base nao possui reflexividade.

Palavras-chave: Equacoes elipticas nao lineares de quarta ordem; Sistemas hamilto-

nianos; Espacos de Orlicz; Métodos variacionais.



Abstract

In this thesis, the existence and multiplicity of solutions are demonstrated for fourth
order nonlinear elliptic problems, with and without parameter, defined in a bounded
domain Q C RY, with N > 2. These problems are based on Orlicz spaces and can be
associated with Hamiltonian systems when the inversion reduction method is applied
to them. It is relevant to note that, for dimensions N > 3, the analysis is conducted

in reflexive spaces, unlike in dimension two where the base space lacks reflexivity.

Keywords: Nonlinear fourth order elliptic equations; Hamiltonian systems; Orlicz

spaces; Variational methods.
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Notacao e Terminologia

Nesta tese, sao empregadas as seguintes notacoes e terminologias:

A° complemento do conjunto A;

X* espago dual topologico de X;

Bx (wo,7) = {z € X; ||z — 20|y <r}. Quando X = RY, By (zg,r) ¢ denotado por
B (xg,7);

Bx [xo, 7] = {z € X; ||z — 20|y <r}. Quando X = RY, By [z, r] é denotado por
B [z, 7];

dist (zg, A) = inf {||zo — y||;y € A}, em que || - || € uma norma arbitraria;

[f = 5] ={x; f(z) = B}, com € R, podendo ser aplicada também para

desigualdades, estritas ou nao;

supp( f) suporte de um funcao f;
Al fecho do conjunto A com rela¢do a norma || - ||;
| Al medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel A;

|- | norma euclidiana em RY;

p= ﬁl,comp>1;

q.t.p. quase todo ponto;

multi-indice  vetor @ = (o, ..., ay), no qual ; é um niamero inteiro nao negativo
para cada i € {1,..., N}. O valor absoluto de um multi-indice « é
definido por |a] = SN, ay;

X4 funcao caracteristica do conjunto A;

sgn funcao sinal de R;



= Nt {tn}nen € uma sequéncia crescente de nimeros reais

positivos ou negativos que converge para o valor t;

—, = convergéncia forte e fraca, respectivamente;
| @)
=o0 uando t — tg, se lim |—=| = 0;
f (9) a 0 510 | g (1)
_ : f(#) ,
f(t) = O(g(t)) quando t — oo, se limsup |—=| < oo;
Dy = %, com multi-indice o = (ay, -+, ay);
N
0%u
Au = Wl laplaciano de w;
— 0x;
CH(X,R) espacos das fungoes continuamente diferencidveis em X
segundo a definicao de Fréchet;
QCRY conjunto aberto de RY;
00 fronteira de €;

LP(Q) = {u: Q — R & mensurével; [, [u|’ dz < oo}, com p € [1, 00);

L>(2) = {u : Q@ — R & mensuravel; sup,cq |u(z)| < oo q.t.p. em Q};

C.(92) espaco das fungoes continuas com suporte compacto em §2;

Co (ﬁ) espaco das funcdes continuas em € que se anulam sobre 0;

C™(Q) espaco das funcoes n vezes continuamente diferenciaveis em
Q, com n > 0;

cn (ﬁ) espago das fungoes em C"({2) tais que para todo
multi-indice «, com |a| <n, a fungdo x+— D%u(z) admite
extensao continua para ﬁ;

C’O’V(ﬁ): uEC(ﬁ); sup M<oo ,com 0 <y <1;

z,yef) |ZL’ - y|"/
TFy

C™ () = {ue C™ () ; D € C* () para todo multi-indice o com || = n};
H (), H*(Q), W™P(Q) espagos de Sobolev.

X1



Introducao

Os problemas nao lineares de quarta ordem desempenham um papel fundamental
no estudo de fenémenos fisicos e matematicos complexos. Sua estreita conexao com
sistemas hamiltonianos, por meio do método de redugao por inversao, reforca ainda
mais sua importancia, especialmente quando considera-se as diversas aplicagoes desses
sistemas em diferentes areas. Nesse contexto, esta tese dedica-se a investigacao de
problemas nao lineares de quarta ordem, com e sem parametro, fundamentados em
espacos de Orlicz. Além disso, busca-se aprimorar os conhecimentos e obter solugoes
para um conjunto particular de sistemas hamiltonianos a partir do problema de quarta
ordem correspondente.

Esta pesquisa concentra-se em problemas de quarta ordem com condicao de
fronteira de Navier da forma

A(p(Au)) = f(u) em €,
u=Au=0 sobre 02,

(1)

no qual Q C RY, com N > 2, é um conjunto aberto e limitado com fronteira suave,
e a funcdo ¢ : R — R ¢ a derivada de uma N-funcao ® que define o espaco de
Orlicz Lg(2). O operador A(¢(A(+))) é denominado ¢-biharmonico. Além disso, nesta
pesquisa, pretende-se introduzir um parametro positivo, denotado por A, na primeira
expressao de e explorar esse cenario.

Ao longo dos anos, a literatura tem sido enriquecida por diversas variantes
de operadores de quarta ordem, merecendo destaque os operadores do tipo Leray-
Lions, assim nomeados em homenagem aos matematicos que os introduziram, conforme
documentado em [4I]. Certos operadores de quarta ordem do tipo Leray-Lions sao

definidos por A(a(z, A(}))), em que N > 1ea: QxR — R é uma fungio Carathéodory



que cumpre algumas hipoteses técnicas. E recomendado consultar, por exemplo,
[9, B8], 44], nos quais é possivel observar uma caracteristica notével desses operadores:
a capacidade de lidar com diversas classes de operadores do tipo poténcia, variaveis
ou nao, fundamentados nos espagos de Lebesgue generalizados. Um exemplo de tais
classes é a dos operadores p(-)-biharménicos, amplamente discutido na literatura, veja
[5, 7, 10] 28], 39] e suas referéncias. Nesse contexto, é relevante salientar que as condigoes
requeridas para a fungao a nao incluem a classe de problemas em foco nesta tese.

Em particular, a investigacao de diversos problemas de quarta ordem com
operadores do tipo poténcia é motivada pela aplicacao do método de reducao por
inversdao em sistemas hamiltonianos, como discutido em |16} 24 26, 27, B31], 36]. O uso
do método de inversao, cujas raizes remontam, pelo menos, a pesquisa de P.-L. Lions
[42], destaca-se devido & sua capacidade de estabelecer uma correspondéncia entre o
sistema hamiltoniano original e um problema escalar de quarta ordem. Formalmente,

considerando o sistema hamiltoniano dado por

—Au=g(v) em €,
—Av = f(u) em , (2)
u=v=0 sobre 012,

em que, por exemplo, g seja uma fungao invertivel e g(0) = 0, o método de inversdo

consiste em isolar a funcao v, escrevendo v = g~!(—Au), e substituir essa expressao na
Y )

segunda equagao do sistema. Isso resulta no seguinte problema de quarta ordem com

condicoes de fronteira de Navier:

~A (g (~Aw) = f(u) em Q.
u=Au=0 sobre 0f).

Uma estrutura natural para o sistema ([2|) sao os espagos de Sobolev, que fornecem,
na maioria dos casos, uma resposta adequada sobre o “crescimento maximo” de f e g, de
forma que o problema possa ser tratado variacionalmente. Em especial, quando N > 3,
g(t) = sgn(t)|t]? e f(t) = O (]t|?) quando ¢t — oo, com p,q > 0, é bem estabelecido
desde os anos 90’ que o sistema ([2|) pode ser abordado por meio de métodos variacionais
quando o par (p, q) estiver abaixo da chamada “hipérbole critica”’. Essa hipérbole é dada

por
1 1 2

—1- =
rr 1 s+l N 3)




Para obter informacoes mais detalhadas e aprofundadas, ¢ altamente recomendado
consultar [22], 23] [37].

Em pesquisas recentes, fundamentadas em espacos de Sobolev, o uso do método de
redugao por inversao tem se destacado como uma abordagem promissora na avaliagao
de sistemas hamiltonianos diversos. Dentre elas, nesta tese é dado destaque as pesquisas
em [20, [36], publicadas em 2021 e 2023, respectivamente. Em [20], utilizando o
método de inversdo, J. M. do O et al. (2021) asseguraram a existéncia de solucdo
para quando g(t) = sgn(t)[t|P com p = 2/(N — 2), ou seja, a nao linearidade
possui crescimento polinomial sobre a assintota da hipérbole critica, enquanto que f
possui crescimento exponencial critico ou subcritico. Até entdao, em [49] (publicado
em 2006), apenas havia sido estabelecido que esse problema especifico poderia ser
abordado por meio de técnicas variacionais quando N > 3. Além disso, quando N = 3
e a nao linearidade f possui um crescimento subcritico relacionado ao comportamento
exponencial, foi inferida a existéncia de solu¢ao usando o método direto.

No estudo conduzido por A. Guimaraes e E. M. dos Santos em [36], inspirados
pelos resultados classicos de H. Brézis e L. Nirenberg em [II], foram exploradas
perturbagoes de ordem inferior do sistema critico com respeito a hipérbole dada em .
Aplicando o método de inversao, eles encontraram uma solucao positiva em dimensoes
N > 4. No entanto, na dimensao critica N = 3, identificaram um fenémeno novo
que nao havia sido observado em problemas escalares. Especificamente, ha partes
na hipérbole critica onde existem soluc¢oes para todas as perturbagoes homogéneas de
grau 1 ou superlinear subcritica, e partes onde nao se tém solugoes para algumas dessas
perturbagoes. Além das pesquisas citadas, utilizando também o método de inversao,
esta tese destaca um avanco no estudo de sistemas hamiltonianos em dimensao dois
quando uma das nao linearidades é do tipo exponencial.

Embora aparentemente menos frequentes, também sao investigados problemas de
quarta ordem associados a sistemas hamiltonianos e apoiados em espagos de Orlicz,
como abordado em [16, 31]. Ao lidar com fungoes que nao se enquadram exclusivamente
nas restri¢oes das funcoes de Lebesgue, os espacos de Orlicz assumem uma importancia
significativa, pois ampliam o escopo de anélise das fungoes, englobando uma variedade
mais abrangente de comportamentos do que aqueles representados apenas por poténcias

puras. Vale ressaltar que as pesquisas sobre equacoes de segunda ordem envolvendo o



operador ¢-laplaciano, dado por Ayu := div (%V(u)), em que $(t) = folt\ $(s)ds
¢ uma N-funcao, tém sido amplamente abordadas na literatura. Alguns estudos
relevantes desse cenario incluem as referéncias [4, 17, [18] 32, [33], além de outros artigos
mencionados nessas publicagoes.

Com o intuito de compreender e explorar novos aspectos e fendémenos relacionados

a problemas de quarta ordem apoiados em espacos de Orlicz, esta pesquisa se dedica

a investigacao do problema (|1)), com e sem parametro, em que a fungao ¢ satisfaz:

(#1) ¢ : R — R é impar, crescente e continua, ¢(0) =0 e lim ¢(t) = oc.

t—0o0
A hipotese (¢1), em particular, é suficiente para estabelecer que ¢ é a derivada de
uma N-fungao, como pode ser confirmado em [47]. Contudo, para estabelecer uma
estrutura adequada aos espacos de Orlicz de interesse, também sao exigidas outras
hipoteses. Nesse sentido, é fundamental ter um amplo conhecimento desses espagos, o
que justifica a atengao especial dedicada a sua explanagao no primeiro capitulo desta
tese.

No Capitulo [} sdo apresentados os espagos de Orlicz e Orlicz-Sobolev, onde
sao exploradas diversas propriedades e resultados fundamentais desses espacos. Essa
analise desempenha um papel crucial nas argumentagoes desenvolvidas nos capitulos
subsequentes, fornecendo uma base sélida para as discussoes posteriores.

A fim de assegurar uma apresentacao clara e coerente com a estrutura dos
capitulos desta tese, a discussao a seguir ¢ organizada em duas partes distintas: o
caso de dimensao dois e o caso de dimensoes superiores. Devido a complexidade da
pesquisa em cenarios de dimensao dois, especialmente considerando que o espago de
Orlicz associado nao é reflexivo, a abordagem inicial foca em dimensoes superiores, na
qual a reflexividade esta presente.

No Capitulo , considerando N > 3 e inspirados em [I6], BT], além da hipotese

(¢1), também assume-se que

It
(¢2) ®:R — [0,00), dada por ®(t) = (s) ds, satisfaz
0

. N
1<l¢::;§£%g§igg%g::m¢<§.

Essa hipotese assegura, em particular, a reflexividade do espago reduzido de Orlicz-

Sobolev apropriado para a abordagem variacional de (1)). Em [31], além de exigir (¢;)

4



e (¢), adicionalmente, também ¢é suposto que ¢ € C'(R) e que

. 5P(s) 5¢'(s)
0 <inf =0y <SP <

permitindo inferir que 1 < 5 < my < 0o. Dispensar esses requisitos adicionais exigidos

em [31] é uma das melhorias a serem destacadas ao concluir a existéncia de uma solucao
para nesta tese.

Ao associar um sistema hamiltoniano ao problema de quarta ordem , também
observa-se uma diferenga em relacao a [16], onde se requer que tanto f quanto g,
presentes no sistema, sejam funcoes impares, invertiveis e derivadas de N-funcoes.
No entanto, nesta tese, adota-se uma abordagem parcialmente distinta, exigido-se que
apenas ¢ possua tais caracteristicas. Quanto a f, sao impostas restricoes em relagao
ao seu comportamento na origem e crescimento no infinito, expressas nas seguintes

hipoteses:
(AR) Existem constantes § > m,, e to > 0 tais que
0 < OF(t) <tf(t), VteR com |t| > to,

para F(t) = /0 f(s)ds;
(fo) f(t) =o(]t|™*~") quando ¢ — 0;

(f1) existem uma constante C' > 0 e uma N-fun¢ao ¥ : R — [0, 00), dada por

¢l

U(t) = [ o(s)ds,

0
tais que

fOI < CIL+(J)],  VEeR,

com ¥ << (Q2, na qual Q5 é a N-funcao limite que assegura a imersao compacta
W2Le(2) N W3 Le(Q2) < Ly (), e tem-se
t(t) t(t)

1<y :=inf —= < —_— = .
(V1) 1<y inf W) = Sup 10 my < 00

Dadas as hipoteses sobre ¢ e f mencionadas anteriormente, a existéncia de uma
solugao nao trivial para , no contexto de pontos criticos, é estabelecida no Capitulo
2l O desenvolvimento desse resultado, que é apresentado a seguir, é alcangado por

meio da aplicagao do teorema abstrato do Passo da Montanha.



Teorema 0.0.1 (Teorema [2.1.5) Assuma (¢1) e (¢2), e que f € C(R) atenda as
condigoes (AR), (fo) e (f1), com ly, > my. Entao, existe pelo menos uma solugdo fraca

nao trivial para o problema .

Ao adicionar a restricao de que f seja uma funcao impar as hipoteses desse teorema,
utilizando o Teorema do Passo da Montanha Simétrico, é possivel concluir que existem
infinitas solugoes fracas.

O principal papel da hipotese (AR), chamada condi¢do do tipo Ambrosetti-
Rabinowitz, é assegurar a compacidade de Palais-Smale. No entanto, diferentemente
do que é abordado em [31] e influenciado pelas andlises em [13, 45|, esta pesquisa
também explora condi¢oes mais amplas que podem ser impostas a funcao f em relacao

a0 seu comportamento no infinito, como é detalhado a seguir.

[¢]
(fa) Existe uma N-fungao I', dada por I'(¢) = / v(s) ds, tal que
0

ty(t) ty(t)
R = K _
() 21, <b %Eg () Stgﬁ) [(t) My < 00
e
F(|t|<li)> < CF(t), VteRcom |t| >R, (4)

em que C' e R sdo constantes positivas, e
F(t) :=tf(t) — myF(t), VteR;

()t SEOSO)

lt—soo  [t|™e 1

Ao substituir a condi¢ao do tipo Ambrosetti-Rabinowitz por essas hipdteses, também
se assegura, por meio de uma versao do Teorema do Passo da Montanha, a existéncia
de solugao fraca para .

No Capitulo é introduzido um pardmetro real positivo A a equacgao (|1,

resultando no seguinte problema de quarta ordem:

—A(¢(—Au)) = Af(u) em €,
u=Au=0 sobre 02,

(5)

em que ¢ cumpre as condi¢oes (¢1) e (¢2). Em [24], inspirados pelo método de

inversao aplicado ao sistema hamiltoniano e fundamentados nos espagos de Sobolev,

6



investiga-se o problema de quarta ordem quando g é assintoticamente uma poténcia
pura. Diferentemente, a pesquisa conduzida nesta tese, fundamentada nos espacos
de Orlicz-Sobolev, permite a investigacao de nao linearidades mais abrangentes, pois

considera que

~ 1 1 l ~ 1 1
¢ (1) min {tl¢‘1,,tm¢‘1, } <yg(t) < ; 2 1@(1) max {tl¢‘1,tm¢‘1, } , VteR.
5 —

Apesar de apresentar semelhancas com o problema de quarta ordem sem
parametro, discutido no Capitulo , a existéncia de solugao para ¢ estabelecida
por meio de teoremas abstratos de pontos criticos recentemente estabelecidos por B.
Ricerri e G. Bonanno. Com esse proposito, existem duas combinac¢oes de hipoteses
para a funcdo f a serem consideradas: (AR) e (f1), ou a combinagao de (f1) e

P
(R) B ) =

Utilizando um resultado de B. Ricerri (ver [48, Teorema 6]), demonstra-se o seguinte
teorema:
Teorema 0.0.2 (Teorema [3.1.2)) Assuma (¢1), (¢2) e que f € C(R) atenda as

condi¢oes (AR) e (f1). Entao, para cada r > 0, existe uma constante positiva A(r) tal

que o problema (3.1) admite pelo menos duas solugoes fracas para cada X € (0, A(r)),
1 1

em que uma delas tem norma estritamente menor que max {r% I

Ao impor a condigao (f2) em vez de (AR), é possivel inferir, a partir do Teorema 2.3
de G. Bonanno em [§], a existéncia de, pelo menos, uma solu¢ao fraca nao trivial para
(13.1). Essa afirmacao é formalizada no Teorema m

No Capitulo [ motivado pelas discussoes anteriores, é aplicado o método de

inversao para avaliar o sistema hamiltoniano

—Av = f(u) em €,
—Au=g(v) em Q, (6)
u=v=0 sobre 0f2,
em que 0 C R? é um conjunto aberto e limitado, e uma das nao linearidades, por
exemplo g, apresenta crescimento assintotico exponencial. Recentemente, em 2021, os

autores em [26] identificaram um crescimento limitante do tipo “duplo exponencial”

para a funcao f, o qual é crucial para aplicar a técnica empregada por eles na obtencao
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de solucoes de @ A abordagem adotada em [26] envolve o produto direto de espagos
de Orlicz-Sobolev, e as condi¢oes de crescimento impostas a f decorrem dos teoremas
de imersao aplicados aos espagos de Orlicz-Sobolev estabelecidos em [I5].
Diferentemente de [26], nesta tese, o sistema (6]) é reduzido inicialmente a um
problema escalar de quarta ordem semelhante a . Em seguida, com o intuito
de apoiar-se nos espacgos de Orlicz, é apresentada uma funcao “modelo” dada por

1 satisfaz a condicao (¢y).

g(t) = sng(t)ell — 1, cuja inversa, denotada por m = g~
Para lidar com diferentes N-fun¢oes equivalentes a M (t) = O‘tl m(s) ds, sao requeridas

as seguintes hipoteses, além de (¢,):
(¢2> existem constantes positivas a e b tais que, para todo t > 0,
O(t) < M(at) e M(t) < D(bt);

- to(t)
(¢3) tlggom =1

—~

A hipotese (qbQ) implica que

1 =inf 59(s) < sup 50(s) =1my < 00
>0 ®(s) >0 D(s)

e, além disso, que o espaco de Orlicz-Sobolev associado & N-funcao ® nao é reflexivo.
No entanto, a imposicao de (gzﬁl) assegura que o espago de funcoes reduzido, escolhido
adequadamente, estd imerso em L*({2). Isso flexibiliza as condigoes de crescimento
exigidas em f para a utilizagao de métodos variacionais. Essa melhoria é especialmente
relevante e algo que nao se percebe em dimensoes superiores, pois nao hé distingao nas
restri¢oes de crescimento ao se aplicar uma abordagem direta com produtos de espagos
Orlicz-Sobolev (ou Lorentz-Sobolev), conforme descrito em [49], ou ao se utilizar o
método de redugao por inversao, conforme exposto em [25].

Ao contrario das hipoteses relacionadas a fungao ¢, onde todas elas sao requeridas,

cada uma das proposi¢oes do Capitulo |4] considera que a nao linearidade f € C(R)

satisfaz um subconjunto especifico das condigoes (fy), (f2) e

(AR> existem constantes # > 1 e to > 0 tais que

0<0F(t) <tf(t), VteRcom [t|>ty,;



A constante positiva C' é definida em maior detalhe ao longo do Capitulo .
Dependendo do conjunto de hipoteses assumidas sobre f, a existéncia de uma

solugao nao trivial é estabelecida por meio do Teorema do Passo da Montanha ou pela

combinagao do principio Variacional de Ekeland com a técnica de minimizagao local.

O primeiro teorema estabelece que

Teorema 0.0.3 (Teorema Assuma (¢1), (q@) e (¢3), e que f € C(R) atenda

as condig:o”es‘AR) e (fo). Entao, existe pelo menos uma solu¢ao fraca nao trivial para
1)

o problema

Os demais teoremas estabelecem a existéncia de uma solucao fraca sem a condicao do
tipo Ambrosetti-Rabinowitz. Isso ocorre ao impor as hipoteses (f2) e (f1), ou (f2) e
(f3). No tltimo caso, nenhuma condigao no infinito é exigida sobre f.

A introdugao de um parametro real positivo & primeira equacao do sistema ha-
miltoniano também representa uma contribuicao inovadora nesta tese, enriquecendo a
discussao sobre a multiplicidade de solugoes e distinguindo-a dos resultados menciona-
dos anteriormente. Nessa situacao, ao restringir o pardmetro a um valor suficientemente
pequeno, a existéncia de solugao é obtida apenas com a exigéncia de (AAR> ou (fy), e
a combinacgao dessas hipoteses resulta em miultiplas solugoes.

Por fim, na Secao [4.5] é demonstrado que, sob hipoteses de regularidade mais
fortes sobre f e ¢, as solucgoes fracas do problema de quarta ordem sao, de fato, solugoes
classicas do sistema hamiltoniano. Isso é alcangado a partir de argumentos que seguem
a mesma linha de raciocinio apresentada em [50]. Essa andlise confirma a relagao entre
as solugoes fracas e as solugoes classicas desejadas para o sistema, reforcando a eficécia
do método utilizado.

Com o intuito de evitar recorrer constantemente & Introdugao e manter a
autonomia de cada capitulo, as hipoteses sobre ¢ e f sao reiteradas em cada um deles.
Também ¢é necessario esclarecer que, ao longo do texto, a constante C', com ou sem

subindice, assume diferentes valores positivos. Além disso, ao escolher subsequéncias



de determinadas sequéncias, elas recebem novamente o rétulo da sequéncia original.

Essa pratica é adotada com o objetivo de reduzir notagoes desnecessérias.
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Capitulo 1

Sobre os Espacos de Orlicz e

Orlicz-Sobolev

A abordagem adotada nos proximos capitulos fundamenta-se nos espagos de Or-
licz e Orlicz-Sobolev, sendo este o motivo pelo qual neste capitulo sao apresentadas
defini¢oes basicas e fundamentais, bem como informagoes cruciais sobre tais espacos.
A fim de proporcionar uma leitura concisa, completa e independente deste texto, sao
omitidas as demonstragoes de algumas proposigoes classicas; no entanto, estas demons-
tragoes podem ser encontradas em [33, [40) 43], 47, [51]. Além disso, implicitamente, ao
longo do texto, considera-se que o conjunto €2 é aberto e limitado e, quando necesséario,

possui fronteira suave.

1.1 Espacgos de Orlicz

Uma fungdo K : R — [0,00) é dita uma N-fun¢ao quando é convexa, par, e
atende as seguintes propriedades: K (t) = 0 se e somente se t = 0, e

lim@:() e hm@:oo
t—0 ¢ t—soo

Cada N-funcao K pode ser caracterizada pela seguinte expressao:

[¢]
K(t):/o k(s)ds,

em que k : [0,00) — [0,00) é uma fungdo continua a direita, nao decrescente, que

cumpre k(s) = 0 se e somente se s = 0, e lim k(s) = oo. E possivel definir
§—00



uma N-funcio a partir de K, chamada N-funcdo complementar a K, dada por
K(t) = O\tl k=1(s),ds, em que k~! : [0,00) — [0, 00) caracteriza uma espécie de inversa

a direita de k e é definida por
K\ (s) = sup {¢ € [0, 00); k(1) < s}

Ao longo deste capitulo, a funcao K é sempre uma N-funcao.

A classe de Orlicz de K, denotada por Lx(f2), é definida como o conjunto de
todas as fun¢oes mensuraveis w : 2 — R para as quais / K(w)dz < co. Embora a
classe de Orlicz nao defina, em geral, um espago vetorial, éﬂamplamente conhecido que

o conjunto

u
Lg(Q2) = {u : 2 — R é mensuravel; da > 0 tal que / K (—) dr < oo} ,
Q «
chamado espaco de Orlicz, é o menor espaco vetorial que a contém. Para encurtar a
notacgao, escreve-se L = L ().

A aplicacdo || - ||z, : Lx — R dada por:

|u||z, = sup {‘/ v dx
Q

estabelece uma norma em L, chamada de norma de Orlicz. O espago (Lg, || - ||1,) €

;UELRG/I?(U)dxgl}, u € L,
Q

um espago de Banach. Outra norma amplamente conhecida é a norma de Luxemburgo,

definida como:

ul,. =infda>0; [ K(L)dr<1}, welg
(K)
Q (0%

Essa norma é equivalente a norma de Orlicz, e essa equivaléncia é expressa pela seguinte
relagao:

HUHL(K) < ||u||LK < 2HU’HL(K)'

Uma propriedade fundamental de Ké que o seu espaco de Orlicz, L, se relaciona
com Ly de maneira semelhante & interagao dos espagos conjugados de Lebesgue LP(€2)
e L1(Q), com p,g > 1e1l/p+1/q = 1. Por exemplo, nos espagos de Orlicz surgem
variagoes das desigualdades classicas nos espagos de Sobolev, tais como a desigualdade
de Young e a desigualdade de Holder. A desigualdade de Young é estabelecida pela
relagao:

ts < K(t)+ K(s), VYt seR, (1.1)
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e a igualdade é valida se s = k(t), com ¢ > 0. Além disso, para quaisquer u € Lk e

v € L, tem-se uv € L'(2) e a seguinte estimativa ¢ satisfeita:

‘/uvdx
Q

conhecida como desigualdade de Holder. Essas desigualdades desempenham um papel

< lullzillvlleg

fundamental, permitindo, por exemplo, o controle de normas e a obtenc¢ao de resultados
tedricos. Por exemplo, para ilustrar, ao se definir a funcao linear H, : Lx — R para

cada v € L, com a expressao

H,(u) :/uvda:, (1.2)
Q
conclui-se que H, € (Lg)".
Observagao 1.1.1 Seja K : R — [0, 00) definida por
L

p

com p € (1,00). Percebe-se que o espago de Orlicz Ly € igual ao espago de Lebesque

K(t)

LP(Q), e a norma correspondente no espago de Orlicz é dada por ||-||r ., = p_% -l L)

em que || - ||r(@) € a norma usual em LP(2).

Em geral, os espacos de Orlicz nao sao separaveis. Portanto, é de suma

importancia definir o espago
Ex = Lo(Q) heo, (1.3)

que corresponde ao fecho em L do conjunto de fungoes essencialmente limitadas em
R usando a norma de Luxemburgo, conforme sugere a notacdo. E sabido que Ex é
separavel e é o maior espago vetorial contido na classe de Orlicz L (€2), o que significa
que

No entanto, sob condicoes especificas atendidas por algumas A -funcoes, a inclusao
reversa também ¢é satisfeita, resultando na igualdade desses conjuntos. Essa condicao
¢ abordada a seguir. Em resumo, escreve-se (Ex)" = L.

Uma caracteristica relevante que uma N-funcao pode ou nao possuir é a condicao
A,. Uma N-funcao K satisfaz a condicao A, quando existem constantes Cx > 0 e
sp > 0 tais que

K(25) < CgK(s), Vs> so.
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No caso em que sy, = 0, desejando-se ressaltar essa particularidade, a condicao

¢ denominada como A, global (ou globalmente Aj). Quando tanto K quanto K
satisfazem a condi¢ao A, diz-se que K é A-regular (ou A-regular global). Além disso,

esse € 0 caso se, € somente se,

.. . Sk(s) _ . sk(s)
1< hsrgg)lf K(s) < higigpm < 0.

Observagao 1.1.2 Dada uma N -fungio K que satisfaz a condicio Ao, existem

constantes positivas C' e r tais que
K(s) <Cs",

para valores suficientemente grandes de s. Portanto, a funcao K cresce, no mdzximo,

como uma funcao polinomial. No entanto, a reciproca desse fato nao € verdadeira.

Existem varias proposicoes na literatura acerca dos espacos de Orlicz quando a
N -funcao satisfaz a condicao A,. Essas proposicoes sao essenciais para a compreensao
e andlise das propriedades desses espacos. Por exemplo, é conhecido que o espaco
L>®(Q) é denso em Lk, o que implica que Lx = Lk(2) = Ek, se, e somente se,
K satisfaz a condicao As. Essa € a tnica situacao em que Lg é um espago separavel.
Outras proposigoes relevantes referem-se a convergéncia em norma e ao dual topologico,
incluindo o fato de que (Lx)" = L quando K satisfaz a condicdo A,, e a seguinte

equivaléncia de convergéncia para uma sequéncia {u, }neny em Lg:

|un|lL, = 0 < /K(un)dx—m.
Q

1.2 Espacos de Orlicz-Sobolev

Considerando que o espago de Orlicz é uma generalizagao do espago de Lebesgue,
é natural estender essa abordagem para a defini¢cao do espago de Orlicz-Sobolev. Nesse
contexto, o espaco de Orlicz-Sobolev combina as propriedades do espaco de Orlicz com
a nogao de derivadas distribucionais presente no espago de Sobolev. Sendo assim, o
espago vetorial de Orlicz-Sobolev W™ L (Q2), com n € N, consiste no conjunto das
fungoes mensuraveis u € Lg cujas derivadas distribucionais D®u pertencem a Lg para
cada multi-indice « = (aq,...,ay), com |a] < n. Para encurtar a notagao, escreve-se

WnLg = W"Lk(Q2). Nesse espaco, uma das normas estabelecidas é dada por:

ullwnr, == Og‘l;lén ||Dau||LK‘
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O espago (W™Lg, || - [lwnr,) € um espago de Banach. Além disso, se a N-funcao
K satisfaz a condigdo Ag, o espago (W"Lg, || - |[wnL,) torna-se separavel, enquanto,
quando K é A-regular, ele é reflexivo.

Assim como nos espagos de Sobolev ordinarios, Wi L () é o fecho de C°(Q) em
relagao & norma usual de W'Lg. O espago Wy L (Q2) também ¢é um espago de Banach.
Por simplicidade, denota-se apenas W L.

A partir dos espacgos previamente citados, supondo que K seja A-regular global,
considera-se E = W2Lx N Wy L. De acordo com o Lema 4.1 em [I6], é possivel

equipar o espaco E' com a norma
lulle = [Aullz ., weE,

que é equivalente & norma usual em W2Ly. Os estudos dos préximos capitulos estao
diretamente relacionados ao espago (E, || - ||g), escolhido para atender as necessidades

das equagoes.

1.3 Imersoes em Espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev

Nesta se¢ao, sao apresentadas algumas imersoes dos espagos de Orlicz e Orlicz-
Sobolev, restringindo-se ao necessario para o escopo desta pesquisa. Essas imersoes
desempenham um papel fundamental na abordagem variacional das equagoes, pois
impoem restrigoes de crescimento a fungoes especificas.

A primeira imersao a ser apresentada é a imersao continua dos espagos de Orlicz
em L'(Q), que ¢ amplamente reconhecida. Antes de apresentar outras imersoes, é
necessario introduzir algumas defini¢goes ou estabelecer certas hipodteses. Sejam K e
K, duas N-funcoes. Diz-se que K; domina K5, o que é denotado por Ky < K, quando

existem constantes positivas o e sg tais que
Ky(s) < Ky(as), Vs> so.
Nessa situacao, é valida a imersao continua
Ly, — Lg,.
Diz-se que K, e K5 sao equivalentes quando Ky < Ky e K; < Ks.
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Uma nogao mais forte também ¢é considerada. Diz-se que K cresce estritamente

mais lentamente que K4, o que é denotado por Ky << K, quando

lim I =0, Vr>0.

E evidente que se Ky << K7, entdo Ky < K;.

Seja K uma N-funcao que satisfaca as seguintes condigoes:

/1wd3<oo (1.5)

N+1
S N

00 K71<S)
v ds = oo. (1.6)

1

s
Nesse contexto, a fungao Q! : [0,00) — [0, 00) definida por

Q1) — /;K_lef)ds, >0, (1.7)

é uma funcao bijetiva. Além disso, sua funcao inversa (), estendida para toda a reta
de forma que ) seja uma funcao par, ¢ uma N-funcao.

De posse da N-funcao @, ao impor as condicoes (1.5)) e (1.6 sobre Q~1, é possivel
definir a A-funcdo @, a partir de Q; := Q. A funcdo Q5" : [0,00) — [0,00) é dada
por

-1 "Q(s)
Q5 (t) = ~ds, t>0. (1.8)

0 S N

Segundo [2, Teorema 8.43|, se a N-fungao é tal que P << @, entdo a imersao
W?Lg < Lp

¢ compacta e a imersao
W?2Lg < Lo,

é continua.

Observacao 1.3.1 Na literatura, € frequentemente utilizada a notacao Q = K, devido
a propriedade da N -funciao K, ser a funcao limite para obter a imersao compacta
WLy «— Lp quando a funcio N -fungdo P cresce estritamente mais lentamente que
K. Para evitar confusoes, opta-se por nao usar essa notacao ao definir Qo e lidar com

a imersio compacta W?Ly — Lp quando P << Q.
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1.4 Resultados Auxiliares

Nesta secao, sao apresentadas e demonstradas algumas proposicoes relevantes
relacionadas aos espagos de Orlicz e Orlicz-Sobolev, as quais sao amplamente utilizadas
ao longo do texto. Se o leitor desejar uma anélise mais detalhada dos argumentos a
seguir, é recomendavel consultar as referéncias mencionadas ao longo do texto.

Para maior simplicidade, o lema a seguir é uma sintese dos aspectos do Lema 1

em [35] e do Lema A.5 em [I6] que sdo relevantes para esta discussao.

It

Lema 1.4.1 Seja K : R — [0,00) uma N-fun¢io dada por K(t) = / k(s)ds.

0
Considerando a extensao impar de k sobre R, ou seja, k(t) = —k(—t) para todo t < 0,

tem-se:

1) o operador de Nemytskii Ny, : Lx — Lz dado por Ni(v) = kov estd bem definido
K

quando K satisfaz a condicao As;

(1) Ny, preserva a limitagao dos conjuntos, ou seja, transforma um conjunto limitado

em Lg em outro conjunto limitado em Lz, quando K satisfaz a condi¢io As;
(ii1) Ny € continuo quando K € A-regular.
Parte dos proximos trés lemas estao presentes em [33].

It
Lema 1.4.2 Seja K : R — [0,00) uma N-fungio dada por K(t) = / k(s)ds e tal
0

que

., sk(s) sk(s)
<l := < =: . .
PR SR T -
Entao,
min {s*, 5™} K(a) < K(as) < max {s*,s™} K(a), «,s>0, (1.10)
e

. l l
min {ullf, 7%, } < / K(u)de < max{|Jullf,, Jul it b we L (111)

Demonstragao. Ao aplicar, nessa ordem, as propriedades de monotonicidade da
integral e da funcao logaritmica as desigualdades em , obtém-se imediatamente
. Em seguida, usando novamente a monotonicidade da fun¢ao logaritmica e, em
sequéncia, a definicao da norma de Luxemburgo em , conclui-se as desigualdades
em (|1.11)). ]
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Lema 1.4.3 Seja K a N-fungio complementar a N -fungio K : R — [0,00) dada por
[¢]
K(t) :/ k(s)ds e tal que
0

.. sk(s) sk(s)
1 <l :=inf —% <su
FT R0 K(s) T b K(s)

=:my < 00.

Entao, definindo p:=p/(p — 1), com p > 1, tem-se

min{sﬁc,sﬁk} I?(Oz) < [?(as) < max{sl;,sﬁk} I?(a), a,s >0,

. I i x Ik i
il Nl 75, } < [ Ry de < max {alffy el }o we L

Demonstragao. A fim de simplificar os argumentos a seguir, assume-se que k seja uma
funcao crescente. Para obter mais detalhes sobre o caso em que k é nao decrescente,

recomenda-se consultar [43]. Dado que

para s = k~1(t), tem-se

tk=1(t)
h < ————< t .
R = Y

Logo,
LK (K7'(t) < th7'(t) <miK (K1), t>0.

Ao utilizar a relacdo th~'(t) = K (k=(t)) + K (t) para todo t > 0, dada ao apresentar

(1.1, obtém-se que

-1
mg < tk~ (t) < lk > 0.
mp—17 K@) ~ k-1

Por fim, ao aplicar o Lema [1.4.2] a demonstracao desse lema é concluida. [ ]

Com o proposito de simplificar os argumentos nos proximos capitulos, é dada

uma versao do Lema 2.2 em [33] aplicada a N -fun¢ao Q2 definida na segdo anterior.

[¢]
Lema 1.4.4 Sejam N > 3 ¢ K : R — [0,00), dada por K(t) = / k(s)ds, uma
0

N -fungao na qual k : [0,00) — [0,00) € crescente e tal que

., sk(s) sk(s)
1 <l ;= inf < =: —.
ST RKs) TS K(s) T2
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Entao,

min {s'i", 5"} Q(a) < Qa(as) < max {s'F', s} Qa(a), a,s >0,

1¥*
max { [ull£, . Iz Q2 Jdr < max { [lullf L ull7E L, we L,
(Q2) (Q2 ) (Q2) (Q2)

e eV - gV
no qua = ——em}fi= —.
1 K N — 2lk K N — ka
Demonstracao. Seja K ! a funcdo inversa de K |(0,00)- De acordo com o Lema m,

sabe-se que
min {t*, "™} K(0) < K(ot) < max {t"*,t"™} K(0), o,t>0,

ou equivalentemente,
i 11 1 11 1
K <H11Il {Slk,smk } K~ (a)> <as< K (max{s’k,smk } K~ (a)) . a,s>0.

Logo, é possivel inferir que

: R 1 1 o gmp 1

min {Slk,Smk } K a) < K (as) < max{s’k,smk } K (a), a,s>0.

Dado que, em particular, my < N, torna-se factivel definir Q! em ((1.7). Uma anélise
mais minuciosa dessa questao encontra-se disponivel em [43, 51]. Assim, a partir da
definicao de () e da monotonicidade da integral, é sabido que

e N my N

. N mp N
min {stlk,stmk } Qa) < Q(as) < max{lek,stk } Qa), a,s>0.

Repetindo os argumentos anteriores, agora levando em consideragao que my < N/2,
pode-se definir () e estabelecer que
1, N my, N 1, N _myN
min {SN—'”k,sN—?mk } Qa2(a) < Q2(as) < max{sN e, §N=2m, } Qa2(), a,s>0.
Por ultimo, a conclusao desse lema pode ser deduzida diretamente da monotonicidade

da fungao logaritmica e da definicao da norma de Luxemburgo em ([1.10]). ]

Observagao 1.4.5 Por simplicidade, denota-se I** = I;* e m™ = m}*. Além disso,

€ relevante mencionar que essa escolha de notacao € feita para evitar confusio com

I, N
N—ly

N . .
em* = Jz,”fmk, comumente utilizados na literatura.

expoentes [* :=
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A demonstracao do proximo lema faz uso de alguns argumentos presentes no

Lema 6 em [20].

Lema 1.4.6 Sejam k : R — R uma func¢ao continua e crescente, e {v,}nen € v uma
colecao de funcoes mensurdveis de ) em R. Entdo, € vdlida a sequinte implicagdo em

relacao a convergéncia pontual quase sempre em €):
[k(on(2)) = k(v(x))] [on(2) —v(@)] =0 = wnz) = v(z).
Demonstragao. A partir da suposicao de
[k (vn () — k(v(2))] [on(2) — v(2)] = 0 (1.12)

quase sempre em {2, sabe-se que existe um subconjunto €' C 2 tal que |[Q — Q| =0
e a convergéncia em ([1.12]) é valida para cada = € €. Fixado z € (¥, assume-se, por
contradi¢ao, que v,(z) /4 v(r). Assim, existem 0 > 0 e uma subsequéncia {vy,}jen
tais que

[0, (2) — v()| > &

Sejam t;(z) = & |vy,, (z) — v(x)‘_l e nj(x) = tjv,,(z) + (1 —t;)v(z). Por simplicidade,

para cada j € N, escreve-se apenas t;, n; e v;. Em razao de
ni| < |nj = v(@)] + [v(z)] = 6 + [o(z)],
existe n(z) € R tal que n; = n(x). Logo,
() = o(@)] = lim J1; = v(x)] = >0,

o que implica que 7(z) # v(z). Dado que k é uma fungao crescente e t; € (0, 1] para

todo 7 € N, tem-se

[k(vj(2)) = k(v(@))] [v;(2) —v(@)] = [k(v;(z)) = k()] [v;(x) = v(z)]

v
EN
—
S
N~—

|
=
~—
<
~
8
N—
=
S
—~
8
SN~—
|
c
—~
8
=

> [k(n;) = k(u(2))] [nj — v(z)] = 0.
Portanto, usando , pode-se concluir que
lim [k(n;) — k(v(2))] [n; — v(@)] = [k(n) = k((2))] [n(z) - v(2)] = 0.

No entanto, h4 uma contradi¢do, pois k é uma funcdo crescente e n(x) # v(x).

Consequentemente, v, (z) — v(z) para todo = € €. u
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[¢]
Lema 1.4.7 Seja K uma N -fungio globalmente A-reqular dada por K (t) = / k(s)ds.
0

Assuma que a fungao k € crescente e continua, e considere sua extensao impar para R.
Sejam E = W?Lg N WolLK eG: E— E* dada por

g(u)(v):/ﬂk(Au)Avdx.

Entao, G € do tipo ST, ou seja, dadas uma sequéncia {u,nen € u em E tais que

up, = u e limsup G(uy,)(u, —u) <0,
n—oo

tem-se u, — u em E.
Demonstragao. Sejam u e uma sequéncia {u, },ey em E tais que

U, = u e limsupG(uy,)(u, —u) <O0.
n—o0

Em razao de G(u) € E*, tem-se
G(u)(u, —u) — 0. (1.13)
Assim, em virtude da monotonicidade de k, obtém-se que

0 < lim inf/Q [k(Auy,) — k(Au)] (Au, — Au) dx = liminf [G(u,) — G(u)] (u, — u)

n—o0 n—oo

< limsup [G(u,) — G(w)] (u, —u) = limsup G(u,)(u, —u) < 0.

n—oo n—oo
Consequentemente,

lim [G(u,) — G(u)] (u, —u) =0. (1.14)

n—oo
Considerando uma subsequéncia arbitraria de {u, },ey € a convergéncia em (|1.14
€ )
pode-se afirmar que existe uma subsequéncia sua, que recebe o mesmo rétulo da

sequéncia original, tal que
[k(Auy,(z)) — k(Au(z))] (Auy(z) — Au(z)) — 0, q.t.p. em €.

De acordo com o Lema Au,(r) — Au(z) quase sempre em 2. No cenério da
subsequéncia {Au"}neN em que as convergéncias anteriores sao constatadas, é possivel
estabelecer a existéncia de uma subsequéncia da mesma de modo que Au, — Au em

Ly . Para alcancar esse resultado, é suficiente demonstrar que
/ K(Au, — Au)dz — 0.
Q
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Essa convergéncia é assegurada pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

De fato, inicialmente, é imediado concluir que
K(Au,(z) — Au(x)) = 0, q.t.p. em Q. (1.15)

Além disso, sabe-se que K (k(t)) < K(2t) < CxK(t) para todo t € R. Consequente-

mente,

K(k(Aup(2))) < CxK(Au,(x)), Vn e N,V e Q. (1.16)

A convergéncia u, — u em E resulta que {Au,}nen € limitada em Lg. Assim, de
acordo com o Lema [1.4.1] a sequéncia {k(Au,)}nen € limitada em L. Portanto, dado
que o espago Lz ¢é reflexivo, existe w € L tal que k(Au,) = w em L. Pelo Lema

de Mazur em [12], infere-se que w = k(Au) e, assim,

/k(Aun)Audx%/k(Au)Aud:c, (1.17)

visto que Au € Lig = (Lf()* Combinando as convergéncias (1.13), (1.14) e (1.17)),

tem-se
/k(Aun)Aunda:%/k(Au)Aud:U.
Q Q

Pelo Lema de Brezis-Lieb, k(Au,)Au, — k(Au)Au em L'(Q). Logo, existe h € L(Q)
tal que
|k(Auy (7)) Au,(x)| < h(z), qt.p. em Q.

Finalmente, pode-se inferir que

K(Au,(x) — Au(zx))

IN

K (2max{|Auy(z)], | Au(z)|})

IN

Ck [Auy(2)k(Auy,(x)) + K(Au(x))]
< Cklh(z) + K(Au(z))], q.t.p. em Q, Vn € N,

com Cxlh+ K(Au)] € L'(Q). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
tem-se

/ K(Au, — Au)dz — 0.
Q

Portanto, para qualquer subsequéncia da sequéncia original {u,},ecn, existe uma
subsequéncia sua tal que u, — u em F. Consequentemente, a sequéncia original

converge igualmente para u em F. [
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Capitulo 2

Existéncia e Multiplicidade de
Solucoes Fracas para Problemas de
Quarta Ordem com e sem a Condicao

de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capitulo, considere o problema com condicao de fronteira de Navier

{ A(¢(Au)) = f(u) em Q, (2.1)

u=Au=0 sobre 02,

no qual Q C RY, com N > 3, ¢ um conjunto aberto e limitado com fronteira suave, e

a funcao ¢ é tal que
(¢1) ¢ :R — R & impar, crescente e continua, ¢(0) =0 e tlim o(t) = oo.
—00

Essa condicao permite concluir, em particular, que ¢ é a derivada de uma N-funcao.

Além disso, assuma que

It
(p2) ®: R — [0,00), dada por ®(t) = (s) ds, satisfaz
0

. 50(s) s¢(s) N
1<y = inf 22 < gup 2205 ag
ST e SR e T2

Sob as hipoteses (¢1) e (¢2), é adequado recorrer aos espagos Orlicz-Sobolev e adotar
a abordagem variacional para analisar o problema de quarta ordem envolvendo o

operador ¢-biharmonico.



A seguir, sdo apresentados exemplos de fungoes que atendem as condigoes (¢ )
e (¢2), com o intuito de familiarizar o leitor com algumas representacoes conhecidas.
Variagoes sutis desses exemplos estao disponiveis em [51) [43], que incluem informagoes
detalhadas nao mencionadas neste capitulo por razoes de brevidade. Esses exemplos

sao:
(i) D1(t) = [t|Po + |t]Pr, com 1 < pg < p1 < %;
(ii) Po(t) = (1+t*)" — 1, com v € (1,%);
(iii) @5(t) = [¢[Plog(1 + [¢]), com 1 < p < A2

It]
(iv) ®y(t) = /0 st [senh_l(s)}ﬁ ds,com0<a<le0<pf<T-2+a

Neste capitulo, busca-se obter a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas para
(2.1) por meio da aplicagao de versoes classicas do Teorema do Passo da Montanha.
Para isso, sao utilizadas versoes que contemplam tanto a condicao de compacidade de
Palais-Smale quanto a condi¢ao de Cerami.

Este capitulo é estruturado em quatro secoes. Na primeira secao, é apresentado
um conjunto de hipéteses sobre a nao linearidade f, descreve-se o espaco adequado
de fungbes e enunciam-se os principais teoremas a serem tratados. Na Segao [2.2] o
funcional associado ao problema ¢ definido, e os teoremas abstratos a serem
aplicados sdo mencionados. Nas duas segoes seguintes, Segao[2.3)e[2.4] sao discutidas as
diferentes versoes das caracteristicas “geométricas” do Passo da Montanha e a condicao
de compacidade adequada a cada caso. Em seguida, é estabelecida a existéncia e
multiplicidade de solugoes fracas para . Na tultima secao, Secao , sao realizadas
comparagoes entre as hipoteses adotadas neste capitulo e aquelas empregadas em

pesquisas relacionadas.

2.1 Preliminares, Hip6teses e Principais Teoremas

Cada um dos principais teoremas deste capitulo assume que a nao linearidade f

satisfaz um subconjunto especifico das hipdteses a seguir, sao elas:
(AR) existem constantes 6 > my e ty > 0 tais que
0 < OF(t) < tf(t), VteR com [t| > to,
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F(t) = ds;
para F(1) = [ (s)ds:
(fo) f(t) = o(|t|™~1) quando t — 0, no qual my é dado em (¢»);

(f1) existem uma constante C' > 0 e uma N-fungdo ¥ : R — [0, 00), dada por
¢l
U(t) = [ (s)ds,
0

tais que

fOI < ClL+ ()], VEeR,

com ¥ << (s, para ()2 definida de acordo com (1.8]), e tem-se
tp(t) t(t)

1 <ly:=inf —= < — = < 00.
(W) Ll =il gy S subgy = me <
Observagao 2.1.1 Para tratar simultaneamente das hipdteses (AR) e (f1), € neces-

sdrio que my > my. De fato, sabe-se que (AR) implica que

F(t)
[t oo [t|Me
e, portanto,
W(l)|t|m™e F
o CHEPQI™] ol ¥0)] )
t—00 te t—00 tme t—oo tMe

Observagao 2.1.2 De acordo com os Lemas[1.].9 e sabe-se que

w() . 1 W) () 1
Qa(r) i ey 2 i Qurt) =~ Qulr) fm (2.2)

Consequentemente, € possivel inferir que a desigualdade 1, < m™ estd implicita em
(1), pois, caso contrdrio, a N -fungdo W ndo cresceria essencialmente mais lentamente
que Q2. Além disso, se € exigido que my < I**, pode-se concluir que ¥ << Q2. Essa
hipdtese € considerada em [31], assim como em [13, [32], sendo estes tltimos artigos
dedicados a andlise de equagoes de sequnda ordem com o operador ¢-laplaciano. Por

outro lado, em [16] € introduzido
log(W(t
my = limsup —og( ( )),
t—oo log(t)

e € estabelecida a relacao ly, < My, < my. Ao supor que My, < U™, também € possivel

inferir que ¥ << Qs. De fato, dado 0 < e < I** —my, existe A >0 tal que

log(W(t))

m. ** t > A.
log(t) <My +e< , Vt>
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Portanto, W(t) < t™ para todo t suficientemente grande. Dessa forma,

w1 1
B0 S Oofr) i e 0 >0

Diante disso, no contexto desta tese e a luz dessas afirmagoes, quando ¥ ndo € uma

A

poténcia pura, € possivel contemplar cendrios no quais my > ao mesmo tempo

em que ¥ << @Qy. Para ilustrar essa afirmagao, a sequir, € avaliada a fun¢ao
W(t) = sgn(t) [Blt[°log(1 + [t]) + [t)? /(1 + [¢])], com 1 < B < I**. Essa fungio é
a deriwada da N -fungao dada por

U(t) = [t|’log(1 + |t]), tER.

Inicialmente, observa-se que

_ e 5Y(s) sP(s) _
PG e O

Além disso, my, = 3. Logo, a partir do Lema tem-se

v A1 A1
Oglimiglimwghmﬂ:hm 1 — =
t—oo Qo(rt) ~ t=oo  Qo(r)t! t—oo Qo (1)t t—oo (I** — 3)Qa(r)th" =P

Ou seja, escolhendo [ > 1 no intervalo (I** — 1,1*), verifica-se que ¥ << Qo com

0.

My > [**.

A hipotese (AR), chamada condigao do tipo Ambrosetti-Rabinowitz, resulta na
superquadraticidade no infinito quando mg > 2 e desempenha um papel fundamental
na inferéncia da compacidade de Palais-Smale (ou Cerami). No entanto, ¢ importante
destacar que existem diversas funcoes que sao superquadraticas no infinito, mas nao
satisfazem a condi¢ao (AR) para nenhum valor § > 2, como evidenciado em diversos
artigos, incluindo referéncias como [I3, 19, [45]. Adicionalmente, essas pesquisas
também apresentam novas condicoes superquadraticas como alternativas a hipotese
(AR). Por essa razao, em vez de se limitar a hipotese (AR), também se explora uma
situagao mais abrangente para a fungao f em relacao ao seu comportamento no infinito,

a qual inclui as seguintes condicoes:
It
(fa) existe uma N-funcao T, dada por T'(t) = / v(s) ds, tal que
0

ty(t t
<17::infﬁ<sup£::m7<oo

t
(1) >0 I'(t) = >0 I'(2)

oTh
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F(%ﬁ) <CF(t), VtcRcom |t| >R, (2.3)

em que C e R sdo constantes positivas, e
F(t) :==tf(t) —myF(t), VteR;

_sgn(t) f(¢)
lim oA
(f5) |t|1—I>Icl>o |t|me—1
Observacao 2.1.3 E amplamente conferido que a condicio (AR) resulta em (fg).

Além disso, inspirados em [13, Observacao 1.3/, também pode-se concluir que a

N(my—ly)

ST De fato, em

condi¢ao (fa) € satisfeita ao ezigir-se (f1) e (AR) com 6 >

virtude de (AR), existe uma constante positiva Cy tal que
F(t) > (0 —mg)F(t) > Ci|t|’, Yt € R com |t| > to.

Por outro lado, dada a hipdtese (f1) e a desigualdade [t|'» W (1) < W(t) < [¢|™eW(1),

para todo t € R com |t| > 1, pode-se concluir que

IF(t)] < C[lt + W) < C [ﬁ + 1] U(t) < Cltf™, VteR com [t > 1.

N 0
Ao escolher T'(t) = [t|* para todo t € R, com — < k < ————, tem-se
2l¢ My — l¢
F(t) F(t)
T —
2|’ t)'e
Portanto, ao escolher R = max{1,ty}, conclui-se que
F(t)

F(W) < CF(t), VteR com|t| > 1.

K

< CJtf[Fme=le) < OJt|?, VYt € R com [t| > 1.

Dado o conjunto de hipoteses estabelecidas para f e as observagoes anteriores,
a atencao é direcionada para o espago de fungoes no qual o funcional associado ao
problema (2.1) sera definido. Especificamente, sob as hipoteses (¢1), (¢2) e (f1),

considera-se o espago de Banach reflexivo F := W?Lg N W Lg equipado com a norma
[ulle = |Aul|L,),

a qual é equivalente a norma usual em W2Lg. Alguns detalhes sobre o espaco E
sao apresentados na Secao . Por exemplo, menciona-se que W2Lgy < Lg,, €
devido a relagdo ¥ << @9 estabelecida em (f;), infere-se que a imersao compacta
W?2Lg — Ly & valida. Consequentemente, essas imersoes sao igualmente validas para

o espago (E,|| - ||g) e tém ampla aplicagao neste capitulo.
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Observacgao 2.1.4 Decorre de (f1) e do fato de que

(1)

lt|—o0 |t]™e

= 00, (2.4)

que o espaco E também estd imerso continuamente em L™¢(Q)). De fato, é imediato

que existe uma constante Ry > 1 tal que F(t) > |t|™¢ sempre que |t| > Ry. Por outro
m

Mo
lado, devido & continuidade da funcao B : [1, Rg] — R, dada por B(t) = ——, existe

i ( ) ’

Além disso, de acordo com o Lema quando |t| < 1, observa-se que

1
m : l m
|t| ¢ = min {’t‘ ¢', ‘t’ ¢'} S m@(t)

Finalmente, ao reunir todas as afirmagoes anteriores, pode-se concluir que
[t|"e < CO(t) + F(t), VteR,
o que implica, de acordo com (f1), que
[t|™e < C[|t] + ¥(t) + ®(t)], VteR. (2.5)

Portanto, dadas as imersoes continuas de E em L'(Q), Ly e Ly, se u € E, entio
u € L™*(Q). Além disso, se uma dada sequéncia {un}nen € tal que u, — u em F,

entdo essa convergéncia também ocorre em L*(?), Ly e Lg. Consequentemente, tem-se

/@(un—u)d$—>0 e /\P(un—u)dm—>0.
Q Q

Finalmente, de posse de (2.5)) e das convergéncias mencionadas anteriormente, conclui-
se que u, — u em L™*(Q). Isso permite inferir que o espago E estd imerso

continuamente em L™#*((2).
E dito que u € E é uma solucio fraca de (2.1)) quando

/Qqﬁ(Au)Avdx:/Qf(u)vdx, Yv e E.

A seguir, sao apresentados os principais teoremas a serem abordados ao longo deste

capitulo.

Teorema 2.1.5 Assuma (¢1) e (¢2), e que f € C(R) atenda as condi¢oes (AR), (fo)
e (f1), com ly, > my. Entdo, existe pelo menos uma solugdo fraca ndo trivial para o
problema ([2.1)).
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Ao acrescentar ao teorema anterior que f é uma fungao impar, é possivel concluir
a existéncia de multiplas solugoes fracas para o problema (2.1). O proximo teorema
estabelece esse resultado.

Teorema 2.1.6 Assuma as hipoteses presentes no Teorema|2.1.5 e que f € uma fun¢ao

impar. Entao, existem infinitas solugoes fracas para o problema ([2.1)).

Por ultimo, enuncia-se o teorema que estabelece a existéncia de uma solucao fraca
sem exigir a condi¢ao do tipo Ambrosetti-Rabinowitz.

Teorema 2.1.7 Assuma (¢1) e (¢2), e que f € C(R) atenda as condigoes (fy), (f1),

(fa) e (fB), comly, > my. Entao, existe pelo menos uma solugao fraca nao trivial para

o problema ([2.1).

E necessario esclarecer que, por simplicidade, as hipoteses (¢1), (¢2) e (f1) ndo
sao mencionadas explicitamente em todas as proposigoes deste capitulo, embora sejam

consideradas.

2.2 Estrutura Variacional

Nesta secao, é introduzido o funcional associado ao problema (2.1)), juntamente
com as versoes do Teorema do Passo da Montanha que se aplicam a ele. Conhecendo

a caracterizagao de uma solugao fraca de ([2.1)), é definido o funcional

7: E —- R

2.6
u I(U)Z/Q‘P(Au)dﬂﬁ—/QF(“)dx’ Y

t
em que F : R — R é dada por F(t) = / f(s)ds. Por meio de argumentos padrdoes,
0

conclui-se que Z € C*(E,R) e sua derivada é dada por

T(w)(v) = /Q (A Av dx — /Q fuyodz, Vu,ve B, (2.7)

De posse dessa derivada, é possivel afirmar que pontos criticos de Z sao solugoes fracas

para o problema (2.1)).

Para obter a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas, conforme anunciado
nos teoremas da secao anterior, sao aplicadas diferentes versoes do Teorema do Passo

da Montanha, as quais consideram tanto a condicao de compacidade de Palais-Smale
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quanto a condicao de Cerami, assim nomeados em homenagem aos matematicos que
as introduziram na literatura. A seguir, as condigdes de compacidade e os teoremas
sao apresentados em detalhes.

Sejam X um espaco de Banach real e H : X — R um funcional. Diz-se que

{tun}nen € uma sequéncia de Palais-Smale de H no nivel ¢ se
H(u,) —c¢ e |[H (un)]x- — 0. (2.8)

O funcional H satisfaz a condi¢ao de compacidade de Palais-Smale no nivel ¢ se toda
sequéncia de Palais-Smale nesse nivel possui uma subsequéncia convergente. Por outro

lado, é dito que {uy, tnen € uma sequéncia de Cerami de H no nivel ¢ se
Hup) = ¢ e (L |lunllx) [H (un)ll 5. — 0. (2.9)

O funcional H satisfaz a condicao de compacidade de Cerami no nivel ¢ se toda
sequéncia de Cerami nesse nivel possui uma subsequéncia convergente.

Para sintetizar, o teorema a seguir reiine ambas as versoes do Teorema do Passo
da Montanha com as diferentes condi¢oes de compacidade. Essas versoes podem ser
encontradas em [52].

Teorema 2.2.1 Sejam X um espago de Banach real e H € C(X,R). Suponha que
existam e € X\{0} e p € (0,||e]|x) tais que

max{H(0),H(e)} < inf H(u).

l[ullx=p

Defina

m i= inf )
r o€l ueal((0.1]) ()

para

I'={aecC([0,1],X);a(0) =0,a(1) =e}.

Além disso, assuma que H satisfaz a condigao de Palais-Smale (ou Cerami) no nivel

Cpm- Entao, existe um ponto critico de H no nivel cpy,, ou seja, exviste ug € X tal que

H'(ug) =0 e H(ug) = com.

O proximo teorema, denominado Teorema do Passo da Montanha Simétrico
(consulte o Teorema 9.12 em [46]), apresenta um resultado relacionado & multiplicidade

de pontos criticos.
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Teorema 2.2.2 Seja X =V @ W um espago de Banach real tal que dim(X) = oo
e dim(V) < oco. Seja H € CYX,R) um funcional par que satisfaz a condi¢io de
Palais-Smale, H(0) =0 e

(i) existem constantes positivas p e r tais que

>

‘an(O,p)ﬂW
(11) para cada subespago de dimensao finita Xy C X, existe uma constante positiva

Ry tal que

<0.
Xo—Bx(0,Ro)

Entao, H possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

2.3 Existéncia e Multiplicidade de Solucoes Fracas

com a Condicao de Ambrosetti—-Rabinowitz

O objetivo desta secao é estabelecer a existéncia de pelo menos um ponto critico
nao trivial para o funcional Z, definido em (2.6, quando a nao linearidade f satisfaz
a condi¢ao do tipo Ambrosetti-Rabinowitz. Devido & implicacao da hipotese (AR) na
expressao , em determinados momentos, enfatiza-se a sua aplicacao, apesar de a

premissa inicial ser a hipotese (AR).

2.3.1 A Geometria do Passo da Montanha

O proposito desta subsecao é destacar algumas proposicoes acerca da “geometria”

do funcional Z. A primeira delas é a seguinte:

Proposicao 2.3.1 O funcional T : E — R definido em (2.6) cumpre a geometria do

Passo da Montanha. Mais especificamente, tem-se:

(1) se (fo) € satisfeita e (2.4)) é vdlida, com ly, > mg, entdo existem constantes

positivas p e r tais que Z(u) > r sempre que u € E, com ||u||g = p;

(i1) se (AR) € satisfeita, entao existe e € E, com |le||g > p, tal que Z(e) < 0.
Demonstragao. Decorre de (fy) que, para cada £ > 0, existe § > 0 tal que

IF(8)] < elt/™, Wt e (—5,0). (2.10)
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Além disso, de acordo com (f;), sabe-se que
|F(t)] < C[|t| + ¥(t)], VteR. (2.11)

Devido & monotonicidade de W(s)s™! para valores positivos de s e a natureza de W

como uma N-fung¢ao, pode-se deduzir a seguinte desigualdade:

J
< — > 0.
lt] < \11(5)\1]@)’ Vt € R com [t| > ¢

Com isso, ao utilizar a expressao , é possivel inferir que
|F(t)] < Cs¥(t), VteRcom |t| >0, (2.12)
em que Cs :=C [% + 1} . Finalmente, a partir das expressoes e (2.12), tem-se
|F(t)] <elt|™ + Cs¥(t), VteR. (2.13)

De posse das imersoes continuas de E em Ly e em L™¢(2) (consulte a Observagao

2.1.4)), juntamente com o Lema e a desigualdade (2.13)), tem-se

/@(Au)dw—5/|ulm¢ dm—C5/\I/(u)dx
Q Q Q
. l m m, l m
> win {ulfg 3~ ellul, gy — Comanc (il .l )

. l l
> min {ull g, ull* } = =Cllull5* = CoC max {luly, lull* }

Z(u)

v

Assim, ao considerar ||ul|g < 1, infere-se que
Z(u) = |lull3* [1 - eC = CsClully ™|

—1
Portanto, dado que I, > my, ao fixar e = (2C')~! e escolher p = min {1, (4Cs5C) v —mo }
e |lul|g = p, obtém-se que

mg
I(u)sz::r>0.

Isso confirma o item . A fim de assegurar a validade do item (fii), comega-se por
utilizar a hipotese (AR) em conjunto com a continuidade de f para inferir a existéncia

de constantes positivas Cy e C tais que

F(t) > Colt]” — Cy, VteR. (2.14)
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Em seguida, considere ¢ € C2°(2) ndo nula. Para todo t > 1, ao empregar a

desigualdade (2.14) e o Lema [1.4.2] tem-se
Z(ty) = /<I>(t|Ag0|)dm—/F(t<p)dx
Q Q
< tm¢/<I>(|Ag0|)dx—Cot9/ lp|? da + C1|9).
Q Q

Consequentemente, constata-se que Z(tp) — —oo quando ¢ — oo, pois § > my. Isso

confirma, finalmente, a validade da proposicao. [ ]

Proposicao 2.3.2 Assuma as hipoteses presentes no Teorema |2.1.5 e que f € uma
funcao impar. Entao, o funcional L € par e cumpre a geometria do Passo da Montanha

Simétrico. Mais especificamente, tem-se:

(i) se (fo) e (fB) sdo satisfeitas, com l, > my, entio existem constantes positivas p

e r tais que Z(u) > r sempre que u € E, com ||u||g = p;

(i1) se (AR) € satisfeita, entao para cada subespago de dimensao finita Ey C E, existe

uma constante positiva Ry tal que Z(u) < 0 para todo u € Ey — Bg (0, Ry).

Demonstragao. Como F' e ¢ sao fungoes pares, sendo a tltima devido a definigao
de N-fungao, ¢ evidente que o funcional Z também ¢é par. Além disso, visto que (fp)
implica em , ¢ imediato da proposicao anterior que o item ¢ valido. Resta
concluir que, para cada subespaco de dimensao finita Ey C F, existe uma constante
positiva Ry tal que Z(u) < 0 para todo u € Ey— By (0, Ry). E sabido que E esta imerso
continuamente em L"¢(2) e que quaisquer duas normas em Fjy sao equivalentes. Sendo

assim, existe uma constante positiva C'g, tal que
Crollulls < lull ooy Vu € Eo.

Além disso, considerando que F' é uma fungao continua e que a hipotese (AR) implica

. 2 . o .
em (2.4, pode-se concluir que, dada a constante )™ existe uma constante positiva
Dg, tal que

2 m
F(t) > ———|t|™ — Dp,, VtER.

(CEO )

Portanto, ao aplicar o Lema|l.4.2{e combinar as duas tltimas desigualdades anteriores,

pode-se concluir, para todo u € Ey com |ju||g > 1, que

2 me

Z(u) < |lullp® — m|lul|L"‘¢(Q)
0

+ D, |Q| < —|lulls* + D, €.
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Consequentemente, dado R > max {1, (Dg,) ™ Q)™ }, tem-se
Z(u) <0, VYue Ey—Bg(0,R).

Isso finalmente confirma a validade da proposicao. [

2.3.2 A Condicao de Compacidade de Palais-Smale

Nesta momento, é estabelecida a condicao de compacidade de Palais-Smale
associada ao funcional Z. Inicialmente, ¢ demonstrado no seguinte lema que qualquer

sequéncia de Palais-Smale de Z é limitada em FE.

Lema 2.3.3 Assuma que f € C(R) atenda a condigao (AR). Entao, qualquer

sequéncia de Palais-smale {uy,}nen de Z € limitada em E.

Demonstragao. Seja {u,},en uma sequéncia de Palais-Smale de Z no nivel ¢. Dado
que ¢ é fungao impar e que atende & condi¢ao (¢2), pode-se inferir que

1

T(u,) = §T(w)(w) = 5 [ [Flen = 0F ()] da

1
[ o) dr = [ oA | d
1

- /
0 J{un|>to}0{lun|<to}
_ M
< 7 ) /Q d(Auy,) dx.

Logo, empregando a hipoteses (AR) e a continuidade de f, tem-se

[f (up)uy, — OF (uy,)] dz

Tlu) = T ) = 5 [ [ 0F ()
+ (1 - %) /QCIJ(Aun) dx
> O+ (1—%)/@@%) d. (2.15)

Por outro lado, é imediato da definicao de uma sequéncia de Palais-Smale que, dado
e > 0 existe ng € N tal que
1 1,
l+c+ §5||un||E > T(up) — 51 (un)(uy), Vn > mng. (2.16)
Ao combinar as desigualdades (2.15]) e (2.16)), percebe-se que

1
1+ c+ =¢llun|le > —C + ( — %> / O(Auy,)dz, Vn > ng.
9 ) J,
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E evidente da definicdo da norma de Orlicz e da desigualdade de Young que
[unlle < |Aun|z, < / O(Auy,) dr + 1.
Q

Portanto,

m 1
(1= 52) lwalls = zellunlle < €, ¥ = mo.

Assumindo ¢ < 6 — m,, conclui-se a limitacao em E da sequéncia de Palais-Smale

{tn fnen- [ |

A proposicao a seguir estabelece a convergéncia de sequéncias de Palais-Smale
(ou de Cerami) associadas ao funcional Z.
Proposicao 2.3.4 Assuma que f € C(R) e seja {u,}nen uma sequéncia de Palais-

Smale (ou de Cerami) de T limitada em E. Entao, {u,}nen possui uma subsequéncia

convergente em E.

Demonstragao. Considere uma sequéncia {u, },en de Palais-Smale de Z limitada em
E. Dada a reflexividade do espaco F, existe u € F tal que u,, — v em E. Conforme o
Lema , a sequéncia {u, },en admite uma subsequéncia convergente em E quando,
além da convergéncia fraca mencionada, satisfaca:

lim sup/ O(Auy,)(Au, — Au) dx < 0. (2.17)
0

n—oo

Para concluir a expressao (2.17)), faz-se uso, inicialmente, da hipotese (f;) e do fato de

que Z'(u,) € E* para todo n € N. Isso resulta em

/ O(Auy,)(Au, — Au) dx
Q

T (up) (uy —w) + /Q f(un)(uy, — u) dz

< [I1Z ()|

E*

un—uHE+C'/]un—u\da:
Q
+C’/@/J(|un|)|un—u|dm

Q

Em seguida, utilizando a desigualdade de Hélder e a imersao continua dos espacos de

Orlicz em L'(), obtém-se a seguinte estimativa:

< 17 (un)|

/ng(Aun)(Aun — Au)dz

Cllun = ullLy + Cll(fun])ll g [lun = ull -
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Devido & imersao compacta W?Lg < Ly, sabe-se que u,, — u em Ly, o que implica
que a sequéncia {uy }neny também é limitada em Ly. Como o operador de Nemytskii

M, mantém a limitagao dos conjuntos, ver Lema [1.4.1] tem-se

< C[I17(un)|

B+ |t —ully] -

/ o(Auy,)(Au, — Au) dx
Q

Por fim, em virtude de ||Z'(u,)|

g+ — 0e ||u, —ul|L, — 0, conclui-se que

/ O(Auy,)(Au, — Au) dx — 0.

Isso conclui a demonstracao dessa proposicao, gracas ao Lema [1.4. [

2.3.3 Prova Completa dos Teorema [2.1.5| e [2.1.6

As proposicoes destacadas ao longo desta Se¢ao permitem a aplicagao direta
das versoes apropriadas do Teorema do Passo da Montanha, em cada caso, o que
resulta na existéncia de um ponto critico nao trivial para o funcional Z. A seguir, é
demonstrado o Teorema 2.1.5
Demonstracao do Teorema Devido & Proposigao [2.3.1], existem e € E\{0}
e p € (0,]le|lg) tais que

0 = max{Z(0),Z(e)} < HuiHI;f:pI(u).

Consequentemente, o funcional Z cumpre a geometria do Passo da Montanha, com

Cpm = inf max T(u) >0,
a€l uea([0,1])

para

['={aecC([0,1], E);a(0) = 0,a(1) = e} .

Além disso, em virtude do Lema e da Proposicao 7 satisfaz a condicao
de compacidade de Palais-Smale. Portanto, de acordo com o Teorema do Passo da
Montanha, estabelecido no Teorema [2.2.1] existe um ponto critico ug de Z no nivel

Com- Em razao de Z(0) = 0, constata-se que uy ¢ uma solugao fraca nao trivial para o

problema ([2.1)). ]

Finalmente, mediante a aplicacao do Teorema do Passo da Montanha Simétrico,

conclui-se a existéncia de multiplas solugoes fracas para o problema (2.1)).
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Demonstragao do Teorema As Proposicoes e juntamente com

o Lema [2.3.3] conferem as hipoteses necessarias para a aplicagao do Teorema do Passo
da Montanha Simétrico, enunciado no Teorema [2.2.2] Portanto, o funcional Z possui

uma sequéncia ilimitada de valores criticos. [ ]

2.4 Existéncia de Solucao Fraca sem a Condicao de

Ambrosetti—Rabinowitz

Nesta secao, analisa-se o problema de quarta ordem (2.1)) com a inclusdo de
hipéteses mais abrangentes para f, em comparagao com a condicao de Ambrosetti-
Rabinowitz adotada anteriormente. A fim de facilitar a leitura, essas hipoteses sao

mencionadas novamente, sao elas:

[¢]
(fa) existe uma N-funcao T, dada por I'(t) = / v(s) ds, tal que
0

N . ty(t) ty(t)
R = PR ¢ _ =
™) o, TR SS T T s

i)\ -
r(#) <CTF(t), VieRcoml|i|>R,

em que C' e R sdo constantes positivas, e
F(t) :==tf(t) —myF(t), VteR;
. sgn(t) f()
1 — 7 =
(75) el |¢|me—t

Observacgao 2.4.1 A hipdtese (fg) resulta em
F(t) o sgn(t) f(E)

? oo |t|o el |t|fo—1 >

Posto isso, a partir de (fa) e do fato de T' ser uma N -fung¢ao, decorre que

lim F(l‘z’(i)) =00 e lim F(t) = .

[t| =00 [t| =00
A partir das hipoteses (fy) e (fp), é imediato concluir que o funcional Z
cumpre a geometria do Passo da Montanha, pois é possivel reproduzir de maneira
inteiramente anéloga os argumentos apresentados na se¢ao anterior. Por esse motivo,
as consideracoes sobre as caracteristicas geométricas do Passo da Montanha sao apenas

brevemente mencionadas no final deste capitulo.
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2.4.1 A Condicao de Compacidade de Cerami

Da mesma forma que na se¢ao em que a condi¢ao de compacidade de Palais-Smale
foi estabelecida, o primeiro passo a ser realizado nesta secao consiste na limitacao em
E de qualquer sequéncia de Cerami de Z. Essa afirmagao é estabelecida no lema a
seguir, cuja demonstracao segue uma abordagem semelhante a apresentada no Lema

4.1 em [13].

Lema 2.4.2 Assuma que f € C(R) atenda as condigoes (f1), (fa) e (f). Entao,

qualquer sequéncia de Cerami {uy}nen de I € limitada em E.

Demonstragao. Por contradigao, supoe-se que a sequéncia de Cerami {u, }nen de Z
seja ilimitada em E. Sendo assim, é possivel extrair uma subsequéncia dessa sequéncia

de tal forma que

[unlle =00,  Z(un) =c e [|Z'(un)]

g (1 + ||un|lg) — 0.

Sem perda de generalidade, para cada n € N, assuma que ||u,||g > 1 e defina
Up,

[un||
dada a limitagao da sequéncia {v, },eny em E, a menos de alguma subsequéncia, existe

Up - E sabido que [Avy||L e = 1 para todo n € N. Consequentemente,

v € W2Le tal que

v, — v em F,

VU, — U em Ly,

vp(z) = v(z), q.t.p. em Q.
A convergéncia pontual anterior decorre da imersao continua de Ly em L'(£2), seguida
pela aplicagao do Teorema 4.9 em [12]. Os proximos argumentos consideram o conjunto
V = [v # 0] e os dois possiveis casos sobre sua medida de Lebesgue.

Primeiro caso: assuma que |V| > 0. Consequentemente,
|un ()] = |on(2)] - [Aun|[Ly, = 00, qt.p. em V.

Dado que F é continua e F(t) > 0 para [t| > R, pode-se inferir que

/F(un)d:v = / F(uy,)dz
Q {oA0U[{v=0}N{|un |>R}U[{v=0}"{|un|<R}]
> / F(uy,)dx — C. (2.18)
{040}
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Além disso, utilizando a hipotese (¢2), tem-se

[f (un)un, — myF (u,)] do = / F(uy,)dz. (2.19)

Q

16T (1) — T (1) (10) > /

Q

Combinando (2.19)) e (2.18)), conclui-se que

meZ(uy) — Z' (un) (un) > /{ . F(u,)dz —C.

Em seguida, aplicando o Lema de Fatou, juntamente com a definicao de uma sequéncia

de Cerami e a desigualdade anterior, infere-se que

mgc + C > lim inf/ F(uy,)dr = co.
Isso resulta em uma contradicao. Portanto, essa analise conclui o primeiro caso da
prova.

Segundo caso: assuma que |V| = 0. Inicialmente, visto que ||u,||gz > 1, destaque que
Z(un) + / F(uy,)dx = / O(Auy,)dr > HAunHlL"’@), Vn € N.
Q Q

Isso implica que

Z(uy, E(un
< L l) +/ (—“l)dx, ¥n € N. (2.20)
(A oA PE A TOHPES T N [VAN T O

Por outro lado, como a sequéncia {Z(uy)}, oy € limitada em R e |u,||r — co quando

n — oo, é imediato que

Z(uy,
Ll)é = 0a(1). (2.21)
1Aw
Além disso, como F' é continua, existe uma constante positiva C' tal que
F(u, C
/ (—u)das < ———— =o0,(1). (2.22)
6 é
{lunl<RY | Aunlf [Aunllz,,

Por fim, para inferir que

/ ACO dx = 0,(1), (2.23)
{

I
|un|>R} ||Aun||L¢’<q>>

¢ prudente detalhar algumas afirmagdes. Inicialmente, percebe-se, por meio de (f1) e

(fa), que
/ F(Lu?)) de < / C F(uy)dz
{|un|>R} |un|' {lun|>R}
< C [|un| + |un|¢(|un|) + \I/(un)] dr
{lun|>R}
< o0
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e, assim, II;(UI;;) € Lr. Também constata-se, pelo Lema [1.4.3] que
/ f(|vn|l¢) dr < / I'(1) max {|vn|l¢l~7, |vn|l¢ﬁ} dx
{lun|>R} {lun|>R}

< f(1)/ (loul + a5 do, (2:22)
{lun|>R}

em que p = p/(p — 1), com p > 1. Tenha em mente que

—~——

l>N— r <:>l~<l**
a1, \ Uy T,

De maneira analoga ao que ¢ abordado na Observagao [2.1.2] considerando a N-fungao

Lyly
R definida por R(t) = % para t € R, verifica-se que R << (5. Portanto, E esta
3l

imerso compactamente em Lbsh (). Além disso, E estda imerso compactamente em
L™ (), pois l; > m.,.. Consequentemente, a partir de (2.24), vé-se que |v,|'* € Lz(Q).

Em seguida, aplicando a desigualdade de Hélder, infere-se que

F(u, F(uy,
/ (u l) dr — / (Ul ) |vn|l¢, dx
{lunl>R} |[Aun |7, (lunl>R} Un]"

‘un‘l¢

< X{jun|>R} H|vn|l¢>;‘({|w>1«z}HLf . (2.25)

Lr

= o[ ) o
)]}

Dada a continuidade de F, existe uma constante positiva C' tal que

| s cmax{UQyﬂun)]dxr,{/9|f<un>|dmﬁ}+a

Devido a limitacao da sequéncia { Ja F(u,) dx}neN, expressa em ([2.19)), conclui-se que

(el ),

é uma sequéncia limitada em R. A ultima estimativa necessaria para confirmar ([2.23|)

Além disso, observe que

|un|l¢

X{|un|>R}

|t |0 Xlun|>R}

Tup e * lunl>R)

é:
[[1onl"* X >y [, = 0a(1)- (2.26)
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Recorde-se que |V| = 0, e E esté imerso compactamente em Li#h () e em L™ (), o

que implica que v,, — 0 em LZGJW(Q) e L™ (). Sendo assim, ao ver que

/ T (jo,]") de < T(1) (/ |vn |7 da +/ vy, | 1™ da:) :
{lun|>R} {lun|>R} {lun|>R}

é imediato que
/ r (Joal") dz = 0,(1). (2.27)
{|un|>R}
Ao lembrar que ([2.27)) implica em (2.26) e ao combinar isso com (2.25)), a equacdo
(2.23) é valida. Finalmente, a partir das equagoes (2.20)), (2.21)), (2.22) e (2.23)), chega-

se ao absurdo desejado nesse segundo caso. Portanto, a sequéncia de Cerami {u,, }nen

¢é limitada em FE. ]

Mediante a limitacao em FE das sequéncias de Cerami de Z e a aplicacao dos
mesmos argumentos que permitiram a conclusao da Proposigao [2.3.4] é possivel inferir
que o funcional Z satisfaz a condi¢ao de compacidade de Cerami. Dado que se trata
de um desdobramento evidente, essa constatacao é brevemente mencionada na prova

do Teorema [2.1.7] na subsecao seguinte.

2.4.2 Prova Completa do Teorema

Neste momento, sao compiladas algumas das proposi¢oes anteriores que culminam
na apresenta¢ao da demonstragao do Teorema [2.1.7]
Demonstracao do Teorema . Inicialmente, a partir das hipoteses (fo) e (fp),
com ly > mg, pode-se inferir o item da Proposicao . Além disso, é possivel
ajustar a demonstracao do item dessa proposicao, de forma a estabelecer que o
funcional Z cumpre a geometria do Passo da Montanha. De fato, a hipotese (fz),
juntamente com a continuidade de f, implica que, para qualquer C' > 0, existe uma

constante A = A(C) > 0 tal que
F(t) > C|t|™s — A, VteR. (2.28)

Em seguida, considere uma func¢do nao nula e nao negativa ¢ € C°(2). Para todo

t > 1, ao empregar a desigualdade (2.28)) e o Lema [1.4.2] tem-se

T(ty) = / (1| Ap]) dr — / Flig) dr

Q

< tm¢/<1>(|Ag0|)dx—Ctm¢’/|go|m¢ do + AlQ).
Q Q
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Escolhendo C' > %, conclui-se que Z(tp) — —oo quando t — oo. Isso
finalmente confirma o item . Além disso, com a limitagao de qualquer sequéncia
de Cerami de Z, segundo o Lema [2.4.2] em conjunto com a Proposigao [2.3.4] pode-se
inferir que Z atende a condi¢@ao de compacidade de Cerami. Assim, de acordo com o
Teorema do Passo da Montanha estabelecido no Teorema [2.2.1] conclui-se que existe
um ponto critico ug de Z no nivel

= inf max Z(u) >0,
ael’ uea([0,1])

C

pm

para

I'={aeC(0,1], E);a(0) = 0,a(1) =€} .

Em virtude de Z(0) = 0, constata-se que uy é uma solu¢ao fraca nao trivial para o

problema ([2.1)). |

2.5 Analise do Operador ¢-biharmoénico em Compa-

racao com outras Pesquisas

E instrutivo estabelecer comparacoes entre as hipoteses adotadas neste capitulo
e em outras pesquisas relacionadas. Nessa perspectiva, a seguir, sao apresentadas
comparagoes tanto com o operador ¢-biharménico quanto com o sistema hamiltoniano
associado a ele.

Considere o cenario em que ¢(t) = t, com [, = m, = 2. Neste caaso, o operador
de quarta ordem é o biharménico. Em [14], fundamentados no espaco Hg () N H?(2),

a restricao de crescimento exigida sobre a nao linearidade f é a seguinte:

If)] < CA+|tP), teR, (2.29)

2N

g = ™" =m™ o expoente

na qual C' é uma constante positiva e p € (2, %), sendo
critico do espago H2(Q2) N H{(2). Dado que este capitulo ¢ fundamentado nos espagos
de Orlicz, é evidente que é equivalente a hipotese (f1). E natural que em (f;) o
crescimento esteja atrelado a uma N-funcao WU tal que ¥ << (Q5, na qual (), representa
a N-funcao limite para alcancar a imersao compacta de F em Ly. Essa comparacao

também pode ser estendida a fungao ¢(t) = |[t|P72¢, em que p > 1, ou seja, quando se

faz referéncia a classe de operadores p-biharmonicos.
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Por outro lado, resgatando que a investigagao do problema de quarta ordem ([2.1])

foi instigado por um sistema hamiltoniano, torna-se pertinente associé-lo ao sistema

—Au = g(v) em
—Av = f(u) em Q, (2.30)
u=v=0 sobre 09,

em que g == ¢ ' e v = ¢(—Au). No que se refere as restri¢oes referentes ao
crescimento no infinito das nao linearidades f e g, em [37] é exigido que f(t) = O (|¢t|")
e g(t) = O (|t]*) quando |t| — oo, com 7,5 > 1 e tais que

1 n 1 >N—2
r+1 s+1 N

Ou seja, é dito que o par ordenado (r, s) esta abaixo da hipérbole critica .
A seguir, sao destacadas as restri¢oes relacionadas ao crescimento de f e g exigidas

neste capitulo. A partir das hipoteses (fo), (¢1) e (¢1), e dos Lemas e [1.4.3]

destaca-se que

Ol <CR+ T, VEeR,

comp=my—1,e

9@ < CIL+ [T, VEeR,

e m*™ > 1, >mg > 1y > 1. No cenario em que my < [**, que garante

1
com ¢ = ;=3

U << (), é constatado que o par ordenado (p, q) esta abaixo da hipérbole critica. De

fato, tem-se

il gl my IoN Iy N

1 1 1 ly—1 N-2, Ily—1 N-—=2
+ > P = .

Se fosse necessario supor que m, < [**, haveria uma notével semelhanca entre os
casos abordados em [37] e o conteudo deste capitulo. No entanto, tal exigéncia nao se
faz presente. Além disso, diferentemente de [37], neste capitulo ndo é exigido sobre
g a condicao do tipo Ambrosetti-Rabinowitz. Também, sao exploradas condic¢oes
mais abrangentes em relagdo ao comportamento no infinito da fungao f quando se
consideram as hipoteses (fa) e (fp), em vez de (AR).

Em [16], sdo investigados sistemas hamiltonianos utilizando o método de redugao
por inversao. Para obter existéncia de solugao para o sistema, sao exigidas que ambas

as nao linearidades f e g sejam funcoes impares, invertiveis e derivadas de N -funcoes.
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Por esse motivo, com o intuito de realizar comparacoes, ¢ avaliado o caso em que
f(t) = ¢¥(t) em (2.30). Sob essa escolha, em [16], em vez de assumir que (1my, my-1)

esta abaixo da hipérbole critica, como é requerido em [37], exige-se que o par ordenado

. log (T (1)) . log <<1>(t))
limsup ——=, limsup —————*
oo l0g(t) T inee  log(t)

esteja, o que torna essa hipotese menos restritiva, pois se sabe que

_ . log(W(t))
My = limsup ——= < My,
v Y Tlog(ry =M

€ 0 mesmo ocorre para d. Veja que, de maneira semelhante ao cenario em que
my < [ & assumido para inferir que ¥ << )2, também se verifica que o par ordenado
(T, My-1) estd abaixo da hipérbole critica quando se considera o caso particular:
my < ** e My—1 = Mg-1.

E relevante registrar que ¢ possivel exibir nao linearidades f e g, ou seja, N-
funcoes ® e U, que satisfacam certas restricoes descritas neste capitulo e que o par

ordenado (T, M4-1) esteja na hipérbole critica, ou seja,

1 1  N-2
my Mg N

Isso pode conduzir a conclusao de que existe uma solucao fraca para o sistema

hamiltoniano em situag¢oes que nao sao consideradas em [16]. Por exemplo, sejam

|t’a_1t )
t)=|tI"tey(t) = —— parat € R, com v > 0 e a > 1. Verifica-se que
o(t) = [t["t e () oz 1) gl q
_ N
1<l¢:7+1:m¢:m¢<5

1<lw:a<&+1:mw:mw.

A fim de cumprir as demais hipoteses delineadas neste capitulo, escolha

N,

Mo 1—as eyt
N2, Rt

o que implica que 272 + 6y + (4 — N) > 0. Em tltima anéalise, por meio de célculos
simples, pode-se inferir que a escolha adequada para ~ é:

N -2 —3++V1+2N o}

2

> >
¥ max{ 5
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Além disso, ¢ imediato que a ndo linearidade f cumpre (fo) e (AR), com 6 = a.
Portanto, as nao linearidades f e g cumprem as hipéteses do Teorema [2.1.6, No

entanto, elas ndo satisfazem as condigdes em [16], uma vez que

1 1 1 1 N —2
— + =—+t == :
My meg—1 My, Me-1 N

Isso é consequéncia da seguinte relagao:

1 vy N —2

" —l=a<+= =
R
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Capitulo 3

Existéncia de Solucao Fraca para
Problemas de Quarta Ordem com

Parametro

Neste capitulo, considere o problema com condi¢ao de fronteira de Navier

A(¢(Au)) = Af(u) em Q,
u=Au=0 sobre 02,

(3.1)

em que A é um parametro real positivo e  C RY, com N > 3, ¢ um conjunto aberto

e limitado com fronteira suave. Assim como no Capitulo [2 a fungao ¢ é tal que

(#1) ¢ : R — R é impar, crescente e continua, ¢(0) =0 e tlim o(t) = oo
—00

It
(42) ®:R — [0,00), dada por ®(t) = (s) ds, satisfaz
0

. 59(s) s¢(s) N

1 <ly:=inf < — L = < —.
¢ = 100 O(s) — S;Ll%) d(s) Mo =75

Recomenda-se a leitura das Segoes e [2.2] pois o problema com parametro
apresenta semelhancas com o problema de quarta ordem explorado no capitulo
anterior. Por exemplo, destaca-se que ambos compartilham o mesmo espago de funcgoes,
FE :=W?Lg N Wy Ly, em sua formulagao e resolugao por métodos variacionais. Nesse
sentido, a fim de evitar repeticoes desnecessérias, sem comprometer a clareza do texto,

neste capitulo sao omitidos diversos detalhes relacionados a essas semelhancas.



Neste capitulo, busca-se obter solugoes fracas nao triviais para o problema (3.1])
por meio da aplicagao de teoremas abstratos de ponto critico devido a B. Ricerri e
de G. Bonanno. Para cumprir esses objetivos, o capitulo é estruturado da seguinte
maneira: na primeira se¢ao sao apresentadas as hipoteses exigidas sobre f, a estrutura
variacional e os principais teoremas relacionados a existéncia de solugao fraca. Em
seguida, para facilitar a referéncia, sao apresentados os teoremas abstratos de pontos
criticos de B. Ricerri e de G. Bonanno, respectivamente. Por fim, na ultima secao, é

realizada a demonstragao da existéncia de uma solugao fraca nao trivial.

3.1 Preliminares e Estrutura Variacional

Cada um dos principais teoremas deste capitulo assume que a nao linearidade
f satisfaz um subconjunto especifico das hipoteses a seguir. Além disso, as restrigoes

referentes ao parametro sao estabelecidas no enunciado de cada teorema. Considera-se

felCR)e
(AR) existem constantes § > my e ty > 0 tais que

0 < OF(t) <tf(t), VteR com [t| > to,

para F'(t) = /Otf(s) ds;

(f1) existem uma constante C' > 0 e uma N-fungdo ¥ : R — [0, 00), dada por
¢l
U(t) = [ (s)ds,
0

tais que

fOI < CIL+ ()], VEeR,

com ¥V << @9, para ()3 definida de acordo com (|1.8)), e
S ()

SUp ——~ =: My, < 00;

(V1) 1<ly:= %Eow =0 V(1)

Flt) _

Observagao 3.1.1 Se f(0) > 0, entdo a hipdtese (f2) € automaticamente satisfeita.
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Considere o espago E := W2Lg N W Lg equipado com a norma
ulle = [|AullL,q,-

E dito que u € £ é uma solucio fraca de (3.1)) se

/Qqﬁ(Au)Av dx = A/Qf(u)v dx, YvekE. (3.2)
Conhecendo a caracterizacao de uma solucao fraca de , é definido o funcional
Z,: E — R
u I)\(u):/Q@(Au)dx—)\/QF(u)dx.
Por simplicidade, também define-se J) := $Z,. Ao assumir as hipoteses (¢1), (¢2)

e (f1), conclui-se, por argumentos padroes, que os funcionais Z, e J, pertencem ao

espago C'(E,R) para todo A > 0. A derivada de Z, ¢ dada por

T\ (u)(v) = /Q¢(Au)AU dr — )\/Qf(u)v dr, Yu,v € FE, (3.3)

e, de maneira imediata, J;(u)(v) = $+Z'(u)(v). De posse da derivada de Gateaux dos

funcionais Z) e J\, é imediato inferir que seus pontos criticos, quando existem, sao
solugdes fracas para o problema (3.1)).
A fim de simplificar a apresentacao, sao introduzidos os funcionais G e F definidos

no espaco E da seguinte maneira: dado v € F,

Sao enunciados a seguir os principais teoremas deste capitulo.

Teorema 3.1.2 Assuma (¢1) € (¢2), e que f € C(R) atenda as condi¢oes (AR) e (f1).

Entao, para cada r > 0, existe uma constante positiva A(r) tal que o problema (3.1))

admite pelo menos duas solugoes fracas para cada X € (0,A(r)), em que uma delas tem
1 1

norma estritamente menor que max {rl<f> I

Teorema 3.1.3 Assuma (¢1) e (¢2), e que f € C(R) atenda as condigoes (f1) e (f2).

Entao, para cada

1
sup Fu) |’
ueg—1t ((foo,l))

e |o,

o problema (3.1) admite pelo menos uma solugao fraca nao trivial, que € um ponto de

minimo de I, na bola aberta unitaria em E.
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A demonstracao do Teorema fundamenta-se na aplicagao do Teorema 6 em

[48], o qual é apresentado a seguir.

Teorema 3.1.4 Sejam X um espagco de Banach real reflexivo e K, W @ X — R
dois funcionais continuamente Gateaux diferencidveis tais que I é sequencialmente
fracamente semicontinuo inferiormente e coercivo, e WW € sequencialmente fracamente
continuo. Além disso, assuma que, para caday > 0, o funcional H., := yK—W satisfaz

a condi¢do de Palais-Smale. Entao, para cada r > inf,cx K(u) e cada

sup W(v) — W(u)

vek-1 ((—oo,r))
> inf ,
! uek—1 ((foo,r)) r—= ,C(U)

a sequinte alternativa vale: ou o funcional H, assume um minimo global estrito em

Kt ((—oo, r)), ou H., possui pelo menos dois pontos criticos em que um deles pertence

a K™ ((—o0,7)).

Antes de apresentar o Teorema 2.3 enunciado em [§], o qual é crucial na conclusao
do Teorema [3.1.3] é necessario definir a condigao de compacidade descrita nele. Sejam
X um espaco de Banach real e K, W : X — R dois funcionais continuamente Gateaux
diferenciaveis. Dados r1,7o € R, com r; < 79, e o funcional H := K — W, é dito que
‘H verifica a condi¢ao de Palais-Smale cortada abaixo em r; e acima em ry, quando

qualquer sequéncia {u, }nen de Palais-Smale de H no nivel ¢, com
r < K(up) <re, VYnéeN, (3.4)
possui uma subsequéncia convergente. Ao escolher r; = 0, apenas é dito que H verifica

a condi¢ao de Palais-Smale cortada acima em r5.

Teorema 3.1.5 Sejam X um espago de Banach real e IC, VW : X — R dois funcionais
continuamente Gateaux diferencidveis com inf,ex K(u) = KC(0) = W(0) = 0. Assuma

que existamr € R eu € X, com 0 < K (u) < r, tais que

sup W(u)
uek 1 ((—o0,r)) - W(it)
r K(a)
e, para cada
K(u) r




o funcional Hy = K — AW satisfaz a condicao de Palais-Smale cortada acima em 7.

Entao, para cada

W)’ sup W(u) |’
uek 1 ((700,7“))

existe uy € K71((0,7)) tal que Hj (uy) =0 e

/HA(U)\) < /H)\(U), Yv € ’C_l((—OO,T)).

3.2 Existéncia de Solucao Fraca

Apo6s as consideragoes apresentadas nas segOes anteriores, esté-se agora em
posicao de demonstrar os teoremas principais anunciados neste capitulo.
Demonstracao do Teorema [3.1.2,  De posse das hipoteses (f1) e (AR), pode-se
inferir, a partir do Lema e da Proposicao que o funcional 7, atende a
condicao de compacidade de Palais-Smale. Por outro lado, em virtude do Lema [1.4.2]
é imediato inferir que G é coercivo. Além disso, devido a convexidade e continuidade
de G, conclui-se que G é sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente,
conforme estabelecido no Corolario 3.9 em [12]. A luz da definicio de G, sabe-se
que inf,ep G(u) = 0. Sendo assim, fixado r > 0, a seguir, avalia-se para quais valores
de XA > 0 a seguinte desigualdade é satisfeita:

sup F(v) — F(u)
> inf veg_l((ioom))
ueg—1! ((—oo,r)) r—G(u)

=y (3.5)

> =

Dado v € G7*((—o0,7)), sabe-se, pelo Lema m, que

. l
r > G(o) > min {|Joll, o5 }

1
Portanto, ||v||p < max{r%,r%} sempre que v € G !((—oo,r)). Além disso,

aplicando novamente o Lema [1.4.2 tem-se

C’{/Q\v]dx—l—/ﬂ\ll(v)d:c}

C [ Collolle +max {lollZ, . I0l7% }] o € 67 ((=o0,m)),

F(v)

IN

IN
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na qual Cy é a constante de imersao de E em L!'(€)). Em seguida, dada a imersao

continua de E em Ly, pode-se inferir que existe uma constante C; tal que
l m, _
F) € |Collolls + Crmax {Jloll, o5 } |, Vo € 67 ((—o0,7).

Consequentemente,

11 by ly o my My
sup Fv)<C {C’O max {rl¢,7“m¢} + C7 max {rl¢,r’"¢,r o rme H . (3.6)
veG—1 ((—oo,'r))

Em razdo de 0 € G~ ((—o0,7)), tem-se

sup F(v)
L < 'UGQ_1<(700,T))

— I

r

o que implica, por (3.6, que

1 1 by ly my My
C C’omax{r%,r%}—i—(;’lmax rlo rme rle rme
b <

r

Nesse contexto, é relevante ressaltar que, quando 0 < A < A(r), no qual A(r) é definido

CO1mo.:

A(r) = :

1 1

11 by by oy oy )7
C C’Omax{rl¢,rm¢}+01max rle rme rle rme
a desigualdade (3.5)) é valida. Por fim, de acordo com o item da Proposicao m,
o funcional 7, nao apresenta um minimo global. Em conformidade com o Teorema
3.1.4) ao fixar r > 0, é evidente que o problema (3.1]) possui, no minimo, duas solugoes

fracas para cada A € (0,A(r)). Sobretudo, uma dessas solugdes tem a norma em E

R
estritamente menor que max {Tl¢ , T’ } n

Demonstracao do Teorema [3.1.3 Inicialmente, a partir das defini¢oes dos
funcionais G e F, é evidente que inf,cp G(u) = G(0) = F(0) = 0. Quanto ao funcional
Ty, é possivel inferir que ele satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale cortada superiormente
em r > 0 para cada A > 0. De fato, considere uma sequéncia {uy, }nen de Palais-Smale

de Z, satisfazendo (3.4)), isto é,

G(u,) <7, VYneN.
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Perceba que a coercividade do funcional G implica automaticamente na limitacao dessa
sequéncia, o que permite empregar os mesmos argumentos presentes na demonstracao
da Proposicao para concluir a convergéncia em FE de uma subsequéncia de
{tun}nen. Portanto, para aplicar o Teorema , resta apenas exibir uma funcao
w € F tal que

0<G(w)<1l e sup Flu) < Glw)’ (3.7)
ueg—1t ((foo,l))

Fixado r = 1, utilizando argumentos semelhantes & demonstracao do Teorema [3.1.2] é
possivel afirmar que ||u| < 1 para todo u € G~ ((—00, 1)), 0 que implica na existéncia

de uma constante positiva C' tal que

sup F(u) < C. (3.8)
ueg_l((foo,l))

Seja a mollifier n € C*°(RY,R) dada por

M exp (;>, se |z| < 1,

$2*
n(x) = o
0, se |z] > 1,

em que M é uma constante positiva tal que / ndxr = 1. Para cada € > 0, é definida
RN
a funcao

Ne(z) := giNn (g) :

cujo supp (n:) C B(0,¢) e / ne dx = 1. Escolha zy € Q tal que D := dist(zg, 0f2) &
RN
positivo, e defina v : R¥ — R como

0, se v € RV\B (O,%),
v(z) = 1, sex € B(0,2),
%(2%—|x|), sexEB(O,%)\B(O,%).
Denota-se por 7. *v a convolugao de 7. por v, e, por simplicidade, escreve-se v. = 1. *v.
Na literatura, sao encontradas diversas propriedades amplamente conhecidas sobre as

convolugoes, algumas das quais sao aplicadas neste contexto. Uma referéncia relevante

¢ o Teorema 7 nos apéndices em [30]. Por exemplo, ¢ sabido que

ov.
8951-

(z) = (ZZ*U) (z), Vae€ B(0,D—e).
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Com isso, percebe-se que

Ave(x) = (Anexv)(z)

= / 775:‘(1: - y) (
B(0,D)
£

A seguir, sao feitas algumas observagoes para estimar o moédulo de Av.(z) quando

r—Y

r—y
3

2 Ton
—1) — v(y) dy.

z € B(0,D — ¢). Considere a fung¢ao continua f. : [0,) — R definida por

29N 1
— | exp .
g2 Z_z —
Para confirmar a limitacao dessa funcao, perceba que

2N
lim 5.(t) = hm —MeXp (| |* —\/——|—1+| |3 \/——k + |8 = )
t—e~

no qual s = t%l Dado que, para qualquer a € N,
.

-3 2
t
+z -1

t2

c2

8t

e2¢e

al
1 — =i - =0
5500 exp(—s) | somse (—1)exp(—s)

|s[*

¢ imediato concluir que lim,_,.- 5.(¢) = 0. Consequentemente, existe uma constante

positiva C. tal que |5.| < C. para todo t € [0, ¢), e, portanto,
Av.(z)] < / Coo(y)dy, Va e B(0,D —¢).
B(0,D)

Defina z(x) := v(z—x0) € z:(z) := v-(r—z0). Em razao de z. ser apenas uma translacao
de v, a estimativa anterior também é valida para z.(z) quando = € B(xg, D—¢). Neste

momento, fixe € € (0, &), com gy < %. Finalmente, defina w := pz., com

. 1 1
e {Cf [BO.DI ¢ 150, D) [o(1) )" } |

Desse modo, dado que 0 < v(z) < 1 para todo z € RY, tem-se

|Aw(z)| = o]|Ave(z — 9)| < @/ Cou(y)dy <1, Vz € B(x, D —¢),
B(0,D)

G(w) < /Qq><1) Aw|* dr < /be(l) 0C.|B(0, D)[]* dar < 1.
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De acordo com ( f3), é evidente que F'(t) > 0 para todo 0 < ¢t < §, com 0 suficientemente

pequeno. Sendo assim, para o < ¢, tem-se

F(o)dx
frons 7 § B (20,2) F(o) |
G(w) / R B0, D — )| [C | B0, D)[["* @(0)

v

Além disso,

Flw) o . | B (20,€)| F(0)

o=0+ G(w) = om0 |B(0, D — )] - [C- | B(0, D)[[* & (o)

Isso confirma que, para valores de p suficientemente pequeno, a funcao w satisfaz as
desigualdades em (3.7)). Portanto, decorre do Teorema m que, para cada valor de A

pertencente ao intervalo

1
0
" osup F(u) |’

u€G—1(—o00,1)

existe, pelo menos, uma solucdo fraca nao trivial uy para o problema (3.1 cuja norma

em F é estritamente menor que 1. Além disso,
I)\ (u/\) SI)\(’U), Yv € BE<O,1)

Isso encerra a demonstracao do teorema. [
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Capitulo 4

Existéncia e Multiplicidade de
Solucoes para Sistemas Hamiltonianos
em Dimensao Dois com Nao

Linearidades do Tipo Exponencial

Neste capitulo, é explorado o sistema hamiltoniano

—Av = f(u) em ,
—Au = g(v) em €, (4.1)
u=v=0 sobre 0},
em que Q@ C R? ¢ um conjunto aberto e limitado com fronteira suave, e uma das
nao linearidades, por exemplo g, apresenta crescimento assintotico exponencial, ¢é
invertivel e g(0) = 0. Outras hipoteses sobre as nao linearidades f e g sdo informadas
posteriormente.
Utilizando o método de reducao por inversao, o sistema é transformado no
problema de quarta ordem
A (6(~Au) = f(u) em ©
u=Au=0 sobre 052,

(4.2)

no qual ¢ := g~!. Para abordar o problema (4.2) de forma variacional, ¢ definido um
funcional em um espaco adequado, relacionado a um espaco de Orlicz, sendo um dos

principais desafios dessa abordagem a falta de reflexividade desse espaco de Orlicz.



Deseja-se também investigar o problema (4.1) ao incluir um parametro real
positivo A na primeira expressao do sistema hamiltoniano. Nesse contexto, e de maneira
analoga ao que descreveu-se anteriormente, surge o seguinte problema de quarta ordem

com parametro
—A(¢(—Au)) = Af(u) em
u=Au=0 sobre 02,

(4.3)

para o qual, a partir da abordagem variacional, é estabelecida a existéncia e a
multiplicidade de solugoes fracas.

Neste capitulo, busca-se obter solugoes fracas nao triviais para os problemas
de quarta ordem por meio de uma versao do Teorema do Passo da Montanha, ou
pela combinacao do Principio Variacional de Ekeland com a técnica de minimizagao
local. Para atingir esses objetivos, este capitulo é organizado da seguinte maneira: a
proxima secao introduz alguns espacos de fungoes, em especial, o ambiente adequado
para aplicar os métodos variacionais. Em seguida, sao apresentadas as hipoteses e os
principais teoremas a serem demonstrados. Na Secao [4.2] sao definidos os funcionais
associados aos problemas e (4.3)), além de serem destacados os teoremas abstratos
mencionados anteriormente. Na secao seguinte, demonstram-se as caracteristicas
geométricas destes funcionais e, posteriormente, sao apresentados alguns lemas técnicos
que ajudam a inferir a convergéncia das sequéncias de Cerami quando estas sao
limitadas. Finalmente, de posse das declaragoes anteriores, conclui-se a existéncia
de uma solugao fraca nao trivial. Na Secao[4.4] aborda-se o problema de quarta ordem
com parametro e, com base nas discussoes anteriores, conclui-se de forma sucinta
a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas. Na ultima secao, é estabelecida a
regularidade de uma solugao fraca nao trivial para os problemas de quarta ordem em

destaque neste capitulo.

4.1 Preliminares, Hip6teses e Principais Teoremas

Ao considerar o crescimento assintético de interesse neste capitulo, é apresentada
a seguir uma N -funcao que pode ser vista como um modelo “candnico” para essa analise.

Seja m : R — R definida por m(s) = sgn(s) log(|s| + 1), cuja funcdo inversa ¢ dada por
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m~!(s) = sgn(s) (e — 1). A N-fungdo M : R — [0, 00), dada por

[]
M(t) = / m(s)ds = (] + 1) log([t] + 1) — |¢]

assume um papel central e essencial nesta investigacao. Vale ressaltar que

sm(s) sm(s)
sup =2 e in =1,
s>0 M(s) >0 M(s)
o que assegura, nessa ordem, que a N-funcao M satisfaz a condicao A, enquanto M
nao a satisfaz.
E possivel e conveniente realizar uma comparacao entre o espaco de Orlicz Ly e
o espago Zygmund L log L(£2), ou de forma mais concisa, L log L. Esse ultimo conjunto

consiste das fungdes mensuraveis u : {2 — R para as quais a integral

/Q ()| log* u(z)| dz

¢ finita, sendo log* s := max{log s,0}. O espaco Llog L é dotado da norma

12 0
llul| £ 10g 1 :/ u*(t) (log _|t|> dt,
0

na qual u* denota o rearranjo decrescente de u. Para detalhes adicionais, consulte [6].

Uma relagao crucial entre o espago de Orlicz Ly, e o espago de Zygmund Llog L
é expressa pela identidade Lj; = Llog L. Nesse sentido, considerando que ambos, Ly,
e Llog L, sao espacos de fungoes de Banach que correspondem ao mesmo conjunto de
fungoes, o Corolario 1.9 em [6] assegura a equivaléncia de suas normas.

Diante do espago de Orlicz L)y, e suas caracteristicas, é apropriado enfatizar as
hipoteses requeridas sobre uma fungdo ® : R — [0, 00), dada por ®(t) = folﬂ o(s) ds,
a fim de estabelecer uma N-funcdo equivalente a M. E relevante ressaltar que todas

estas hipoteses, embora nao sejam mencionadas explicitamente, sao consideradas em

todas as proposigoes deste capitulo, as quais incluem as seguintes:

(¢1) ¢ : R — R é impar, crescente e continua, ¢(0) =0 e tlim o(t) = oc;
—00

(@) existem constantes positivas a e b tais que

O(t) < M(at) e M) <®bt), Vt>0;
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- to(t)
(¢3) }1}?@@ =1

Antes de prosseguir, é valido destacar algumas implicacoes acerca de cada hipotese.
Por exemplo, (¢;) permite concluir que ® ¢ uma N-fungdo e, quando combinada com
a hipotese <</§A2>, é equivalente a M. Portanto, a hipotese ((@) estabelece a relacao
Le = Ly, conectando assim os espagos Lg € Llog L. Além disso, é possivel deduzir

que @ satisfaz a condi¢ao Ay global, e que existem constantes positivas C e C tais que
Cllullz < llullLiogr < ClluflLg,- (4.4)

A equivaléncia entre M e ® também estabelece a equivaléncia entre suas respectivas

N-funcoes complementares M e ®. Mais especificamente,

O(t) < M(2bt) e M(t) < ®(2at), Vt >0, (4.5)

o que permite concluir que ® nao satisfaz a condicao A, global. Por ltimo, também

pode-se inferir que

1 = inf 5¢(s) <s 5¢(s) =:my < 00. (4.6)

20 B(s)  uso B(s)

Além das afirmagoes evidenciadas anteriormente, é também relevante destacar

quais fungoes ¢~ (ou seja, g) estao sendo consideradas. O Corolario 3 em [47], a

partir de (4.5)), esclarece que
1 1
—m? (—t) < ¢ Mt) < 4bm”t(4bt), VYt >0,

por isso,
1/ .
1 (eat _ 1) <¢7N(t) < 4b (e —1), VE>0.

Observacao 4.1.1 Em (¢3), € suficiente exigir a ezisténcia do limite, pois, de acordo

com [40, Teorema 4.3/, é conhecido que ele deve ser igual a 1.

Ao contrario das hipoteses sobre ¢, cada uma das proposicoes deste capitulo
considera que a nao linearidade f € C(R) atende a um subconjunto especifico das

seguintes condigoes:
(AAR) existem constantes tg > 0 e € > 1 tais que
f()t >0F(t) >0, VteRcom |t > to,
para F'(t) = /tf(s) ds;
0
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(fo) f(t) =o(|t|™ ') quando ¢t — 0, no qual my ¢ dado em ([4.6));

. F()
lim =/
(f2) Jim Ty = oo
1 Ar (A \™? R
: F(t) < — mi - | = , 1 C é dad 4.4)):
(f3) tg[l—af,i] (1) ‘lem{c (C’) } no qual C' é dado em ([4.4)
Ft
T 2
[t| =00 t

De acordo com a continuidade de f, as hipoteses atribuidas a ¢ e o estudo
conduzido por Angela Alberico e Vincenzo Ferone em [3], é possivel determinar um
espago de fungoes adequado para abordar variacionalmente o problema de quarta ordem
com operador ¢-biharménico. A seguir, sao apresentados detalhes que esclarecem essa

escolha. Inicialmente, considera-se o conjunto

o] Ql\ 2
L(log L)%(Q) = {u Q—-Reé mensurz’xvel;/ u*(t) <log ‘t—l) dt < oo} :
0

o qual é dotado de norma

. 21\ *
HuHL(logL)%(m:/o u*(t) (logT) dt.

Para o problema dado por

—Au =2z em (),

u=0  sobre 012,

(4.7)

em que z € L(log L)2(Q), ¢ demonstrado em [3, Teorema 2.2| a existéncia de uma

tinica solugao fraca u em H}(Q). Além disso, nessa demonstragao, é mencionado que

_1 _1
||uHHé(Q) S (27T) 2||Z||L(10gL)%(Q) S (27T) 2||Z||LlogL7 (48)

sendo a tltima desigualdade vélida devido a imersdo LlogL < L(logL)z(f).
Portanto, dado que Lge = Llog L, é definido o espago vetorial

E={ue H)(Q);Au€ Ly},

no qual Au € Lg expressa que u é uma solucao fraca do Problema (4.7) com z € Lg.
E evidente que C>®(Q) C E. A unicidade da solugdo permite definir a aplicacdo linear

T : Le — E dada por T(z) = u. Evidentemente, T' é sobrejetivo.
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No escopo dessa analise, atribui-se ao espa¢o E a norma
Julle = 7)), € B

assegurando que a aplicagao T' é uma isometria. Consequentemente, T' é bijetiva e
(E,| - |lg) € um espago de Banach. Além disso, a partir de (4.4)) e (4.8]), pode-se inferir
que E ¢ continuamente imerso em H} () e, segundo [3, Corolario 2.3|, conclui-se que £

também é continuamente imerso em L*>(€2). Essa imersao é descrita pela desigualdade

Jullzsey < (4m) 7 [T | g, € U0 'CT @), 0 wE B, (49)

e desempenha um papel fundamental no desenvolvimento dos argumentos deste
capitulo.
De posse do espaco de fungoes adequado E e suas propriedades, é dito que u € E

¢ uma solucao fraca de (4.3) quando

/Q¢(T1(u)) T '(v)dr = )\/Qf(u)v dr, YveE k.

Neste momento, sao apresentados os principais teoremas deste capitulo, que
asseguram a existéncia e a multiplicidade de solugoes fracas nao triviais para (4.2),
além de estabelecer a regularidade dessas solugoes, resultando na existéncia de uma

solugao classica para o sistema hamiltoniano. O primeiro deles afirma que

e (fo). Entao, eziste pelo menos uma solugdao fraca nao trivial para o problema (

Teorema 4.1.2 Assuma (¢y), <g;2>, (¢3) e que f € C(R) atenda as condigoes AAR>
(h.

Esse primeiro teorema explora a existéncia de uma solucao fraca por meio do
Teorema do Passo da Montanha aplicado ao funcional associado. E requerida uma
condicao de superlinearidade no infinito do tipo Ambrosetti-Rabinowitz para a fungao
f. No entanto, é importante ressaltar que também se verificam resultados de existéncia
de solugao fraca que nao requerem hipoteses de superlinearidade, conforme o teorema
a seguir.

Teorema 4.1.3 Assuma (¢1), (g@), (p3) e que f € C(R) atenda a condig¢ao (f2),

além de satisfazer (f3) ou (fy). Entao, eziste pelo menos uma solugao fraca nao trivial

para o problema (4.2]).
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Ressalta-se que a combinagao de (f2) e (f3) neste tltimo teorema impoe restrigoes
a f apenas na origem, sem nenhuma condi¢ao adicional no infinito.

Empregando alguns dos argumentos utilizados nas demonstragoes dos teoremas
anteriores, é possivel estabelecer a existéncia e a multiplicidade de solucoes fracas para
o problema de quarta ordem com parametro , veja o resultado a seguir.
Teorema 4.1.4 Assuma (¢1), (q@), (¢3), e que f € C(R) atenda as condigoes (AAR>
ou (fa). Entao, existe Ao > 0 tal que para qualquer X € (0, \y), existe pelo menos uma

solug@o fraca nao trivial para o problema (4.3)). Além disso, se f satisfaz (AAR> e (fa)

simultaneamente, entao hd pelo menos duas solugoes fracas nao triviais.

Sob a imposi¢ao de condigoes de regularidade mais fortes sobre f e ¢, estabelece-
se a regularidade da solugao fraca e, consequentemente, prova-se a existéncia de uma
solucao classica para o sistema hamiltoniano (4.1)). Este resultado ¢ apresentado no

teorema a seguir.

Teorema 4.1.5 Assuma (¢1), <¢AQ) e (¢3), e defina g :== ¢~ *. Suponha que f,g €
CYT(R) e Q ¢ um dominio de classe C*Y para algum 0 < v < 1. Seu € E ¢ uma

loc

solugao fraca de (ou ) ev:= (T (u)), entio (u,v) € C*7 (ﬁ) x C27 (ﬁ)

e (u,v) € uma solugao cldssica de (4.1)) (ou do sistema hamiltoniano com pardmetro).

4.2 Estrutura Variacional

Nesta secao, é apresentado o funcional de energia associado aos problemas (|4.2))
e (4.3)), juntamente com os principais teoremas abstratos aplicaveis a ele.
Baseada na caracterizagdo de uma solugao fraca do problema (4.3)), seu funcional

associado, Zy, é definido da seguinte forma:

I,: FE — R

4.10
u = I(u):/QQD(Tl(u)) dx—)\/QF(u)dm. (4.10)

Em relagao ao funcional associado ao problema (4.2)), observa-se que ele corresponde a
um caso particular de Z, com A = 1, sendo denotado simplesmente por Z. Os principais
teoremas abstratos que se aplicam a esses funcionais sao discutidos posteriormente.

O funcional Z, é continuo e Gateaux diferenciavel, e sua derivada é dada por
T (u)(v) = / (T ()T~ (v) dz — A / fuyvdz, Vu,ve E. (4.11)
Q Q
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De posse dessa igualdade, ¢ imediato concluir que um ponto critico de Z, corresponde
a uma solucao fraca para o problema de quarta ordem. Além disso, verifica-se que
l: E — FE*
u — I (u)
¢ uma aplicagao continua da topologia da norma em E para a topologia fraca estrela

em E*. Além disso, a funcao J : £ — E*, definida por
Jw): E — R

4.12
v j(u)(v):/ﬂgb(T_l(u)) T '(v) dz. (4.12)

é injetiva.

Nas proximas segoes, é assegurada a existéncia e multiplicidade de pontos criticos
nao triviais para os funcionais Z e Z, quando \ é suficientemente pequeno. Para isso,
sao aplicadas ferramentas da teoria dos pontos criticos: uma versao do Teorema do
Passo da Montanha, o qual é enunciado no Teorema de Ghoussoub-Preiss em [29], e
a combinacao do Principio Variacional de Ekeland com minimizagao local, dado no
Teorema 4.1 em [21]. Para facilitar a leitura, sdo apresentados a seguir os teoremas

correspondentes.

Teorema 4.2.1 Sejam X um espago de Banach real e H : X — R um funcional
continuo e Gateaux diferencidvel tal que H' : X — X* € continuo da topologia da

norma em X para a topologia fraca estrela em X*. Sejam uy,us € X e defina

m = f )
r o€l ueal((0.1]) ()

para
I'={aecC(0,1],X);2(0) = uy, (1) = us} .
Assuma que ‘H satisfaz a condi¢ao de Cerami no nivel c,,,, e que
Cpm > max{H(u1), H(uz)}.
Entao, existe um ponto critico de H no nivel ¢y, ou seja, existe uy € X tal que

H,(UO) =0 € H(UQ) = Cpm-

Teorema 4.2.2 Considere (X,d) um espago métrico completo e H : X — R um
funcional semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Entao, dado que e > 0
existe u. € X tal que

H(u.) < inf H(u)+e¢

ueX
H(u:) < H(u) +ed (u,u.), Yu€ X, comu+# u,.
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Antes de iniciar a proxima se¢ao, cabe relembrar que as hipoteses (¢1), (gzﬁg) e
(¢3) sao consideradas em todas as proposigoes deste capitulo, mesmo que ndo sejam

mencionadas explicitamente.

4.3 Existéncia de Solucao Fraca para o Problema de
Quarta Ordem

O objetivo desta secao é estabelecer a existéncia de pelo menos um ponto critico

nao trivial para o funcional Z, o qual corresponde a uma solucao fraca do problema de

quarta ordem (4.2)).

4.3.1 A Geometria do Funcional Associado

Nesta subsegao, sao apontadas e demonstradas as caracteristicas geométricas do
funcional Z com base nas diferentes hipoteses assumidas sobre a nao linearidade f nas

proposigoes a seguir.

Proposigao 4.3.1 O funcional I : E — R definido em (4.10) cumpre a geometria do

Passo da Montanha. Mais especificamente:

(i) se (fo) € satisfeita, entao existem constantes positivas o e < tais que

Z(u) =z 0, Vu € {w € E; |w|s = <};
(i1) se (AAR> ¢ satisfeita, entao existe e € E tal que ||e|]|g > ¢ e Z(e) < 0.

Demonstragao. De acordo com a condi¢ao (fy), dado ¢ > 0, existe um valor

correspondente 0 > 0 tal que
[P < —[t™, vt e (=4,0).
me

Conforme indicado em (4.9)), tem-se
C

lull ey < - llulle <6,

para todo u € E com |ju||z < 476C L. Portanto,

/QF(U) dx

5|Q|Cm
< [ =™ de < 4.13
< [l de < -l (4.13)
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sempre que ||ulp < 476C~!. Finalmente, ao considerar |ulz < min {4%56’_1,1},

conclui-se, com base no Lema e na desigualdade (4.13)), que

m E‘Qlém¢ m m
T(u) > e vy ? = v 11
() 2 ull® = = s el = Il [

B £|Q|Cme
Mg (4m)™

Isso confirma o item , ao realizar uma escolha apropriada de €. No intuito de
comprovar o item , sao examinadas inicialmente algumas hipoteses. A partir de

(¢3), € possivel afirmar que, dado 0 < e < # — 1, existe A > 0 tal que

to(t)
— <1 =:0 Vt> A 4.14
(I)(t) < + € 05 - ) ( )
e, Consequentemente,
t%
D(t) < D(A) S, Ve A (4.15)

Dado que ® é uma funcao continua e par, conclui-se que existe uma constante positiva

C tal que
¢
Abo

O(t) < DA +C, VEeR,

Nesta etapa, é essencial a hipotese <AR>, pois permite inferir a existéncia de uma

constante positiva Cy, para a qual vale a seguinte desigualdade:
F(t) > Colt|?, VteR com |t| > to. (4.16)

Agora, seja ¢ € C°(Q) tal que p(x) > 0 para todo x € 2, e existem zy € € e uma

vizinhanga sua V;, contida em , com ¢(z) = 1 para todo x € V,,,. Para cada t > t,

é possivel observar a partir de (4.15)) e (4.16) que
I(ty) < /CID(tT_l(go)) da:—/
Q

. F(tp)dx — / F(ty)dz

(Vo ) N{Ite(@)|<to}

tAp|%
< /[@(A)' Afg' +c} dx—/ F(tp) dz + Cy
Q \%

zo
< Oyt — Oyt + Cs.
Portanto, é imediado que Z(tp) — —oo quando t — oo, pois fy < 6. Isso encerra a

demonstracao do item . ]

Proposicao 4.3.2 Assuma que f € C(R) atenda a condigao (fs). Entao, para todo
r > 0, tem-se

ip:= inf Z(u) <0.
u€BE[0,r]
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Demonstragao. A partir de (4.9), com r > 0 fixado, vé-se que |[u|[ze@) < (4m)Cr
para todo u € Bg|0,r]. Dado que ® é nao negativa e F' é continua, obtém-se que
Z(u) > —/ |F(u)|de > —|Q| max |F(t)|, Yue€ Bgl0,r].
Q t<(4m)=1Cr

Isso assegura que Z ‘ Bl é limitado inferiormente. O proximo passo é exibir uma

0,r]

funcao w € F tal que, para algum 0 < dy < 1,
Z(ow) <0, Vo€ (0,d)-.

A escolha dessa funcao é realizada de maneira similar & presente na prova do
Teorema na Secao 3.2 Recomenda-se a leitura desse trecho para uma analise
mais completa, pois diversos aspectos sao omitidos a seguir para evitar repeticoes
desnecessarias. Para cada € > 0, escolha a fungao n. € C* (R?) dada por

exp , Se |T g,
2 2
I x 1

(e) = 2

0, se |z| > e,

em que M é uma constante positiva tal que / n.dx = 1. Escolha zy € €2 tal que
RN
D := dist(zg, 0) ¢ positiva, e defina v : R*> — R como

0, se z € R*\B (O, 2D)’
v(x) = 1, ser € B (0, %) ,
322 [2]), sewe B(0,22)\B(0,2).
Fixado € € (0, D/6), é escolhida a convolugao 7. * v e definido w(z) := (9. * v) (x — o)

para cada = € €. Finalmente, a partir de (f3), conclui-se que

. F(ow)
O B

Portanto, existe 6y > 0 tal que

G(dw)
F(dw)

Z(6w) = G(dw) — F(ow) = F(ow) { — 1} < 0, Vée(0,d).

Isso finaliza a prova da proposigao. ]

Embora a proposicao anterior assegure que o funcional Z é limitado inferiormente

quando restrito a qualquer bola fechada centrada na origem em FE, é fundamental
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concluir que, para algum raio especifico R > 0, também se tenha Z(u) > 0 para todo
u € OBg[0, R]. Isso é crucial para inferir, seguindo os passos da demonstragao do

Teorema 4.4 em [22], a existéncia de uma sequéncia de Cerami de Z no nivel ig.

Proposigao 4.3.3 Assuma que f € C(R) atenda a condigao (fs) ou (fs). Entao, para
algum R > 0, Z(u) > 0 para todo u € 0Bg|0, R).

Demonstragao. Ao assumir a condigao (f3) e escolher R = 4%6’_1, nota-se, a partir

de (4.9), que ||u||L~() < 1 para todo u € dBg[0, R]. Dessa forma, conclui-se que

4 4\

T(u) > min{—zr, (—”) } — max F(1)|Q >0, VYue dBg0,R].
cC \C te[-1,1]

Por outro lado, ao adotar a condigao (f4) e considerar a continuidade de f, é possivel

assegurar que, para cada € > 0 e ¢ € (0, 1), existe uma constante positiva C'(e, q), por

simplicidade escreve-se C, tal que
|F(t)| < elt| +OJt]?, VteR.
Consequentemente, para todo u € FE com |ju||g > 1, tem-se

T(w) > |77 ()1 — ellulli — C / jul? de
> Julls — Coellullz — Cllulee,

> lulle = Coellulls = Cllullg,

em que C é a constante de imersao de E em L'(2). Por fim, fixado 0 < & < (Cy) 7,
1

c_\'«
escolha R > (1_ 005) e observe que

Z(u) > [Jul|% [(1 — Coe) ||ullp * — C] >0, Vu€ dBg[0, R].

Isso encerra a demonstracao da proposicao. [

4.3.2 A Condicao de Compacidade de Cerami

O objetivo desta subsecao é justificar que, se uma sequéncia de Cerami para o
funcional Z ¢é limitada em E, entao ela possui uma subsequéncia convergente em F. No
entanto, ao contrario dos casos em que o Principio Variacional de Ekeland é aplicado e
obtém-se uma sequéncia de Cerami ja limitada, o Teorema requer a demonstracao

da limitacao em E dessas sequéncias. Nesse sentido, apresenta-se o seguinte lema.
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Lema 4.3.4 Assuma que f € C(R) atenda a condigao <AR). Entao, qualquer

sequéncia de Cerami {u,}nen de I é limitada em E.

Demonstracao. Seja {u,}ney uma sequéncia de Cerami de Z no nivel ¢. Para
simplificar as expressoes a seguir, escreva h,, := T !(u,). Dado que ¢ é uma fungao
impar, nota-se que
() 7)) = 5 [ )t — OF (1)) dr
{lun]>to}U{lun|<to}
+5 [ 10900 = 611 1]} da

Assim, ao empregar (AR) e a continuidade de f, tem-se

1

Tl) = g 7)) = g [ )~ 0 ()

1
+5 | B9(0haD) = 6D 1]} da
> =0t g [ 1l = 6(1hul) ] d

Continuando a analise da expressao anterior, utiliza-se a continuidade de ¢ e a equagao
(4.14]) para concluir que
1

ST ) m) 2 —c+9 02(11n]) = (1) ]
{hn|>A}

> —c+lo- 90>/ O(|hal) da
0 {lhn|>A}

T(un) —

Em razao de ® ser nao negativa e 6y € (1,6), é possivel afirmar que

T(w) — 57 (u)(ua) > ~C+ 50— ) / & (|h|) da

Combinando a equivaléncia da norma de Luxemburgo e de Orlicz, e a desigualdade de

Young, observa-se que
|unlle <1+ / O (hy,) dz.
Q

Consequentemente, tem-se

ST (ua)owe) > ~C 4 50— 00) (Jualls — 1), W e N

Z(un) — 0

Por outro lado, a partir da definicao de sequéncia de Cerami, é imediato verificar que

existe ng € N tal que
1
c+1 > Z(u,) — 51’(un)(un), Vn > ny.
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Portanto,

1
c+1> —C+5(0—90)(||un\|E—1), Vn > no,

e, finalmente, confirma-se que a sequéncia de Cerami {u, },en € limitada em E. [ |

Apoiados na limitacdo da sequéncia de Cerami para Z, sao obtidas varias
convergéncias expressas no lema a seguir. Neste momento, é fundamental recordar
a definicao do espago Ej em (L.3)), pois ele é 1til quando a N-fungao complementar d
nao atende a condigao A, (ou Ay global).

Lema 4.3.5 Assuma que f € C(R) e seja {u,}nen uma sequéncia de Cerami de T

limitada em E. Entao, a menos de alguma subsequéncia, existe u € E tal que u,, — u
em H}(Q) e, para h, =T (u,) e h=T"(u) € Ly, vale o sequinte:

(i) /thvdx—>/9hvd:r, Vv € Eg;
(ii) /Q S(h)v dz — /Q s(Rvdz, Vo€ Lo:

(111) /Q[gb(hn) — o(h)](hy, — h) dz — 0.

Demonstragao. A partir de (4.8)), é possivel inferir que a limitagdo de uma sequéncia
de Cerami {u,},eny em E implica na sua limitacio em HE(€2). Sendo assim, existe
u € Hy(Q) tal que u, — u em Hj(Q), a menos de alguma subsequéncia. Portanto,

tem-se

/Vuanodx—>/VuV<pdx, Y € Hy(9). (4.17)
Q Q

Novamente, da limitagao da sequéncia de Cerami, que equivale & limitagao de {h, }nen
em Lg, e do isomorfismo entre [Ez(2)]* e Le, conclui-se, a partir do Teorema 3.16

(Banach-Alaoglu-Bourbaki) em [12], a existéncia de h € Lg tal que

/hnvdx%/hvdx, Vo € Ez(Q). (4.18)
Q Q

Conhecendo a densidade de C°(Q) em H{ (), destaca-se que: para cada ¢, existe
uma sequéncia {@y treny em C°(Q) tal que ¢ — ¢ em HJ (). Por outro lado, dado

que u, ¢ uma solucao para o problema (4.7)), com h,, := T"(u,), sabe-se que

/ Vu,Vypdr = / hoprdr, Yk e N/Vn e N.
Q Q
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Ao aplicar o limite quando n — oo, e as afirmagoes em (4.17)) e , infere-se que

/Vqupkdx:/hgokdx, Vk € N,
Q Q

visto que C°(2) C E. De acordo com a definicao de 7,

/ VT (h)Vey dr = / hoy dx, Vk € N.
0 0

Consequentemente, a convergéncia ), — ¢ em H}(Q) assegura que

/Vquodx:/VT(h)Vgpdx, Vi € Hy(Q),
Q 0

e, assim, u = T(h) € E. Isso certifica o item . Para verificar o item , sao
utilizados argumentos semelhantes aos presentes em [35, Segao 3.4]. Primeiramente,
de acordo com o Lema[l.4.1] nota-se que a sequéncia {¢(hy) }nen € limitada em Lg. Em
seguida, utilizando um argumento analogo ao empregado no inicio da prova do item
() e levando em consideragao que Lz = (Lg)", pois ® é Ay, conclui-se a existéncia de
q € Lz tal que

/ ¢(hp)vdr — / qudz, Vv € Lg. (4.19)

Q Q

Resta inferir que ¢ = ¢(h). De fato, sabe-se que

1Z" (un) ol < NIZ7 (un)|

olle < A+ llelle) 12 (un) g, Ve € E.

E*
Como {uy }nen € uma sequéncia de Cerami em E, tem-se
T (up) (ty — u) — 0, (4.20)

no qual
T () (1 — 1) = /Q (h)(hy — h) s — /Q ) (tn — 1) dz.

A convergéncia fraca u — u em HJ({2) assegura que

/|un—u|dm—>0.
Q

Dado que f é continua e, em virtude de (4.9)), a sequéncia de Cerami também é limitada
em L>®(2), tem-se

/Qf(un)(un —u)dr — 0. (4.21)
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Portanto, é imediato de e (4.21)), que
/gb V(hy — h) de =T (u,) (u, — ) /fun n—u)dr — 0
e, assim, por , conclui-se
nlgr;o gb( n)hy dx = 7112{.10 g ¢(hp)hdz = /Qqh dzx.

Como ¢ é crescente, sabe-se que
0< /[gzﬁ(hn) — o(w)](hy, —w)dx, Yw e L>(9Q).
Q
Usando (4.18)) e (4.23]), ao aplicar o limite quando n — oo, tem-se

0 < /Q[q—qﬁ(w)](h—w)dx, Yw € L™(Q).

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Para prosseguir, para cada j € N, define-se Q; = {z € Q;|h(z)| < j} e &, como a

funcao caracteristica de €2;. Fixado w € L*>(2) e utilizando w = w&; — hX; + hX; em

, com [ > j, obtém-se que
0 < [la-s@ih-w)da
Q

- / (g — 6(®@)] (h— hXi) da + / g — @) (hY; — ;) da.

O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue assegura que

[ la=o@) (= naiyde 0
Q
quando [ — o0, pois

lq(x) = p(w(x))] [A(x) — h(z)Xi(x)] = 0, Ve e,

lg(z) = o(w(2)] [h(z) — h(z)X(2)]] < [lg(x) — p(w(x)) h(x)], VzeQ VN,

com (q — ¢(w)) h € L*(2). Portanto, pode-se concluir que
[la= 0@, - wi)do =0, vu e 1¥(9),
Q
e, consequentemente,

J
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pois

(h — w)X; = 0 em [],

w=wX; =w em §2;.
Entao, para qualquer ¢t € [—1,1] e todo z € L*(Q), aplica-se w = (h + tz)X; na
expressao (4.25) para obter que

og/ﬂ [q—qb(thtz)][h—(thtz)]dx:—t/Q (g — Olh + t2)]2 da.

Sendo assim,
/ [q — ¢(h+tz)|zdx <0, set € ]0,1],
Q

i
/ l[¢ — p(h+tz)|zde >0, set € [-1,0].
Q;
Considerando as sequéncias t 70 et 0, e aplicando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, tem-se

[ la=ozdz =0, v:e1=@)

Q;

e, assim, ¢ = ¢(h) em €2;. Dado que j é um numero natural arbitrario, conclui-se que

q = ¢(h) em 2. Portanto, decorre de (4.19) que

/¢<hn)v dr — / (b(h)v dx, Yv € Lg.
Q Q

Isso leva a conclusao do item . Para demonstrar o tltimo item do lema, sao
empregados argumentos semelhantes aos utilizados na prova de (4.22). Assim,

lembrando que Z'(u,)(w) — 0, verifica-se que

lim qb( )T Hw)de = lim f(unwdz—/f Jwdx, Yw € E.
0

n—oo n—o0

Finalmente, a partir do item ({ii) e da unicidade do limite, tem-se

/fb d:v—/f ywdr, Yw € E,

ou seja, Z'(u) = 0. Resgatando a convergéncia em e seguindo as ideias usadas

para obter , conclui-se que
/Q[cﬁ(hn) = o(h)] (hn—h) dx = [Z'(uy) — I'(u)] (un—U)+/Q[f(un)—f(U)](un—U) dx — 0,

o que encerra a demonstracao do lema. ]

A proposigao a seguir certifica que o funcional 7 satisfaz a condicao de

compacidade de Cerami quando f satisfaz a condi¢ao do tipo Ambrosetti-Rabinowitz.
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Proposicao 4.3.6 Assuma que f € C(R) e seja {uy,neny uma sequéncia de Cerami

de T limitada em E. Entao, {u,}nen possui uma subsequéncia convergente em E.

Demonstragao. Considerando {u,},eny uma sequéncia de Cerami de Z limitada em
E, seja u € E dado pelo Lema |4.3.50 Para concluir que existe uma subsequéncia de

{un }nen convergente em F, é suficiente demonstrar que

/(I)(hn — h)dz — 0,
Q

sendo h, = T7'(u,) e h = T!(u). Inicialmente, conforme estabelecido pelo item
do Lema [4.3.5] observa-se que [¢(hy,) — ¢(h)](h, — h)(xz) — 0 quase sempre em (2, em
relacdo a alguma subsequéncia. O Lema confirma que a sequéncia {h,(z)}nen

converge para h(z) quase sempre em 2. Devido a continuidade de ®, tem-se
O (hy(z) — h(z)) = 0, q.t.p. em .

Além disso, dado que ® é crescente e satisfaz a condi¢ao As, existe uma constante

positiva Cg tal que

O(hn () — h(z))

IN

O(2max{|hn(x)], |h(2)]})
Co [D(|hn(x)]) + @(|A(x)])]
< Co [ (ha(x)) hn(x) + @([A(x)])], VneN.

IN

Recuperando da demonstragao do Lema [4.3.5] o fato de que

/gzﬁ hdx—>/gz5 )hdz,

pode-se concluir, a partir do Lema de Brezis-Lieb, que

/|¢ Vhn — G(h)h| dz — 0.

Assim, o Teorema 4.9 em [12] assegura a existéncia de um elemento w € L*(€) tal que

&(hn(x))hp(x) < w(x) quase sempre em ). Entao,
P(hy(z) — h(z)) < Colw(z)+ ®(h(x))], qt.p. em Q,VneN,

no qual C'[w + ®(h)] € L'(Q2). Finalmente, o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue confirma que
/ B(hy — h) dz — 0,
Q

concluindo a prova da proposicao. [
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4.3.3 Prova Completo dos Teoremas [4.1.2 e |4.1.3|

Nesta subsegao, sao compiladas todas as proposi¢oes anteriores, resultando na
apresentacao das demonstragoes que confirmam a existéncia de uma solucao fraca nao

trivial para o problema de quarta ordem (4.2)).

Demonstracao do Teorema [4.1.2.  Assumindo-se as hipoteses (fy) e (AAR>, a

prova do Teorema [4.1.2f inicia-se com a aplicagao da Proposicao [4.3.1}, que estabelece

que o funcional Z cumpre a geometria do Passo da Montanha, com

Cpm = Inf max Z(u) > max{Z(0),Z(e)} =0,

a€l uea([0,1])
para

I'={aeC(0,1], E);x(0) = 0,a(1) =€} .

Na Subsegao [£.3.2] apos verificar alguns lemas técnicos, mostrou-se que Z satisfaz
a condigao de compacidade de Cerami, conforme demonstrado na Proposigao [£.3.6]
Portanto, pelo Teorema [.2.1] existe um ponto critico ug de Z no nivel ¢,,,. Em razao

de Z(0) = 0, conclui-se que ug € F é uma solugao fraca nao trivial para o problema

" pOiS I(UO) > 0. -

Demonstracao do Teorema [4.1.3] Assumindo-se as hipoteses (f2) e (f3), ou (f2)
e (f1), a prova do Teorema inicia-se aplicando a Proposi¢ao a qual assegura
que o funcional 7 } Bl dUC é semicontinuo inferiormente, possui infimo negativo para
todo r > 0. Com isso, o Principio Variacional de Ekeland assegura a existéncia de uma

sequéncia {uy, fney em Bg|0, 7] tal que

Z(up) = iy

1
T (uy) < Z(u) + Ed (u,uy,), Yu € Bg[0,r], com u # uy,. (4.26)

Para desfrutar melhor da relacao , ¢é essencial que os elementos da sequéncia
{tun}neny nao pertencam a fronteira do conjunto Bg[0,7]. Isso se deve a Proposi¢ao
4.3.3] que estabelece a existéncia de uma constante R > 0 tal que Z(u) > 0 para todo
u € 0Bg|0, R]. Consequentemente, apoiados na demonstragao do Teorema 4.4 em [22],

a relagao (4.26]) confere que
IZ" ()]

g — 0,
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resultando que a sequéncia {u, ey, limitada por natureza, é uma sequéncia de Cerami
de Z no nivel ig. Sendo assim, de acordo com a Proposicao [4.3.6] existe ug € E tal que

u, — up em E, a menos de alguma subsequéncia. Portanto,

Z(up) = Z(u) = ueég[fo X Z(u) <0

T (un)(p) = I'(uo)(p), Vo€ E.

Por fim, ug é um ponto critico de Z em E, com Z(ug) < 0. Isso implica na existéncia

de, pelo menos, uma solucao fraca nao trivial para o problema (4.2]). [

4.4 Multiplicidade de Solugoes Fracas

Nesta secao, é considerado o problema de quarta ordem com parametro , cujo
funcional associado, Z,, é definido em (4.10). No entanto, esta apresentacao é mais
sucinta, visto que parte dos resultados necessarios nesta etapa sao também detalhados
na secao anterior e, por isso, sao apenas mencionados aqui.

Na se¢ao anterior, foram empregadas duas abordagens para obter, pelo menos,
uma solucao fraca nao trivial: uma com energia positiva e outra com energia negativa,
dependendo das hipoteses atribuidas a nao linearidade f. Essas abordagens sao
novamente aplicadas nesta secao para assegurar a existéncia de, pelo menos, uma
solucao fraca nao trivial para o problema com parametro . Além disso, é
possivel adotar uma abordagem unificada em que ambas sao combinadas, resultando
na multiplicidade de solucoes fracas nao triviais. A demonstracao a seguir apresenta

esse resultado, considerando que o pardmetro A é suficientemente pequeno.

Observagao 4.4.1 Ao analisar o problema com pardmetro, nao € necessdrio impor a
condicao (fo), (f3) ou (f1). Ao invés disso, é imposta uma restrigio ao pardmetro X,
a partir da qual pode-se concluir a existéncia de constantes positivas R e \g tais que,
para todo X € (0, \),

Z\(u) >0, Yu € dBgl0,R].

—~

Demonstracao do Teorema [4.1.4, Uma das condigoes, (f2) ou (AR) ¢ assumida

sobre f. Inicialmente, considere £ € (O,m;l),

1 -1
€ 1—-&m
Ao := min {1, <4—fr) , {]Q] max F(t)] ¢}
C te[—1,1]
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e X € (0,)). Dado u € E com |jul|g = ¢, obtém-se, a partir da desigualdade ([4.9)),
que ||| g (@) < 1. Logo, por meio do Lema e da continuidade de F', tem-se

Ih(u) = /Q@(Tl(u)) da:—)\/F(u) dx

Q

> A —)\|Q| malxl]F()

= A 1o a F(O| =0, w052 (009 (02)

te[—1,1]

com ¥, > 0 para todo A € (0,)g). Com isso, quando a nao linearidade f satisfaz

(AR), pode-se afirmar, com base no item da Proposigao 4.3.1, que o funcional

T, satisfaz as condigoes geométricas do Teorema m 4.2.1 para todo A € (0,)). Além
disso, pode-se inferir, do Lema [4.3.4] ¢ da Proposigao [4.3.6] que Z, atende a condigao
de compacidade de Cerami. Portanto, de acordo com o Teorema [£.2.1] o funcional Z,
possui um ponto critico uy tal que Z,(uy) > 0. Por outro lado, ao usar a condicdo
(f2), é evidente que a Proposigao também é valida para Z,. Sendo assim, com
base em e utilizando os mesmos argumentos apresentados na demonstracao do
Teorema m, pode-se aplicar o Principio Variacional de Ekeland em Bg [0, )\5} para
concluir que existe um ponto critico vy de Z tal que Z,(v,) < 0. Finalmente, quando
as condigoes (AAR> e (f2) sao validas simultaneamente, pode-se afirmar que existem
pelo menos duas solugoes fracas nao triviais para o problema quando A € (0, \g).

Observagao 4.4.2 De acordo com a demonstragao anterior, como o ponto critico vy
pertence ao conjunto Bg[0,\*], € evidente que ||vy]|z — 0 quando X — 0. Por outro
lado, nao € possivel estimar a norma do ponto critico uy em E. No entanto, se for

adictonada uma condi¢ao de crescimento a funcao f, na forma:
FOI<C(tP+1), VteR,
em que C' € uma constante positiva e s > 1, entao pode-se concluir que
T(u) > min {|[u]lp, [ul "} = AC (Julli; +1), Vu€ E.
Dessa maneira, se X € (0,1) e ||ul|g = A7, com k € (0,571), entdo
T(u) > A" = C (AT 4 X) == ay,

no qual lim o) = co. Em razao de cy, o nivel do Passo da Montanha do funcional Iy,
A—0t

ser maior ou Zgual a oy, tem-se

lim Z)(uy) = lim ¢\, = oc.
A—0+ ( ) A—0+
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Portanto, ||ux||g — oo quando X — 0%, pois
Ta(u) < max {[|ullp, [ullz*} + C (Jullz +1), Vu€E,

e, assim, Iy mantém a limitagao dos conjuntos de forma uniforme em A € (0,1).

4.5 Regularidade da Solucao Fraca

Nesta secao, ¢ demonstrado que, sob hipdteses de regularidade mais fortes em
f e ¢, as solugoes fracas do problema de quarta ordem sao solugoes classicas do
sistema hamiltoniano. Para tal, inicia-se provando a densidade do conjunto das fungoes
C? () NCo () em (E,|| - ||g), conforme afirmado na seguinte proposicao.

Proposigao 4.5.1 Seja Q um dominio limitado de classe C?. Entdo, o conjunto das

fungées em C* (Q) N Cy () € denso em (E, | - || &)

Demonstracao. Se u pertence ao conjunto das funcoes em C? (ﬁ) que se anulam
sobre 99, entdo u € H}()) e Au € Lg. Isso implica que u € E, concluindo que
C? (ﬁ) N Cy (ﬁ) C E. Por outro lado, se u € E, entao existe z € Lg tal que

—Au =2z em (),

u=0>0 sobre 0f).

Dada a densidade de C2°(€2) em Lg, existe uma sequéncia {z, },en em C2°(£2) tal que

2z, — z em Lg. Para cada n € N, seja u,, a solucao do problema

—Au,, =z, em €,

U, =0 sobre 0f).

A regularidade eliptica afirma que, em particular, a sequéncia {uy}, . estd no conjunto

das funcoes em C? (Q) que se anulam sobre 0€2. Diante da convergéncia
[un — ulle = [lzn = 2llL@) =0,
chega-se a conclusao da demonstracao. ]

Por ultimo, empregando argumentos anélogos aos expostos em [50], é confirmada
a conexao entre as solugoes de natureza fraca do problema de quarta ordem e as solugoes

do sistema hamiltoniano.
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Demonstracao do Teorema A fim de obter a regularidade das solugoes,
considere o problema auxiliar:
—Aw = f(u) em €,
w=20 sobre 012,

(4.28)

no qual u € E é uma solugao fraca de (4.2)). Emrazdao de E C L®(Q) e f € C(R), vé-se
que f(u) € L>(R) e, portanto, f(u) € L"(f2) para todo r > 1. Consequentemente, a
regularidade eliptica dada em [34, Teorema 9.15] assegura a existéncia de uma tnica
solucao fraca w de (4.28)) em W27 (), para qualquer r > 1, o que, por sua vez, implica
que w € Ch® (ﬁ) para todo 0 < a < 1. Fixada a solucao w, considera-se outro

problema auxiliar:
—Az =g(w) em €,
z=0 sobre 0f),

(4.29)

em que g = ¢~ 1. Dado que g(w) € C*7 (ﬁ), novamente, segue da regularidade eliptica
que o problema anterior possui uma tnica solucdo z em C*? (ﬁ), ver [34, Teorema

6.13]. Agora, para toda ¢ € C? (ﬁ) N Cy (ﬁ), ¢é possivel observar que
[T @) Canar = [ sla)-ae)de = [ w(-ap)ds
= [ swpdo= [ 6T ) (<8¢ da

A partir da Proposigao [£.5.1], da igualdade anterior e da injetividade da fungéo 7,
definida em , conclui-se que z = u. Em particular, u € C*7 (ﬁ) Ao retornar ao
problema , observa-se que f(u) € C%7 (ﬁ), implicando que w € C*7 (Q) Além
disso, definindo v := ¢(T~(u)) = ¢(—Au), devido a ([4.29)), tem-se

w=¢(—Az) = ¢(—Au) = v.

Portanto, (u,v) € C?7(Q) x C*7(Q) ¢, de fato, uma solugdo classica de (4.1)).
Para a anélise da solugao fraca do problema de quarta ordem com parametro (4.3)),
inicialmente é considerado o problema auxiliar
—Aw = Af(u) em Q,
w =70 sobre 0f).

Em seguida, procede-se de maneira inteiramente analoga ao caso anterior para

completar a demonstragao do teorema. ]
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