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Resumo da Dissertacao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos

requisitos necessarios para a obtengdo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)
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A anélise estatistica de formas é o estudo das variagoes de forma, tamanho e
suas covariagoes. Embora a maioria das aplicagoes diga respeito a biologia, a ana-
lise estatistica de formas tem se tornado uma poderosa ferramenta, com diversas
aplicagoes nos campos da arqueologia, paleontologia, geografia, e medicina. A ana-
lise procustes é um dos métodos mais empregados na analise estatistica de formas e
representa um papel importante para mensurar, comparar e estimar a forma média
de objetos. Entretanto, tal técnica é baseada no método de minimos quadrados
que é severamente afetado quando os dados apresentam observagoes aberrantes (ou-
tliers). Neste trabalho propomos um conjunto de métodos para andlise procustes

considerando alguns dos estimadores robustos existentes na literatura.

Palavra-chave: Anélise de formas, procustes, métodos robustos, kernel.
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Statistical analysis of shapes is the study of variations in shape, size and their
covariations. Although most applications relate to biology, the statistical analysis
of shapes has become a powerful tool, with diverse applications in the fields of
archeology, paleontology, geography, and medicine. Procustes analysis is one of the
most used methods in the statistical analysis of shapes and plays an important role
in measuring, comparing and estimating the average shape of objects. However,
such a technique is based on the least squares method, which is severely affected
when the data have outliers. In this work we propose a set of methods for procustes

analysis considering some of the existing robust estimators in the literature.

Keywords: Shape analysis, procustes, robust methods, kernel.
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Capitulo 1
Introducao

A Anélise Estatistica de Formas (AEF) é o estudo das variagoes de forma, tama-
nho e suas covariagoes. A primeira mengao sobre o tema ¢ devida a Kendall (1977)
que em seu trabalho "The diffusion of shape” introduziu uma nova representagao
de formas de objetos em espagos complexos projetados.

Posteriormente, Kendall (1984) apresentou um sistema de coordenadas que per-
mitiu obter a forma de um objeto via pontos dispostos em seu contorno e que
contribuiu decisivamente para a definicao de forma coma vemos hoje. Ja a formu-
lagao matemaética para o estudo das formas foi introduzida em Bookstein (1984) e
Bookstein (1986).

Atualmente a AEF tem se tornado uma poderosa ferramenta para tratamento de
dados de imagem em diversos segmentos, sao exemplos de aplicagoes importantes o
diagnostico por imagens na medicina, e o reconhecimento por meio de informagoes
biométricas no setor de seguranga (Candido, 2017). A Tabela 1.1 apresenta algumas
dessas aplicagoes.

Com a formalizagao dos conceitos de morfometria e o desenvolvimento de técni-
cas computacionais e de informatica, surgiu, ao longo do tempo, uma multiplicidade
de métodos para AEF como a analise da matriz de distancia euclidiana (Lele e
Richtsmeier, 1991) , analise eliptica de Fourier (Lestrel, 1982), e abordagens nao ba-
seadas em rotulos, como a voxel-based (Ashburner e Friston, 2001), principalmente
aplicada em imagens cerebrais e a analise procrustes (Bookstein, 2001);(Dryden e
Mardia, 2016).

Dentre as técnicas acima a anéalise procrustes é a mais difundida, sua estruturacao
matemaética e estatistica ja sao bem conhecidas o que a torna uma excelente escolha
para estimar, mensurar e comparar formas médias. Nesta dissertacao propomos um
método baseado em regressao robusta para analise de procrustes. Adicionalmente,
apresentaremos um algoritmo para estimagao procustes e, por fim, apresentaremos
um estudo de simulacao e uma aplicagao a dados reais que servira como parametro

de comparacao entre a abordagem proposta, baseada em estimadores robustos, e a



Tabela 1.1: Algumas aplica¢oes da analise de forma.(Candido, 2017, p. 2)

Area do Conhecimento

Exemplo de Aplicagoes

Neurociéncia

Taxonomia morfologia de neurénios, investigagoes
sobre a relagao, fungao e forma das células, com-
paragao entre células de diferentes areas corticais
e de diferentes espécies, modelagem de células bi-
ologicamente realistas.

Analise de Documentos

Analise de documentos eletronicos (textuais ou vi-
suais) como em aplicagoes CBIR, sistemas OCR
(Optial Charater Recognitions ), anélise de dados
em banco de dados multimidia.

Artes Visuais

Restauracao de video, efeitos especiais, monitora-
mento de video, jogos, computacao grafica, sintese
de imagens.

Medicina

Identificacao de tumor, quantificacdo de mudancga
e deformacao de estruturas anatémicas, analise nu-
mérica de cromossomos, identificacao de doencas
genéticas.

Biologia

Identificacao de espécies, taxonomia, relagao entre
forma e fungao, comparativo de anatomias, cito-
logia, identificagdo e contagem de células (como
globulos brancos no sangue), caraterizagao de cé-
lulas e formas nucleares, crescimento e modifica¢ao
de formas de estruturas, analise da forma de cami-
nhar dos seres vivos.

Fisica

Aplicagbes envolvendo microscopia como a ané-
lise da trajetoria, comportamento e distribuicao
de particulas em um meio ou material, analise de
estruturas como polimeros e cristais, carateriza-
¢ao de grupos de estrelas ou analise de proprieda-
des de corpos celestes em astronomia, analise do
movimento de objetos macroscopicos (velocidade,
aceleragao, etc.).

Engenharia

Controle visual de qualidade de produtos em linha
de produgao, deteccao de situacoes de perigo, in-
terpretagao (pelas méquinas) de desenhos feitos a
mao, automacao, robotica, sensoriamento remoto.

Seguranca

Deteccao de impressao digital, reconhecimento fa-
cial e através do escaneamento da iris, verificacao
de assinatura e modo de andar de uma pessoa (bi-
ometria).

Agricultura

Controle de colheita, contagem de sementes, ané-
lise da maturacao de frutos.




abordagem baseada em minimos quadrados.
1.1 Objetivos

Objetivo geral:

Proposigao, desenvolvimento tedrico e implementagao computacional de métodos

de analise procrustes baseados em estimadores robustos.

Objetivos especificos:

e Desenvolver métodos de estimacgao baseados em modelos de regressao robusta

para obtencao da forma média procrustes;
e Implementar os métodos desenvolvidos em linguagem R;

e Avaliar o desempenho dos métodos desenvolvidos com os métodos existentes

a partir de aplicagoes a dados reais.
1.2 Estrutura do trabalho

Além deste capitulo introdutoério, este trabalho estd organizado da seguinte

forma:

Capitulo 2: Nesse capitulo introduzimos os conceitos essenciais para o enten-
dimento do trabalho. Esses conceitos visam apresentar as principais ideias de
analise estatistica de formas tais como formas, marcos anatémicos, pré-formas,
assim como a ideia geral de robustez para modelos de regressao e sua conexao

com os estimadores procustes para forma média.

Capitulo 3: Nesse capitulo descrevemos a ideia geral adotada para implemen-
tacao das técnicas propostas, os algoritmos desenvolvidos e suas respectivas

funcoes.

Capitulo 4: Nesse capitulo comparamos o desempenho dos métodos desen-
volvidos com os métodos existentes a partir de aplicagoes a bancos de dados

presentes na literatura.

Capitulo 5: Nesse capitulo apresentamos as consideracoes finais e algumas

perspectivas que podem servir como ponto de partida para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Revisao bibliografica

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos da anélise estatistica de for-
mas e sua representagao matematica. Tratamos dos métodos para analise de pro-
crustes e dos modelos de regressao utilizados, associando-os ao conceito de robustez.

Por fim, associamos os estimadores robustos e analise de procrustes.

2.1 Analise Estatistica de Formas

A anélise estatistica de formas se propoe a comparar formas de objetos a partir
de medidas de distancia. O primeiro a explorar esta area foi Kendall (1977), embora
apenas nos trabalhos de Kendall (1984) e posteriormente de Bookstein (1986) é que
seus conceitos foram devidamente formalizados.

Um dos topicos mais relevante proposto por Kendall (1984) foi a elaboragao de
um sistema de coordenadas para obter a forma de um objeto via pontos de referéncia
chamados de marcos anatomicos. Os marcos anatdmicos tém suas coordenadas
dispostas em um espago nao-euclidiano conhecido com "espago de forma"(Mardia e
Gill, 1995, p. 1) cujas propriedades geométricas exigem a utilizagdo de ferramentas
adequadas.

Atualmente a palavra "forma"é utilizada quando nos referimos & aparéncia de um
objeto. Entretanto, a anélise estatistica de formas diz respeito a todos os aspectos
da analise de objetos em que as informagoes de locagao, orientagao e possivelmente
de escala podem ser ignoradas.

Segundo Dryden e Mardia (2016), ha trés conceitos essenciais para a anéalise de

formas, a saber:

e Forma (Shape): é toda a informagao geométrica que permanece quando os

efeitos de locagao, escala e rotacao de um objeto sao filtrados;



e Marcos anatomicos ou Pontos de referéncia (Landmarks): sdo pontos

de correspondéncia de cada objeto entre e dentro das populagoes;

e Tamanho e forma (Size-and-shape): ¢ toda a informagao geométrica que

resta quando a locacao e os efeitos de rotagao sao removidos de um objeto;

A forma de um objeto é invariével sob as transformacoes euclidianas de translacao
e rotacao. Em outras palavras, dois objetos terao a mesma forma se pudermos
estabelecer uma correspondéncia exata entre ambos removendo os efeitos de locagao,

escala e rotagao.

2.1.1 Marcos Anatdémicos ou Pontos de Referéncia

Existem trés tipos bésicos de pontos de referéncia: os cientificos, os matematicos
e os pseudo-marcos.

Um marco cientifico ¢ um ponto de correspondéncia entre objetos estabelecido
por meio de caracteristicas morfométricas geralmente estabelecidas a partir da ana-
lise de especialistas, estao relacionados a observagoes provenientes do desenvolvi-
mento biol6gico ou a tragos morfologicos caracteristicos. Geralmente determinados
por um perito ou especialista, estes pontos sao comumente chamados de marcos
anatomicos e designam partes homoélogas em seres de mesmo grupo ou espécie (Dry-
den e Mardia, 2016).

Os marcos matematicos sao pontos definidos a partir de alguma propriedade ma-
teméatica ou geométrica, como um ponto de alta curvatura ou um ponto extremo.
A utilizacao de pontos de referéncia desse tipo é particularmente 1til no reconheci-
mento e analise automatizados.

A Figura 2.1 ilustra a distribuigao de 26 marcos anatomicos estabelecidos a partir
da vista lateral de um cranio de macaco. A disposi¢ao dos pontos segue um critério
morfo-biolégico baseado na anélise da estrutura craniana de diversos individuos de
mesma espécie. O marco anatdmico 25, por exemplo, nao estd numa regiao de
alta curvatura, sendo necessaria uma formulagao matematica para determinar sua
posicao com algum nivel de precisao.

J& os pseudo-marcos sao pontos construidos em torno do esboco entre pontos de
referéncia cientificos ou mateméticos. Na Figura 2.2 vemos seis pontos de referéncia
em regioes de alta curvatura (+) e quarenta e dois pseudo-marcos () marcados
sobre o contorno da vértebra T2 de um rato. Nesse caso, a insercao dos pseudo-
marcos permite construir a representacao plana da vértebra, definindo o perfil do
contorno que tende a se repetir em cada um dos individuos da populacao. J& os
marcos em vermelho sao todos pontos de alta curvatura e constituem o cerne da

informacgao geométrica que compoe a forma da vértebra.



Figura 2.1: Marcos anatémicos no cranio de um macaco,(Dryden e Mardia, 2016,
p. 5).

Figura 2.2: Pseudo-marcos, em amarelo, distribuidos sobre a vértebra T2 de um
rato, (Dryden e Mardia, 2016, p. 5).

2.1.2 Representagcao Matematica de Formas

Considere uma matriz Xy, de coordenadas cartesianas com k pontos de refe-

réncia em m dimensoes,



11 -+ Tim

Ta21 .. Tom

Tl -+ Tgm

A matriz X é dita matriz de configuragao de um conjunto de marcos em um
objeto particular. O espago de configuragoes para o objeto dado é formado por
todas as coordenadas possiveis para os marcos em X.

Neste trabalho serao considerados os casos onde k > 3 e m = 2, o que corresponde
as formas planas. Assim a matriz de configuracao X na expressao 2.1 assumira a

forma,

T11 T1.2
T To1 T2

X = [!ﬁ 552} = . . (2'2)
Tr1 Tk2

Escrevendo a matriz X da expressao 2.2 como um vetor complexo de dimensao

k x 1 temos,
T . .
Z2 = (2(1), ey Z(k)) = (171,1 +1x19,. .., Tk T Zl’k,z)T (23)

o qual corresponde as coordenadas complexas para os pontos de referéncia.

2.1.3 Matriz de Helmert e Pré-forma

Como dito anteriormente, a forma de um objeto é obtida quando os efeitos de
locacao, escala e de rotacao sao removidos. Evidentemente, a remocao de tais efeitos
é feita por transformacoes geométricas com fases bem definidas que apresentam
diferentes niveis de dificuldade.

A remocao da locacao e escala sao feitas por transformacoes lineares que pro-
movem um redimensionamento para o tamanho da unidade, gerando, com isso, um
objeto conhecido como "pré-forma'". J& a remocao da rotagao é mais dificil e pode
ser feita através de um processo de otimizagao sobre as rotagoes. A Figura 2.3 apre-
senta o diagrama de etapas para obtencao da forma a partir de uma configuragao
inicial.

Para entender como o efeito de locacao ¢ filtrado é preciso definir, preliminar-



Configuracdo Original

T

Remaogdo do efeito de locagdo.

!

Hermetizacao/Centralizacéo

Remogéo do efeito de escala. Remagdo do efeito de rotagéo.
Pré-forma Tamanho e forma
Remogédo do efeito de rotagdo. Remagdo do efeito de escala.
FORMA

Figura 2.3: Diagrama para obtengao da forma a partir de uma configuragao inicial,
(Dryden e Mardia, 2016, p. 68).

mente, a submatriz de Helmert. A matriz ¥ de ordem k é dita de Helmert quando
os elementos da sua primeira linha tem forma 1/ Vk e os elementos das linhas res-
tantes formam vetores ortogonais ao vetor formado pelos elementos da primeira
linha.

A submatriz de Helmert, H, é obtida retirando-se a primeira linha de HY'. Ade-

mais, a sua j-ésima linha é dada por (h; ... hj; —jh;; 0 ... 0) onde,

hy =—{iG+1)}?comj =1, .., k—1.

A titulo de exemplo, para k = 4 a matriz de Helmert apresenta a forma,

1/2 1/2 1/2 1/2
E ~1/vV2  1/V2 0 0
-1/V6 —1/v6  2/6 0
-1/V12 -1/vV12 -1/V12 3/V12

J& a submatriz de Helmert apresenta a forma,



—-1/V2 12 0 0
H=|-1/v6 -1/V6  2/6 0
—1VI2 —1/VIZ —1/VI2 3/VT2

Podemos retirar o efeito de locagao multiplicando a equacgao 2.3 pela submatriz

de Helmert. Assim,

Wk-121) = H(k—12k) Z(ka1) (2.4)

onde w representa a configuracao z sem o efeito de locagao denominada de configu-
ragao helmertizada (Gomes, 2020, p. 22).
A configuragao centrada é obtida pré-multiplicando o vetor w pela transposta

da submatriz de Helmert H7. Assim,

H'w=HT"Hz=0C % z.

Uma vez que a configuracao inicial passa pelo processo de helmertizagao, o efeito
de escala é removido dividindo a configuragdo w obtida na equagao (2.4) pela sua

norma |w| obtendo, assim, a pré-forma da configuragao original a partir da expressao

w w
h—1x1) = T = ————
( T Vwox
em que wx* é o transposto conjugado de w e |.| € a norma complexa de w.
A pré-forma da matriz X de dimensao m é dada por,
Hk—1xk) X (kxem)

Z(k—1><m) = ’HX| ) (25)

a qual é invariante sob locacao e escala em relacao a configuragao inicial.

Multiplicando o numerador e o denominador da equacao (2.5) por HT podemos
obter as pré-formas centralizadas Ze(xxm) = Clexr) X (kxm)/|CX|. Nesse caso, vale
lembrar que z. e z sdo matrizes diferentes sendo a primeira de dimensao k x m e a
segunda de dimensao (k — 1) x m.

Gomes (2020) destaca que os espagos das pré-formas sdo todos os espagos pos-
siveis das pré-formas z compostos pelos (k — 1)vetores sem os efeitos de locagao e
escala, bem como as vantagens em usar z ou z., que consistem em obter um ve-
tor de posto completo com uma dimensao menor que k£ e uma representacao das

coordenadas cartesianas coerentes com a configuragao original.



2.1.4 Forma Média

Estabelecido o conceito de pré-forma, podemos mencionar outro conceito central
a morfometria que é o de forma média.
Considere uma amostra aleatéria de configuracao complexa com n objetos
O 0 ’, . ~ . ,
(z(l), e z(n)). A forma média do grupo ji pode ser obtida através do autove-

tor dominante da soma quadratica complexa da matriz produto

n

*

S = E 227,
i=1

em que z; = w; / ||w; ‘, 1 =1, ..., n sao as pré-formas, entao i é o autovetor

correspondente ao maior autovalor de S.

O efeito de rotagao pode ser filtrado a partir de uma transformacao que consiste
na multiplicagdo da matriz X(;xm,) por uma matriz de rotagao ['(;,xm). Quando
a matriz T' satisfaz as condigoes I''T" = I'TT = I, e det(I') = 1 ela é dita uma
matriz ortogonal especial. O conjunto formado pelas matrizes ortogonais especiais
é conhecido como grupo especial, geralmente denotado por SO(m).

Para m = 2 dimensodes, a matriz de rotacao pode ser parametrizada por um

tnico angulo 6, —m < 6 < 7 em radianos assumindo a forma

ro [ cos 6 sinf
—sin 0 cos )’
que permite a rotagao no sentido horario sobre a origem.
Dryden e Mardia (2016) observam que as transformagoes euclidianas de simi-

laridade de uma matriz de configuracoes X consistem no conjunto das matrizes X

transladadas, rotacionadas e isotropicamente redimensionadas, ou seja,

{BXT + 1y : T'€ SO(m), vy € R}, (2.6)

onde 8 € Rt é a escala, I" € uma matriz de rotacao e v é um m-vector de translacao.

Considerando m = 2 podemos reescrever a equagao 2.6 em notagao complexa. Sejam
k > 3 pontos de referéncia em C e 20 = (2?1)7 . z?k)) , a transformacao euclidiana

de similaridade de 2° ¢ dada por,

{nzo + 1,6 n=p0€C, ¢ e (C} , (2.7)

onde 8 € R" a escala, 0 < 0 < 27 é o angulo de rotacao que gera uma rotacao
no sentido anti-horério em relagao a origem e £ € C é o vetor de translagao. A

equagao 2.7 é util j& que especifica as transformacgoes euclidianas de similaridade
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descritas por 2.6 como transformacoes lineares complexas, o que permite grandes

simplificacoes na anélise da forma em duas dimensoes.
2.2 A Anailise de Procrustes

Os métodos baseados em analise de procustes sao tteis para estimar uma forma
média e para explorar a estrutura da variabilidade da forma em um conjunto de
dados. A técnica consiste em construir a correspondéncia de configura¢oes com
transformacgoes de similaridade utilizando a distancia euclidiana.

Curiosamente, o termo procustes tem origem na mitologia grega e designa um
homem de estatura e forca extraordinarias que vivia nas colinas de Atica, onde
oferecia sua pousada a viajantes solitarios. Segundo a tradi¢ao grega, Procusto
convidava viajantes para dormirem em uma cama de ferro. Quando o viajante
era menor que o comprimento da cama, ele o esticava até que coubesse na medida
exata da cama. Nos casos em que o viajante era maior que o comprimento da
cama, ele amputava seus membros para caber nas medidas exatas da cama. Em
suma, a analise procustes procura, por meio de transformagoes de escala, translagao
e rotagao, forcar as medidas para que elas se encaixem, promovendo, assim, um
processo de sobreposi¢ao bem ajustado.

A Figura 2.4 ilustra a sobreposi¢ao das formas do cranio de um gorila adulto
(em preto) e um gorila jovem (em vermelho) usando a analise procustes. Uma vez
aplicada a técnica, percebemos que as formas se sobrepoem quase que perfeitamente.
E possivel observar ainda que a forma da estrutura craniana do gorila jovem é ligei-
ramente maior quando comparada com a do adulto, sendo compativel com fatores
do desenvolvimento bioldgico de mamiferos em geral, como a compactacao ou perda
de massa Ossea.

Dryden e Mardia (2016) apontam duas variagoes para analise estatistica de pro-
custes, a Andlise ordinaria de procustes (OPA) e a Analise generalizada de procustes
(GPA). A OPA ¢ utilizada para estabelecer a correspondéncia entre duas configu-
ragoes. Considere o caso em que temos duas matrizes de configuracao X; e X,

compostas por k pontos de referéncias dispostos em m dimensoes.

Definicao 1: O método de OPA envolve a correspondéncia dos quadrados de duas
configuragoes centradas utilizando as transformagoes de similaridade. A estimativa
da similaridade dos parametros v, I' e 8 é realizada minimizando o quadrado da

distancia Euclidiana,
2
DépalXi, Xa) = Xz — x0T — 1,07 | (2.8)
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Figura 2.4: Sobreposigao da forma do cranio de gorilas através da anélise de pro-
crustes.

onde HX H — /{Tr (XTX)} é anorma euclidiana, ' xm) € uma matriz de rotagao,
£ > 0 & um parametro de escala e (1) ¢ um vetor de locagao.

A técnica procustes baseada na equacao 2.8 é chamada de Anélise ordinaria
de procustes completa (Full OPA). A solugao (%, A, f) apresenta valor minimo
quando ¥ =0 , r=vvTe XI'x, = HXQH ‘XlH VAUT. Quando um bom nimero

de matrizes de conﬁgura@oes estao disponiveis, podemos utilizar minimos quadrados

para obter uma forma média através da generalizagao da OPA.
Consideremos agora o caso geral em que as n > 2 matrizes de configuragao

X1, ..., X, estao disponiveis.

Definicao 2: O método de Analise generalizada de procustes (GPA) consiste em
filtrar os efeitos de locagao, escala e rotagao entre as configuragoes de modo a mi-
nimizar uma soma geral de quadrados das configuragoes centradas e rotacionadas,

assim,
2

G(X1, Xayos Xa) = 3 [[(BXT5 + 147) =
i=1

Quando uma amostra apresenta alguma homogeneidade na variacao da forma, as
medicoes estao frequentemente relacionadas. Por exemplo, as distancias biolégicas
apresentam um elevado grau de intercorrelacao, visto que a diferentes partes do

organismo, muitas vezes, crescem harmoniosamente durante o desenvolvimento dos
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individuos de uma populacao.
Uma vez verificada, a intercorrelacao forte entre formas é possivel associar a
analise de procustes aos modelos de regressao. Na verdade, no processo de anélise

de procustes ha necessariamente a utilizagao de técnicas de regressao.

2.3 Modelos de regressao

2.3.1 O Método dos Minimos Quadrados

O método dos Minimos Quadrados Ordinérios (MQO) pode ser empregado para
estimar os parametros de um modelo de regressao linear. Esta abordagem foi pio-
neiramente formalizada por Gauss (1809) e posteriormente promovida por Galton
(1877). Uma das vantagens notaveis desse método é que ele ndo requer a suposigao
de uma distribuicao de probabilidade para os erros do modelo. Assim, considere o

modelo de regressao linear multipla definido por

Yi = Bo + Bixia + BaTio + ...+ Bpwip + €. (2.9)

onde y; representa a varidvel resposta, x;; representa um conjunto de p varidveis
independentes que explicam y;, §; representam p 4 1 parametros a serem estimados
e e; representa o erro aleatorio, com FE(e;) = 0, Var(e;) = o* e Cov(e;,e;) = 0,
Vi # j.

Em notagao matricial, a expressao 2.9 assume a forma
y=Xp+e, (2.10)

onde y representa o vetor formado pelas varidveis resposta y;, X é a matriz de
variaveis independentes que explicam y, [ representa o vetor dos p 4+ 1 parametros

a serem estimados e € é o vetor de erros aleatorios.

Observando 2.9 é possivel perceber que quando erro aleatério e; é pequeno, tere-
mos uma boa estimativa para y;. Mais ainda, se isolarmos e; em 2.9 e considerarmos

a soma dos erros de todas as observagoes obtemos a expressao,

n n

Zei = Z(yz - xjﬁ)

=1 i=1

Dada as caracteristicas intrinsecas do modelo de regressao linear, os erros alea-
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n

torios e; podem assumir valores positivos ou negativos, fazendo com que E e; = 0.
=1

Para evitar esse fato, considera-se a soma do quadrado dos erros aleatérios, o que

nos permite escrever

n

Z 6? = Z(yz - XiTﬁ)2 (2.11)

i=1
O modelo de regressao classico baseado em MQO consiste em minimizar 2.11

(Silva e Santos), o que resulta na fungdo objetivo

i=1

n n
min {Z e?} =min {Z(yz - XiT5)2}
i=1
cuja solucao é dada por /§ = (XTX)_1 XTy.
Fica implicito na construcao acima que os erros aleatorios e; tem mesmo peso na

estimacao dos coeficientes 3, isso faz com que o estimador J seja sensivel a outliers

comprometendo assim a capacidade de predi¢ao do modelo.
2.3.2 Regressao robusta

Uma forma de reduzir a influéncia de outliers é definir uma fungao p que quando
aplicada em e; possa atribuir pesos diferenciados as observacoes que apresentam
uma maior dispersao em torno da reta de regressao (Huber e Ronchetti, 2018).

De modo geral, os modelos robustos tém funcao objetivo que segue a forma

min {Zp(ei)} = min {ZP (Z/z - XiTﬂ)} .

Do ponto de vista matricial, o conceito de robustez consiste em incrementar
£ por uma matriz de ponderacao K, o que permite passar do modelo classico de

estimacgao para um modelo mais robusto baseado em estimadores da forma B =
(XTKX) " XTKy.

Ao impor algumas condic¢oes a func¢ao p podemos atribuir pesos menores aos ou-
tliers gerando assim estimadores robustos. Apresentaremos a seguir os estimadores

robustos que utilizaremos neste trabalho.
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Estimador M-huber

Nos casos em que p passa pela origem, é monétona, nao decrescente, é par e é
nao negativa, ela é dita um M-estimador. Um estimador para p bastante conhecido

foi proposto por Huber (1973) e é dado por

67,‘2) —k < €; < k?
ple;) = (2.12)
Qk‘ei — k% e < —koue >k,
onde k = 1.5 x ¢ e 6 = 1.483 x med(|ri|, ..., |riml)-

O M-estimador de Huber nao possui forma analitica, sendo necessario o uso de
um algoritmo para obter numericamente as estimativas referentes aos parametros

do modelo.

Estimador baseado em LMS

Mesmo apresentando alguma robustez de inicio, o M-estimador obtido a partir
de 2.12, tem desempenho afetado a medida que o numero de outliers aumenta. Uma
op¢ao mais robusta pode ser obtida substituindo a soma do quadrado dos erros pela

mediana do quadrado dos residuos, obtendo assim a seguinte func¢ao objetivo:
min {med (rf)} = min {med(yi — [z — oo — Bpo1Tip—1 — /Bp)z} ) (2.13)

A expressao acima representa minimizar a mediana dos quadrados dos residuos.
O estimador obtido pela solucao de 2.13 é obtido por um processo iterativo que
consiste em criar subgrupos de observacoes e estimar o residuo a partir de MQOQO,
em seguida verifica-se qual dos subgrupos possui residuos com menor mediana e
calcula-se o estimador (g (Haykin, 2014).

Apesar de o estimador B 1M Nao ser Unico, a resisténcia da mediana a outliers

o torna estével, ou seja, a variacao entre grupos é pequena a cada iteracao.

Estimadores baseados em funcgoes kernel

Seja X = {x1, xg, ..., ,,} um conjunto nao vazio onde z; € RP. Uma fun¢ao  :
X — R é chamada de definida positiva ou kernel de Mercer (Friedman e Tibshirani,
2009) se, e somente se, for simétrica, ou seja, k(z;, xy) = K(zg, x;). Nesse caso vale

a seguinte desigualdade:

n n

Z Zcickm(l’i, xr) =20, Vn>2,

i=1 k=1
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ondec, e R, Vr=1, 2, ..., n.

Seja ® : X — F uma funcao nao linear do espacgo de entrada X para um espago
de caracteristicas de alta dimensao F. Aplicando a funcao ®, ao produto interno
z, x, do espaco de entrada, obtemos o produto interno ®(z;) " ® () no espaco de alta
dimensao F. A ideia chave aqui é que a funcao ® nao precisa ser especificada tendo
em vista que cada operador kernel pode assumir a forma k(z;, ) = ®(z;) O (xy).

Um dos aspectos mais relevantes dessas aplicagoes é que é possivel calcular dis-
tancias euclidianas em F sem que precisemos saber explicitamente a forma de &,
bastando para isso usarmos o artificio da distancia kernel.

A Tabela 2.1 apresenta trés variagoes para a fungao k.

Tabela 2.1: Exemplos de fungoes kernel

Kernel Expressao
2
Gaussiano ka(Ti, Tp) = exp _w
Exponencial — kp(r;, z) = exp _H%’Q;;k”
Laplaciano /-sL(mi, :L"k) = exrp (‘M)

O hiper-parametro de largura +? assume um papel importante no desempenho
dos kernels apresentados acima e precisa ser cuidadosamente ajustado ao problema
em questdo. Por exemplo, valores superestimados de v* levam a uma projecao de
linearidade de maior dimensao no comportamento da funcao exponencial. Por outro
lado, para valores subestimados de 72, a funcéo nao tera regularizacio e o limite de
decisao sera altamente sensivel ao ruido nos dados.

Além disso, observe que a menos do quadrado da norma a exponencial no kernel
estd intimamente relacionada com o kernel gaussiano. Ja o kernel laplaciano é
completamente equivalente ao kernel exponencial, exceto por ser menos sensivel a
mudancas no hiper-parametro 72

O método de regressao robusta baseado em fungoes tipo exponencial (ETKRR)
proposto por Carvalho, Neto, e Ferreira (2017) é inspirado no framework kernel. As
estimativas dos pardmetros do modelo sao obtidas através da minimizagao de uma
funcao objetivo definida como a soma do quadrado dos erros calculados num espaco
de alta dimensao F através da aplicacao de uma funcao nao linear ¢ a variavel de

resposta y; e sua média correspondente ;. A funcao é definida da seguinte maneira:

2

S = zf: H‘P(yz-) — P (i)
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onde p = B + Bxy + -+ + Px;, representa a média das varidveis resposta y;, que
¢ estruturada a partir do conjunto de variaveis x;; , ..., x; e de seus respectivos
parametros [y, B2, ..., 3, a serem estimados.

Como a fungao nao linear ® nao apresenta uma forma explicita, usa-se o artificio
da distancia kernel para estimar os parametros do modelo de regressao. Desse modo,

a fungao objetivo passa a ter a forma:
n
S = Z{’f(yu Yi) = 26(Yi, ) + R )}

Se a fungdo kK na equagdo acima é o kernel gaussiano (ver Tabela 2.1), Entao

K(Yi, ¥i) = k(f1;, f1;) =1 parai=1, 2, ..., n 0 que nos permite escrever:
S = Z (1 kaly m)|. 7 >0. (2.14)
Avaliando a equagao acima percebemos que se a distancia entre y; e p;(i =
1,...,n) for pequena a fungao objetivo tende a zero no modelo.
Diferenciando a equagao 2.14 em relagdo ao vetor de parametros 8 = (5o, ..., 5p),

obtém-se as equagoes normais para o modelo ETKRR, dadas por,

) :czr(y fii)
=2 avel yz“&z - o3 T = 1, 2, ey P (215)

8/37’ Z “/

cuja solucao é obtida por um processo iterativo baseado em minimos quadrados

reponderados conforme o modelo,

y = X*B* + e, (2.16)

onde y* = K2y & o vetor ponderado n x 1 da variavel de resposta, X* = K/2X
é uma matriz ponderadan de variaveis explicativas, * é o vetor dos parametros de
regressio, e* = K'/?e é o vetor ponderado n x 1 de erros independentes e K =
(K11, ka2, . . ., kny) € a matriz kernel de pesos cuja diagonal k;; é definida como k;; =
Ke(yi, i), Vi=1,2,...,n

Rodrigues, Lourengo, e Mahmoud (2018) mencionaram que para 0 < kg (s, pi) <
1 as observagoes com maiores valores de residuos recebem peso menor na estimacao

dos parametros, garantindo assim uma maior precisao na estimagao dos parametros.
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2.4 Estimadores robustos para analise de procustes

A analise de procustes utiliza transformagoes de similaridade para aproximar
os pontos de referéncia minimizando a soma dos quadrados das distancias. Ocorre
que a abordagem classica nao é resistente a outliers havendo assim a necessidade de
desenvolver métodos de ajuste resistentes.

Alguns estimadores robustos tém sido utilizados na adequacao da OPA na anélise
da forma. Em particular, Hyuna, Leeb, e Choil (2018) apresentam adaptagoes da
OPA baseadas no M-estimador e em LMS. Para entender a abordagem proposta,
consideremos as matrizes X7 e Xy de pontos de referéncia com k configuracoes que

podem ser sobrepostas a partir da minimizacao da seguinte funcao objetivo,

O<a,r,ﬁ>=§jp(

). (2.17)

T;

onde o residuo r; = x(9),— BFTx(Q)Z- —Qv, Z(1); € T(2); a0 vetores de pontos de referéncia
de X; e X, respectivamente, o é um vetor de locacao, I' é uma matriz de rotagao,
[ & um parametro de escala e p(.) representa uma fun¢do de ponderagao.

Sendo p(.) o M-estimador de Huber a equagao 2.17 apresenta as seguintes solu-

goes,
(X2T - BfolT) W1,

V= 2.1
“ TWi, (2.18)
r =uvT (2.19)

tr [0 TXT W (1 by ) X
B = T (2.20)
VV
tr [ XT W (I sk ) X

onde W = diag(wy, ..., ws) & uma matriz diagonal com pesos w; = ¥(||r3]])/||7:s
i =1, ..., k() = p(-)éaderivadade p(-),e U, V € SO(m) satisfazendo

a decomposicao em valores singulares

117w
17w,

XITI/I/v <Ik >X2 = UD)\VT

sendo D uma matriz diagonal de valores singulares.

A fungao objetivo O(a, T', B) pode ser minimizada por um processo iterativo
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usando minimos quadrados reponderados. O algoritmo apresenta duas etapas. Pri-
meiro calculam-se os pesos através de w; = ¥(||r:]])/||r:|| com p(- )7 = 9(-) usando
a matriz de peso W = 1, como valores iniciais. Em seguida, os parametros «, [ e
sao calculados por minimos quadrados ponderados conforme as equagoes 2.18, 2.19
e 2.20, respectivamente. Paramos a iteragao se a condigao |O (n+1) O(n)| < eé
satisfeita, onde O(n) ¢é o valor da funcéo objetivo O(«a, I', ) na n-ésima interagao.

Ao contrario do estimador LS, os estimadores robustos limitam a influéncia de
outliers e o ajuste resultante é mais préoximo da forma média verdadeira. Rohlf e
Slice (1990) consideraram o ajuste GPA usando a técnica RM e implementaram
um estimador robusto para ajuste de forma de modo a comparar o LS GPA com o
estimador proposto a partir de dados da asa de mosquitos.

Er (1998) sugeriu um método GPA robusto através do algoritmo EM e comparou
o estimador com LS GPA visualizando as estimativas da forma média. J4 Hyuna,
Leeb, e Choil (2018) propoem a comparagao entre dois algoritmos de ajuste GPA
resistentes baseados no estimador M e LMS denominados de M GPA e LMS GPA.

Partindo da abordagem de Hyuna, Leeb, e Choil (2018), propomos um método

robusto baseado em kernel para o célculo da forma media na GPA.
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Capitulo 3
Métodos propostos

Neste capitulo apresentaremos uma abordagem robusta para analise de procustes
baseada em decomposigao de valores singulares, os algoritmos que compoem a anélise
generalizada de Procustes na sua forma completa (Full GPA) e suas respectivas

fungoes.

3.1 Decomposicao em Valores Singulares

A decomposigao em valores singulares ou Singular Value Decomposition (SVD) é
uma poderosa ferramenta de algebra linear com aplicagoes importantes em estatis-
tica. Formalmente, a técnica consiste em fatorar uma matriz X,,, real ou complexa

para obter a forma:
X =U%VT,

onde U, x, ¢ uma matriz unitaria real ou complexa, ¥, ¢ uma matriz cuja diagonal
é composta por nimeros reais nao-negativos, e VT & uma matriz unitéria p x p real
ou complexa.

Na SVD as entradas ¥; da diagonal de > sao os chamados valores singulares de
X. Ja as p colunas de U e as p colunas de V7 sao os chamados vetores singulares a
esquerda e vetores singulares a direita de X, respectivamente. Existe uma relagao
estreita entre a decomposicao em valores singulares e a decomposicao em autovalores

de uma matriz X. Mais especificamente podemos dizer que:

e Os vetores singulares a esquerda de X sdo autovetores de X X7 .
e Os vetores singulares a direita de X sdo autovetores de X7 X.

e Os valores singulares nao-nulos de X (ao longo da diagonal de X) sdo as raizes

quadradas dos autovalores nao-nulos de X X7 ou X7 X.

20



Escrevendo u; e v; para os i-ésimos autovetores a esquerda e a direita, respecti-

vamente, e denotando por o; o i-ésimo autovalor, temos que
p
.
i=1

A tripla (0y, w;, v;) pode, alternativamente, ser aproximada por um procedimento
de minimos quadrados.

Dentre as aplicagoes que envolvem a SVD esta a resolugao de sistemas lineares
do tipo Az = b. Como é sabido, sistemas desse tipo nem sempre apresentam solugao
exata, fazendo-se necessario encontrar um vetor solucao por meio de um processo

de minimizagao.

3.2 SVD e a analise procustes

O protocolo utilizado para uma sobreposicao consiste em minimizar a soma do
quadrado das distancias entre pontos de referéncia similares, chamada de distancia
de procustes. A sobreposicao de duas matrizes de configuracao, X; e X,, envolve
estimar trés parametros a, I e § para minimizar a quantidade dr (X7, X3) na equagao
2.6, assim

)

dp(x,. x,) = Min HX2 — BX,T — 1,47

onde # > 0 & um parametro de escala, ', « m) € uma matriz de rotagao e vp,x1 €
um vetor de locagao.

Pode-se filtrar o efeito de locacao removendo as coordenadas do centroide X, e
Xy para configuragoes de X; e X5. As coordenadas do centroide definem a trans-
lagao do parametro . J& para realizar a tradugao, deve-se retirar o valor dessas
coordenadas da configuragao original, isso produz o centro da configuracao.

A remocao da escala é feita dividindo as coordenadas pelo tamanho do objeto.
Escalando a configuragao centralizada e a configuracao Helmertizada, respectiva-
mente, obtemos a pré-forma Z e a pré-forma centrada Z..

Quanto aos efeitos de rotagao, podemos avaliar a matriz de rotacao I' diretamente
das configuragoes por operacoes matriciais. Para conseguir isso, devemos lembrar
que a distancia total de Procustes entre X; e X, é uma medida da diferenca de
forma entre essas configuracoes que deve satisfazer a seguinte equacao:

)

dp — min sz — 87T

onde Zs. e Z1. sao as configuracoes centralizadas de X; e Xy dimensionadas para o
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tamanho do centroide.
Embora as configuracoes tenham sido dimensionadas para tamanhos idénticos,
pode-se ajustar o tamanho de uma das configuragoes para otimizar a minimizagao

de distancias entre os pontos de referéncia usando SVD. Assim temos,

r = uvT,

onde U e V sao matrizes de vetores singulares provenientes da decomposicao em

valores singulares do produto da transposi¢ao de Z, por 7.

737, = VAU

O trago de A contém informagoes para calcular o pardmetro de escala [ para
ajustar a configuracao Z; em Z,. Podemos obter distancia procustes total usando

a relagao,

k 2
=1

O parametro 5 que possibilita o melhor ajuste é dado pela equacao 2.6 e tem a

forma

Traco (27 ZiT)

b= Trago (Z1 7))

Por fim, a distancia total de procustes entre X; e X, é dada por

dp = +/Trago [(Z2 = BZiT)T(Z2 — BZIT)).

No método de procustes descrito acima, a SVD de ZI Z; é calculada a partir de

minimos quadrados ordinarios, resultando em estimativas nao robustas para U e V.

3.2.1 Estimadores robustos para analise procrustes

Estimativas robustas para U e V podem ser obtidas substituindo o OLS por
outros estimadores robustos (Neto, 2023), obtendo-se, assim, formas para SVD ro-

bustas. A fim de ilustrar tal ideia, considere o seguinte algoritmo,

Algoritmo 1: Decomposi¢cao em Valores Singulares
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Passo 1: Comece com uma estimativa inicial para o autovetor a esquerda U; pondo
U9 ek =0;
1 - Y

Passo 2: Para cada coluna j,j = 1,2,...,p, ajuste o coeficiente ¢; da regressao de

k
Yi; em U,L-(1 );

Passo 3: Calcule a estimativa resultante do autovetor direito V¥ = ¢/||c||, onde

|| - ]| ¢ a norma euclidiana;

Passo 4: Usando esta estimativa do autovetor direito, redefina a estimativa do
autovetor esquerdo. Para cada linha i, = 1,2,...,n, ajuste o coeficiente d; da

regressao de y;; em Vj(1k);

Passo 5: Calcule a estimativa resultante do autovetor esquerdo Ul(kH) =d/||d||.
Faca k =k +1;

Passo 6: lterar os passos de 2 a 5 até obter a convergéncia. Sejam U; e V" as

estimativas finais obtidos para os autovetores a esquerda e a direita, respectivamente;
Passo 7: Encontre o autovalor A; como o coeficiente da regressao de y;; em U3 V7;
Passo 8: Substitua Y por Y — A] ;QVJ*;T,

Passo 9: Reinicie a iteragao até obter as p triplas.

No Algoritmo 1 o estrimador OLS aplicado nos passos 2, 4 e 7 pode ser facilmente
substituido por um estimador robusto. Desenvolvemos a fungao auxiliar coef (segao
A.1 dos apéndices) que permite introduzir os estimadores robustos na decomposigao

em valores singulares a partir do seguinte algoritmo:

Algoritmo 2: Decomposi¢ao em Valores Singulares (Versao robusta)

Passo 1: Comece com uma estimativa inicial para o autovetor a esquerda U; pondo
Ul(o) ek =0;

Passo 2: Para cada coluna j,j = 1,2,...,p, ajuste o coeficiente ¢; da regressao de

Y;; em U,L.(lk ) utilizando um método robusto;

Passo 3: Calcule a estimativa resultante do autovetor direito V¥ = ¢/||c||, onde

|| - ]| € a norma euclidiana;

Passo 4: Usando esta estimativa do autovetor direito, redefina a estimativa do
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autovetor esquerdo. Para cada linha i,7 = 1,2,...,n, ajuste o coeficiente d; da

regressao de y;; em Vj(lk) utilizando um método robusto;

Passo 5: Calcule a estimativa resultante do autovetor esquerdo Ul(kH) =d/||d|].
Faca k =k +1;

Passo 6: lterar os passos de 2 a 5 até obter a convergéncia. Sejam U; e V" as

estimativas finais obtidos para os autovetores a esquerda e a direita, respectivamente;

Passo 7: Encontre o autovalor A\; como o coeficiente da regressao de y;; em U; V7
utilizando um método robusto;

Passo 8: Substitua Y por Y — XiUA VAT,

a1

Passo 9: Reinicie a iteracao até obter as p triplas.

A substituigao da SVD convencional por uma variagao obtida a partir do al-
goritmo 2 permite o calculo de parametros de entrada resistentes, gerando assim
estimativas robustas para forma média procustes. Aqui cabe notar que, cada esco-
lha de um modelo de regressao robusto na SVD resultard em um estimador robusto
distinto tanto para full OPA quanto para full GPA, mais ainda, caso a funcao coef
seja ajustada pelo modelo OLS, a SVD proposta serd equivalente a convencional
tonando-se, a ultima, um caso particular da primeira. as variagoes robustas para
SVD podem ser encontradas na secao A.2 dos apéndices.

As versoes robustas para os estimadores full OPA constantes no apéndice A.3
foram desenvolvidas substituindo a SVD convencional pelos estimadores robustos

para SVD no algoritmo proposto por Claude (2008).

3.3 Analise generalizada de procustes completa
(full GPA) a partir de estimadores robustos

Apesar da sobreposicao de duas formas ser aparentemente simples, funcoes para
sobreposicao de mais de duas formas nao sao triviais. Evidentemente, A ideia basica
para generalizar qualquer técnica de sobreposi¢ao consiste em definir uma forma
média como referéncia, permitindo assim a visualizagao de variabilidade das formas
que compdem a amostra (Claude, 2008).

O algoritmo 3 permite o calculo da forma média através da full GPA,
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Algoritmo 3
Passo 1: Extraia informagoes sobre o tamanho da matriz;

Passo 2: Crie uma matriz vazia para armazenar configura¢oes dimensionadas ¢

rotacionadas e um vetor inicial para armazenar o tamanho do centroide;
Passo 3: Traduza e dimensione as configuragoes para o tamanho da unidade;

Passo 4: Defina a partir de um modelo robusto a quantidade @,, que deve ser

minimizada;
Passo 5: Itere até que as diferencas entre as formas nao diminuam;
Passo 6: Defina a forma média (M) ignorando a configuragao que seré rotacionada;

Passo 7: Faca uma sobreposicao completa de procustes entre a forma média e a

i-ésima configuracao.

Note que, no passo 4, a quantidade (),, a ser minimizada é obtida por um
estimador full OPA. Os estimadores robustos para full GPA constantes na secao
A .4 dos apéndices foram obtidas a partir dos estimadores full OPA robustos obtidos

na subsegao 3.2.1.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos um breve comentério sobre a variabilidade de for-
mas nos bancos de dados disponiveis em linguagem R especificamente na biblioteca
Shapes e suas implicacGes na construcao de cenarios para avaliagao dos estimadores
desenvolvidos. Posteriormente apresentamos duas aplicagoes, sendo que a primeira
consiste em avaliar o ajuste dos estimadores robustos para full GPA ao banco 1
(digit3.dat) que apresenta alta variabilidade das formas e a segunda que consiste em
avaliar a resisténcia dos estimadores a outliers em cenérios estruturados a partir do
banco 2 (qlet2.dat).

4.1 Caracteristicas dos dados e a estruturacao de

cenarios

Na anélise procustes, se duas configuragoes diferirem por um tnico marco anato-
mico, o algoritmo GPA atribuiré diferencas em toda estrutura da forma no momento
da sobreposicao. Desse modo, a variabilidade dos dados analisados tende a interferir
no céalculo da forma média que, a depender do método, poderd variar expressiva-
mente.

Na Figura 4.1 podemos visualizar a distribui¢ao dos marcos anatoémicos e a forma
média em destaque nos dé uma ideia da variabilidade das formas em cada um dos
bancos de dados.

No mesmo sentido, dados que apresentam baixa variabilidade sao ideais para
simulagoes que envolvem presenga de outliers que podem ser gerados deslocando-se
um ou mais marcos anatomicos da forma média. A Figura 4.2 ilustra a insercao de
um outlier no banco de dados 2, as formas em 4.2(a) e 4.2(b) diferem apenas pelo
deslocamento do marco 1, ja as formas 4.2(c) e 4.2(d) nos dao uma ideia visual de
do novo cenario, os marcos da forma média e da forma inserida estao destacados em

vermelho.
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Figura 4.1: Distribuicao dos marcos anatéomicos em cada banco de dados, a Figura
4.1(a) corresponde ao banco 1, ja 4.1(b) corresponde ao banco 2.
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Figura 4.2: Insercao de outlier no banco de dados 2.

Nas Secoes seguintes, abordaremos o ajuste dos modelos aplicando-os aos dados
do banco 1 e a sensibilidade dos mesmos a outliers em cenéarios construidos a partir

dos dados do banco 2. Adotaremos como medida de ajuste, o quadrado da norma
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2
de Forbenius da matriz residual dada por € = HRH = trago (R R).
F

4.2 Aplicacao 1: dados da transcricao do digito 3

por pessoas de idades variadas.

O conjunto de dados do banco 1 corresponde a uma amostra de 30 configuragoes
contendo 13 marcos anatomicos em 2 dimensoes extraidos da transcricao do digito
3 por pessoas de idades variadas. A principal caracteristica dos dados desse banco
consiste na alta variabilidade das suas configuracoes, o que, a depender do estimador
robusto adotado, pode levar a distor¢oes na forma média no processo de sobrepo-
sicao. A figura 4.3 exibe a sobreposigao entre a forma média procustes obtida por

cada um dos métodos propostos a forma média procustes original.
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Figura 4.3: Sobreposicao das formas médias procustes obtidas pelos estimadores
GPA-M (a), GPA-MM (b) e GPA-Kernel (c) a forma média original.

Adotamos ¢ = 0,01 como parametro de tolerancia inicial para todos os estimado-
res, o algoritmo 3 foi adaptado para os estimadores GPA-M, GPA-MM, GPA-Kernel
e GPA-LMS sendo que o ultimo nao convergiu. Os valores e de ajuste entres as for-
mas médias podem ser vistos na Tabela 4.1.

Pode-se observar que as formas médias obtidas pelos estimadores GPA e GPA-M
sao similares (Figura 4.3(a)), sendo que erro absoluto e = 0,00000391 indica uma
sobreposicao quase perfeita. Entretanto, os resultados obtidos a partir dos estima-
dores robustos MM (Figura 4.3(b)) e do GPA-Kernel(Figura 4.3(c)) indicam que
a variabilidade influencia negativamente na distribui¢ao dos marcos anatéomicos no
processo de sobreposi¢ao para esses estimadores. A figura 4.4 mostra a distribuigao
dos marcos apés a aplicagao dos estimadores.

Por fim, mesmo tendo os efeitos relacionados a dispersao mitigados pela reti-
rada dos efeitos de rotagao, translacao e escala, os estimadores GPA-MM (e =
0.06982869) e GPA-Kernel (e = 0.13395170) apresentaram erro absoluto alto em
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Tabela 4.1: Medida de ajuste dos modelos ao banco de dados 1.

Modelo ¢
GPA - M 0,00000391
GPA - MM 0.06982869
GPA - Kernel 0.13395170
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Figura 4.4: Marcos anatomicos do banco de dados 1 apés aplicagao dos estimadores
GPA (a), GPA-MM (b), GPA-MM (c) e GPA-Kernel (d).

comparacao ao estimador GPA-M além de apresentarem uma distor¢ao nas formas

apo6s o processo de sobreposicao que pode estar associada a alguma caracteristica
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intrinseca destes estimadores. O bom desempenho do estimador GPA-M para este
banco de dados sinaliza um bom desempenho nos cenérios avaliados na Secao a

Seguir.

4.3 Aplicacao 2: dados da vértebra T2 de ratos

O conjunto de dados do banco 2 corresponde a uma amostra de 23 configura-
¢oes contendo 6 marcos anatomicos em 2 dimensoes obtidos a partir da analise da
vértebra T2 de ratos. Em virtude da equivaléncia morfolégica entre as vértebras,
a distribuicao dos marcos anatémicos apresentou-um grau de homogeneidade maior

em relacao ao banco de dados anterior, o que pode ser visualizado na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Marcos anatdmicos do banco 2 apos aplicagao dos estimadores GPA (a),
GPA-M (b), GPA-MM (c) e GPA-Kernel (d).

Para avaliacao do desempenho dos estrimadores na presenca de outliers, foram
construidos 24 cenérios distintos. A insercao dos outliers se deu de maneira progres-
siva em cada um dos marcos anatomicos, a Figura 4.6 ilustra 6 destes cenarios.

Note que o cenario 1 exposto em 4.6(a) apresenta a inser¢ao de 4 outliers no marco

anatomico 1, o que foi repetido para cada um dos marcos restantes, culminando no
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Figura 4.6: Inser¢ao de outliers, configura¢oées com quatro (a) oito (b) doze (c),
dezesseis (d), vinte (e) e vinte e quatro (f) outliers.

cendrio 6 apresentado em 4.6(f) onde é possivel verificar 24 outliers. O desempenho
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dos modelos para cada um destes cenarios pode ser visualizado na Tabela 4.2,

Tabela 4.2: Evolucao das medidas de ajuste ao banco de dados 2 em cenarios com
outliers.

Modelo Cenério Cenéario Cenario Cenario Cenéario Cenario
1 2 3 4 5 6
GPA 0.00145 0.00211 0.00245 0.00338 0.00333 0.00328

GPA - M 0.00145 0.00206 0.00238  0.00119 0.00105 0.00095
GPA - MM 0.00385  0.00515 0.00549  0.00697  0.00699  0.00696
GPA - Kernel 0.52348  0.52162 0.41943 0.47116 0.50243 0.51825

Ao que parece, a robustez transposta pelas SVD garante a resisténcia dos modelos
testados, restando ainda, para conclusao da avaliagao, a verificagao dos parametros
de tolerancia que propiciem o melhor ajuste. Na subsecao a seguir é apresentada
uma breve avaliagao da influéncia do parametro de tolerancia no ajuste do estimador

GPA-M.

4.3.1 Avaliacao da influéncia do parametro de tolerancia -
GPA-M

De modo geral, o niimero de iteragoes nao afeta significativamente o ajuste de
nenhum dos modelos. Por outro lado, a medida que aumenta o nimero de formas, a
possibilidade de variacao na forma média para um do estimador que apresente um
bom ajuste diminui, restando assim observar o comportamento do estimador quanto
a variacao do parametro de tolerancia. Na Tabela 4.3 podemos verificar a evolugao

do ajuste do modelo GPA-M quando aumentado o parametro de tolerancia.

Tabela 4.3: Medidas de ajuste com aumento do parametro de tolerancia.

Tolerancia Cenario 1 Cenario Cenario Cenario Cenario Cenario
2 3 4 5% 6
oc=0,01 0.00145 0.00206  0.00238 0.00119 0.00105 0.00095

o =0,0001 0.00105 0.00114  0.00106  0.00122  0.00106 0.00101

Observando a Tabela 4.3 é possivel verificar que alteracoes feitas no parametro
de tolerancia nao apresentam ganho expressivo. Além disso, o aumento da precisao
implica necessariamente em um custo computacional elevado, o que nao se justifica
tendo em vista que oscilagao dos resultados sugere que o melhor ajuste nao depende
significativamente dos critérios de precisao adotados.

A aplicagao dos estimadores propostos neste trabalho visa obter modelos robus-
tos para a analise de procustes, incorporando algumas das técnicas de regressao exis-

tentes na literatura. A aplicacao destes estimadores a bancos de dados com padroes
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estatisticamente distintos se mostrou eficiente, sendo que estes grupos apresentaram
uma diferenca marcante no que diz respeito a disposicao e variabilidade dos marcos
anatoémicos, onde o primeiro apresenta uma variabilidade maior de forma e compa-
ragao ao segundo que, por nao apresentar esta caracteristica, se mostrou propicio a
simulagoes com insercao de outliers. Nesse contexto, o estimador GPA-M apresen-
tou um desempenho superior aos demais estimadores, figurando assim como op¢ao

interessante para aplicagoes a dados de analise de forma que apresentem outliers.
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Capitulo 5
Consideracoes finais

Os estimadores robustos propostos neste trabalho visam obter formas médias
resistentes na analise de procustes, integrando algumas das técnicas de regressao
robustas existentes na literatura e a decomposicao em valores singulares.

A avaliacao dos métodos consistiu em utilizar os estimadores propostos em dois
grupos com padroes de forma estatisticamente distintos. Estes grupos apresentaram
uma diferenca marcante no que diz respeito a disposicao e variabilidade dos mar-
cos anatomicos, sendo que o primeiro apresenta uma variabilidade maior de forma
e comparac¢ao ao segundo que, por nao apresentar esta caracteristica, se mostrou
propicio a simulac¢oes com insercao de outliers.

Os resultados das aplicagoes indicam que estimador GPA-M se mostrou consis-
tente, apresentando um bom desempenho tanto na aplicagao 1 quanto na aplicagao
2, figurando assim como uma boa opgao de escolha no tratamento de formas. ja os
estimadores GPA-MM e GPA-kernel apesar de se ajustarem aos dados, apresentaram
um grau de distor¢ao das formas no processo de sobreposi¢ao, o que comprometeu
a estimativa da forma média procustes.

Por fim, cabe notar que o comportamento computacional dos estimadores GPA-
MM, GPA-LMS e GPA-Kernel devem ser investigados tendo em vista que os mes-
mos, apresentaram um custo computacional elevado, o que pode estar relacionado a
propagacao de erros, a assimetria da matriz de rotacao estimada na decomposigao
em valores ou a qualquer outro fator que possa ter causado as distor¢oes das formas

verificadas na full GPA quando do uso destes estimadores.
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Apéndice A

Funcoes auxiliares e estimadores

robustos

A.1 Funcoes Auxiliares

Hiperparametros para as fungoes Kernel

gauss.kern = function(a, b, s){as.vector(exp(-(1l/s)x*(a-b)"2))}

sigma2est = function(yl, y2, frac = .5){
n = length(yl)

m = floor (n*frac)

T)
T)

idxl = sample(l:n, m, replace

idx2 = sample(l:n, m, replace
tmp = (yl[idx1l] - y2[idx2])"2
mean (quantile (tmp[tmp != 0], probs = c(.9, .5, .1)))}

sigma2est2.new = function(yl, v2){

D = outer(yl,y2,-")
D = D"2
D.no.zero = D[which(!D == 0)]

median (D.no.zero) }
Fungoes auxiliares para analise de formas (Claude, 2008)

centsiz = function (M) {
p = dim(M) [1]
size = sqgrt (sum(apply (M, 2,var))x*(p-1))
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list ("centroid size"= size,"scaled"= M/size) }

transl = function (M) {scale (M, scale=F) }

fPsup = function (M1, M2) {
k = ncol (M1)

Z1 = transl (centsiz(M1)[[2]11)
722 = transl (centsiz (M2)[[2]1)
sv = svd(t (Z22)%+%21)

U = sv$v; V = sv$u; Delt = sv$d

sig = sign(det (t (Z2)%$x%Z1))

Delt [k]= sigwxabs (Delt[k]) ; VI[,k]= sig « V[, k]
Gam = U$*%t (V)

beta= sum(Delt)

list (Mpl=beta*Z1%x%Gam, Mp2=22, rotation=Gam,
scale=beta,DF=sqrt (1-beta”2))}

mshape = function(A) {apply (A, c(1,2), mean)}
Funcoes coef

coef.M = function(y, x) { d = data.frame(y, x)

f = as.formula("y ~ 0+x")
modelo = rlm(f, data = d, method = "M")
betahat = as.numeric (modeloScoefficients)

return (betahat)

coef .IMS = function(y, x) {
d = data.frame(y, Xx)

f = as.formula("y ~ 0+x")
modelo = lgs(f, data= d, method = "lms",
subset, na.action, model = TRUE,

x.ret = FALSE, y.ret = FALSE, contrasts = NULL)
betahat = as.numeric (modeloScoefficients)
return (betahat) }

coef .MM = function(y, x) { d = data.frame(y, x)

f = as.formula("y ~ 0+x")
modelo = r1lm(f, data = d, method = "MM")
betahat = as.numeric (modeloS$coefficients)
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return (betahat)

coef.kl = function(y, x, tol = le-6, maxit = 100) {

X = as.matrix (x)
n = nrow(x)
betahat = solve (t (x)%*%$x)%$*%L (X) 3*%y

yvhat = x%$*x%betahat
s2 = sigmaZzest (y, vyhat, frac = 1)

gauss.kern(y, yhat, s2)

S = sum(2-2+*K)
it =1
repeat {
it = it+1
betahat = solve (t (x)%$*x%diag(K) $*%x) $+%t (x) $*x$diag (K) 33y

vhat = x%x%betahat
K = gauss.kern(y, vhat, s2)
S = c(S, sum(2-2%K))

print (S[it])
if (is.nan(S[it]) |lis.na(S[it]) ||
abs (S[it]1-S[(it-1)]) <= tol ||

it >= maxit) break }
return (betahat) ) }

coef.k2 = function(y, x, tol = le-6, maxit = 100) {

X = as.matrix (x)
n = nrow(x)
betahat = solve (t (x)%*%$x)%$*%L (X) 3*%y

vhat = x%x%betahat
s2 = sigmaZzest2.new(y, vyhat)

K = gauss.kern(y, vhat, s2)
S = sum(2-2+*K)
it =1
repeat {
it = it+1
betahat = solve (t (x)%$*%diag (K) $*%x)$+x%t (x) $+x%diag (K) $*%y

vhat = x%+x%betahat

K = gauss.kern(y, vhat, s2)

S = c(S, sum(2-2%K))

if (abs(S[it]-S[(it-1)]1) <= tol ||
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it >= maxit) break}
(return (betahat)) }

coef.k3 = function(y, x, tol = le-6, maxit = 100) {

X = as.matrix (x)
n = nrow(x)
betahat = solve (L (x)%$*%x)%*3L (X) $*x%y

yvhat = x%$*%betahat
s2 = sum((y-yhat)"2)/(n-ncol (x))

gauss.kern(y, yhat, s2)
S = sum(2-2*K)

it =1
repeat {
it = it+1
betahat = solve (t (x)%$*x%diag (K) $*%x)$+x%t (x) $*x%diag (K) $*%y

yhat = x%x%betahat
K = gauss.kern(y, vhat, s2)
S = c(S, sum(2-2%K))
print (S[it])
if (is.nan(S[it]) || abs(S[it]-S[(it-1)]) <= tol ||
it >= maxit) break}
(return (betahat)) }

coef.k4 = function(y, x, tol = le-6, maxit = 100) {

X = as.matrix (x)

n = nrow(x)

betahat = solve (t (x)%*%$x)%$*%L (X) 3*%y
yhat = as.numeric (x%$*%betahat)

s2 = h.select (y, yhat, method="aicc")

K = gauss.kern(y, vhat, s2)
S = sum(2-2+*K)
it =1
repeat {
it = it+1
betahat = solve (t (x)%$*%diag (K) $*%x)$+x%t (x) $+x%diag (K) $*%y

vhat = x%+x%betahat
K = gauss.kern(y, vhat, s2)
S = c(S, sum(2-2%K))
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if (abs (S[it]-S[(it-1)]) <= tol || 1t >= maxit)
break}
(return (betahat)) }

A.2 SVD robustas

svd.M <- function(x, maxit = 300) {

if (!requireNamespace ("matrixStats", quietly = TRUE))
stop ("package matrixStats required but not available")
print ("SVD.K3")

svdu <— matrix(NA, nrow nrow(x), ncol ncol (x))

svdv <— matrix (NA, nrow ncol (x), ncol ncol (X))
svdd <- rep(NA, ncol(x))
for (k in l:ncol(x)) {
ak <- apply(abs(x), 1, median, na.rm = TRUE)
ak <- ak/sqgrt (sum(ak”"2))
converged <- FALSE
it <= 0
while (!converged) {
akprev <- ak
c <- apply(x, 2, coef.M, ak)
bk <- c¢/sqgrt (sum(c”2))
d <- apply(x, 1, coef.M, bk)
ak <- d/sqgrt (sum(d”"2))
it <- it + 1
print (it)
if (sum((ak - akprev)”*2) < le-6]]|
it >= maxit)
converged <- TRUE}
eigenk.m <- function(x, a, b){
new.x <-as.vector (x)
new.ab <- as.vector (outer(a,b))
eigenk <- coef.M(new.x, new.ab)
(return(eigenk)) }
eigenk <- as.numeric(eigenk.m(x, ak, bk))
x <— x - eigenk * ak %*% t (bk)
rank.svd = rankMatrix(x) [1]
svdul[, k] <- ak
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svdv [, k] <- bk
svdd[k] <- eigenk
ret <- list ()
retsd <- svdd
retSu <- svdu
ret$v <- svdv

return(ret) }

svd.MM <- function(x, maxit = 300) {

if (!requireNamespace ("matrixStats", quietly = TRUE))
stop ("package matrixStats required but not available")
print ("SVD.K3")

svdu <— matrix (NA, nrow nrow(x), ncol ncol (x))

svdv <— matrix (NA, nrow ncol (x), ncol ncol (x))
svdd <— rep(NA, ncol(x))
for (k in l:ncol(x)) {
ak <- apply(abs(x), 1, median, na.rm = TRUE)
ak <- ak/sqgrt (sum(ak”"2))
converged <- FALSE
it <= 0
while (!converged) {
akprev <- ak
c <— apply(x, 2, coef.MM, ak)
bk <- c¢/sqgrt (sum(c”2))
d <- apply(x, 1, coef.MM, Dbk)
ak <- d/sqgrt (sum(d”2))
it <= it + 1
print (it)
if (sum((ak - akprev)”*2) < le-6]]|
it >= maxit)
converged <- TRUE}
eigenk.m <- function(x, a, b){
new.x <—-as.vector (x)
new.ab <- as.vector (outer(a,b))
eigenk <- coef.MM(new.x, new.ab)
(return(eigenk)) }
eigenk <- as.numeric(eigenk.m(x, ak, Dbk))
X <- x — eigenk * ak %x% t (bk)

rank.svd = rankMatrix(x) [1]
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svdul[, k] <- ak
svdv [, k] <- bk
svdd[k] <- eigenk

ret <— list ()

retsd <- svdd

ret$u <- svdu

ret$v <- svdv

return(ret) }

svd.LMS <- function(x, maxit = 300) {
if (!requireNamespace ("matrixStats", quietly = TRUE))
stop ("package matrixStats required but not available")
print ("SVD.K3")

svdu <- matrix (NA, nrow nrow (x), ncol ncol (x))

svdv <— matrix (NA, nrow ncol (x), ncol ncol (x))
svdd <- rep(NA, ncol(x))
for (k in l:ncol(x)) {
ak <- apply(abs(x), 1, median, na.rm = TRUE)
ak <—- ak/sqgrt (sum(ak”"2))
converged <- FALSE
it <= 0
while (!converged) ({
akprev <- ak
c <- apply(x, 2, coef.LMS, ak)
bk <- c¢/sqgrt (sum(c”2))
d <- apply(x, 1, coef.LMS, bk)
ak <- d/sqgrt (sum(d”2))
it <= it + 1
print (it)
if (sum((ak - akprev)”"2) < le-6]||
it >= maxit)
converged <- TRUE}
eigenk.m <- function(x, a, b){
new.x <—-as.vector (x)
new.ab <- as.vector (outer(a,b))
eigenk <- coef.LMS (new.x, new.ab)
(return (eigenk)) }
eigenk <- as.numeric(eigenk.m(x, ak, Dbk))

X <—- x — eigenk x ak %*% t (bk)
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rank.svd = rankMatrix(x) [1]
svdul[, k] <- ak
svdv [, k] <= bk
svdd[k] <- eigenk
ret <— list ()
ret$d <- svdd
ret$u <- svdu
rets$v <- svdv

return(ret) }

svd.Kl <- function(x, maxit = 300) {
if (!requireNamespace ("matrixStats", quietly = TRUE))
stop ("package matrixStats required but not available")
print ("SVD.K3")

svdu <-— matrix (NA, nrow nrow (x), ncol ncol (x))

ncol (x))

svdv <— matrix (NA, nrow ncol (x), ncol
svdd <— rep(NA, ncol(x))
for (k in l:ncol(x)) {
ak <- apply(abs(x), 1, median, na.rm = TRUE)
ak <—- ak/sqgrt (sum(ak”"2))
converged <- FALSE
it <= 0
while (!converged) ({
akprev <- ak
c <— apply(x, 2, coef.Kl, ak)
bk <- c¢/sqgrt (sum(c”2))
d <- apply(x, 1, coef.Kl, bk)
ak <- d/sqgrt (sum(d”2))
it <- it + 1
print (it)
if (sum((ak - akprev)”"2) < le-6]||
it >= maxit)
converged <- TRUE}
eigenk.m <- function(x, a, b){
new.x <—-as.vector (x)
new.ab <- as.vector (outer(a,b))
eigenk <- coef.Kl (new.x, new.ab)
(return (eigenk)) }

eigenk <- as.numeric(eigenk.m(x, ak, Dbk))

45



o)

X <— x — eigenk x ak %x% t (bk)
rank.svd = rankMatrix(x) [1]
svdu[, k] <- ak
svdv [, k] <- bk
svdd[k] <- eigenk

ret <- list ()
ret$d <- svdd
retSu <- svdu
ret$v <- svdv

return(ret) }

svd.K2 <- function(x, maxit = 300) {

if (!requireNamespace ("matrixStats", quietly = TRUE))
stop ("package matrixStats required but not available")
print ("SVD.K3")

svdu <— matrix (NA, nrow nrow(x), ncol ncol (x))

svdv <— matrix (NA, nrow ncol (x), ncol ncol (x))
svdd <— rep(NA, ncol(x))
for (k in l:ncol(x)) {
ak <- apply(abs(x), 1, median, na.rm = TRUE)
ak <- ak/sqgrt (sum(ak”"2))
converged <- FALSE
it <= 0
while (!converged) {
akprev <- ak
c <— apply(x, 2, coef.K2, ak)
bk <- c¢/sqgrt (sum(c”2))
d <- apply(x, 1, coef.K2, bk)
ak <- d/sqgrt (sum(d”2))
it <= it + 1
print (it)
if (sum((ak - akprev)”*2) < le-6]]|
it >= maxit)
converged <- TRUE}
eigenk.m <- function(x, a, b){
new.x <—-as.vector (x)
new.ab <- as.vector (outer(a,b))
eigenk <- coef.K2 (new.x, new.ab)

(return(eigenk)) }
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eigenk <- as.numeric(eigenk.m(x, ak, Dbk))
X <— x — eigenk x ak %*% t (bk)
rank.svd = rankMatrix(x) [1]
svdul[, k] <- ak
svdv [, k] <- Dbk
svdd[k] <- eigenk
ret <- list ()
retsd <- svdd
ret$u <- svdu
ret$v <- svdv

return(ret) }

svd.K3 <- function(x, maxit = 300) {

if (!requireNamespace ("matrixStats", quietly = TRUE))
stop ("package matrixStats required but not available")
print ("SVD.K3")

svdu <- matrix (NA, nrow = nrow(x), ncol ncol (x))

svdv <— matrix (NA, nrow = ncol (x), ncol ncol (x))
svdd <- rep(NA, ncol(x))
for (k in l:ncol(x)) {
ak <- apply(abs(x), 1, median, na.rm = TRUE)
ak <—- ak/sqgrt (sum(ak”"2))
converged <- FALSE
it <= 0
while (!converged) ({
akprev <- ak
c <- apply(x, 2, coef.K3, ak)
bk <- c¢/sqgrt (sum(c”2))
d <- apply(x, 1, coef.K3, bk)
ak <- d/sqgrt (sum(d”2))
it <= it + 1
print (it)
if (sum((ak - akprev)”*2) < le-6]]|
it >= maxit)
converged <- TRUE}
eigenk.m <- function(x, a, b){
new.x <—-as.vector (x)
new.ab <- as.vector (outer(a,b))

eigenk <- coef.K3(new.x, new.ab)
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(return(eigenk)) }

eigenk <- as.numeric(eigenk.m(x, ak, Dbk))
X <- x — eigenk % ak %x% t (bk)
rank.svd = rankMatrix(x) [1]
svdul[, k] <- ak
svdv [, k] <- bk
svdd[k] <- eigenk

ret <— list ()

ret$d <- svdd

ret$u <- svdu

retsSv <- svdv

return(ret) }

svd.K4 <- function(x, maxit = 300) {
if (!requireNamespace ("matrixStats", quietly = TRUE))
stop ("package matrixStats required but not available")
print ("SVD.K3")

svdu <- matrix (NA, nrow = nrow(x), ncol ncol (x))

svdv <— matrix(NA, nrow ncol (x), ncol ncol (x))
svdd <- rep(NA, ncol(x))
for (k in l:ncol(x)) {
ak <- apply(abs(x), 1, median, na.rm = TRUE)
ak <—- ak/sqgrt (sum(ak”"2))
converged <- FALSE
it <= 0
while (!converged) ({
akprev <- ak
c <- apply(x, 2, coef.K4, ak)
bk <- c¢/sqgrt (sum(c”2))
d <- apply(x, 1, coef.K4, bk)
ak <- d/sqgrt (sum(d”2))
it <- it + 1
print (it)
if (sum((ak - akprev)”"2) < le-6]||
it >= maxit)
converged <- TRUE}
eigenk.m <- function(x, a, b){
new.x <—-as.vector (x)

new.ab <- as.vector (outer(a,b))
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eigenk <- coef.K4 (new.x, new.ab)

(return(eigenk)) }

eigenk <- as.numeric (eigenk.m(x,

x <— x - eigenk * ak %*% t (bk)
rank.svd = rankMatrix(x) [1]
svdul[, k] <= ak
svdv [, k] <= bk
svdd|[k] <- eigenk

ret <- list ()
ret$d <- svdd
retSu <- svdu
retsSv <- svdv

return (ret) }

A.3 Estimadores robustos para full OPA

fPsup.M = function(M1l, M2) {
k = ncol (M1)

721 = transl (centsiz (M1)[[2]1)
722 = transl (centsiz (M2)[[211)
sv = svd.M(t (Z2)%+*%%21)

U = svS$v; V = sv$u; Delt = svsSd
sig = sign(det (t (Z2)%$x%Z1))

Delt [k]= sigxabs(Delt[k]) ; VI[,k]= sig « V[, k]

Gam = U$%*%t (V)

Gam[2,2] <-Gam[1l,1]

Gam[1l,2] <— —-Gam[2,1]

beta= sum(Delt)

list (Mpl=beta*Z1l%x%Gam, Mp2=22,
rotation=Gam, scale=beta,
DF=sqgrt (1-beta”2))}

fPsup.MM = function(M1l, M2) { k =
Z1 = transl (centsiz(M1)[[2]11)

722 = transl (centsiz (M2)[[211)
sv = svd.MM(t (Z2) %$*x%Z1)

U = svS$v; V = sv$u; Delt = svsSd
sig = sign(det (t (Z2)%$%x%Z1))
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Delt [k]= sigxabs(Delt[k]) ; VI[,k]= sig * V[, k]
Gam = U%*3t (V)

Gam[2,2] <-Gam[1l,1]

Gam[1l,2] <— —-Gam[2,1]

beta= sum(Delt)

list (Mpl=beta*Zl%+x%Gam, Mp2=22,

rotation=Gam, scale=beta,

DF=sqgrt (1-beta”™2))}

fPsup.ILMS = function (M1, M2) { k = ncol (M1)
Z1 = transl (centsiz (M1l) [[2]])
Z2 = transl (centsiz (M2)[[2]1])
sv = svd.LMS (t (Z22)%*%Z1)

U = svSv; V = svSu; Delt = svsd

sig = sign(det (t (Z22)%$x%21))

Delt [k]= sigxabs(Delt[k]) ; VI[,k]= sig *~ V[, k]
Gam = U$%$*%t (V)

Gam[2,2] <-Gam[1l,1]

Gam[1l,2] <— —-Gam[2,1]

beta= sum(Delt)

list (Mpl=beta*Zl%x%Gam, Mp2=22,

rotation=Gam, scale=beta,

DF=sqgrt (1-beta”™2))}

fPsup.K1l = function(M1l, M2) { k = ncol(M1l)

721 = transl (centsiz (M1)[[2]1)
722 = transl (centsiz (M2)[[211)
sv = svd.K1(t (Z2)%+x%71)

U = svS$v; V = svSu; Delt = svsd

sig = sign(det (t (Z2)%$%x%Z1))

Delt [k]= sigxabs(Delt[k]) ; VI[,k]= sig *« V[, k]
Gam = U$%*%t (V)

Gam[2,2] <-Gam[1l,1]

Gam[1l,2] <— —-Gam[2,1]

beta= sum(Delt)

list (Mpl=beta*Zl%$x%Gam, Mp2=22,

rotation=Gam, scale=beta,

DF=sqgrt (1-beta”2))}

fPsup.K2 = function (M1, M2) { k = ncol(M1l)
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Z1 = transl (centsiz(M1)[[2]11)
722 = transl (centsiz (M2)[[211)
sv = svd.K2(t (Z22)%+%21)

U = sv$v; V = sv$u; Delt = sv$d

sig = sign(det (t (Z2)%$%x%Z1))

Delt [k]= sigwxabs (Delt[k]) ; VI[,k]= sig = V[, k]
Gam = U%*3t (V)

Gam[2,2] <-Gam[1l,1]

Gam[l,2] <- —-Gam[2,1]

beta= sum(Delt)

list (Mpl=beta*Z1%*%Gam, Mp2=22,

rotation=Gam, scale=beta,

DF=sqgrt (1-beta”2))}

fPsup.K3 = function (M1, M2) { %k = ncol(M1l)

71 = transl (centsiz(M1)[[2]11)
722 = transl (centsiz (M2)[[2]1)
sv = svd.K3(t (Z2)%*x%71)

U = svSv; V = svSu; Delt = svs$d

sig = sign(det (t (Z2)%$%x%Z1))

Delt [k]= sigwxabs (Delt[k]) ; VI[,k]= sig « V[, k]
Gam = US$*%t (V)

Gam[2,2] <-Gam[1l,1]

Gam[1l,2] <- —-Gam[2,1]

beta= sum(Delt)

list (Mpl=beta*Z1%*%Gam, Mp2=22,

rotation=Gam, scale=beta,

DF=sqgrt (1-beta”2))}

fPsup.K4 = function(M1l, M2) { k = ncol (M1)

71 = transl (centsiz (M1)[[2]11)
722 = transl (centsiz (M2)[[2]1)
sv = svd.K4 (t (Z2) %*x%721)

U = sv$v; V = sv$u; Delt = sv$d

sig = sign(det (t (Z2)%%x%Z1))

Delt [k]= sigwxabs(Delt[k]) ; VI[,k]= sig « V[, k]
Gam = U%*3t (V)

Gam[2,2] <-Gam[1l,1]

Gam[l,2] <- —-Gam[2,1]
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beta= sum(Delt)

list (Mpl=betaxZ1%*%Gam, Mp2=22,
rotation=Gam, scale=beta,
DF=sqgrt (1-beta”™2))}

A.4 Estimadores robustos para full GPA

GPA.M <- function (A, tol=le-2) {
p<-dim(A) [1]; k<-dim(A) [2]; n<-dim(A) [3]
temp2<-templ<-array (NA, dim=c(p,k,n))
Siz<-numeric (n)
for (i in 1:n)

{Acs<-centsiz (A[,1i])
Siz[i]<-Acs[[1]]
templ[,i]<-transl (Acs[[2]1)}
iter<-0; sf<-NA
M<-templ[,1]
for (i in 1:n)
{templ[,i]<-fPsup.m(templ[,1i]1,M) [[1]1]}
M<-mshape (templ)
Qml<-dist (t (matrix (templ,k+*p,n)))
QO<—=sum(Qml); iter<-0
sc<-rep(l,n)
while (abs(Q)>tol) {
for (i in 1:n){
Zl<-templ[,i]
sv<-svd.M(t (M) $x%21)
U<-svS$v; V<-svS$Su; Delt<-svsd
sig<-sign (det (t (Z21) %$*3M))
Delt [k]<-sigxabs (Delt[k])
VI, kl<-sig=*V[, k]
phi<-U%*%t (V)
beta<-sum (Delt)
templ[,1]<-X<-sc[i]*Z1%*%phi}
M<-mshape (templ)
for (i in 1:n)
{sf[i]<-sgrt(sum(diag(templ[,i]%$*x%t (M)))
/ (sum (diag (M%+%t (M) ) ) *sum(diag (templ [, 1]
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xSt (templ([,,i1)))))
temp2[,i]<-sfl[i]xtempl[,1i]}
M<-mshape (temp2)
sc<-sfx*sc
Qm2<—dist (t (matrix (temp2, k*p,n)))
Q<-sum (Qml) —sum (Qm2)
Oml<—-Qm2
iter=iter+l
templ<-temp2}
list (rotated=temp2, iterationnumber=iter,
0=Q, intereuclidean.dist=Qm2,

mshape=centsiz (mshape (temp2)) [[2]], cent.size=Siz)}

GPA.MM <- function (A, tol=le-2) { p<-dim(A) [1];
k<-dim(A) [2]; n<-dim(A) [3]
temp2<-templ<-array (NA, dim=c(p,k,n))
Siz<-numeric (n)
for (i in 1:n)
{Acs<-centsiz (A[,1i])
Siz[i]<-Acs[[1]]
templ[,i]<-transl (Acs[[2]1)}
iter<-0; sf<-NA
M<-templ[,1]
for (i in 1:n)
{templ[,1i]<-fPsup.MM(templ[,i],M) [[1]]}
M<-mshape (templ)
Qml<-dist (t (matrix (templ,k+*p,n)))
QO<—=sum(Qml); iter<-0
sc<-rep(l,n)
while (abs(Q)>tol) {
for (i in 1:n){
Zl<-templ[,i]
sv<-svd.MM(t (M) $*%Z1)
U<-svS$v; V<-svS$Su; Delt<-svsd
sig<-sign (det (t (Z1) %$x3M))
Delt [k]<-sigxabs (Delt[k])
VI, kl<-sig=*V[, k]
phi<-U%*%t (V)
beta<-sum (Delt)
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templ[,1]<-X<-sc[i]*Z1%*%phi}
M<-mshape (templ)
for (i in 1:n)
{sfl[i]<-sgrt(sum(diag(templ[,i]%$*x%t (M)))
/ (sum (diag (M%*%t (M) ) ) »sum(diag (templ [, 1]
$+St (templ([,,i1)))))
temp2[,i]<-sfli]l*templ[,i]}
M<-mshape (temp2)
sc<-sfx*sc
Qm2<-dist (t (matrix (temp2,k=*p,n)))
Q<—sum(Qml) —sum (Qm2)
QOml<-Qm2
iter=iter+l
templ<-temp?2}
list (rotated=temp2, iterationnumber=iter,
0=0Q, intereuclidean.dist=0m2,

mshape=centsiz (mshape (temp2)) [[2]], cent.size=Siz)}

GPA.LMS <- function (A, tol=le-2) {
p<-dim(A) [1]; k<-dim(A) [2]; n<-dim(A) [3]
temp2<-templ<-array (NA, dim=c(p,k,n))
Siz<-numeric (n)
for (i in 1:n)

{Acs<-centsiz (A[,1])
Siz[i]<-Acs[[1]]
templ[,i]<-transl (Acs[[2]])}
iter<-0; sf<-NA

M<-templ[,1]
for (i in 1:n)
{templ[,i]<-fPsup.LMS(templ[,1i],M)[[1]]}
M<-mshape (templ)
Oml<-dist (t (matrix(templ,k+*p,n)))
QO<—-sum(Qml); iter<-0
sc<-rep(l,n)
while (abs(Q)>tol) {

for (i in 1:n){
Z1l<-templ[,i]
sv<-svd.LMS (t (M) $*%721)

U<-sv$v; V<-sv$u; Delt<-svs$d
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sig<-sign (det (t (Z1) %+3M))
Delt [k]<-sigxabs (Delt[k])
VI, kl<-sig=*V[, k]
phi<-U%*%t (V)
beta<-sum (Delt)
templ[,1]<-X<-sc[i]+*Z1%+%phi}
M<-mshape (templ)
for (i in 1:n)

{sfl[i]<-sgrt(sum(diag(templ[,i]%$*%t (M)))

/ (sum(diag (M$*%t (M) ) ) »sum(diag (templ [, 1]
Sx5t (templ([,11)))))

temp2[,i]<-sfl[i]xtempl[,1i]}
M<-mshape (temp2)
sc<-sfx*sc
Qm2<—dist (t (matrix (temp2, k*p,n)))
Q<—sum (Qml) —sum (Qm2)
Oml<—-Qm2
iter=iter+l
templ<-temp2}
list (rotated=temp2, iterationnumber=iter,
0=Q, intereuclidean.dist=Qm2,

mshape=centsiz (mshape (temp2)) [[2]], cent.size=Siz)}

GPA.K1l <- function (A, tol=le-2) {
p<-dim(A) [1]; k<-dim(A) [2]; n<-dim(A) [3]
temp2<-templ<-array (NA, dim=c(p,k,n))
Siz<-numeric (n)
for (i in 1:n)

{Acs<-centsiz (A[,1i])

Siz[i]<-Acs[[1l]]

templ[,i]<-transl (Acs[[2]1)}

iter<-0; sf<-NA

M<-templ[,1]

for (i in 1:n)

{templ[,i]<-fPsup.K1l (templ[,i],M) [[1]1]}
M<-mshape (templ)
Oml<-dist (t (matrix (templ, k+*p,n)))
QO<—=sum(Qml); iter<-0

sc<-rep(l,n)
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while (abs(Q)>tol) {
for (i in 1:n){
Z1l<-templ[,i]
sv<—-svd.K1 (t (M) %*%21)
U<-sv$v; V<-svS$u; Delt<-svs$d
sig<-sign (det (t (Z21) %$+3%M))
Delt [k]<-sigxabs (Delt[k])
VI[,kl<-sig*V[, k]
Phi<-U%*%t (V)
beta<-sum(Delt)
templ[,1]<-X<-sc[i]*Z1%*%phi}
M<-mshape (templ)
for (i in 1:n)
{sfl[i]<-sgrt(sum(diag(templ[,i]%$*x%t (M)))
/ (sum (diag (M%*%t (M) ) ) »sum(diag (templ [, 1]
xSt (templ[,1]1)))))
temp2[,i]<-sfli]l*templ[,i]}
M<-mshape (temp2)
sc<-sf=*sc
Qm2<-dist (t (matrix (temp2, k*p,n)))
Q<—sum(Qml) —sum (Qm2)
Oml<-Qm2
iter=iter+l
templ<-temp?2}
list (rotated=temp2, iterationnumber=iter,
0=Q, intereuclidean.dist=0m2,

mshape=centsiz (mshape (temp2)) [[2]], cent.size=Siz)}

GPA.K2 <- function (A, tol=le-2) {
p<-dim(A) [1]; k<-dim(A) [2]; n<-dim(A) [3]
temp2<-templ<-array (NA, dim=c(p,k,n))
Siz<-numeric (n)
for (i in 1:n)

{Acs<-centsiz (A[,1])
Siz[i]<-Acs[[1]]
templ[,i]<-transl (Acs[[2]])}
iter<-0; sf<-NA

M<-templ[,1]

for (i in 1:n)
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{templ[,i]<-fPsup.K2 (templ[,i],M) [[1]1]}
M<-mshape (templ)
Oml<-dist (t (matrix (templ, k+*p,n)))
Q<—-sum(Qml); iter<-0
sc<-rep(l,n)
while (abs(Q)>tol) {
for (i in 1:n){
Zl<-templ[,i]
sv<-svd.K2 (t (M) $*%Z1)
U<-sv$v; V<-svS$Su; Delt<-svs$d
sig<—-sign (det (t (Z1) %$+3M))
Delt [k]<-sigxabs (Delt[k])
VI[,kl<-sigxV[, k]
phi<-U%*%t (V)
beta<-sum (Delt)
templ[,1]<-X<-sc[1i]*Z21%*%phi}
M<-mshape (templ)
for (i in 1:n)
{sfl[i]<-sgrt(sum(diag(templ[,i]%$*%t (M)))
/ (sum (diag (M%*%t (M) ) ) »sum(diag (templ [, 1]
xSt (templ(,1i1)))))
temp2[,i]<-sfl[i]xtempl[,1i]}
M<-mshape (temp2)
sc<-sfx*sc
Qm2<—dist (t (matrix (temp2, k*p,n)))
Q<—sum (Qml) —sum (Qm2)
Qml<-Qm2
iter=iter+l
templ<-temp2}
list (rotated=temp2, iterationnumber=iter,
0=Q, intereuclidean.dist=Qm2,

mshape=centsiz (mshape (temp2)) [[2]], cent.size=Siz)}

GPA.K3 <- function (A, tol=le-2){
p<-dim(A) [1]; k<-dim(A) [2]; n<-dim(A) [3]
temp2<-templ<-array (NA, dim=c(p,k,n))
Siz<-numeric (n)
for (i in 1:n)

{Acs<-centsiz (A[,1i])

o7



Siz[i]<-Acs[[1]]
templ[,i]<-transl (Acs[[2]])}
iter<-0; sf<-NA
M<-templ[,1]
for (i in 1:n)
{templ[,i]<-fPsup.K3 (templ[,i],M) [[1]]}
M<-mshape (templ)
Qml<—-dist (t (matrix (templ, k*p,n)))
QO<—=sum(Qml); iter<-0
sc<-rep(l,n)
while (abs(Q)>tol) {
for (i in 1:n){
Z1l<-templ[,i]
sv<—-svd.K3 (t (M) $x%Z1)
U<-svS$v; V<-svS$u; Delt<-svs$d
sig<-sign (det (t (Z21) $+3%M))
Delt [k]<-sigxabs (Delt[k])
VI, k]l<-sigxV[, k]
Phi<-U%*%t (V)
beta<-sum(Delt)
templ[,1]<-X<-sc[i]*Z1%*%phi}
M<-mshape (templ)
for (i in 1:n)
{sf[i]<-sgrt(sum(diag(templ[,i]%$*x%t (M)))
/ (sum (diag (M%*%t (M) ) ) »sum(diag (templ [, 1]
$+$t (templ[,1i1)))))
temp2[,i]<-sfli]l*templ[,i]}
M<-mshape (temp2)
sc<-sfx*sc
Qm2<-dist (t (matrix (temp2,k*p,n)))
Q<—sum(Qml) —sum (Qm2)
Oml<—-Qm2
iter=iter+l
templ<-temp?2}
list (rotated=temp2, iterationnumber=iter,
0=0Q, intereuclidean.dist=0m2,

mshape=centsiz (mshape (temp2)) [[2]], cent.size=Siz)}

GPA.K4 <- function (A, tol=le-2) {
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p<-dim(A) [1]; k<-dim(A) [2]; n<-dim(A) [3]
temp2<-templ<-array (NA, dim=c(p,k,n))
Siz<-numeric (n)
for (i in 1:n)
{Acs<-centsiz (A[,1i])
Siz[i]<-Acs[[1l]]
templ[,i]<-transl (Acs[[2]1)}
iter<-0; sf<-NA
M<-templ[,1]
for (i in 1:n)
{templ[,i]<-fPsup.K4 (templ[,i],M) [[1]1]}
M<-mshape (templ)
Qml<-dist (t (matrix (templ,k+*p,n)))
Q<—sum(Qml); iter<-0
sc<-rep(l,n)
while (abs(Q)>tol) {
for (i in 1:n){
Zl<-templ[,i]
sv<-svd.K4 (t (M) $*x%721)
U<-svS$v; V<-svS$Su; Delt<-svsd
sig<-sign (det (t (Z1) %$x3M))
Delt [k]<-sigxabs (Delt[k])
V[, k]l<-sigxV[, k]
phi<-U%*%t (V)
beta<-sum (Delt)
templ[,1]<-X<-sc[1i]*Z21%*%phi}
M<-mshape (templ)
for (i in 1:n)
{sfl[i]<-sgrt(sum(diag(templ[,i]%$*%t (M)))
/ (sum (diag (M%*%t (M) ) ) »sum(diag (templ [, 1]
Sxst (templ[,1])))))
temp2[,i]<-sfl[i]xtempl[,1i]}
M<-mshape (temp2)
sc<-sfx*sc
Qm2<—-dist (t (matrix (temp2,k*p,n)))
O<-sum (Qml) —sum (Qm2)
Oml<-Qm2
iter=iter+l

templ<-temp?2}
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list (rotated=temp2, iterationnumber=iter,
0=Q, intereuclidean.dist=Qm2,

mshape=centsiz (mshape (temp2)) [[2]], cent.size=Siz)}
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