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Resumo

Nessa Dissertagao, estudamos o efeito Casimir associado a um campo quantico, escalar,
real e massivo, confinado entre duas placas paralelas, em um cenério de quebra de simetria
de Lorentz. A violacdo de Lorentz adotada é uma composi¢ao de dois procedimentos
distintos de quebra de simetria. Uma, é a presencga do vetor constante no contexto da
violagao do tipo éter, e a outra tem origem no modelo de Hotava-Lifshtz, onde ha uma
anisotropia no espago-tempo, com altas derivadas no espago. Adotamos que os campos
satisfazem as condigoes de contorno de Dirichlet, Neumann e mistas, nas placas. Para
cada condicao, calculamos a energia de Casimir por unidade de area, admitindo que o
vetor constante seja tipo espacgo, sendo paralelo e perpendicular as placas. Mostramos
que a modificacdo da energia de Casimir causada pela violacao de Lorentz, depende das
condigoes de contorno adotada, da direcao do vetor constante e da ordem da derivada

espacial.

Palavras-chave: Efeito Casimir. Violagdo de Lorentz. Campo Escalar.



Abstract

In this Dissertation, we study the Casimir effect associated with a quantum, scalar, real
and massive field, confined between two parallel plates, in a Lorentz symmetry breaking
scenario. The adopted Lorentz violation is a combination of two different symmetry
breaking procedures. One is the presence of the constant vector in the context of the
aetherlike violation, and the other originates from the Horava-Lifshtz model, where there
is an anisotropy in space-time, with high derivatives in space. We assume that the fields
obey the Dirichlet, Neumann and mixed boundary conditions on the plates. For each
condition, we calculate the Casimir energy per unit area, assuming that the constant vector
is space-like, being parallel and perpendicular to the plates. We show that the modification
of the Casimir energy caused by the Lorentz violation depends on the adopted boundary

conditions, the direction of the constant vector and the order of the spatial derivative.

Keywords: Casimir Effect. Lorentz Violation. Scalar Field.
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1 Introducao

A Natureza possui quatro interacoes fundamentais: a interacao fraca, a forte, a
eletromagnética e a gravitacional. As quantizacoes das trés primeiras interacoes sdo muito
bem estabelecidas e descritas no Modelo Padrao das particulas elementares (MP) [I]. O
fundamento do MP ¢é a Teoria Quéntica de Campos (TQC) [2], que é a teoria que unifica
a mecanica quantica e a relatividade restrita, quantizando os campos, os promovendo a
operadores. Na TQC, as particulas elementares sao excitagoes do vacuo quantico (energia

do estado fundamental ou energia do ponto zero).

A teoria moderna da gravidade mais consistente com os dados experimentais é a
Relatividade Geral de Albert Einstein [3], desenvolvida entre 1907 e 1915, ao caracterizar
a intensidade da forca gravitacional como sendo devido a distor¢ao do espago-tempo por
corpos massivos ou altamente energéticos. Porém, apesar dessa teoria prever resultados
significativos, como a precessao do periélio de mercurio e as ondas gravitacionais [4],
ela tem descrito a gravitagdo somente a niveis macroscopicos. O grande problema da
tentativa de quantizar a gravidade, sdo os infinitos nao renormalizaveis que surgem. Dos
diversos modelos renormalizaveis que tentam quantizar essa interacao fundamental, temos
a teoria de cordas [5], em que surge um béson escalar mediador da interagao gravitacional,
chamado de graviton. H4 também modelos que quebram a isotropia do espago-tempo. A
isotropia pode ser violada detectando que em altas escalas de energia o universo apresenta
uma diregao preferencial [6]. Uma outra forma de quebrar a isotropia do espago-tempo é
através de uma assimetria de reescalonamento entre espaco e tempo, proposto na teoria
de Horava-Lifshtz (HL) [7], como uma tentativa renormalizivel da gravidade quéntica.
A novidade dessa abordagem do Petr Horava é que ela se baseia de conceitos tedricos
desenvolvidos em fisica da matéria condensada, em particular na teoria de fenémenos
criticos quanticos. Muitos desses modelos de quantizacao de gravidade levam ao que
chamamos de violagao da simetria de Lorentz E], causando uma modificacdo na relacao de
dispersao, que resulta, por exemplo, em fétons viajando com velocidades diferentes a da
luz (v # ¢) [8]. Porém, os efeitos dessas teorias s6 apareceriam na escala de Planck, ou
seja, uma energia da ordem de 10 Gev, inatingivel para os aceleradores de particulas
atuais. Se existir uma violagao da simetria de Lorentz nessa escala de energia, os efeitos
dessa quebra podem se manifestar em outras escalas de energia em diferentes modelos da

TQC, como veremos, no efeito Casimir.

Com isso, a comunidade cientifica passou a ter maior interesse experimental na

quebra da simetria de Lorentz. Atualmente, existem diversos experimentos modernos

L O modelo de HL é uma estrutura de violagdo forte da simetria de Lorentz, enquanto que em [6] é uma

violagdo mais fraca.
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capazes de obter resultados da TQC, com alto grau de precisao, como por exemplo
a emissao espontanea proveniente de atomos, o desvio Lamb e o momento magnético
anomalo do elétron. Um dos fendmenos mais bem conhecidos e com boa acuracia, é o
efeito Casimir. Esse efeito, ¢ uma das manifestagoes mais diretas de fendmenos puramente
quanticos, as flutuagoes do vacuo quantico. Assim, o efeito Casimir é de grande interesse
teodrico e experimental para detectar possiveis vestigios de quebras de simetria de Lorentz
19111011 121 13

O efeito Casimir foi previsto teoricamente por H. B. Casimir em 1948 [I4]. Casimir
obteve que, devido as flutuagoes quanticas do campo eletromagnético, duas placas planas,
paralelas, condutoras e neutras, se atrairiam com uma forca dada por:

m2he

F—_all
240a% ’

(1.1)

onde A é a area das placas e a é a distdncia entre elas. Em 1958, M. J. Sparnaay [15]
provou o efeito experimentalmente, porém, apenas em 1997 foi confirmado com alto grau

de precisao por S. K. Lamoreaux [16].

Esse efeito é causado por mudancas na energia do ponto zero, devido a presenca
de fronteiras impostas aos campos quanticos. A forma mais simples de se calcular tal
efeito, é considerando a dindmica de um campo escalar, confinado entre duas placas
planas e paralelas. Como a energia do ponto zero de um oscilador harménico quantico
é nao nulo, entdo, a energia do vicuo livre é um conjunto infinito (continuo) de todos
os comprimentos de ondas possiveis. Quando os campos sdo confinados entre as placas,
somente comprimentos de ondas especificos sao permitidos entre elas. Ao calcular a energia
do véacuo de tal configuragdo, é obtido novamente outro infinito (discretizado). Para
solucionar essa divergéncia e obter um valor mensuravel, é necessario realizar um processo
chamado de renormalizagao, o qual consiste na subtracao dos infinitos, apds o uso de
um método de regularizagido. No nosso caso, usamos a férmula de Abel-Plana [17] para
numeros inteiros (nas condi¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann) e a férmula de
Abel-Plana para nimeros semi-inteiros (nas condigoes de contorno mistas). Com isso,

podemos subtrair as energias e obter uma energia finita, a energia de Casimir.

Assim, levando em consideragao uma quebra da simetria de Lorentz, podemos
calcular a magnitude da violagdo no vacuo quantico, a partir da forga de Casimir causada
entre as placas. Analisamos, nessa dissertagao, a modificagdo na energia de Casimir no
cenario de violacao de Lorentz. O modelo que adotamos é uma composicao de violagoes
de Lorentz, gerada pela presenca de um vetor constante, no contexto do tipo éter [18], e

de derivadas espaciais superiores, no contexto de HL.

Essa dissertagao ¢ dividida da seguinte forma: No capitulo 2 faremos uma breve
revisao sobre os fundamentos matematicos do grupo de Lorentz, estudaremos a equacao de

Klein-Gordon para uma particula massiva e a quantizacdo do seu campo, depois faremos
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uma revisao sobre a violagao da simetria de Lorentz, conheceremos as duas violagoes
que utilizaremos como base nesse trabalho e, por fim, iremos formular nosso modelo de
violagdo de Lorentz, para encontrar uma equacao de Klein-Gordon modificada. No capitulo
3 sera revisado o efeito Casimir e calcularemos a energia de Casimir por unidade de area
para um campo escalar massivo. No capitulo 4, calcularemos a influéncia da violacao de
Lorentz, na energia de Casimir por unidade de area, para campos quanticos escalares entre
duas placas paralelas, devido ao acoplamento direto entre o vetor constante, associado a
violagao do tipo éter, e a derivada espacial do campo em ordens elevadas, isto é, € > 2.
Assumiremos que os campos obedecem as condicoes de contorno de Dirichlet, de Neumann
e mistas. Para cada condicao de contorno, tomaremos o vetor tipo éter sendo paralelo e
posteriormente, perpendicular as placas, considerando diferentes ordens superiores nas
derivadas dos campos, especificamente derivadas de quarta e sexta ordem, e calcularemos a
influéncia para cada situac¢ao. Por fim, no capitulo 5 serao apresentadas as conclusoes sobre
os nossos resultados obtidos. No apéndice A, encontramos a equacao de Euler-Lagrange
para altas derivadas, através do principio da minima ac¢ao. No apéndice B, por indugao,
encontramos o tensor energia-momento para altas derivadas. No apéndice C, deduzimos
os termos infinitos que serao subtraidos no processo de renormalizagao. Ao longo dessa
Dissertagao utilizaremos a notacao das unidades naturais (ou também conhecida como
unidades de Planck), onde se admite que A = ¢ = 1, onde & é a constante de Planck
dividida por 27 e ¢ é a velocidade da luz. A assinatura para o tensor métrico do espago de
Minkowski serd 7, = diag(+1, —1, -1, —1).
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2 Equacao de Klein-Gordon com quebra de

simetria de Lorentz

Em 1905, Albert Einstein publicou o artigo inaugural da Relatividade Especial
[19], intitulada de “Sobre a eletrodindmica dos corpos em movimento”, quebrando diversos

paradigmas da ciéncia no século XX, partindo de dois simples postulados:
(7) As leis da fisica sao idénticas em quaisquer referenciais inerciais.
(77) A velocidade da luz no viacuo é a mesma em qualquer referencial inercial.

A partir disso, foi possivel derivar uma série de consequéncias, tais como a dilatagao
do tempo, a contracao do comprimento, a equivaléncia entre massa e energia, dentre outros
fendmenos. Essas consequéncias permitiram uma melhor compreensao de fenémenos da
natureza, como a radiagao eletromagnética e o comportamento das particulas subatomicas,
fazendo assim, com que os fisicos abandonassem as transformagoes de Galileu e passassem

a utilizar das transformagoes de Lorentz nas construgoes de novas teorias fisicas.

Uma das primeiras tentativas de se unificar a Mecanica Quantica com os principios
da Teoria da Relatividade Restrita, foi em 1926, com a equagao de Klein-Gordon [20].
Essa equacao do movimento, descreve uma particula quantica, livre, relativistica e escalar,

ou seja, de spin nulo.

Neste capitulo, estudaremos o grupo de simetria a qual a relatividade restrita
é construida, o grupo de Lorentz. Na secdo seguinte, faremos uma revisao da primeira
equagao descoberta da mecanica quantica relativistica, a equacao de Klein-Gordon. Depois,
veremos como se dé a violagao da simetria de Lorentz e apresentaremos duas violagoes
que utilizaremos como base, para combina-las na construcao de uma nova Lagrangeana e

obter uma equacao de Klein-Gordon modificada.

2.1 Grupo de Lorentz

Antes de definirmos o grupo de Lorentz, vejamos o que se caracteriza como um
grupo. Seja um certo conjunto GG, formados por elementos com uma tabela de multipli-
cacao definida. Esse conjunto forma um grupo, se forem satisfeitas as quatro seguintes
propriedades [21]:

(1) Seaebe G, entaoa-beG.

(17) Para todo a,b e ¢ € G, temos (a-b) - c=a- (b-c) (propriedade associativa).

(7i7) Existe um tnico elemento neutro (identidade) I € G, tal que para todo a € G



Capitulo 2. FEquagio de Klein-Gordon com quebra de simetria de Lorentz 18

temosa-I=1"-a.

1 1

(iv) Para todo a € @G, existe um elemento inverso a~' € G, tal que a-a™! =

al-a=1.

Se, além disso, para todo a e b € G, o produto a -b = b a (comutam), o grupo é

dito Abeliano, e se a - b # b - a (ndo comutam), é dito Nao-Abeliano.

O espaco de Minkowski, My, é um espaco pseudo-euclidiano quadridimensional de
representagao (1,3), ou seja, trés dimensoes espaciais e uma temporal. Nele, o quadrivetor

coordenada é representado da seguinte forma

ot = (ct,r) e z,=(ct,—r). (2.1)

A relatividade restrita exige que as leis da Fisica sejam covariantes (invaridncia
de forma) sob trés tipos de transformagoes, em My: as transformagoes no espago e no
tempo, as rotagoes no espaco tridimensional, e as transformacoes de Lorentz. As trés
transformacoes juntas formam o grupo de Poincaré ou grupo de Lorentz nao homogéneo,

que podem ser definidas como [22]
" = A Y +at (2.2)
satisfazendo a condigao

AP N AT = T (2.3)

Quando as translagoes no espago e no tempo sao desconsideradas, ou seja, a* = 0,
as duas transformagoes restantes formam o grupo de Lorentz homogéneo ou, simplesmente,

grupo de Lorentz.

A relacao ([2.3), na forma matricial, fica
ATpA =1, (2.4)
tomando o determinante

det(n) = det(ATnA)

= det(A)3det(n) . (2.5)

Portanto, obtemos que

det(A) = +1 | (2.6)
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onde as transformacoes de Lorentz sao ditas préprias se det(A) = 1 e impréprias se
det(A) = —1.

Podemos também, escrever a relagao (2.3)) como

AopAO)\ — AipAi)\ = Tlpx - (27)
Tomando p = A = 0, ficamos com
0 \2 LN
(A 0) :1+Z(AO) . (2.8)

Como as componentes de z# e 2/* sao quantidades reais, os elementos da matriz A

também devem ser. Entdo
(A%)" > 1. (2.9)
Assim,
A% >1 ou A%< —1, (2.10)

onde as transformacoes de Lorentz sdo ditas ortécronas se A% > 1 e ndo-ortécronas se
A% < —1.

As condicoes e nos permite dividir o grupo de Lorentz em quatro
subgrupos disjuntos entre si, que podem ser denotados por Ll, Li, LT e L*. Os indices +
e — referem-se a det(A); e as setas 1}, a A% > 1 e A% < —1, respectivamente. Apenas o
L1 forma um grupo invariante, é o chamado subgrupo proéprio ortécrono. A tabela

resume o que foi dito.

bt |t |t
det(A) | +1 | -1 -1 +1
Ay [>1]>1]<-1]<-1

Tabela 1 — Conjunto das transformacoes de Lorentz.

Seja uma particula em repouso no sistema S, e S’ outro sistema inercial de referéncia

que se move com velocidade constante em relagdo a S, como representado na figura [I}

A matriz que produz a transformacao relacionada a esse caso é

1 “Vic_ o 0
_v2 _v2
Vg
AV) = \/1_%2 \/1_g : (2.11)
0 0 10

0 0 0
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S S'

y y

_’
'
| —
0 0 X
z z!

Figura 1 — Sistemas deslocando-se com velocidade V entre si.

Com isso, de (2.2)), considerando a* = 0, obtemos

i
i 2
, x—=Vt
T = —
V-
y =y
2 = z. (2.12)

A transformagao gerada pela matriz (2.11)), isto é, com V # 0 e sem rotagoes, é cha-
mada de boost, e o conjunto de equagdes dado por (2.12)) sdo as conhecidas transformacoes

de Lorentz.

Em My, o quadrimomento ¢ representado como

= (f,p) e pu= (E,—p> , (2.13)

c
onde
mc? mv
2 T2
Assim, podemos obter o invariante de Lorentz
p'p, = pg —p? =m??, (2.15)
em unidades naturais
P'p,=m* . (2.16)

2.2 Equacao de Klein-Gordon

De acordo com a mecénica quantica nao-relativistica [23], a equacdo que governa a
evolugao temporal de um sistema quantico é a equacao de Schrodinger, que é expressa por:

a¢(x> t) — —LVQ—I—V(X) gb(x,t) . (2.17)

! ot 2m
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Essa equacao corresponde ao operador energia na forma:
~2

A p
E = Dy +V(x), (2.18)
onde
A0 . ‘
E = ig © P= —iV . (2.19)

Agora, nosso objetivo é obter uma equacao de onda que descreva a evolucao

temporal de um sistema quéntico e relativistico [20]. Promovendo o quadrimomento p*

(2.13) a um operador, na forma

0 0
M ap .
Pt =io" = z—x# =1 <t7 —V) . (2.20)

Com isso, aplicando o invariante de Lorentz obtido em ([2.16)), em uma fungio de
onda ¢(x)

Ppud(x) = m*e(x) (2.21)
obtemos
[O+m?| ¢(z) =0, (2.22)
onde O = 9,0" = g—; — V2 ¢ o operador d’Alembertiano.

A equagao é a famosa equacao de Klein-Gordon, ou também conhecida
como equagao de Klein-Gordon-Fock, proposta em 1926, independentemente pelo fisico
sueco Oskar Benjamin Klein, o fisico alemao Walter Gordon e o fisico soviético Vladimir
Aleksandrovich Fock. E a equacdo de onda que descreve a dindmica de particulas de spin

nulo.

Notemos que, como p*p, é um invariante de Lorentz, a equagao de Klein-Gordon

também é um invariante de Lorentz.

A densidade Lagrangeana para o campo escalar e real, ou seja, para particulas de

spin nulo e eletricamente neutras, é escrita como [22]

1
L= [(0.0)(0"0) —m*¢?] | (2.23)
e o momento conjugado é
w(a) = 2% = d(a) (22
=90 . .
Para £ = L(¢,0,¢), a equacao de Euler-Lagrange é da forma
oL oL
— =0y =———=1]=0. 2.25
g " <3(5u¢)> (229)
Usando em , obtemos a equac¢ao do movimento
(0,0 +m?| ¢(z) =0, (2.26)

que ¢é a equacao de Klein-Gordon obtida em ([2.22]).
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Quantizacao do campo escalar

O procedimento de segunda quantizagao [2], consiste em quantizar os campos, os
promovendo a operadores hermitianos, isto é, ¢ = ¢, satisfazendo a seguinte algebra de

comutacao
[&(Xa t)? ﬁ-(xl t)] - 25(X - X,)7

RSN (2.27)
[¢(X7 t)a ¢<X/> t)] :[ﬁ-(x> t)v ﬁ-(xla t)] =0.

A solugao da equagao ([2.22)) pode ser obtida fazendo uma expansao em modos

normais, considerando solugoes de ondas estacionarias com energias positivas e negativasﬂ

b=¢"+o, (2.28)
onde
T+ 1 1/2 A —ikx
ot = zkj (2Vwk> a(k)e (2.29)
(§
- 1 12 At ikx
¢ = ; (ka) a'(k)e™ (2.30)

Sendo a(k) e a'(k) os operadores de aniquilacio e criagio, respectivamente, em que
a(k) aniquila uma particula com momento k, e a'(k) cria uma particula com momento k.

Esses operadores obedecem a seguinte algebra de comutacao:

la(k), a' (k)] = i,

(2.31)
la(k), a(k)] =[a'(k),a"(K)] = 0.
Assim, o operador campo é dado por
N 1 \/?2 ik ; .
3= V}L(j (le) (k)™ + af (l)e**] | (2.32)

sendo kx = wyt — kyx — kyy — k2.
Substituindo (2.32) na equagdo de Klein-Gordon ([2.22), obtemos a relagao de

dispersao

wr = VK2 +m? . (2.33)

Para £ = L(¢,0,¢), o tensor energia-momento é dado por

o
~ 9(0u9)

Estamos utilizando a normalizacao das funcoes de onda livre em uma caixa ctbica de volume V.

%

& —nL . (2.34)

2
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Usando a densidade Lagrangeana ([2.23) em (12.34)) e tomando as componentes

1= v =0, obtemos a densidade Hamiltoniana

T = H = n(z)d(z) — L . (2.35)

Portanto, o Hamiltoniano do campo de Klein-Gordon sera
H = / PxH = ; / d*x |8* + (Vo)* +m?¢?| . (2.36)
Substituindo o operador de campo, ([2.32)), em ([2.36]), obtemos:
=Y w[al(kak) +1/2] . (2.37)
k

A energia do vacuo, ou energia do ponto zero, é obtida tomando o valor esperado

do Hamiltoniano no vacuo:

Eo={(0[H|0) == w, (2.38)

k

N —

onde usamos que a(k) |0) = 0.

Dessa forma, podemos inferir que, uma vez que o campo quantico livre pode ser
interpretado como um conjunto infinito de osciladores harmonicos, entao a energia do
vacuo é divergente. No entanto, na pratica experimental, as observagoes fisicas se baseiam
apenas em diferencas de energia, e ndo em valores absolutos de energia. Portanto, podemos,
em muitos casos, realizar um procedimento de regularizacao e renormalizacao, para obter

valores finitos e mensuraveis de energias.

2.3 Violagao da simetria de Lorentz

Apesar do grande triunfo da relatividade restrita, a invaridncia da simetria de
Lorentz vem sofrendo cautelosos questionamentos nas tltimas décadas, principalmente se o
principio da consténcia da velocidade da luz é valido em todas as escalas de energia. V. A.
Kostelecky e S. Samuel, descobriram em 1989 [6], um mecanismo na teoria de cordas que
permite a violagao da simetria de Lorentz, na escala da energia de Planck. Essa violacao
ocorre através de tensores com valores esperados no vacuo diferente de zero, que causam
uma anisotropia no espago-tempo. Diversos outros trabalhos também indicam uma possivel
quebra de simetria de Lorentz, como em teoria de campos nao-comutativas [24], variagao

das constantes de acoplamento [25] e teorias de gravitacido quantica [26].

Em [27], é analisado como ocorre a violagao de Lorentz ao se descrever a rotagao e
o impulso de um sistema dado por um elétron em um campo de fundo constante, usando

um capacitor de placas paralelas. Nesse trabalho, é demonstrado que o alcance percorrido
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pelo elétron é maior no caso da transformacao de observador, do que a transformacao
de particula. Assim, a presenca do campo de fundo faz com que as transformacoes nao

descrevam situagoes fisicas equivalentes.

Abaixo, elencaremos dois dos principais modelos adotado na TQC, onde apresentam

violagao da simetria de Lorentz.

2.3.1 Modelo tipo éter

Em 2008, Sean M. Carroll e Heywood Tam propuseram [I8] a existéncia de campos
tensoriais, que violam a simetria de Lorentz, chamados de "éter", com valores esperados
nao nulos, em uma dimensao extra compactada em um circulo de raio R. Eles mostraram

que as interagdes com o éter, modificam a relagdo de dispersao dos campos.

Entretanto, um estudo conduzido por Albert Yu. Petrov e colaboradores em 2010
[28], mostraram que as ag¢oes de quebra da simetria de Lorentz do tipo éter através da
operagao de transformagao CPT-par (que envolve a inversao de carga elétrica (C), inversao
de paridade (P) e reversao temporal (T)), para os campos escalar e eletromagnético, sao
geradas por meio de seu acoplamento apropriado de quebra de Lorentz para campos

spinoriais, em trés, quatro e cinco dimensoes espago-temporais.

Como a relacao de dispersao é modificada devido a presenca do vetor tipo éter,
Messias B. Cruz e colaboradores calcularam, em My, a modificagdo na energia de Casimir
por unidade de area, entre duas placas paralelas, devido a essa violagao de Lorentz, para
o campo escalar massivo [9] e suas corregoes térmicas [10], e para o campo fermioénico

massivo [11].

2.3.2 Modelo de Horava-Lifshtz

O modelo do fisico tcheco Petr Horava [7] consiste em admitir uma assimetria de
reescalonamento entre as coordenadas espaciais e temporais, da seguinte forma: ' — ba’ e
t — b, onde € é o expoente critico dinamico que mede o grau de anisotropia entre espago
e tempo. Essa transformacao é uma reminiscente dos campos escalares de Lifshitz na fisica
da matéria condensada [29], por essa razao a gravidade de Hofava também é chamada
de teoria de Hotava-Lifshitz (HL). Para curtas distancias, essa teoria descreve gravitons
nao-relativisticos em interagao e, portanto, ¢ uma teoria renormalizavel da gravidade

quantica em quatro dimensoes.

De forma similar ao feito no caso da violagao do tipo éter, é possivel calcular a
modificacao na energia de Casimir por unidade de area, no contexto da teoria de Horava-
Lifshtz, para o campo escalar [12] e fermionico [13], confinado entre duas placas paralelas,

e identificar que essa violagao também interfere na estrutura do vacuo quantico.
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2.4 Equacao de Klein-Gordon com violacao de Lorentz

Agora, baseado nos trabalhos citados nas subsegoes anteriores, iremos analisar
um modelo composto por um campo quantico, escalar, real e massivo, em um cenario de
violacao de simetria de Lorentz, introduzido por um vetor constante tipo éter, acoplado a
altas derivadas espaciais, baseado na metodologia de HL.. A densidade Lagrangeana desse

modelo proposto é dada por [30]:

L= [0,0)@"0) ~ PO (1) (0,0 — m?e?] | (239)

onde o parametro [ é da ordem do inverso da escala de energia onde a simetria de Lorentz
é quebrada, € é um numero inteiro positivo, u* é o vetor constante tipo éter, que esta

associado a uma direcao preferencial, e m é a massa do campo bosonico ¢.

A dimensao do operador que viola Lorentz é de momento elevado a quarta poténcia
para € = 2, e sexta poténcia para ¢ = 3. Portanto, a medida que a ordem do operador que

viola Lorentz aumenta, as divergéncias UV tendem a desaparecer.

Podemos reescrever a densidade Lagrangeana ([2.39) na forma

L= [(0,0)(0"¢) = P (= 1) w0, ...0,, O] [u” . 1D, .0, 6] — m?¢?| . (2.40)

DN | —

No apéndice A, mostramos que, usando o principio da minima acao, a equacao de
Euler-Lagrange para £ = L(¢, 0,0, 0, ...0,. ¢, Oy, ...0, @), é dada por

%~ o (am) V0 (5 )

+ (=1)0,,...0,, (wa%) =0. (2.41)

Substituindo a densidade Lagrangeana ([2.40), em (2.41]), obtemos a equagao do

movimento

O+ P (wa,)* +m?| ¢ =0 (2.42)

A equacao (2.42)) é a equagao de Klein-Gordon modificada no cenério da violagao
tipo éter com altas derivadas no espago. No capitulo 4 iremos calcular a influéncia que

essa violagao causa no efeito Casimir.

Como queremos avaliar a modificagdo que as altas derivadas causam nesse fendémeno
quantico, iremos considerar € > 2. E para nao obtermos problemas de nao-causalidade,

iremos assumir que o vetor constante u* seja tipo-espaco.
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No apéndice B, mostramos que para £ = L(¢,0,¢,0,,...0,.¢), o tensor energia-

momento obtido é:

oL oL
™ = '+ o W
50u5)" 00Oy 70
oL 3 oL ,
B a’“a(am...aue_laﬂqﬁ)a“'“a"ﬂa o+ a“la“za(am...aue_lam O+ O 070
+ (=1)719,,...0 oL ¢ —n"L . (2.43)

TR0,y 0,1 0,0)

Substituindo a densidade Lagrangeana ([2.39) em ([2.43), encontramos

™ = (9"¢)(0"¢) + e!z%-”uu{ [(w-0)*7'¢] (07¢) = [(u-0)* 2] (u-0)(0"9)

[ 023] (wr 02(079) + . — (—1) [(u- 0)°6) (u ar-l(w)}
- L. (2.44)
Podemos notar que:

8,T"™ =0 . (2.45)

Entretanto, o tensor energia-momento ([2.44)) nao é simétrico. A parte anti-simétrica

¢é dada por
TR _ TvE de(el){ {(’U/ . 8)2671¢:| . {(U . 8)2672¢:| (U . a)

(0P (w-0)* 4 = (= 1) [(w- 0) ¢ (u- 3)61}
X [u'(0"¢) —u(0"¢)] - (2.46)

Essa propriedade de anti-simetria é comumente observada em teorias que violam a

simetria de Lorentz.
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3 O efeito Casimir

Nesse capitulo, faremos uma breve revisao histérica da descoberta do efeito Casimir,
os experimentos que corroboraram esse fenomeno e por fim faremos os calculos da energia
de Casimir, na preservacao da simetria de Lorentz, para o campo escalar massivo confinado
entre duas placas paralelas, impondo as condig¢oes de contorno de Dirichlet, Neumann e

mistas.

3.1 Introducao

Um dos fendmenos da TQC mais bem conhecido, testado e amplamente estudado
pelos fisicos, é o efeito Casimir, devido ao seu leque de aplicagoes [31], e fundamentalmente,
pela capacidade de explorar as propriedades do vacuo quantico. A magnitude desse efeito
pode ser modificada por uma variedade de fatores, incluindo os materiais utilizados, por
exemplo: Diferentes tipos de metais, dielétricos, grafeno [32], isolantes topoldgicos [33], etc.
Além disso, o efeito pode depender das condigbes externas, como temperatura, potencial
quimico e campo magnético, bem como também da forma dos limites dos materiais, sendo
eles placas, esferas, cilindros ou até hélices [34]. Como resultado, a forga de Casimir pode
ter diferentes valores e sinais. Com isso, o efeito Casimir tem demonstrado sua importancia
em uma ampla gama de areas do conhecimento, desde TQC, cosmologia, até nanotecnologia
[35], quimica [36] e biofisica [37].

Nos anos de 1940, os fisicos holandeses Hendrik Brugt Gerhard Casimir (1909-2000)
e Dirk Polder (1919-2001) trabalhavam nos laboratérios da empresa de tecnologia Philips,
quando surgiu o seguinte problema [38]: Os resultados experimentais obtidos sugeriam
que a interacao entre suspensoes E de p6 de quartzo poderia diminuir de intensidade
para grandes distancias mais rapidamente do que se pensava, e portanto, a teoria vigente
na época poderia nao estar totalmente correta. Motivados por essa inconsisténcia entre
teoria e experimento, Casimir e Polder, em 1948 [39], consideraram em seus cédlculos
perturbativos a influéncia do retardamento na forga de van der Waals e mostraram que
devido a velocidade finita de propagacao do campo eletromagnético, a energia de interacao
interatomica diminuia com o inverso da sexta poténcia da distancia entre os atomos quando

estavam bem proximos e com o inverso da sétima poténcia quando a grandes distancias.

Ao conversar com o fisico dinamarqués Niels Bohr sobre a solugao desse problema,

Casimir recebeu a sugestao de levar em consideracao as flutuagdes quanticas do vacuo

3 Suspensdes sdo sistemas formados por grandes agregados de d4tomos, fons ou moléculas que formam

"particulas"de tamanho superior a 100 nanémetros dispersas em uma outra substancia, por exemplo
agua.
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eletromagnético. Flutuagoes ou oscilagoes do vacuo quantico esta relacionado a uma
continua cria¢do e aniquilagdo de particulas/antiparticulas virtuais, que sdo particulas que
nao podem ser medidas diretamente por detectores, devido ao tempo de vida muito curto.
Por exemplo, elétrons e pdsitrons virtuais podem absorver e emitir fotons virtuais, fotons
virtuais podem se aniquilar em pares elétron-positron virtuais e pares elétron-positron

virtuais podem se aniquilar em f6tons virtuais, como mostra a figura [2|

Figura 2 — Interagoes entre particulas virtuais, onde as linhas retilineas representam

elétrons ou positrons virtuais e as linhas ondulatorias representam os fétons
virtuais.

Assim, considerando a energia do ponto zero do campo eletromagnético entre duas
placas planas, paralelas, metalicas e eletricamente neutras, Casimir obteve os mesmos
resultados encontrados com Polder e mostrou que as placas devem se atrair com uma forca
inversamente proporcional a quarta poténcia da distancia entre elas, dada por [14]:

72he

F=_a’l
240a% ’

(3.1)

onde A é a area das placas e a é a distancia entre elas. Essa é a forca de Casimir, ou
seja, é a forca entre corpos neutros devido a alteragdo na energia do ponto zero do campo,
causada pela presenca desses corpos. A novidade desse resultado nao estava no fato de
dois corpos neutros se atrairem, mas sim no método utilizado, o de atribuir essa atracao

entre as placas como uma consequéncia das flutuagoes do vacuo quantico.

Para placas de um centimetro quadrado de area, separados pela distancia de um
micrometro, Casimir previu que essa forca seria igual a 0,013dyn E| Vale ressaltar que
nesse caso, a forca gravitacional é desprezivel, portanto, nao interfere no resultado da forca

sentida entre as placas.

Em 1958, 10 anos depois da publicagao do artigo de Casimir, o fisico holandés
Marcus Johannes Sparnaay [I5] provou o efeito experimentalmente, com um baixo grau de
precisao, a partir de um aparato composto por duas placas paralelas de metal colocadas a

uma distancia de 0,5 a 2 um uma da outra. Uma placa foi fixada a um brago de aluminio L,

40 dina ¢ definido como: 1dyn = 107°N.
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e a outra a um dispositivo mecanico K que permite que ela seja deslocada paralelamente,
como mostra a figura[3} A forga de Casimir exerce um torque no brago L que é compensado
pela forca de atragao da mola S e em parte pelo contrapeso W. O capacitor C' permite
encontrar o deslocamento do brago em micrometros. Determinando desta forma a distancia
entre as placas, pode-se usar a constante elastica conhecida da mola S e a massa do
contrapeso W para encontrar a forga que anula a forga de Casimir e, portanto, a prépria
forca de Casimir. Porém, a incerteza na medida da separacao das placas implicava demais

na precisao para o valor final da forca.

i S

Figura 3 — Desenho esquematico do experimento de Sparnaay, realizado em 1958.

Apenas em 1997 o efeito Casimir foi confirmado com alto grau de precisao pelo
fisico americano Steve Keith Lamoreaux [16], no departamento de fisica da Universidade
de Washington, com um erro experimental de 5%, através de aparelhos mais sofisticados
que os utilizados por Sparnaay. Esse experimento usou uma balanga baseada no péndulo
de torcao para medir a forga de Casimir entre uma lente esférica revestida de ouro e
uma placa plana, colocadas a uma distancia na faixa de 0,6 a 6 um. No ano seguinte, os
fisicos indianos Umar Mohideen e Anushree Roy fizeram medidas mais precisas da forga

de Casimir, na faixa de 0,1 a 0,9 um, com um erro experimental de 1% [40].

3.2 Energia de Casimir para um campo escalar

Agora, iremos calcular a energia de Casimir por unidade de area, no cenario de
preservacao da simetria de Lorentz, para um campo quantico, escalar, real e massivo,
confinado entre duas placas neutras, perfeitamente condutoras, planas, paralelas entre si e
quadradas, de drea L?, separadas por uma distancia a, onde a << L e com as superficies

das placas perpendiculares ao eixo Z, como mostra a figura [4]

Como vimos na sec¢ao 2.2, a densidade Lagrangeana de um campo escalar, real e

massivo ¢ dado pela equacao ([2.23))

L= [0.0)@"0) ~m*] | (32
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1
—
L 4

Figura 4 — Duas placas paralelas de 4rea L? separadas por uma distancia a << L.

que através da equagao de Euler-Lagrange, leva a equacgao de Klein-Gordon (2.22))

[O+m?| ¢(z) =0. (3.3)

Supondo uma solugao de (3.3 que possa ser escrita como

d(x) = X(2)Y (y)Z(2)e ™" . (3.4)

Entao, a equagao (3.3)) fica
82

o7 (X (2)Y () Z(2)e ™| = V2 [X (2)Y () Z(2)e ™| + m* X (2)Y () Z(2)e ™ =0 .(3.5)

Dividindo tudo por X (z)Y (y)Z(z)e ™", obtemos

e LX) 1 Y 1 P2,
TX@ o Y@ oy 2z 02 TV (3.6)

Como w? e m? sao constantes e cada um dos outros trés termos da equacao depende
de uma variavel independente, para que a equacao seja valida para todo z,y e z, cada

termo deve ser também constante. Portanto, ficamos com trés EDOs independentes:

1 9*°X(x)

X(z) 022 ke (3.7)
1 02Y(y) 12

Yo 0 k, (3.8)
1 0°Z(z) 2
o 0 k? (3.9)

Com isso, obtemos a relagao

w? =kl +k +k4+m. (3.10)
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O efeito Casimir que iremos obter, resultara na alteracao do espectro de energia do
campo ¢(x), devido a imposigao da condigdo de contorno, pela presenca das fronteiras das
placas metalicas. Nas proximas subsecoes, iremos obter a solu¢ao da equacao e as
energias de Casimir por unidade de area, impondo trés condi¢des de contorno comumente
usadas para o campo escalar, as condi¢oes de contorno de Dirichlet, de Neumann e as
mistas. Essas condi¢oes implicam que o fluxo de particulas através das placas seja nulo,

dessa maneira teremos as particulas confinadas na regiao entre as placas.

3.2.1 Condicao de contorno de Dirichlet

Impor a condicao de contorno de Dirichlet, significa que a solu¢ao da equagao de

Klein-Gordon (3.3)) deve satisfazer:

o(t,x,y,0) = é(t, z,y,a) =0, (3.11)

nas placas, que restringe apenas a solu¢ao da EDO referente a z. Entao, a solugoes de
X(x) e Y(y) sao dadas por

X(z) = Cppe*=" (3.12)
e
Y (y) = Cre™v . (3.13)
A condi¢ao de contorno indica uma solugao periddica, entao
Z(z) = Cy,sin(k,z) + Ca, cos(k,z) . (3.14)
« Para Z(0) = 0:
Cs, =0, (3.15)
entao
Z(z) = Cy,sin(k.2) . (3.16)
« Para Z(a) =0:
nm
k,=— 1
=2, (317)
onde n =1,2,3, ..., entao

Z(z) = C,sin (mz> . (3.18)
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Assim, ficamos com a solugao

a

bo(x,t) = C'sin (mz> e~ iWi—kaa—kyy) (3.19)
onde 0 = {k;, ky,n}, C = C,C,C, en=1,2,3, ...

Para encontrar a constante C, vamos impor a condigao de normalizacao [20]

i / Bx (60 — 0,8 6) = Sy (ks — ki )3(ky — Ky . (3.20)
Com isso, encontramos que a constante de normalizacao é
1
C=—F—. (3.21)
(27) 2wk na

Portanto, considerando a parte de frequéncia positiva e negativa, a solu¢ao geral

da equagao (3.3)), para a condi¢do de contorno de Dirichlet é dada por

nm
dk,dk, sin (“72)
/ Z 27T)2wk a a
% [e—z(wk,nt—kmx—kyy)_i_ez(wk,nt—kmm—kyy)} : (322)

onde wy , obedece a relacao de dispersao

2
Wi = \/k;g + 2+ <m> +m? . (3.23)
a
Promovendo ¢(z) a um operador, obtemos
N e 1
3(z) = / 42Kk
% @)

2wk na
onde kx = wipt — kyx — kyy e G, © dLn os operadores de aniquilagao e criacao, respecti-

fi72 sin (Tz) [Grene™*" + &Lneikx] : (3.24)

vamente.

Como vimos na se¢ao 2.2, o operador Hamiltoniano do campo de Klein-Gordon é

dador por
~ 1 X ~ ~
i = [ {gb2 + (V) + m%ﬂ , (3.25)

substituindo o operador campo (3.24) nessa expressao, obtemos, apés algumas manipula-

¢oes algébricas, o operador H na forma
N 1 s
= / Ak Y Wi [drendl, + A1) - (3.26)
n=1

Para esse caso, temos que os momentos das particulas paralelos as placas sao
continuos, entretanto os momentos perpendiculares as placas sdo discretos. Dessa forma, a

nova relacao de comutacao fica

(s s ] = Opa6(k — K') . (3.27)
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Entao, para n =n' e k = k’, segue que
[sen, ) = (0) , (3.28)
logo,

i, + QL Gacn = 28], 8,0 + 62(0) . (3.29)

Sabendo que a delta de Dirac ¢ definido como

Pk —K) = @ xe kK)x (3.30)
™
para k = k', obtemos
L2
X = ok (3.31)
onde L? é a 4rea das placas.
Assim, ficamos com
L2

(3.32)

dkan&;n + aLndkﬂ’b = 26\LJrk,ndkvn + (277)2 :
Usando esse resultado em ({3.26)), finalmente obtemos o operador Hamiltoniano na

forma
ﬁf—l/def:w 20l e+ (3.33)
- 2 — k,T’L k’n k,n (27]')2 . .

Para encontrar a energia de Casimir, primeiramente precisamos encontrar a energia
do vacuo, que é obtida tomando o valor esperado do operador Hamiltoniano H no vacuo,
ou seja

2

— (0] A |0) = 2/d2kzwkn[ (0] af. 1 [0) + (;)2 <0|0>]. (3.34)

Mas, como o vacuo é definido a partir dos operadores de criagdo e aniquilagao na

forma

axn]0) =0, (3.35)
e o seu correspondente dual

(0]a ak 2=0. (3.36)

Entao, a energia do vacuo na condigao de contorno de Dirichlet fica

-5 / 42Kk Z Vi (3.37)
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onde a relacao de dispersao correspondente é dada por
2
Wi =R+ (m) +m? (3.38)
a

Logo, podemos escrever a energia do vacuo como
1
L? 21 = |72 2 nm\? 5|
W/dk§[kx+ky+<a> Tm?| (3.39)

Fazendo uma mudanca de coordenadas do plano k. k, para as coordenadas polares,

encontramos que
L% oo 0 nm\ 2 2
B :7/ Kk S |52 () 2| 4
0= 1/, n;l (=) +m (3.40)

Notemos que o resultado acima é divergente, portanto, precisamos realizar uma
renormalizacao, a partir de um método de regularizacao. A regularizacdo que iremos

utilizar é a conhecida féormula de Abel-Plana para ntimeros inteiros [17]:

ip(m )+ / £)dt + i / h eQﬂ?t_l[F(it) ~F(—it)], (3.41)

que foi obtida independentemente, pelo matematico noruegués Niels Henrik Abel, em 1823,
e pelo astronomo e matematico italiano Giovanni Antonio Amedeo Plana, em 1920. O
primeiro a usar essa férmula para o efeito Casimir foi o fisico Mamayev e colaboradores
em 1976 [41].

Podemos escrever que
> F(n)=F(0)+ > F(n), (3.42)
n=0 n=1

substituindo em (3.41)), ficamos com

il F(n) = ——F )+ / fHat +i /0 - (;t_l[F(z‘t) _ F(=it)] . (3.43)

Com isso, a equacao (3.40)) pode ser reescrita como

L? 1 zt)
Bo=f [ kdk{ —SFO)+ [T F(t)at +i / ezm dt} L (34

onde

a

F(n) = le + (m)2 +m2r . (3.45)

Notemos que o primeiro termo da equagao (3.44)) representa a energia do vacuo na

presenca de apenas uma placa, enquanto o segundo termo representa a energia do vacuo
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na auséncia de placas, como demonstrado no Apéndice C. Portanto, renormalizar significa
subtrair ou desconsiderar esses termos, restando apenas o termo que representa a energia
do vacuo devido a presenca das duas placas, ou seja, a energia de Casimir, dada por

2 00 0o ]{?2 itw 1/2 _ k2 —itm 1/2
Eg_if/ kdk/ @l T CEHm TP = |+ CEP+mE g
m™Jo 0

627rt —1

Fazendo uma mudanca de variavel u = ”—t, obtemos

2 2 12 _ 112 4 ()2 211/2
EC—ZL— kdk/ du (k% + (iu)? + m?] [k* 4+ (—iu)® + m?] .
472 e2au — 1

(3.47)

Dividindo a integral em duas partes

L2a [ VEZEm2 2 N2 211/2 _ (1.2 N2 211/2
P kdk{/ B (0?4 — [k 4 (i) 4]
0 0

472 eZau _ 1
o 12 N2 21/2 _ (12 & (_ju)2 211/2

/ du[ + (iu)? + m?] i [k + (—iu)? + m?] | (3.48)
ViZ+m?2 esan — |

onde os termos no integrando podem ser reescritos como

1/2

o Para [k* +m?"'" > u:

1/2
[kQ +m? + (iiu)ﬂl/2 = [kQ m? —u?]” (3.49)
o Para [k* + m2]1/2 <
Como
e*'s = cos (W> + isin (W) =43, (3.50)
2 2
entao,
1/2 x911/2
[kz +m? + (izu)ﬂ - [kz +m? + (eilfu)Q] /
2
= [ +m?+ ety 2}1/
+im [, 2 im (1.2 2\ 1/2
= Je {u + e (k" +m )”
= % U+ eF (k4 mZ)} i
= wifu?— (k2 +m?)]"” (3.51)

De (3.49), temos que a primeira integral em (3.48]) se anula. Assim, substituindo
(3.51)) em (3.48)), ficamos com

e2au —1
1/2

B [u? — (k* + m?)]
a 27T2 / /k2+m e2au — 1 ) (3.52)

2 /2 i) Tl — (k2 4 m2 1/2
EC_“/ [ a6 )
T VEZ+m?2
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Fazendo uma mudanga de varidvel p? = u? — (k? + m?), encontramos

L%a [ %0 ’
Fo = ——Z/ kdk/ dp P : . (3.53)
2m= Jo (p? + k2 +m?2)2 |e2alp*+k>4m?)2 _ ]

Agora, realizando uma mudanca de coordenadas do plano (k, p) para o plano polar

(0,0), onde @ varia no intervalo [0, 7/2], obtemos

4

g
W / do : . (3.54)

0-2 + TTLQ)% [€2a(a2+m2)2 -1

Essa integral nao pode ser calculada explicitamente, entao iremos considerar o

limite assintético. Para isso, facamos a mudanca de varidvel £2 = 02 + m?2, que resulta em

3
2

2. oo 2 .2
Jo. —L“/m dgw . (3.55)

E tomando ¢ = muv, teremos

3
E 4 2 1)
o __am Uu . (3.56)
L2 67'('2 e2amv -1
Sabendo que a série geométrica pode ser representada como
—2amuvj
eQamv _ Z € ! ) (357)

Jj=1
entao,

3

E |
—--2 Z/ dv (v? — 1)% 20mes | (3.58)
Jj=

A representagao integral da fungao de Bessel modificada ¢ dada por [42]

-

K,(z) = M /1 Tt (2—1)" 7 e (3.59)

r (1/ + %)
Portanto, obtemos que

4 s
Ka(2amj) = ‘”’” / dt (£ — 1)7 72t (3.60)

Com isso, a equagao (3.100) fica da forma

Ec  m? iK2(2amj)
L> srtaty 2

(3.61)
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Vamos agora avaliar a energia de Casimir por unidade de drea nos seguintes limites

assintoticos:
(1) Para am >> 1:

A fungao de Bessel modificada para grandes argumentos é dada por [42]

K, (v)~/—e ", (3.62)

Ky (2amj) =~ /Zlcfme%mj . (3.63)

Logo, a equagao (3.61)) ficara na forma

entao, teremos que

EC’ m2 00 e—2amj T
— R . 3.64
L? 8m2a i J? damj (3:64)
Tomando o termo dominante j = 1:
EC 1 m % —2am,
T~ 15 (a) (3.65)

ou seja, a energia de Casimir decai exponencialmente com o aumento de am.
(71) Para am << 1:

Para obtermos uma expressao aproximada de (3.56)), teremos que realizar uma

expansao no integrando. Primeiro, fazendo a seguinte manipulacao algébrica:

(—1)* = {zﬂ‘ (1-@12)]203 (1—;2> . (3.66)

Sabendo que a expansao binomial é dada por

N
[ V][V

(1+:c)”:1+—1' t e (3.67)
entao, obtemos
3 31 3
2 2 _ .3 ~ 3
(v =1)" =0 (1—2U2+...)~v - 50 (3.68)

com isso, a equagao (3.56)) torna-se
3
Ec _ am' [ 0 —(5)1)
L? 672 )1 e2amv — 1

[ﬂ4 — 157%(am)? 4 140(am)? — 6O(am)4} : (3.69)

Q

14407243
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Portanto, a energia de Casimir por unidade de area entre duas placas paralelas na
condigdo de contorno de Dirichlet é dada pela expressao (3.69)). Sabemos que a forga é

definida como F = —V E, entao a forca de Casimir por unidade de area é dada por
Fc ~ 1 4 2 2 4

ou seja, essa ¢ uma forca atrativa. Sabendo que a pressao ¢é a forca dividida pela area,

entao podemos escrever que a pressao de Casimir é:

1

Porm ———
c 480m2a4

[7‘1’4 — 5% (am)? + 20(am)4] : (3.71)

3.2.2 Condicao de contorno de Neumann

Impor a condi¢ao de contorno de Neumann, significa que a solugao da equacao de
Klein-Gordon (3.3]) deve satisfazer:

a¢(ta z,Y, 0) _ a¢(tv T, Y, CL) _
0z B Dz =0 (3.72)

nas placas, que também restringe apenas a solucao da EDO referente ao eixo - z. Assim,

resolvendo da mesma forma que no caso da condicao de contorno de Dirichlet, obtemos o

operador campo:

o(z) = /d2k > ¢y cos (mz> G e " + &Lneik‘”] ) (3.73)
n=0 a
onde )
para n = 0,
2(2m)2%a wx
Cp = 1 (3.74)
para n > 0.

(27)%a wyy

e Wk, obedece a relagao de dispersao

2
wm=¢@+%+cm)+m” (3.75)
a
O operador Hamiltoniano, nesse caso, fica na forma

1 o0 L2
H:—/H% l2at ae, +——| . .
5 nZ:%wk, [ Ay Orc,n + (27r)2] (3.76)

Tomando o valor esperado do operador Hamiltoniano H no vacuo, obtemos

R L2 00
qumHm:§;/¥kam. (3.77)
n=0

Essa energia também ¢ infinita. Entao realizando o mesmo procedimento feito no

caso da condi¢ao de contorno de Dirichlet, ou seja, regularizando usando a férmula de
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Abel-Plana ([3.41) e depois renormalizando, a energia de Casimir por unidade de area é
dada por:

Ec am?* o (v — 1)%
— = v,
L? 672 )1 g2amv —

(3.78)

Essa integral é a mesma obtida anteriormente e nao pode ser calculada explicita-

mente, entao vamos novamente considerar os seus limites assintoticos.
(1) Para am >> 1:
E 1 3
20— (m) Fem2am (3.79)
L 16 \ma
ou seja, aqui a energia de Casimir também decai exponencialmente com o aumento de am.

(17) Para am << 1:

Ec _ 1

=C e - 4 1 2 2 14 3 4 ) )
= 0o (7" = 157%(am)? + 140(am)* — 60(am)"| (3.80)

Entao, a pressdo de Casimir terd a mesma magnitude e sentido (atrativo) que no

caso da condigao de contorno de Dirichlet, dada por

1

Pcr ———
c 4807204

{7‘(‘4 — 5% (am)? + 20(am)4] : (3.81)

Notemos que os resultados obtidos considerando a condigao de contorno de Neumann
coincidem com os resultados obtidos no caso da condi¢cao de contorno de Dirichlet. Isso
ocorre, porque mesmo o operador de campo sendo diferente nos dois casos, os operadores

Hamiltonianos e as relagoes de dispersao coincidem para ambas as condigoes de contorno.

3.2.3 Condigoes de contorno mistas

Para o caso das condicoes de contorno mistas, nés temos duas possiblidades:

(7) Primeira configuragao:

o(t,2,y,0) = Blhzya) (3.82)
0z
(77) Segunda configuracao:
%(t’az’ L (3.83)

Para a primeira configuracao, obtemos o operador do campo:

s

|aneme ™™ +al ™) . (3.84)

by (x) = /d%é\/m sin Kn + ;) gz
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Para a segunda configuracao, obtemos o operador do campo:

1 1 , 4
qS i d2 = cos|(n+=)"z L L 3.85
() 2/ a s k,n

\/ m)%a Wy,

Para ambos os operadores campos gg(i) (x) e gg(ii) (x), obtemos o mesmo operador

Hamiltoniano:

N 3 L2
H:f/dzk Ll2ak .+ ——] | 3.86
o [0 o il 3 (3.86)

onde a relagao de dispersao correspondente é dada por
2 2 2 1\ m)? 2
Wi, = Ky + Kk, + n+5 - +m” . (3.87)
Assim, a energia do vacuo nos dois casos é expressa como

= (0l A 10) = /d2kzwkn . (3.88)

Trabalhando com as coordenadas polares no plano k,k,, a energia do vacuo ¢

reescrita como
L? foo s 1\ 712 2
Bo= = [Tkak S Lk2 K ) ] 2" 3.8
0=/ nZ::O { +(n+ 5) +m ( )

Novamente obtemos uma soma divergente, porém, agora devemos usar a féormula

de regularizagdo de Abel-Plana para ntimeros semi-inteiros [17], dada por:

nfjop (n + ;) _ /0°° F(t)dt — z/ooo Y e — Pt (3.90)

627rt + 1
Assim, equagao (3.89)) se tornard
L? e oo oo F(it) — F(—it
Eo="—" kdk{/ F(t)dt—i/ (it) = F(=i )dt} , (3.91)
0 0 0

onde

Plos B = fe [ D) T e 392

O primeiro termo da equagao refere-se a anergia do vacuo livre, ou seja, a
energia do vacuo na auséncia das placas. Portanto, renormalizando, ficamos com o segundo
termo, que esta associado a energia do vacuo devido a presenca das duas placas, isto €, a
energia de Casimir:

LQ
EBo=—i- | kdk/ ai!

™

+(zt7r) +m ]1/2 o [k2+ (%)2_'_7,”2}1/2
627rt+1 :

(3.93)
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Realizando novamente a mudanga de varidvel u = =

e como vimos no caso da
condi¢ao de contorno de Dirichlet, a integral no intervalo u : {O, VE? + mz} se anula, entao

a energia de Casimir fica da forma

L Ty el (3.9
2772 VEZEm? e2au 4 1 ' '
Fazendo uma mudanga de varidvel p? = u? — (k? + m?), obtemos que
L26L 0o 00 pQ
Eo =22 / kdk / d . 3.95
C= o0 ) P ( )

(p2 + k2 + m?)l e2a(p? +k2+m2) +1

Realizando uma mudanga de coordenadas do plano (k, p) para o plano polar (o, 6),

onde 6 varia no intervalo [0, 7/2], encontramos

LQ 00 4
Eo — 762‘/ do 7 : . (3.96)
6 (0-2 + m2)§ [€2a(02+m2)2 +1

Novamente, essa integral nao pode ser calculada explicitamente, entao iremos
adotar o procedimento abaixo. Facamos a seguinte mudanca de varidvel 2 = o2 + m?:

1% (6 —m?)*

a [ -m

— dé—=——1—"—. 3.97
G2 /m ¢ e2a 41 (3.97)
Agora, fazendo uma mudanga de variavel ¢ = muwv, obtemos

Ec  am® o (v2—1)%

= — _— 3.98
L2 67T2 1 Ue2amv + 1 ( )
A série geométrica pode ser representada como
= ]+1 —2amv] 399
€2amv +1 Zzl ) ( )
j=
entao,

Ec am? ]+1 o 3 o~ 2amvj

-2 jzl /1 dv (v* 1) . (3.100)

Usando novamente a representacio integral da fungao de Bessel modificada ((3.59)),

ficamos com

Ec

ﬁ—g

‘7+ Ks(2amyj)
7 |

(3.101)

Vamos agora avaliar a energia de Casimir por unidade de 4rea nos seguintes limites

assintoticos:
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(1) Para am >> 1:

Como vimos, a funcdo de Bessel modificada para grandes argumentos é dada pela

expressao (3.62)), consequentemente o termo dominante, j = 1, fornece
E 1 /m\2
= () e~2am (3.102)
L 16 \ma
ou seja, a energia de Casimir também decai exponencialmente com o aumento de am,
porém, com o sinal trocado.
(71) Para am << 1:

Fazendo uma expansao na equagao (3.98]), obtemos

3 3
EC - am4 o¢] v — (5) v

2 7 er2 U62“m”—|—1

1
T[500-208 77" — 607 (am)? + 480(am)"] . (3.103)

Q

Assim, a energia de Casimir por unidade de area entre duas placas paralelas nas
condigoes de contorno mistas é dada pela expressao (3.103). Como F = —VE, entao a
for¢a de Casimir por unidade de area é dada por

Foe o1 77" — 207 (am)* — 160(am)"] (3.104)
L?  384072a*

logo, a pressao de Casimir é escrita como

1

Pcr ————
C ™ 38407244

{77?4 — 2072 (am)? — 160(am)4} : (3.105)
Ou seja, diferentemente das condi¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann, a forca
de Casimir sob as condi¢oes de contorno mistas nas placas, ndo s6 tem sua magnitude

alterada, bem como o sentido, passando a ser agora uma forga repulsiva.
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4 Influéncia da violacao de Lorentz no Efeito

Casimir

Nesse capitulo, que corresponde a nossa contribuicao pessoal acerca do assunto,
iremos realizar o mesmo procedimento de calcular o efeito Casimir que fizemos no capitulo
anterior, dessa vez com a violagao da simetria de Lorentz abordada na se¢ao 2.4. Portanto,
veremos que a presenca do vetor constante tipo éter, acoplado a altas derivadas espaciais
ira modificar a forca de Casimir sentida entre as placas paralelas. Iremos impor as condigoes
de contorno de Dirichlet, Neumann e mistas. Para cada condi¢do, vamos considerar dois
arranjos para o vetor constante: paralelo e perpendicular as placas. Para cada situacao,
consideraremos a influéncia da ordem da derivada espacial, especificamente tomaremos
e=2ee=3.

Como vimos na se¢ao 2.4, a equacao do movimento que descreve a dinamica de
uma particula quantica, relativistica, escalar, real, massiva e com o termo da quebra de

simetria de Lorentz, é dada pela equacao de Klein-Gordon modificada ([2.42)):

O+ D (@'d,)* +m?] ¢ =0, (4.1)

4.1 Condicao de contorno de Dirichlet
Impondo a condi¢ao de contorno de Dirichlet nas placas, ou seja
O(x):=0 = (2):=a = 0, (4.2)
a solucao geral da equacao , é dada por

/dk: dk, Z \/msm <na7rz>

% [e—z(wk’nt—kzx—kyy)_|_€7,(wk’nt—kzx—kyy)} ’ (43)

Promovendo o campo escalar ¢(x) a operador, temos que

) = [ PK 3 (5

1

a wkm

7 sin (Tz) (e + a ™) | (4.4)

onde kx = wypt —kpx —kyy—Fk.z e Gy € &Ln correspondem aos operadores de aniquilacao

e criacdo, respectivamente. Esses operadores satisfazem as seguintes relagoes de comutacao:

[dk,na &L/,n/] - 571,71’52(1{ — k/),

At

(4.5)
[a’k,Tm CALk’,'n/] :[ak,m &L',n/] =0.
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4.1.1 Vetor paralelo

O 4-vetor tipo espago, u*, pode ter trés diferentes diregoes, paralelo as placas
u* =(0,1,0,0) e u* = (0,0,1,0), e perpendicular as placas, u* = (0,0,0, 1). As relagoes de
dispersao associados aos dois primeiros vetores sao iguais. Nessa subse¢ao vamos considerar

o vetor paralelo as placas como sendo

u* = (0,1,0,0) . (4.6)

Assim, a equacao da Klein-Gordon modificada (4.1)) fica da forma
O+ P @,)* +m?| 6 =0, (4.7)

com isso, a relagao de dispersao associada ao operador campo (4.4) é dada por

2 _ 72 2 | 12(e=1)(__1\€1.2¢ nmw 2 2
Wien = ki + Kk, +1 (—1)%k: + " +m” . (4.8)

A partir do mesmo procedimento realizado no capitulo anterior, obtemos o operador

Hamiltoniano:

~ 1 > L?
== [ kD" wien |20 pln + 55| - 4.
1 = [ +<2w>21 o

Queremos encontrar a energia do vacuo, portanto, tomemos o valor esperado do
vacuo do operador Hamiltoniano (4.9)):

= (01 A 10) = < /d2k2wkn . (4.10)

Fazendo uma mudanca das coordenadas cartesianas (k,, k,) para a coordenadas

polares (k, 6), ficamos com

1
2

21 2
Ey = —/ d@/ kdkzllf (”) +m2+l2(5_1)(—1)5k2500325«91 . (4.11)

872

Realizando a mudanca de varidvel © = ak, obtemos

1.2 2m
By= s [ a0 [ udu' Y

3
8m2a =

=

a

2(e—1) 2
u? + (nm)? + (ma)® + <l> (—1)u cos™ 9] (4.12)

Como é de nosso interesse investigar a correcao da violagdo de Lorentz na energia
de Casimir devido ao termo da derivada espacial de ordem superior, consideraremos € > 2.
Embora para este caso a integral sobre a variavel u possa ser avaliada, o resultado nao
é muito esclarecedor. Além disso, nao encontramos na literatura a integral sobre 6 para

valores gerais de €, mesmo para € = 2. Assim, a fim de fornecer algum resultado quantitativo
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para a correcao da energia de Casimir causada pelo termo violador de Lorentz, faremos
uma expansao no parametro associado a violagdo de Lorentz, é < 1, até a primeira ordem.

Com isso, a expressao (4.12)) pode ser escrita como

[N

L2 2
E, ~ 87r2a3/ d@/ uduz

n=1

{ [uz + (nm)* + (ma)2]

N

(e-1)
+ ; (i) (—1)u* cos* 6 [uz + (nm)* + (ma)ﬂ

} . (4.13)
Notemos que o primeiro termo dessa equacao é exatamente a expressao que obtemos
da energia do vacuo sem a violacao da simetria de Lorentz. Portanto, a energia do vacuo

devido a violacao de Lorentz é dada por

= LP(=1) (1 AN o 2 (26+1) 2 2 9]~ 3

Ey = ot \a /0 oS GdQ/ dunz1 [ + (nm)” + (ma) } . (4.14)
A integral na coordenada angular é obtida de [43]
2n 2% — 1
/0 (asin® 4 bcosh)* df = (EQE))ZW (a + 62) : (4.15)
entao, paraa=0e b= 1:
2m (2e — 1!
2e .

/0 cos™ 0df = ol 27 . (4.16)

Assim, a equagao (4.14)) fica da forma

2 2(6_1) —1)¢(2e — . (2e+1 2—%
B - L <l> (=1)(2 - 1)H/0 q z::{ +(ma)} (41

8ma® \ a (2e)!

Novamente, obtemos uma expressao divergente da energia. Como fizemos no caso
em que a simetria de Lorentz é preservada, para renormalizar e encontrar a energia de
Casimir devido a violagdo de Lorentz, iremos regularizar usando a férmula de Abel-Plana

para ntmeros inteiros [17]:

627Tt -1

> Fn) = 3FO) + [ Fodt+i [~ W pgir) - P(—it)] . (4.18)
n=0
Logo, a equacao (4.17)) se torna

- L2 (1Y (—1)¢(2e — DI oo e
0 8ma3 (a) (2e)! 0 )+

+ z'/ooo (it _F(_it)dt} , (4.19)

627rt —1
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onde

N|=

F(n) = [u* + (nm)* + (ma)?| (4.20)

Mais uma vez vemos que o primeiro termo da equacgao (4.19)) refere-se a energia
do vacuo devido a presenca de apenas uma placa, enquanto o segundo termo refere-se
a energia do vacuo na auséncia das placas. Assim, subtraindo esses termos, obtemos a

contribuicao da violagdo de Lorentz na energia de Casimir por unidade de area, dada por

Ec i (I ()26 — DI o e
= / U du
(2¢)!! 0
(

L2 8mad

a

00 2 | ()2 2-1/2 _ [,2 | (02 21-1/2
y &t [u? + (itm)? + (ma)? [u® + (—itm)* + (ma)? e
0 et — 1
Fazendo uma mudanca de variavel tm = v, obtemos
Ec i (1" (=12 - 1) /oo e
L2 8n2a3 \a (2e)!! 0
y /00 ” [u? + (ma)? + (iv)Q]l/:— [ui + (ma)? + (—iv)?~1/? )
0 eV —

A integral sobre a varidvel v deve ser considerada em dois casos, para [u? +
(ma)?]Y? > v e [u? + (ma)?]V/? < v.

1/2
/>

o« Para o caso [u® + (ma)?| v

[u? + (ma)? + (£iv)?] V% = [u? + (ma)* — v}~ V2. (4.23)
e Para o caso [u? + (ma)?]"? < v:

U2 + (ma)? + (i) 2 = i [u = (u + (ma)?)] 7 (4.24)

Assim, a integral em [0, (u? + (ma)?)'/?] se anula e ficamos com

2(e—1) e 1\ oo
Eqo 1 (l) ( 1) (26 1).. / u(2€+1)du
0

L2 47203 \ a

(2¢)!!
y /°° IO il e (ma)®)] /2 (4.25)
[u2+(ma)?] 2 e2v — 1 ' '

Fazendo a seguinte mudanca de varidvel p* = v? — (u? 4 (ma)?) , encontramos que

Ec 1 (z)z(“) (—1)¢(2e — D! /oo e
0

L? 4m2a3 \ a (2e)!

00 d
« / P . . (4.26)
O [p?+u?+ (ma)?)? [62(02+u2+(ma)2)2 — 1}
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Agora, realizando uma mudanca de coordenadas do plano (u, p) para o plano polar

(0,8), obtemos

Be 1 (z)““’ ((—1)6) /000 o2 dg e

2 4263 \a 2¢+1 (02 + (ma)Q]% [62(02+(ma)2)% -1

Para o campo sem massa, isto é, m = 0, a integral se torna

@ B 1 / 2(e—1) (_1)5 /oo o2ty (4 28)
L2 47m2a3 (2¢+1)Jo e —1" '

a

Usando o resultado da integral encontrado em [43]

o g ldr 1
Gt = ) (4.29)

onde I'(v) e ((v) correspondem a fungdo Gamma e a fungdo zeta de Riemann [42],

respectivamente. Entao, para o nosso caso:

o p2Hdy (2 + 2)((26 + 2)
/0 620' -1 - 2(26+2) ) (430)
logo,
Ec 1 (1Y (1) T(2e+2)¢(2¢+2) (4.31)
L2 4n2a3 \a (2¢ + 1) 2(2e+2) ' ’
Assim, temos que
e Parae=2:
Ec 1 (1\*T(6)¢(6)
-¢ _ B R S 4.32
L2 4r%q3 (a) 320 7 (432)
sabendo que I'(6) = 120 e ((6) = %, entao
E~C 7T4 l 2
— = —| - . 4.33
L?  10080a3 (a) (4.33)
e Parae=3:
Ec 1 (1) ' T8)(8)
Ec ! S) 4.34
L2 42a3 (a) 1792 7 (4:34)

]

sabendo que I'(8) = 5040 e ((8) = =5, entdo
E, AN
¢ i () . (4.35)

a

L2 13440a°
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Para o campo massivo, a equagao sO pode ser dada em termos de uma soma
infinita das fungoes de Bessel modificadas como faremos abaixo, entao vamos avaliar seus
limites assintoticos para valores pequenos e grandes do parametro adimensional ma. Para
isso, fagamos a seguinte mudanca de varidvel £ = 02 + (ma)*:

Be 1 (z)“f‘”((—me /00(52_(%)2)2?1@ (436)

2 4r2a3 \a 2¢ + 1) Jma e —1

Agora, fazendo a mudanca de variavel & = mav, ficamos com

I = e (47

L2 4723 a 2¢ +1 eZamv _ 1

Sabendo que a série geométrica pode ser representada como

1 —2amuj
e > emremd (4.38)

Jj=1

obtemos

o _ (am)™ ™ (NI (1) & e
e ~1 amidy 4.39
L? 4m2a? a (2e+1) ]; /1 (U ) ¢ ! (4.39)

A representagao integral da fungao de Bessel modificada é dada por [42]

1

K,(z) = M /1 T (2—1)" 7 e (4.40)

1“(1/+%)

-

Portanto, obtemos que

. (amj)y/m [oo ) R
Ke1(2amj) = ~———57— dt (2 —1 e 2amit (4.41)
- Le+3) L ( )

Com isso, a equagao (4.39)) fica da forma

& _ (am)€+1 I (E ™ %) (=1)° <l>2(6_1) o Kei1(2amy)
T umiai(2e+1) 2T (4.42)

a =

Vamos agora avaliar a energia de Casimir por unidade de 4rea nos seguintes limites

assintoticos:
(1) Para am >> 1:

A fungao de Bessel modificada para grandes argumentos é dada por [42]

K (z) ~ | e (4.43)
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; T —2amj
Kei1(2amyj) =~ MMe 2amy (4.44)

Logo, a equagao (4.42) ficard na forma

e N () S e
— — . e ) .
L? A(m)2ad(2e + 1) a = et dam

Tomando o termo dominante j = 1:

entao, teremos que

(4.46)

E~C 5 (am)6+§ T <€ + %) (_1)6 <l>2(e—1) €_2am
a )

L? 8m2a3(2¢ + 1)
ou seja, a energia de Casimir decai exponencialmente com o aumento do parametro am.

(71) Para am << 1, é melhor considerar a equagao (4.37)):

« No caso € = 2, a expressao (4.37)) se torna

Bo _ (am)° <l>2/1°°(”2—1)2d”, (4.47)

L? 2072a3 \a eamv — ]
Fazendo uma expansao no integrando, obtemos

Ec (am)® <l>2/°° (U5_g“3+1§5v> dv
1

L2 7 207243 \a e2amv
1 NPT 21, ., 315,
~ : _ = =0 . 44
100807243 (a) [W g™ (am) & = (am) (4.48)

Como vimos, a pressao de Casimir é obtida tomando

Pela) =~ ¢ (4.49)
com isso, obtemos
. 1 A
Fe(a) = gm0 <a> (407 — 1267 (am)” + 315(am)*] . (4.50)

Ou seja, a forga de Casimir para esse caso é repulsiva.

« No caso € = 3, a expressao (4.37)) se torna:
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Ec __ (am)® <l>4/1°°(“2_1)gd“. (4.51)

2 287243 \a e2amv _ 1

Realizando uma expansao no integrando, obtemos

Bo o fam (1) (v = 1% + 30— B0) do
2 - 28712a3 \ a 1 o2amv _ |
1 N\ s 10 4 , 35, A
¥ 13440720 \a E) T . 4.52
134407243 <a> {” g™ (am)”+ - (am)] (4.52)

Usando (4.49)), a pressao de Casimir fica da forma

P — — 475 — 2007* 2 4+ 31572 4. 4.
c(a) 16128044 (a) {8 007 (am)* + 3157 (am) } (4.53)

Ou seja, a forca de Casimir para esse caso é atrativa.

Na figura [5| apresentamos o comportamento da energia de Casimir por unidade de

area multiplicada por a?, e, = fig a®, como uma funciao de ma, considerando apenas como

um exemplo ilustrativo é = 0.01, para dois valores distintos de €. No grafico a esquerda,

consideramos € = 2, enquanto no grafico a direita, consideramos € = 3.

0.010 0.00

0.008

0.006

10%&c
108¢c
. :

0.004

0.002

0.000

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0 0.0 05 10 15 2.0 25 3.0 35 4.0
am am

(a) Parae =2 (b) Para e =3
Figura 5 — A energia de Casimir por unidade de drea multiplicada por a® como funcio de
ma, no caso u* = (0,1,0,0), e o campo obedecendo a condi¢ao de contorno de
Dirichlet, para e = 2 no grafico a esquerda, e ¢ = 3 no gréfico a direita. Em
ambos os graficos consideramos é = 0.01.

4.1.2 Vetor perpendicular

Agora, vamos considerar o 4-vetor constante u* sendo perpendicular as placas, ou

seja,

u* = (0,0,0,1) . (4.54)
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Assim, a equagao da Klein-Gordon modificada (4.1)) fica da forma
O+ 200> +m?| =0, (4.55)

com 1isso, a relagao de dispersao associada ao operador campo (4.4) se torna

n 2 n 2e
Wi, =R+ R+ (;) 2D (1) (;) +m? . (4.56)

O operador Hamiltoniano correspondente sera

N o0 2
H:f/ko 124t a1 457
3 ] 3 v piltn + (4:57)

Entao, a energia do vacuo obtida é dada por
N L2 [e's}
Ey= (0] H|0) = ﬁ/dzkz Wien - (4.58)
i n=1

Mudando as coordenadas do plano (k,, k,) para o plano polar, ficamos com

1
L? r2m 0o 0 nm\ 2 nm 2 2
B, = 7/ d@/ kdk S |k () 2D (_1)e () 2l (459
0 87T2 0 0 n:l[ + a + ( ) +m ( )

a

Fazendo uma mudanca de variavel © = ak, obtemos

o0

L2 2m 00
Ey = 87r2a3/0 d@/o uduz

n=1

2(e—1) 2
u® + (nm)? + (ma)® + <l> (—1)6(n7r)2€] . (4.60)

a

Para este caso a integral sobre a variavel angular é trivial. Porém, para obter a
energia de Casimir temos que desenvolver o somatério em n. Nesse sentido, usando a férmula
de Abel-Plana , nao encontramos na literatura um resultado muito esclarecedor para
a integral sobre a variavel ¢, para qualquer valor de e. Assim, como fizemos na subsecao
anterior, realizaremos uma expansao até a primeira ordem no parametro é < 1. Com isso,
a expressao pode ser reescrita como

o0

L2 27 o 2 2 2%
Ey =~ W/o dG/O uduZ{[u + (nm) +(ma)}

} . (4.61)

Novamente, o primeiro termo esta associado a energia sem a violagao de Lorentz.

[N

2(e—1)
+ ; <i> (—1)¢(nm)* {uQ + (nm)* + (ma)ﬂ

Assim, calculando a integral sobre a coordenada angular, o segundo termo se torna

S

2(__1\e 2(e—1) 00 00
Ey= L1 <l> /0 udu Y (nm)* [uQ + (nm)* + (ma)ﬂ (4.62)

3
8ma a =
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Usando a féormula de Abel-Plana para nimeros inteiros (3.41)), ficamos com

- L2(=1)c (1Y poe 1
By = — - <a> /0 udug — ZF(0)

+ /Ooo F(t)dt+z’/ooo F@t) _F(_it)dt} , (4.63)

627rt —1

onde

[N

F(n) = (nm)* [u? + (nm)? + (ma)?| (4.64)

Descartando os dois primeiros termos divergentes, a energia da Casimir por unidade

de 4rea fica da forma

l[% - 87ra3<> / udu/ dt

(t7r)25{ [u? + (itm)? + (ma)?] V% — [u? + (—itm)? + (ma)z]_l/z}

622571' -1

X

(4.65)

Fazendo a mudancga de variavel tm = v, obtemos

E . 2(e—1) oo
—C ! £ / udu
L? 8ma’ \ a 0
026{[112 + ()% + (ma)?] 7Y% — [u? + (—iv)? + (ma)Q]_l/Q}
| - - (4.66)

Novamente, analisando a integral na variavel v sobre os dois intervalos v <

[u? + (ma)2]"? e v > [u? + (ma)?"?, encontramos que

EC (e=1) [122 . (u2 + (ma)z)]—l/z
JER 47T 47203 (a) / udu /u2+ (ma)?]3 dv- e —1 ' (4.67)

Agora, fazendo a mudanga de variavel p* = v? — (u? + (ma)?) e também a mudanca

de coordenadas do plano (u, p) para o plano polar (o, ), a equacao (4.67)) fica da forma

Ec 1 (l)z(e_l) /00 (02 + (ma)2]e_% o?do
; :

L2 472a3 \a o202 +(ma)?)? _ |

(4.68)

Para o campo escalar sem massa, temos que
5 2(e=1) 2e+1
E 1 l o0 d
SRS / 7% (4.69)
L2 4An%a3 \a 0o e —1
De novo, usando (4.29)), ficamos com

Ec 1 [(INVT(2+2)¢(2e +2)
T2 . 2(2¢+2)

(4.70)

a
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e Parae=2:

EC 7T4 l 2
L~ 201643 <a> ' (4.71)
e Parae=3:

EC 7T6 ) 4
L7~ 192043 <a> ‘ (4.72)

A integral em (4.68]) pode ser expressa em termos de uma série infinita de fungoes
de Bessel modificada para m # 0, entao vamos avaliar seus limites assintéticos. Para isso,

fazendo as seguintes mudancas de varidvel £ = o2 + (ma)? e £ = mav, obtemos

Eq B (am)Q(ﬁ—i—l) <l>2(6—1) /OO 0% (02 — 1)
1

N

dv (4.73)

L? 472a3 a eZamv _

Escrevendo o denominador em termos de uma séria geométrica, dado por (4.38)),
podemos reescrever a equacao (4.73) como

EC . (am>2(6+1) l A = o 2e 2 % —2amuvj
Sabendo que
1 d2e —2amuvj )
(6 ) _ U266—2am11] ’ (475)

(2mj)*  da*

podemos escrever a equagao (4.74]) na forma

ENC’ . (am)Q(e—H) { 2Ae-1) 1 1 d26 e 2 % —2amuvj
LU WZ— /1 (0* = 1) e 2midy . (4.76)

2 423 a j2%¢ da?

j=1

Novamente, usando a representacao integral da fungao de Bessel modificada (3.59)),

encontramos que

E};_(am)z(eﬂ) A 1 > 1 d* [(Ki(2amj)
(2m '

12 47243 a )2+l £ j2et g2 a
j:

(4.77)

Vamos agora avaliar a energia de Casimir por unidade de area nos seguintes limites

assintoticos:

(1) Para am >> 1:
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Usando a expressao da fungao de Bessel para grandes argumentos (3.62)) e tomando

o termo dominante j = 1, obtemos

nj € (e=1)  19¢ —2am
Ec (am)2( ) 1\ d e
ity o) ae\at ) (478)

admz (2m)2+1 \ @

Assim, nés temos que

e Para o caso e = 2:

|
Q

" 16((7T)a3 ( 2 ) S (4.79)

e Para o caso € = 3:

~ 13

EC ~ (am)7 ( [ >4 672am

L? 16 (7?)% a’

a

(4.80)

Em ambos os casos, a energia de Casimir decai exponencialmente com o aumento

do parametro am.

(7i) Para am << 1, é melhor considerar a equagao (4.73)):

o No caso € = 2, a expressao (4.73)) se torna

@_ (am)® 1 2/00 v (vz—l)%dv (4.81)
L2 4n2a3 \a) K g2amv — 1 - '
Fazendo uma expansao no integrando, obtemos
Ec _ (am)® (1 2/00 <U5 — 0% — %v) dv
L2 4An2ad \a 1 e2amv — |
1 NPT, 21, 21,
~ |2 = = . 4.82
20167243 (a) {” g™ (am)” =g (am) ] (4.82)
Com isso, a pressao de Casimir fica da forma
2
Pe(a) = B [2007" — 12672 (am)? + 105(am)"] . (4.83)
80640a* \ a

Ou seja, a forca de Casimir para esse caso é repulsiva.

e No caso € = 3, a expressao (4.73)) se torna:
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% ~ (am)® 1 4/00 V8 (v? — 1)% dv (4.84)
L2 4n2a3 \a) K g2amv 1 - '
Fazendo a expansao, obtemos
< 8 4 T_ 1,5 _ 1,8 _ 1.\
Ec (am) 1 /oo v' —gv° = gv’ — ev) dv
L2 7 4n2ad \a 1 e2amv —
1 AN g 10 g4 2 1y 4
~ o —— | - - — - = ) 4.85
19207243 <a> [W g™ (am)” = g (am) } (4.85)
Portanto, a pressao de Casimir serd
4
Pe(a) = (L [5887° — 2007 (am)? + 637 (am)"] . (4.86)
161280a* \ a

Ou seja, a forga de Casimir para esse caso é também repulsiva.

Na figura [6] apresentamos o comportamento da energia de Casimir por unidade de

%a?’, como uma funcao de ma, considerando apenas como

um exemplo ilustrativo é = 0.01, para dois valores distintos de €. No grafico a esquerda,

drea multiplicada por a?, e, =

consideramos € = 2, enquanto no grafico a direita, consideramos ¢ = 3.

10%c

(a) Para e =2 (b) Para e =3

Figura 6 — A energia de Casimir por unidade de drea multiplicada por a® como funcao de
ma, no caso u* = (0,0,0,1), e o campo obedecendo a condigao de contorno de
Dirichlet, para ¢ = 2 no gréfico a esquerda, e ¢ = 3 no grafico a direita. Em
ambos os graficos consideramos é = 0.01.

4.2 Condicao de contorno de Neumann

Impondo a condig¢ao de contorno de Neumann nas placas, ou seja

Ip(x)|  _ 99(x)
0z l.—o 0z

=0, (4.87)

zZ=a
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encontramos que o operador campo ¢é escrito como

/ko Z Cp COS (mz> [Grene* +af ™) | (4.88)
a/ el
onde 1
- for n =0,
2(21)%a wik.p
e ”1) k (4.89)
for n > 0.
(2m)%a wy

4.2.1 Vetor paralelo
Considerando o vetor sendo paralelo as placas

u* = (0,1,0,0) . (4.90)

Com isso, a equagao da Klein-Gordon modificada (4.1]) fica da forma

O+ P00, +m?| 6 =0, (4.91)
logo, a relagao de dispersdo associada ao operador campo (4.88]) é dada por
2 2 2 | 72(e—1) 2 nm\? 2
Wien = ki + ky + 177 (=1)%k + (a> +m” . (4.92)

O operador Hamiltoniano obtido é escrito como
-t / d’k §Ooj 2], Gren + L (4.93)
== Wik |20y, 0k n . .
2 = k, kn (2m)?
Portanto, a energia do vacuo sera

= (01 A 10) = < /dszwkn . (4.94)

Essa energia também ¢é infinita. Entao realizando o mesmo procedimento feito no
caso da condicao de contorno de Dirichlet, a energia de Casimir por unidade de area é

dada por:

JE an2a3 \a 2 + 1 e2amv _ |

Ec _ (am)" <1>2“‘” L e Do (4.95)

Essa integral é a mesma obtida anteriormente e nao pode ser calculada explicita-

mente, entao vamos novamente considerar os seus limites assintoticos.

(1) Para am >> 1:

e (am)™ 3T (e+§) (-1 <l>2(5_1) o

~

JERN 8m2a3(2¢ + 1)

(4.96)

a

(17) Para am << 1:
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e No caso € = 2, obtemos
Ec 1 NPT, 21, ., 315,
AP SN - = =2 . 4
12~ 10080m%a3 <a) [W g™ am) e (am)} (4.97)

Entao, a pressao de Casimir fica da forma

D 1 l ? 4 2 2 4
Fe(a) = gm0 <a> [407* — 1267 (am)” + 315(am)*] . (4.98)

e No caso € = 3, obtemos

Ec 1 N'T e 10 0 & 35,
o — (= - o2 . 4.
£z~ T 13440723 <a> [W g ™ lam)”+ e (am) ] (4.99)
A pressao de Casimir sera
1 AN
5 _ ‘v 6 4 2 2 4
Fola) = ~eiogos <a> [847° — 2007 (am)? + 31572 (am)"] . (4.100)

4.2.2 Vetor perpendicular
Agora, considerando o vetor sendo perpendicular as placas

u* = (0,0,0,1) . (4.101)

A equagao da Klein-Gordon modificada (4.1]) fica da forma

O+ D@, +m?| ¢ =0, (4.102)
logo, a relacao de dispersdo associada ao operador campo (4.88)) é dada por
2 2e
we, = k2 + k2 + (T) + (2D (T) +m?. (4.103)
O operador Hamiltoniano torna-se
ﬁ—l/deiw 2] e+ (4.104)
- 9 — kn k,n%k,n (271')2 . .

Portanto, a energia do vacuo sera
L2

Eo=<0|ﬁ|0>:@

oo

/ kS Wi - (4.105)
n=0

Novamente, essa energia também ¢ infinita. Realizando o mesmo procedimento, a

energia de Casimir por unidade de area fica da forma

Eo  (am)*“t <l>2(61) /00 v (v? — 1)% dv (4.106)
1 ) ’

L2 472q3 a g2amv _ 1
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Essa integral é a mesma obtida na condi¢ao de contorno de Dirichlet, assim, seus

limites assintoéticos sao dados por

(1) Para am >> 1:

E’; 2(e+1) l 2(e—1) d2e —2am
Lo ;“m) () (e ) . (4.107)
2

da2e

e Para o caso ¢ = 2:

|
Q

— (l>2 e 2am (4.108)

e Para o caso € = 3:

~ 13 4
E 2 [
o (am) () g~2am (4.109)
L 16 (1)2 a3 \@
(71) Para am << 1:
e No caso € = 2, obtemos
Ec 1 NPT 20, o, 21, o,
PO S = - . 4.110
12 " 20167%7 (a) {W 2™ (am)” = g (am) } (4.110)
Entao, a pressao de Casimir fica da forma
1 1\’
5 _ t 4 2 2 4
Fe(a) = g o <a> [2007" — 12672 (am)? + 105(am)*| . (4.111)
« No caso € = 3, obtemos
E 1 AN 10 1
c 8 6 2 4 4
lAPOR . — B _ = . 4.112
Iz " 1920728 (a) {W o™ lam)” =g (am)} (4.112)
A pressao de Casimir sera
1 AN
> _ v 6 4 2 2 4
Fe(a) = Jeag0. <a> [5887° — 2007 (am)? + 637*(am)"] . (4.113)

Notemos que para os diferentes casos considerados para o quadrivetor constante
(paralelo ou perpendicular as placas), os resultados obtidos quando consideramos a condigao
de contorno de Neumann coincidem com os resultados obtidos no caso da condicao de
contorno de Dirichlet. Isso ocorre, porque mesmo o operador de campo sendo diferente nos
dois casos, os operadores Hamiltonianos e as relagoes de dispersao coincidem para ambas

as condigoes de contorno.
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4.3 Condicoes de contorno mistas

Impondo as condigoes de contorno mistas nas placas, temos duas configuragoes

possiveis:

o Primeira configuracao:

9p(x),  _
p(z=0) = 9 l.—=a =0 . (4.114)
» Segunda configuragao:
0
d;(zx) o=od(z=a)=0. (4.115)

Com isso, o operador campo obtido é dado por

/kostm Kn—l— ;) gz

para a primeira configuracao e

Qf)(“ /koZ \/W

para a segunda configuracao. Porém, os operadores de campos ¢; e ¢5 nos fornecem o

linene ™™ + af ™| (4.116)

I\ @ PN —ikx A ikx
cos [(n+ 2> az] {ak,ne oy aTk’ne F } . (4.117)

mesmo operador Hamiltoniano e relacao de dispersao.

4.3.1 Vetor paralelo

Considerando o vetor sendo paralelo as placas

u* = (0,1,0,0) . (4.118)

A relagao de dispersao correspondente é dada por

1 2
Wi = K2+ k) + PO (=1)k2 + Kn + 2) ﬂ +m?. (4.119)

Como dito anteriormente, QB(Z-)(Z') e gg(ii) (x), fornecem o mesmo operador Hamiltoni-

ano, ou seja,
o1 /d2ki A (4.120)
= - Wk |20y ,0xn + 5| - .
2 o | “enTon T (97)2
Consequentemente, a energia do vacuo torna-se

= (0| A 10) = /koZwkn . (4.121)
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Realizando uma mudanga de coordenadas do plano (k,, k,) para o plano polar,
fazendo uma mudanca de variavel u = ak e tomando a expansao até a primeira ordem no

parametro adimensional é << 1, obtemos que

Ey ~ Eg;ig/o%de/oooudu;{ [u2+ Kn—k ;) 7Tr+ (ma)Q]é
+ ; <i> o (—1)u cos* [UQ + [(n + ;) 7Tr + (ma)Q] - } . (4.122)

Novamente, o primeiro termo dessa integral esta associado a energia do vacuo sem a
violagao de Lorentz. Portanto, realizando a integral sobre a coordenada angular, o segundo

termo fica da forma

A L? (z)“f‘” (—1)5(2e — 1)II

~ 87 (26)1!

a

lzﬂ + Kn + ;) w}Q + (ma)Q] : (4.123)

X
ol

X (2e41) >
/ U duz

0 n=0

Para renormalizar, usemos a férmula de regularizagdo de Abel-Plana para nimeros

semi-inteiros ([3.90)):

nioF (n+ ;) - /Ooo F()dt — z‘/ooo W rpgin) - F(—it)] . (4.124)

627rt + 1

Assim, a expressao (4.123) se torna

- L2 (1) (=1)¢(2e — D!
EO - -
8ma’ (2e)!!

/ > u(QEH)du{ / Y F)dt —i / ® PG - F Ht)dt} L (4125)

X

627rt + 1

onde

1
2

O (S

O primeiro termo da equacao (4.125)) se refere a energia do vacuo livre, portanto o
descartamos no processo de renormalizacao. Assim, ficamos com o termo da energia de

Casimir por unidade de area devido a violagao da Lorentz, dado por

Ec i (17U (=De2e— 1) /oo e

L2 8ma? (2e)! 0

/OO dt [u? 4 (it7)? 4+ (ma)?] /2 — [u® + (—it7)? + (ma)?]~/?
i .

627rt + 1

a

(4.127)
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Fazendo uma mudanca de varidvel ¢t = v, ficamos com
& _ _L £ ey (=1)<(2e — D! /OO 4 du
L2 8r%? \a (20! 0
o [l (e T () ()
U .
0 e? + 1

(4.128)

Agora, realizando a mesma analise feita nos casos anteriores, para o intervalo de v,

obtemos que

Ec 1 (z)“ﬁ‘” (—1)5(2e — D! /oo L g
0

12 47203 \a

a (2e)N
00 2 _ (4,2 2\1-1/2
x / Ll = (e (ma) (4.129)
[u2+(ma)?]2 e2v +1

Tomando a mudanca de variavel p* = v* — (u? + (ma)?), encontramos

Ec 1 (l) 2D (C1)e(2e — 1) /oo L g
0

2~ 4n%dd \a (2e)!!

0 d
« / P 1 . (4.130)
O o2+ u+ (ma)?? {62@2+u2+<m@>2>2 T 1]

Fazendo uma mudanga de coordenadas do plano (u, p) para o plano polar (o, 0),

obtemos
Ee 1 (1\*Y (-1 I 0% Vdo (4.131)
L2 4r2a3 \a (2¢+1) Jo ' '

72+ (ma)2)? |2t mE 43

Para o campo sem massa, ou seja m = 0, a equagao (4.131)) é expressa por

Ee 1 (1" (c1) Ia o2t dg (132
L2 4m2a3 \a (2e+1)Jo e +1 '

Usando o resultado da integral encontrado em [43]:

o ldr 1 -
/0 T (1 —2 )F(V)C(V) , (4.133)
onde I'(v) corresponde a fungdo Gamma e ((v) a funcdo zeta de Riemann, obtemos que
& - 1 £ 2(e—1) (—1)¢ (1 — 2*(2e+1)> ['(2e + 2)((2¢ + 2) (4134
L2 4n2a3 \a (2¢+1) 9(2¢+2) : .

e Parae=2:

Eo 3irt [1\°
—_—= | - . 4.135
L? 322560a3 (a) ( )
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e Parae=3:

. ; A
Ec  127n <z> | (4.136)

L?  1720320a3 \ a
Como a integral em (4.131]) ndo pode ser expressa em termos de fun¢oes elementares,
entao vamos avaliar seus limites assintéticos. Para isso, fagamos as seguintes mudancas de

varidveis £2 = 02 + (ma)? e £ = mav. Assim, encontramos que

Be  (am)* (1Y (<) In (w2~ )" (4.137)
L2 47r2a? a (2¢+1) /1 eramv 41 .

Sabendo que a série geométrica pode ser representada como

1

e ST (—1) e remed (4.138)
e amv

j=1

entao podemos reescrever a equacao (4.137)) da forma

Ec _ (am)*™™ (V'Y (217 & +} _pumny
Zo v -1 i / 2_1 2 2amvjd (4.1
L? 4m2a3 a (2e+1) ]21 (=1) 1 <U ) ‘ v (4139)

Por fim, usando a representagao integral da fungao de Bessel modificada (3.59)),

ficamos com

Ec _ (am)™'T (e+5) (-1 (z)“ﬁ“ = (—1)7*!
L? A(m)2a3(2¢ + 1) a

Kci1(2amy) . (4.140)

Vamos agora avaliar a energia de Casimir por unidade de 4rea nos seguintes limites

assintoticos:
(1) Para am >> 1:

Para grandes argumentos, a funcao de Bessel modificada pode ser expressa na forma

exponencial, como vimos em (3.62)), entdao tomando o termo dominante j = 1, obtemos

7 am): T e+32)(=1)° 2(e=1)
L e

JERa 8m2a3(2¢ + 1) a

(7i) Para am << 1, é melhor considerar a equagao (4.137):

e No caso € = 2, a expressao (4.137)) se torna

Ec __ (am)’ <l>2/1°°(“2—1)3d“_ (4.142)

L2 20m2a3 \a g2amv 4 ]
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Fazendo uma expansao no integrando, obtemos

Ec (am)® <l>2 /oo (v5 -2+ %v) dv
1

L2 20m2a® \a e2amu 4 ]
31 NPT 147, ., 630,
R — B = . 4.14
3225607243 (a) [W g " Lam) g (am) } (4.143)

Nesse caso, a pressao de Casimir é expressa por

D 1 l ’ 4 2 2 4
Fe(a) = —gooeeos <a> 1557 — 4417%(am)? + 630(am)*| . (4.144)

Ou seja, a forca de Casimir para esse caso é atrativa.

e No caso € = 3, a expressao (4.137)) se torna

Eg _ (am)’ <l>4/1°"(”2_1>;diﬁ (4.145)

L2 287203 \a e2amv 4 1

Fazendo uma expansao no integrando, obtemos

Ec _ (am)’ (z) I (07— Lo + 80P — 8y) do
1

L2 7 28n%3 \a e2amv |

127 ‘T, 1240 o, ., 980 ,, .,
ORI a— - == = . (414
17203207243 (a) T ger ™ am)T g (am) } (4.146)
Assim, a pressao de Casimir sera
D 1 l ! 6 4 2 2 4
Fe(a) = srmoesi | & [26677° — 62007 (am)? + 88207*(am)*| . (4.147)

Ou seja, a forga de Casimir para esse caso é repulsiva.

Na figura [7| apresentamos o comportamento da energia de Casimir por unidade de

area multiplicada por a?, e, = %Cﬁ, como uma fun¢ao de ma, considerando apenas como

um exemplo ilustrativo é = 0.01, para dois valores distintos de €. No grafico a esquerda,

consideramos € = 2, enquanto no grafico a direita, consideramos ¢ = 3.

4.3.2 Vetor perpendicular

Considerando o vetor sendo perpendicular as placas

u* = (0,0,0,1) . (4.148)
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Figura 7 — A energia de Casimir por unidade de 4rea multiplicada por a® como funcao de

ma, no caso u* = (0,1,0,0), e o campo obedecendo as condi¢oes de contorno
mistas, para € = 2 no grafico a esquerda, e € = 3 no grafico a direita. Em
ambos os graficos consideramos é = 0.01.

Para esse caso, relagdo de dispersao correspondente é dada por

Bn= R+ (04 3) Wr + P (4 ) ”]26 tm? (4149)
k,n T y 2/ a 2) a ’ '
Assim, o operador Hamiltoniano é expresso por
Ff—lfd?kf:w %, rom + s (4.150)
== 2 —~ k,n k’n k,n (27T)2 . .
Consequentemente, a energia do vacuo torna-se
R L2 00
Ey= (0] H|0) = W/d2kz Wien - (4.151)
T n=0

Realizando uma mudanga de coordenadas do plano (k,, k,) para o plano polar,
fazendo uma mudanca de varidvel u = ak e tomando a expansao até a primeira ordem no
parametro adimensional é << 1, obtemos,

1

~ L2 o o) o) ) 1 2 ) 3
Ey ~ m/o d@/o udu < |u +{<n+2)w] + (ma)

n=0

R B S (BB R I RS

O primeiro termo dessa integral estd associado a energia do vacuo sem a violacao

de Lorentz. Portanto, realizando a integral sobre a coordenada angular, o segundo termo

B L2(_1)e l 2(e—1) 0o 00 1 2¢
o= o la) e[ g) ]
0 8mad (a) 0 uunz::O n—i—2 m
%

fica da forma

X luz - Kn + ;) 77]2 - (ma)2] : (4.153)
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Usando de novo a féormula de Abel-Plana para nimeros semi-inteiros (3.90)), encon-

tramos que

= EEY <l>2(61) /OOO udu{ /OOO F()dt — z‘/ooo F(it) = F(=it) dt} . (4.154)

mra’ a e2mt 1

onde

F <n - ;) = Kn + ;) w]% [uQ - Kn + ;) w]z - (ma)Q]_ : (4.155)

O primeiro termo da integral (4.154]) é a contribuicao da energia do vacuo livre,

entao, renormalizando e fazendo uma mudanga de variavel ¢t = v, a energia de Casimir

N

por unidade de area devido a violacao de Lorentz sera:

Eco 1 { A7) g
- & () AR

N vze{[zﬂ + ()% 4 (ma)? Y2 — [u? + (—iv)? + (ma)z]‘l/z}
X /0 at S (4.156)

Novamente, analisando a integral na variavel v, encontramos que

E, 1 l 2(e-1) o 0 20,2 (12 2\1—1/2
R — / udu/ . dv” V" = (u” + (ma)7)] . (4.157)
L2 4dm2a3 \ a 0 [u2+(ma)2]2 e +1

Fazendo uma mudanca de varidvel p? = v* — (u? + (ma)?), e transformando as

coordenadas do plano (u, p) para o plano polar (o, #), obtemos

Eo 1 (1" [ [0 + (ma)’)”* o*do (4.158)
L2 4r2a3 \a 0 202 H(ma))t '
Para o campo sem massa, tomando m = 0, a integral fica da forma
L2 4n2a3 \a 0o e 41" '
Usando a equacao (4.133)), encontramos que
Eo i 7\ 2D (1 _ 2—(26+1)) T'(2€ + 2)¢(2€ + 2) (4.160)
12 472a3 \a 2(2¢+2) : :

e Parae=2:

Eco 3int (1)
L* ~ 64512d° <a> ' (4.161)
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e Parae=3:

E 12778 (1\*
e _ =1 (2 4.162
12 24576043 <a> ( )

Novamente, vamos avaliar os limites assintéticos de (4.158)). Para isso, facamos as

seguintes mudangas de varidveis: £ = 0% + (ma)? e £ = mav. Assim, obtemos que

Ec (am)* <tV (l)z(e_l) /00 v (v? — 1)% dv
RS/ 1 .

T e 2 1

a

(4.163)

Reescrevendo o denominador usando a série geométrica (4.138)):

E, 2etl) A oo oo el A
o= <a> S [T (=) e e (4164)
j=1
Usando a identidade
1 d25 (efZamvj)
(2mj)*  da*

=y 2mul (4.165)

a energia de Casimir por unidade de area devido a violagao de Lorentz pode ser expressa

como
E 2(e+1) l 2(e—1) 1 > (_1] Jj+1 d26 00 1 .
Eo_ _lam)” (1 D =) / (v = 1)% e™Idy . (4.166)
L? 4m2a? a 2m)™ = Jj* da* /i
Usando a representagao integral da fungdo de Bessel modificada (3.59)), ficamos
com
& J— (am)2(6+1) £ 2(671) 1 io: (_1)]+1 d2€ Kl (2amj) (4 167)
2 47203 a (2m)26+1 = j2e+1 da2¢ a ) )
Vamos agora avaliar a energia de Casimir por unidade de area nos seguintes limites
assintéticos:

(1) Para am >> 1:

Usando a expressao da fungao de Bessel modificada para grandes argumentos (i3.62)),

e tomando o termo dominante j = 1, obtemos

E am 2(e+1) l 2(e—1) d2e e—2am
¢ g( ) () ( : ) . (4.168)

a3m3 (2m)2e+1 \a da2¢ \ ¢

9 2
E 2 [
Eo o Aam)® (1N —oum (4.169)
L? 16 (7)2 a3 \ @



Capitulo 4. Influéncia da violagao de Lorentz no Efeito Casimir 67

e Para o caso € = 3:

E ERAA
Eo o (am)* () g=2am (4.170)
(71) Para am << 1:

e No caso € = 2, a expressao (4.163|) se torna:

Eo _ (am)® <l>2/1°° v (= 1) dv (4.171)

L2 4r2¢3 \a e2amv ]

Fazendo uma expansao no integrando, obtemos
1 1

Ec (am)ﬁ(g>2/loo (v5 = 30° = Lv) dv

L2 7 4n2dd \a e2amv 4 |
31 NPT 147 0, 42,0,
AR - - = . 4172
64512720 (a) [W 155" (@m) = gy (am) } (4.172)
Com isso, a pressao de Casimir obtida é
3 1 AY 4 2 2 4
Foa) = — 5o <a> [775n" — 44172 (am)? — 210(am)"] . (4.173)

Ou seja, a forgca de Casimir para esse caso é atrativa.

e No caso € = 3, a expressao (4.163|) se torna:

L2 4r2¢3 \a e2amv ]

Eo _  (am)’ <l>4/1°° o (- 1)t do (4.174)

A expansao em série desse caso nos fornece

Ec _ (am)® <l>4/oo (717 — 0% — 2v® — %61;) dv
1

2 4720 \ a e2amv 4 1
127 T 1240 o, 28,
AU - - = . (4175
245760720 <a> [W 26677 (@)~ g7 am) } (4.175)
Logo, a pressao de Casimir é dada por
D 1 ! ! 6 4 2 2 4
Fe(a) = — oo <a> [186697° — 62007 (am)® — 17647>(am)!|  (4.176)

Ou seja, a forga de Casimir para esse caso é também atrativa.

Na figura [§| apresentamos o comportamento da energia de Casimir por unidade de
drea multiplicada por a3, e, = %cﬁ’ , como uma funcao de ma, considerando apenas como
um exemplo ilustrativo é = 0.01, para dois valores distintos de €. No grafico a esquerda,

consideramos € = 2, enquanto no grafico a direita, consideramos € = 3.
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Figura 8 — A energia de Casimir por unidade de area multiplicada por a
ma, no caso u* = (0,0,0,1), e o campo obedecendo as condigbes de contorno
mistas, para € = 2 no grafico a esquerda, e € = 3 no grafico a direita. Em

ambos os graficos consideramos é = 0.01.
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5 Consideracoes finais

O objetivo central dessa dissertagao foi investigar a influéncia da violacao da
simetria de Lorentz na energia de Casimir associada a um campo quantico, escalar, real
e de massa m, confinado entre duas placas planas, paralelas, quadradas, de area L?,
condutoras e eletricamente neutras, e assumindo que o campo obedece as condigoes de
contorno de Dirichlet, Neumann e mistas nas placas, separadas por uma distancia a, onde
a << L.

A violagao de simetria de Lorentz proposta se da através do acoplamento direto
entre um 4-vetor tipo éter constante, u*, com derivadas espaciais de ordem superior
do campo, representada por 121 (ud)*¢(z), conforme exibido na equagio de Klein-
Gordon modificada (2.42)), sendo ¢ um nimero inteiro maior ou igual a 2, e [ é um
parametro de ordem inversa a escala de energia onde a simetria de Lorentz é quebrada.
Consideramos duas diregoes distintas para o 4-vetor tipo espacgo: o vetor paralelo as
placas e o vetor perpendicular a elas. Verificamos que as modificacbes na dindmica
do campo produzem pequenas correcoes nas relagoes de dispersao correspondentes e,
consequentemente, nas energias de Casimir. Para obtermos sucesso na renormalizagao,
adotamos a férmula de regularizacdo de Abel-Plana para ntmeros inteiros (3.41)), e semi-
inteiros (3.90). Nas condi¢des de Dirichlet e Neumann, vimos que essa soma tem trés
contribuigoes: a contribuicao da energia do vacuo na presencga de apenas uma placa, a
contribuicao da energia do vacuo livre, e por fim a contribuicdo da energia do vacuo
na presenca das duas placas. Ja para as condi¢des mistas, vimos que a soma tem duas
contribuigoes: a contribuicdo da energia do vacuo livre e a contribuicao da energia do
vacuo na presenca das duas placas. Em nossa andlise, a energia de Casimir foi expressa em
termos de uma representagao integral para o campo massivo. Assim, para fornecer algumas
informagcoes quantitativas sobre essa energia, avaliamos suas expressoes assintéticas para
am >> 1 e am << 1. No primeiro caso, a energia de Casimir decai exponencialmente

2a

como e “*" enquanto no limite oposto apresenta um termo que corresponde ao caso sem

massa com correcoes adicionais proporcionais as poténcias do produto am.

Como sabido, no cenério de preservacao da simetria de Lorentz, a for¢ca de Casimir
para as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann sao iguais e diferem, em magnitude
e sentido, da forga para as condigoes mistas. Na tabela [2] apresentamos os sentidos das
forcas de Casimir na preservacao da simetria de Lorentz obtido para cada condigao de
contorno. No cenério de violacao da simetria de Lorentz, vimos que a forca de Casimir
sofre pequenas correcoes que dependem nao s6 das condigoes de contorno, bem como
também do pardmetro € (a forga é menor para maior valor de €), e também dependem se

o vetor constante, u#, for paralelo ou perpendicular as placas. Na tabela 3| apresentamos
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os sentidos das forcas de Casimir obtido para cada situacao.

Forca de Casimir
Dirichlet —
Neumann —
Mistas +

Tabela 2 — For¢a de Casimir na preservacao da simetria de Lorentz. O sinal positivo (+)
se refere a uma forga repulsiva, e o sinal negativo (—) se refere a uma forga
atrativa.

Vetor paralelo | Vetor perpendicular

e=2| e€e=3 |e=2 €e=3
Dirichlet + — + +
Neumann + — + +
Mistas — + — —

Tabela 3 — For¢a de Casimir da violagao da simetria de Lorentz. O sinal positivo (+) se
refere a uma forga repulsiva, e o sinal negativo (—) se refere a uma forca
atrativa.

Como podemos observar na tabela |3| quando o vetor é paralelo as placas, as forgas
de Casimir da violagdo de Lorentz tem sentidos opostos para € = 2 e ¢ = 3. Quando o
vetor é perpendicular as placas, as forcas de Casimir da violacdo de Lorentz tem sentidos
iguais para € = 2 e € = 3. Notemos também que as forgas de Casimir nas condicoes de

contorno mistas tem sentidos contrarios as condig¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann.

Aceitando que a violacao de Lorentz faz parte do erro experimental de 1%, é
possivel inferir um limite superior para o parametro [. Considerando que a distancia a
entre as placas paralelas é da ordem de 10~®m, o limite para [ ¢ da ordem de 10~m para

o caso de € = 2 e da ordem de 10™8m para o caso de ¢ = 3.

Portanto, podemos concluir que a quebra da simetria de Lorentz modifica a relagao
de dispersao do campo, e essa modificacao gera uma pequena mudanca na forca de Casimir,
no sentido de aumentar ou diminuir a mesma. Outro ponto que gostariamos de salientar é
que essa forca depende crucialmente da condi¢do de contorno imposta ao campo, como
também dos parametros associados a violacao da simetria de Lorentz, tais como a direcao

do vetor constante e da ordem da derivada.

Finalizamos essa dissertacdo mencionando possiveis perspectivas futuras. Podemos

alencar duas:
() Incluir corregdes da temperatura no célculo da for¢a de Casimir.

(73) Aplicar esse formalismo para campos fermionicos.
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APENDICE A - A equacao de

Euler-Lagrange para altas derivadas

Nesse apéndice, usando o principio da minima agao, iremos obter a equagao de
Euler-Lagrange para £ = L(¢, 0,0, 0y, ...0,. ¢, 0y, ...0,. ).

Utilizando o principio variacional ¢ — ¢ = ¢ + d¢, em que ¢ minimiza a agao,

obtemos que

5 = / d42L(, 0uh, Oy oDy, Dy .00 D)

oL
= [d'ed 5o+ —— 50 5 00
/ { ?t u¢) A OOy O 0) ke
oL
+ Wfsam---aue(b}
oL
= [ d% ==6p+ ———0,6 5o OO
/ { O 5T 5T g O
oL
n Mayl...ayéw}. (A.1)
Sabendo que
oL oL oL
Oy | =—0| =0, 5+ ——"—0,0 A2
“[a@m) 4 ( (m)) *t 50 A2
e da mesma forma
oL oL
On a0 = O () O
oL
n m%~--%5¢ (A.3)
(§]
oL oL
Oy, [Mﬁm..ﬁyﬁcb} = 0, (M) Oy -0y 00
vk 006 (A.4)

9(0yy---0,.9)
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Entao, ficamos com

oL oL
4SS = d*z{ ==5 (9 1) 8 1)
/ { o l(am) 4 ((m)) ¢
oL oL
+ 8#1 [Waﬂ/l“'aﬂédqs] - aul (M) aul---au65¢

oL oL
+ 0, lwayl..ﬁyﬁgb] — Oy, (W) 8,,1...8l,€5gz5} . (Ab)

Como as variagoes d¢ se anulam nos extremos, os termos das derivadas totais vao

a zero. Com isso, obtemos que

oL oL
o6’ 0 A 9 0 0,0
/d { o ( a9, u¢)> ¢~ O (6(8}11”.8“6@) Oy -+ O 09

oL
Oy, (M) ayl...ayeagb} . (A.6)

Novamente, usando que

oL oL
O [8”18(8“1...8“6@ 8%...8#55@5] = 0,0, (3(5;11'-6#((?)) Opg---0,.00

e de forma semelhante

oL
81/2 [ayl Wﬁysﬁye5¢] = al/lal/g (a(aylaye(b)

+ 8V1 m@m...aye5¢ , (A8)

assim, encontramos que

oL oL
d*z{ =6 — |0 _ 00
/ { QS a <8(au¢)> ¢+aﬂlaﬂ2 (a(a 6,u€¢)> a,’-1'3 aﬂe gb

K1

oL
+ 81/181@ <M> aV3"'al/65¢} . (AQ)

Realizando esse procedimento € vezes, obtemos

5S = /d4 {5¢ Oy (8(g£¢)>5¢+(—1)63u1...3u6 (W) "
+ (=1)°0,,...0,, (W) 5¢}
, oL : __oL
= /d { M( (M¢)>+( 1)°0y,--.0p, (a(ﬁ,ﬂ.--am))

€ 8£ J—
+ (=1)°0,,..0,, (W) }5¢ ~0. (A.10)
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Logo, a equacao de Euler-Lagrange fica da forma

oL oL ‘ =
5~ o) Vo (o)

b () < (A1)
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APENDICE B - O tensor

energia-momento para altas derivadas

o Para £ = L(¢,0,0):

Baseado no procedimento realizado em [44], primeiramente tomemos a derivada

total de £ com relagao a z,

ac oL, oL
i, ~ 00" T 580" By
Da equacao de Euler-Lagrange, temos que
oL oL
— =0, == - B.2
3= a0.9) (2

Entao, ficamos com

L oL oL
= 0, () 0 ¢ -+ 0”0,

dr, o( u(b) 8@#@
oL
= Oy 8”¢> B.3
(o 3
Combinando as derivadas totais, encontramos o resultado abaixo

d oL
— " —m*"L) =0 B.4
i (s ro-me) o, (B.4)

ou seja,

0,T" =0, (B.5)

onde o tensor energia-momento ¢ dado por

wy oL 1%, B
T 8((‘3ugzﬁ)a¢ L . (B.6)

o Para £ = L(¢,0,¢,0,0,0), que corresponde a € = 2:

Realizando a derivada total de £ com relagao a x,, obtemos

L oL oL oL

= v I —_—
ir, = 06" ° T 90,0)° %" 50,0,9)

0"0,0,6 . (B.7)
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A equacao de Euler-Lagrange para esse caso é dada por

oL oL oL
a¢:@<mm@)_@@m@@@‘ (B8)

Com isso, ap0s algumas manipulacoes algébricas, encontramos que

oc ., oL ., oL v A
G~ s e <0 @

Logo, o tensor energia-momento ¢ dado por

oL oL oL
o’ —0,——0
00,0 *~ "a0,0,0" "

-

0,0"6 — "L . B.10
50,0,0) b—n (B.10)

o Para £ = L(¢,0,¢,0,0,000), que corresponde a € = 3:

Realizando a derivada total de £ com relacao a x,, obtemos

ic oL,  oC oL

i, = 960 T 50,007 % T 5(8,0,000)

0"9,0,006 . (B.11)

A equacao de Euler-Lagrange para esse caso é dada por

oL ) < oL oL (B.12)

% mmw)*m@%mm@%@‘

Com isso, apos algumas manipulac¢oes algébricas, encontramos que o tensor energia-

momento é dado por

oL oL oL

™ = "0+ 0,0g=——=——0"0 — Op=—————0,0"

00,6 " " 08,0,00)° V00,0000
oL
—————0,000"p — " L . B.13
9(0,0,000) P00 1 (B.13)
o Para £ = L(¢,0,¢,0,0,000,¢), que corresponde a € = 4:
Realizando a derivada total de £ com relagao a x,, obtemos
ac oL, oc ., oL .
dn = a—gba o+ W@ 0ud + m@ 00,0001 . (B.14)

A equacao de Euler-Lagrange para esse caso é dada por

oL

oL ( oL
g 0(0,0,00000)

9 > — 0,0,090

9(0u9) (B.15)
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Com isso, encontramos que o tensor energia-momento é dado por

oL oL oL
™™ = 0 — 0,0p00— 0" + OpOr e 0,0
50,0 "~ 500,000 © " 00,0,0000) "
oL oL
e 0,050" 6 + ——————0,00000") — WL . B.16
5 300,0,000:0) 77 O T 5(0,0,050n0) PN O (B-16)

Portanto, por indugao, para £ = L(¢, 0,4, 0y, ...0, @), 0 tensor energia-momento é

dado por
oL oL
™= s 0"¢+ Opy Oy, O
50,0 T 80 0, 5pg) e Onenr 00
oL , oL )
R T B e R S L L T W I R S L

oL
_1\e—1 v
+ (-1 8’”“'8’“_18(8u1...8u6_10u¢)8 o—n"L . (B.17)
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APENDICE C - Contribuicoes infinitas na

energia do vacuo

Como obtido em ({3.44]), a energia do vacuo na condigao de contorno de Dirichlet
pode ser reescrita, através da formula de Abel-Plana para ntimeros inteiros (3.41)), da
seguinte maneira

L2 1 00 e F(it) — F(—it)
Ey = ey kdk{ - §F(O) +/0 F(t)dt +2/0 e2mt _ | dt o, (C.1)

onde
F(n) = lk:? 4 (”DQ +m2r . (C.2)

Provaremos nesse apéndice que o primeiro termo se refere a energia do vacuo na

presenca de apenas uma placa, e o segundo termo se refere a energia do vacuo livre.

o O primeiro termo Fy:

I? [
B = —7/ kdkF(0
! 8 Jo ( )
L2 [e's] 1
- / k(K m?)* dk . (C.3)
0

8

Entao, a energia por unidade de area ¢ dada por

EI 1 [e%S) 1

— = —— k(k* 2)*dk . CA4

*~ 8n /0 (12 ) (C4)
Como podemos notar, essa energia nao depende da distancia a que separa as placas,

portanto refere-se a energia do vacuo na presenca de apenas uma placa.

e O segundo termo FEi;:

L2 00 [e%)
B, — 7/ kdk/ F(4)dt
i 47 Jo 0 <)

L? [ |, tm\ 2 NE
- ﬂ/0 kdk/o lk: +(a) —i—m] dt . (C.5)

Jun
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Realizando a mudanca de variavel u = %T, ficamos com
L2 00 o0 1
By = J/ kdk:/ (K +u* + m?)* du . (C.6)
dm Jo 0

Fazendo a mudanga de variavel para as coordenadas polares, onde k = K sin(f) e
u = K cos(6), obtemos que

Epp 1 [ 50 2\ 2

onde V = L?a é o volume da regido delimitada pelas placas.

Mostraremos abaixo que a expressao ((C.7)) refere-se a energia do vacuo livre, ou

seja, a energia do vacuo na auséncia de placas.

Sabemos que o operador Hamiltoniano do campo escalar livre é dada por
N 1 o b
H= 3 /Vd3kwk {akaL + aLak} , (C.8)

onde

wie = /K2 + k2 + k2 +m? (C.9)

ou seja, nesse caso nao temos nenhum momento discretizado, ja que o campo nao esta

confinado, entao a relacao de comutacao ¢ escrita como

lne, ] = 67 (k — k') . (C.10)

Assim, o operador Hamiltoniano fica da forma
. 1V
i = / Pk, laL&kJr - ] ,
1%

3 @ (C.11)

A energia do vacuo é obtida tomando o valor esperado do Hamiltoniano no vacuo,
entao
V
(2m)3

. |
By = (0] 710) = 5 /Vd?’kwk . (C.12)

Por fim, mudando as coordendas dos planos (k,, k,, k,) para as coordenadas es-
1
féricas, onde d°k = K?sin(¢)dKdfde e wy = \/k;g + k24 k24 m? = w = (K*+m?)2,

encontramos que

Ey 1 > 5/ 9 2\ 2
?_R/o K? (K2 +m?)? dK . (C.13)
Portanto, a energia dada por (C.7) representa a energia do vicuo livre, como

queriamos demonstrar.

Para o caso das condigoes de contorno mistas, a expressao para Ey nao contém o
termo F;. A demonstracao do termo Ej; para as condi¢oes de contorno de Neumann e

mistas ¢ igual a que foi feita acima.
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