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ROCHA, Diogo. A Matematica do buscador do Google: uma breve in-

troducgao. Universidade Federal da Paraiba, Joao Pessoa, 2023.

Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma breve introducao a matematica que fundamenta
um dos algoritmos mais famosos e inovadores do mundo: o PageRank do Google. Esse
algoritmo é capaz de calcular a relevancia de cada pagina da Web, baseando-se em varios
fatores, entre eles, a pontuacao de importancia que ele mesmo atribui. Nosso objetivo é
explicar como o PageRank utiliza conceitos de Algebra Linear e Teoria da Probabilidade
para realizar esse céalculo, e também fornece uma visao intuitiva do seu funcionamento.
Para isso, realizamos uma pesquisa bibliografica, de carater qualitativo e exploratério,

que nos permitiu compreender melhor a légica e a eficiéncia do algoritmo.

Palavras chaves: Cadeias de Markov; Ponto fixo de Banach; PageRank; Teoria da
Probabilidade; Algebra Linear; Google.
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ROCHA, Diogo. The Mathematics behind Google search engine: a brief

introduction. Federal University of Paraiba, Joao Pessoa, 2023

Abstract

In this work, we present a brief introduction to the mathematics that underlies one
of the most famous and innovative algorithms in the world: Google’s PageRank. This
algorithm is able to calculate the relevance of each web page, based on several factors,
including the importance score that it assigns. Our goal is to explain how PageRank uses
concepts from Linear Algebra and Probability Theory to perform this calculation, and
also provides an intuitive view of its operation. For this, we carried out a bibliographical
research, of a qualitative and exploratory nature, which allowed us to better understand

the logic and efficiency of the algorithm.

Keywords: Markov chains; Banach fixed point PageRank; Probability Theory; Linear
algebra Google.
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Introducao

Embora a Internet tenha sido criada originalmente para fins militares e académicos, foi
a invencao da World Wide Web que a tornou acessivel e popular para o ptiblico em geral.
A Web permitiu que as pessoas compartilhassem informacoes de forma facil e rapida,
usando uma interface grafica e um sistema de links.

No entanto, a medida que a quantidade de informacoes na Web aumentava, também
aumentava a dificuldade de encontré-las. Foi entao que surgiram as ferramentas de
busca, que usavam algoritmos para indexar e classificar as paginas da Web de acordo
com palavras-chave. Os primeiros buscadores eram baseados em diretérios, que organi-
zavam as paginas em categorias hierarquicas, mas logo se mostraram insuficientes para
atender a demanda dos usudrios.

Por isso, foram desenvolvidos buscadores mais sofisticados, que usavam critérios como
relevancia, popularidade e autoridade para ranquear os resultados das buscas. Esses bus-
cadores se tornaram essenciais para navegar na Web e encontrar as informacoes desejadas.

Tendo em vista tudo isso, no primeiro capitulo abordaremos o desenvolvimento ma-
tematico do Pagerank através dos conceitos de cadeia de Markov, buscando enfatizar o
conceito hierdrquico das paginas. No segundo capitulo usaremos o teorema do ponto fixo
de Banach para reiterar a matemaética por traz do funcionamento do buscador do Google.
Ja no terceiro capitulo explanaremos o Pagerank, sua histéria e analisaremos na pratica
seus conceitos. E por fim no ultimo capitulo vamos explorar o conceito matematico no
ensino basico, propondo atividades para a melhor compreensao nos anos finais do ensino

Basico.
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1 Cadeias de Markov

Estudaremos neste capitulo a definicao e resultados de Cadeias de Markov. Na
sequéncia, estes conceitos serao aprofundados. O texto teve como base [14], [10] e [5],

onde podem ser extraidas mais informagoes.

1.1 Breve histérico sobre Andrei Andreyevich Markov

Andrei Andreyevich Markov foi um matemaético russo que nasceu em 14 de junho de
1856 em Ryazan, Russia. Ele se formou na Universidade de Sao Petersburgo em 1878 e se
tornou professor na mesma universidade em 1886. Ele é famoso por seus trabalhos na te-
oria dos nimeros e na teoria das probabilidades, especialmente nos processos estocasticos
chamados de cadeias de Markov.

Markov comegou sua carreira estudando fragoes continuas, limites de integrais, teoria
da aproximacao e convergéncia de séries. Ele foi influenciado por seu professor Pafnuty
Chebyshev, que desenvolveu o método das fragoes continuas e o aplicou a teoria das
probabilidades. Markov também provou o teorema do limite central generalizado usando
o método de Chebyshev.

Em 1900, Markov se interessou pelos processos estocésticos, que sao sequéncias de
eventos aleatdrios que dependem uns dos outros. Ele introduziu o conceito de cadeia
de Markov, que é um tipo especial de processo estocastico em que a probabilidade do
proximo evento depende apenas do evento atual e nao dos eventos anteriores. Ele usou as
cadeias de Markov para estudar a distribuicao das letras em um texto e a probabilidade
de uma consoante ou uma vogal aparecer em uma determinada posigao.

As cadeias de Markov tém muitas aplicacoes em diversas areas da ciéncia, como fisica
atOmica, teoria quantica, biologia, genética, comportamento social, economia e financas.
Elas também sao usadas para modelar sistemas dinamicos, sistemas de informacao, algo-
ritmos e inteligéncia artificial.

Markov foi um membro da Academia Russa de Ciéncias desde 1896 e recebeu varios
prémios por suas contribuicoes a matematica. Ele morreu em 20 de julho de 1922 em

Petrogrado (atual Sao Petersburgo), na Rissia.

1.2 Conceito de Cadeias de Markov

Um processo de Markov é um processo aleatério do qual o futuro (o préximo passo)
depende apenas no estado atual; nao tem memoria de como o estado atual foi alcancado.
Exemplo 1.2.1: Por exemplo, considere a seguinte situacao, onde a variavel aleatoéria X,

representa o estado de uma méaquina no tempo ¢, em minutos.



1,se a méaquina estiver ligada
X, = ,com t € N.

0, se a maquina estiver desligada

Perceba que existe um espaco de estado, no qual é o conjunto E de valores que a variavel
X, pede assumir, esse espaco nesse caso é E ={0,1}.

Seja X; a variavel aleatéria que indica o estado da maquina no minuto ¢, onde X; =0
significa que a maquina esta desligada e X; = 1 significa que a maquina estd ligada. Assim,
X1, X5, X3, ... sao variaveis aleatérias que representam o estado da maquina nos minutos
1,2,3,... respectivamente. O conjunto {X;,t € N} é um processo estocdstico com espago
de estados discreto (E = {0, 1}) e tempo discreto (T' = N). Esse processo estocéstico
pode ser usado para modelar o comportamento da maquina ao longo do tempo.

Buscando um melhor entendimento deste exemplo podemos representa-lo graficamente

através de um diagrama na figura abaixo.

Figura 1: Representagao de um processo estocastico

1/2
=
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fonte: Autoria prépria, 2023

Observe que grafico demostra uma situacao, quando a méaquina estiver no estado 0 a
probabilidade de permanecer no estado 0 é de 1/2 e de ir para o estado 1 é 1/2, nesse
caso a probabilidade de a maquina ligar ou nao é a mesma, quando a maquina estiver no
estado 1 a probabilidade de permanecer no estado 1 é de 3/4 e de ir para o estado 0 é
1/4.

Perceba que, se a maquina estiver no estado 1 (ligada), entdao a probabilidade de
transicao do estado 1 para o estado 0 depende apenas do estado atual (estado 1), inde-
pendendo do estado em que a maquina estava anteriormente. Quando a ocorréncia de
um estado futuro depender apenas do estado atual, isto é, a probabilidade dos eventos
futuros nao dependem dos eventos passados, vindo a depender apenas do estado atual,

este é um modelo simples do processo estocéstico de Markov (ou markoviano)



P<Xt = Ty | Xi1 =T1,..., X1 =11, Xg = ZEO) = P(Xt = Ty | Xio1 = xt—l)

A probabilidade de estar no estado x; no instante t depende somente do estado no
instante t — 1, independendo de todos os estados anteriores (X;_2, X;_3,..., X1, Xo). Essa
propriedade chama-se propriedade de Markov. E qualquer processo estocastico em tempo

discreto e estado discreto com a propriedade de Markov é definido como cadeia de Markov.

Definigao 1. (Matriz Estocdstica). Uma matriz quadrada M, de ordem nxn e M;; > 0,

¢ chamada de estocdstica se, para toda coluna j, >, M;; = 1.

Uma matriz estocastica descreve uma cadeia de Markov X; sobre um espago de pro-
babilidades finito ”S”. Dito de outra maneira, isso significa que as probabilidades de
transicao que caracterizam um processo de Markov sao normalmente agrupadas na ma-
triz de Markov.

Para se mover do estado ¢ para o estado j, ou seja, a probabilidade de se mover de

periodo para o perfodo seguinte é Pr(j | i) = p;; entdo Matriz estocastica "P”¢é dada por:

P11 P12 - Pij

P21 P22 - D2j
p_|: ) .

Pir Pi2 - Dij

Tomando o exemplo das maquina citada anteriormente, suponha um processo es-
tocastico com apenas dois estados (digamos, que a maquina pode esta ”ligada”ou ”desli-

gada 7). Entao, a matriz de transicao de Markov teria dimensao 2x2:

|

Neste caso a distribuicao inicial é dado por um vetor linha. Dada uma distribuicao

P—

N T
IR

inicial 79 e uma matriz de transicao P, podemos descobrir diretamente a distribuicao do
periodo seguinte. O sistema de equagoes implicito na multiplicacao de vetores abaixo é
chamado de sistema de Markov ou processo de Markov:

Se T for um vetor coluna,71 = P - 1

Se 1¢ for um vetor linha, TlT = 7-5 - P, onde “T” indica uma matriz transposta.



A probabilidade de se mudar do estado 7 para o estado j em duas etapas é dada pelo

(i, 7)Y elemento da matriz P elevada ao quadrado:

3 5
8 8

. 5 o1l
16 16

Generalizando, a probabilidade de se mudar do estado i para o estado j em “k” etapas

(P?)iy=P* =

N e
W00 NI
N e
100 NI

é dada pelo (4, 7)° elemento da matriz P elevada a k: (P*);;. Continuamos alguns célculos

no caso da maquina que pode esta “ligada” ou “desligada”:

1 1] [3 s 121
3y _p3_ |2 2 8 8| _ |32 32
(P =P =1 5|15 u|= |2 |
4 4 16 16 64 64
11 [u =2 43 85
NG 4 _ |2 2 32 32| _ |128 128
(Py=P"=17 5| |2 s| = |s 1n]°
4 4 64 64 256 256
1 01] T[4 85 171 341
5\ _ p5_ |2 2 128 128 _ | B12 B12 | .. kY
(P =P"=17 5| & 1| = |0 ess| i
4 4 256 256 1024 1024

Ou seja, o estado futuro, para n grande, é independente do estado inicial. Neste caso,

temos uma distribuicao estacionaria dos estados.

Defini¢ao 2. (Probabilidades de transi¢ao) As probabilidades condicionais
P(Xy1=7| Xy =1), parat=0,1,2,---,
sao chamadas de probabilidades de transi¢ao. Se, para cada i e j ,
P(Xi1=71Xe=1)=P(Xy=7]|Xo=1), para todot =0,1,2,--- |

entao as probabilidades de transicao para um passo sao ditas estaciondrias e usual-

mente sao denotadas por P;;.

A transigao do estado i ao estado j, em um passo simbolizado por F;;, é a probabilidade
de apds um intervalo de tempo fixo predeterminado e de um objeto que se encontra no

estado ¢ ser encontrado no estado j.



Para n passos a frente, como extensao da Definicao 2, é possivel escrever as probabi-

lidades de transicao para cada i e 5, comn =0,1,2,---, conforme a expressao:
PXy1=7]1Xe=10)=P(Xy1=75]|Xo=1), para todot =0,1,2,--- |
Usaremos a seguinte simbologia para simplificar a notagao:
P(Xy =3[ Xo=1)Py,
P(Xy = j | Xo =1)F;(n).

De acordo com a referéncia (HILLIER e LIEBERMAN, 1995), a notacao P,;(n) intro-
duzida anteriormente implica que, para n =0, P;(0) é P(X, = j | Xo = 1), sendo igual
a lsei =7 eigual a0 em caso contrario.

As probabilidades de estados sao definidas como a seguir.

Definigao 3. : (Probabilidade de estado no instante n) A probabilidade do estado i tomada
no instante n € a probabilidade de um objeto ocupar o estado i apds um niumero n finito

de passos.

pi(n) :P(ani), parai=0,1,2,--- M.

De posse das definicoes estabelecidas nesta se¢ao, com exemplos ja citados, vamos apre-
sentar os numeros.

Exemplo 1.2.1: Representa o estado de uma maquina, 1, se a maquina estiver ligada e
0, se a maquina estiver desligada. A partir de observacoes historicas, foram obtidas para
um passo as probabilidades de transicao supostas constantes. A maquina estar desligada
e continuar desligada com probabilidade igual a 3/4 e, de a méquina estar desligada e ser
ligada é com probabilidade 1/2. De a maquina estar ligada e ser desligada a probabilidade

é de 1/4 e, de estar ligado e permanecer ligado a probabilidade é de 1/2.
—desligado — permanecer — desligado— > P(X; =0 | Xy =0) = Py = 1/2;

—desligado — sucede — ligamento— > P(X; =1 | Xg=0) = Py = 1/2;
—ligado — permanecer — ligado— > P(X, =1| Xy =1) = Pi; = 3/4;
—ligado — sucede — desligadamento— > P(X; =1| Xy =1) = Pigp = 1/4.

Para resolver o exemplo lancamos mao de um artificio conhecido por arvore de pro-
babilidades. A Figura 2 ilustra o diagrama em &arvore partindo do estado 0, onde sao
considerados apenas quatro passos. Outro diagrama poderia ser construido, porém, par-

tiria do estado 1. Mostraremos como se calcula a probabilidade do estado 1 apds quatro



passos, isto é, pj.

Notamos na arvore de probabilidades (Figura 2) que, dado que os eventos sao inde-
pendentes, precisamos multiplicar todas as probabilidades dos ‘caminhos’ que levam ao
estado 1 para calcular a probabilidade do estado 1 em quatro passos (BILLINTON, 1970).

Figura 2: : Diagrama em arvore de probabilidades iniciando no estado 0
3fa

3
1\a

1\4

1/2

fonte: Autoria prépria, 2023

Se estendermos os calculos para mais passos nao é dificil concluir que a probabilidade
do estado 1 encaminhara para 2/3 , enquanto que a probabilidade do estado 0 sera de

1/3, preservadas as condigoes.

Definicao 4. Um estado i se diz recorrente se f; = 1. Um estado i se chama transitorio
se fi <1

Notamos que se o estado ¢ é recorrente, entao a cadeia de Markov saindo do estado i,
sempre vai voltar para este estado, ou o numero de vezes que a cadeia esta no estado i
é infinito. Consequentemente, a média do nimero de vezes em que a cadeia estd em tal
estado ¢ infinito. Por outro lado, se ¢ é transitorio, entao a probabilidade de que, saindo
deste estado 7, a cadeia nunca mais volte neste estado é positiva; a probabilidade é igual
a 1 — f;. Nao é dificil ver que o nimero de vezes que a cadeia volta para tal estado tem

distribuicao geométrica:

P{X, exatamente k vezes volta em estado i | Xo =i} = fF(1— f;),k=0,1,---

Estado recorrente; Um estado ¢ é recorrente se e somente se, partindo do estado ¢ , o

processo eventualmente retornard ao estado ¢« com probabilidade f; = 1.



O processo cuja cadeia de Markov foi apresentada no Exemplo 1.2.1 possui ambos
os estados recorrentes. Outro exemplo de estados recorrentes corresponde a matriz de

probabilidades de transicao mostrada a seguir

Figura 3: : Diagrama de transicao de uma cadeia de Markov com dois estados recorrentes.

Pw=1 =

fonte: Autoria prépria, 2023

Um estado ¢ é transitério se existir um estado j que seja acessivel a partir de 7, mas
o estado i nao seja acessivel a partir do estado j.
O processo cuja cadeia de Markov foi apresentada no Exemplo 1.2.1 possui ambos os

estados transitorios.

Figura 4: Diagrama de transi¢ao de uma cadeia de Markov com dois estados transitorios.

R

O O
Qo /

fonte: Autoria prépria, 2023

A média do numero de vezes em que a cadeia estd no estado i é finita e igual a

/(1= fi).

Seja I, a funcao indicadora de que a cadeia esta no estado i :

l,se X,, =1
0,se X, [



Agora, o numero de vezes em que a cadeia esta no estado ¢ pode ser representado

através da soma Y~ I,. Logo, a esperanca pode ser representada da seguinte forma:

K 220:0 n’XOIZ} :Zpiin)'

n=0

Notemos que o estado i é recorrente se Y >~ PZ(Z”) = oo, transitério se >~ Pz(zn) < 00.

Notamos que se uma cadeia é finita (o nimero de estados dela é finito), entao, nao
podem ser todos os estados transitorios.

Se o estado ¢ é recorrente, e o estado ¢ se comunica com o estado j, entao o estado j
também é recorrente.

Explanamos algumas definigoes da cadeia de Markov, enfatizamos as de mais re-
levancia para o tema abordado, vale salientar que essas defini¢oes estao entre outras
que caracterizam uma cadeia de Markov. Podem ser extraidas mais informacoes nas re-
ferencias [4], [11] e [12]. Com a base da Cadeia de Markov, iremos aborda posteriormente

um tema contextualizado para o melhor entendimento do tema abordado.

1.3 O RA DO e o algoritmo Pagehank

No ano de 2009 na XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica, desenvolveu um pro-
blema descrito da seguinte maneira; Sejam A, B, e C' os vértices do triangulo no sentido
anti-horario. Seja (), a probabilidade de, apés n saltos, Do estar no vértice B. Temos
Py=1,Q¢= Ry =0 e, para todo n > 0,

(*) { Qni1 = (1= P)P, + pR,
Ry = (1 _p)Qn +pP,.

Em primeira vista, embora nao percebemos, esse problema tem relagao com o algoritmo
PageRank.

Para ilustrar melhor o problema e a solu¢ao de uma forma mais didatica para o leitor,
podemos incluir um diagrama do triangulo equilatero com os vértices A, B e C' e as
probabilidades de salto da Ra Do6. Podemos mostrar que a ra pode saltar de um vértice
para outro com as probabilidades indicadas nas arestas do triangulo. Por exemplo, se a ra
esta no vértice A, ela pode saltar para o vértice B com probabilidade p ou para o vértice
C com probabilidade 1 —p. O diagrama também mostra que a ra nunca pode saltar para
o mesmo vértice em que estd. Vejamos na figura 1.

Quando estamos na posicao inicial da Ra Do o valor de n = 0, isso que dizer que a
probabilidade de Ra estar no vértice A é de 100%, que é fornecida no problema. Donde,

ag=1e by =cy=0. Isto é, para n = 0, podemos observar que a probabilidade de estar



Figura 5: Representagao do problema da ra Do

1-P 1-p

fonte: Autoria prépria, 2023

no vértice B é de 0% e de estar no vértice C' também é de 0%. Quando n = 1, temos

a1 =0,bp =1—pec; =p. Quando n = 2, devemos fazer uma andlise mais cautelosa.
Podemos mostrar duas probabilidades para os saltos de RA DO, a primeira de salto

de A para B, e também de B para A como ilustra figura 6 abaixo. Se P é a probabilidade

de D6 seguir esse caminho, entdao P = (1 — p)p. Note que by = 1 — p, assim

P = blp

Figura 6: Primeira alternativa de saltos até o vértice A
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fonte: Autoria prépria, 2023

Podemos da mesma forma observar a segunda alternativa, na qual o primeiro salto de
A para C' e posteriormente de C' para A.

Novamente, se (Q é a probabilidade de D6 seguir esse caminho até o vértice A, entao
Q =p(1—p).

Ou ainda, como ¢; = p, @ = ¢1(1 — p). como ilustra a figura 7 abaixo;

Sabendo que o objetivo é determinar as probabilidades futuras de as, by € ¢5 conhecendo



Figura 7: Segunda alternativa de saltos até o vértice A

'''' (b) Salto 1 (c) Salto 2

1-P

fonte: Autoria prépria, 2023

o vértice em que RA se encontra no atual momento, isto é, posterior o salto 1.

Portanto,
a9 = bl.p + Cl.<1 — p)

by =a1.(1—p)+c1.p
o =a;.p+b1.(1 —p).

Vamos calcular os passos as, b3 e c3
e Se 0 estado atual da RA apés o segundo salto é o vértice B, cuja probabilidade é by

, entao, para se chegar ao vértice A, o terceiro salto deve ser no sentido horario (p).
e Se o estado atual da ra apds o segundo salto é o vértice C', cuja probabilidade é ¢y,

entdo, para se chegar ao vértice A, o terceiro salto deve ser no sentido anti-horario (1 —p).

Temos
as = bg.p + Cg.(l —p)

bg = CLQ.(]_ —p) + Co.D
c3 = az.p+by.(1 —p)

As probabilidades futuras a,, b, e ¢, dependem apenas do vértice em que se encontra no

salto imediatamente anterior, n — 1. As seguintes generalizacOes nos permitem escrever

de maneira analogamente;

an:p'bn—1+(1_p)'cn—1

bn=pCho1+ (1 —D) - an
Cn:p'an—1+<1_p>'bn—1

Dessa forma escrevemos n probabilidades futuras de RA DO, através desta genera-
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lizacao.

No problema da RA, querfamos mostrar que, para n — oo, a probabilidade dela
estar no vértice A seria de 1/3. Mas como chegamos a esse valor? Usamos um método
chamado de cadeias de Markov, que consiste em modelar o comportamento da RA como
uma sequéncia de estados aleatérios. Cada estado representa um vértice do diagrama da
Figura 5, e a transicao entre os estados depende de uma matriz de probabilidades. Essa
matriz nos diz qual a chance do RA saltar de um vértice para outro a cada instante. Ao
aplicarmos esse método, encontramos um vetor de estado estacionario, que é o limite do
vetor de estado quando n tende ao infinito. Esse vetor nos fornece a probabilidade do RA
estar em cada vértice no longo prazo, e é assim que obtemos o valor de 1/3 para o vértice
A.

Esse mesmo método pode ser usado para resolver outros problemas envolvendo pro-
babilidades no longo prazo, como o algoritmo PageRank, que mede a importancia das
paginas da Web. Nesse caso, os estados representam as péaginas, e as transicoes depen-
dem dos links entre elas. O vetor de estado estacionario nos fornece a probabilidade de
um usuario visitar cada pégina no longo prazo, e isso ¢ usado para ranquear as paginas
nos mecanismos de busca. Assim, podemos ver que o problema da ra é mais do que um
simples exercicio de matemaética, mas uma ferramenta poderosa para modelar fenomenos

aleatorios.
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2 Ponto fixo de Banach

Estudaremos neste capitulo a definicao e resultados de Ponto fixo de Banach. Na
sequéncia esses conceitos serao aprofundados e o texto teve como base [1] e [6], onde

podem ser extraidas mais informagoes

2.1 Uma breve historia sobre Stefan Banach

Stefan Banach foi um dos maiores matematicos do século XX e o fundador da moderna
andlise funcional. Ele criou uma abordagem geral e abstrata para o estudo de espagos de
funcgoes, que hoje sao chamados de espacos de Banach em sua homenagem. Ele também
provou teoremas importantes sobre séries de Fourier, equagoes integrais e diferenciais,
topologia e teoria da medida.

Banach nasceu em 30 de marco de 1892, em Cracdvia, na Polonia. Ele foi criado
por sua mae e nunca conheceu seu pai. Ele mostrou talento para a matematica desde
cedo, mas nao teve uma educacao formal nessa area. Em 1910, ele se mudou para Lviv
(atualmente na Ucrania) e se matriculou na faculdade de engenharia da Universidade
Técnica local. Ele teve que trabalhar como tutor para se sustentar, o que lhe deixava
pouco tempo para estudar. Ele se formou em 1914, mas logo depois a Primeira Guerra

Mundial eclodiu e ele teve que fugir de Lviv.

2.2 Ponto fixo de Banach

Da mesma forma em que relatamos a contribuicao de Makov para o desenvolvimento
do Google. Neste capitulo iremos também prestigiar a contribuicao de Stefan Banach com
o desenvolvimento do ponto fixo de Banach

E nitido que a matematica de Banach e Marcov deram frutos para Page e Brin
lancarem o algoritmo PageRank, essa matemdtica foi o grande diferencial para que o
Google tenha seu sucesso notorio.

Um teorema de ponto fixo é um resultado matematico que garante a existéncia e uni-
cidade de um elemento = que satisfaz a condigao f(z) = x, onde f é uma aplicagdo de um
espaco métrico em si mesmo. Um exemplo importante desse tipo de teorema é o Teorema
do Ponto Fixo de Banach, que afirma que se f é uma contracao uniforme, ou seja, se
existe uma constante 0 < g < 1 tal que d(f(z), f(y)) < Bd(z,y) para todos x e y no
espaco métrico, entao f tem um unico ponto fixo.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach tem diversas aplicagoes em andlise matemaética,
especialmente na resolucao de equacoes nao lineares e equagoes diferenciais ordinarias.
Além disso, o teorema fornece um método iterativo para aproximar o ponto fixo de uma
contracao uniforme, bastando escolher um ponto arbitrario Xy e definir X, + 1 = f(X,,)

para todo n > 1.
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Neste capitulo, vamos apresentar alguns conceitos béasicos sobre espacos métricos e de-
monstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Em seguida, vamos mostrar algumas

aplicagoes desse teorema.

2.2.1 Espagos Métricos.

Definigao 5. Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto ndo vazio e d
€ uma funcdo que associa a cada par de elementos de M wum miumero real ndo negativo,

chamado de distancia entre eles. A funcao d deve satisfazer as sequintes propriedades

para quaisquer x, y € z em M :

i) d(z,y) =0 se e somente se x =y (identidade dos indiscerniveis);
ii) d(z,y) = d(y,z) (simetria);

iii) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

Os elementos de M sao chamados de pontos. A funcao d é chamada de métrica ou
funcao distancia em M.

Um exemplo de espago métrico é, sejam M um conjunto qualquer nao vazio e consi-
deremos a funcao d : M x M — R definido por

0,sex =y
d(z,y) =
0,s5€ T # Y.

E imediata a verificacao de que d é uma métrica, essa é chamada métrica zero-um.

Um outro exemplo é que considere M = R o conjunto dos niimeros reais e a fungao
d: M x M — R definida por

d(z,y) =z —y|.

Usando as propriedades de médulo de um ntmero real, segue que d é uma métrica.
De fato, sejam z,y e z € R quaisquer. se z = y, é imediato que | z —y |= 0, o que implica
em d(z —y) = 0. Além disso, se x # y, temos x — y # oqueimplicaem | x — y |> 0, ou

seja, que d(s,y) > 0. também, temos que

d(a,y) =z —y |=[ =(r —y) [=ly — = |= d(z,y).

Por fim, temos que
v —yl=|-(—y)+y—2)I<lz—-yl+]y—2]|
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Logo, d(z,z) < d(x,y) + d(y, z). Portanto, d é um métrica a qual é chamada de métrica
usual de R
2.2.2 Convergéncia em Espacgos Métricos.

Defini¢ao 6. Uma sequéncia (x,,) em um espago métrico (M, d) chama-se limitada quando

o conjunto de seus termos € limitado, isto €, quando existe ¢ > 0 tal que
d(xm,x,) < c,

para quaisquer m,n € N.

Um exemplo de sequéncia limitada é a sequéncia (x,,), definida por x,, = (—1)" para
todo n natural. Nesse caso, podemos tomar ¢ = 2, pois para quaisquer m e n naturais,
temos

d(@m, 2) = [(=1)" = (=" < [(=D)"|+ [(-1)"| <1+ 1=2.

Defini¢ao 7. Uma sequéncia (x,) em um espa¢o métrico (M,d) € dita convergente em
M se existir x € M tal que
lim d(z,,z) = 0.

n—oo

isto é, para todo €, existe ng tal que n > ng implica d(z,,x),< € .

Quando for necessario, usaremos a notacao x,, — x para indicar a convergéncia.

2.2.3 O Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Definigao 8. Seja(M,d) um espa¢o métrico. Uma func¢ao fM — M de contrag¢do sobre

M se existe um numero real positivo k < 1 tal que:
d(f(@), f(y)) < kd(z,y), para todo x,y € M.

Para exemplificar, Considere M = R com a métrica usual. A fungao f: [1,+o0) - R

definida por f(z) = y/r é uma contracgao. De fato:

R I )
VE+ VYl IVE VY

Com o x,y > 1 temos que \/z + /y > 2, ou ainda
Logo,

d(f(x), f(v) = Ve = Vyl = Ve =yl .

<

N

1
Ve

A(f(x), fy)) < sz —yl.

Observe que nao é uma contragdo quando definida no intervalo fechado [0, 1], pois

lim, o+ f () = +o0.
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Teorema 1. (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Considere (M.d) um espago métrico

completo e uma contragao f: M — M. Entao f possui um unico ponto fizo.
Prova 1. Considere xo € M e a sequéncia (X,) em M. definida por x,.1 = f(z,)
Entao,
d<w1a .%'2) = d(f(xO)a f(ml)) S kd(a:Oa :Ul) = d(x17$2) S kd(J:Oaxl)
d(ws, x3) = d(f(21), f(22)) < kd(w1,2) < kK2d(20,21) = d(w2, 23) < k*d(wo, 1)

Continuando o processo, usando um arqumento indutivo, chegamos a conclusdo que
d(xp, Tpy1) < k"d(x0,21). Como o nosso interesse € mostrar que (x,) € uma sequéncia de

Cauchy, da desigualdade triangular, temos:

d(xna anrp) S d(xna xn+1> + d<xn+17 xn+2) + o+ d<xn+p717 'TnJrP)'

Pooutro lado,

d(lﬁ,17 l’»,H_l) S knd(x[)y 'Tl):

A(Tpy1; Tnro) < K" d(x0, 71),

A Tnip1, Tntp) < K"P (20, 71).

Assim, temos:

(T, Tpy1) + A(Tpi1, Tro) + o+ d(@pip1s Tnop) < (K" + K" oo EMP N d (g, 7y)
Sabendo que k < 1 para qualquer p, fizado, temos

1— kP k™

kn kn—f—l . kn—l—p—l . k,n X <
+ + + —r S 1%
logo, obtemos:
d(xnyanrp) S 11—k ' d(x(]?xl)-
Tomando o limite quando n — oo chegamos a:
lim d(z,, p4p) < lm ( d(xo, 1))
n—oo n—oo 1 — k

n

Jim d(@p, Tpyp) < d(zo, 1) Jim -

Como 0 < k <1,k" — 0, vale
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kTL
li =0.
b 1 — k
ou seja,

lim d(zp, zp4p) =0
n—oo

donde concluimos que (x,) € de fato uma sequéncia de Cauchy em M.
Ora como (M,d) é um Espa¢o Métrico Completo entao (x,) converge em M.

Assim tomando o limite na equacao x,11 = f(x,) teremos:
lim z,41 = lim f(x,)
n—o0 n—oo
Bem como lim,,_,, x,, = a e como a aplicacao f € continua, obtemos que

Hm f(z,) = f(limpoeors) = f(a)

n—oo

Assim, temos a igualdade desejada

fla)=a

Assim, provamos a existéncia do ponto fixo. Agora provemos a unicidade. Sejam a e
b em M tais que f(a) =a e f(b) =b. Assim,

d(a> b) = d(f(a)a f(b)) < kd(aa b)

Isso leva d desigualdade

(1—k)d(a,b) <0

Como k < 1 entas 1 — k < 0 donde concluimos que d(a,b) < 0. Como d(a,b) é um
nidmero real nao negativo, seque que d(a,b) =0, e isso sé acorre se , e somente se a = b.

Assim, f so possui um unico ponto fizo, o que completa a demostracdo do Teorema.

2.3 Funcionamento do Buscador do Google

O funcionamento de um buscador é baseado essencialmente em dois passos:

1) Matching Busca

2) Ranking Seleciona e Ordena

A forma de ordenar as paginas encontradas é o segredo do sucesso do Google.

Sabemos que as paginas se conectam através de links e podemos penséa-las como nés
de um grafo direcionado cuja arestas sao dadas pelos links. Seja G' um grafo direcionado,
conosco 1,2, ....,n. Nosso objetivo é, para cada no ¢, atribuir um valor real X; que traduza

a relevancia do no .
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Quando j é um né que aponta para i, chamaremos de link de ¢ para j e denotaremos j
— 4. O ntmero de links saindo de j serd denotado por /;. Assim, definiremos a relevancia
de um no ou site da seguinte forma:

Um site é relevante se for apontado por outros sites relevantes.

Essa definicao é recursiva e intuitiva, pois significa que quanto mais links um site
recebe, mais relevante ele é. Porém, nem todos os links tém o mesmo peso. Um link
vindo de um site muito relevante vale mais do que um link vindo de um site pouco
relevante. Portanto, a relevancia de um site depende nao s6 da quantidade, mas também
da qualidade dos links que ele recebe.

Para calcular a relevancia de cada site. O PageRank atribui um valor numérico entre
0 e 1 para cada site, sendo que quanto maior o valor, mais relevante é o site. O valor do

PageRank de um site é determinado pela seguinte férmula:

j=t

Desse modo, definiremos m;; como o nimero de links de 7 — 4, que pode inclusive ser

zero. Com isso, temos o sistema linear

.

T = 777«111/.1 + m12l'2 + + mlnxn
l1 l2 In

x2:m:[ﬂl+m$2+...+m‘xn
l1 la ln

T, = Wllnl'rl + W;7L2x2+“‘+ W;nnxn
\ n 2 n

Uma transformacao linear é uma funcao que preserva as operacoes de adicao vetorial
e multiplicacao por escalar entre dois espagos vetoriais.

Se A = (a;;), onde a;; = =, entdo A pode ser vista como uma transformagao linear
J

I
de A:R" - R" | e x = [11, 29, ..., X;;] um autovetor de autovalor unitdrio. Isso significa
que z é um ponto fixo de A, ou seja, A, = .

Por exemplo, sely = 4,15, = 1,l3 = 3 e l4 = 2 observamos sistema linear:

/
0 0 1 1
Ir = —11'1 + 71’2 —+ g.ﬁEg + 5(]34

1 0 1 1
Tg = 721 + 722 + 323 + 3%4

_ 1 1 0 0
I3 = le + ISL’Q + 5133 + 5!174

2 0 1 0
Ty = le + 7332 + 5333 + 5334
\
Uma possivel solucao desse sistema é dada pelo vetér [4, 5, 6, 4], que indicam, respecti-
vamente, a relevancia das paginas 1, 2, 3 e 4. Portanto, a pagina 3 é a que possui maior
relevancia.

Uma maneira de explicar o funcionamento do modelo de PageRank é usar o conceito
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Figura 8: Grafo de relevancia de pagina.

fonte: Autoria prépria, 2023

de probabilidade. Podemos interpretar a;; como a probabilidade de, ao sair da pagina 7,
chegar a péagina i. Por exemplo, se um usuério escolhe uma das n paginas aleatoriamente,
digamos vy = [1, 0, ..., 0], o vetor vy, obtido na equagao Avy = vy, indica a probabilidade
do usudrio estar na pagina ¢ apés um clique, partindo de vy. Assim, sucessivamente, apos
n cliques a probabilidade do usudrio estar na pagina 7 é dada pela equacao Av, — 1 = v,.
Esse modelo seria ideal se o usuario sempre encontrasse um [link de uma pagina para
outra, mas isso nao ocorre. A partir dai, a ideia de Page e Brin foi introduzir um fator
probabilistico p de comegar tudo de novo e, evidentemente, 1 — p de continuar nos links.
Desse modo, a aplicagao que indica o percurso aleatorio do usuario em um grafo de n

vértices é

1 mi Mz Min

hn n ) I In hn
1 m21 ma2 m2n

Yo n i i e 1 Yo

1 2 n
=p | T+ @=p) | T

1 mni mn2 .. Mnn

Yn n In Io Tn Un

Podemos escrever, de forma mais simples, como 7' : R” — R™ | onde y; — p + (1 -

p)A,, com

3= 3=

Sl= e

Note que a funcao T é continua. Se mostrarmos que T é uma contracao, e lembrando que
R™ é um espago métrico completo, o Teorema do ponto fixo de Banach nos garante que
T possui um unico ponto fixo, ou seja, que o internauta chega sempre a pagina desejada.

Para tanto, vejamos que, dados y, z € R" e, notando que temos que

n
E Q5 = 1
=1
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n n

1T =TE) = A =p)Aly—2) = Q=P D D ayly -2z =

i=1 i=1
==Y ly—zl=0-ply-=I.
i=1

Ja que 1 —p é menor que 1, temos que 7' é uma contragao. Finalmente, por a aplicagao
possuir um unico ponto fixo, o Teorema do ponto fixo de Banach garante que tudo isso

funciona indicando que a relevancia de cada pagina esta bem definida.
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3 Pagerank

Estudaremos neste capitulo um pouco sobre a historia e o funcionamento de Pagerank.
Na sequéncia esses conceitos serao aprofundados e o texto teve como base [2], [7], [10],

[11] e [14], onde podem ser extraidas mais informagoes

3.1 Breve histérico sobre Pagerank

PageRank é um algoritmo usado pelo Google para classificar as paginas da web em
seus resultados de busca. Ele mede a importancia de uma péagina levando em conta a
quantidade e a qualidade dos links que apontam para ela. O nome vem do sobrenome de
Larry Page, um dos fundadores do Google, e nao do termo ”pagina web”.

O algoritmo foi desenvolvido na Universidade de Stanford por Larry Page e Sergey
Brin em 1996, como parte de um projeto de pesquisa sobre um novo tipo de motor de
busca. Eles tiveram a ideia de que a informacao na web poderia ser ordenada em uma
hierarquia de "popularidade de links”: uma pagina é mais importante se tiver mais links
apontando para ela. O trabalho contou com a colaboracao de Rajeev Motwani e Terry
Winograd. O primeiro artigo sobre o projeto, descrevendo o PageRank e o prototipo
inicial do Google, foi publicado em 1998. Logo depois, Page e Brin fundaram a Google
Inc., a empresa por tras do Google.

O PageRank foi inspirado na andalise de citagoes, desenvolvida por Eugene Garfield em
1950 na Universidade da Pensilvania, e pelo método ”Hyper Search”, desenvolvido por
Massimo Marchiori, da Universidade de Padua. No mesmo ano em que o PageRank foi
introduzido (1998), Jon Kleinberg publicou seu trabalho sobre HITS. Os fundadores do
Google citaram Marchiori e Kleinberg em seu artigo original.

Um motor de busca chamado ”RankDex” da IDD Information Services, desenhado por
Robin Li, desde 1996, j& explorava uma estratégia semelhante para pontuacao e ranking de
paginas. A tecnologia utilizada em RankDex foi patenteada em 1999 e usada mais tarde
quando Li fundou a Baidu na China. O trabalho de Li estd referenciado em algumas

patentes do Google, de métodos de pesquisa de Larry Page.

3.2 Pagerank

Para ilustrar o funcionamento do PageRank, imagine uma rede de apenas quatro
paginas: A, B, C e D. As ligagbes de uma pagina a si propria e as ligagdoes multiplas
entre duas paginas sao ignoradas. Inicialmente, a soma dos valores de PageRank de todas
as paginas da web correspondia ao nimero de paginas na web. Em versoes posteriores,
o PageRank passou a assumir valores entre 0 e 1, representando uma distribuicao pro-
babilistica, ou seja, a probabilidade de um usudrio, percorrendo ligacoes aleatoriamente,

chegue a uma determinada pagina.
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No primeiro passo do processo de calculo iterativo do PageRank, todas as péaginas
tém o mesmo valor de PageRank. No nosso exemplo de quatro paginas, o primeiro passo
consiste em atribuir o valor 0,25 de PageRank a cada uma das quatro paginas. Note-se
que a soma dos valores de PageRank de todas as paginas é 1.

Neste capitulo, vamos explorar como o algoritmo PageRank funciona para medir a
relevancia de cada pagina da Web. A ideia basica é que os links que apontam para uma
pagina sao como votos que indicam a sua qualidade e importancia. Quanto mais links
uma pagina recebe, maior é o seu PageRank.

Uma possivel forma de se atribuir um valor numérico a cada pagina da Web é baseada
na quantidade e na qualidade dos links que apontam para ela. Assim, uma pagina que
recebe muitos links de outras paginas importantes teria um valor maior do que uma pagina
que recebe poucos links de paginas pouco relevantes. Podemos tomar com exemplo, dados
os numeros 0,35 e 0,4 sabemos que 0,4 > 0,35. Portanto isso implica que uma pagina com
valor 0,4 seria mais importante que a pagina de importancia 0, 35. Esse valor numérico
poderia ser usado para ordenar as paginas da Web de acordo com a sua importancia
relativa

A Web é formada por uma grande rede de paginas interligadas por links. Esses links
permitem que os usudrios naveguem entre as paginas e encontrem as informacgoes que
procuram. Mas como medir a importancia de cada pagina na Web? Essa foi a questao
que motivou Page e Brin a desenvolverem um algoritmo baseado na estrutura de links da
Web.

A ideia bésica do algoritmo é que cada pagina recebe uma pontuacao de importancia
proporcional ao nimero de links que apontam para ela, chamados de backlinks. Podemos
pensar nos backlinks como votos: quanto mais votos uma pagina recebe, mais importante
ela é. Além disso, os votos nao sao todos iguais: os votos de paginas mais importantes
valem mais do que os votos de paginas menos importantes. Assim, a Web se torna uma
espécie de democracia, onde as paginas elegem as mais relevantes por meio dos links
(BRYAN; LEISE, 2006).

O grafo da Web é composto por n péaginas (vértices) numeradas de 1 a n, conforme
ilustrado na Figura 8. A importancia de cada pagina é denotada por X, onde k é o indice
da pédgina. Além disso, dj e b, indicam, respectivamente, o nimero de links que saem e
que entram na pagina k. Por exemplo, na pagina 2 do grafo da Web da Figura 8, temos
queds =2eby=1

Como mencionamos, nossa proposta inicial é usar k como a quantidade de backlinks
da pagina k. Quanto mais links uma pagina recebe, mais relevante ela se torna. Por
exemplo, na Figura 8, temos que X; = 2, Xy = 1, X3 = 2 e X, = 3. Isso significa que
a pagina 4 é a mais relevante, as paginas 1 e 3 tém a mesma relevancia e, finalmente, a
pagina 2 é a menos relevante. Entao, um mecanismo de busca poderia ordenar as paginas

nos seus resultados de pesquisa com base nessa classificacao.
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Classificacao Péaginas Valor de importancia

1° 4 3
2° le3 2
3° 2 1

Tabela 1: Classificagao 1

No entanto, observe que a pagina 1 tem um backlink da pagina mais relevante. Em
outras palavras, a pagina mais relevante indica a pagina 1. Isso nao deveria fazer a pagina
1 mais relevante do que a pagina 3. Estamos assumindo que links de paginas relevantes
tém mais peso. Isso corresponde a ideia de que o usuario nao vai preferir apenas as
paginas com mais backlinks, mas também as paginas que tém backlinks de qualidade, de
paginas relevantes. Porém, o nosso método ignora esse aspecto. Além disso, ele poderia ser
facilmente manipulado, pois poderiamos criar novas paginas, intencionalmente, e adicionar
um link para a pagina que quiséssemos aumentar a relevancia. Assim, links de paginas
irrelevantes teriam o mesmo peso que links de paginas relevantes. Um backlink é um link
de outro site (o referenciador) para um recurso da web (o referente). Um recurso da web
pode ser (por exemplo) um site, uma pagina da web ou um diretério da web. Um backlink
¢ uma referéncia comparavel a uma citagao.

Sendo assim, esperamos que um bom método de ranqueamento nao leve em consi-
deracao apenas o niumero de backlinks das paginas, mas, também, que um backlink de
uma pagina importante deve ter um peso maior do que um backlink de uma pagina menos
importante. Ou seja, passamos a nos preocupar, além da quantidade, com a qualidade

dos links.

3.3 Calculando o Pagerank na Pratica

Até agora, vimos como o PageRank funciona para Webs de tamanho reduzido. Mas
como podemos lidar com a Web real, que tem quase 2 bilhdes de paginas. (De acordo
com a pagina (Internet Live Stats, 2022). Serd que é possivel encontrar o vetor de estado
estacionario de uma matriz tao grande? A resposta é sim, mas nao é trivial. O PageRank
¢ obtido por meio de iteracoes sucessivas entre a matriz do Google e um vetor de estado
inicial, que geralmente tem todas as entradas iguais a 1/n, onde n é o nimero total de
paginas da Web. De acordo com (PAGE et al., 1999), foram necessarias cerca de 52
iteracoes para chegar a uma boa aproximagao para os PageRanks de um conjunto de

paginas com cerca de 322 milhoes de links. Na tabela a seguir, mostramos o nimero
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n G,-Xp Xn
0,200 0,200 0,285 0,200 0,115]"
Gy - Xy 0,200 0,200 0,213 0,272 0, 115]7
[ ]
[ ]

0,200 0,200 0,243 0,211 0, 148]7
0,200 0,200 0,243 0,235 0, 120]7

0,200 0,200 0,232 0,237 0,131]7
0,200 0,200 0,242 0,228 0,131]7
0,200 0,200 0,238 0,236 0,127]7
Gs - Xy [0,200 0,200 0,238 0,232 0,130]"
[ ]
[ ]

ol | vl |lo|e|w]|D
2
[«
z

0,200 0,200 0,239 0,232 0,129]"
0,200 0,200 0,238 0,233 0,129]”

=
o
2

Tabela 2: Iteragoes entre a matriz GG e o vetor de estado inicial z

de iteragoes necessarias para alcancar os mesmos valores de importancia, com trés casas
decimais, que encontramos ao calcular o vetor de estado estacionario da matriz G da Web

com subwebs. Para isso, usamos o vetor de estado inicial

zo=1|1/5 1/5 1/5 1/5 1/5].

Portanto, o algoritmo PageRank consiste em aplicar a matriz G sucessivas vezes a
um vetor de probabilidade inicial para obter aproximacoes cada vez melhores do vetor
de estado estacionario (SANTIAGO, 2021). Esse algoritmo é usado pelo Google Search
para classificar as paginas da web em seus resultados de pesquisa. O algoritmo PageRank
mede a importancia das paginas da web contando e avaliando a qualidade dos links que
apontam para elas. A suposicao subjacente é que as paginas mais importantes tendem a
receber mais links de outras paginas (Wikipedia, 2023). O algoritmo PageRank pode ser
calculado para qualquer colecao de documentos com citagoes e referéncias reciprocas. O
valor numérico que ele atribui a cada elemento E é chamado de PageRank de E e denotado
por PR(E) (GeeksforGeeks, 2023). O algoritmo PageRank confere a cada pagina uma
classificagao de sua importancia, que é uma medida recursivamente definida pela qual
uma pagina se torna importante se pdginas importantes apontarem para ela (Stanford
University, 2021).
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4 Exploracao o pagerank no ensino Basico

4.1 Explorando no ensino médio

Uma forma de introduzir o conceito de Webs fortemente conectadas no ensino médio
¢ mostrar exemplos reais de como elas sao usadas para ordenar paginas da internet,
baseando-se na solucao de sistemas lineares homogéneos. Esse assunto ¢ muito atual
e relevante, pois envolve aspectos da Matematica, da Computacao e da Comunicacao.
Depois de explorar os conceitos tedricos, os alunos podem usar alguns softwares, como o
Winmat, para realizar os calculos mais complexos e verificar os resultados obtidos.

Uma forma de introduzir o conceito de Webs fortemente conectadas no ensino médio
¢ mostrar exemplos reais de como elas sao usadas para ordenar paginas da internet,
baseando-se na solucao de sistemas lineares homogéneos. Esse assunto é muito atual
e relevante, pois envolve aspectos da Matematica, da Computacao e da Comunicacao.
Depois de explorar os conceitos tedricos, os alunos podem usar alguns softwares, como o
Winmat, para realizar os calculos mais complexos e verificar os resultados obtidos.

Vamos exemplificar algumas atividade que acreditamos serem interessante para abor-

dagem em sala de aula.

4.1.1 Atividade 1

Observe a matriz abaixo de links e faga os itens que seguem:

0+ 10
A:%OO%
1 1
0 3 0 3
5300

a) A rede tem quantos sites? Essa rede é admissivel? Por qué? A rede é fortemente
conectada? Sugestao: gere o grafo associado a Web representada pela matriz, a fim de
visualizar o problema.

b) Existe link do site 4 para o site 17 E do site 1 para o site 47

c) Estabelega o ranking das péaginas. Qual delas é a mais importante? E a menos
importante?
4.1.2 Atividade 2

Considere a rede associada ao grafo abaixo:
a) A rede é admissivel? E fortemente conectada? Determine a matriz de links,

denotando-a por A. Proponha uma ordenacao para os sites.
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Figura 9: Representagao do problema

NG

fonte: Autoria prépria, 2023

b) Utilize o “truque” da matriz do tipo M = (1 — m)A + mS para estabelecer o ranking

das paginas dessa rede. Use m = 0,1.

4.1.3 Atividades 3

Suponha que os responsaveis pelo site 3 na Web da figura apresentada no texto ficaram
chateados com o fato de o indice de importancia do site 3 ter ficado menor do que o do
site 1 e decidiram criar um site 5, com link para o site 3, colocando um /ink também de
3 para 5.

a) A rede continua sendo admissivel? E fortemente conectada?

b) Isso torna a importancia da pagina 3 maior do que a da pagina 1?7 Justifique

4.2 Comentarios sobre as atividades

Essas atividades tem como foco "Matrizes e o ranking de sites na internet”, que apre-
senta uma forma de aplicar os conceitos de matrizes e sistemas lineares na andlise da
relevancia de paginas web. Propoe trés atividades para os alunos do ensino médio, que
envolvem a construcao e a manipulacao de matrizes associadas a redes de sites, bem
como a resolucao de sistemas lineares para obter as importancias relativas de cada site.
O objetivo é mostrar como a Matematica pode ser usada para entender e melhorar o
posicionamento de um site nos mecanismos de busca.

O texto também discute algumas questoes que podem despertar a curiosidade e o
espirito investigativo dos estudantes, como a relagao entre a estrutura da rede e a solugao
do sistema linear. Busca oferecer uma alternativa ao ensino tradicional de matrizes,
que muitas vezes se limita aos aspectos operacionais e nao explora as possibilidades de
aplicagao e contextualizacao desse conteudo.

- A primeira atividade tem como objetivo introduzir o conceito de matriz e sua relagao

com a representagao geométrica de uma rede.
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- A segunda atividade mostra como alterar a matriz A para obter as importancias dos
sites na rede, usando a resolugao de sistemas lineares.

- A terceira atividade exemplifica como um administrador de sites pode usar esse
conhecimento para melhorar o posicionamento do seu site no ranking.

- Propoe uma aplicacao atual e interessante de matrizes e sistemas lineares, que pode
despertar a curiosidade e o espirito investigativo dos alunos.

- Também sugere algumas questoes que podem ser exploradas pelos alunos ou pelo
professor, para ampliar o entendimento do tema e sua relevancia na Matemética e na

vida.

4.3 Respostas das atividades
4.3.1 Resposta atividade 1

Atividade 1: A rede possui quatro sites, é admissivel e fortemente conectada. Nao
existe link do site 4 para o site 1, mas existe link do site 1 para o site 4. Ranqueamento
pelo método PageRank do mais importante para o menos importante: 1, 2, 4, 3.

4.3.2 Resposta atividade 2

A rede é admissivel, mas nao é fortemente conectada. A matriz de links é dada por:

00300
10300
A=10 100 0
00001
000 10

Usando o truque proposto no segundo item, o site 3 é o mais importante, seguido do
2. A seguir vém os sites 4 e 5, ambos considerados igualmente importantes, e o menos
importante é o site 1.

4.3.3 resposta atividade 3

A rede continua sendo admissivel e fortemente conectada. A importancia da pagina 3

torna-se maior do que a da pagina 1 com a nova configuracao.
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Consideracoes finais

A matematica é uma ciéncia fascinante que esta presente em tudo o que nos rodeia.
Mas nem sempre conseguimos perceber a sua beleza e utilidade. Por isso, precisamos
questionar, explorar e descobrir como a matematica funciona e se aplica a realidade. Um
exemplo muito interessante é o Google, o maior e mais popular motor de busca da internet.
Como ¢é que o Google consegue encontrar as paginas mais relevantes para cada pesquisa
que fazemos? A resposta estd no Algoritmo PageRank, uma criacao genial que usa a
matematica para medir a importancia de cada pagina da Web. O Algoritmo PageRank
atribui um valor numérico a cada pagina, baseado na quantidade e qualidade dos links que
apontam para ela. Esse valor é usado para ordenar as paginas por ordem de relevancia
quando o Google mostra os resultados de uma pesquisa. Assim, a matematica é a chave
do sucesso do Google e uma ferramenta poderosa para organizar e acessar a informagao
na internet. Neste trabalho, explicamos, de forma clara e didatica, como a matematica
esta envolvida no processo de ranqueamento das paginas da Web.

O algoritmo PageRank é uma fascinante e elegante aplicacao da Algebra Linear, que
também envolve conceitos da Teoria da Probabilidade. Este trabalho nao pretende ser
exaustivo, nem abordar todos os aspectos do algoritmo. Porém, esperamos que o leitor
possa ter uma boa ideia de como o PageRank funciona, e da matematica que esta por
tras dele.

Ademais, além deste trabalho servir como um incentivo ao estudo de assuntos do
campo da Algebra Linear e da Probabilidade, tais como matrizes, sistemas de equacoes,
processos estocasticos, ele também evidencia, a medida que expoe como o algoritmo foi

modelado, a beleza do processo que é traduzir ideias em linguagem matematica
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