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Mestrado em Matemática
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Mestrado em Matemática
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e misericórdia pela minha vida.

Ao meu filho Israel e minha esposa Milena por todo carinho, sorrisos, beijos e
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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar certas relações entre as teorias linear e multi-

linear de operadores em espaços de Banach, estabelecendo resultados a partir destas

relações. Primeiramente, apresentamos uma classe de operadores lineares mid somantes

e uma relação um tanto conveniente entre estes operadores e certas classes de operado-

res multilineares múltiplo somantes. Como consequência, estabelecemos resultados de

inclusão e coincidência para a classe de operadores lineares apresentada. Em seguida

apresentamos um resultado, de certa forma, na direção contrária do anterior, com o

qual é posśıvel caracterizar classes de aplicações n-lineares por meio da continuidade

de operadores (n− 1)-lineares. Neste caso, apresentamos aplicações do resultado para

operadores bilineares.

Palavras-chave: Espaços de Banach, teoria de operadores, operadores somantes, clas-

ses de sequências, normas tensoriais.



Abstract

The goal of this work is to present certain relations between the linear and multilinear

theories of operators in Banach spaces, establishing results based on these relations.

First, we present a class of mid-summing linear operators and a somewhat convenient

relationship between these operators and certain classes of multiple summing multili-

near operators. As a consequence, we establish inclusions and coincidence results for

the presented class of linear operators. Next, we present a result, in a certain way,

in the opposite direction of the previous one, with which it is possible to characterize

classes of n-linear applications through the continuity of (n − 1)-linear operators. In

this case we present applications of the result to bilinear operators.

Keywords: Banach spaces, operator theory, summing operators, sequence classes,

tensor norms.
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Notações

Abaixo, listamos algumas das notações utilizadas no decorrer deste trabalho.

• K denota o corpo R dos números reais ou o corpo C dos complexos;

• As letras E,E1, . . . , En e F serão usadas para representar espaços vetoriais nor-

mados;

• BE denota a bola unitária fechada de um espaço normado E;

• E ′ denota o dual topológico de um espaço normado E;

• E# denota o dual algébrico de um espaço vetorial E;

• (xj)
∞
j=k denota a sequência (0, 0, . . . , 0, xk, xk+1, . . . );

• (xj)
k
j=1 denota a sequência (x1, . . . , xk, 0, 0, . . . );

• ek denota a sequência cujo k-ésimo termo é 1 e os demais termos são nulos;

• x · ek denota a sequência cujo k-ésimo termo é x e os demais termos são nulos;

• E 1
↪→ F significa que E ⊆ F e ∥x∥F ≤ ∥x∥E para todo x ∈ E;

• E 1
= F denota que E e F são isomorfos isometricamente;

• L(E;F ) denota o espaço de operadores lineares de E em F ;

• L(E;F ) denota o espaço de operadores lineares cont́ınuos de E em F ;

• B(E,F ;G) denota o espaço das aplicações bilineares de E × F em G;

• B(E,F ) denota o espaço das formas bilineares de E × F em K;

x



• Πp,q(E;F ) denota o espaço dos operadores lineares de E em F que são absoluta-

mente (p, q)-somantes;

• L(E1, ..., En;F ) denota o espaço dos operadores n-lineares de E1 × · · · × En em

F ;

• L(E1, ..., En;F ) denota o espaço de todos os operadores n-lineares cont́ınuos de

E1 × · · · × En em F ;

• Πp;q1,...,qn(E1, . . . , En;F ) o espaço de todos os operadores n-lineares absolutamente

(p; q1, . . . , qn)-somantes de E1 × · · · × En em F ;

• Πn
q1,...,qn;p1,...,pn

(E1, . . . , En;F ) o espaço de todos os operadores n-lineares múltiplo

(q1, . . . , qn; p1, . . . , pn)-somantes de E1 × · · · × En em F ;

• F(E1, . . . , En;F ) denota o espaço de todos os operadores do tipo finito de E1 ×
· · · × En em F .

• BAN denota a classe de todos os espaços de Banach;

• NORM denota a classe de todos os espaços normados;

• FIN denota a classe de todos os espaços normados de dimensão finita;



Introdução

Em Teoria de Ideais de Operadores em Espaços de Banach, classes importantes de

operadores lineares, bastante comuns em Análise Funcional, são definidos ou caracte-

rizados por transformação de sequências a valores vetoriais. Um dos exemplos mais

célebres de uma tal classe são os operadores absolutamente p-somantes, que transfor-

mam sequências fracamente p-somáveis em fortemente p-somáveis (veja [11, 12] e [16],

por exemplo). Outro exemplo dessa teoria é a classe dos operadores Cohen fortemente

p-somantes que transformam sequências fracamente p-somáveis em Cohen fortemente

p-somáveis (ver [8, 10]). A t́ıtulo de informação, essa última classe caracteriza o adjunto

de aplicações p-somantes.

A teoria de produtos tensoriais em espaços de Banach surge, acredita-se, em me-

ados de 1930, nos trabalhos de Murray e John von Neumann, lidando com espaços

de Hilbert. Um estudo mais sistemático é levado adiante por Schatten e culmina

com aplicações a ideais de operadores em espaços de Hilbert. Com o célebre trabalho

Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques [13], Grothendieck

revoluciona a Análise Funcional e a Teoria de Operadores e dos Espaços de Banach

demonstrando as enormes possibilidades de usos do produto tensorial. Todavia, esse

trabalho foi considerado de dif́ıcil compreensão na época e somente com os trabalhos de

Lindenstrauss e Pe lczyński, em especial [15], que as ideias de Grothendieck sobre teoria

de produtos tensoriais ganha mais atenção. Recomendamos os livros [11] e [19] para

os interessados em estudar essa rica teoria e suas inúmeras aplicações, em particular à

Teoria de Operadores.

Nos anos 1960, Pietsch desenvolve estudos sistemáticos do que hoje chamamos de

Teoria de Ideais de Operadores. O interessante é que ele e sua escola o fizeram de uma

maneira clássica, eficaz e simples, quando comparada ao estudo com base em produtos

tensoriais. Como produto de seus estudos, Pietsch lança o seu livro [17], que se traduz

numa verdadeira enciclopédia sobre ideais de operadores.

Com o movimento de generalização da Teoria de Operadores Lineares para aplicações

não-lineares (veja [1, 2, 3, 4, 6] e [17] para exemplos disso), emerge um esforço em es-

tabelecer resultados para ideais de aplicações multilineares, generalizando e avançando
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conceitos e resultados existentes para os ideais de operadores lineares. Todavia, mesmo

mostrando-se extremamente útil, a Teoria de Produtos Tensoriais não tem sido utili-

zada com frequência, como comentado nas introduções de [11, 20], muito pela natureza

um tanto dif́ıcil de se entender e trabalhar a teoria, num primeiro momento.

A ideia e objetivo geral dessa dissertação é trabalhar a Teoria de Operadores em

Espaços de Banach sob os dois pontos de vista acima comentados. Mais especifica-

mente, vamos estudar trabalhos que lidam com a Teoria de Operadores Lineares e

não-Lineares por meio de desigualdades de normas vetoriais (ao estilo de Pietsch) e

também por produtos tensoriais. Para isso escolhemos dois trabalhos interessantes que

incidem sobre nosso tema e estabelecem certas relações entre a teoria linear e não-linear

de operadores. Os parágrafos abaixo esclarecem e detalham o nosso trabalho.

No artigo [14], A. Karn e D. Sinha introduzem e estudam os conceitos de conjuntos

p-limitado, de p-compacidade e p-compacidade fraca. Estes conceitos são então traba-

lhados sob vários aspectos, como por exemplo sua relação com a Teoria de Operadores

e a Propriedade de Dunford-Pettis. Em particular, esse estudo dá origem ao espaço

das sequências mid p-somáveis que foi sujeito a uma investigação complementar e mais

detalhada em [5]. Neste último, os autores trabalham sob o ponto de vista da teoria

abstrata de Classes de Sequências, definida e estudada em [4], que generaliza classes

de operadores caracterizados por transformações de sequências vetoriais, e estudam as

chamadas Classes de Operadores Mid Somantes.

Tendo em vista nosso objetivo de relacionar a Teoria de Operadores Somantes Line-

ares e não-Lineares, a partir do trabalho [9], que generaliza o espaço das sequências mid

p-somáveis, vamos apresentar um resultado que relaciona a Teoria Linear de Operado-

res Mid Somantes à Teoria Multilinear de Aplicações Absolutamente Somantes. Esse

estudo, apresentado no Caṕıtulo 2, nos leva a resultados de inclusão e coincidência

apresentados em [9], mas que não se fazem presentes nos trabalhos anteriores acima

citados.

Já no trabalho [20], usando uma abordagem de norma tensorial, os autores mostram

que algumas classes de operadores somantes são caracterizadas por meio de um proce-

dimento de “redução de ordem” para aplicações multilineares somantes. Em particular,

estabelece uma relação entre os operadores n-lineares múltiplos somantes pela conti-

nuidade de operadores (n− 1)-lineares. Este trabalho, seus resultados e consequências

serão objetos de estudo do nosso Caṕıtulo 3.

Mas antes dos estudos que faremos, citados nos dois parágrafos acima, apresenta-

remos em nosso Caṕıtulo 1 um compilado de definições, resultados e exemplos que são

indispensáveis ao suporte e entendimento da teoria objeto de estudo desta dissertação.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo apresentamos um breve resumo e resultados essenciais que

nos servirá de base para os caṕıtulos posteriores. Apresentamos o necessário sobre

espaços de sequências, operadores lineares e multilineares, bem como à teoria de classes

de sequências, ideais de operadores e produto tensorial. As referências utilizadas neste

caṕıtulo foram [1, 2, 3, 4, 7, 11, 12, 14, 16, 17, 18] e [19]. Além disso, é importante

mencionar que os resultados deste caṕıtulo serão apresentados de maneira informal e

sem demonstrações. Todavia, apontaremos as referências de resultados vistos como

“muito importantes” no desenvolvimento deste trabalho. As demais demonstrações,

de resultados não referenciados, em geral são resultados bem conhecidos e deixamos a

cargo do leitor buscar/pesquisar nas referências supracitadas.

1.1 Espaços de sequências

Começamos apresentando as definições de alguns espaços de sequências à valores

vetoriais e enunciamos algumas propriedades pertinentes e relações entre esses espaços.

No que segue, vamos considerar sempre E um espaço de Banach e p ∈ R tal que

1 ≤ p <∞.

Dois espaços de sequências bastante conhecidos na literatura de Análise Funcional

são os espaços das sequências limitadas e p-somáveis de K. Trataremos desses espaços

onde as sequências estão num espaço de Banach E que não necessariamente é o corpo

K. O primeiro deles, o espaço das sequências limitadas em E, é definido por

ℓ∞(E) =

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN : sup

j
∥xj∥ <∞

}
e o segundo, o espaço das sequências fortemente p-somáveis (ou simplesmente p-

3



1. Preliminares

somáveis) em E, por

ℓp(E) =

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN :

∞∑
j=1

∥xj∥p <∞

}
.

Esses conjuntos, com as operações usuais de sequências, são espaços vetoriais assim

como todos os demais que serão apresentados nesta seção.

Uma norma para o espaço das sequências limitadas em E, tornando-o portanto

normado, é dado pela função ∥ · ∥∞ : ℓ∞(E)→ [0,∞) tal que

∥(xj)∞j=1∥∞ := sup
j∈N
∥xj∥.

É bem conhecido que com essa norma ℓ∞(E) é um espaço de Banach, já que estamos

sempre considerando E um espaço de Banach. As mesmas considerações podem ser

feitas para ℓp(E) com a norma ∥ · ∥ : ℓp(E)→ [0,∞) dada por

∥(xn)∞n=1∥p =

(
∞∑
n=1

∥xn∥p
) 1

p

.

Outro espaço bem comum em nosso contexto é o espaço das sequências fracamente

p-somáveis. Dizemos que uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é fracamente p-somável quando

∞∑
j=1

|φ(xj)|p <∞, ∀φ ∈ E ′.

O espaço dessas sequências é denotado por

ℓwp (E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN :

∞∑
j=1

|φ(xj)|p <∞,∀φ ∈ E ′

}

e a expressão ∥ · ∥w,p : ℓwp (E)→ [0,∞) que a cada sequência (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (E) associa o

número real não-negativo

∥(xj)∞j=1∥w,p = sup
φ∈BE′

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|p
) 1

p

define uma norma completa em ℓwp (E) para E espaço de Banach.

De resultados básicos de Análise Funcional, sabemos que um subespaço vetorial X

de um espaço de Banach E é completo se, e somente se, X for fechado em E. Um

4



1. Preliminares

exemplo de uma aplicação, útil ao nosso contexto, desse resultado é: o espaço

ℓup(E) :=
{

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (E) : lim

k
∥(xj)∞j=k∥w,p = 0

}
,

chamado de espaço das sequências incondicionalmente p-somáveis em E, é um su-

bespaço fechado de ℓwp (E) com a norma ∥ · ∥w,p. Outro exemplo é o subespaço c0(E)

de ℓ∞(E), chamado de espaço das sequências nulas, dado por

c0(E) := {(xj)∞j=1 ∈ ℓ∞(E) : ∥xj∥E → 0}.

Já o espaço das sequências eventualmente nulas

c00(E) := {(xj)∞j=1 ∈ EN : ∃j0 ∈ N tal que xj = 0,∀j > j0},

que é denso tanto em ℓp(E) com a norma ∥ · ∥p quanto em c0(E) com a norma ∥ · ∥∞,

não é completo por não ser fechado em ℓ∞(E).

O último espaço apresentado nesta seção é o espaço das sequências mid p-somáveis,

introduzido no trabalho [14]. As sequências (xj)
∞
j=1 em E que satisfazem

((φn(xj))
∞
j=1)

∞
n=1 ∈ ℓp(ℓp), ∀(φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′)

são chamadas de mid p-somáveis. Em śımbolos denotamos o espaço formado por estas

sequências por

ℓmid
p (E) :=

{
(xj)

∞
j=1 ∈ EN :

∞∑
n=1

∞∑
j=1

|φn(xj)|p <∞, ∀ (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′)

}
.

A função ∥ · ∥p,mid : ℓmid
p (E)→ [0,∞) dada por

∥(xj)∞j=1∥p,mid = sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

(
∞∑
n=1

∞∑
j=1

|φn(xj)|p
) 1

p

define uma norma em ℓmid
p (E) que o torna um espaço de Banach.

Finalizando a seção vamos exibir algumas propriedades e relações entre os espaços

apresentados:

• É imediato das definições que ℓp(E)
1
↪→ ℓup(E) ⊆ ℓwp (E).

• Se 1 ≤ p ≤ q <∞, vale ℓp(E)
1
↪→ ℓq(E) e ℓwp (E)

1
↪→ ℓwq (E) (ver [12, Chapter 1]).
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1. Preliminares

• A igualdade ℓp(E) = ℓwp (E) só ocorre quando E tem dimensão finita (Teorema de

Dvoretzky-Rogers [12, Theorem 2.18]).

• c00(E) ⊆ ℓp(E)
1
↪→ ℓmid

p (E)
1
↪→ ℓwp (E)

1
↪→ ℓ∞(E) (ver [5]).

• Os espaços ℓmid
p (E) e ℓup(E) são incomparáveis por inclusões (ver [5, Example

1.7]).

1.2 Operadores lineares somantes

Na seção anterior, vimos que é sempre verdade a inclusão ℓp(E) ⊆ ℓwp (E), seja

qual for o espaço de Banach E, e que a igualdade somente ocorre quando a dimensão

de E é finita. Quando consideramos E um espaço de Banach de dimensão infinita,

a inclusão própria entre ℓp(E) e ℓwp (E) nos diz que o operador î : ℓwp (E) → ℓp(E),

(xj)
∞
j=1 7→ (i(xj))

∞
j=1, induzido pelo identidade i : E → E, nunca está bem definido.

Isto motiva a seguinte definição:

Definição 1.1. Sejam 1 ≤ p, q < ∞ e T : E → F um operador linear cont́ınuo entre

espaços de Banach E e F . Dizemos que T é um operador absolutamente (p, q)-somante

(ou simplesmente (p, q)-somante) quando

T̂ : ℓwq (E) −→ ℓp(F )

(xj)
∞
j=1 7−→ (T (xj))

∞
j=1,

chamado de induzido por T , estiver bem definido.

A definição acima equivale à dizer que o operador T ∈ L(E;F ) transforma sequências

fracamente q-somáveis de E em fortemente p-somáveis de F , isto é, (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓp(F )

sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwq (E).

Denotamos por Πp,q(E;F ) o espaço de todos os operadores lineares cont́ınuos de E

em F que são absolutamente (p, q)-somantes. Quando p = q recuperamos o caso dos

operadores p-somantes, isto é, Πp,p(E;F ) = Πp(E;F ).

Caracterizações para essa classe de operadores são dadas a seguir.

Proposição 1.1. Sejam E e F espaços de Banach, T ∈ L(E;F ) e 1 ≤ p, q <∞. São

equivalentes:

(i) T é absolutamente (p, q)-somante.

6
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(ii) Existe uma constante C > 0 tal que

(
n∑
j=1

∥T (xj)∥p
) 1

p

≤ C sup
φ∈BE′

(
n∑
j=1

|φ(xj)|q
) 1

q

para todo n ∈ N, todo xj ∈ E, com j ∈ {1, . . . , n}.

(iii) Existe uma constante C > 0 tal que

(
∞∑
j=1

∥T (xj)∥p
) 1

p

≤ C sup
φ∈BE′

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|q
) 1

q

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwq (E).

(iv) Existe uma constante C > 0 tal que

(
∞∑
j=1

∥T (xj)∥p
) 1

p

≤ C sup
φ∈BE′

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|q
) 1

q

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ ℓuq (E).

(v) (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓp(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓuq (E).

(vi) T̂ ∈ L(ℓwq (E); ℓp(F )) e, além disso, πp,q(T ) := ∥T̂∥ = inf{C > 0 : (iii) é satisfeito}
define uma norma para T em Πp,q(E;F ).

Ainda em [12, Theorem 10.4] é apresentado um resultado chamado de “Teorema da

Inclusão”. Sob as hipóteses de que E e F são espaços de Banach, se 1 ≤ qj ≤ pj <∞
(j = 1, 2) satisfazem p1 ≤ p2, q1 ≤ q2 e 1

q1
− 1

p1
≤ 1

q2
− 1

p2
, então

Πp1,q1(E;F )
1
↪→ Πp2,q2(E;F ).

Uma consequência imediata deste resultado é Πp(E;F )
1
↪→ Πq(E;F ) sempre que 1 ≤

p ≤ q <∞.

Vamos finalizar esta seção apresentando o resultado [12, Theorem 2.12] que carac-

teriza os operadores absolutamente p-somantes por meio de desigualdade com integral.

Proposição 1.2. Sejam E e F espaços de Banach, T ∈ L(E;F ) e 0 < p <∞. Tem-se

que T ∈ Πp(E;F ) se, e somente se, existem C > 0 e uma medida de Borel µ em BE′

7
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(com a topologia fraca-estrela) tais que

∥T (x)∥F ≤ C

(∫
BE′

|φ(x)|pdµ

) 1
p

,

para todo x ∈ E.

1.3 Operadores multilineares somantes

Iniciamos a seção com o conceito de aplicações multilineares, veremos também

alguns resultados clássicos associados ao conceito. É importante informar que usaremos

os termos “aplicação” e “operador” para designar o mesmo objeto matemático e que o

caso linear da teoria é recuperado em todos os resultados e definições tomando n = 1.

Definição 1.2. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En e F espaços vetoriais sobre K. Dizemos que

uma aplicação T : E1 × · · · × En → F é n-linear (multilinear) quando é linear em

cada variável, isto é, para cada i ∈ {1, . . . , n}, fixadas as n − 1 entradas restantes, o

operador Ti : Ei → F definido por

Ti(y) = T (x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn)

é linear.

Denotamos por L(E1, . . . , En;F ) o espaço vetorial (com as operações usuais de

aplicações) de todos os operadores n-lineares. Se F = K, denotamos L(E1, . . . , En;K)

por L(E1, . . . , En). Se tivermos E1 = · · · = En = E, então a notação passa a ser

L(nE;F ) (o caso n = 0 convencionamos L(0E;F ) por F ). Não é dif́ıcil perceber que

L(1E;F ) := L(E;F ).

Naturalmente sabemos E1 × · · · × En é um espaço vetorial que pode ser munido

com várias normas, como por exemplo a norma ∥x∥∞ = max1≤i≤n ∥xi∥Ei
, ou ainda a

norma

∥x∥p =

(
n∑
i=1

∥xi∥pEi

) 1
p

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En. Como a norma define uma topologia, faz

sentido definirmos o conceito de continuidade para aplicações multilineares.

Definição 1.3. Considere n ∈ N, E1, . . . , En e F espaços normados. Dizemos que uma

aplicação n-linear T : E1 × · · · × En → F é cont́ınua no ponto x0 ∈ E1 × · · · × En

8
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quando para todo ε > 0 existir δ > 0 tal que x ∈ E1 × · · · × En,

∥x− x0∥ < δ ⇒ ∥T (x)− T (x0)∥ < ε.

Caso T seja cont́ınua em todo ponto de E1×· · ·×En, dizemos apenas que T é cont́ınua.

Denotamos o conjunto de todos as aplicações n-lineares cont́ınuas de E1×· · ·×En em

F por L(E1, . . . , En;F ). Quando F = K, pomos L(E1, . . . , En;K) = L(E1, . . . , En).

Quando E1 = · · · = En = E, denotamos L(E, . . . , E;F ) por L(nE;F ). No caso

em que E1 = · · · = En = E e F = K, então L(nE;K) = L(nE). Por fim, temos

L(1E;F ) = L(E;F ).

Observação 1.1. O conjunto L(E1, . . . , En;F ) é um espaço vetorial normado, com as

operações usuais entre aplicações e a norma ∥ · ∥ : L(E1, . . . , En;F )→ [0,∞) dada por

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : x ∈ E1 × · · · × En e ∥x∥∞ ≤ 1}.

A seguir enunciamos equivalências de continuidade para aplicações multilineares.

Teorema 1.1 ([3, Teorema 1.2.2]). Sejam n ∈ N, E1, . . . , En, F espaços normados e

T ∈ L(E1, . . . , En;F ). As afirmações abaixo são equivalentes:

(i) T é cont́ınua;

(ii) T é cont́ınua na origem;

(iii) Existe uma constante C > 0 tal que

∥T (x1, . . . , xn)∥ ≤ C∥x1∥ . . . ∥xn∥

para qualquer x = (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En;

(iv) T é uniformemente cont́ınua sobre limitados;

(v) T é limitada em toda bola com raio finito;

(vi) T é limitada em alguma bola;

Uma diferença desse teorema entre os casos lineares e multilineares é que a conti-

nuidade de um operador linear é equivalente a continuidade uniforme, enquanto que no

caso multilinear só é equivalente quando estamos sobre limitados. Vale salientar que,

assim como no caso linear, o número ∥T∥ é o ı́nfimo das constantes que satisfazem o

item (iii).

9
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Uma curiosidade sobre as aplicações multilineares é que a continuidade em cada

variável não implica a continuidade da aplicação. Todavia, sob as condições de que

E1, . . . , En são espaços de Banach e F é normado, o operador T ∈ L(E1, . . . En;F ) é

cont́ınuo em cada variável se, e somente se, tem-se T ∈ L(E1, . . . En;F ).

Ainda em relação à continuidade, também vale o

Teorema 1.2 ([3, Teorema 1.2.8]). Se n ∈ N, E1, . . . , En, F são espaços de Banach e

T ∈ L(E1, . . . , En;F ) é uma aplicação de gráfico fechado, então T é cont́ınua.

O seguinte resultado é a extensão do Teorema da Limitação Uniforme linear para

o caso multilinear.

Teorema 1.3 ([3, Teorema 1.2.9]). Sejam n ∈ N, E1, . . . , En são espaços de Banach,

F espaço normado e {Ti}i∈I uma famı́lia de aplicações n-lineares cont́ınuas de E1 ×
· · · × En em F . Se

sup
i∈I
∥Ti(x1, . . . , xn)∥ <∞,

para todo (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En, então supi∈I ∥Ti∥ <∞.

Como exemplos de classes de aplicações multilineares, vamos apresentar os operado-

res absolutamente e múltiplos somantes. A definição abaixo tem essência no trabalho

de Pietsch [18].

Definição 1.4. Sejam n ∈ N, T ∈ L(E1, . . . , En;F ) e 1 ≤ p, q1, . . . , qn ≤ ∞, com

1

p
≤ 1

q1
+ · · ·+ 1

qn
.

Dizemos que T é absolutamente (p; q1, . . . , qn)-somante quando

(T (x
(1)
j , . . . , x

(n)
j ))∞j=1 ∈ ℓp(F ),

sempre que (x
(i)
j )∞j=1 ∈ ℓwqi(Ei) para todo i = 1, . . . , n.

Denotamos por Πp;q1,...,qn(E1, . . . , En;F ) ao espaço de todos os operadores n-lineares

absolutamente (p; q1, . . . , qn)-somantes de E1 × · · · × En em F . Esse conjunto é um

subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ).

Um caracterização para esses operadores é apresentada a seguir, cuja demonstração

pode ser encontrada em [2].

Proposição 1.3. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En, F espaços de Banach, T ∈ L(E1, . . . .En;F ).

São equivalentes:

(i) T ∈ Πp;q1,...,qn(E1, . . . , En;F ).

10
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(ii) Existe uma constante C > 0 tal que

(
∞∑
j=1

∥T (x
(1)
j , . . . , x

(n)
j )∥p

) 1
p

≤ C

n∏
i=1

∥(x(i)j )∞j=1∥w,qi ,

sempre que (x
(i)
j )∞j=1 ∈ ℓqi(Ei), i = 1, . . . , n.

(iii) Existe uma constante C > 0 tal que

(
m∑
j=1

∥T (x
(1)
j , . . . , x

(n)
j )∥p

) 1
p

≤ C

n∏
i=1

∥(x(i)j )mj=1∥w,qi ,

para todo m ∈ N e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Além disso, o ı́nfimo das constantes C > 0 que satisfazem o item (ii) define uma

norma completa em Πp;q1,...,qn(E1, . . . , En;F ) que será denotada por ∥T∥Πp;q1,...,qn
.

Agora apresentamos a classe dos operadores múltiplo somantes.

Definição 1.5 ([1, Definition 5.1]). Sejam n ∈ N, E1, . . . , En, F espaços de Banach,

T ∈ L(E1, . . . , En;F ) e 1 ≤ pi, qi < ∞, para todo i = 1, . . . , n. Dizemos que T é

múltiplo (q1, . . . , qn; p1, . . . , pn)-somante se existe C > 0 tal que

 ∞∑
jn=1

. . .( ∞∑
j1=1

∥T (x
(1)
j1
, . . . , x

(n)
jn

)∥q1
) q2

q1

. . .


qn

qn−1


1
qn

≤ C
n∏
i=1

∥(x(i)ji )∞ji=1∥w,pi , (1.1)

para todo (x
(i)
ji

)∞ji=1 ∈ ℓwpi(Ei), i = 1, . . . , n.

Denotamos o espaço de todos os operadores n-lineares múltiplo

(q1, . . . , qn; p1, . . . , pn)-somantes de E1×· · ·×En em F por Πn
q1,...,qn;p1,...,pn

(E1, . . . , En;F ),

que é um subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ).

Definimos a norma

∥T∥Πn
q1,...,qn;p1,...,pn

:= inf{C > 0 : (1.1) é satisfeita}

em Πn
q1,...,qn;p1,...,pn

(E1, . . . , En;F ) que o torna espaço de Banach.

Como no caso multilinear, também vale uma caracterização para os operadores

múltiplo somantes em função de sequências finitas.

Proposição 1.4. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En, F espaços de Banach, T ∈ L(E1, . . . .En;F ).

São equivalentes:
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(i) T ∈ Πn
q1,...,qn;p1,...,pn

(E1, . . . , En;F ).

(ii) Existe uma constante C > 0 tal que

 m∑
jn=1

. . .( m∑
j1=1

∥T (x
(1)
j1
, . . . , x

(n)
jn

)∥q1
) q2

q1

. . .


qn

qn−1


1
qn

≤ C
n∏
i=1

∥(x(i)ji )mji=1∥w,pi ,

para todo m ∈ N e todos x
(i)
ji
∈ Ei, i = 1, . . . , n, ji = 1, . . . ,m.

1.4 Classes de sequências

Nesta seção vamos apresentar alguns elementos do ambiente abstrato definido no

trabalho [4] que generaliza classes de operadores caracterizados por transformações de

sequências vetoriais.

Definição 1.6. Uma classe de sequências X(·), ou apenas X, é uma regra que a cada

espaço de Banach E associa um X(E) espaço vetorial de sequências que é Banach com

uma norma denotada por ∥ · ∥X(E) e que satisfaz:

(i) c00(E) ⊆ X(E)
1
↪→ ℓ∞(E);

(ii) ∥x · ej∥X(E) = ∥x∥E, para todo j ∈ N e todo x ∈ E.

A penúltima relação de inclusões ao final da Seção 1.1, por exemplo, nos diz que

ℓp(·), ℓmid
p (·), ℓwp (·) e ℓ∞(·) são classes de sequências, com 1 ≤ p <∞. Outros exemplos

de classes de sequências são c0(·) e ℓup(·).
Um propriedade importante para o nosso trabalho é apresentada a seguir.

Definição 1.7. Dizemos que uma classe de sequências X(·) é finitamente determinada

quando, para toda (xj)
∞
j=1 ∈ EN, vale

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E)⇔ sup

k
∥(xj)kj=1∥X(E) <∞,

e neste caso, tem-se

∥(xj)∞j=1∥X(E) = sup
k
∥(xj)kj=1∥X(E). (1.2)

A propriedade de ser finitamente determinada diferencia, por exemplo, as classes

ℓ∞(·), ℓp(·), ℓmid
p (·) e ℓwp (·) das classes c0(·) e ℓup(·), pois essas duas últimas não são

classes de sequência finitamente determinadas.

12



1. Preliminares

Duas observações importantes: a) O fato de X(E)
1
↪→ ℓ∞(E) nos diz que con-

vergência em X(E) implica convergência coordenada a coordenada de suas sequências

em E; b) O fato de que c00(E) ⊆ X(E) dá sentido ao cálculo da norma ∥(xj)kj=1∥X(E),

bem como a igualdade (1.2).

Os conceitos e resultados seguintes nos mostram como o ambiente de classes de

sequências trabalha com relação a operadores e transformações de sequências vetoriais.

No que se segue, o caso linear é obtido fazendo-se n = 1.

Definição 1.8. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En e F espaços de Banach e T ∈ L(E1, . . . , En;F ).

Dizemos que T é (X1, . . . , Xn;Y )-somante quando (T (x1j , . . . , x
n
j ))∞j=1 ∈ Y (F ) sempre

que (xij)
∞
j=1 ∈ Xi(Ei), i = 1, . . . , n, isto é, o operador

T̂ : X1(E1)× · · · ×Xn(En) −→ Y (F )(
(x1j)

∞
j=1, . . . , (x

n
j )∞j=1

)
7−→ (T (x1j , . . . , x

n
j ))∞j=1,

está bem definido. Neste caso, escrevemos T ∈ LX1,...,Xn;Y (E1, . . . , En;F ) e definimos

a norma

∥T∥X1,...,Xn;Y := ∥T̂∥L(X1(E1),...,Xn(En);Y (F ))

para a classe LX1,...,Xn;Y (E1, . . . , En;F ). A notação ∥T̂∥L(X1(E1),...,Xn(En);Y (F )) dando a

entender que T̂ ∈ L(X1(E1), . . . , Xn(En);Y (F )) fará sentido na Proposição 1.5.

Definição 1.9. Uma classe de sequências X(·) é dita linearmente estável quando

LX;X(E;F )
1
= L(E;F )

para todos E,F ∈ BAN . Isto equivale a dizer que, para todo T ∈ L(E;F ), vale

(T (xj))
∞
j=1 ∈ X(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) e que ∥T∥X;X = ∥T∥.

São exemplos de classes de sequências linearmente estáveis: c0(·), ℓp(·), ℓwp (·), ℓ∞(·)
e ℓmid

p (·).
Para concluir esta introdução ao ambiente de classes de sequências, vamos apresen-

tar dois resultados importantes para o nosso trabalho. Estes resultados serão usados

para caracterizar classes de operadores ao longo de nosso trabalho.

Proposição 1.5 ([4, Proposition 2.4]). Sejam n ∈ N e X1, . . . , Xn, Y classes de

sequências. As afirmações a seguir sobre um operador A ∈ L(E1, . . . , En;F ) são equi-

valentes:

(a) (A(x1j , . . . , x
n
j ))∞j=1 ∈ Y (F ), sempre que (xmj )∞j=1 ∈ Xm(Em), m = 1, . . . , n.

13



1. Preliminares

(b) O operador induzido

Â : X1(E1)× · · · ×Xn(En) −→ Y (F )

((x1j)
∞
j=1, . . . , (x

n
j )∞j=1) 7−→ (A(x1j , . . . , x

n
j ))∞j=1

está bem definido, é n-linear e cont́ınuo.

As condições acima implicam a condição abaixo, valendo a equivalência quando

X1, . . . , Xn, Y são finitamente determinadas.

(c) Existe uma constante C > 0 tal que

∥(A(x1j , . . . , x
n
j ))kj=1∥Y (F ) ≤ C ·

n∏
m=1

∥(xmj )kj=1∥Xm(Em), (1.3)

para todo k ∈ N e todo xmj ∈ Em, j = 1, . . . , k, m = 1, . . . , n. Neste caso,

∥Â∥ := inf{C > 0 : (1.3) é satisfeito}.

Antes de enunciar o último resultado desta seção, vamos apresentar uma outra

definição.

Definição 1.10. Sejam X e Y classes de sequências. Diremos que:

• X < Y se, para todo espaço de Banach E, X(E) é subespaço fechado de Y (E) e,

para cada (xj)
∞
j=1 ∈ Y (E), tem-se

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E)⇔ lim

k→∞
∥(xj)∞j=k∥Y (E) = 0.

• X ≺ Y se, para todo espaço de Banach E, X(E) é subespaço fechado de Y (E) e,

para cada (xj)
∞
j=1 ∈ Y (E), tem-se

(xj)
∞
j=1 ∈ X(E)⇔ lim

k,l→∞
∥(xj)lj=k∥Y (E) = 0.

A t́ıtulo de exemplos desse conceito temos ℓup(·) < ℓwp (·) e c0(·) ≺ ℓ∞(·).

Proposição 1.6 ([4, Corollary 2.6]). Sejam n ∈ N e X1, . . . , Xn, Y, Z1, . . . , Zn,W

classes de sequências tais que Z1, . . . , Zn,W são finitamente determinadas. Suponha

que uma das condições abaixo sejam satisfeitas:

(i) Xm < Zm, para todo m = 1, . . . , n e Y < W ;

(ii) Xm ≺ Zm, para todo m = 1, . . . , n e Y ≺ W ;

(iii) Xm < Zm, para todo m = 1, . . . , n e Y ≺ W .
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Então, para todos E1, . . . , En, F espaços de Banach, as seguintes condições são equiva-

lentes para um operador n-linear A ∈ L(E1, . . . , En;F ):

(a) (A(x1j , . . . , x
n
j ))∞j=1 ∈ Y (F ), sempre que (xmj )∞j=1 ∈ Xm(Em), m = 1, . . . , n.

(b) (A(x1j , . . . , x
n
j ))∞j=1 ∈ W (F ), sempre que (xmj )∞j=1 ∈ Zm(Em), m = 1, . . . , n.

Neste caso, temos

∥Â : X1(E1)× · · · ×Xn(En)→ Y (F )∥ = ∥Â : Z1(E1)× · · · × Zn(En)→ W (F )∥.

1.5 Ideais de operadores

Apresentamos a partir dessa seção algumas noções da teoria de ideais de operadores

lineares e multilineares, sendo a nossa referência principal o trabalho [17]. Para o caso

linear basta tomar n = 1.

Definição 1.11. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En, F espaços normados e T ∈ L(E1, . . . , En;F ).

Dizemos que T é de tipo finito quando existem m ∈ N, φ
(j)
i ∈ E ′

j e bi ∈ F com

i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n tais que

T (x1, . . . , xn) =
m∑
i=1

φ
(1)
i (x1) · ... · φ(n)

i (xn)bi.

Denotamos por F(E1, . . . , En;F ) o espaço de todos os operadores do tipo finito de

E1× · · ·×En em F . Quando n = 1 o espaço de operadores do tipo finito coincide com

o de operadores de posto finito. Também é fato que F(E1, . . . , En;F ) é um subespaço

vetorial de L(E1, . . . , En;F ) com as operações usuais de operadores.

Definição 1.12. Um ideal de aplicações multilineares I é uma subclasse da classe L
de todos os operadores multilineares cont́ınuos entre espaços de Banach tal que, para

todo n ∈ N, E1, . . . , En e F espaços de Banach, as componentes I(E1, . . . , En;F ) :=

L(E1, . . . , En;F ) ∩ I satisfazem:

(i) I(E1, . . . , En;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ) que contém

F(E1, . . . , En;F );

(ii) A propriedade de ideal: se T ∈ I(E1, . . . , En;F ), uj ∈ L(Gj;Ej) para j = 1, . . . , n

e v ∈ L(F ;H), então v ◦ T ◦ (u1, . . . , un) ∈ I(G1, . . . , Gn;H).

Para cada n ∈ N fixo,

In =
⋃

E1,...,En,F∈BAN

I(E1, . . . , En;F )
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é chamado de ideal de aplicações n-lineares.

Quando fazemos n = 1 temos o ideal de operadores lineares entre espaços de Banach.

Assim, os resultados que apresentamos sobre ideais multilineares se aplicam a teoria

de ideais de operadores lineares.

Definição 1.13. Um ideal normado de aplicações multilineares é um par (I, ∥ · ∥I),

onde I é um ideal e a aplicação ∥ · ∥I : I → [0,∞) satisfaz:

(i) ∥ · ∥I restrita a I(E1, . . . , En;F ) é uma norma, para quaisquer espaços de Banach

E1, . . . , En, F e todo n ∈ N;

(ii) ∥idKn∥I = 1, onde idKn : K× · · · ×K→ K é dada por idKn(x1, . . . , xn) = x1 . . . xn

para todo n ∈ N;

(iii) Se T ∈ I(E1, . . . , En;F ), uj ∈ L(Gj;Ej) para j = 1, . . . , n e v ∈ L(F ;H), então

∥v ◦ T ◦ (u1, . . . , un)∥I ≤ ∥v∥∥T∥I∥u1∥ . . . ∥un∥.

Quando (I(E1, . . . , En;F ), ∥ · ∥I) for espaço de Banach, para todo n ∈ N e todos os

espaços de Banach E1, . . . , En, F , então dizemos que (I, ∥ · ∥I) é um ideal de Banach.

Se φj ∈ E ′
j, j = 1, . . . , n e y ∈ F , denotaremos o operador T : E1 × · · · × En → F ,

definido por T (x1, . . . , xn) = φ1(x1) · · · · · φn(xn)y, por φ1 ⊗ · · · ⊗ φny. É claro que

T = φ1 ⊗ · · · ⊗ φny ∈ I(E1, . . . , En;F ), pois é um operador do tipo finito, e que

∥T∥I = ∥y∥∥φ1∥ . . . ∥φn∥.

O resultado a seguir nos dá condições para determinarmos quando um ideal nor-

mado de aplicações multilineares, caracterizado por transformações de sequências veto-

riais, é um ideal de Banach. Faremos uso da teoria de classes de sequências apresentada

anteriormente junto com suas notações.

Teorema 1.4 ([4, Theorem 3.6]). Sejam n ∈ N e X1, . . . , Xn, Y classes de sequências

linearmente estáveis tais que X1(K) . . . Xn(K)
1
↪→ Y (K). Então (LX1,...,Xn;Y , ∥·∥X1,...,Xn;Y )

é um ideal de Banach de operadores n-lineares.

Para uso posterior, vamos definir a envoltória injetiva e a envoltória sobrejetiva de

um ideal de operadores lineares.

Definição 1.14. Dizemos que um ideal I é injetivo quando dados um operador T ∈
L(E;F ) e uma injeção métrica I ∈ L(F ;G) tais que I ◦ T ∈ I(E;G), tem-se T ∈
I(E;F ). Dizemos que I é sobrejetivo quando dados um operador T ∈ L(E;F ) e uma

sobrejeção métrica Q ∈ L(G;E) tais que T ◦Q ∈ I(G;F ), tem-se T ∈ I(E;F ).
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Definição 1.15 ([18, Section C.3.1]). Um espaço de Banach F possui a propriedade

de extensão métrica se para cada injeção J ∈ L(E0;E) e cada operador S0 ∈ L(E0;F ),

existe uma extensão S ∈ L(E;F ) tal que S0 = S ◦ J e ∥S∥ = ∥S0∥.

Como consequência do espaço ℓ∞(I) ter a propriedade de extensão métrica, para

todo conjunto de indexação I, segue que todo operador S ∈ L(E, ℓ∞(I)) pode ser

escrito na forma S(x) := (⟨x, φi⟩), onde φi ∈ E ′ para todo i ∈ I (ver [18, Section

C.3.2, Section C.3.3]). Um caso particular é a injeção canônica IE : E → ℓ∞(BE′)

dada por IE(x) = (⟨x, φ⟩).

Definição 1.16 ([18, Section C.3.5]). Dizemos que um espaço de Banach E possui a

propriedade de elevação métrica se para cada sobrejeção Q ∈ L(F ;F0) e cada operador

S0 ∈ L(E;F0) existe uma elevação S ∈ L(E;F ) tal que S0 = Q ◦ S.

De modo análogo, pelo fato de ℓ1(I), com I um conjunto de indexação arbitrário,

ter a propriedade de elevação métrica, segue que todo operador S ∈ L(ℓ1(I), F ) tem

a forma S((xi)i∈I) =
∑

i xiyi, onde yi ∈ F para todo i ∈ I. A sobrejeção canônica

QE : ℓ1(BE)→ E, por esse fato, é definida por QE((λx)x∈BE
) :=

∑
x∈BE

λxx.

Definição 1.17. Seja (I, ∥ · ∥I) um ideal normado. Denotamos por I inj o menor ideal

injetivo, que existe e é único (veja [11, Proposition 9.7]), que contém I. Dados E,F

espaços de Banach, se IF : F → ℓ∞(BF ′) é a injeção canônica, então

I inj(E;F ) := {S ∈ L(E;F ) : IF ◦ S ∈ I(E; ℓ∞(BF ′))} .

Além disso, ∥S∥inj := ∥IF ◦S∥I . O ideal normado (I inj, ∥·∥inj) é chamado de envoltória

injetiva do ideal normado (I, ∥ · ∥I).

Definição 1.18. Seja (I, ∥ · ∥I) um ideal normado. Denotamos por Isur o menor

ideal sobrejetivo, que existe e é único (veja [11, Proposition 9.8]), que contém I. Se

QE : ℓ1(BE)→ E é a sobrejeção canônica, então dados E,F espaços de Banach, temos

Isur(E;F ) := {S ∈ L(E;F ) : S ◦QE ∈ I(ℓ1(BE);F )} .

Além disso, definimos ∥S∥sur := ∥S ◦QE∥I . O ideal normado (Isur, ∥ · ∥sur) é chamado

de envoltória sobrejetiva do ideal normado (I, ∥ · ∥I).

Encerramos a seção com as definições de ideal maximal e de ideal dual.

Definição 1.19. A envoltória maximal de um ideal I, denotada por Imax, é o ideal

que, para cada par (E,F ) de espaços de Banach, tem-se S ∈ Imax(E;F ) se, e somente

se, B ◦ S ◦ X ∈ I(E0;F0), para todos operadores aproximáveis B ∈ L(F ;F0) e X ∈
L(E0;E). Dizemos que um ideal I é maximal quando I = Imax.
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Definição 1.20. Seja I um ideal de operadores lineares. Definimos o ideal dual, que

denotamos por Idual, em suas componentes por

Idual(E;F ) := {T ∈ L(E;F ) : T ′ ∈ I(F ′;E ′)} .

1.6 O produto tensorial entre espaços de Banach

Encerrando o caṕıtulo, vamos apresentar algumas noções e resultados importantes

e úteis sobre produto tensorial entre espaços de Banach. Indicamos [11] e [19] como

referências fundamentais sobre o tema e alertamos ao leitor para o fato de que buscamos

aqui apenas colecionar ferramentas para uso posterior em nosso trabalho.

Considere E, F espaços vetoriais, x ∈ E e y ∈ F . Chamamos de tensor elementar

a aplicação x ⊗ y : B(E,F ) −→ K que a cada forma bilinear A ∈ B(E,F ) associa o

escalar (x⊗ y)(A) = A(x, y).

O tensor elementar x ⊗ y é uma aplicação linear e portanto um elemento do dual

algébrico de B(E,F ). Definimos, então, o subespaço

E ⊗ F = span {x⊗ y : x ∈ E, y ∈ F}

de B(E,F )# gerado por todos os tensores elementares e o chamaremos de produto

tensorial de E por F . Cada elemento u ∈ E ⊗ F será chamado de tensor e, sendo

escrito como combinação linear de tensores elementares, é da forma

u =
n∑
i=1

λi(xi ⊗ yi),

com n ∈ N, λi ∈ K, xi ∈ E e yi ∈ F para todo i = 1, . . . , n. Além disso, escrito dessa

forma, a ação de u em A ∈ B(E,F ) é dada por

u(A) =
n∑
i=1

λiA(xi, yi).

É claro que a representação de u acima não é única, entretanto a boa definição

do espaço garante que o valor u(A) não muda de acordo com a representação que for

tomada, caso contrário não seria uma aplicação bem definida sobre as formas bilineares.

Considere E, F espaços vetoriais, x, x1, x2 ∈ E e y, y1, y2 ∈ F . Os tensores elemen-

tares satisfazem:

i) (x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y;
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ii) x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2;

iii) λ(x⊗ y) = (λx)⊗ y = x⊗ (λy), λ ∈ K.

A propriedade iii) é uma boa justificativa para a não unicidade de

u =
n∑
i=1

λi(xi ⊗ yi),

visto que outra representação seria
∑n

i=1 zi⊗yi, onde zi = λixi (faremos uso dessa outra

representação de u ao longo do texto). Além disso, decorre ainda dessa propriedade

que 0⊗ y = x⊗ 0 = 0 (basta tomar λ = 0).

O teorema abaixo nos diz que é posśıvel identificar o espaço das aplicações bilineares

com o espaço das aplicações lineares. Em particular, para todos E,F espaços vetoriais,

temos B(E,F ) = (E ⊗ F )#.

Teorema 1.5 ([19, Proposition 1.4]). Sejam E,F e G espaços vetoriais sobre K. Para

cada aplicação bilinear A : E×F −→ G existe uma única aplicação linear Ã : E⊗F −→
G tal que A(x, y) = Ã(x⊗ y) para todos x ∈ E, y ∈ F . Além disso, a correspondência

A ←→ Ã é um isomorfismo entre os espaços vetoriais B(E,F ;G) e L(E ⊗ F ;G). A

aplicação Ã é chamada de linearização de A.

Algumas definições são importantes ao nosso trabalho. A primeira delas se refere a

transposta de um tensor. Sejam E,F espaços vetoriais e u ∈ E⊗F , com representação∑n
i=1 xi⊗yi. Definimos a transposta de u, denotada por ut, como o vetor

∑n
i=1 yi⊗xi ∈

F ⊗ E.

Não é dif́ıcil verificar, utilizando o Teorema 1.5, que a aplicação Ã : E⊗F → F ⊗E
definida por Ã(u) = ut é um isomorfismo. Isto nos diz que a transposta é única e,

portanto, independe da representação tomada para u.

Considere E,F,G,H espaços vetoriais, S : E → G e T : F → H aplicações lineares.

Definimos o operador S⊗T : E⊗F → G⊗H, chamado produto tensorial das aplicações

lineares S e T , como a linearização da aplicação bilinear A : E × F → G ⊗ H dada

por A(x, y) = S(x) ⊗ T (y). Assim, temos S(x) ⊗ T (y) = S ⊗ T (x ⊗ y) para todo

(x, y) ∈ E × F .

Já vimos acima que podemos identificar o dual algébrico de E ⊗ F com as formas

bilineares, cujo domı́nio é E × F . Nessa mesma linha de racioćınio, por meio de

identificações, temos E ⊗ F ⊂ B(E#, F#), E ⊗ F ⊂ L(E#;F ) e E ⊗ F ⊂ L(F#;E),

onde cada tensor u =
∑n

i=1 xi ⊗ yi ∈ E ⊗ F é identificado, respectivamente, com as
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aplicações

Bu : E# × F# −→ K dada por Bu(φ, ψ) =
n∑
i=1

φ(xi)ψ(yi),

Lu : E# −→ F dada por Lu(φ) =
n∑
i=1

φ(xi)yi

e

Ru : F# −→ E dada por Ru(ψ) =
n∑
i=1

ψ(yi)xi.

Quando consideramos espaços vetoriais que satisfazem E## = E, obtemos a in-

clusão E# ⊗ F ⊂ L(E;F ) e os elementos de L(E;F ) que correspondem a tensores de

E# ⊗ F , sob a identificação φ ⊗ y : E −→ F , dada por φ ⊗ y(x) = φ(x)y, são as

aplicações lineares de posto finito, isto é, aplicações cuja imagem é um subespaço de F

de dimensão finita. Isto justifica a notação tão comum utilizada em Análise Funcional.

Até agora apresentamos fatos sobre estrutura algébrica do produto tensorial. A

partir de agora vamos apresentar normas que agregam noções topológicas a esse tipo

de espaço.

Duas normas bastante conhecidas da teoria de produto tensorial são a norma pro-

jetiva e a norma injetiva. Dados E, F espaços vetoriais normados sobre K e u ∈ E⊗F ,

a norma projetiva de u é o número

π(u) := inf

{
n∑
i=1

∥xi∥ ∥yi∥ : u =
n∑
i=1

xi ⊗ yi

}
,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as representações de u. O produto tensorial E⊗F
com a norma projetiva π é um espaço normado, denotado por E ⊗π F , mas que em

geral não é completo. O completamento desse espaço, denotado por E⊗̂πF , é chamado

de produto tensorial projetivo dos espaços E e F .

Sabendo que a aplicaçãoBu, apresentada anteriormente, restrita à E ′×F ′ é cont́ınua,

temos uma imersão topológica de E ⊗ F em B(E ′;F ′). Assim, definimos a norma in-

jetiva de u ∈ E ⊗ F como o número

ε(u) := sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

φ(xi)ψ(yi)

∣∣∣∣∣ : φ ∈ BE′ , ψ ∈ BF ′

}
= ∥Bu∥.

De modo análogo ao comentário sobre a norma projetiva, o espaço E⊗F normado com

a norma injetiva, denotado por E⊗εF , não é em geral completo. Assim, consideramos

E⊗̂εF o completamento de E ⊗ε F , chamado de produto tensorial injetivo de E e F .
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Dados E e F espaços de Banach, algumas relações são importantes de enunciarmos:

(a) ε(x⊗ y) = ∥x∥∥y∥ = π(x⊗ y), para todo x⊗ y ∈ E ⊗ F .

(b) ε(u) ≤ π(u), para todo u ∈ E ⊗ F .

Agora vamos exibir dois casos particulares, e de interesse para o desenvolvimento

de nosso trabalho, de normas sobre ℓp ⊗ E.

O primeiro: considere E um espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞. A aplicação

J : ℓp ⊗ E → ℓp(E) definida por

J

(
n∑
i=1

ai ⊗ xi

)
=

(
n∑
i=1

aikxi

)∞

k=1

=
n∑
i=1

(aikxi)
∞
k=1

é bem definida, linear e injetiva, onde ai = (aik)
∞
k=1 ∈ ℓp, para todo i = 1, . . . , n. A

partir desse fato é posśıvel definir a seguinte norma em ℓp ⊗ E:

∆p

(
n∑
i=1

ai ⊗ xi

)
:=

∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

aikxi

)∞

k=1

∥∥∥∥∥
p

.

Um caso particular muito comum ocorre quando ai = ei, i = 1, . . . , n, e temos

∆p

(
n∑
i=1

ei ⊗ xi

)
= ∥(xi)ni=1∥p .

Usaremos ℓp ⊗∆p E para denotar o espaço normado (ℓp ⊗ E,∆p) e ℓp⊗̂∆pE para o

seu completamento.

A norma ∆p em ℓp ⊗E, onde E é um espaço de Banach, satisfaz (veja [11, Section

7.1]):

(a) ∆1 = π em ℓ1 ⊗ E.

(b) ε ≤ ∆p ≤ π em ℓp ⊗ E.

O segundo: um fato no estudo da norma injetiva, geralmente apresentado antes a

Teoria de Operadores Absolutamente Somantes (ver [11, Section 11]), dá conta de que

([11, Section 8.2])

ℓup(E)
1
= ℓp⊗̂εE. (1.4)

Denotaremos por NORM a classe de todos os espaços normados, por BAN a classe

de todos os espaços de Banach e por FIN a classe de todos os espaços normados de

dimensão finita. Dada uma norma α no produto tensorial E ⊗ F , denotaremos por
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α(z) a norma do tensor z ∈ E ⊗ F , mas também usaremos α(z;E,F ) para denotar o

mesmo objeto.

Definição 1.21. Uma norma α no produto tensorial sobre espaços da classe NORM

é dita:

i) Razoável, quando ε ≤ α ≤ π.

ii) Uniforme, quando satisfaz

∥T1 ⊗ T2 : E1 ⊗α E2 → F1 ⊗α F2∥ ≤ ∥T1∥∥T2∥,

para todo Ti ∈ L(Ei;Fi), com i = 1, 2.

iii) Norma no produto tensorial (apenas), quando for razoável e uniforme.

De modo análogo ao feito com as normas injetiva e projetiva, denota-se por E⊗αF
e E⊗̂αF o espaço tensorial normado e seu completamento, respectivamente.

As normas que apresentaremos adiante são todas normas no produto tensorial.

Se α é uma norma no produto tensorial, então definimos a norma transposta αt por

αt(z;E,F ) := α(zt;F,E).

É imediato verificar que αtt = α, εt = ε e πt = π.

Uma questão interessante nesse contexto surge quando se deseja generalizar uma

norma α sobre a classe FIN para espaços de dimensão infinita, isto é, estender essa

norma para NORM.

Considere E,F espaços normados, com FIN(E) := {M ⊂ E : M ∈ FIN}, e

tomemos uma norma α na classe FIN. Defina para z ∈ E ⊗ F , a seguinte norma

−→
α (z;E,F ) := inf{α(z;M,N) : M ∈ FIN(E), N ∈ FIN(F ), z ∈M ⊗N}.

A norma
−→
α na classe NORM é chamada envoltória finita de α e possui as seguintes

propriedades:

a)
−→
α é uma norma no produto tensorial;

b)
−→
α restrita a espaços normados de dimensão finita coincide com α;

c) Se α for definida em NORM,
−→
α ≥ α.

O item c) nos diz que existem envoltórias finitas que não coincidem com a norma

α, mesmo estando α definida na classe NORM. As normas α definidas em NORM
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que satisfazem
−→
α = α são chamadas de finitamente geradas. Em particular, ε e π são

finitamente geradas.

Definição 1.22. Diremos que uma norma α na classe NORM é uma norma tensorial

quando α é uma norma no produto tensorial finitamente gerada.

Para 1 ≤ p, q ≤ ∞, com 1/p + 1/q ≥ 1, pegue o único r ∈ [1,∞] que satisfaz

1/r = 1/p + 1/q − 1 (ou equivalentemente 1 = 1/r + 1/p′ + 1/q′, onde p′ e q′ são os

conjugados de p e q, respectivamente) e defina para espaços normados E,F e z ∈ E⊗F
a norma

αp,q(z;E,F ) := inf

{
∥(λi)ni=1∥r∥(xi)ni=1∥w,q′∥(yi)ni=1∥w,p′ : z =

n∑
i=1

λixi ⊗ yi

}
.

A norma αp,q na classe NORM é um exemplo de norma tensorial, isto é, é razoável,

uniforme e finitamente gerada. Além disso, satisfaz α1,1 = π e αtp,q = αq,p.

É importante mencionar alguns outros casos particulares dessa norma quando da-

mos valores aos parâmetros p e q. Por exemplo,

gp(z;E,F ) := αp,1(z;E,F ) = inf

{
∥(xi)i∥p∥(yi)∥w,p′ : z =

n∑
i=1

xi ⊗ yi

}
.

Outro exemplo,

dp(z;E,F ) := α1,p(z;E,F ) = inf

{
∥(xi)i∥w,p′∥(yi)∥p : z =

n∑
i=1

xi ⊗ yi

}
.

Além disso, vale gtp = dp e dtp = gp. As normas dp e gp são chamadas normas de

Chevet-Saphar.

Comentamos mais acima que é posśıvel identificar tensores com aplicações bilineares

e lineares por meio de algumas imersões. Em [11, Section 15.2], são apresentadas as

seguintes imersões, para uma norma no produto tensorial α definida em NORM:

E ⊗ F ↪→ (E ′ ⊗ε F ′)
′
↪→ (E ′ ⊗α F ′)

′
↪→ (E ′ ⊗π F ′)

′
. (1.5)

Além disso, quando consideramos M,N espaços de dimensão finita, vale

M ⊗N = (M ′ ⊗α N ′)
′
, (1.6)

onde a igualdade é do ponto de vista algébrico.

Olhando agora para igualdade (1.6) e a imersão E ⊗ F ↪→ (E ′ ⊗α F ′)′ vista em

(1.5), é razoável tentar obter uma norma α no produto tensorial, definida em NORM,
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que satisfaça

M ⊗α N
1
= (M ′ ⊗β N ′)

′
, (1.7)

para M e N espaços de dimensão finita, sendo originalmente α definida em FIN. É o

que mostramos a seguir.

Considere α um norma no produto tensorial definida em FIN. Então α′ definida

por

α′(z;E,F ) := sup {|u(z)| : α(u;M ′, N ′) ≤ 1}

é uma norma no produto tensorial definida em FIN.

A envoltória finita
−→
α′ de α′ será chamada de norma tensorial dual da norma α

(definida em FIN ou NORM). De forma simplificada, nos referiremos simplesmente à

norma tensorial α′ definida em NORM, em vez de usar o śımbolo
−→
α′ . Essa é a norma

α no produto tensorial que satisfaz a igualdade (1.7), isto é, M ⊗α′ N
1
= (M ′ ⊗α N ′)′.

Observação 1.2. Algumas propriedades sobre a norma tensorial dual são listadas

abaixo:

(a) Se α ≤ cβ, então β′ ≤ cα′, onde c é uma constante.

(b) α = α′′ em FIN e
−→
α = α′′.

(c) α = α′′ em NORM se, e somente se, α é finitamente gerada.

(d) (αt)′ = (α′)t, se α é uma norma tensorial.

(e) π′ = ε e ε′ = π.

O item (d) da observação acima, permite a definição α∗ := (αt)′ = (α′)t. A norma

α∗ é chamada de adjunta ou contragradiente de α.

Definição 1.23. Uma norma tensorial α definida em NORM é dita injetiva à direita

em NORM, se para toda injeção métrica I : F → G o operador idE ⊗ I : E ⊗α F →
E ⊗α G é uma injeção métrica para E,F,G ∈ NORM.

Definição 1.24. Uma norma tensorial α definida em NORM é dita projetiva à direita

em NORM se para toda sobrejeção métrica Q : F → G o operador idE⊗Q : E⊗αF →
E ⊗α G é uma sobrejeção métrica para E,F,G ∈ NORM.

Se αt é injetiva à direita (respectivamente, projetiva à direita), então a norma

tensorial α é chamada injetiva à esquerda (respectivamente, projetiva à esquerda). Se

α é injetiva (projetiva) à esquerda e a direita, então é dita apenas injetiva (projetiva).

Vejamos alguns casos particulares:
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1. Preliminares

(i) ε é injetiva;

(ii) π é projetiva;

(iii) dp é projetiva à direita;

(iv) gp é projetiva à esquerda.

Dada uma norma α definida em NORM, em [11, Section 20.6] é garantido a

existência de uma única norma α/ que é norma tensorial projetiva à direita, defi-

nida em NORM, e que satisfaz α/ ≥ α. A norma α/ é chamada de norma projetiva à

direita associada a α, e satisfaz a seguinte propriedade: se β ≥ α é projetiva à direita,

então β ≥ α/. Além disso, \α := ((αt)/)
t

que é chamada norma projetiva à esquerda

associada a α.

Se α é uma norma tensorial, então vale

\(α/) = (\α)/ =: \α/

e a norma \α/ é chamada de norma projetiva associada à α. Tem-se que \α/ é a menor

norma tensorial projetiva ≥ α.

De modo análogo, como demonstrado em [11, Section 20.7], dada uma norma ten-

sorial α definida em NORM, existe uma única norma tensorial α\ injetiva à direita

que satisfaz α\ ≤ α. Além disso, se β é uma norma tensorial injetiva à direita tal que

β ≤ α, então β ≤ α\. A norma α\ é chamada injetiva à direita associada à α.

A norma tensorial injetiva à esquerda associada a α é /α := ((αt)\)t e /α\ :=

(/α)\ = /(α\) é a norma tensorial injetiva associada de α.

Abaixo listamos algumas propriedades que as normas tensoriais citadas acima sa-

tisfazem:

(1) (
−→
α )\ =

−→
α\ e (

−→
α )/ =

−→
α/;

(2) (α/)′ = (α′)\ e (α\)′ = (α′)/;

(3) (α/)∗ = /(α∗) e (α\)∗ = \(α∗).

Por fim, vamos apresentar o Teorema de Representação para ideais maximais de

operadores, mas antes definiremos o que significam ideal e uma norma no produto

tensorial estarem associados.

Definição 1.25. Dizemos que uma norma no produto tensorial α definida em NORM

e um ideal (I, ρ) maximal são associados, e denotamos por (I, ρ) ∼ α, se para todo

M,N ∈ FIN, vale I(M,N)
1
= M ′ ⊗α N .

25



1. Preliminares

Teorema 1.6 ([11, Representação para Ideais Maximais de operadores]). Seja (I, ρ)

um ideal normado maximal e α uma norma tensorial que estão associados entre si,

isto é, (I, ρ) ∼ α. Então para todos E,F ∈ BAN, as relações I(E,F ′) = (E ⊗α′ F )′ e

I(E,F ) = (E ⊗α′ F ′)′ ∩ L(E,F ) valem isometricamente.

Uma informação importante na demonstração do Teorema 1.6, que iremos utilizar

posteriormente, é que o isomorfismo isométrico da igualdade I(E,F ′) = (E ⊗α′ F )′ é

a aplicação

ψ : I(E,F ′)→ (E ⊗α′ F )′ (1.8)

que a cada operador T ∈ I(E,F ′) associa o funcional

ψ(T ) : E ⊗α′ F −→ K
x⊗ y 7−→ ψ(T )(x⊗ y) := T (x)(y).
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Caṕıtulo 2

Operadores mid somantes

Em [14], Karn e Sinha definem o espaço das sequências mid p-somáveis e este espaço

e a teoria de operadores associada a ele são objetos de estudo mais detalhado em [5].

Mais recentemente, Campos e Santos [9] apresentam e estudam o espaço das sequências

mid (q, p)-somáveis, que generaliza o espaço das sequências mid p-somáveis, sob a ótica

da teoria de operadores. Nesse trabalho aparece uma relação interessante entre a teoria

linear objeto de estudo e a teoria de operadores multilineares absolutamente somantes.

Assim, o objetivo do caṕıtulo é o de apresentar o estudo sobre esse espaço das

sequências mid (q, p)-somáveis, a sua teoria de operadores lineares mid (q, p)-somantes e

apresentar a relação entre as teorias linear e multilinear citada acima. Como aplicações

dessa relação, apresentamos alguns resultados de inclusões e coincidência.

2.1 O espaço das sequências mid (q, p)-somáveis

Considere E um espaço de Banach (durante todo este caṕıtulo vamos sempre con-

siderar E espaço de Banach), 1 ≤ p, q < ∞ números reais e (xj)
∞
j=1 ∈ EN. Da

identificação abaixo (veja [11, Section 8.2])

ℓwp (E ′)
1
= L(E; ℓp) (2.1)

por meio da aplicação φ = (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′) 7→ Tφ ∈ L(E; ℓp) definida por

Tφ(x) = (φn(x))∞n=1, temos (φn(xj))
∞
n=1 ∈ ℓp, para todo j ∈ N e sempre que

(φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′).

Uma questão pertinente neste ponto: o que acontece quando levarmos em conta os

dois ı́ndices? Isto é, o que acontece com a sequência

(Tφ(xj))
∞
j=1 = ((φn(xj))

∞
n=1)

∞
j=1?
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2. Operadores mid somantes

Isto de fato levou os autores do trabalho [9] à definição de sequências mid (q, p)-somáveis

enunciada abaixo.

Definição 2.1. Dizemos que uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é mid (q, p)-somável quando

((φn(xj))
∞
n=1)

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓp) sempre que (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′). Isto é, quando

∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

<∞ (2.2)

sempre que (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′).

Denotamos por ℓmid
q,p (E) o espaço das sequências em E que são mid (q, p)-somáveis

e tem-se que ℓmid
q,p (E) é um subespaço vetorial do espaço das sequências EN. Com

efeito, ℓmid
q,p (E) ̸= ∅, pois a sequência identicamente nula em E é mid (q, p)-somável. Se

(xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E) e λ um escalar, então

((φn(xj + λyj))
∞
n=1)

∞
j=1 = ((φn(xj) + λφn(yj))

∞
n=1)

∞
j=1

= ((φn(xj))
∞
n=1 + λ(φn(yj))

∞
n=1)

∞
j=1

= ((φn(xj))
∞
n=1)

∞
j=1 + λ((φn(yj))

∞
n=1)

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓp),

sempre que (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′). Isto nos diz que a sequência

(xj)
∞
j=1 + λ(yj)

∞
j=1 = (xj + λyj)

∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E).

Graças à identificação (2.1), temos a seguinte equivalência:

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E) se, e somente se, (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓq(ℓp), (2.3)

para todo T ∈ L(E; ℓp).

Observação 2.1. Quando fazemos p = q em (2.2), podemos comutar as séries, visto

que
∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
)

=
∞∑
n=1

(
∞∑
j=1

|φn(xj)|p
)

quando uma delas, e portanto ambas, é convergente. Isto, portanto, nos diz que pode-

mos trocar ((φn(xj))
∞
n=1)

∞
j=1 por ((φn(xj))

∞
j=1)

∞
n=1 e ainda vamos ter que

((φn(xj))
∞
j=1)

∞
n=1 ∈ ℓp(ℓp),

sempre que (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′).
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2. Operadores mid somantes

Essa observação garante que quando p = q, temos que ℓmid
q,p (E) = ℓmid

p (E) (veja a

definição de ℓmid
p (E) no Caṕıtulo 1).

Lema 2.1. A função ∥ · ∥q,p : ℓmid
q,p (E)→ [0,∞) dada por

∥(xj)∞j=1∥q,p = sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

está bem definida e define uma norma em ℓmid
q,p (E).

Demonstração. Com efeito, para cada x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E), o operador

Tx : ℓwp (E ′) −→ ℓq(ℓp)

(φn)∞n=1 7−→ ((φn(xj))
∞
n=1)

∞
j=1,

está bem definido, pela definição de ℓmid
q,p (E), e, claramente é linear.

A igualdade

∥Tx∥ = sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

garante que ∥·∥q,p estará bem definida se, e somente se, ∥Tx∥ <∞, isto é, Tx é continua.

Para mostrar a continuidade, usaremos o Teorema do Gráfico Fechado.

Seja (φk, Tx(φ
k))∞k=1 uma sequência no gráfico de Tx que converge para o ponto

(φ, y) ∈ ℓwp (E ′)× ℓq(ℓp). Isto é,

φk
k→ φ em ℓwp (E ′) (2.4)

e

Tx(φ
k)

k→ y em ℓq(ℓp) (2.5)

Sabendo que ℓwp (E ′)
1
↪→ ℓ∞(E ′), isto nos dá convergência coordenada a coordenada,

assim (2.4) implica em

φkn
k→ φn em E ′, (2.6)

para toda coordenada n ∈ N, onde φk = (φkn)∞n=1 e φ = (φn)∞n=1. Em particular, de
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2. Operadores mid somantes

(2.6), vale

φkn(x)
k→ φn(x) (2.7)

para todo x ∈ E.

De modo análogo, de ℓq(ℓp)
1
↪→ ℓ∞(ℓp) e observando que Tx((φ

k
n)∞n=1) = ((φkn(xj))

∞
n=1)

∞
j=1,

a expressão (2.5) implica em

(φkn(xj))
∞
n=1

k→ yj em ℓp (2.8)

para todo j ∈ N. Novamente, por ℓp
1
↪→ ℓ∞ e (2.8), obtemos

φkn(xj)
k→ yjn em K (2.9)

para todo n ∈ N e todo j ∈ N, onde y = (yj)∞j=1 = ((yjn)∞n=1)
∞
j=1. Juntando (2.7), (2.9)

e usando a unicidade de limite, temos

φn(xj) = yjn (2.10)

para todos n, j ∈ N, donde por (2.10) obtemos

Tx(φ
k) = ((φkn(xj))

∞
n=1)

∞
j=1 = ((yjn)∞n=1)

∞
j=1 = y.

Isto prova que o gráfico de Tx é fechado e, portanto, ∥ · ∥q,p está bem definida.

Vamos verificar as propriedades de norma na função ∥ · ∥q,p. Para isso, considere

(xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E) e λ ∈ K.

Temos
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
q,p
≥ 0, pois |φn(xj)| ≥ 0 para todo n, j ∈ N. Se xj = 0 para todo

j ∈ N, então φn(xj) = 0 quaisquer que sejam j ∈ N e (φn)∞n=1 ∈ Bℓwp (E′). Assim,

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
q,p

= sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

= 0.

Reciprocamente,

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
q,p

= 0⇒

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

= 0,∀(φn)∞n=1 ∈ Bℓwp (E′)

⇒
∞∑
n=1

|φn(xj)|p = 0,∀(φn)∞n=1 ∈ Bℓwp (E′ ) e ∀j ∈ N
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2. Operadores mid somantes

⇒ φn(xj) = 0,∀(φn)∞n=1 ∈ Bℓwp (E′ ) e ∀j ∈ N

⇒ xj = 0, ∀j ∈ N,

onde a última implicação segue do Teorema de Hahn-Banach e do fato que a sequência

φ · e1, com φ ∈ BE′ , pertence a Bℓwp (E′ ).

Temos ainda

∥∥λ(xj)
∞
j=1

∥∥
q,p

=
∥∥(λxj)

∞
j=1

∥∥
q,p

= sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(λxj)|p
) q

p

 1
q

= |λ| · sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

= |λ|
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
q,p
.

A última propriedade a ser provada é a desigualdade triangular.

Com efeito,

∥∥(xj)
∞
j=1 + (yj)

∞
j=1

∥∥
q,p

= ∥(xj + yj)
∞
j=1∥q,p

= sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj + yj)|p
) q

p

 1
q

= sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

(
∞∑
j=1

∥(φn(xj + yj))
∞
n=1∥qp

) 1
q

= sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

(
∞∑
j=1

∥(φn(xj))
∞
n=1 + (φn(yj))

∞
n=1∥qp

) 1
q

≤ sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

(
∞∑
j=1

(∥(φn(xj))
∞
n=1∥p + ∥(φn(yj))

∞
n=1∥p)

q

) 1
q

≤ sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

(
∞∑
j=1

∥(φn(xj))
∞
n=1∥qp

) 1
q

+

+ sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

(
∞∑
j=1

∥(φn(yj))
∞
n=1∥qp

) 1
q

= ∥(xj)∞j=1∥q,p + ∥(yj)∞j=1∥q,p

Com isso, conclúımos que ∥ · ∥q,p é uma norma em ℓmid
q,p (E).
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2. Operadores mid somantes

Como comentado inicialmente, neste caṕıtulo, estamos sempre considerando E um

espaço de Banach. Nessa condição, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.1. ℓmid
q,p (E) é um espaço de Banach com a norma ∥ · ∥q,p.

Demonstração. Seja (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy em ℓmid
q,p (E). Para cada k ∈ N,

denotamos xk = (xkj )
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E). Então, dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que

k, r ≥ k0 ⇒
∥∥xk − xr∥∥

q,p
<
ε

2

⇒
∥∥∥(xkj − xrj)∞j=1

∥∥∥
q,p
<
ε

2

⇒ sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

∣∣φn(xkj − xrj)
∣∣p) q

p

 1
q

<
ε

2
(2.11)

⇒
∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

∣∣φn(xkj − xrj)
∣∣p) q

p

<
(ε

2

)q
,∀(φn)∞n=1 ∈ Bℓwp (E′)

⇒
∞∑
n=1

∣∣φn(xkj − xrj)
∣∣p < (ε

2

)p
,∀(φn)∞n=1 ∈ Bℓwp (E′), ∀j ∈ N

⇒
∣∣φn(xkj − xrj)

∣∣ < ε

2
,∀(φn)∞n=1 ∈ Bℓwp (E′),∀j ∈ N. (2.12)

Sabendo que ℓwp (·) é classe de sequência, temos ∥φ · ej∥w,p = ∥φ∥, para todo j ∈ N
e todo φ ∈ E ′, ou seja, φ · ej ∈ Bℓwp (E′). Assim, usando este fato, a implicação (2.12) e

o Teorema de Hahn-Banach, obtemos

k, r ≥ k0 ⇒
∣∣φ(xkj − xrj)

∣∣ < ε

2
,∀φ ∈ BE′ ,∀j ∈ N

⇒
∥∥xkj − xrj∥∥E = sup

φ∈BE′

∣∣φ(xkj − xrj)
∣∣ ≤ ε

2
< ε,∀j ∈ N.

Segue que, para cada j ∈ N, a sequência (xkj )
∞
k=1 é de Cauchy em E. Sendo E um

espaço de Banach, para cada j ∈ N, existe xj := limk x
k
j ∈ E.

Afirmação: x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E) e xk → x.

Fazendo r →∞ na implicação (2.11), obtemos

∥∥xk − x∥∥
q,p

= sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

∣∣φn(xkj − xj)
∣∣p) q

p

 1
q

≤ ε

2
< ε, (2.13)

sempre que k ≥ k0 e, consequentemente, xk → x. Por outro lado, de (2.13) e ℓmid
q,p (E)

ser espaço vetorial, segue

x = xk0 − (xk0 − x) = (xk0j )∞j=1 − (xk0j − xj)∞j=1 ∈ ℓmid
q,p (E).
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2. Operadores mid somantes

Isto conclui nossa demonstração.

A partir de agora apresentamos resultados de inclusão e coincidência do espaço das

sequências mid (q, p)-somáveis com alguns dos espaços de sequências apresentados no

primeiro caṕıtulo.

Proposição 2.2. Se q ≤ r, então ℓmid
q,p (E)

1
↪→ ℓmid

r,p (E), para todo 1 ≤ p <∞.

Demonstração. Seja x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E). Por definição ((φn(xj))
∞
n=1)

∞
j=1 ∈ ℓq(ℓp),

para todo (φn)∞n=1 ∈ ℓp(E ′). De q ≤ r, sabemos que

ℓq(ℓp)
1
↪→ ℓr(ℓp)

e, consequentemente, ((φn(xj))
∞
n=1)

∞
j=1 ∈ ℓr(ℓp), para todo (φn)∞n=1 ∈ ℓp(E

′). Isto é,

x ∈ ℓmid
r,p (E).

Para a proposição seguinte, vamos definir o que seria um subconjunto normante.

Definição 2.2. Seja E um espaço de Banach. Um subconjunto N do dual E ′ é dito

normante para E se

∥x∥E = sup{|φ(x)| : φ ∈ N, ∥φ∥ ≤ 1},

para todo x ∈ E.

Proposição 2.3. Se 1 ≤ p, q <∞, então

ℓq(E)
1
↪→ ℓmid

q,p (E)
1
↪→ ℓwq (E)

Demonstração: Já vimos que (φ, 0, 0, . . .) ∈ Bℓwp (E′ ) se φ estiver em BE′ . Assim, se

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E), temos

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
w,q

= sup
φ∈BE′

(
∞∑
j=1

|φ(xj)|q
) 1

q

= sup
(φ,0,0,...)∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

≤ sup
(φn)

∞
n=1∈Bℓwp (E

′
)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
q,p
.
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2. Operadores mid somantes

Isso mostra que ℓmid
q,p (E)

1
↪→ ℓwq (E).

Para a próxima inclusão vamos usar o seguinte fato: O conjunto JE(BE) é normante

de E ′′ e enxergando E como subconjunto de E ′′, segue que

∥(φn)∞n=1∥
p

p,w = sup
x∈BE

∞∑
n=1

|φn(x)|p ,

para todo (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′).

Então, se (xj)
∞
j=1 em ℓq(E), definindo o seguinte conjunto J = {j ∈ N : xj ̸= 0},

temos  ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

=

∑
j∈J

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣φn( xj
∥xj∥

· ∥xj∥
)∣∣∣∣p
) q

p

 1
q

=

∑
j∈J

∥xj∥q ·

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣φn( xj
∥xj∥

)∣∣∣∣p
) q

p

 1
q

≤
∑
j∈J

∥xj∥q ·( sup
x∈BE

∞∑
n=1

|φn (x)|p
) q

p

 1
q

=

(
sup
x∈BE

∞∑
n=1

|φn (x)|p
) 1

p

·

(∑
j∈J

∥xj∥q
) 1

q

= ∥(φn)∞n=1∥p,w ·

(
∞∑
j=1

∥xj∥q
) 1

q

= ∥(φn)∞n=1∥p,w · ∥ (xj)
∞
j=1 ∥q,

para todo (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′). Dáı,

∥ (xj)
∞
j=1 ∥q,p = sup

(φn)
∞
n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

≤ ∥ (xj)
∞
j=1 ∥q

e com isso, fica provado que ℓq(E)
1
↪→ ℓmid

q,p (E).

Observação 2.2. Das inclusões exibidas ao final da Seção 1.1 e da Proposição 2.3,

obtemos a cadeia

c00(E) ⊆ ℓq(E)
1
↪→ ℓmid

q,p (E)
1
↪→ ℓwq (E)

1
↪→ ℓ∞(E)

donde se conclui, junto a todo o exposto na seção, que ℓmid
q,p (·) é uma classe de sequências.
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2. Operadores mid somantes

A próxima proposição estabelece condições de coincidência para os espaços na cadeia

apresentada na observação acima.

Para o próximo resultado necessitaremos dos fatos apresentados na observação

abaixo.

Observação 2.3. (a) Seja x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwq (E). É imediato que o operador

ψx : E ′ −→ ℓq

φ 7−→ (φ(xj))
∞
j=1,

está bem definido, é linear e continuo, com ∥ψx∥ = ∥(xj)∞j=1∥w,q.

(b) Se q ≤ p, a desigualdade de Minkowski garante que

 ∞∑
n=1

(
∞∑
j=1

|φn(xj)|q
) p

q

 1
p

≤

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

.

Teorema 2.1. Seja x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwq (E). Considere as seguintes afirmações:

(i) x ∈ ℓmid
q,p (E);

(ii) ψx ∈ Πp(E
′, ℓq).

Então

(a) Se q ≤ p, então (i) implica (ii) e πp(ψx) ≤ ∥(xj)∞j=1∥q,p.

(b) Se q ≥ p, então (ii) implica (i) e ∥(xj)∞j=1∥q,p ≤ πp(ψx).

Quando p = q, (a) e (b) garantem que (i) é equivalente a (ii) e πp(ψx) = ∥(xj)∞j=1∥q,p.

Demonstração. (i)⇒ (ii) Seja x ∈ ℓmid
q,p (E). Vamos mostrar que o operador induzido

ψ̂x : ℓwp (E ′) −→ ℓp(ℓq)

(φn)∞n=1 7−→ ((φn(xj))
∞
j=1)

∞
n=1,

está bem definido. Com efeito, de q ≤ p e da Observação 2.3, obtemos

(
∞∑
n=1

∥ψx(φn)∥pq

) 1
p

=

 ∞∑
n=1

(
∞∑
j=1

|φn(xj)|q
) p

q

 1
p

≤

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

<∞,
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2. Operadores mid somantes

sempre que (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′). Assim, ψ̂x está bem definido e, consequentemente,

ψx ∈ Πp(E
′, ℓq). De πp(ψx) = ∥ψ̂x∥, segue novamente da Observação 2.3 que

πp(ψx) ≤ ∥(xj)∞j=1∥q,p.
(ii) ⇒ (i) Se ψx ∈ Πp(E

′, ℓq), da Observação 2.3 e q ≥ p, temos

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

≤

 ∞∑
n=1

(
∞∑
j=1

|φn(xj)|q
) p

q

 1
p

=

(
∞∑
n=1

∥ψx(φn)∥pq

) 1
p

<∞,

para todo (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′). Segue da desigualdade acima que x ∈ ℓmid
q,p (E) e

∥(xj)∞j=1∥q,p ≤ πp(ψx).

Sendo p ≤ s, temos (ver Seção 1.2)

Πp(E;F )
1
↪→ Πs(E;F ). (2.14)

e usando essa inclusão e o Teorema 2.1, obtemos o seguinte resultado:

Proposição 2.4. Se q ≤ p ≤ s ≤ r, então ℓmid
q,p (E)

1
↪→ ℓmid

r,s (E). Em particular,

ℓmid
p (E)

1
↪→ ℓmid

s (E), sempre que p ≤ s.

Demonstração. Temos

x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E)
2.1⇒ ψx ∈ Πp(E

′; ℓq)

2.14⇒ ψx ∈ Πs(E
′; ℓq)

⇒ ψx ∈ Πs(E
′; ℓr)

2.1⇒ x = (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

r,s (E).

E, ainda do Teorema 2.1 e da inclusão (2.14), obtém-se

∥(xj)∞j=1∥r,s ≤ πs(ψx) ≤ πp(ψx) ≤ ∥(xj)∞j=1∥q,p.

Isso finaliza nossa demonstração.

É importante ressaltar que os argumentos e ferramentas constrúıdos em [14] e em
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2. Operadores mid somantes

[5] não davam conta da inclusão ℓmid
p (E)

1
↪→ ℓmid

s (E), sempre que p ≤ s. Aqui essa

inclusão sai como caso particular das construções em [9].

Para a próxima proposição precisaremos do lema abaixo.

Lema 2.2. Sejam E,F espaços de Banach, (ψn)∞n=1 ∈ ℓwp (F ′) e T ∈ L(E,F ). Então

(ψn ◦ T )∞n=1 ∈ ℓwp (E ′) e, mais ainda,

∥(ψn ◦ T )∞n=1∥w,p ≤ ∥T∥ · ∥(ψn)∞n=1∥w,p .

Demonstração: Seja T ′ : F ′ −→ E ′ o operador adjunto de T . Sabendo que a

classe de sequências ℓwp (·) é linearmente estável e T ′ ∈ L(F ′;E ′), segue que o operador

induzido T̂ ′ : ℓwp (F
′
) −→ ℓwp (E

′
) está bem definido (é linear) e portanto

(ψn ◦ T )∞n=1 = (T ′(ψn))
∞
n=1 ∈ ℓ

w
p (E ′).

Além disso, por um argumento de gráfico fechado, o operador induzido

T̂ ′ : ℓwp (F ′) −→ ℓwp (E ′) é cont́ınuo e
∥∥∥T̂ ′
∥∥∥ = ∥T ′∥ = ∥T∥. Assim,

∥(ψn ◦ T )∞n=1∥w,p =
∥∥(T ′(ψn))

∞
n=1

∥∥
w,p

≤
∥∥∥T̂ ′
∥∥∥ · ∥(ψn)∞n=1∥w,p = ∥T∥ ·

∥∥(ψj)
∞
j=1

∥∥
w,p

.

Proposição 2.5. ℓmid
q,p (·) é uma classe de sequências finitamente determinada e line-

armente estável.

Demonstração: A Observação 2.2 já nos disse que ℓmid
q,p (·) é uma classe de sequências.

Vamos mostrar que ela é finitamente determinada.

Com efeito, se (xj)
∞
j=1 ∈ EN, temos

sup
k
∥(xj)kj=1∥q,p = sup

k
sup

(φn)
∞
n=1∈Bℓwp (E′)

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

= sup
(φn)

∞
n=1∈Bℓwp (E′)

sup
k

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

= sup
(φn)

∞
n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

,

então (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E) se, e somente se, supk ∥(xj)kj=1∥q,p <∞.
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2. Operadores mid somantes

Vejamos agora que ℓmid
q,p (·) é linearmente estável.

Sejam (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E), (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (F ′), T ∈ L(E,F ). Do Lema 2.2, vale

(T ′(φn))
∞
n=1 = (φn ◦ T )∞n=1 ∈ ℓ

w
p (E ′),

para todo (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (F ′). Como (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E),

(
(φn (T (xj)))

∞
n=1

)∞
j=1

=
(
(φn ◦ T (xj))

∞
n=1

)∞
j=1
∈ ℓq (ℓp) ,

para todo (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (F ′). O que mostra que (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (F ), sempre que

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E), isto é, o operador induzido T̂ : ℓmid
q,p (E)→ ℓmid

q,p (F ) está bem definido.

Para mostrar
∥∥∥T̂∥∥∥ = ∥T∥, veja que de ser ℓmid

q,p (·) uma classe de sequências, vale

∥(0, . . . , 0, x, 0, . . .)∥q,p = ∥x∥E

para todo espaço de Banach E e todo x ∈ E. Assim,∥∥∥T̂∥∥∥ = sup
(xj)∞j=1∈Bℓmid

q,p (E)

∥∥∥T̂ ((xj)∞j=1

)∥∥∥
q,p

= sup
(xj)∞j=1∈Bℓmid

q,p (E)

∥∥∥(T (xj))
∞
j=1

∥∥∥
q,p

≥ sup
x∈BE

∥(0, . . . , 0, T (x), 0, . . .)∥q,p

= sup
x∈BE

∥T (x)∥ = ∥T∥ .

Para a desigualdade contrária, observe que dado (ψn)∞n=1 ∈ Bℓwp (F ′), temos
(
ψn ◦ T

∥T∥

)∞
n=1
∈

Bℓwp (E′ ). Com efeito, pelo Lema 2.2, temos

∥∥∥∥(ψn ◦ T

∥T∥

)∞

n=1

∥∥∥∥
w,p

=
1

∥T∥
· ∥(ψn ◦ T )∞n=1∥w,p ≤

1

∥T∥
· ∥T∥ · ∥(ψn)∞n=1∥w,p ≤ 1.

Finalmente,∥∥∥T̂ ((xj)∞j=1

)∥∥∥
q,p

=
∥∥∥(T (xj))

∞
j=1

∥∥∥
q,p

= sup
(ψn)∞n=1∈Bℓwp (F ′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|ψn(T (xj))|p
) q

p

 1
q

= sup
(ψn)∞n=1∈Bℓwp (F ′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|(ψn ◦ T )(xj)|p
) q

p

 1
q
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2. Operadores mid somantes

= ∥T∥ · sup
(ψn)∞n=1∈Bℓwp (F ′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣(ψn ◦ T

∥T∥

)
(xj)

∣∣∣∣p
) q

p

 1
q

≤ ∥T∥ · sup
(φn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(xj)|p
) q

p

 1
q

= ∥T∥ ·
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
q,p
,

o que implica em
∥∥∥T̂∥∥∥ = ∥T∥.

2.2 Operadores mid somantes

Tendo em vista as inclusões estabelecidas na Proposição 2.3, apresentamos nesta

seção extensões dos operadores mid e fraco mid somantes que aparecem originalmente

em [5].

Para esta seção vamos considerar 1 ≤ q, p, r <∞, E e F espaços de Banach.

Definição 2.3. Sejam q ≤ r e T ∈ L(E;F ). Dizemos que T é absolutamente mid

(r; q, p)-somante quando (T (xj)
∞
j=1) ∈ ℓr(F ), sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E).

Denotamos por Πmid
r;q,p(E;F ) o espaço de todos os operadores absolutamente mid

(r; q, p)-somantes de E em F .

O resultado a seguir, obtido através da Proposição 1.5, oferece caracterizações para

esses operadores.

Teorema 2.2. As seguintes sentenças são equivalentes:

(i) T ∈ Πmid
r;q,p(E,F ).

(ii) O operador induzido

T̂ : ℓmid
q,p (E) −→ ℓr(F )

(xj)
∞
j=1 7−→ T̂ ((xj)

∞
j=1) = (T (xj))

∞
j=1

está bem definido é linear e cont́ınuo.

(iii) Existe uma constante A > 0 tal que
∥∥∥(T (xj))

k
j=1

∥∥∥
r
≤ A ·

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
q,p
, para todo

k ∈ N e todo xj ∈ E, j = 1, . . . , k.

(iv) Existe uma constante A > 0 tal que
∥∥∥(T (xj))

∞
j=1

∥∥∥
r
≤ A ·

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
q,p
, para toda

sequência (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E).
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2. Operadores mid somantes

Além disso, ∥T∥Πmid
r;q,p

:=
∥∥∥T̂∥∥∥ = inf {A : (iii) é satisfeito} define uma norma para a

classe Πmid
r;q,p(E;F ).

Demonstração. (i) ⇒ (ii) De T ∈ Πmid
r;q,p(E;F ), segue por definição

(T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓr(F ), sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E).

De (a)⇒ (b) na Proposição 1.5, com n = 1, segue que o operador T̂ : ℓmid
q,p (E) −→ ℓr(F )

está bem definido, é linear e cont́ınuo.

(ii) ⇒ (iii) Em nosso contexto, (ii) equivale à (b) e (iii) à (c) na Proposição 1.5, com

n = 1. Como (b) implica (c) segue que (ii) implica (iii).

(iii) ⇒ (iv) Como ℓmid
q,p (·) e ℓr(·) são finitamente determinadas, se (iii) acontece então∥∥∥(T (xj))

∞
j=1

∥∥∥
r

= sup
k

∥∥∥(T (xj))
k
j=1

∥∥∥
r

≤ A · sup
k

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
q,p

= A ·
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
q,p
,

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E).

(iv) ⇒ (i) Se vale (iv), então

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (E)⇒ ∥(xj)∞j=1∥q,p <∞

⇒ ∥(T (xj))
∞
j=1∥r <∞

⇒ (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓr(F ).

Logo, T ∈ Πmid
r;q,p(E;F ).

Definição 2.4. Sejam q ≥ r e T ∈ L(E;F ). Dizemos que T é fraco mid (q, p; r)-

somante quando (T (xj)
∞
j=1) ∈ ℓmid

q,p (E), sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwr (F ).

O espaço de todos os operadores fraco mid (q, p; r)-somantes de E em F será deno-

tado por Wmid
q,p;r(E,F ).

Como feito para os operadores absolutamente mid somantes, vamos apresentar al-

gumas caracterizações para os operadores fraco mid somantes.

Teorema 2.3. As seguintes sentenças são equivalentes:

(i) T ∈ Wmid
q,p;r(E,F ).

(ii) O operador induzido

T̃ : ℓwr (E) −→ ℓmid
q,p (F )

(xj)
∞
j=1 7−→ T̃

(
(xj)

∞
j=1

)
= (T (xj))

∞
j=1
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2. Operadores mid somantes

está bem definido, é linear e cont́ınuo.

(iii) (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓ

mid
q,p (F ), sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓur (E).

(iv) O operador induzido

T̂ : ℓur (E) −→ ℓmid
q,p (F )

(xj)
∞
j=1 7−→ T̂

(
(xj)

∞
j=1

)
= (T (xj))

∞
j=1

está bem definido, é linear e cont́ınuo.

(v) Existe uma constante B > 0 tal que
∥∥∥(T (xj))

k
j=1

∥∥∥
q,p
≤ B ·

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
w,r
, para todo

k ∈ N e todo xj ∈ E, j = 1, . . . , k.

(vi) Existe uma constante B > 0 tal que

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(T (xj))|p
) q

p

 1
q

≤ B ·
∥∥(xj)

k
j=1

∥∥
w,r
· ∥(φn)∞n=1∥w,p ,

para todo k ∈ N, todo xj ∈ E, j = 1, . . . , k, e todo (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (F ′).

(vii) Existe uma constante B > 0 tal que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(T (xj))|p
) q

p

 1
q

≤ B ·
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,r
· ∥(φn)∞n=1∥w,p ,

para todo (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwr (E) e todo (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (F ′).

Além disso, ∥T∥Wmid
q,p;r

:=
∥∥∥T̃∥∥∥ =

∥∥∥T̂∥∥∥ = inf {B : (v) é satisfeito} define uma norma

para a classe Wmid
q,p;r(E,F ).

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Como T ∈ Wmid
q,p;r(E;F ), então

(T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓ

mid
q,p (F ), sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓwr (E).

Isso equivale ao item (a) da Proposição 1.5, com n = 1, que por sua vez implica que o

operador induzido T̃ : ℓwr (E) −→ ℓmid
q,p (F ), está bem definido, é linear e cont́ınuo.

(ii) ⇒ (iii) Sabendo que ℓmid
q,p (·), ℓwr (·) são classes de sequências finitamente deter-

minadas, que ℓur (·) < ℓwr (·) e que (ii) implica (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (F ), sempre que

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓwr (E), o item (b) da Proposição 1.6 é satisfeito e desse resultado obtém-

se (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (F ), sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓur (E).
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2. Operadores mid somantes

(iii) ⇒ (iv) Como feito em “(i) ⇒ (ii)”, a implicação segue imediatamente da Pro-

posição 1.5.

(iv) ⇒ (v) Segue da aplicação imediata de (b) ⇒ (c) da Proposição 1.5

(v) ⇒ (vi) Assumindo (v), temos

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(T (xj))|p
) q

p

 1
q

= ∥(φn)∞n=1∥w,p

·

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ φn
∥(φn)∞n=1∥w,p

(T (xj))

∣∣∣∣∣
p) q

p

 1
q

≤ ∥(φn)∞n=1∥w,p

·

 sup
(ψn)∞n=1∈Bℓwp (E′)

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|ψn(T (xj))|p
) q

p

 1
q


= ∥(φn)∞n=1∥w,p · ∥(T (xj))

k
j=1∥q,p

≤ B ·
∥∥(xj)

k
j=1

∥∥
w,r
· ∥(φn)∞n=1∥w,p ,

para todo k ∈ N, todo xj ∈ E, j = 1, . . . , k, e todo (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (F
′
).

(vi) ⇒ (vii) Segue diretamente de ℓmid
q,p (·) e ℓwr (·) serem finitamente determinadas.

(vii) ⇒ (i) Assumindo (vii), temos

(xj)
∞
j=1 ∈ ℓwr (E)⇒ ∥(xj)∞j=1∥w,r <∞

⇒

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(T (xj))|p
) q

p

 1
q

<∞, ∀(φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′)

⇒ (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (F ).

Isso mostra que (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (F ) sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwr (E), isto é, T ∈

Wmid
q,p;r(E;F ).

Um cálculo elementar mostra que Πmid
r;q,p(E;F ) = {0}, quando r < q, eWmid

q,p;r(E;F ) =

{0}, quando r > q (veja [4, Página 8]). Outro fato interessante é que Πmid
s;q,p ◦Wmid

q,p;r ⊆
Πs,r, na condição em que 1 ≤ r ≤ q ≤ s <∞.

Observação 2.4. Como esperado, as classes acima recuperam as classes de ope-

radores mid somantes definidas em [5] e [14], visto que Πmid
q;p,p(E;F ) = Πmid

q;p (E;F ),

Πmid
p;p,p(E;F ) = Πmid

p (E;F ), Wmid
q,q;p(E;F ) = Wmid

q;p (E;F ) e Wmid
p,p;p(E;F ) = Wmid

p (E;F ).

As classes de operadores mid (q, p)-somantes formam ideais de Banach, como mostra
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2. Operadores mid somantes

o seguinte resultado.

Teorema 2.4. As classes
(

Πmid
r;q,p, ∥ · ∥Πmid

r;q,p

)
e
(
Wmid
q,p;r, ∥ · ∥Wmid

q,p;r

)
são ideais de Banach.

Demonstração. Com efeito, sendo ℓmid
q,p (·), ℓr(·) linearmente estáveis e

ℓmid
q,p (K) = ℓq(K) = ℓq

1
↪→ ℓr = ℓr(K),

pois q ≤ r por definição, segue do Teorema 1.4 que
(

Πmid
r;q,p, ∥ · ∥Πmid

r;q,p

)
é ideal de Banach.

Analogamente, de ℓwr (·) ser linearmente estável e

ℓwr (K) = ℓwr = ℓr
1
↪→ ℓq = ℓq(K)

1
↪→ ℓmid

q,p (K),

pois na definição consideramos q ≥ r, segue do Teorema 1.4 que
(
Wmid
q,p;r, ∥ · ∥Wmid

q,p;r

)
é

também ideal de Banach.

Vamos encerrar esta seção com um resultado de inclusão de classes. Mais especifi-

camente, vamos apresentar algumas relações entre classes de operadores absolutamente

somantes, operadores Cohen fortemente somantes e a classe de operadores fraco mid

(q, p)-somantes.

Teorema 2.5. Seja T ∈ L(E;F ). Se o adjunto T ′ é absolutamente p-somante, isto

é, T ′ ∈ Πp(F
′;E ′), então T ∈ Wmid

s,p;s(E;F ) para todo s ∈ [p,∞). Isto equivale a

Πdual
p ⊆ Wmid

s,p;s, se s ∈ [p,∞).

Demonstração. Sejam k, l ∈ N. Para todo xj ∈ E, com j = 1, . . . , k, e toda

sequência (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (F ′), temos

 k∑
j=1

(
l∑

n=1

|φn(T (xj))|p
) s

p

 1
s

=

 k∑
j=1

(
l∑

n=1

|T ′(φn)(xj)|p
) s

p

 1
s

≤

 l∑
n=1

(
k∑
j=1

|T ′(φn)(xj)|s
) p

s


1
p

=

 l∑
n=1

∥T ′(φn)∥p
(

k∑
j=1

∣∣∣∣ T ′(φn)

∥T ′(φn)∥
(xj)

∣∣∣∣s
) p

s


1
p

≤ ∥(T ′(φn))ln=1∥p ·

 sup
ψ∈BE′

(
k∑
j=1

|ψ(xj)|s
) 1

s

p
1
p

= ∥(T ′(φn))ln=1∥p · ∥(xj)kj=1∥w,s
≤ πp(T

′) · ∥(xj)kj=1∥w,s · ∥(φn)∞n=1∥w,p.
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2. Operadores mid somantes

Assim, fazendo l→∞ obtemos

 k∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(T (xj))|p
) s

p

 1
s

≤ πp(T
′) · ∥(xj)kj=1∥w,s · ∥(φn)∞n=1∥w,p,

sempre que xj ∈ E (j = 1, . . . , k) e (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (F ′). O item (vi) do Teorema 2.3

garante que T ∈ Wmid
s,p;s(E;F ), para todo s ∈ [p,∞).

Abaixo, segue uma consequência desse teorema, que relaciona as classes de opera-

dores Cohen fortemente somantes (indicamos [8] e [10] para um estudo detalhado sobre

essa classe de operadores) com a classe dos operadores fraco mid somantes.

Corolário 2.1. Considere 1 ≤ p <∞ e p∗ o seu conjugado, isto é, 1
p

+ 1
p∗ = 1. Então,

Dp∗ ⊆ Wmid
p

Demonstração. Sabendo que Dp∗
1
= Πdual

p (veja [10, Theorem 2.2.2]), o Teorema 2.5

garante que

Dp∗
1
= Πdual

p ⊆ Wmid
p,p;p = Wmid

p .

2.3 Uma relação entre as teorias linear e multili-

near

Nesta seção vamos mostrar uma relação entre a teoria linear de operadores mid

somantes e a teoria de operadores múltiplo somantes. Para isso, vamos exibir uma

aplicação bilinear que faz papel fundamental nesse processo.

Seja T ∈ L(E;F ) e considere

ΦT : F ′ × E −→ K
(φ, x) 7−→ ΦT (φ, x) = φ(T (x))

que está bem definida (claro), é bilinear e cont́ınua. Com efeito,

ΦT (φ+ λψ, x) = (φ+ λψ)(T (x)) = φ(T (x)) + λψ(T (x)) = ΦT (φ, x) + λΦT (ψ, x),

para todos φ, ψ ∈ F ′, x ∈ E e λ ∈ K. Por outro lado,

ΦT (φ, x+ λy) = φ(T (x) + λT (y)) = φ(T (x)) + λφ(T (y)) = ΦT (φ, x) + λΦT (φ, y),
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2. Operadores mid somantes

para todos φ ∈ F ′, x, y ∈ E e λ ∈ K. Portanto, ΦT é bilinear. Da continuidade de T e

de φ, segue que

|φ(T (x))| ≤ ∥φ∥∥T∥∥x∥,

para todo (φ, x) ∈ F ′ × E, e a continuidade de ΦT segue do Teorema 1.1. Assim,

ΦT ∈ L(F ′, E;K) = L(F ′, E).

Vejamos que esta aplicação bilinear estabelece a relação entre as teorias linear e

multilinear que falamos.

Tendo em vista que

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(T (xj))|p
) q

p

 1
q

=

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|ΦT (φn, xj)|p
) q

p

 1
q

,

juntando-se a Definição 1.5 e o Teorema 2.3 item (vii), obtemos imediatamente o

Teorema 2.6. Considere T ∈ L(E;F ). Temos T ∈ Wmid
q,p;r(E;F ) se, e somente se,

ΦT ∈ Π2
p,q;p,r(F

′, E;K).

Com este teorema, os resultados de inclusões e coincidência conhecidos entre classes

de operadores múltiplo somantes podem ajudar na teoria de operadores mid somantes.

Corolário 2.2. Sejam E e F espaços de Banach. Para uma escolha admisśıvel de

parâmetros q, q1, p, p1, r e r1, tem-se:

(a) Π2
p,q;p,r(F

′, E;K) = L(F ′, E;K)⇒ Wmid
q,p;r(E;F ) = L(E;F ).

(b) Π2
p,q;p,r(F

′, E;K) ⊆ Π2
p1,q1;p1,r1

(F ′, E;K)⇒ Wmid
q,p;r(E;F ) ⊆ Wmid

q1,p1;r1
(E;F ).

Demonstração. Com efeito, o item (a) segue de

T ∈ L(E;F )⇒ ΦT ∈ L(F ′, E;K) = Π2
p,q;p,r(F

′, E;K)

⇒ T ∈ Wmid
q,p;r(E;F ),

onde a segunda implicação segue do Teorema 2.6. Logo, Wmid
q,p;r(E;F ) = L(E;F ).

A prova do item (b) segue de um argumento análogo da prova do item (a).

Vamos às aplicações dos resultados acima. Para a primeira, precisamos de uma

definição.

Definição 2.5. Dizemos que um espaço normado E tem cotipo q ≥ 2 quando existe

C ≥ 0 tal que para todo n ∈ N e todo x1, . . . , xn ∈ E, temos

(
n∑
i=1

∥xi∥q
) 1

q

≤ C

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ri(t)xi

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

,
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2. Operadores mid somantes

onde ri’s são funções de Rademacher.

Corolário 2.3. Sejam E e F espaços de Banach.

i) 1 ≤ p ≤ q < 2⇒ Wmid
p (E;F ) ⊂ Wmid

q (E;F ).

ii) 1 ≤ p, q < 2 e E,F ′ têm cotipo 2 ⇒ Wmid
p (E;F ) = Wmid

q (E;F ).

iii) 1 ≤ p ≤ q <∞, E e F são L∞-espaços ⇒ Wmid
p (E;F ) ⊂ Wmid

q (E;F ).

iv) 1 ≤ p ≤ 2⇒ Wmid
p (ℓ1; c0) = L(ℓ1; c0).

Demonstração. (i) Se T ∈ Wmid
p (E;F ), pelo Teorema 2.6, temos ΦT ∈ Π2

p(F
′, E;K).

Por [21, Theorem 3.4], obtemos que T ∈ Π2
q(F

′, E;K) e usando novamente o Teorema

2.6 obtemos T ∈ Wmid
q (E;F ).

(ii) Combinando o Teorema 2.6 com o resultado em [6, Theorem 4.6], temos

Wmid
q (E;F ) ⊂ Wmid

p (E;F ).

(iii) Segue da combinação imediata de [6, Theorem 4.9] e do Teorema 2.6.

(iv) Se T ∈ L(ℓ1; c0), então ΦT ∈ L(ℓ1, ℓ1;K). De [22, Theorem 3.4] segue que

ΦT ∈ Π2
p(ℓ1, ℓ1;K). Com isso o Teorema 2.6 garante que T ∈ Wmid

p (ℓ1; c0) e assim

Wmid
p (ℓ1; c0) = L(ℓ1; c0).

A t́ıtulo de curiosidade para o leitor, é fato que no próprio artigo [9], referência

principal usada neste caṕıtulo, é provado que o item (i) ainda é válido quando conside-

ramos 1 ≤ p ≤ q < ∞, porém neste caso é usado um argumento baseado no Teorema

de Dominação de Pietsch.

A última proposição da seção não está diretamente associado à relação entre as

teorias linear e multilinear como os resultados anteriores. Entretanto, deixamos-a nesta

seção porque, de certa forma, ele complementa os resultados anteriores.

O resultado de inclusão é mais geral no sentido de “maior liberdade” aos parâmetros.

Proposição 2.6. Se 1 ≤ p, q, r, s, t < ∞, com r ≤ q, s ≤ t e 1/r − 1/q ≤ 1/s − 1/t,

então Wmid
q,p;r

1
↪→ Wmid

t,p;s.

Demonstração. Sejam φ = (φn)∞n=1 ∈ ℓwp (E ′), T ∈ Wmid
q,p;r(E;F ) e considere o opera-

dor Rφ,T : E → ℓp definido por Rφ,T (x) = (φn(T (x)))∞n=1.

Como BF , visto como subconjunto de F ′′, é normante, então vale

∥(φn)∞n=1∥pw,p = sup
y∈BF

(
∞∑
n=1

|φn(y)|p
)
.

Assim, para todo x ∈ E com T (x) ̸= 0, temos

∥Rφ,T (x)∥pp = ∥(φn(T (x)))∞n=1∥pp
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2. Operadores mid somantes

=
∞∑
n=1

|φn(T (x))|p

= ∥T (x)∥p ·
∞∑
n=1

∣∣∣∣φn( T (x)

∥T (x)∥

)∣∣∣∣p
≤ ∥T (x)∥p · ∥(φn)∞n=1∥pw,p, (2.15)

e quando T (x) = 0 a desigualdade ∥Rφ,T (x)∥pp ≤ ∥T (x)∥p · ∥(φn)∞n=1∥pw,p é trivialmente

satisfeita. Isto prova que Rφ,T está bem definida e é fácil mostrar que ela é linear.

Por (2.15), obtemos ainda

∥Rφ,T (x)∥p ≤ ∥T∥∥x∥∥φ∥w,p, (2.16)

para todo x ∈ E donde ∥Rφ,T∥p ≤ ∥T∥∥φ∥w,p.
Note que Rφ,T ∈ Πq;r(E; ℓp) se, e somente se, T ∈ Wmid

q,p;r(E;F ), pois o induzido

R̂φ,T : ℓwr (E)→ ℓq(ℓp) dado por R̂φ,T ((xj)
∞
j=1) = ((φn(T (xj)))

∞
n=1)

∞
j=1 está bem definido

se, e somente se, (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓmid

q,p (F ) sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwr (E). Assim, como por

hipótese temos T ∈ Wmid
q,p;r(E;F ), obtemos Rφ,T ∈ Πq;r(E; ℓp). Segue das hipóteses

sobre os parâmetros que Πq;r(E; ℓp)
1
↪→ Πt;s(E; ℓp). Logo, Rφ,T ∈ Πt;s(E; ℓp), com

πt,s(Rφ,T ) ≤ πq,r(Rφ,T ) ≤ ∥T∥Wmid
q,p;r
· ∥φ∥w,p,

onde a última desigualdade decorre de (2.16). Dáı temos

 ∞∑
j=1

(
∞∑
n=1

|φn(T (xj))|p
) t

p

 1
t

≤ πt,s(Rφ,T )∥(xj)∞j=1∥w,s

≤ ∥T∥Wmid
q,p;r
· ∥φ∥w,p∥(xj)∞j=1∥w,s

e isto nos diz que T ∈ Wmid
t,p;s(E;F ).
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Caṕıtulo 3

Normas tensoriais traçadas e

operadores múltiplo somantes

Nesse caṕıtulo apresentaremos as classes dos operadores múltiplos somantes sob

uma abordagem de produto tensorial, tendo como interesse a caracterização desses

operadores por meio da continuidade de aplicações entre produtos tensoriais. Para

ser mais espećıfico, vamos apresentar uma relação, estabelecida no artigo [20] (nossa

referência principal neste caṕıtulo), entre operadores n-lineares múltiplo somantes e

uma aplicação (n− 1)-linear definida entre produtos tensoriais. Em seguida, apresen-

tamos aplicações decorrentes dessa relação. As referências a definições de objetos e

fatos complementares a este objetivo são [11] e [19].

3.1 Considerações iniciais

Sabemos também que T ∈ L(E;F ) é absolutamente p-somante equivale a existir

uma constante C > 0 tal que, para toda sequência finita (xj)
n
j=1 em E, tem-se

(
n∑
j=1

∥T (xj)∥p
)1/p

≤ C sup
φ∈BE′

(
n∑
j=1

|φ(xj)|p
)1/p

.

Relembre, da Seção 1.6, que ℓp ⊗∆p F pode ser identificado como um subespaço de

ℓp(F ) e que ℓup(E)
1
= ℓp⊗̂εE (ver (1.4)). Usando essas identificações, em [11, Section

11.1] encontra-se a seguinte caracterização equivalente para operadores absolutamente

p-somantes, em termos de produtos tensoriais: um operador cont́ınuo T : E → F é

absolutamente p-somante se, e somente, se a aplicação idℓp ⊗ T : ℓp ⊗ε E → ℓp ⊗∆p F

dada por

(idℓp ⊗ T )

(
n∑
i=1

ai ⊗ xi

)
=

n∑
i=1

ai ⊗ T (xi)
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3. Normas tensoriais traçadas e operadores múltiplo somantes

é cont́ınua.

Apenas para a compreensão do leitor, e isso será importante mais a frente, é ne-

cessário notar a relação idℓp ⊗ T : ℓp⊗ε E → ℓp⊗∆p F é cont́ınuo com a caracterização

da Proposição 1.1 item (v): (T (xj))
∞
j=1 ∈ ℓp(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ ℓuq (E), quando T

é p-somante.

O conceito também pode ser posto da seguinte forma: pondo ℓp0 como o subespaço

de ℓp das sequências que tem apenas um número finito de coordenadas não-nulas e

identificando as sequências finitas (xj)
n
j=1 em E por

∑n
i=1 ei⊗xi ∈ ℓ

p
0⊗E (e vice-versa),

obtemos que T é p-somante se, e somente, se a aplicação T̂ : ℓp0 ⊗ε E → ℓp⊗∆p F dada

por

T̂

(
n∑
i=1

ei ⊗ xi

)
=

n∑
i=1

ei ⊗ T (xi)

é cont́ınua (T̂ é a restrição de idℓp ⊗ T à ℓp0 ⊗ E).

Vejamos a definição de operadores múltiplo p-somantes, caso particular da Definição

1.5 em que todos os parâmetros pi, qi são iguais a p, e em seguida uma equivalência

desta sob a ótica de produtos tensoriais.

Definição 3.1. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En, F espaços de Banach, T ∈ L(E1, . . . , En;F )

e 1 ≤ p <∞. Dizemos que T é múltiplo p-somante se existe C > 0 tal que

(
m1∑
j1=1

· · ·
mn∑
jn=1

∥T (x
(1)
j1
, . . . , x

(n)
jn

)∥p
) 1

p

≤ C
n∏
i=1

∥(x(i)ji )mi
ji=1∥p,

para todo x
(i)
ji
∈ Ei, com ji = 1, . . . ,mi e i = 1, . . . , n. Mantendo a notação da De-

finição 1.5, denotamos por Πn
p (E1, . . . , En;F ) o espaço de todos os operadores múltiplo

p-somantes de E1 × · · · × En em F e definimos ∥T∥Πn
p

como o ı́nfimo das constantes

C > 0 que satisfazem a desigualdade acima.

Em termos de produtos tensoriais, a seguinte definição equivalente para operadores

múltiplo p-somantes é apresentada em [20, Página 5]:

Definição 3.2. Sejam n ∈ N, E1, . . . , En, F espaços de Banach, T ∈ L(E1, . . . , En;F )

e 1 ≤ p <∞. O operador T é múltiplo p-somante se o operador linear associado

T̃ : (ℓp0 ⊗ε E1)× · · · × (ℓp0 ⊗ε En) −→
(
ℓp ⊗∆p · · · ⊗∆p ℓp

)
⊗∆p F(

(x1i1)
m1
i1=1, . . . , (x

n
in)mn

in=1

)
7−→

m1∑
i1=1

· · ·
mn∑
in=1

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ⊗ T (x1i1 , . . . , x
n
in)

é cont́ınuo.
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Quando n = 1, não é dif́ıcil perceber que T̃ coincide com idℓp ⊗ T e, portanto, T

será absolutamente p-somante.

3.2 Operadores multilineares (γ, α, p)-somantes

A partir da Definição 3.2, apresentamos uma generalização do conceito para duas

normas razoáveis quaisquer. Relembre que uma norma α em E ⊗ F é dita razoável

quando satisfaz ε ≤ α ≤ π, onde ε e π são as normas injetiva e projetiva, respectiva-

mente, sobre o mesmo produto tensorial.

Definição 3.3. Sejam n ∈ N, α e γ duas normas razoáveis. Um operador n-linear

T : E1 × · · · × En → F é dito múltiplo (γ, α, p)-somante se o operador associado

T̃ : (ℓp0 ⊗γ E1)× · · · × (ℓp0 ⊗γ En) −→
(
ℓp ⊗∆p · · · ⊗∆p ℓp

)
⊗α F(

(x1i1)
m1
i1=1, . . . , (x

n
in)mn

in=1

)
7−→

m1∑
i1=1

· · ·
mn∑
in=1

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ⊗ T (x1i1 , . . . , x
n
in)

é cont́ınuo.

Observação 3.1. A classe Πn
p coincide com a classe dos operadores n-lineares múltiplo

(ε,∆p, p)-somantes.

Exemplo 3.1. Vejamos mais um exemplo de como a definição acima se aplica. Um

operador linear cont́ınuo T : E → F é dito (q, p)-misto (ver [11, Proposition 32.4]) se

satisfaz  m∑
j=1

(
n∑
k=1

|φk(T (xj))|q
)p/q

1/p

≤ C∥(xj)mj=1∥w,p · ∥(φk)nk=1∥q,

para algum C > 0, para todos x1, . . . , xm ∈ E e φ1, . . . , φn ∈ F ′. É mostrado em [11,

Section 32.3], na simbologia lá usada, que T ser (q, p)-misto equivale a T ser múltiplo

(gp′ ,∆q′ , q
′)-somante, onde p′ e q′ são os conjugados de p e q, respectivamente.

Mais exemplos serão apresentados nas aplicações do resultado principal do caṕıtulo.

A propósito, vejamos uma construção que utilizaremos para estabelecer o resultado

principal desse caṕıtulo. Para mais informações sobre essa construção indicamos [11,

Section 29].

Considere β e γ normas tensoriais em E ⊗ ℓp′ e ℓp ⊗ F , respectivamente. Defina

C : (E ⊗ ℓp′) ⊗ (ℓp ⊗ F ) → E ⊗ F por C((a ⊗ u) ⊗ (v ⊗ b)) = u(v)a ⊗ b, chamada de

contração tensorial.
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3. Normas tensoriais traçadas e operadores múltiplo somantes

A norma tensorial traçada γ ⊗ℓp β é por definição a norma quociente dada pelo

produto tensorial projetivo, isto é, para cada z ∈ E ⊗ F ,

γ ⊗ℓp β(z) := inf{π(w) : w ∈ (E ⊗β ℓp′)⊗π (ℓp ⊗γ F ) , C(w) = z}.

Em particular, quando as normas tensoriais são ∆p e ε, tem-se dp = ∆p ⊗ℓp ε (ver [11,

Proposition 1, Section 29.3]).

3.3 Uma relação entre “ńıveis” de linearidade

Agora apresentamos o resultado principal desse caṕıtulo. Ele estabelece uma relação

entre classes de operadores n-lineares (γ, α, p)-somantes pela continuidade de certos

operadores (n − 1)-lineares; uma espécie de procedimento de “redução de ordem de

linearidade”.

Por simplicidade e sem perda de generalidade, todo o argumento abaixo será de-

monstrado no caso 3-linear e o resultado principal será posteriormente enunciado em

sua versão n-linear, com n ≥ 2. Além disso, fragmentaremos parte da demonstração

presente em [20] em alguns lemas que são anunciados e provados a seguir.

Para os próximos resultados, observe que se

m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2 ∈ ℓ
p′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′,

então

∆p′

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2

)
= ∆p′

(
m1∑
i1=1

ei1 ⊗

(
m2∑
i2=1

ei2 ⊗ φi1,i2

))

=

 m1∑
i1=1

∆p′

(
m2∑
i2=1

ei2 ⊗ φi1,i2

)p′
 1

p′

=

 m1∑
i1=1

(
m2∑
i2=1

∥φi1,i2∥p
′

) p′
p′


1
p′

=

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

∥φi1,i2∥p
′

) 1
p′

. (3.1)

Lema 3.1. Cada elemento u ∈ ℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′ pode ser escrito de maneira única
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3. Normas tensoriais traçadas e operadores múltiplo somantes

por uma representação da forma

u =

m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2 .

Demonstração. Se
m′

1∑
i1=1

m′
2∑

i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ ψi1,i2

é outra representação, completando com zeros se necessário, podemos supor que m′
1 =

m1 e m′
2 = m2. Agora, para cada j1, j2, com 1 ≤ j1 ≤ m1 e 1 ≤ j2 ≤ m2, e y ∈ F ,

podemos considerar

Sj1,j2;y := ej1 ⊗ ej2 ⊗ y ∈ ℓ
p
0 ⊗ ℓ

p
0 ⊗ F

como um elemento no dual
(
ℓp

′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′
)′

, definindo-se

Sj1,j2;y

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2

)
:= φj1,j2(y).

Com efeito, a boa definição de Sj1,j2;y é óbvia. A aplicação é linear visto que, para

u =
∑m1

i1=1

∑m2

i2=1 ei1⊗ ei2⊗ϕi1,i2 , v =
∑m1

i1=1

∑m2

i2=1 ei1⊗ ei2⊗γi1,i2 ∈ ℓ
p′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′

e λ escalar, tem-se

Sj1,j2;y(u+ λv) = Sj1,j2;y

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ (ϕi1,i2 + λγi1,i2)

)
= (ϕj1,j2 + λγj1,j2) (y)

= ϕj1,j2(y) + λγj1,j2(y)

= Sj1,j2;y(u) + λSj1,j2;y(v).

Além disso, temos

|Sj1,j2;y(u)| = |φj1,j2(y)|

≤ ∥φj1,j2∥∥y∥

≤ ∥y∥ ·

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

∥φi1,i2∥p
′

)1/p′

= ∥y∥ ·∆p′(u),
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o que nos diz que Sj1,j2;y é cont́ınuo. Por fim, como

0 = Sj1,j2;y

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ (φi1,i2 − ψi1,i2)

)
= (φj1,j2 − ψj1,j2) (y)

com y ∈ F arbitrário, segue que φj1,j2 = ψj1,j2 para todos j1 = 1, . . . ,m1 e j2 =

1, . . . ,m2.

Lema 3.2. O elemento

S :=

m1∑
j1=1

m2∑
j2=1

m3∑
j3=1

ej1 ⊗ ej2 ⊗ T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3) ∈ ℓp ⊗ ℓp ⊗ F

pode ser visto como um funcional em
(
ℓp

′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′
)′
, definindo-se

S

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2

)
:=

m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

φi1,i2(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)).

Demonstração. A boa definição de S é óbvia e a linearidade pode ser mostrada como

no lema anterior. A continuidade segue da desigualdade de Hölder, pois∣∣∣∣∣
m1,m2∑
i1,i2=1

φi1,i2(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
m1,m2∑
i1,i2=1

∥φi1,i2∥∥T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)∥

∣∣∣∣∣
≤

(
m1,m2∑
i1,i2=1

∥φi1,i2∥p
′

)1/p′ (m1,m2∑
i1,i2=1

∥T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)∥

p

)1/p

≤ ∆p′

(
m1,m2∑
i1,i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2

)
∥(T (a1i1 , a

2
i2
, a3i3))i1,i2,i3∥p

e assim ∥S∥ ≤ ∥(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))i1,i2,i3∥p.

Lema 3.3. Para todos (akik)mk
ik=1 ∈ ℓ

p
0 ⊗ Ek, k = 1, 2, 3, e T ∈ L(E1, E2, E3;F ), existe

m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3 ∈ Bℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′
0 ⊗∆p′

F ′

satisfazendo

∆p

(
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1,i2,i3 ⊗ T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)

)
=

∣∣∣∣∣
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

φi1,i2,i3(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))

∣∣∣∣∣ , (3.2)

onde ei1 ⊗ ei2 ⊗ ei3 é denotado por ei1,i2,i3.
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Demonstração. Note que a sequência

u =

m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1,i2,i3 ⊗ T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3) ∈ ℓ

p
0 ⊗∆p ℓ

p
0 ⊗∆p F

é finita e pode, por uma nova indexação, ser associada a uma sequência u = (T (a1j , a
2
j , a

3
j))

n
j=1

no espaço ℓnp (F ) := {F n, ∥ · ∥p}, para um certo n ∈ N. Sabendo que (ℓnp (F ))′ = ℓnp′(F
′),

pelo Teorema de Hahn-Banach, existe φ = (φj)
n
j=1 de norma 1 em ℓnp′(F

′) tal que

|φ(u)| = ∥u∥p. Pelo que foi comentado acima, é fácil perceber que existe

m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3 ∈ Bℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′
0 ⊗∆p′

F ′

associada a φ e que

∆p

(
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1,i2,i3 ⊗ T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)

)
=

(
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

∥T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)∥

p

)1/p

= ∥u∥p = |φ(u)|

=

∣∣∣∣∣
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

φi1,i2,i3(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))

∣∣∣∣∣

Observação 3.2. a) Para uso no teorema a seguir, sendo γ uma norma tensorial,

vamos escrever o significado da continuidade do operador T̃ na Definição 3.3 para o

caso de um operador T (3-linear) múltiplo (γ,∆p, p)-somante:

• Um operador T : E1 × E2 × E3 → F é múltiplo (γ,∆p, p)-somante se

∆p

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

m3∑
i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ ei3 ⊗ T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)

)
≤ ∥T̃∥

3∏
k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)

ou ainda

∥(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))i1,i2,i3∥p ≤ ∥T̃∥

3∏
k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
.

b) Sendo 1 ≤ p <∞ e γ uma norma tensorial, a norma traçada α = γ ⊗ℓp ∆t
p′ assume

a forma

α(z) = γ ⊗ℓp ∆t
p′(z) =

= inf

{
∆t
p′

(
n∑
i=1

ai ⊗ ei

)
γ

(
m∑
i=1

bi ⊗ ei

)
, C(w) = z

}
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onde w = (
∑n

i=1 ai ⊗ ei)⊗ (
∑m

i=1 ei ⊗ bi) ∈
(
E ⊗∆t

p′
ℓp′
)
⊗π (ℓp ⊗γ F ).

Apresentamos agora o teorema principal, em sua versão 3-linear.

Teorema 3.1. Sejam 1 ≤ p < ∞ e γ uma norma tensorial. Sendo α = γ ⊗ℓp ∆t
p′ e

T : E1 × E2 × E3 → F um operador 3-linear, então são equivalentes:

i) T é múltiplo (γ,∆p, p)-somante.

ii) A aplicação bilinear

T̃3 : (ℓp0 ⊗γ E1)× (ℓp0 ⊗γ E2)→
(

(ℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗α E3

)′
definida por

T̃3
(
(a1i1)

m1
i1=1, (a

2
i2

)m2
i2=1

)( m3∑
i3=1

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)
⊗ a3i3

)

:=

m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

m3∑
i3=1

φi1,i2,i3(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))

está bem definida e é cont́ınua.

Demonstração. Já sabemos, pelo Lema 3.1, que os elementos de ℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′

podem ser representados de maneira única por

m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2 .

Identificando ℓp0⊗Ej como um subespaço de ℓp(Ej), fixemos (ajij)
mj

ij=1 ∈ ℓp(Ej), j = 1, 2,

e ponhamos a =
(
(a1i1)

m1
i1=1, (a

2
i2

)m2
i2=1

)
.

Vejamos que T̃3(a) é um elemento em
(

(ℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗α E3

)′
. Com efeito,

a aplicação BT̃3(a)
: (ℓp

′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)× E3 → K

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2 , a3
)
7−→

m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

φi1,i2(T (a1i1 , a
2
i2
, a3))

é uma forma bilinear, cuja linearização (que existe e é única pelo Teorema 1.5) coincide

com T̃3(a). Portanto, T̃3(a) pertence ao dual algébrico de (ℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗ E3.

Dado

m3∑
i3=1

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3 ⊗ a3i3

)
∈ (ℓp

′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗ E3,
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usando o operador S do Lema 3.2, obtemos∣∣∣∣∣T̃3(a)

(
m3∑
i3=1

(
m1,m2∑
i1,i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3 ⊗ a3i3

))∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

φi1,i2,i3(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣S
(
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)∣∣∣∣∣
≤ ∥S∥ ·∆p′

(
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)
. (3.3)

De ∥S∥ ≤ ∥(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))i1,i2,i3∥p, fato provado no Lema 3.2, e como T é múltiplo

(γ,∆p, p)-somante (ver Observação 3.2 item a)), obtemos

∥S∥ ≤ ∥(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))i1,i2,i3∥p = ∆p

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

m3∑
i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ ei3 ⊗ T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)

)

≤ ∥T̃∥
3∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
. (3.4)

Pondo

z =

m3∑
i3=1

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3 ⊗ a3i3

)
e juntando (3.3) e (3.4), obtemos

∣∣∣T̃3(a)(z)
∣∣∣ ≤ ∥S∥∆p′

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

m3∑
i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)

≤ ∥T̃∥
3∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
∆p′

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

m3∑
i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)

= ∥T̃∥
3∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
∆p′

(
m3∑
i3=1

ei3 ⊗

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

))

= ∥T̃∥
3∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
∆t
p′

(
m3∑
i3=1

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)
⊗ ei3

)

= ∥T̃∥
2∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
·

· γ

(
m3∑
i3=1

ei3 ⊗ a3i3

)
∆t
p′

(
m3∑
i3=1

(
m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)
⊗ ei3

)
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o que implica em (ver a Observação 3.2 item b))

∣∣∣T̃3(a)(z)
∣∣∣ ≤ ∥T̃∥ 2∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
α(z).

Disso e do Teorema 1.1 segue que T̃3(a) ∈
(

(ℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗α E3

)′
e, portanto,

T̃3 está bem definido. Além disso, vale

∥T̃3(a)∥ ≤ ∥T̃∥
2∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)

o que prova a continuidade de T̃3 e ∥T̃3∥ ≤ ∥T̃∥.
Reciprocamente, suponha que ii) é válido. Fixemos (a1i1)

m1
i1=1, (a2i2)

m2
i2=1 e (a3i3)

m3
i3=1

em seus respectivos espaços e denotemos ei1 ⊗ ei2 ⊗ ei3 por ei1,i2,i3 . Pelo Lema 3.3,

existe
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3 ∈ Bℓp
′

0 ⊗∆p′
ℓp

′
0 ⊗∆p′

F ′

tal que

∆p

(
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1,i2,i3 ⊗ T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3)

)
=

∣∣∣∣∣
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

φi1,i2,i3(T (a1i1 , a
2
i2
, a3i3))

∣∣∣∣∣ = (∗).

Disso e da continuidade de T̃3, obtemos

(∗) =

∣∣∣∣∣T̃3(a)

(
m3∑
i3=1

(
m1,m2∑
i1,i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3 ⊗ a3i3

))∣∣∣∣∣
≤ ∥T̃3(a)∥ · α

(
m3∑
i3=1

(
m1,m2∑
i1,i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3 ⊗ a3i3

))

≤ ∥T̃3∥
2∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
α

(
m3∑
i3=1

(
m1,m2∑
i1,i2=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)
⊗ a3i3

)

≤ ∥T̃∥
3∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
∆p′

(
m1,m2,m3∑
i1,i2,i3=1

ei1 ⊗ ei2 ⊗ φi1,i2,i3

)

= ∥T̃∥
3∏

k=1

γ

(
mk∑
ik=1

eik ⊗ akik

)
.

Isto prova que T é múltiplo (γ,∆p, p)-somante.

Finalmente, exibimos o teorema principal acima demonstrado, em sua versão mais

geral.
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Teorema 3.2. Sejam n ≥ 2, 1 ≤ p < ∞ e γ uma norma tensorial. Ponha

α = γ ⊗ℓp ∆t
p′. Se T : E1 × · · · × En → F é um operador n-linear então são equi-

valentes:

i) T é múltiplo (γ,∆p, p)-somante.

ii) A aplicação (n− 1)-linear

T̃n : (ℓp0 ⊗γ E1)× · · · × (ℓp0 ⊗γ En−1)→
(

(ℓp
′

0 ⊗∆p′
n−1. . . ⊗∆p′

ℓp
′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗α En

)′
definida por

T̃n (a)

 mn∑
in=1

 m1∑
i1=1

· · ·
mn−1∑
in−1=1

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein−1 ⊗ φi1,...,in

⊗ ain


:=

m1∑
i1=1

· · ·
mn∑
in=1

φi1,...,in(T (a1i1 , . . . , a
n
in)),

onde a =
(

(a1i1)
m1
i1=1, . . . , (a

n−1
in−1

)
mn−1

in−1=1

)
, está bem definida e é cont́ınua.

3.4 Aplicações: operadores bilineares

Tendo em vista o que fizemos no caṕıtulo anterior de caracterizar as classes de

operadores mid por meio de operadores bilineares, nessa seção queremos caracterizar

certas classes de aplicações bilineares via operadores lineares sob a ótica do Teorema

3.2.

Considere 1 ≤ p < ∞ e E1, E2, F espaços de Banach. Relembre que um opera-

dor bilinear T ∈ L(E1, E2;F ) é múltiplo p-somante quando satisfaz as condições da

Definição 3.1, isto é, quando existe uma constante C > 0 tal que

(
m∑
j=1

n∑
i=1

∥T (xj, yi)∥p
) 1

p

≤ C∥(xj)mj=1∥w,p∥(yi)ni=1∥w,p

= C sup
φ∈BE1

,ψ∈BE2

(
m∑
j=1

n∑
i=1

|φ(xj)ψ(yi)|p
)1/p

para todos x1, . . . , xm ∈ E1 e y1, . . . , yn ∈ E2. E sua norma ∥T∥Π2
p;p,p

, que vamos

denotar simplesmente por ∥T∥Π2
p
, é o ı́nfimo de todas as contantes C > 0 que satisfazem

a desigualdade acima. Além disso, comparando as Definições 3.2 e 3.3 segue que T é

múltiplo p-somante se, e somente se, é múltiplo (ε,∆p, p)-somante.
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O próximo resultado caracteriza essa classe de operadores por meio de um operador

sequencial associado que apresentamos a seguir:

Dado T ∈ L(E1, E2;F ), definimos o operador

T̂2 : ℓp(E1)→ L(E2; ℓp(F )) (3.5)

como o operador que associa (xi)
∞
i=1 ∈ ℓp(E1) a T̂2((xi)

∞
i=1) : E2 → ℓp(F ) dado por

T̂2((xi)
∞
i=1)(y) = (T (xi, y))∞i=1.

Para cada (xi)
∞
i=1 ∈ ℓp(E1) e todo y ∈ E2, vale

(
∞∑
i=1

∥T (xi, y)∥p
)1/p

≤ ∥T∥∥y∥

(
∞∑
i=1

∥xi∥p
)1/p

,

isto é, T̂2((xi)
∞
i=1) está bem definido, é linear (fácil) e cont́ınuo, com

∥T̂2((xi)∞i=1)∥ ≤ ∥T∥

(
∞∑
i=1

∥xi∥p
)1/p

.

O cálculo acima mostra que T̂2 está bem definido, é linear (fácil) e cont́ınuo com

∥T̂2∥ ≤ ∥T∥.
Vamos agora apresentar a nossa primeira aplicação do Teorema 3.2.

Corolário 3.1. Seja T : E1×E2 → F um operador bilinear cont́ınuo. São equivalentes:

(i) T é múltiplo p-somante, isto é, T é múltiplo (ε,∆p, p)-somante.

(ii) T̂2 mapeia ℓup(E1) em Πp(E2, ℓp(F )) continuamente.

Além disso, ∥T∥Π2
p

= ∥T̂2∥.

Demonstração. Vamos dividir a demonstração desse resultado em três partes:

Parte 1:

Sabemos que, por definição, T é múltiplo (ε,∆p, p)-somante se

T̃ : (ℓp0 ⊗ε E1)× (ℓp0 ⊗ε E2)→ (ℓp ⊗∆p ℓp)⊗∆p F

é cont́ınuo. Considere γ = ε. Em [11, Proposition 1, Section 29.3] é provado que

α := γ ⊗ℓp ∆t
p′ = ε⊗ℓp ∆t

p′ = gp′ .

O Teorema 3.2, para n = 2, garante a continuidade do operador

T̃2 : (ℓp0 ⊗ε E1)→
(

(ℓp
′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗gp′ E2

)′
.

59
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Usando agora o fato que gp é uma norma tensorial e da Observação 1.2, obtemos a

seguinte identificação:(
(ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗gp′ E2

)′
=
(
ℓp

′

0 (F ′)⊗gp′ E2

)′
=
(
E2 ⊗(gp′ )

t ℓp
′

0 (F ′)
)′

=
(
E2 ⊗(gt

p′ )
′′ ℓp

′

0 (F ′)
)′

=
(
E2 ⊗((g′

p′ )
t)′ ℓ

p′

0 (F ′)
)′

=
(
E2 ⊗(g∗

p′ )
′ ℓp

′

0 (F ′)
)′

= Πp

(
E2, (ℓ

p′

0 (F ′))′
)
,

onde a última igualdade segue do Teorema 1.6 e [11, Section 17.12]. Conclúımos então

que

T̃2 : (ℓp0 ⊗ε E1)→ Πp

(
E2, (ℓ

p′

0 (F ′))′
)

(3.6)

é cont́ınuo.

Parte 2:

Sabendo que ℓp0 ⊗ E1 ⊂ ℓp(E1), vamos mostrar que T̂2 = T̃2 em ℓp0 ⊗ E1. Seja

a = (a1i1)
m1
i1=1 ∈ ℓ

p
0 ⊗ E1. Sabemos que ℓp(F

′′)
1
= (ℓp′(F

′))′ e que temos ℓp(F ) ⊂ ℓp(F
′′)

via imersão canônica JF : F → F ′′ e estabilidade linear de ℓp(·).
Note que, pondo ℓp′,00(F

′) := {c00(F ′), ∥ · ∥p′ }, temos ℓp′,00(F
′) = ℓp0 ⊗∆p′

F ′, isto

é, as sequências finitas em ℓp′(F
′) estão identificadas com as sequências em ℓp0 ⊗∆p′

F ′.

Também temos ℓp0 ⊗ε E1 ⊂ ℓp(E1) já que trata-se de inclusão de sequências finitas.

Como

T̃2 : (ℓp0 ⊗ε E1)→ Πp

(
E2, (ℓ

p′

0 (F ′))′
)
⊂ L

(
E2, (ℓ

p′

0 (F ′))′
)

e, por definição,

T̂2 : ℓp(E1)→ L(E2; ℓp(F )) ⊂ L(E2; (ℓp′(F
′))′)

faz sentido considerar a ação de T̂2(a) sobre elementos

u =

m2∑
i2=1

(
m1∑
i1=1

ei1 ⊗ φi1,i2

)
⊗ a2i2 ∈ (ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗gp′ E2.

Assim,

T̂2(a)

(
m2∑
i2=1

(
m1∑
i1=1

ei1 ⊗ φi1,i2

)
⊗ a2i2

)
=

m2∑
i2=1

T̂2(a)

((
m1∑
i1=1

ei1 ⊗ φi1,i2

)
⊗ a2i2

)

=

m2∑
i2=1

m1∑
i1=1

T̂2(a)(a2i2)(φi1,i2)

=

m2∑
i2=1

m1∑
i1=1

φi1,i2(T (a1i1 , a
1
i1

))
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=

m1∑
i1=1

m2∑
i2=1

φi1,i2(T (a1i1 , a
1
i1

))

= T̃2(a)

(
m2∑
i2=1

(
m1∑
i1=1

ei1 ⊗ φi1,i2

)
⊗ a2i2

)
,

onde, na segunda igualdade, usamos a dualidade apresentada no Teorema 1.6 via

aplicação ψ (relembre em (1.8)) e, na terceira igualdade, usamos a identificação pela

imersão JF e a definição da aplicação T̃2. Da arbitrariedade de u ∈ (ℓp
′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗gp′ E2

e de a ∈ ℓp0 ⊗ E1, segue a afirmação inicial.

Parte 3:

A igualdade T̂2 = T̃2 provada na Parte 2 faz com que o resultado da Parte 1, a

saber

“ T̃2 : (ℓp0 ⊗ε E1)→ Πp

(
E2, (ℓ

p′

0 (F ′))′
)

é cont́ınuo”

implique em

T̂2 : (ℓp0 ⊗ε E1) ⊂ ℓp(E1)→ Πp

(
E2, (ℓ

p′

0 (F ′))′
)

bem definido, linear e cont́ınuo. Disso, por densidade e por extensão ao completamento,

obtemos

T̂2 :
(
ℓp⊗̂εE1

)
= ℓup(E1)→ Πp (E2, ℓ

p
0(F

′′)) ∩ L(E2, ℓp(F ))

bem definido, linear e cont́ınuo, onde a interseção pode ser tomada pois a avaliação de

T̂2 toma valores em ℓp(F ) (ver (3.5)). A demonstração da igualdade de normas segue as

mesmas ideias de demonstrações de caracterizações de classes de operadores por meio

do produto tensorial e, portanto, será omitida.

Observação 3.3. Chamamos a atenção do leitor para o fato de que a expressão no

item (ii) das equivalências do Corolário 3.1 possui uma informação bem mais refinada

que a informação contida em termos da continuidade em (3.6). Isto nos mostra que

este corolário não trata de uma simples aplicação do Teorema 3.2 e também explica o

esforço extra necessário a sua demonstração.

Vamos apresentar ainda mais duas aplicações do Teorema 3.2. Para isso precisamos

de mais algumas definições.

Definição 3.4. Um operador T ∈ L(E1, E2;F ) é múltiplo (d∗q,∆p, p)-somante se existe

uma constante k > 0 tal que para todas sequências finitas (xj)
m
j=1 e (yi)

n
i=1 em E1 e E2,

respectivamente, tem-se(
m∑
j=1

n∑
i=1

∥T (xj, yi)∥p
)1/p

≤ k · d∗q((xj)mj=1) · d∗q((yi)ni=1). (3.7)
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Além disso, definimos a norma ∥T∥(d∗q ,∆p,p) como o ı́nfimo das constantes k > 0 que

satisfazem (3.7).

Definição 3.5. Um operador T ∈ L(E1, E2;F ) é múltiplo (d′q,∆p, p)-somante se existe

uma constante k > 0 tal que para todas sequências finitas (xj)
m
j=1 e (yi)

n
i=1 em E1 e E2,

respectivamente, tem-se(
m∑
j=1

n∑
i=1

∥T (xj, yi)∥p
)1/p

≤ k · d′q((xj)mj=1) · d′q((yi)ni=1). (3.8)

Definimos a norma ∥T∥(d′q ,∆p,p) como o ı́nfimo das constantes k > 0 que satisfazem

(3.8).

Definição 3.6 ([11, Definition 17.10]). O ideal maximal de operadores associado à

norma tensorial αp,q (veja sobre essa norma na Seção 1.6) é o ideal (Lp,q, ∥ · ∥p,q) dos

operadores (p, q)-fatoráveis. Sejam 1/p+ 1/q ≥ 1, 1/r := 1/p+ 1/q−1 e M,N espaços

de dimensão finita. Se T ∈ Lp,q(M,N)
1
= M ′ ⊗αp,q N , então ∥T∥p,q = αp,q(zT ;M ′, N) e

existe para ε > 0 uma representação

T =
n∑
k=1

λkφk ⊗ yk,

com ∥(λk)nk=1∥r∥(φk)nk=1∥w,q′∥(yk)nk=1∥w,p′ ≤ ∥T∥p,q(1 + ε).

Pelo fato de ser um ideal maximal, o ideal Lp,q é determinado por suas componentes

de dimensão finita [11, Page 224]. Além disso, em [11, Section 18.11] é provado que

T ∈ Lp,q(E;F ) é equivalente a existir uma medida finita µ e operadoresR ∈ L(E;Lq′(µ)),

S ∈ L(Lp(µ);F ′′) tais que JF ◦ T = S ◦ I ◦R, onde JF : F → F ′′ é a imersão canônica

e I : Lq′(µ)→ Lp(µ) é uma imersão. Dáı o nome (p, q)-fatorável para o ideal Lp,q.
Seguem então as duas aplicações que encerram o caṕıtulo e o nosso trabalho.

Corolário 3.2. Seja T : E1 ×E2 → F um operador bilinear cont́ınuo e 1 ≤ p, q <∞.

São equivalentes:

(i) T é múltiplo (d∗q,∆p, p)-somante.

(ii) T̂2 mapeia ℓp0 ⊗d∗q E1 em Linj
p,q(E2, ℓp(F )) continuamente.

Além disso, ∥T∥(d∗q ,∆p,p) = ∥T̂2∥.

Demonstração. A demonstração segue as mesmas três etapas usadas na demons-

tração do corolário anterior. Aqui essas etapas serão convertidas em uma demonstração

resumida com as ideias já expostas.

62
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Pela aplicação do Teorema 3.2, onde γ = d∗q e α := d∗q ⊗ℓp ∆t
p′ , nos garante que

T̃2 :
(
ℓp0 ⊗d∗q E1

)
→
(

(ℓp
′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗α E2

)′
é cont́ınuo. Mais ainda, de [11, Proposition 29.9], temos:

(a) α := d∗q ⊗ℓp ∆t
p′ = \α∗

p,q.

(b) αp,q\ ∼ Linj
p,q.

Da igualdade \α∗
p,q = (αp,q\)∗ = ((αp,q\)′)t e do Teorema 1.6, segue que

(
(ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗\α∗

p,q
E2

)′
=
(
ℓp

′

0 (F ′)⊗(αp,q\)∗ E2

)′
=

(
ℓp

′

0 (F ′)⊗
((αp,q\)

′
)
t E2

)′

=
(
E2 ⊗(αp,q\)′ ℓ

p′

0 (F ′)
)′

= Linj
p,q(E2; (ℓp

′

0 (F ′))′).

Levando em conta que as avaliações T̂2 = T̃2 assumem valores em ℓp(F ) (cálculos

análogos aos feitos no Corolário 3.1), segue o resultado.

Para este último corolário uma observação se faz necessária: se (I, ∥ ·∥I) é um ideal

normado, então denotamos I inj sur := (I inj)sur.

Corolário 3.3. Seja T : E1 ×E2 → F um operador bilinear cont́ınuo e 1 ≤ p, q <∞.

São equivalentes:

(i) T é múltiplo (dq′ ,∆p, p)-somante.

(ii) T̂2 mapeia ℓp0 ⊗dq′ E1 em Linj sur
p,q (E2, ℓ

p
0(F )) continuamente.

Além disso, ∥T∥(d′q ,∆p,p) = ∥T̂2∥.

Demonstração. Resumindo mais ainda a demonstração, temos os seguintes fatos:

(1) α := dq′ ⊗ℓp ∆t
p′ = \α∗

p,q/ [11, Proposition 29.9];

(2) Linj sur
p,q ∼ /αp,q\ =

(
\α∗

p,q/
)∗

[11, Section 29.9];

(3) \α∗
p,q/ =

(
\α∗

p,q/
)′′

, por ser uma norma tensorial.

Combinando esses fatos com o Teorema 1.6, obtemos(
(ℓp

′

0 ⊗∆p′
F ′)⊗\α∗

p,q/ E2

)′
=
(
ℓp

′

0 (F ′)⊗\α∗
p,q/ E2

)′
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=

(
E2 ⊗(\α∗

p,q/
′′)

t ℓp
′

0 (F ′)

)′

=

(
E2 ⊗(

(\α∗
p,q/

′)
t
)′ ℓp

′

0 (F ′)

)′

=
(
E2 ⊗(\α∗

p,q/
∗)

′ ℓp
′

0 (F ′)
)′

=
(
E2 ⊗(/αp,q\)′ ℓ

p′

0 (F ′)
)′

= Linj sur
p,q (E2; (ℓp

′

0 (F ′))′)

e o resultado segue como nos corolários anteriores.
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[13] Grothendieck, A. Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topo-

logiques, Bull. Braz. Math. Soc., 8, 1–79, 1956.

[14] Karn, A. K.; Sinha, D. P. An operator summability of sequences in Banach

spaces, Glasg. Math. J., 56 (2), 427–437, 2014.

[15] Lindenstrauss, J.; Pe lczyński, A. Absolutely summing operators in Lp spaces

and their applications, Studia Math., 29, 276–326, 1968.

[16] Pietsch, A. Absolut p-summierende Abbildungen in normierten Räumen, Studia
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