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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar certas relagoes entre as teorias linear e multi-
linear de operadores em espacos de Banach, estabelecendo resultados a partir destas
relacoes. Primeiramente, apresentamos uma classe de operadores lineares mid somantes
e uma relagao um tanto conveniente entre estes operadores e certas classes de operado-
res multilineares miltiplo somantes. Como consequéncia, estabelecemos resultados de
inclusao e coincidéncia para a classe de operadores lineares apresentada. Em seguida
apresentamos um resultado, de certa forma, na direcao contraria do anterior, com o
qual é possivel caracterizar classes de aplicagoes n-lineares por meio da continuidade
de operadores (n — 1)-lineares. Neste caso, apresentamos aplicagoes do resultado para

operadores bilineares.

Palavras-chave: Espacos de Banach, teoria de operadores, operadores somantes, clas-

ses de sequéncias, normas tensoriais.



Abstract

The goal of this work is to present certain relations between the linear and multilinear
theories of operators in Banach spaces, establishing results based on these relations.
First, we present a class of mid-summing linear operators and a somewhat convenient
relationship between these operators and certain classes of multiple summing multili-
near operators. As a consequence, we establish inclusions and coincidence results for
the presented class of linear operators. Next, we present a result, in a certain way,
in the opposite direction of the previous one, with which it is possible to characterize
classes of n-linear applications through the continuity of (n — 1)-linear operators. In

this case we present applications of the result to bilinear operators.

Keywords: Banach spaces, operator theory, summing operators, sequence classes,

tensor norms.
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Notacoes

Abaixo, listamos algumas das notacgoes utilizadas no decorrer deste trabalho.

e K denota o corpo R dos niimeros reais ou o corpo C dos complexos;

e As letras F, E1, ..., E, e F serao usadas para representar espacgos vetoriais nor-

mados;
e Bp denota a bola unitaria fechada de um espaco normado F;
e I denota o dual topolégico de um espaco normado F;
e 7 denota o dual algébrico de um espaco vetorial E;
e ()52, denota a sequéncia (0,0,...,0, xx, Tpy1, ... );
° (a;j);?zl denota a sequéncia (z1,...,x,0,0,...);
e ¢, denota a sequéncia cujo k-ésimo termo é 1 e os demais termos sao nulos;
e 1 - ¢, denota a sequéncia cujo k-ésimo termo é x e os demais termos sao nulos;
oL F significa que £ C F e ||z||r < ||z||g para todo x € E;
e £ L F denota que E e F sao isomorfos isometricamente;
e L(FE; F) denota o espago de operadores lineares de F em F;
e L(FE; F) denota o espago de operadores lineares continuos de F em F’;
e B(FE, F;G) denota o espago das aplicagoes bilineares de E x F' em G;

e B(E, F) denota o espago das formas bilineares de £ x F' em K;



o II, ,(E; F) denota o espago dos operadores lineares de £ em F' que sao absoluta-

mente (p, g)-somantes;

e L(Ey,...,E,; F) denota o espago dos operadores n-lineares de E; x -+ X F, em
F;

o L(Fy,...,E,; F) denota o espaco de todos os operadores n-lineares continuos de
Fix---xE, em I}

oIl . o (Er, ..., E,; F)oespago de todos os operadores n-lineares absolutamente

(p;q1, - - -, qn)-somantes de Fy X --- x FE, em F|

oIly o o (Bl ..., En; F) o espaco de todos os operadores n-lineares miiltiplo

(¢1,---,Gn;P1,-- -, Pn)-somantes de £y X -+ X E, em F|

e F(Ey,...,E,; F) denota o espaco de todos os operadores do tipo finito de F; X
-x E,, em F.

e BAN denota a classe de todos os espacos de Banach;
e NORM denota a classe de todos os espagos normados;

e FIN denota a classe de todos os espacos normados de dimensao finita;



Introducao

Em Teoria de Ideais de Operadores em Espacos de Banach, classes importantes de
operadores lineares, bastante comuns em Anaélise Funcional, sao definidos ou caracte-
rizados por transformacao de sequéncias a valores vetoriais. Um dos exemplos mais
célebres de uma tal classe sao os operadores absolutamente p-somantes, que transfor-
mam sequéncias fracamente p-soméveis em fortemente p-soméveis (veja [11, 12] e [16],
por exemplo). Outro exemplo dessa teoria é a classe dos operadores Cohen fortemente
p-somantes que transformam sequéncias fracamente p-somaveis em Cohen fortemente
p-soméaveis (ver [8, 10]). A titulo de informagao, essa tltima classe caracteriza o adjunto
de aplicagoes p-somantes.

A teoria de produtos tensoriais em espacos de Banach surge, acredita-se, em me-
ados de 1930, nos trabalhos de Murray e John von Neumann, lidando com espacos
de Hilbert. Um estudo mais sistematico ¢ levado adiante por Schatten e culmina
com aplicacoes a ideais de operadores em espacos de Hilbert. Com o célebre trabalho
Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques [13], Grothendieck
revoluciona a Anadlise Funcional e a Teoria de Operadores e dos Espacos de Banach
demonstrando as enormes possibilidades de usos do produto tensorial. Todavia, esse
trabalho foi considerado de dificil compreensao na época e somente com os trabalhos de
Lindenstrauss e Pelczyniski, em especial [15], que as ideias de Grothendieck sobre teoria
de produtos tensoriais ganha mais aten¢ao. Recomendamos os livros [11] e [19] para
os interessados em estudar essa rica teoria e suas iniimeras aplicagoes, em particular a
Teoria de Operadores.

Nos anos 1960, Pietsch desenvolve estudos sistematicos do que hoje chamamos de
Teoria de Ideais de Operadores. O interessante é que ele e sua escola o fizeram de uma
maneira classica, eficaz e simples, quando comparada ao estudo com base em produtos
tensoriais. Como produto de seus estudos, Pietsch langa o seu livro [17], que se traduz
numa verdadeira enciclopédia sobre ideais de operadores.

Com o movimento de generalizagao da Teoria de Operadores Lineares para aplica¢oes
nao-lineares (veja [1, 2, 3, 4, 6] e [17] para exemplos disso), emerge um esforgo em es-

tabelecer resultados para ideais de aplicagoes multilineares, generalizando e avancando



conceitos e resultados existentes para os ideais de operadores lineares. Todavia, mesmo
mostrando-se extremamente 1til, a Teoria de Produtos Tensoriais nao tem sido utili-
zada com frequéncia, como comentado nas introdugoes de [11, 20], muito pela natureza
um tanto dificil de se entender e trabalhar a teoria, num primeiro momento.

A ideia e objetivo geral dessa dissertacao é trabalhar a Teoria de Operadores em
Espagos de Banach sob os dois pontos de vista acima comentados. Mais especifica-
mente, vamos estudar trabalhos que lidam com a Teoria de Operadores Lineares e
nao-Lineares por meio de desigualdades de normas vetoriais (ao estilo de Pietsch) e
também por produtos tensoriais. Para isso escolhemos dois trabalhos interessantes que
incidem sobre nosso tema e estabelecem certas relagoes entre a teoria linear e nao-linear
de operadores. Os paragrafos abaixo esclarecem e detalham o nosso trabalho.

No artigo [141], A. Karn e D. Sinha introduzem e estudam os conceitos de conjuntos
p-limitado, de p-compacidade e p-compacidade fraca. Estes conceitos sao entao traba-
lhados sob varios aspectos, como por exemplo sua relacao com a Teoria de Operadores
e a Propriedade de Dunford-Pettis. Em particular, esse estudo da origem ao espago
das sequéncias mid p-somaveis que foi sujeito a uma investigagao complementar e mais
detalhada em [5]. Neste tltimo, os autores trabalham sob o ponto de vista da teoria
abstrata de Classes de Sequéncias, definida e estudada em [1], que generaliza classes
de operadores caracterizados por transformacoes de sequéncias vetoriais, e estudam as
chamadas Classes de Operadores Mid Somantes.

Tendo em vista nosso objetivo de relacionar a Teoria de Operadores Somantes Line-
ares e nao-Lineares, a partir do trabalho [9], que generaliza o espago das sequéncias mid
p-somaveis, vamos apresentar um resultado que relaciona a Teoria Linear de Operado-
res Mid Somantes a Teoria Multilinear de Aplicagoes Absolutamente Somantes. Esse
estudo, apresentado no Capitulo 2, nos leva a resultados de inclusao e coincidéncia
apresentados em [9], mas que nao se fazem presentes nos trabalhos anteriores acima
citados.

Ja no trabalho [20], usando uma abordagem de norma tensorial, os autores mostram
que algumas classes de operadores somantes sao caracterizadas por meio de um proce-
dimento de “reducao de ordem” para aplicagoes multilineares somantes. Em particular,
estabelece uma relagao entre os operadores n-lineares multiplos somantes pela conti-
nuidade de operadores (n — 1)-lineares. Este trabalho, seus resultados e consequéncias
serao objetos de estudo do nosso Capitulo 3.

Mas antes dos estudos que faremos, citados nos dois paragrafos acima, apresenta-
remos em nosso Capitulo 1 um compilado de defini¢oes, resultados e exemplos que sao

indispensaveis ao suporte e entendimento da teoria objeto de estudo desta dissertacao.



Capitulo 1
Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentamos um breve resumo e resultados essenciais que
nos servird de base para os capitulos posteriores. Apresentamos o necessario sobre
espacos de sequéncias, operadores lineares e multilineares, bem como a teoria de classes
de sequeéncias, ideais de operadores e produto tensorial. As referéncias utilizadas neste
capitulo foram [1, 2, 3, 4, 7, 11, 12, 14, 16, 17, 18] e [19]. Além disso, é importante
mencionar que os resultados deste capitulo serao apresentados de maneira informal e
sem demonstracoes. Todavia, apontaremos as referéncias de resultados vistos como
“muito importantes” no desenvolvimento deste trabalho. As demais demonstragoes,
de resultados nao referenciados, em geral sao resultados bem conhecidos e deixamos a

cargo do leitor buscar/pesquisar nas referéncias supracitadas.

1.1 Espacos de sequéncias

Comecamos apresentando as definicoes de alguns espacos de sequéncias a valores
vetoriais e enunciamos algumas propriedades pertinentes e relagoes entre esses espagos.

No que segue, vamos considerar sempre F um espaco de Banach e p € R tal que
1<p<oo.

Dois espacos de sequéncias bastante conhecidos na literatura de Analise Funcional
sao os espacos das sequéncias limitadas e p-somaveis de K. Trataremos desses espacos
onde as sequéncias estao num espaco de Banach E que nao necessariamente é o corpo

K. O primeiro deles, o espaco das sequéncias limitadas em E, é definido por

(. (E) = {(x»;ﬂ € B : sup||a, | < oo}

J

e o segundo, o espaco das sequéncias fortemente p-somdveis (ou simplesmente p-
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somdveis) em E, por

o
- )0 N . ||P
lp(E) = {(%)jﬁ cL § 24P < OO}
Jj=1
Esses conjuntos, com as operacoes usuais de sequéencias, sao espacos vetoriais assim
como todos os demais que serao apresentados nesta secao.
Uma norma para o espaco das sequéncias limitadas em FE, tornando-o portanto

normado, é dado pela fungao || - ||« : loc(E) — [0, 00) tal que
1(2)521 [0 := sup [|;]].
JEN

E bem conhecido que com essa norma (. (F) é um espaco de Banach, j& que estamos
sempre considerando F um espaco de Banach. As mesmas consideragoes podem ser

feitas para (,(E) com a norma || - || : £,(E) — [0, 00) dada por

I(@n)nally = (ZII%H”)

Outro espago bem comum em nosso contexto é o espaco das sequéncias fracamente

P . A 50 . .
p-somaveis. Dizemos que uma sequéncia () 32, em E é fracamente p-somdvel quando

Z lo(z;)]P < 00, Vo € E'.

j=1

O espago dessas sequéncias é denotado por

ly(E) = {(%)?"1 € BN 1Y ()P < oo,V € E’}

J=1

e a expressao || - [|w, : £ (E) — [0,00) que a cada sequéncia (z;)52, € ¢;(E) associa o

nimero real nao-negativo

1
P
1(z5)7% lwp = sup <Z|¢ ;) )

pEBE/

define uma norma completa em £;(E) para E espago de Banach.
De resultados basicos de Analise Funcional, sabemos que um subespaco vetorial X

de um espago de Banach E é completo se, e somente se, X for fechado em E. Um
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exemplo de uma aplicacao, util ao nosso contexto, desse resultado é: o espaco

G(B) = { (@)1 € 6B+ lim @) 2l = O

chamado de espaco das sequéncias incondicionalmente p-somdveis em FE, é um su-
bespago fechado de £}'(E) com a norma | - [[y,. Outro exemplo é o subespago co(E)

de o (FE), chamado de espago das sequéncias nulas, dado por
co(E) = {(;)7Z) € loo(E) : ||zllp — O},
Ja o espaco das sequéncias eventualmente nulas
coo(E) == {(x;)32, € E" : Jjo € N tal que x; = 0,Vj > jo},

que é denso tanto em ¢,(E) com a norma || - ||, quanto em ¢o(E) com a norma || - ||,
nao é completo por nao ser fechado em (o (F).
O 1ltimo espago apresentado nesta secao é o espaco das sequéncias mid p-somaveis,

introduzido no trabalho [14]. As sequeéncias (z;)72, em E que satisfazem

((en(2))721)nz1 € bo(bn), V(pn)iiy € 6(E)

sao chamadas de mid p-somdveis. Em simbolos denotamos o espaco formado por estas

sequéncias por

() = {uj);'il € B33 fenla)l < 00, ¥ (pa)i € ff:(E’)} -

n=1 j=1

A fungio || - ||pmia : £5"4(E) — [0,00) dada por

D=

1(25)7

pmid = SUp (Z > Iwn(xj)lp)

(90”)20:163@;5’(15/) n=1 j=1

define uma norma em fgﬁd(E) que o torna um espago de Banach.
Finalizando a secao vamos exibir algumas propriedades e relagoes entre os espagos

apresentados:
e E imediato das defini¢des que £,(E) N G(E) CL)(E).

e Sel<p<g< oo, vale (,(E) = ly(E) el (E) = 6 (E) (ver [12, Chapter 1]).
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e Aigualdade /,(E) = £ (E) s6 ocorre quando E tem dimensdo finita (Teorema de
Dvoretzky-Rogers [12, Theorem 2.18]).

o coo(E) C 6,(E) < (B <& 09(E) & 0,o(E) (ver [5)).

e Os espagos (I'(E) e (4(E) sao incompardveis por inclusoes (ver [5, Example
1.7)).

1.2 Operadores lineares somantes

Na segao anterior, vimos que é sempre verdade a inclusao £,(E) C ((E), seja
qual for o espaco de Banach E, e que a igualdade somente ocorre quando a dimensao
de E ¢ finita. Quando consideramos F um espaco de Banach de dimensao infinita,
a inclusao prépria entre £,(E) e £J(E) nos diz que o operador O G(E) = (,(E),
(zj)52, = (i(z;))32,, induzido pelo identidade 7 : £ — E, nunca estd bem definido.

Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1. Sejam 1 < p,g < oo e T : E — F um operador linear continuo entre
espagos de Banach E e F'. Dizemos que T é um operador absolutamente (p, q)-somante
(ou simplesmente (p, ¢)-somante) quando

T: (®(E) —  L,(F)

q

(2 )?il — (T(xj))]o'ip

chamado de induzido por T, estiver bem definido.

A defini¢do acima equivale a dizer que o operador T' € L(F; F') transforma sequéncias
fracamente g-somaveis de E em fortemente p-somdaveis de F', isto é, (T'(x;))32, € £,(F)
sempre que (z;)52, € £;(E).

Denotamos por II, ,(E; F') o espaco de todos os operadores lineares continuos de £
em F' que sao absolutamente (p, ¢)-somantes. Quando p = ¢ recuperamos o caso dos
operadores p-somantes, isto é, IL, ,(E; F') = IL,(E; F).

Caracterizagoes para essa classe de operadores sao dadas a seguir.

Proposicao 1.1. Sejam E e F' espagos de Banach, T € L(E;F) e1 <p,q < co. Sdo

equivalentes:

(i) T € absolutamente (p, q)-somante.
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(ii) Ewiste uma constante C' > 0 tal que

Q=

(Z HT@J')Hp) < C sup (Z ’@(xj)‘q)

©pEB R j=1
para todo n € N, todo z; € E, com j € {1,...,n}.

(iii) Ewiste uma constante C > 0 tal que

Q=

(Z HT(%’)HP> p < C sup (Z ’(p(g;j)‘q>

@wEBgy j=1
para toda sequéncia (x;);2, € 7 (E).

=1

(iv) Exziste uma constante C' > 0 tal que

(Z HT(:vj)Hp> < C sup

=3
VRS
e
S
8
T
)
~_

para toda sequéncia (7;)32, € £y(E).
(v) (T(zy))2, € €p(F) sempre que (1;)32, € £;(E).

(vi) T € L(E); 6,(F)) e, além disso, m,4(T) = |IT|| = inf{C > 0 : (iii) ¢ satisfeito}

define uma norma para T em 11, ,(E; F).

Ainda em [12, Theorem 10.4] é apresentado um resultado chamado de “Teorema da
Inclusao”. Sob as hipéteses de que E e F' sao espagos de Banach, se 1 < ¢; <p; < oo

(j = 1,2) satisfazem p; <ps, 1 <gpe - — L < -

< = — i, entao
q1 p1 q2 P2

1
Iy g (B3 F) = 1y, 0, (B F).
Uma consequéncia imediata deste resultado é IL,(E; F) < II,(E; F) sempre que 1 <
p < gq<oo.
Vamos finalizar esta secao apresentando o resultado [12, Theorem 2.12] que carac-

teriza os operadores absolutamente p-somantes por meio de desigualdade com integral.

Proposicao 1.2. Sejam E e F espagos de Banach, T € L(E;F) e0 < p < co. Tem-se

que T € I1,(E; F) se, e somente se, existem C > 0 e uma medida de Borel |1 em Bp
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(com a topologia fraca-estrela) tais que

IT@)lr < C ( /B

D=

o () !”Cht) 7

E/

para todo x € E.

1.3 Operadores multilineares somantes

Iniciamos a secao com o conceito de aplicagoes multilineares, veremos também
alguns resultados classicos associados ao conceito. E importante informar que usaremos
os termos “aplicagao” e “operador” para designar o mesmo objeto matematico e que o

caso linear da teoria é recuperado em todos os resultados e definigoes tomando n = 1.

Definicao 1.2. Sejam n € N, Fy, ..., E, e F espagos vetoriais sobre K. Dizemos que
uma aplicagao T : Ey X -+ X E, — F é n-linear (multilinear) quando é linear em
cada varidvel, isto é, para cada i € {1,...,n}, fixadas as n — 1 entradas restantes, o

operador T} : F; — F definido por

ﬂ(y) = T(Il, e L1, Y, Lja1y - - ,In)

¢ linear.

Denotamos por L(E,...,E,;F) o espago vetorial (com as operagbes usuais de
aplicagoes) de todos os operadores n-lineares. Se F' = K, denotamos L(E1, ..., E,;K)
por L(FEy,...,E,). Se tivermos F; = --- = E, = FE, entdo a notagdo passa a ser

L("E; F) (o caso n = 0 convencionamos L(°E; F) por F). Nao ¢ dificil perceber que
L('E;F) := L(E; F).
Naturalmente sabemos E; X --- x FE, é um espaco vetorial que pode ser munido

com vérias normas, como por exemplo a norma ||z|l« = maxi<;<, ||| g,, ou ainda a

norma
. 1
]l = (Z II%II%Z.)
i=1
para todo x = (z1,...,2,) € E; X --- x E,. Como a norma define uma topologia, faz

sentido definirmos o conceito de continuidade para aplicacoes multilineares.

Definicao 1.3. Consideren € N, Ey,..., F, e F espacos normados. Dizemos que uma

aplicacao n-linear T' : By X --- X E, — F é continua no ponto xo € 4 X --- X E,
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quando para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que x € Fy X -+ X E,,
|z — xo|| <0 = ||T(x) —T(x0)] <e.

Caso T seja continua em todo ponto de F; X - - - X F,,, dizemos apenas que 1" é continua.

Denotamos o conjunto de todos as aplicagoes n-lineares continuas de Fy x- - -x E,, em
F por L(Ey,...,E,; F). Quando F = K, pomos L(E,...,E;K) = L(Ey, ..., Ey).
Quando E; = -+ = E, = FE, denotamos L(F,...,E;F) por L("E;F). No caso
em que By = --- = E, = Fe F =K, entao L("E;K) = L("E). Por fim, temos
L(I'E;F)=L(E;F).

Observagao 1.1. O conjunto L(F, ..., E,; F') é um espago vetorial normado, com as

operagoes usuais entre aplicagoes e a norma || - || : L(E4, ..., E,; F) — [0,00) dada por
[T = sup{[[T(2)[| : = € By x -+ x Ep e 2]l < 1}

A seguir enunciamos equivaléncias de continuidade para aplicagdes multilineares.

Teorema 1.1 ([3, Teorema 1.2.2]). Sejam n € N, Ey, ..., E,, F espa¢os normados e

T e L(Ey,...,E; F). As afirmagées abaizo sao equivalentes:
(i) T é continua,
(ii) T € continua na origem;

1ii) FEziste uma constante C > 0 tal que
( ) q
|| I (xl, e ,xn)|| < C’||x1|| - ||acn||

para qualquer v = (x1,...,%,) € By X -+ X Ey;
(iv) T € uniformemente continua sobre limitados;
(v) T € limitada em toda bola com raio finito;

(vi) T € limitada em alguma bola;

Uma diferenca desse teorema entre os casos lineares e multilineares é que a conti-
nuidade de um operador linear é equivalente a continuidade uniforme, enquanto que no
caso multilinear s6 é equivalente quando estamos sobre limitados. Vale salientar que,
assim como no caso linear, o numero ||T'|| é o infimo das constantes que satisfazem o

item (iii).
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Uma curiosidade sobre as aplicacoes multilineares é que a continuidade em cada
variavel nao implica a continuidade da aplicacao. Todavia, sob as condigoes de que
Ey, ..., E, sao espacos de Banach e F' é normado, o operador T' € L(E;,... E,; F) é
continuo em cada variavel se, e somente se, tem-se T' € L(Fy,... E,; F).

Ainda em relagao a continuidade, também vale o

Teorema 1.2 ([3, Teorema 1.2.8]). Sen € N, Ey,..., E,, F sdao espacos de Banach e
T € L(Ey,...,E,; F) é uma aplicagao de grafico fechado, entio T é continua.

O seguinte resultado é a extensao do Teorema da Limitacao Uniforme linear para

0 caso multilinear.

Teorema 1.3 ([3, Teorema 1.2.9]). Sejam n € N, Fy, ..., E, sdo espagos de Banach,
F espago normado e {T;}ie; uma familia de aplicagoes n-lineares continuas de Ey X

- x E, em F. Se

sup || Ti(z1, ..., xn)|| < 00,
iel
para todo (z1,...,x,) € By X -+ X E,, entao sup,¢; || T;|| < oo.

Como exemplos de classes de aplicagoes multilineares, vamos apresentar os operado-
res absolutamente e multiplos somantes. A definicao abaixo tem esséncia no trabalho
de Pietsch [18].

Definigao 1.4. Sejamn e N, T € L(Ey,...,E; F) el <p,q,...,q, < oo, com

1 1 1
- < —+ -t —.
p q1 dn
Dizemos que T' é absolutamente (p;qi, .. ., q,)-somante quando

(T, a2, e ,(F),

sempre que (xy));’il € () (E;) para todo i =1,...,n.
Denotamos por IL,,, . 4. (E1, ..., E,; F') ao espaco de todos os operadores n-lineares
absolutamente (p;q,...,q,)-somantes de E; X --- x E, em F. Esse conjunto é um

subespaco vetorial de L(E1, ..., E,; F).
Um caracterizacao para esses operadores é apresentada a seguir, cuja demonstracao

pode ser encontrada em [2].

Proposicao 1.3. Sejamn € N, Ey, ..., E,, F espacos de Banach, T € L(E,....E,; F).

Sao equivalentes:
(i) T €y, qu(Er, ..., En; F).

10
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(ii) Ewiste uma constante C' > 0 tal que

S =

1 n 1)\ 0o
(Z 178", ... at W’) < CTIIE) 2 g
j=1 i=1

sempre que (]35”)521 €l,(E),i=1,...,n.

(iii) Ewiste uma constante C' > 0 tal que

Jun

3

1 n
(z 1T, >>Hp>
j=1

< OH ||(J7§'Z))T:1Hw,qm
i=1

pamtodomENeasg-i)EEi,izl,...,n,jzl,...,m.

Além disso, o infimo das constantes C' > 0 que satisfazem o item (i) define uma
norma completa em Iy, . o, (E1, ..., By F) que serd denotada por ||T||m,, .. -
Agora apresentamos a classe dos operadores multiplo somantes.
Defini¢ao 1.5 (][I, Definition 5.1]). Sejam n € N, Ey,..., E,, F espacos de Banach,
T € L(Ey,...,E;;F) el < p;,q < oo, para todo i = 1,...,n. Dizemos que T é

maltiplo (q1, ..., qn; D1, - - -, Pn)-Somante se existe C' > 0 tal que
dan L
0o 00 % dn—1 an n
. A
> |- (} DY LG ,x§~:>>||%) < O s (11)
gn=1 j1=1 =1

para todo (mgl));’le €l (E),i=1,...,n.

Denotamos o espaco de todos os operadores n-lineares multiplo

(@15, @n; 1, - - -, pn)-somantes de By X+ - -x E, em F por I} Ey,...,E; F),

7"'7q’n;p17"'7pn(
que é um subespaco vetorial de L(Ey, ..., E,; F).
Definimos a norma

(A = 1inf{C > 0: (1.1) é satisfeita}

»»»»» qn;P1;--sPn

n .
em II7 . (E1,...,Ey; F) que o torna espago de Banach.
Como no caso multilinear, também vale uma caracterizagao para os operadores

multiplo somantes em funcao de sequéncias finitas.

Proposicao 1.4. Sejamn € N, Ey, ..., E,, F espacos de Banach, T € L(E,....E,; F).

Sao equivalentes:

11



1. Preliminares

(i) T el (Ey, ..., En F).

15--54n;P1,---:Pn

(ii) Eziste uma constante C' > 0 tal que

q1 n

m m a dn—1
1 n )\m
>, ...(Z||T<x§-3,...,x§-n’>||q1) < CTT I e

jn=1 =1 i=1

pamtodomENetodosxg-?eEi,izl,...,n, Ji=1,....m.

1.4 Classes de sequéncias

Nesta se¢ao vamos apresentar alguns elementos do ambiente abstrato definido no
trabalho [4] que generaliza classes de operadores caracterizados por transformacgoes de

sequéncias vetoriais.

Definigao 1.6. Uma classe de sequéncias X (-), ou apenas X, é uma regra que a cada
espago de Banach F associa um X (F) espago vetorial de sequéncias que é Banach com

uma norma denotada por || - || x(g) e que satisfaz:
. 1
(1) coo(F) C X(F) = l(E);
(ii) ||z - ejllx(m) = ||*| &, para todo j € N e todo x € E.

A pentltima relacao de inclusoes ao final da Secao 1.1, por exemplo, nos diz que
Cp(+), 639(-), £2(-) e Loo(-) sdo classes de sequéncias, com 1 < p < co. Outros exemplos
de classes de sequéncias sao co(+) e £;(+).

Um propriedade importante para o nosso trabalho é apresentada a seguir.

Defini¢ao 1.7. Dizemos que uma classe de sequéncias X (-) é finitamente determinada

quando, para toda (7;)32, € EN, vale
(z;)52, € X(E) < sup ()=l x ) < o0,
e neste caso, tem-se

;)32 llx 2y = sup ()5 llxe)- (1.2)

A propriedade de ser finitamente determinada diferencia, por exemplo, as classes
oo (+), Lp(), €214(-) e £¥(-) das classes co(-) e £4(-), pois essas duas ultimas nao sao

classes de sequeéncia finitamente determinadas.

12
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Duas observagoes importantes: a) O fato de X(F) N l(E) nos diz que con-

vergencia em X (F) implica convergéncia coordenada a coordenada de suas sequéncias
em E; b) O fato de que coo(E) € X (E) dé sentido ao célculo da norma ||(z;)%_, || x(&),
bem como a igualdade (1.2).

Os conceitos e resultados seguintes nos mostram como o ambiente de classes de
sequencias trabalha com relacao a operadores e transformacoes de sequéncias vetoriais.

No que se segue, o caso linear é obtido fazendo-se n = 1.

Defini¢ao 1.8. Sejamn € N, E, ..., E, e F espacos de Banache T € L(FEy, ..., E,; F).

Dizemos que T é (X1,..., Xp;Y)-somante quando (T(x},...,x}))52, € Y(F) sempre

que (%)%, € X;(E;), i=1,...,n, isto é, o operador

T: Xi(E) X x Xn(E,) —> Y (F)
((le)‘?‘;l, . (xy);";l) — (T(le-7 cen )5,
estd bem definido. Neste caso, escrevemos T € Ly,  x,.v(Ei, ..., Ey; F) e definimos
a norma
1T x1nsy = I TN 2B v X By ()
para a classe Lx, _ x,.v(E1,...,En; F). A notagao ||T\||£(X1(El),.__,Xn(En);y(F)) dando a

entender que T € L(X{(Ey), ..., X,(E,);Y(F)) fara sentido na Proposicio 1.5.

Definicao 1.9. Uma classe de sequéncias X (-) é dita linearmente estdvel quando
Ly x(E;F) = L(E; F)

para todos E,F € BAN. Isto equivale a dizer que, para todo T" € L(F;F), vale
(T(xj))]o-‘;l € X(F) sempre que (xj);?‘;l € X(FE)eque ||T|x.x = |IT]

Sao exemplos de classes de sequéncias linearmente estaveis: co(-), £,(+), £(+), foo(*)
mid
e £0(0).
Para concluir esta introdugao ao ambiente de classes de sequéncias, vamos apresen-
tar dois resultados importantes para o nosso trabalho. Estes resultados serao usados

para caracterizar classes de operadores ao longo de nosso trabalho.

Proposicao 1.5 ([4, Proposition 2.4]). Sejam n € N e X;,...,X,,Y classes de
sequéncias. As afirmacoes a sequir sobre um operador A € L(Ey, ..., E,; F) sdo equi-

valentes:
(a) (A(zj,...,2%))32, € Y(F), sempre que (27")32) € Xp(Ep), m=1,...,n.

13
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(b) O operador induzido

A X((By) x - x Xo(B,) —> Y (F)

estd bem definido, € n-linear e continuo.

As condigoes acima implicam a condicdo abaizo, valendo a equivaléncia quando

Xq,...,X,,Y sao finitamente determinadas.

(c) Existe uma constante C' > 0 tal que

1A, 2l < C- TT 1Tl X ). (1.3)
m=1
para todo k € N e todo 27" € Ey, j =1,...,k, m = 1,...,n. Neste caso,
|A|| == inf{C > 0: (1.3) € satisfeito}.

Antes de enunciar o ultimo resultado desta secdo, vamos apresentar uma outra

definic¢ao.

Definicao 1.10. Sejam X e Y classes de sequéncias. Diremos que:

e X <Y se, para todo espago de Banach E, X(FE) é subespaco fechado de Y (FE) e,
para cada ()52, € Y/(E), tem-se

(zj)521 € X(E) & ]}1_{20 [(25)52,lly () = 0.

e X <Y se, para todo espago de Banach E, X(E) é subespaco fechado de Y (FE) e,
para cada (z;)52, € Y(FE), tem-se

(2)320 € X(B) & Tim |(23)}oilves) = 0.

)

A titulo de exemplos desse conceito temos £;(-) < £(+) e co(+) < Loo(*)-

Proposicao 1.6 ([4, Corollary 2.6]). Sejam n € N e Xq,..., X, Y, Z1,..., Z,, W
classes de sequéncias tais que Zi, ..., Z,, W sdo finitamente determinadas. Suponha

que uma das condicoes abairo sejam satisfeitas:
(1) X < Zpy, para todom=1,....neY <W;
(i) X, < Zp, para todom=1,...,neY <W;
(iii) X, < Zp, para todom=1,...,neY <W.

14
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Entao, para todos Fr, ..., E,, F' espacos de Banach, as sequintes condicoes sao equiva-

lentes para um operador n-linear A € L(Ey, ..., Ey; F):
(a) (A(zj,...,27))32, € Y(F), sempre que (27')32) € Xp(Ep), m=1,...,n.
(b) (A(zj,...,2}))52, € W(F), sempre que (27')72) € Zy(En), m=1,...,n.

Neste caso, temos

A X(B) X - x Xp(By) = Y(F)|| = ||A: Zy(Ey) X - X Zn(Ey) — W(F)].

1.5 Ideais de operadores

Apresentamos a partir dessa se¢ao algumas nogoes da teoria de ideais de operadores
lineares e multilineares, sendo a nossa referéncia principal o trabalho [17]. Para o caso

linear basta tomar n = 1.

Defini¢ao 1.11. Sejamn € N, Ey, ..., E,, F espagos normadose T € L(FEy, ..., E,; F).
Dizemos que T é de tipo finito quando existem m € N, gol(j ) € E: e b € F com

1=1,...,mej=1,...,n tais que
1 n
T(xy,...,25) :ngg )(:1:1)~...-<p§ )(xn)bi.
i=1

Denotamos por F(F, ..., E,; F) o espago de todos os operadores do tipo finito de
Ei x---x E, em F. Quando n = 1 o espaco de operadores do tipo finito coincide com
o de operadores de posto finito. Também é fato que F(F1, ..., E,; F)) é um subespago

vetorial de L(E1, ..., E,; F') com as operagoes usuais de operadores.

Definicao 1.12. Um ideal de aplicacoes multilineares T é uma subclasse da classe £

de todos os operadores multilineares continuos entre espagos de Banach tal que, para

todon € N, Ey,...,E, e F espacos de Banach, as componentes Z(F, ..., E,; F) :=

L(Ey, ..., E,; F)NZ satisfazem:

(i) Z(Ey, ..., E,; F) é um subespaco vetorial de L(EY, ..., E,; F') que contém
F(E1,...,Ey F);

(ii) A propriedade de ideal: se T' € Z(E, ..., Ey; F), uj € L(Gj; E;) paraj=1,...,n
ev€L(F;H), entaovoT o (uy,...,u,) € Z(Gy,...,Gp; H).

Para cada n € N fixo,

Z, = U I(E,...,E, F)

Ei,...,.En,FEBAN

15



1. Preliminares

é chamado de ideal de aplicagoes n-lineares.

Quando fazemos n = 1 temos o ideal de operadores lineares entre espagos de Banach.
Assim, os resultados que apresentamos sobre ideais multilineares se aplicam a teoria

de ideais de operadores lineares.

Defini¢ao 1.13. Um ideal normado de aplica¢oes multilineares é um par (Z,| - ||z),
onde Z é um ideal e a aplicagao || - ||z : Z — [0, c0) satisfaz:
(i) || - ||z restrita a Z(Ey, ..., Ey; F) é uma norma, para quaisquer espacos de Banach

Ey,....E,,Fetodon e€N;

(ii) ||é¢dkn||z = 1, onde idgn : K x -+ x K — K é dada por idgn (z1,...,2,) =21 ... 2,

para todo n € N;

(iii) Se T € Z(Er, ..., E F), u; € L(Gj; Ej) paraj=1,...,nev € L(F; H), entao

looT o (ur, ..., un)llz < olITlzlluall - fun]l-

Quando (Z(FEy,...,E.; F),| - ||z) for espago de Banach, para todo n € N e todos os

espagos de Banach F, ..., E,, F, entdo dizemos que (Z, | - ||z) é um ideal de Banach.

Se ; EEJ/-,j: 1,...,ney € F, denotaremos o operador T': F; X --- X E,, = F|
definido por T(z1, ..., %) = @1(21) - -+ - PulEn)y, POT 91 ® -+ @ ppy. B claro que
T=p1® - Qeuy €L(E,...,E,;F), pois é um operador do tipo finito, e que

1Tz = llylllleall - - [lnll

O resultado a seguir nos da condicoes para determinarmos quando um ideal nor-
mado de aplicagoes multilineares, caracterizado por transformagoes de sequéncias veto-
riais, é um ideal de Banach. Faremos uso da teoria de classes de sequéncias apresentada

anteriormente junto com suas notacoes.

Teorema 1.4 ([4, Theorem 3.6]). Sejamn € N e X,...,X,,,Y classes de sequéncias
linearmente estaveis tais que X1(K) ... X, (K) < Y (K). Entdo (Lx,,. x,.v, ||-llx1....x.v)

¢ um tdeal de Banach de operadores n-lineares.

Para uso posterior, vamos definir a envoltoria injetiva e a envoltéria sobrejetiva de

um ideal de operadores lineares.

Definicao 1.14. Dizemos que um ideal Z é injetivo quando dados um operador T' €
L(E; F) e uma injecao métrica I € L(F;G) tais que [ o T € Z(E;G), tem-se T' €
Z(E; F). Dizemos que Z é sobrejetivo quando dados um operador T' € L(E; F') e uma
sobrejecao métrica Q) € L(G; E) tais que To Q € Z(G; F), tem-se T € Z(E; F).

16
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Defini¢ao 1.15 ([18, Section C.3.1]). Um espago de Banach F' possui a propriedade
de extensdo métrica se para cada injecao J € L(Fy; F) e cada operador Sy € L(Ey; F),
existe uma extensao S € L(E; F) tal que Sp =S o J e ||S| = [|So]-

Como consequéncia do espago (1) ter a propriedade de extensdo métrica, para
todo conjunto de indexagao I, segue que todo operador S € L(E,l(I)) pode ser
escrito na forma S(x) := ((x,¢;)), onde p; € E' para todo i € I (ver [18, Section
C.3.2, Section C.3.3]). Um caso particular é a injegao canodnica Ig : E — ((Bg)
dada por Ig(z) = ((z,¢)).

Definicao 1.16 ([18, Section C.3.5]). Dizemos que um espago de Banach E possui a
propriedade de elevagdo métrica se para cada sobrejegao @ € L(F'; Fy) e cada operador
So € L(F; Fy) existe uma elevacao S € L(E; F) tal que Sy = Qo S.

De modo anélogo, pelo fato de ¢;(I), com I um conjunto de indexagao arbitrario,
ter a propriedade de eleva¢ao métrica, segue que todo operador S € L(¢1(I), F') tem
a forma S((z;)icr) = >, %:yi, onde y; € F para todo ¢ € I. A sobrejecao canonica
Qr : Li(Bg) — E, por esse fato, é definida por Qp((As)zeBg) = X ep, At

Definigao 1.17. Seja (Z, || - ||z) um ideal normado. Denotamos por Z™ o menor ideal
injetivo, que existe e é tnico (veja [11, Proposition 9.7]), que contém Z. Dados E, F

espagos de Banach, se Ir : ' — (. (Bgr) é a injegdo candnica, entao

TY(E;F):={S € L(E;F):IroS €I(E;l(Br))}.

Além disso, ||S]|ij := |[|[{r o S||z. O ideal normado (Z™, || - ||iy;) é chamado de envoltdria
injetiva do ideal normado (Z, || - ||7).

Defini¢ao 1.18. Seja (Z,|| - ||z) um ideal normado. Denotamos por Z°" o menor
ideal sobrejetivo, que existe e é unico (veja [11, Proposition 9.8]), que contém Z. Se

QE : l1(Bg) — E é a sobrejecao candnica, entdo dados E, I espagos de Banach, temos
IT"(EF):={S€e L(E;F):SoQr € Z(t1(Bg); F)}.

Além disso, definimos ||.S||sur := [|S © Qg||z. O ideal normado (Z5%, || - ||sur) é chamado

de envoltdria sobrejetiva do ideal normado (Z, || - ||z).

Encerramos a secao com as defini¢coes de ideal maximal e de ideal dual.

Definigao 1.19. A envoltdéria mazximal de um ideal Z, denotada por Z™** é o ideal
que, para cada par (E, F') de espagos de Banach, tem-se S € Z™*(FE; I') se, e somente
se, BoSoX € Z(Ey; Fy), para todos operadores aproximaveis B € L(F; Fy) e X €

L(Ey; E). Dizemos que um ideal Z é mazimal quando Z = ™,

17
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Definicao 1.20. Seja Z um ideal de operadores lineares. Definimos o ideal dual, que

Idual

denotamos por , em suas componentes por

"N E F):={T € L(E;F): T € Z(F'; E')}.

1.6 O produto tensorial entre espacos de Banach

Encerrando o capitulo, vamos apresentar algumas nogoes e resultados importantes
e uteis sobre produto tensorial entre espacos de Banach. Indicamos [11] e [19] como
referéncias fundamentais sobre o tema e alertamos ao leitor para o fato de que buscamos
aqui apenas colecionar ferramentas para uso posterior em nosso trabalho.

Considere F, F' espagos vetoriais, x € F e y € F. Chamamos de tensor elementar
a aplicagdo r ® y : B(E,F) — K que a cada forma bilinear A € B(FE, F') associa o
escalar (x ® y)(A) = Az, y).

O tensor elementar z ® y é uma aplicagao linear e portanto um elemento do dual

algébrico de B(E, F'). Definimos, entao, o subespago
E®F = span{zry:z€ E,yc F}

de B(E, F)# gerado por todos os tensores elementares e o chamaremos de produto
tensorial de E por F. Cada elemento u € F ® F' sera chamado de tensor e, sendo

escrito como combinagao linear de tensores elementares, é da forma
n
i=1

comn€eN, N\, €K, x;, € Fey; € Fparatodoi=1,...,n. Além disso, escrito dessa
forma, a agdo de u em A € B(E, F) é dada por

u(A) = Z N A(2i, y5).-

E claro que a representacao de u acima nao é unica, entretanto a boa definicao
do espago garante que o valor u(A) ndo muda de acordo com a representacao que for
tomada, caso contrario nao seria uma aplicagao bem definida sobre as formas bilineares.

Considere F, F espagos vetoriais, x,z1,xs € E e y,y1,y2 € F. Os tensores elemen-

tares satisfazem:

) (11 +22)Qy=11Qy+ 22 Y;

18
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il) 2@ (y1 +y2) =2 Q@Y1 + T & yo;
iii) Mz®y)=(Ar)@y=20 (\y), A € K.

A propriedade iii) é uma boa justificativa para a nao unicidade de
n
u= Alwi®y,),
i=1

visto que outra representacao seria ZLI 2 ®y;, onde z; = \;x; (faremos uso dessa outra
representacao de u ao longo do texto). Além disso, decorre ainda dessa propriedade
que 0@y =2 ® 0 =0 (basta tomar A = 0).

O teorema abaixo nos diz que é possivel identificar o espaco das aplicacoes bilineares
com o espaco das aplicagoes lineares. Em particular, para todos E, F' espagos vetoriais,
temos B(E,F) = (E ® F)*.

Teorema 1.5 ([19, Proposition 1.4]). Sejam E, F e G espa¢os vetoriais sobre K. Para
cada aplicagio bilinear A - ExF —s G existe uma tnica aplicacio linear A : EQ F —»
G tal que A(z,y) = Az @) para todos x € E, y € F. Além disso, a correspondéncia
A «— A ¢ um isomorfismo entre os espacos vetoriais B(E,F;G) e L(E ® F;G). A

aplicacio A € chamada de linearizacio de A.

Algumas definigoes sao importantes ao nosso trabalho. A primeira delas se refere a
transposta de um tensor. Sejam F, F' espacos vetoriais e u € F® F', com representacao
Y i 2;®@y;. Definimos a transposta de u, denotada por u’, como o vetor > | y;Qx; €
F®LE.

Nao é dificil verificar, utilizando o Teorema 1.5, que a aplicacio A : EQ F — FQFE
definida por fl(u) = u! é um isomorfismo. Isto nos diz que a transposta é tnica e,
portanto, independe da representacao tomada para u.

Considere F, I, G, H espacos vetoriais, S : F — G eT : F — H aplicacoes lineares.
Definimos o operador S®RT : E®QF — G® H, chamado produto tensorial das aplicacoes
lineares S e T, como a linearizacao da aplicagao bilinear A : £ x F' — G ® H dada
por A(z,y) = S(x) ® T(y). Assim, temos S(z) ® T'(y) = S ® T(x ® y) para todo
(x,y) € EXF.

J& vimos acima que podemos identificar o dual algébrico de £ ® F' com as formas
bilineares, cujo dominio ¢ F x F. Nessa mesma linha de raciocinio, por meio de
identificagoes, temos F @ F C B(E# F#), EQ F C L(E*;F)e E® F C L(F*; E),

onde cada tensor u = Y, z; ® y; € E ® F é identificado, respectivamente, com as
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aplicacoes

n

B, : E* x F* — K dada por B,(p,v) = Z@(mi)w(%),

i=1

n

Ly, : E¥ — F dada por L,(p) = Z o(x;)y;

=1

R, : F* — E dada por R,(¢) = Y ¥(y:)x:.
=1

Quando consideramos espacos vetoriais que satisfazem E## = E. obtemos a in-
clusdao E# @ F C L(F; F) e os elementos de L(E; F) que correspondem a tensores de
E# @ F, sob a identificacao p ® y : E — F, dada por ¢ ® y(x) = ¢(z)y, sao as
aplicacoes lineares de posto finito, isto é, aplicagoes cuja imagem é um subespaco de F
de dimensao finita. Isto justifica a notacao tao comum utilizada em Anélise Funcional.

Até agora apresentamos fatos sobre estrutura algébrica do produto tensorial. A
partir de agora vamos apresentar normas que agregam nogoes topologicas a esse tipo
de espaco.

Duas normas bastante conhecidas da teoria de produto tensorial sao a norma pro-
jetiva e a norma injetiva. Dados E, F' espacos vetoriais normados sobre K e u € EF® F,

a norma projetiva de u é o nimero

m(u) := inf {Z lzall lyill : =) 2@ yz} ,
i=1 i=1

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes de u. O produto tensorial £ ® F
com a norma projetiva m é um espaco normado, denotado por E ®, F, mas que em
geral ndo é completo. O completamento desse espaco, denotado por E®,F, é chamado
de produto tensorial projetivo dos espacos F e F.

Sabendo que a aplicacao B, apresentada anteriormente, restrita & £’ x F’ é continua,
temos uma imersao topoldgica de F ® F em B(E'; F'). Assim, definimos a norma in-

jetiva de u € E ® F' como o niimero

e(u) := sup {

Z (i) (y;)

P e Bg Y € BF/} = ||Bu||

De modo analogo ao comentario sobre a norma projetiva, o espaco F® F' normado com
a norma injetiva, denotado por £ ®. F', nao é em geral completo. Assim, consideramos

E®.F o completamento de E @, F, chamado de produto tensorial injetivo de E e F.
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Dados FE e F' espacos de Banach, algumas relagoes sao importantes de enunciarmos:
(a) e(z®y) = [lzflllyll = 7(z @ y), para todo z @y € E® F.
(b) e(u) < w(u), para todou € E® F.

Agora vamos exibir dois casos particulares, e de interesse para o desenvolvimento
de nosso trabalho, de normas sobre /, ® E.

O primeiro: considere E um espago de Banach e 1 < p < oo. A aplicacao
J:l,® E — (,(E) definida por

n n o0 n
; (z “e ) _ (z ) Y )
i=1 i=1 k=1  i=1
¢ bem definida, linear e injetiva, onde a; = (ai)3>, € {,, para todo i = 1,...,n. A

partir desse fato é possivel definir a seguinte norma em /¢, ® E:

R =)

=1 =1 k=1

p

Um caso particular muito comum ocorre quando a; =e;, ¢ = 1,...,n, e temos

A, <Z € & xl) = H(ml);ﬂzlup
i=1

Usaremos £, ®a, E para denotar o espaco normado (£, ® E,A,) e €p®ApE para o
seu completamento.

A norma A, em ¢, ® E, onde E é um espago de Banach, satisfaz (veja [11, Section

7.1]):
(a) Ay=7mem {; ® E.
(b) e<A,<mem(,® E.

O segundo: um fato no estudo da norma injetiva, geralmente apresentado antes a
Teoria de Operadores Absolutamente Somantes (ver [11, Section 11]), d& conta de que
([11, Section 8.2])

(4(E) = 0,8.E. (1.4)

Denotaremos por NORM a classe de todos os espagos normados, por BAN a classe
de todos os espagos de Banach e por FIN a classe de todos os espagos normados de

dimensao finita. Dada uma norma « no produto tensorial £ ® F', denotaremos por
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a(z) a norma do tensor z € £ ® F', mas também usaremos «(z; F, ) para denotar o

mesmo objeto.

Definicao 1.21. Uma norma « no produto tensorial sobre espacos da classe NORM
é dita:

i) Razodvel, quando ¢ < o < 7.

ii) Uniforme, quando satisfaz
111 @ T : By ®a Ex = F1 ®a B < | TH]|| 2],

para todo T; € L(FE;; F;), com i = 1,2.
iii) Norma no produto tensorial (apenas), quando for razodvel e uniforme.

De modo analogo ao feito com as normas injetiva e projetiva, denota-se por £ ®, F
e E®.F o espaco tensorial normado e seu completamento, respectivamente.
As normas que apresentaremos adiante sao todas normas no produto tensorial.

Se o é uma norma no produto tensorial, entao definimos a norma transposta o' por
o(z; B, F) = a(z'; F E).

E imediato verificar que off = o, ' = ¢ e 7! = .

Uma questao interessante nesse contexto surge quando se deseja generalizar uma
norma « sobre a classe FIN para espagos de dimensao infinita, isto é, estender essa
norma para NORM.

Considere E, F espagos normados, com FIN(FE) := {M C E : M € FIN}, e

tomemos uma norma « na classe FIN. Defina para z € F ® F', a seguinte norma
o (z; E,F) :=inf{a(z; M, N) : M € FIN(E),N € FIN(F),z€ M ® N}.

H 7/ 7/ . . . .
A norma « na classe NORM é chamada envoltoria finita de o e possui as seguintes
propriedades:
H ’ .
a) « ¢ uma norma no produto tensorial;
— . . . . o
b) « restrita a espagos normados de dimensao finita coincide com «;

c) Se a for definida em NORM, o > a.

O item c) nos diz que existem envoltérias finitas que nao coincidem com a norma

«, mesmo estando « definida na classe NORM. As normas « definidas em NORM
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. — . : . .
que satisfazem o = a sao chamadas de finitamente geradas. Em particular, € e m sao

finitamente geradas.

Definicao 1.22. Diremos que uma norma « na classe NORM é uma norma tensorial

quando « é uma norma no produto tensorial finitamente gerada.

Para 1 < p,q < oo, com 1/p+ 1/q > 1, pegue o unico r € [1,00] que satisfaz
1/r=1/p+1/q — 1 (ou equivalentemente 1 = 1/r + 1/p' + 1/¢’, onde p’ e ¢’ sdo os
conjugados de p e ¢, respectivamente) e defina para espacos normados F, Fe z € EQF

a norma

n
pq(z; B, F) := inf {||()‘i>z':1”TH(mi)izlnmtfH(yi)izlnwp' 2= A ®yz} :
i=1
A norma a4 na classe NORM é um exemplo de norma tensorial, isto é, é razoavel,
uniforme e finitamente gerada. Além disso, satisfaz o,y =7 e a; ¢ = Qqp-
E importante mencionar alguns outros casos particulares dessa norma quando da-

mos valores aos parametros p e q. Por exemplo,

wyp! LR = le®yz}
i=1

9p(2 B, F) = apa (2, B, F) = inf {H(wi>inH(yi)’

Outro exemplo,
dp(2; E, F) i= a1 p(2; B, F) = inf {H(xi>i”w7p"|(yi)”p 2= mi® y} :
i=1

Além disso, vale g; = dp, e d; = gp. As normas d, e g, sao chamadas normas de
Chevet-Saphar.

Comentamos mais acima que é possivel identificar tensores com aplicagoes bilineares
e lineares por meio de algumas imersoes. Em [11, Section 15.2], sdo apresentadas as

seguintes imersoes, para uma norma no produto tensorial a definida em NORM:
EQF — (F®. F) — (E'®.F) — (F' @, F')". (1.5)
Além disso, quando consideramos M, N espacos de dimensao finita, vale
M@ N = (M ®,N'), (1.6)

onde a igualdade é do ponto de vista algébrico.
Olhando agora para igualdade (1.6) e a imersio E ® F < (E' ®, F")' vista em

(1.5), é razodvel tentar obter uma norma « no produto tensorial, definida em NORM,
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que satisfaca
M ®, N = (M ®5 N, (1.7)

para M e N espagos de dimensao finita, sendo originalmente « definida em FIN. Eo
que mostramos a seguir.
Considere a um norma no produto tensorial definida em FIN. Entao o’ definida
por
o (z; E,F) :=sup{|u(2)| : a(u; M', N") < 1}

¢ uma norma no produto tensorial definida em FIN.

A envoltéria finita ; de o serd chamada de norma tensorial dual da norma «
(definida em FIN ou NORM). De forma simplificada, nos referiremos simplesmente a
norma tensorial o' definida em NORM, em vez de usar o simbolo ?. Essa é a norma

a no produto tensorial que satisfaz a igualdade (1.7), isto é, M ®, N = (M’ @4 N')'.

Observagao 1.2. Algumas propriedades sobre a norma tensorial dual sdo listadas

abailxo:

(a) Se oo < ¢f, entao 5 < o/, onde ¢ é uma constante.

(b) a=a” em FIN e a' = a.

(c) a=a" em NORM se, e somente se, « é finitamente gerada.
(d) (a') = (a/), se a é uma norma tensorial.

(e) " =cec =m.

O item (d) da observagiao acima, permite a definigdo a* := (o)’ = (/). A norma

a* é chamada de adjunta ou contragradiente de a.

Definigao 1.23. Uma norma tensorial a definida em NORM ¢ dita injetiva a direita
em NORM, se para toda injecao métrica I : F' — G o operador idg ® [ : F ®, F' —
E ®, G é uma injecao métrica para E, F,G € NORM.

Definicao 1.24. Uma norma tensorial o definida em NORM ¢é dita projetiva a direita
em NORM se para toda sobrejecao métrica () : F — G o operador idg ® Q) : E®, F —
E ®, G é uma sobrejecao métrica para E, F,G € NORM.

Se o' é injetiva a direita (respectivamente, projetiva a direita), entdo a norma
tensorial v é chamada injetiva a esquerda (respectivamente, projetiva a esquerda). Se
a é injetiva (projetiva) a esquerda e a direita, entao é dita apenas injetiva (projetiva).

Vejamos alguns casos particulares:
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(i) € é injetiva;

(ii) 7 é projetiva;

(iii) d, ¢ projetiva a direita;
(iv) g, é projetiva a esquerda.

Dada uma norma « definida em NORM, em [l1, Section 20.6] é garantido a
existéncia de uma unica norma «/ que é norma tensorial projetiva a direita, defi-
nida em NORM, e que satisfaz o/ > a. A norma «/ é chamada de norma projetiva a
direita associada a «, e satisfaz a seguinte propriedade: se > « é projetiva a direita,
entdo f > a/. Além disso, \a := ((o!)/)" que é chamada norma projetiva ¢ esquerda
associada a a.

Se o é uma norma tensorial, entao vale

\(@/) = (\a)/ = \a/

e anorma \«/ é chamada de norma projetiva associada a «. Tem-se que \«v/ é a menor
norma tensorial projetiva > a.

De modo andlogo, como demonstrado em [11, Section 20.7], dada uma norma ten-
sorial a definida em NORM, existe uma unica norma tensorial a/\ injetiva a direita
que satisfaz o\ < a. Além disso, se § é uma norma tensorial injetiva a direita tal que
f < a, entdao f < a\. A norma «\ é chamada injetiva a direita associada a .

A norma tensorial injetiva ¢ esquerda associada a a é /a = ((a')\) e /a\ =
(/a)\ = /() é a norma tensorial injetiva associada de «.

Abaixo listamos algumas propriedades que as normas tensoriais citadas acima sa-

tisfazem:

(1) (@) =a\ e (@) =ay;

2) (/) = @)\ e (a\) = (o)/;
(3) (/) = /(a*) e (a\)* = \(a").

Por fim, vamos apresentar o Teorema de Representacao para ideais maximais de
operadores, mas antes definiremos o que significam ideal e uma norma no produto

tensorial estarem associados.

Definicao 1.25. Dizemos que uma norma no produto tensorial o definida em NORM
e um ideal (Z, p) maximal sdo associados, e denotamos por (Z,p) ~ «, se para todo
M, N € FIN, vale Z(M,N) = M’ ®, N.
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Teorema 1.6 ([I1, Representagao para Ideais Maximais de operadores|). Seja (Z, p)
um tdeal normado mazrimal e o uma norma tensorial que estao associados entre si,
isto €, (Z,p) ~ «. Entao para todos E, F € BAN, as relagoes Z(E, F') = (E ®q F) e
I(E,F) = (F®w F') N L(E, F) valem isometricamente.

Uma informagao importante na demonstracao do Teorema 1.6, que iremos utilizar
posteriormente, é que o isomorfismo isométrico da igualdade Z(F, F') = (E @, F)' é
a aplicacao

V:I(E,F') = (EQy F) (1.8)

que a cada operador T' € Z(E, F’) associa o funcional

W(T): E@yF — K
r@y  — P(T)(zy):=T(x)(y).
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Capitulo 2
Operadores mid somantes

Em [14], Karn e Sinha definem o espaco das sequéncias mid p-soméveis e este espago
e a teoria de operadores associada a ele sdo objetos de estudo mais detalhado em [5].

Mais recentemente, Campos e Santos [9] apresentam e estudam o espago das sequéncias
mid (g, p)-soméveis, que generaliza o espago das sequéncias mid p-soméveis, sob a 6tica
da teoria de operadores. Nesse trabalho aparece uma relacao interessante entre a teoria
linear objeto de estudo e a teoria de operadores multilineares absolutamente somantes.

Assim, o objetivo do capitulo é o de apresentar o estudo sobre esse espaco das
sequéncias mid (¢, p)-soméveis, a sua teoria de operadores lineares mid (g, p)-somantes e
apresentar a relacao entre as teorias linear e multilinear citada acima. Como aplicagoes

dessa relacao, apresentamos alguns resultados de inclusoes e coincidéncia.

2.1 O espago das sequéncias mid (g, p)-somaveis

Considere E' um espago de Banach (durante todo este capitulo vamos sempre con-
siderar E' espago de Banach), 1 < p,¢ < oo nimeros reais e (7;)32,; € EN. Da

identificagao abaixo (veja [11, Section 8.2])
(W(E') = L(E; () (2.1)

por meio da aplicagao ¢ = (p)pl; € ()(E) — T, € L(E;{,) definida por
T (x) = (pn(x))ee,, temos (pn(z;))e>, € {,, para todo j € N e sempre que
(P € £(E2).

Uma questao pertinente neste ponto: o que acontece quando levarmos em conta os

dois indices? Isto é, o que acontece com a sequéncia

(Tso(xj));; = ((son(wj))?zl);’il?
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Isto de fato levou os autores do trabalho [9] a defini¢ao de sequéncias mid (g, p)-soméaveis

enunciada abaixo.

Definigao 2.1. Dizemos que uma sequéncia (r;)32, em E é mid (g, p)-somdvel quando

((pn(5))5i1)52y € Ly(£y) sempre que (p,)52, € £(E"). Isto é, quando

q

Z (Z ]gon(xj)]p> " <o (2.2)

sempre que (¢, )ol; € 4 ().

Denotamos por ﬁg};d(E) o espago das sequéncias em E que sao mid (g, p)-somaveis

e tem-se que Eg}li,d(E) ¢ um subespaco vetorial do espaco das sequéncias EY. Com
efeito, Egj]i,d(E) # (), pois a sequéncia identicamente nula em F é mid (g, p)-somdvel. Se
(2)521, ()52, € €I(E) e A um escalar, entao

((pnlz)) + A@n(yj))zo:1)ﬁ1
((@n(%’))?fﬂ + A(son(yj))le)iil
= ((on(z))nZ1)721 + A(en(y))nz1)i2s € Le(Ly),

((pn(z; + A?Jj))zoﬂ)jﬂ

sempre que (p,)p2; € £y (E'). Isto nos diz que a sequéncia
()50 + Ayy)32y = (x5 4 Myy)52y € N(E).
Gragcas a identificagao (2.1), temos a seguinte equivaléncia:
(z5)72, € C4(E) se, e somente se, (T'(z4))521 € €y(Lp), (2.3)

para todo T' € L(E; ().

Observacao 2.1. Quando fazemos p = g em (2.2), podemos comutar as séries, visto

que

> <Z Ison(fcj)|p> => ( \son(wj)lp>

j=1 \n= =1
quando uma delas, e portanto ambas, é convergente. Isto, portanto, nos diz que pode-

mos trocar ((¢n(;))ol1)7; Por ((¢n(75))521)5%, € ainda vamos ter que

((on(z))721)021 € bo(l),

sempre que (¢n)p2; € £ (E).

28



2. Operadores mid somantes

Essa observacao garante que quando p = ¢, temos que Kf;j;d(E) = E;“id(E) (veja a
defini¢io de £3(E) no Capitulo 1).

Lema 2.1. A fungao || - ||, : £551(E) — [0,00) dada por

Q=

)il = 50 Z(Zm(w)p

(en)oq EBZ;;’(E’) j=1 \n=1

estd bem definida e define uma norma em Eg};d(E).

Demonstragdo. Com efeito, para cada = = ()32, € (;%(E), o operador

T,: (E) — 0,(¢,)

(Pr)nzr > ((pnlz)))ni1)52s,

estd bem definido, pela defini¢do de £;(E), e, claramente ¢ linear.
A igualdade

T z(zmw)p

(pn)pZi€Bew ey \ j=1 \n—=1

garante que ||-||,,, estard bem definida se, e somente se, ||, || < oo, isto é, T}, é continua.
Para mostrar a continuidade, usaremos o Teorema do Gréfico Fechado.

Seja (¢*, Tw(¢*))32, uma sequéncia no grafico de T}, que converge para o ponto
(0, y) € L) (E') x Ly(Ly). Isto &,

o 5 o em L (E") (2.4)

To(e") 5y em £,(6,) (2.5)

1 -
Sabendo que £V(E') < (o (E"), isto nos da convergéncia coordenada a coordenada,

assim (2.4) implica em
oF X o em E, (2.6)

para toda coordenada n € N, onde ¢* = (¢F)>2, e ¢ = (¢,)%,. Em particular, de
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(2.6), vale

P (@) B pu(@) (2.7)

para todo z € E.
De modo anélogo, de ¢,(¢,) = lo(£p) € observando que T, (0 )o2 ) = (2 (25))521)521,

a expressao (2.5) implica em
(h(@))is =y’ em (2:8)
para todo j € N. Novamente, por £, < (s e (2.8), obtemos
ehlw;) =yl em K (2.9)

para todo n € N e todo j € N, onde y = (37)52, = ((¢})721);2,. Juntando (2.7), (2.9)

e usando a unicidade de limite, temos

on(z;) =y (2.10)

para todos n, j € N, donde por (2.10) obtemos

Ta(¢") = ((en(@))nt)iz = (a2 = v-

Isto prova que o grafico de T}, é fechado e, portanto, || - ||,, estd bem definida.

Vamos verificar as propriedades de norma na funcao || - ||,,- Para isso, considere
(@3)521, (y5)521 € Emld(E) erekK

Temos ||(z; jle > 0, pois |¢n(x;)| > 0 para todo n,j € N. Se z; = 0 para todo
j € N, entao ¢, (z;) = 0 quaisquer que sejam j € N e (p,)p2; € Beo(r). Assim,

1
q

e, = s Z(Zm(w) o

(pn)aZi€Buw e \ j=1 \n=1

hSAS)

Reciprocamente,

hSES]

H(i'fj)?ilHq,p =0= Z <Z |90n($j)|p> = 0,¥(pn)nZs € Bry(m)

J=1
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= @n(x]) = O,V(gpn)zozl € B ;f’(El) (§] Vj €N

:>l'j:0, Vi e N,

onde a ultima implicacao segue do Teorema de Hahn-Banach e do fato que a sequéncia
Y- e, com @ € Bp/, pertence a Bzw(E’)-
p

Temos ainda

[Mz5)5%]],., = [Az)5eall,,

S Z(menp)p

(Wn)%o:leszw(E’) 7=1 n=1

1<)
Q=

SAES)
Q=

=[Al- sup > (Z !wn(:vj)lp>
)\ j=1 1

(¢”);:O:1€Bépw(El n=

— A @l

A 1ltima propriedade a ser provada ¢é a desigualdade triangular.

Com efeito,

()52 + w2l = 1@y + )5 law

= sup > (Z o (2 + yj)|p> p

(pn)aZi€Bw e \ j=1

1
q

= sup >l pn(a; + yﬁ)iﬁﬂ\%)
j=1

(pn)aZ1€Bew (p)

= (e + <son<yj>>z;ng> q

(pn)aZi€Bew ey \j=1

< sup > Ulpnle)izlly + H(%(yj))?:lllp)q) q

(Pn)ny €Bw () \ j=1

1
) q
< sup ) H(son(xj))?:lHZ) +
Jj=1

(pn)aZ1€Bew (B

5 sw (Z\rwn(yj))f:lug)q
) \j=1

(on)nz1 €Bew (g

= [15)5Zillap + 1 (w5) 2 lla

Com isso, concluimos que || - ||, é uma norma em £44(E). O
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2. Operadores mid somantes

Como comentado inicialmente, neste capitulo, estamos sempre considerando F um

espaco de Banach. Nessa condigao, temos o seguinte resultado:
Proposicao 2.1. ("Y(E) é um espaco de Banach com a norma || - ||

Demonstracao. Seja (%), uma sequéncia de Cauchy em Ef;j;d(E). Paracada k € N,

denotamos ¥ = (%)%, € (M4(E). Entdo, dado ¢ > 0, existe ko € N tal que

, €
k,r > ko= ka—x qu < 3

= H(SL’;c o ZU;)]O; ap

Q=

~—
iS]
v
SIS
AN
DO ™
—~
[\)
—_
—_
~—

= sup Z (Z |g0n(xf — 7]

(‘Pn) 1€BZU7(E/) j=1

—af)| < 5,Y(en)p2y € Buw),Vj €N. (2.12)

DN ™

Sabendo que £;(-) ¢ classe de sequéncia, temos || - ¢j]|lwp = [|¢||, para todo j € N
e todo ¢ € E', ou seja, ¢ - e; € Byw(pry. Assim, usando este fato, a implicagao (2.12) e

o Teorema de Hahn-Banach, obtemos

k,r > ko= ’go(xf —l‘;)’ < %,Vgp € Bp,VjeN

T 8 .
= Hx —xJHE = sup |gp(acf —xj)| < 5 <eVjeN.
pEBE
Segue que, para cada j € N, a sequéncia (xf)zozl é de Cauchy em E. Sendo E um
espaco de Banach, para cada j € N, existe z; := limy, xf e FE.
Afirmagao: z = (z;);2, € LAY(E) e 2% — a.

Fazendo r — oo na implicac¢ao (2.11), obtemos

ST
Q|

<e  (213)

DO | ™

ot e, = s Z(zwﬁ—w) <

(pn)oZ1€Bew ey \ j=1 \n—=1

sempre que k > kg e, consequentemente, ¥ — x. Por outro lado, de (2.13) e Qf‘;d(E)

ser espaco vetorial, segue

r=2a" — (M —2) = (Iko)qo - (xfo - xj)(;; S gf;,lzi;d(E>'



2. Operadores mid somantes

Isto conclui nossa demonstragao. O]

A partir de agora apresentamos resultados de inclusao e coincidéncia do espaco das
sequéncias mid (g, p)-somaveis com alguns dos espagos de sequéncias apresentados no

primeiro capitulo.

Proposicao 2.2. Se ¢ <r, entao (" (E) < 0A(E), para todo 1 < p < oo,
Demonstragdo. Seja x = (1;);2, € (5Y(E). Por definicao ((@n(2;))521)521 € Lo(Lp),
para todo ()5, € £,(E"). De ¢ < r, sabemos que

by (lp) = L)

e, consequentemente, ((¢n(7;))521)52 € €-(€p), para todo (¢n)5e, € £,(E'). Isto ¢,

mid
r €l (E). O
Para a proposicao seguinte, vamos definir o que seria um subconjunto normante.

Definigao 2.2. Seja E um espago de Banach. Um subconjunto N do dual E’ é dito

normante para I se

2]l 2 = sup{le(x)] - ¢ € N, [[o] <1},

para todo xz € E.

Proposicao 2.3. Se 1 < p,q < oo, entao

1 mi 1 w
ly(E) = EYE) < (¥(E)
Demonstragao: Ja vimos que (p,0,0,...) € B%U(E/) se @ estiver em Bps. Assim, se

()52, € €3(E), temos

(253

L= aw (Zwmq)q

lpGBE/ j=1

~ e Z(Zmuw)p

(¢70707)6B2g(E/) ]:1

Q=

< s (Z |¢n<xj>|p) p

oo
(Pr)n=1€Bpw gy \ j=1

= [zl -
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2. Operadores mid somantes

1
Isso mostra que (54(E) — (¥(E).
Para a préxima inclusao vamos usar o seguinte fato: O conjunto Jg(Bg) é normante

de E” e enxergando E como subconjunto de E”, segue que
o0

1(en)oalls = sup > len(@)[”,
r€BE n—=1

para todo (p,)p2; € £ (E").
Entdo, se ()72, em (,(E), definindo o seguinte conjunto J = {j € N: x; # 0},

(g en)] >z
o (nijn) )

q

o0 P

<D H%H“(Sllpg !%(@\”)
xeBEn:l

jeJ

1 1
P q
_ (supzm ) -(muq)
z€BE jeJ
= [(en)nzilly (ZH%Hq)

= len)nzilly - 11(@5)52: Mo,

temos

Q=
Q=

i(iwn(w)g - Z(i

jeJ \n=1

Q=

o0
(S (
n=1

JjeJ

Qe

para todo (p,)p2; € £ (E"). Dai,

T
Q=

Ii)i2s lap = sup Z <Z Ison(%)!p) < 1 (25)52 lla

(@n)io:ﬁBe;,v(E')

e com isso, fica provado que ¢,(E) = C(E). O

Observacao 2.2. Das inclusoes exibidas ao final da Secao 1.1 e da Proposicao 2.3,

obtemos a cadeia

1 1

coo(E) C Ly(E) = (MY(E) < (°(E) < (oo(E)

donde se conclui, junto a todo o exposto na secao, que €‘md( -) é uma classe de sequéncias.
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2. Operadores mid somantes

A préxima proposicao estabelece condigoes de coincidéncia para os espagos na cadeia

apresentada na observacao acima.

Para o préximo resultado necessitaremos dos fatos apresentados na observacao

abaixo.
Observagao 2.3. (a) Seja r = ()52, € (;'(E). E imediato que o operador
Y, B — ly
v (o)),
estd bem definido, é linear e continuo, com [|th, || = [|(25)52; [|w,q-

(b) Se ¢ < p, a desigualdade de Minkowski garante que

Z(Zm(azmq)q < Z(Zm(xmp)p .

Teorema 2.1. Seja v = (z;)72, € (3 (E). Considere as sequintes afirmagoes:

(i) e (Y(E);

(ii) v, € IL(E', {,).

Entao

(a) Se q <p, entdo (i) implica (i) e my(1,) < H(xj);‘ilﬂqyp.

(b) Se q > p, entdo (i) implica (1) e H(:Uj);?‘;lﬂq,p < (V).

Quando p = q, (a) e (b) garantem que (i) é equivalente a (i) e my(s) = [|(7;)321 [l¢.p-

Demonstragdo. (i) = (ii) Seja x € £19(E). Vamos mostrar que o operador induzido

—

VYoo L(E') — 0, (¢,)

(Son)%ozl — ((%(%))j’il)ﬁl,

estd bem definido. Com efeito, de ¢ < p e da Observacao 2.3, obtemos

1

(Z ||¢m<son>||';)p -

Qs
hSA

o

<Z |son<xj>|‘J>

(Z \mxj)rp)p < o0,

3
[
Q=

IA

5

Jj=1
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2. Operadores mid somantes

sempre que (@,)p2; € £)(E'). Assim, @ estd bem definido e, consequentemente,

Y, € I, (E¢,). De my(vy) = ||1/DZH, segue novamente da Observacao 2.3 que

(V) < ()52 lg.p-
(ii) = (i) Se ¢, € I, (£, ¢,), da Observagao 2.3 e ¢ > p, temos

p

> (Z \somj)\p)p > (Z \mxmq)q

n=1

= (Z II%(sOn)IIé’) <o,

para todo (¢n)5; € (¥(E"). Segue da desigualdade acima que = € (034(E) e

IN

H(%)?L lgp < Tp(ta).

Sendo p < s, temos (ver Segao 1.2)
I1,(E; F) < 11, (E; F). (2.14)

e usando essa inclusao e o Teorema 2.1, obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 2.4. Se ¢ < p < s < r, entio (J(E) < C9(E).  Em particular,
e(E) < (M4(E), sempre que p < s.

Demonstracao. Temos

00 mi 2.1
r = (l‘j)j:l € Eq’pd(E) = 1, € I1,(E'; 4,)

2.14

= ¢, € 4(E';4,)
= 1, € II,(E"; (,)

2o = (22, € (MY(EB).
E, ainda do Teorema 2.1 e da inclusao (2.14), obtém-se

1(2)520 s < s(0) < () < [(25)721 .-

Isso finaliza nossa demonstracao. O]

E importante ressaltar que os argumentos e ferramentas construidos em [14] e em
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2. Operadores mid somantes

- : s TR, '
[5] ndo davam conta da inclusio ((E) — (P9(E), sempre que p < s. Aqui essa
inclusdo sai como caso particular das construgoes em [9].

Para a préxima proposicao precisaremos do lema abaixo.

Lema 2.2. Sejam E, F espagos de Banach, (¥n)72, € 3 (F') e T € L(E, F). Entdo
(YnoT),_) € LX(E") e, mais ainda,

(W © T)ozillyp < U 1105 g -

Demonstragao: Seja T' : F' — E’ o operador adjunto de T. Sabendo que a
classe de sequéncias £;(-) ¢ linearmente estdvel e 1" € L(F'; E'), segue que o operador
induzido T" : €¥(F") — (¥(E") estd bem definido (¢ linear) e portanto

(¥n 0 T)pZy = (T"(¢hn))nzy € 6(E).

Além disso, por um argumento de grafico fechado, o operador induzido
T 09(F') — (9(E') é continuo e Hf — ||| = ||IT||. Assim,

1@n o Ty, = I(T@)5L .,

17 - i)ty = 170 @),

IN

]

Proposicao 2.5. Kgfgd() ¢ uma classe de sequéncias finitamente determinada e line-

armente estdvel.

Demonstracao: A Observacao 2.2 ja nos disse que Elq“;,d(-) é uma classe de sequéncias.
Vamos mostrar que ela é finitamente determinada.

Com efeito, se ()72, € E", temos

sup ()%,

(e
5
2.
8
<.
LS
N——
hSAES)
Q|

(Pn)nz1€Buw ey \ j=1

k
wp = Slép sup Z (

I
n
o
ko)
0
o=
i)
(1~
[~]e
<
3
&
<
S
N——
hSEES)
Q=

— Z(mep)p ,

(Pr)nZ1€Buw ey \ j=1

entao (z;)52, € £54(E) se, e somente se, supy, [|(z;)h_,[|4p < o0
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2. Operadores mid somantes

Vejamos agora que fmid(-) ¢ linearmente estavel.
Sejam (2;)52, € CY(E), (pn)ozy € (¥(F'), T € L(E, F). Do Lema 2.2, vale

(T'(pn))per = (om0 T)py € L5 (E),
para todo (@), € £¥(F'). Como ()32, € (3(E),

(0 (T )70 = (om0 T(a))20) 5, € £y (6),

para todo (¢,);e; € €7 (F'). O que mostra que (T'(z;))2, € CX(F), sempre que
()52, € £4(E), isto é, o operador induzido T: (9 (E) — M9(F) estd bem definido.

Para mostrar HTH = ||T'||, veja que de ser £;9(-) uma classe de sequéncias, vale

100, 0,2,0,.. )|, = |zl 5

para todo espaco de Banach F e todo x € E. Assim,

= P )
(Ij)?‘;l EBZE}Ld(E) q,p
= sw @)

(@5)721€Bpmid ()

> sup [(0,....0.T(),0...)ll,,

r€EBE

= sup [T(@)]| =T
r€BE

Para a desigualdade contraria, observe que dado (¢,,)7, € By (pry, temos (wn o ﬁ) €
n=1

Bzg(E’)- Com efeito, pelo Lema 2.2, temos

* 1 1
., - . oT < — T - 1(20) <1
H(@ZJ ||T||>n1 o ||T|| ||(¢ )n 1||wp ||T|| || || ||(77Z) )n71||w,p
Finalmente,
|7 (@), = |@es

~ e Z(an(ﬂx»np)p

(¥n)oZ1€Bew ) \ j=1

- sw Z(memw)

(dn)aZi€Bewrny \ j=1
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2. Operadores mid somantes

— Tl sw i(i

(bn)aZi€Bew iy \ j=1

e

< |7l-  sup > <Z \%(%’)Ip>

(@n)zo:ﬁBe;;’(E’) j=1

hSATS]

= 70 @)l

0 que implica em Hf” = |7 O

2.2 Operadores mid somantes

Tendo em vista as inclusoes estabelecidas na Proposicao 2.3, apresentamos nesta
secao extensoes dos operadores mid e fraco mid somantes que aparecem originalmente
em [5].

Para esta secao vamos considerar 1 < ¢,p,r < oo, E e F' espacos de Banach.

Definicao 2.3. Sejam ¢ < r e T € L(FE;F). Dizemos que T é absolutamente mid
(r; ¢, p)-somante quando (T(x;)32,) € £,(F), sempre que ()32, € (MY(E).

mid
79,p

(r; q, p)-somantes de F em F.

Denotamos por IIM< (E; F') o espago de todos os operadores absolutamente mid

O resultado a seguir, obtido através da Proposicao 1.5, oferece caracterizacoes para

esses operadores.

Teorema 2.2. As sequintes sentencas sao equivalentes:

(i) T el™d (F F).

74P

(ii) O operador induzido

T: (MUE) —  ((F)
(2)2) — T((x)2) = (T(x)

1

estda bem definido € linear e continuo.

(iii) Ewiste uma constante A > 0 tal que H(T($]))
keNetodox; e FE, j=1,...,k.

?=1”r < A-|[(z5)5=0l,, - para todo

(iv) Eziste uma constante A > 0 tal que H(T(:v]))]oilHr < A- H(:pj)‘]?‘;lH%p, para toda

sequéncia (x;)32, € Y(E).
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2. Operadores mid somantes

Além disso, ||T||gqma = HT\H = inf {A : (iii) € satisfeito} define uma norma para a
734,P
classe I (E; F).

Demonstragdo. (i) = (ii) De T € 114 (E; F), segue por definigao

(T(xj))jil € (,(F), sempre que (7;)32, € é;rj;d(E).

De (a) = (b) na Proposicao 1.5, com n = 1, segue que o operador T C(E) — £, (F)
esta bem definido, é linear e continuo.

(ii) = (iii) Em nosso contexto, (ii) equivale a (b) e (iii) & (c¢) na Proposi¢ao 1.5, com
n = 1. Como (b) implica (c) segue que (ii) implica (iii).

(ili) = (iv) Como £354(.) e £,(-) s@o finitamente determinadas, se (iii) acontece entao

|||, =sl|@Ei,

T

< A-sup )i ll,,

=A- ||<xj)ﬁl||q7p7

para toda sequéncia (z;)52, € £4(E).

(iv) = (i) Se vale (iv), entao

(xj)(]?il S ﬁfféd(E) = ”(ﬁj)?;nq,p <0
= [[(T'(;)7Z4 [l < o0
= (T'(z;))72, € 6(F).
Logo, T € I (E; F). O
Definigao 2.4. Sejam ¢ > r e T € L(F;F). Dizemos que T é fraco mid (q,p;)-
somante quando (T(x;);2,) € £739(E), sempre que (z;)52, € (¥(F).
O espaco de todos os operadores fraco mid (g, p; r)-somantes de F em F sera deno-

tado por Wmid (B F).

q,p;T
Como feito para os operadores absolutamente mid somantes, vamos apresentar al-

gumas caracterizagoes para os operadores fraco mid somantes.
Teorema 2.3. As sequintes sentencas sao equivalentes:
(i) T € Wﬁjg(E, F).
(ii) O operador induzido
T: (Y(E) — Egjzi,d(F)
()52 — T ((z))52) = (T(x));2,
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2. Operadores mid somantes

estda bem definido, € linear e continuo.
(iii) (T'(z;)2, € COA(F), sempre que (2;)52, € (4(E).
(iv) O operador induzido

T: (4E) — H(F)

r

(@)X — T ((@)2) = (T(z)7,

esta bem definido, € linear e continuo.

(v) Eziste uma constante B > 0 tal que H(T(x]))
kEeNetodox; e E, j=1,...,k.

§=1‘ o =B H(fj)leﬂwa para todo

(vi) Eziste uma constante B > 0 tal que

SAS
Q[

(S otnr) ) <8 okl 1,

j=1 \n=1
para todo k € N, todo x; € E, j=1,...,k, e todo (pn)pey € £ (F").

(vii) Ewiste uma constante B > 0 tal que

SATSY
Q [

> <Z |<Pn(T(93j))|p> < B |52, 1en)itillu,

j=1 \n=1

para todo (z;)52, € £Y(E) e todo (pn)oly € £ (F').

Além disso, ||T||yyma = HTVH = Hf” = inf {B : (v) € satisfeito} define uma norma
para a classe W (E, F).

Demonstragdo: (i) = (ii) Como T' € W)n0(E; F), entao

(T'(x5))52, € C4(F), sempre que ()32, € (¥(E).

Isso equivale ao item (a) da Proposi¢ao 1.5, com n = 1, que por sua vez implica que o
operador induzido T : (*(E) — CX9(F), estd bem definido, ¢ linear e continuo.

(if) = (iii) Sabendo que £(-), £(-) sdo classes de sequéncias finitamente deter-

minadas, que £*(-) < £¥(-) e que (ii) implica (T(x;))

oo

2, € LM(F), sempre que

(zj)32, € £Y(E), o item (b) da Proposicao 1.6 ¢ satisfeito e desse resultado obtém-

se (T(xj));’il € E‘;};d(F), sempre que (%’)j’il € lY(E).
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2. Operadores mid somantes

(iii) = (iv) Como feito em “(i) = (ii)”, a implicacdo segue imediatamente da Pro-
posicao 1.5.
(iv) = (v) Segue da aplicagao imediata de (b) = (c) da Proposigao 1.5

(v) = (vi) Assumindo (v), temos

Q=

> (Z |90n(T(l°j)>|”> - [y ly |

j=1 \n=1

B
Q|

@n
Mol L)

> (&

p)
< (n)nzillu,

a3 <Z rwn<T<xj>>|p>p

(1?%);”:1632;,”(15’) j=1

= 1(en)illy, - 1T(@5))5 Ml

< B @)zl 1en)iiil,,

1

para todo k € N, todo z; € E, j =1,...,k, e todo (p,),—, € f;;)(F/).
(vi) = (vii) Segue diretamente de £9(-) e £2(-) serem finitamente determinadas.

(vii) = (i) Assumindo (vii), temos

()72 € 67 (B) = [|(x;)

[e.o]

Q=

< 00, ¥(gn)nzy € 6, (E')

I
Mw
N
hE
s
=
QE%
=
bR

Isso mostra que (T'(z;))52, € (Y(F) sempre que (z;)52, € (¥(E), isto é, T €

mid .
Wi (B; F). O
4 mid . — mid . —
Um calculo elementar mostra que I (E; F') = {0}, quando r < ¢, e W S.(E; F) =
{0}, quando r > ¢ (veja [4, Pégina 8]). Outro fato interessante é que IT29 o W4 C

II, ,, na condicao em que 1 <r < ¢q < s < 00.

Observacao 2.4. Como esperado, as classes acima recuperam as classes de ope-
radores mid somantes definidas em [5] e [14], visto que IIJ3 (E; F) = ILNY(E; F),

I (B F) = [N B; F), WM (B F) = WRA(E; F) e WRd (B, F) = Wr(E; F).

pip,p 9,4;p p,p;p

As classes de operadores mid (g, p)-somantes formam ideais de Banach, como mostra
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2. Operadores mid somantes

o seguinte resultado.

Teorema 2.4. As classes (Hmld || - |’H;r?;11dp> (Wmld | - HW;n;,dT) s@o ideais de Banach.

T¢,p? DT

Demonstragdo. Com efeito, sendo £5(-), £,(-) linearmente estdveis e
mi 1
CUK) = £y(K) = £y = £, = £,(K),

pois g < r por defini¢ao, segue do Teorema 1.4 que (Hfl;dp, | - Hng;dp> ¢ ideal de Banach.

Analogamente, de ¢¥(-) ser linearmente estével e
(oK) = 0% = £, = £y = Ly(K) < £79(K),

: P : mid ) 4
pois na definicao consideramos ¢ > r, segue do Teorema 1.4 que <qur, [ - HW(;?;);dT> é

também ideal de Banach. O

Vamos encerrar esta se¢ao com um resultado de inclusao de classes. Mais especifi-
camente, vamos apresentar algumas relacoes entre classes de operadores absolutamente
somantes, operadores Cohen fortemente somantes e a classe de operadores fraco mid

(g, p)-somantes.

Teorema 2.5. Seja T € L(E;F). Se o adjunto T" € absolutamente p-somante, isto
€, T' € IL,(F;E'), entio T € WL(E; F) para todo s € [p,00). Isto equivale a
Hd“aLl C wnid " se s € [p,0).

S,p;87

Demonstracao. Sejam k,I € N. Para todo z; € E, com j = 1,...,k, e toda

sequeéncia (yp,)p2; € £ (F"), temos

3 e
® =

> (Z IsOn(T(xj)Np) => (Z IT’<¢n)($j)l”)

j=1 \n=1 Jj=1 =
py L
l s\ P
< (Zw oa) (@) )
n=1 =1
! k 7/( s\ = ,
n=1 =
1\ P\ 3
< T (@n))ncallo - | | sup (ZW ;) )

EBE/ _

= (T (@n))nz llp - 1(@5)51 s
< (1) - 1)zt s 1 (n)n llug
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2. Operadores mid somantes

Assim, fazendo [ — oo obtemos

Sk
|

> (Z \SOn(T(ﬂfj))lp) < (1) 1) 5= s - N (n)ns s

Jj=1

sempre que ¥; € E (j = 1,...,k) e (pa)pz; € £(F'). O item (vi) do Teorema 2.3
garante que 7' € WMd (E; ), para todo s € [p, c0). O]

5,P;8

Abaixo, segue uma consequéncia desse teorema, que relaciona as classes de opera-
dores Cohen fortemente somantes (indicamos [8] e [10] para um estudo detalhado sobre

essa classe de operadores) com a classe dos operadores fraco mid somantes.

Corolario 2.1. Considere 1 < p < o0 e px 0 seu conjugado, isto €, %+ 1% = 1. Entao,
Dp* g W];nid

Demonstragdo. Sabendo que D,, = 119" (veja [10, Theorem 2.2.2]), o Teorema 2.5

garante que
1 rpdual id _ id
Dy = l'Ipua C W —= W;‘“ .

p,p;p

2.3 Uma relacao entre as teorias linear e multili-

near

Nesta secao vamos mostrar uma relacao entre a teoria linear de operadores mid
somantes e a teoria de operadores multiplo somantes. Para isso, vamos exibir uma
aplicacao bilinear que faz papel fundamental nesse processo.

Seja T' € L(E; F) e considere

br: FFxE — K
(p,2) +— Or(p,z) = (T(x))

que esta bem definida (claro), é bilinear e continua. Com efeito,

Or(p+ M, x) = (p + M) (T(2)) = @(T(2)) + Mp(T(2)) = Pr(p, ) + APr(¢), z),

para todos ¢, € F', x € E e A € K. Por outro lado,

Or(p,z+ Ay) = p(T(z) + \T'(y)) = (T'(z)) + Ap(T(y)) = Pr(p, ) + APr(p,y),
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2. Operadores mid somantes

para todos ¢ € F', x,y € E e A € K. Portanto, @7 € bilinear. Da continuidade de T e
de ¢, segue que
p(T(2))| < [l T[],

para todo (p,z) € F' x E, e a continuidade de ®r segue do Teorema 1.1. Assim,
Or € L(F'E;K) = L(F' E).

Vejamos que esta aplicacao bilinear estabelece a relagao entre as teorias linear e
multilinear que falamos.

Tendo em vista que

RSl
hSlS
Q=

> (Z !%(T(flfj))\p>

j=1 \n=1

- (3 (Smrtanr) )

j=1 \n=1

juntando-se a Defini¢ao 1.5 e o Teorema 2.3 item (vii), obtemos imediatamente o

Teorema 2.6. Considere T € L(E;F). Temos T € WS (E; F) se, e somente se,
op eI, (F',E;K).

PAgiDsT
Com este teorema, os resultados de inclusoes e coincidéncia conhecidos entre classes

de operadores multiplo somantes podem ajudar na teoria de operadores mid somantes.

Corolario 2.2. Sejam E e F espacos de Banach. Para uma escolha admissivel de

parametros q,qi, p,p1,T ey, tem-se:

(a) 112, (F' E;K) = L(F', E;K) = W™ (E: F) = L(E; F).

p,q;p;T a,p;T

(b) I} 4 (F', 5 K) C I

p,q;p,T P1,91;P1,71

(F',E;K) = Wnid (g py c wmid _(E: F).

q,p;T q1,P1;71

Demonstragao. Com efeito, o item (a) segue de

T € L(E;F) = @ € L(F',E;K) =1L (F', E;K)
=T e Wh(E;, F),

q,p;T

onde a segunda implicagao segue do Teorema 2.6. Logo, W™ (E; F) = L(E; F).

q,p;T
A prova do item (b) segue de um argumento andlogo da prova do item (a). O

Vamos as aplicagoes dos resultados acima. Para a primeira, precisamos de uma

definicao.

Definicao 2.5. Dizemos que um espago normado F tem cotipo ¢ > 2 quando existe

C > 0 tal que para todon € N e todo zy,...,x, € E, temos

n ‘ 1
(Zrmnq) <c(|
i=1 0
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2. Operadores mid somantes

onde r;’s sao fungoes de Rademacher.

Corolario 2.3. Sejam E e F' espacos de Banach.

i) 1<p<qg<2=WMY(E;F)C WMY(E;F).

ii) 1<p,q<2ekE F tém cotipo 2 = W];nid(E; F)= quid(E; F).

iii) 1<p<g<oo, EeF sio Lo-espagos = WY(E; F) C Wr(E; F).
iv) 1<p<2= WM (l;c) = L4 o).

Demonstragdo. (i) Se T € WM(E; F), pelo Teorema 2.6, temos ®r € II2(F', E;K).
Por [21, Theorem 3.4], obtemos que T' € IT;(F’, E; K) e usando novamente o Teorema
2.6 obtemos T' € W™4(E; F).

(ii) Combinando o Teorema 2.6 com o resultado em [6, Theorem 4.6], temos
Wrid(B; F) ¢ Wid(E; F).

(iii) Segue da combinacao imediata de [6, Theorem 4.9] e do Teorema 2.6.

(iv) Se T € L(f;¢9), entao &r € L({1,¢1;K). De [22, Theorem 3.4] segue que
O € Hi(ﬁl,ﬁl;K). Com isso o Teorema 2.6 garante que T € W;ﬁd(ﬁl;co) e assim
W (ly; o) = L(01; o). O

A titulo de curiosidade para o leitor, é fato que no préprio artigo [9], referéncia
principal usada neste capitulo, é provado que o item (i) ainda é valido quando conside-
ramos 1 < p < g < oo, porém neste caso é usado um argumento baseado no Teorema
de Dominacao de Pietsch.

A 1ltima proposi¢ao da secao nao esta diretamente associado a relagao entre as
teorias linear e multilinear como os resultados anteriores. Entretanto, deixamos-a nesta
secao porque, de certa forma, ele complementa os resultados anteriores.

O resultado de inclusao é mais geral no sentido de “maior liberdade” aos parametros.

Proposicao 2.6. Se 1 < p,q,r,s,t <oo, comr <gq, s<tel/r—1/¢q<1/s—1/t,
entao Wqﬁii =N Wt‘f;,ifsl.

Demonstragdo. Sejam ¢ = (p,)52, € (¥(E'), T € W<(E; F) e considere o opera-
dor R, 1 : E — {, definido por R, r(x) = (¢n(T(x)))p;-

Como By, visto como subconjunto de F”, é normante, entao vale

Ion)nzalli, = sup (Z \gon(y)\p> .

F \n=1

Assim, para todo x € E com T'(x) # 0, temos

1R ()]l = I (en(T(2)))520 15
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2. Operadores mid somantes

= lea(T(@)P

o (o)

= T@)|"-
< T @P - [1(en)nzillt p (2.15)

n=1

e quando T'(z) = 0 a desigualdade || R, r(2)|[) < [|[T(z)||P - [|(¢n)ozy s, € trivialmente
satisfeita. Isto prova que R, estd bem definida e ¢ facil mostrar que ela ¢ linear.
Por (2.15), obtemos ainda

1B (@)llp < N7zl p (2.16)

para todo z € E donde ||R, 7|, < |T||l¢]lwp-

Note que Ry, p € Iy (E; L) se, e somente se, T € W4 (E; F), pois o induzido

Roip : £ (E) = £y(ty) dado por By r((x;)32,) = ((9a(T ()13, estd bem definido
se, e somente se, (T'(z;))32, € (%(F) sempre que (;)32, € (¥(E). Assim, como por

hipétese temos T € W™4(E; F), obtemos R, € I,..(F;/,). Segue das hipSteses

q,p;T
sobre os parametros que Il (E;/¢,) < II:.s(E;¢,). Logo, R, € I1;.4(E; ¢,), com

ms(Bor) < T (Bpr) < (1T wys, - [l

q,p;T

w,ps

onde a tltima desigualdade decorre de (2.16). Dai temos

)3 (Z |<Pn(T(xj))\p> < s (B ) [ () 521 s

j=1 \n=1

< 1 Tllwgia, - lpllwpll (25)5 s

q9,p;T

e isto nos diz que T' € WM4(E; F). O

t,p;s
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Capitulo 3

Normas tensoriais tracadas e

operadores multiplo somantes

Nesse capitulo apresentaremos as classes dos operadores multiplos somantes sob
uma abordagem de produto tensorial, tendo como interesse a caracterizacao desses
operadores por meio da continuidade de aplicacoes entre produtos tensoriais. Para
ser mais especifico, vamos apresentar uma relacao, estabelecida no artigo [20] (nossa
referéncia principal neste capitulo), entre operadores n-lineares multiplo somantes e
uma aplicagao (n — 1)-linear definida entre produtos tensoriais. Em seguida, apresen-
tamos aplicagoes decorrentes dessa relacao. As referéncias a definicoes de objetos e

fatos complementares a este objetivo sao [11] e [19].

3.1 Consideracoes iniciais

Sabemos também que T' € L(E; F) é absolutamente p-somante equivale a existir

uma constante C' > 0 tal que, para toda sequéncia finita (z;)}_; em E, tem-se

n 1/p n 1/p
MAT@HIP | <Cosup (D le()lP ] -
j=1 pEBE j=1

Relembre, da Secao 1.6, que £, ®a, F' pode ser identificado como um subespago de
lp(F) e que () (E) = (,@.E (ver (1.4)). Usando essas identificagoes, em [11, Section
11.1] encontra-se a seguinte caracterizagao equivalente para operadores absolutamente
p-somantes, em termos de produtos tensoriais: um operador continuo 7' : £ — F ¢é
absolutamente p-somante se, e somente, se a aplicacao idy, @ T": £, ®. E — £, @a, F

dada por

n

(ide, @ T) (Z a; & xz) = i a; ® T(z;)

i=1
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

é continua.

Apenas para a compreensao do leitor, e isso serd importante mais a frente, é ne-
cessdrio notar a relagao idy, @ T': £, ®. £ — £, ®a, F' € continuo com a caracterizacao
da Proposicao 1.1 item (v): (T'(x;))52, € €,(F) sempre que (r;)32, € (7(E), quando T
é p-somante.

O conceito também pode ser posto da seguinte forma: pondo ¢ como o subespago
de ¢, das sequéncias que tem apenas um numero finito de coordenadas nao-nulas e
identificando as sequéncias finitas (x;)}_, em E por Y " | e;@x; € (@ E (e vice-versa),
obtemos que T" é p-somante se, e somente, se a aplicagao 1" : £ ®. £ — £, ®a, F' dada

por
i=1 1=1

¢ continua (f é a restricao de id,, ® T' a £f ® E).
Vejamos a definicao de operadores multiplo p-somantes, caso particular da Defini¢ao
1.5 em que todos os parametros p;, q; sao iguais a p, e em seguida uma equivaléncia

desta sob a otica de produtos tensoriais.

Defini¢ao 3.1. Sejam n € N, Fy, ..., E,, F espagos de Banach, T' € L(Ey, ..., E,; F)

e 1 < p < oco. Dizemos que T é multiplo p-somante se existe C' > 0 tal que

mi Mn
(Z---anﬁ%---, ||p> <0HII 73, il

Ji1=1 Jn=1

(@)

para todo x;’ € E;, com j; = 1,...,m; et = 1,...,n. Mantendo a notagao da De-
finigao 1.5, denotamos por HZ(El, ..., En; F) o espago de todos os operadores miltiplo
p-somantes de Ey x -+ x E, em F e definimos [|T'[|zz como o infimo das constantes

C > 0 que satisfazem a desigualdade acima.

Em termos de produtos tensoriais, a seguinte definicao equivalente para operadores

multiplo p-somantes é apresentada em [20, Pégina 5|:

Definigao 3.2. Sejam n € N, Fy, ..., E,, F espagos de Banach, T' € L(E4,...,E,; F)

el <p<oo. Ooperador T' é multiplo p-somante se o operador linear associado

T: (€g®€E1)XX(€g®EEn) — (6 ®A ®A €)®AF
(@) () o Yo Zw @ e, @T(ah, ..., 7)
i1=1 in=1

¢é continuo.
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

Quando n = 1, nao é dificil perceber que T coincide com idg, ® T' e, portanto, T'

sera absolutamente p-somante.

3.2 Operadores multilineares (v, a, p)-somantes

A partir da Definicao 3.2, apresentamos uma generalizacao do conceito para duas
normas razoaveis quaisquer. Relembre que uma norma o em E ® F' é dita razoavel
quando satisfaz ¢ < o < 7, onde € e 7™ sao as normas injetiva e projetiva, respectiva-

mente, sobre o mesmo produto tensorial.

Definicao 3.3. Sejam n € N, a e v duas normas razoaveis. Um operador n-linear
T:FE x---x FE, — F édito maltiplo (v, «, p)-somante se o operador associado
T: (6 ®y Er) X oo x (lg @y By) — (fp@ﬁp"'@Apép)@aF

mi mMn
(@, @) = > ) e @ ®e, @T(al, ..., af)

i1=1  ip=1
é continuo.

Observagao 3.1. A classe I} coincide com a classe dos operadores n-lineares multiplo

(e, A, p)-somantes.

Exemplo 3.1. Vejamos mais um exemplo de como a definicao acima se aplica. Um

operador linear continuo T : E — F' é dito (g, p)-misto (ver [11, Proposition 32.4]) se

satisfaz
m n p/a\ /P
> (Z IWk(T(ij))Iq) < Olz5)iiallws - 1(r)k=1llg;
j=1 \k=1
para algum C' > 0, para todos z1,...,2, € Ee p1,...,0, € F'. E mostrado em [11,

Section 32.3], na simbologia 14 usada, que T ser (g, p)-misto equivale a T" ser multiplo

(9, Ay, q')-somante, onde p’ e ¢’ sdo os conjugados de p e ¢, respectivamente.

Mais exemplos serao apresentados nas aplicagoes do resultado principal do capitulo.

A propésito, vejamos uma construcao que utilizaremos para estabelecer o resultado
principal desse capitulo. Para mais informagoes sobre essa construgao indicamos [11,
Section 29].

Considere 8 e v normas tensoriais em £ ® {,; e {, ® F, respectivamente. Defina
C:(E®ly)®({l,®F) = E®F por C((a®u)® (v®Db)) =u(v)a® b, chamada de

contracao tensorial.
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

A norma tensorial tragada v ®g,  é por definicao a norma quociente dada pelo

produto tensorial projetivo, isto é, para cada z € £ ® F,
Y ®g, B(2) = inf{m(w) : w € (E®ply) @ (£, ®, F), C(w) = z}.

Em particular, quando as normas tensoriais sao A, e ¢, tem-se d, = A, ®, € (ver [11,

Proposition 1, Section 29.3]).

3.3 Uma relacao entre “niveis” de linearidade

Agora apresentamos o resultado principal desse capitulo. Ele estabelece uma relacao
entre classes de operadores n-lineares (7, «, p)-somantes pela continuidade de certos
operadores (n — 1)-lineares; uma espécie de procedimento de “reducao de ordem de
linearidade”.

Por simplicidade e sem perda de generalidade, todo o argumento abaixo sera de-
monstrado no caso 3-linear e o resultado principal sera posteriormente enunciado em
sua versao n-linear, com n > 2. Além disso, fragmentaremos parte da demonstragao
presente em [20] em alguns lemas que sao anunciados e provados a seguir.

Para os préoximos resultados, observe que se

mip  m2

Z Z e, @ €1y ® Piy iy € 05 ®n, o ®a, F,

i1=1142=1

entao

i m2 mi ma
Ay (Z Z Ci & €ip @ %1,1'2) = Ay <Z i ® <Z €iy @ %’1,7;2))

11=11i2=1 11=1 i2=1

1
, 1

mi mo p p,
= E : AP' E : €iy &® Pirio
i1=1 =1

1
/ ol

mi mo % P
/
s (zu%,igup)

i1=1 \i2=1

mi1 ma i
= ZZH%@IIP) : (3.1)

i1=112=1

Lema 3.1. Cada elemento u € ﬁg Qa, fg ®n,, F' pode ser escrito de maneira unica
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

por uma representacao da forma

mp m2

u = Z Zeil ® €iy ® Piyia-

i1=1149=1

Demonstracao. Se
my my

Z Z €iy ® €iq ® wil,iQ

i1=112=1
¢ outra representacao, completando com zeros se necesséario, podemos supor que m) =
my e my = my. Agora, para cada ji,j3, com 1 < j; <mjel < jo <mg, ey € F,
podemos considerar

Sijay =€, ®€j, ®Y ELLRE R F

/ / !
como um elemento no dual (eg ®a,, by ®a, F’) , definindo-se

mi1  mso
Sj17j2§y (Z Z €iy ® Ciy ® ¢i1,i2> = Pi1,ja (y)

i1=119=1

Com efeito, a boa definicao de S}, j,., ¢ 6bvia. A aplicagao ¢ linear visto que para

U:Zml— io= 1611®612®¢117127,U_Zm1— €z1®622®%122€£ ®A/£ ®A/F/

i1=1 i1=1 io=1

e A escalar, tem-se

mip mso

Shr ey (U + AV) = Sy oy (Z Z €iy @ €iy @ (Piy i, + )‘%1,22))

11=112=1

- (¢j17j2 + >"7j1,j2) <y>
= ¢jl:j2 (y) + >‘7j17j2 (y>
= thjz;y(u) + )‘Sjl,j2;y(v)'

Além disso, temos

151 oy (W) = [051.55 (V)]

S ||<)0j11j2||||y”
mi1 mo 1/pl
<l (z 5 n%w)
i1=112=1
= [yl - Ap(u),
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

o que nos diz que S}, j,., ¢ continuo. Por fim, como

mi me
0= Sj1,j2§y Z Z €i; ® €j, ® (90i1,i2 - wilﬂé) = (Spjl,]é - %'1,]‘2) (y)
11=112=1
com y € F arbitrdrio, segue que ¢j, ;, = ¥j, ;, para todos j; = 1,...,my e j» =
1, oo, Mo, ]

Lema 3.2. O elemento

ZZZ%@%@T( al,a;,a}) €L, @, ®F

Jj1=1j2=1j3=1

/
. . / / .
pode ser visto como um funcional em (fﬁ ®n,, o ®n,, F’) , definindo-se

mi1 m2

} :j : 2 3
E : § : 611 ® 612 ® 9011,22 9011,22 117a’i27 aig))'
11=119=1 11=11i9=1

Demonstracao. A boa definicao de S é ébvia e a linearidade pode ser mostrada como

no lema anterior. A continuidade segue da desigualdade de Holder, pois

mi,mo mi,m2
Z 9011,12 117a1227az:'33)) < Z H(pi177:2“HT(CI/,}17a?Q,a:?S)H
i1,12=1 i1,02=1
mi,msa 1/p' mi,mso 1/p
/
< Z ||902'1,i2Hp Z “T( iy s 127 ?3)”])
i1,i2=1 i1,t2=1
mi,ma
< AP’ Z Ciy @ iy & Vi iy ||( ( Ay 127a33))i17i27i3||p
i1,i9=1
e assim ||S|| < [(T(aj,, af,, af)))ir,ia islp- O

Lema 3.3. Para todos (a}, )", € {{® Ey, k=1,2,3, e T € L(E, By, Es; F), existe

mi,m2,ms3

e, 6. . . . B
Z i1 @ €iy @ Piyjig iz € NN

11,i2,13=1
satisfazendo
mi,mz,m3 mi,maz,ms3
E 3 _ § 1 2 3
Ap 621712»13 ® T( 217 127 a’ig) - SDiI:iQ:iS (T(a”h’ a’ig’ ai3)) ) (32)
11,82,i3=1 11,82,i3=1

onde e;, ® e;, ® €;, € denotado por €;, ;, is-
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

Demonstracao. Note que a sequéncia

mi,m2,m3

u= Z Cirinis @ T(a; , a; ,a}) € lh @, l§ @a, F

11,i2,i3=1

é finita e pode, por uma nova indexacao, ser associada a uma sequéncia u = (T(ajl, af, ag’))J 1
no espago {;(F) :== {F", || - [|,}, para um certo n € N. Sabendo que (¢} (F))" = (;,(F"),
pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ¢ = (¢;)j-; de norma 1 em £3,(F") tal que

lo(u)| = ||lul|,. Pelo que foi comentado acima, é facil perceber que existe

mi,m2,ms3

E €iy @ €iy @ Piyjinis € BZS,@AP/ %”®Ap, F

11,12,83=1

associada a ¢ e que

mi,m2,m3 mi,mg,m3 l/p
AP ( Z 621712713 ®T( 217 Zg’a?3)> - ( Z ”T(a11’a227a )“p)

11,82,83=1 11,82,83=1

= [lully = le(w)]
mi,m2,ms3

Pir inyiz (T(a%l ) a’ZZQ ) a?3))

11,523 =1

Observacao 3.2. a) Para uso no teorema a seguir, sendo v uma norma tensorial,
vamos escrever o significado da continuidade do operador T na Defini¢ao 3.3 para o
caso de um operador 7' (3-linear) multiplo (y, A,, p)-somante:

e Um operador T": By x Ey x E3 — F é miultiplo (v, A,, p)-somante se
mi1 ma ms3
A, (Z > D e ®en ®e, ®T(a), af,,a,) ) < |7 Hv <Z i, ® %)
i1=11iz=11ig=1 =1

ou ainda

I(T(a},, a2, a4))is i llp < 1T Hv (Z €y @ azk> :

=1
b) Sendo 1 < p < 0o e v uma norma tensorial, a norma tracada o = 7 ®y, A;, assume

a forma

alz) =7 @, Ay (2) =

= inf {AZ, (iai ® ei) v (ibl ® ei) ,C(w) = z}
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

ondew= (3" a;,®e)® (D", eR0b;) € <E ®at, ﬁp/) Rr (lp @4 F).
Apresentamos agora o teorema principal, em sua versao 3-linear.

Teorema 3.1. Sejam 1 < p < 0o e v uma norma tensorial. Sendo o = v ®y, A;, e

T: Ey x By x Es — F um operador 3-linear, entao sao equivalentes:

i) T é maltiplo (v, A, p)-somante.

ii) A aplicagao bilinear
~ / / !
Ty (0 2y Bn) x (6@, Bo) — (6 @, 0 @a, F) 80 By

definida por

mi ma
T3 (( z )Zbl 1 <a122 i9=1 (Z <Z Z e’Ll ® 612 ® §0z1,12,13> ® 13)

i3=1 \i1=112=1
mi1 m2 Mm3

z : 2 3
- E E (10’01722713 ’L17 Zg’azg,))

i1=11i2=11i3=1

esta bem definida e é continua.

Demonstracao. Ja sabemos, pelo Lema 3.1, que os elementos de ﬁgl ®a, K‘SI Qa,, F’

podem ser representados de maneira tinica por

mi1 ma

Z Z €, ® €, & Piy i

i1=11i2=1

Identificando £5® E; como um subespago de £,,(£;), fixemos (a], )Z L Eel(E)), =12,

e ponhamos a = ((a} )", (a2)%,).

~ / / /
Vejamos que T3(a) é um elemento em <(€§ ®a, by ®a, F') ®a E3> . Com efeito,
a aplicacdo By, , (& ®a, I ®a, ') x B3 = K

mi1 mo mip m2
<Zzei1 ®ei2 ®90i1,i27a3> — Zzgpilﬂé( azpazz’a ))

i1=1142=1 i1=1142=1

é uma forma bilinear, cuja linearizagao (que existe e é tinica pelo Teorema 1.5) coincide
com T3(a). Portanto, T3(a) pertence ao dual algébrico de (fgl Ra,, %’/ ®n,, ') @ E.
Dado

mi ma
Z (Z Z € ® Ciz ® Wiy iz, iz & al3> € (fg ®Ap/ ﬁg ®Ap/ F/) &® E37

i3=1 \i1=112=1
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

usando o operador S do Lema 3.2, obtemos

ms mi,m2
TS(a) (Z ( Z €, ® €, @ Pi1ia,i3 ® CL?3>) ‘

is=1 \d1,io=1

mi,ma,ms3
S § €iy ® €y ® Pit,iz,is

11,12,i3=1

mi,m2,ms3

E 2 3 _
SO’LIJQJS 217 zz’a’zg)) -

11,12,i3=1

mi,m2,m3
S HSH ’ AP' ( Z €iy & €iy ® 90i1,i2,i3> . (33)

11,i2,13=1

De ||S|| < |(T(al,, a2, a3 )i, ipisllp, fato provado no Lema 3.2, e como T ¢ multiplo

Z17 127 713

(v, Ap, p)-somante (ver Observagao 3.2 item a)), obtemos

mi1 mo ms
||SH < H( ( A, 1227 a?g))117127743Hp P (Z Z Z €iy @ €i & €i53 & T(azlp a?ya?g))

i1=140=1143=1

< |7 Hv (Z €if, @ afk) : (3.4)

=1

Pondo

ms3 mip ma
2 = Z (Z Z e, e, X Pi1 i,z ® a135>

i3=1 \t1=112=1

e juntando (3.3) e (3.4), obtemos

mi ms ms3
< HSHAP’ (Z Z Z €iy & €iy ® 901'1,1'2,2'3)

11=119=11i3=1

Tia) (2

mi1 mo ms3
< ”TH H Y <Z Cip ® azk AP’ (Z Z Z €i; ® €, & Spi1,i2,i3>
ip=1 11=1142=113=1
. my m3 mi1  m2
= ||T||H7 Zeik ®afk Ay (Z €ig & <Zzei1 ® €4, ®90i17i2,i3>>
k=1 ip=1 i3=1 i1=112=1
3 mp mi1 me
= [T H7 Zeik ®afk <Z <ZZ€21 ® €4, ®§011,12713> ®613>
k=1 ip=1 i3=1 \i1=112=1
" 2 mp
=TI~ (D] en @ ai,
k=1 ip=1
ms3 myp  m2
- (Z €iz @ a?s) <Z <Z Z €i, & €i, @ ‘Pnﬂms) ® 613)
i3=1 i3=1 \i1=112=1
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

o que implica em (ver a Observagao 3.2 item b))

To(a)(2)| < |IT) H'y (Z ®> a(2).

=1

~ , , /
Disso e do Teorema 1.1 segue que T3(a) € <(€g ®n,, o n,, F') ®, E3> e, portanto,

Ty estd bem definido. Além disso, vale

ITs(2)]l < |IT Hv (Z €ip @ azk>

Zkl

0 que prova a continuidade de T e | T5]| < || 7.

. .. , s . 1 \m1 2 \mo 3 \ms
Reciprocamente, suponha que i7) é valido. Fixemos (a;,);/L;, (a;,)n> e (a7,)i,

em seus respectivos espacos e denotemos e;, ® e€;, ® €;, POr €, ,i,- Pelo Lema 3.3,

existe
mi,mz,m3
E €iy & iy @ Vi in,is € ng’®A I
i1,iz,i3=1 ! !
tal que
mi,m2,m3 mi,ma,ms
2 2 3 _
AP § 611,12,13 ® T( 117 azzﬂ E 9021,12713 117 127 aig)) - (*)
i1,12,i3=1 i1,12,i13=1

Disso e da continuidade de T: 3, obtemos

ms mi,m2
(x) = |T5(a) (Z ( D i @i ® Piini, ® a§’3>) ‘

is=1 \i1,iz=1
" m3 mi,m2
< [|Tz(a)| - o (Z ( D e ®en ® Vs ® a??,))
i3=1 \i1,i2=1
ms mi,m2
< HTSH H’y (Z €iy, ® &zk> (Z < Z €i; @ €j, ® 901'171'272'3) ® a’?g)
ir=1 is=1 \iy,iz=1
mi,ma,ms3
< ||TH H7 (Z € @ ai) AP’ ( Z iy @ €i, @ (pilﬂ'z,is)
ir=1 i1 iz ig=1
T (St ).
=1
Isto prova que 7' é miltiplo (7, A,, p)-somante. ]

Finalmente, exibimos o teorema principal acima demonstrado, em sua versao mais

geral.
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

Teorema 3.2. Sejam n > 2, 1 < p < oo e v wma norma tensorial. Ponha
a =y Qy, A;,. SeT : Fy x---x E, = F € um operador n-linear entdo sao equi-

valentes:

i) T é maltiplo (v, A,, p)-somante.

ii) A aplicagao (n — 1)-linear
~ / / !
Tyt (@, B - x (@, Bpy) — ((gg ®a, "1 ®a, 8 O, F') ®a En>

definida por

mMn mi Mnp—1
Tn (a’) E : E T E : €iy - Cin_1 ® Pityenin ® iy,
in=1 i1=1 in—1=1

my Mp
e Z A Z @il,---7in(T(az'11’ . ,CLZ)),

i1=1 in=1

onde a = ((a}l)ZL;l, - (a?,:)?z;l:l): estd bem definida e é continua.

3.4 Aplicacoes: operadores bilineares

Tendo em vista o que fizemos no capitulo anterior de caracterizar as classes de
operadores mid por meio de operadores bilineares, nessa secao queremos caracterizar
certas classes de aplicacoes bilineares via operadores lineares sob a ética do Teorema
3.2.

Considere 1 < p < oo e Ey, Es, I espagos de Banach. Relembre que um opera-
dor bilinear T' € L(E1, F; F') é miltiplo p-somante quando satisfaz as condigoes da

Definicao 3.1, isto é, quando existe uma constante C' > 0 tal que

(Z Z 1T (5, yi)Hp> < Ol(5) 7l p 1 (@)l p
m n 1/p
=C  sup <ZZI9@(%)¢(%)IP>

@EBEl ,QJJEBEQ j=1 i=1

para todos zy,...,x, € Ei e yi,...,y, € Fy. E sua norma HTHHE,.M’ que vamos
denotar simplesmente por || 7|z, ¢ o infimo de todas as contantes C' > 0 que satisfazem
a desigualdade acima. Além disso, comparando as Defini¢oes 3.2 e 3.3 segue que T é

multiplo p-somante se, e somente se, é multiplo (g, A,, p)-somante.
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

O préximo resultado caracteriza essa classe de operadores por meio de um operador
sequencial associado que apresentamos a seguir:
Dado T € L(F1, Es; F), definimos o operador

Ty : 0y(Ey) — L(Ey; 0,(F)) (3.5)

como o operador que associa (z;)2, € (,(E;) a To((2:)2,) : By — ¢,(F) dado por

To((:)2)(y) = (T(2i,9))Zs-
Para cada (x;)72, € (,(E) e todo y € E,, vale

1/p

00 1/p 1S9
<Z||T($i»y)||p> <7yl <Z||$i||p> ,

isto &, T 5((2)52,) estd bem definido, é linear (ficil) e continuo, com

00 1/p
ITo(()z2 )l < |17 (Z H%H”) :

O céleulo acima mostra que Ty estéd bem definido, ¢ linear (facil) e continuo com
172 < 177

Vamos agora apresentar a nossa primeira aplicacao do Teorema 3.2.
Corolario 3.1. SejaT : E1x Es — F um operador bilinear continuo. Sao equivalentes:

(i) T é maltiplo p-somante, isto €, T é maltiplo (¢, A,, p)-somante.

(i) T» mapeia Cy(Ey) em H,(Ey, £,(F)) continuamente.
Além disso, | T||uz = | T2]|.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstragao desse resultado em trés partes:
Parte 1:

Sabemos que, por defini¢do, 7' é multiplo (e, A,, p)-somante se
T: (6@ B) % (6@ Ey) — (b, ®a, b)) @a, F
é continuo. Considere v =¢. Em [11, Proposition 1, Section 29.3] é provado que
=y Ry, A;, =€ Ry, AZ, = Gp-
O Teorema 3.2, para n = 2, garante a continuidade do operador
T, (the. B) = (0 @s, F) 0, Ez)'.
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

Usando agora o fato que g, ¢ uma norma tensorial e da Observagao 1.2, obtemos a

seguinte identificagao:

(0 @a, F) 4, ) = (B/(F) @, B) = (B> 0,0 (7))
(EQ@ yl(F )>/:<E2 ®<<g;,,>t)'€’5/(F')>/
I

, /
= <E2 Dgry bo (F ’)) =

onde a ultima igualdade segue do Teorema 1.6 e [11, Section 17.12]. Concluimos entao
que

Ty (B ®. B)—1I, (EQ, (eg’(F’))’) (3.6)

¢ continuo.
Parte 2:

Sabendo que ) ® Ey C (,(E;), vamos mostrar que fg — Ty em 5 ® Ey. Seja
a = (a,)"L, € {y ® Ey. Sabemos que {,(F") = (E (F")) e que temos £,(F) C £,(F")
via imersao canonica Jp : F' — F” e estabilidade linear de £,(-).

Note que, pondo £y 00(F") = {coo(F"), [ - [l }, temos Ly oo(F") = £ ®a , F, isto
é, as sequéncias finitas em £, (F") estao identificadas com as sequéncias em £y ®a , F".
Também temos ¢ ®. Ey C £,(E)) jd que trata-se de inclusao de sequéncias finitas.

Como

Ty (0. B) — 11, <E2, (zg/(F/))’) cr <E2, (eg’(F'))/)

e, por definigao,
Ty 1 4(Er) = L(Ea; (F)) C L(Eo; (Ly (F)))

faz sentido considerar a agao de Ty(a) sobre elementos

ma my
=> (Z e, ® 907;1,1-2> ®a;, € (ff ®a, F') &y, Es.

io0=1 \i1=1

Assim,

mo mi m2
) (z(zehm,@)mz)zzn ((zw) )
io=1 i1=1 i9=1 i1=1

m2 Mmi

- ZZTQ 901122)

12=111=1
m2 mi

—22902112 117 7,1)>

io=111=1
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

m1 m2

= Z Z Piy ia (T(az‘lﬁ aill))

i1=1142=1

ma2 mi
= Ty(a) (Z (Z €, @ 902'1,@) ® (1?2) )
ig=1 \ir=1
onde, na segunda igualdade, usamos a dualidade apresentada no Teorema 1.6 via
aplica¢@o ¢ (relembre em (1.8)) e, na terceira igualdade, usamos a identificagao pela
imersao Jr e a definicao da aplicacao fg. Da arbitrariedade de v € (eg’ Ra, F") Qg,, E,
e de a € (5 ® E, segue a afirmacao inicial.
Parte 3:

A igualdade fg =T » provada na Parte 2 faz com que o resultado da Parte 1, a
saber

“Ty: (8 ®. B) — 10, (Eg, (eg’(F'))') ¢ continuo”

implique em

fg : (gg ®5 El) C gp(El) — Hp (E2> (gg,(F/))/>

bem definido, linear e continuo. Disso, por densidade e por extensao ao completamento,
obtemos
Ty : (G8:E1) = ((Er) = T (B, ((F")) 0 L(Ey, 6,(F))

bem definido, linear e continuo, onde a intersecao pode ser tomada pois a avaliagao de
T, toma valores em £,,(F') (ver (3.5)). A demonstracao da igualdade de normas segue as
mesmas ideias de demonstracoes de caracterizacoes de classes de operadores por meio

do produto tensorial e, portanto, sera omitida. O

Observacao 3.3. Chamamos a atencao do leitor para o fato de que a expressao no
item (ii) das equivaléncias do Corolério 3.1 possui uma informacdo bem mais refinada
que a informagao contida em termos da continuidade em (3.6). Isto nos mostra que
este corolario nao trata de uma simples aplicacao do Teorema 3.2 e também explica o

esforco extra necessario a sua demonstragao.

Vamos apresentar ainda mais duas aplicagoes do Teorema 3.2. Para isso precisamos

de mais algumas definicoes.

Definigao 3.4. Um operador T' € L(Ey, Ey; F) é mailtiplo (d}, Ay, p)-somante se existe
uma constante k > 0 tal que para todas sequéncias finitas (z;)j2, e (y:)i=, em Ej e Fy,

respectivamente, tem-se

m n 1/p
(Z > T (s, yi)H”) < k- dy((25)72) - dg((yi)izy)- (3.7)

j=1 i=1
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

Além disso, definimos a norma ||7'|(as A, como o infimo das constantes & > 0 que

satisfazem (3.7).

Definigao 3.5. Um operador T' € L(F, Ey; F) é mailtiplo (d,, Ay, p)-somante se existe
uma constante k > 0 tal que para todas sequéncias finitas (z;)j2, e (y:)i=, em Ej e Fs,

respectivamente, tem-se

m n 1/p
(Z > T (x5, yi)ll”) < k- dy((5)72) - dg((yi)izy)- (3.8)

j=1 i=1

Definimos a norma ||T'[|4 A, como o infimo das constantes k& > 0 que satisfazem
(3.8).

Definicao 3.6 ([11, Definition 17.10]). O ideal maximal de operadores associado &
norma tensorial a,, (veja sobre essa norma na Segao 1.6) é o ideal (L4, || - ||pq) dos
operadores (p, q)-fatoraveis. Sejam 1/p+1/q>1,1/r:=1/p+1/g—1e M, N espagos
de dimensao finita. Se T' € L, ,(M, N) = M Rayq N, entao [Ty, = apq(zr; M',N) e

existe para € > () uma representacao

T=> MNtor @y,
k=1

com [ (A )iy [l | (@) llwg ([ (W) e < T Mg (1 +€)-

Pelo fato de ser um ideal maximal, o ideal £, , é determinado por suas componentes
de dimensao finita [11, Page 224]. Além disso, em [I1, Section 18.11] é provado que
T e L,,(FE; F) éequivalente a existir uma medida finita y e operadores R € L(E; Ly (u)),
S € L(Ly(pn); F") tais que JpoT = SoloR, onde Jp: F' — F” é a imersao canonica
el:Ly(pn) — Ly(p) é uma imersdo. Daf o nome (p, ¢)-fatordvel para o ideal £, ,.

Seguem entao as duas aplicacoes que encerram o capitulo e o nosso trabalho.

Corolario 3.2. Seja T : Ey X Ey — F um operador bilinear continuo e 1 < p,q < o0.

Sao equivalentes:

(i) T € maltiplo (d;, Ay, p)-somante.

(ii) 7o mapeia 06 @az By em LY (Ey, ,(F)) continuamente.
Além disso, | T||(as.a,0 = | T2]-

Demonstracao. A demonstracao segue as mesmas trés etapas usadas na demons-
tracao do corolario anterior. Aqui essas etapas serao convertidas em uma demonstracao

resumida com as ideias ja expostas.
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3. Normas tensoriais tragadas e operadores multiplo somantes

Pela aplicagao do Teorema 3.2, onde v = dj e a := dj; @, A;,, nos garante que
To: (th e B) = (& @, F) @4 Eg)’
é continuo. Mais ainda, de [11, Proposition 29.9], temos:
() a:=d;®, AL, =\a5,.
(b) anq\ ~ E;r,lg;-

Da igualdade \aj , = (apq\)" = ((pq\))" € do Teorema 1.6, segue que
’ / , /
(@ @s, Py 0105, B2) = () S0, E2)

/
— [ .
- (60 <F)®((ap,q\>’) EQ)
, /
= (Ez ®(ap g\ Lo (F/)>

= Ly (B (6 (F))).

»q

Levando em conta que as avaliagoes Th = T, assumem valores em /,(F) (calculos

andlogos aos feitos no Coroldrio 3.1), segue o resultado. ]

Para este ultimo corolario uma observagao se faz necessaria: se (Z, || - ||z) ¢ um ideal

normado, entdo denotamos [™ S ;= ([™)sur,

Corolario 3.3. Seja T : Ey x Ey — F um operador bilinear continuo e 1 < p,q < 0.

Sao equivalentes:

(i) T ¢é maltiplo (dy,A,, p)-somante.

i) T, mapeia (5 @4, By em L7 5 (Ey, (P(F)) continuamente.
0 q D,q 0

Além disso, ||T||(a,,a,p) = [ T2]|-

p7p
Demonstracao. Resumindo mais ainda a demonstragao, temos os seguintes fatos:
(1) a:=dy ®, A}, =\a3 ,/ [I1, Proposition 29.9;

(2) £~ o, \ = (\es,/)" [11, Section 29.9];

3) \a,/ =\ ”, por ser uma norma tensorial.
P.g P,

Combinando esses fatos com o Teorema 1.6, obtemos

/ ! / !
<(€€ A, F') @\ag. ./ E2) = <€]5 (F") ®ay,/ E2>
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!
= (E2 ®(\a;§’q/”)t Eig (F/>)

- (= ®(osar)) )
= (B2 gy B(F))
_ (E2 © /) eg’(F’))'

— £ (B (¢ (F)Y)

e o resultado segue como nos corolarios anteriores.
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