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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados em explorar propriedades do ideal jaco-
biano de uma forma f definida por um arranjo de hiperplanos A no espago afim n-
dimensional sobre um corpo de caracteristica zero. Temos por objetivo apresentar dois
principais resultados: o ideal jacobiano .J; como redugao minimal do ideal I, definido
pelos (m — 1)-produtos das formas lineares associadas a A, quando este é um arranjo
quase genérico, e o teorema de Rose-Terao-Yuzvinski, resultado que nos fornece a di-
mensao homoldgica do moédulo de derivacoes logaritmicas da forma f, no caso em que
A ¢ genérico. Para este fim, introduzimos conceitos importantes da Algebra Comuta-
tiva, tais como Algebra de Rees, fibra especial e reducéo de um ideal I, assim como os
relevantes invariantes algébricos: indice de saturagao de um ideal e a regularidade de

Castelnuovo-Mumford de um modulo.

Palavras-chave: Ideal jacobiano, arranjos de hiperplanos, médulo de derivagoes lo-

garitmicas, redugao de ideais, saturacao.



Abstract

In this work, we are interested in exploring properties of the Jacobian ideal of
a form f defined by a hyperplane arrangement A in n-dimensional affine space over
a field of characteristic zero. We aim to present two main results: the Jacobian ideal
Jy as a minimal reduction of the ideal I, defined by the (m — 1)-products of the linear
forms defined by A, when this is an almost generic arrangement, and the Rose-Terao-
Yuzvinski theorem, a result which gives us the homological dimension of the module of
logarithmic derivations of f, in the case where A is generic. To this end, we introduce
important concepts from Commutative Algebra, such as Rees Algebra, special fiber,
and reduction of an ideal I, as well as the relevant algebraic invariants: saturation

index of an ideal and the Castelnuovo-Mumford regularity of a module.

Keywords: Jacobian ideal, hyperplane arrangements, module of logarithmic deriva-

tions, reduction of ideals, saturation.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.
(R, m) denota um anel noetheriano local que tem m por ideal maximal;
(f1,-.., fm) denota o ideal gerado pelos elementos fi, ..., f, do anel R;
Spec(R) denota o conjunto dos ideais primos do anel R;
V(¢;) denota o conjunto de zeros da forma /;;
V(I) denota o conjunto dos ideais primos do anel que contém o ideal I;

J¢ denota o ideal jacobiano relacionado & forma f;

I denota o ideal do anel de polinomios K[z, ..., z,] gerado pelos (m—1)-produtos

das formas lineares que definem o arranjo de hiperplanos A;

d(S) denota a profundidade do modulo S sobre o anel local (R, m);
ht(7) denota a altura do ideal I;

Syz(I) denota o modulo de sizigias do ideal I;

reg(M) denota a regularidade de Castelnuovo-Mumford do modulo M;
sat(I) denota o indice de saturacao do ideal I;

I*** denota a saturacao do ideal I;

R(I) denota a algebra de Rees do ideal [;

Sym(/) denota a élgebra simétrica do ideal [;

((I) denota o analytic spread do ideal I,

F(I) denota a fibra especial do ideal I.



Introducao

A teoria de reducao de ideais teve, como precursores, os matemaéticos ingleses
David Rees e Douglas Northcott, em 1954. Esta teoria foi estabelecida com conceitos
importantes como redugdo minimal, nimero de redugao, dentre outros. A relagao
conjuntista de redugao entre dois ideais possibilita estabelecer associagoes algébricas e
geométricas entre eles, no primeiro capitulo deste trabalho procuramos expor algumas
propriedades iniciais desta teoria.

Por mais que, de certa forma, o conceito de reducao seja algébrico, é possivel
exploré-lo geometricamente, tanto através das algebras de Rees dos ideais em questao,
quanto em especial, unindo este topico a teoria dos arranjos de hiperplanos, um objeto
que tem origem puramente geométrica. Algumas aplicacoes as nogoes aqui explanadas
podem ser encontradas na Teoria de Singularidades e na Geometria Algébrica, para
isto o leitor pode ver [8], [11], [13].

Das nocoes envolvidas nesta teoria, uma das mais importantes é a de reduc¢ao
minimal, nesta dissertacao temos como primeiro objetivo demonstrar que, em um ar-
ranjo de hiperplanos quase genérico A no espago afim n-dimensional, o ideal jacobiano
do polinémio de definicao do arranjo, usualmente denotado por Jy, é uma redugao
minimal do ideal I, definido pelos (m — 1)-produtos das formas lineares associadas a
A. Este fato é demonstrado no capitulo 2, que tem por meta principal introduzir as
definicoes e resultados necessarios para este objetivo.

O capitulo 3 é dedicado a cumprir o segundo objetivo do texto: demonstrar o
teorema de Rose-Terao-Yuzvinski, resultado este que fornece a dimensao homoldgica do
modulo de derivagoes logaritmicas da forma f, no caso em que A é genérico. Para isto,
nos preocupamos em apresentar o modulo de derivagoes logaritmicas, e relaciona-lo com
as sizigias do ideal jacobiano de f a fim de traduz o problema a estudar simplesmente a
profundidade do anel residual A/.J;. Além disso, exploramos conceitos como saturagao,
indice de saturagao, regularidade de Castelnuovo-Mumford, dentre outros.

A motivagao principal deste trabalho é o artigo "On the Jacobian ideal of an
almost generic hyperplane arrangement” [5], porém sua vasta teoria nos possibilita

visitar objetos fundamentais da algebra comutativa presentes em [2] e [7].



Capitulo 1

Algebras de Rees e Reducoes

Neste capitulo, iremos introduzir dois conceitos fundamentais em Algebra Co-
mutativa: as nocoes de Algebra de Rees e reducio de ideais. O primeiro objeto, comu-
mente denominado Algebra de blow-up, tem sua importancia no meio geométrico, mais
especificamente em Teoria de Singularidades, apresentando-se através de um processo
de resolugao de singularidades em determinadas aplicacoes.

A Teoria de Redugoes estabelece conexoes entre dois ideais diante de uma de-
terminada relagao conjuntista envolvendo poténcias ordinérias destes ideais. Dada
uma reducao entre dois ideais é possivel relacionar seus radicais, alturas, dentre outros
aspectos geométricos.

Em determinado momento deste texto sera possivel relacionar estes dois concei-
tos, explorando propriedades das Algebras de Rees dos ideais de uma reducdo. Mais
detalhes sobre as aplicagoes da teoria que serd explanada neste capitulo podem ser

encontrados em [8], [9], [13].

1.1 Algebra de Rees

Sejam R um anel noetheriano e M um R-mo6dulo finitamente gerado. Considere
{mq,...,m,} um conjunto de geradores de M e seja ¥ o homomorfismo natural de R-

modulos dado por
(I R" — M
(ai,...,a,) ~ Zaimi '
i=1

Esta construgao é equivalente a seguinte sequéncia exata curta:

0 — Ker(¢)) - R" - M — 0.
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Neste caso, Ker(t)) é chamado de mddulo de relagoes de M e é denotado por Syz(M).

Explicitamente,

Syz(M) = {(bl,...7bn) €R": Zbimi = O} ,
i=1
cada (by,...,b,) € Syz(M) ¢é chamado sizigia de M.
Sendo R um anel noetheriano e Syz(M) submoédulo de R", segue que Syz(M)
é finitamente gerado, portanto é possivel realizar uma construcao analoga a anterior,
desta vez para o submoédulo Syz(M). Suponha que Syz(M) é gerado por k elementos.

E possivel, entdo, considerar a seguinte sequéncia exata curta:
0 — Syz(Syz(M)) — R¥ — Syz(M) — 0.

Das sequéncias exatas ja construidas obtemos, por composicao, a seguinte sequéncia

exata
RF 5 R" - M — 0,

esta é chamada apresentacao livre de M, denotemos por L), a matriz n X k que
representa a aplicacao R-linear R* — R". Uma vez construidas a apresentacio livre de
M e a matriz Ly;, podemos definir um objeto relacionado ao médulo M em fungao das
sizigias de M e dos coeficientes da matriz Ly;. Este objeto serd de suma importancia
no estudo de uma classe especial de ideais que sera apresentada posteriormente, os

ideais de tipo linear.

Definigao 1.1.1. Sejam R um anel noetheriano e M um R—moédulo finitamente ge-
rado. Considere {my, ..., m,} um conjunto de geradores de M e t;,...,t, indetermi-
nadas sobre R, a dlgebra simétrica de M, denotada por Sym(M), é definida por
Rlt1,....t Rlti,...t
Sym(M) 1= —— [1 d = [ y d
(i1 @igti)
Zciti (e1y ..oy ep) € Syz(M)

onde a; j sao os coeficientes da matriz Ly, apresentada anteriormente. Neste trabalho,

com o objetivo de evitar uma sobrecarga nas notagoes no decorrer do texto, denotare-
n
mos o ideal <Z citi s (e, 0p) € Syz(M)) por Z.
i=1
A algebra simétrica pode ser apresentada de maneira mais geral, como um quoci-
ente da algebra tensorial. Desta abordagem decorrem algumas propriedades universais

deste objeto. Para mais detalhes sobre esta construcao, o leitor pode consultar [9].



1. Algebras de Rees e Reducoes

Agora iniciaremos a construcao do principal ente desta secio, a Algebra de Rees

de um ideal, para isto seja I um ideal de R.

Definicao 1.1.2. A dlgebra de Rees de I, a qual denotaremos por R([) ou R[It] &
R(I)=EIrt"=R+1It+ -+ I"t"+--- C Rt],
n=0

onde t é uma indeterminada sobre o anel R.

Um caso fundamental é a algebra de Rees de um ideal finitamente gerado de
R, esta sitacao sera explorada a partir de agora. Seja [ um ideal finitamente gerado,
digamos I = (fi,..., fx), entdo R(I) = R[fit,..., frt], desde que a algebra de Rees
é gerada a partir dos elementos de grau 1 em ¢. Defina o seguinte homomorfismo de

R-algebras

v: Rlt1,....ts] — R()

Claramente ¢ é sobrejetor e de forma natural tem-se a seguinte sequéncia exata
Rty,...,t)] 5 R(I) = 0.

O ntcleo do homomorfismo ¢ é chamado de ideal de apresentagdo de R(I) com relagao
aos geradores fi,..., fr de I, aqui denotaremos o nucleo de ¢ por J, note que este
ideal é homogéneo, visto que ¢é o niicleo de um mapa graduado.

Considerando agora o homomorfismo projecao de R-algebras
B: Rlty,...,ty] — Sym(I)

e notando que J = Ker(y) é homogéneo, portanto gerado por elementos homogéneos
F(tq,...,tx) que satisfazem F'(f1,..., fr) =0, é possivel fatorar ¢ através do seguinte

diagrama comutativo

R[ty, ... .ty == R(I),

| A

Sym(7)

onde a aplicacdo « é definida da seguinte forma «(F(t1,...,tx)) = F(fit,..., fxt).

Vamos verificar a boa definigdo de . Sejam F'(ty,...,tx) = G(t1,...,tx) € Sym({),
diante dessa igualdade segue F'—G € Ker (). Porém, Ker(f) = Z, isto ¢é, o ideal gerado
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k
por formas lineares Zaiti tais que (ay,...,ax) € Syz(I), logo, F(fit,..., fxt) =

i=1
G(fit, ..., fxt) e logo « esta bem definida.

A aplicacao « definida anteriormente tem grande importancia no andamento
deste trabalho, pois permite a construgao da célebre classe de ideais que foi citada no

inicio, os ideais de tipo linear.

Definicao 1.1.3. Sejam R um anel e / um ideal de R. Dizemos que I é de tipo linear

se a aplicacao a definida anteriormente é um isomorfismo.

Um dos ideais importantes que estudaremos em capitulos posteriores é o ideal
gerado pelos (m — 1) produtos de formas lineares definidas por um arranjo de hiper-
planos, denotado por ideal I. Este ideal é de tipo linear como veremos mais adiante,
esta caracteristica nos traz propriedades extremamente relevantes e possibilita o uso
de alguns resultados nas demonstragoes que serao feitas, nos dando praticidade. Neste
momento, dada a importancia desta classe de ideais, é conveniente fornecer uma ca-

racterizacao para estes, diante disso faz-se necessario o conceito de mddulos de tor¢ao.

Definicao 1.1.4. Sejam R um anel, M um R-moédulo e @ o anel de fragoes de R, isto
é,QQ = ST'R, onde S é o conjunto multiplicativo formado pelos elementos regulares de

R (nao divisores de zero de R). A tor¢ao de M com respeito a R é o conjunto
Tr(M)={m e M :3seS tal que sm = 0}.

Um R-moédulo M é dito livre de tor¢ao se Tr(M) =0 e de tor¢ao se Tr(M) = M.

Com o objetivo de familiarizar o leitor com esta definigao, exploraremos alguns

exemplos introdutorios.

Exemplo 1.1.5. Considere R = Z e M = Q, o sistema multiplicativo S dos elementos
regulares de R=7 ¢ S =7". Assim, TR(M) ={m € Q:3 s € Z" tal que sm =0} =

{0}, afinal @ é um dominio. Portanto Q é um Z-modulo livre de torgao.

Exemplo 1.1.6. Sejam R = Z e M = Zs, desta forma S = Z*. Para todo m € Zs

temos 3 - m = 0, portanto Tz(Zs3) = Zs, ou seja, Zs é um Z-moédulo de torcao.

Enunciaremos agora a caracterizacao para ideais de tipo linear que foi citada
anteriormente. Antes disso, um ponto importante a ser salientado é que como submo-
dulos de moédulos livres de torgao sao livres de tor¢ao, uma vez que R[t] é livre como
R-modulo e R(I) é um submodulo de R[t], segue que R(I) ¢é livre de tor¢ao. Portanto,

se I é de tipo linear, como Sym(I) ~ R(I), temos que Sym([) é livre de tor¢ao.
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Proposigao 1.1.7. Sejam R um dominio noetheriano e I # 0 um ideal de R. Sao

equivalentes as seguintes afirmagoes:
a) Sym(/) ¢ um dominio;
b) Sym(I) é livre de tor¢ao;
c¢) I é de tipo linear.

Demonstracao. a) = b) Segue do fato de que todo dominio ¢ livre de torcao.

b) = c¢) Basta mostrar que Ker(«) = Tr(Sym([)), pois Tr(Sym(/)) = 0 por hipdtese
e a é sobrejetora. Como R é noetheriano e I é um ideal de R, segue que I é finita-
mente gerado, digamos I = (fi,..., fn). Sendo I # 0 podemos supor, sem perda de

generalidade, que f,, # 0. Com base nas construgoes anteriores temos

Sym(1) = Bl tn] o Blti ot

; O = R(D).

onde 7 = <Z citi i (cry .o ) € Syz([)). Uma vez que T C J segue Ker(a) =
i=1

= diante da igualdade anterior, é claro que Tr(sym(I)) C Ker(a), para a inclusao
contraria vamos mostrar que para todo g € J, existe ¢ € R — {0} tal que cg € Z.
Como J é um ideal homogéneo, basta verificar para g € J elemento homogéneo.

Vamos utilizar indugao sobre o grau de g, seja m o grau em questao. Se m = 1, entao g
é uma forma linear tal que g € J logo, pela definicao de J segue que g € Z, portanto

basta considerar ¢ = 1z. Suponha agora que m > 1 e escreva

g(tla v ,t") - t191(t1, DRI tn) + t292(t27 ey tn) + -+ tngn(tn)

onde g; é um polinémio homogéneo de grau m — 1 para todo ¢ € {1,...,n}. Considere

agora o seguinte polindémio homogéneo de grau 1:

h(t, ..., ty) = tigi(f1, -, fu) Ft2g2(for oy o) + -+ tagn(fn),

assim

R(fr, s fa) = fron(fos oo fo) + fogo(fos oo fr) + o+ fagn(fa) = g(f1, . fo) =0,

uma vez que g € J. Diante disso h € J (pela defini¢ao de J) e como h possui grau 1
segue que h € Z. Além disso,

g =t th = G0 gt t) =t g (fr e fa)]
tulfo gn(tn) = th " gn(f)]
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e uma vez que g, (t,) = ut” ', temos

tal ™ gu(tn) — 607 gu ()] = [0 tputy ™ — tuf T =0,
pois g, (fn) = uf . Portanto,

[t —tm h =th(t, . t) F ot ha (Bt ),

com h; polinbmio homogéneo de grau m — 1 que anula fi,..., f, para todo i €
{1,...,n}, afinal h; € J. Desse modo, utilizando a hipétese de indugao, segue que

para cada i existe ¢; € R — {0} tal que ¢;h; € Z. Diante disso
cr-ena(fM g —t" ) € T,
e assim
(1 coafm Ng=cr-cna(f"lg—t" ) +c1 - cpt™ Th € T

¢) = a) Sejam z,y € Sym(/) de modo que zy = 0, uma vez que a aplica¢ao « é um
homomorfismo temos «a(zy) = a(z) - a(y) = 0. Como a(x),a(y) € R(I) C R[t] e R[t]
¢ um dominio segue que a(x) = 0 ou a(y) = 0, sem perda de generalidade podemos
supor «(z) = 0. Porém, I é de tipo linear, isto é, o é um isomorfismo, em particular é
um homomorfismo injetor, portanto x = 0.

O

O resultado que enunciaremos a seguir nos fornece a dimensao da algebra de
Rees, ele nao seréd demonstrado, uma vez que acarretaria em uma tecnicalidade exa-
cerbada, fugindo assim ao escopo do trabalho. O leitor interessado na demonstragao

pode checar [9)].

Proposigao 1.1.8. Sejam R um anel noetheriano e I ideal de R. Entao dim(R) < oo

se, e somente se, dim(R(l)) < co. Além disso, se dim(R) < oo, entdo
dim (R(I)) = dim(R) + 1,
. . . (R . ..
caso [ SZ P para algum ideal primo P com dim (ﬁ) = dim(R). Do contrario,
dim (R(I)) = dim(R).

Definicao 1.1.9. Sejam R um anel e [ um ideal de R, podemos considerar para cada
n

n € N o seguinte quociente Tt o qual denotaremos por gr7(R). No caso em quen = 0
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ITL

R : . . .
definimos grY(R) = T Ao considerar a soma direta dos quocientes citados, @ Torn

n>0
damos origem ao chamado anel graduado associado de I. Mais explicitamente, o anel

graduado associado de I é
R I I? I
gri(R) 3:7@ﬁ@ﬁ@'” :@]n-l-l'

n>0

Neste anel a multiplicacdo é dada da seguinte forma: se z = a + I € gr’"(R) e
y=b+I""" € gr}(R),onde a € I e b € I", entdo x -y = ab+ I € gr"™™(R).

Sob posse dos conceitos de anel graduado associado e algebra de Rees de um

ideal, podemos enunciar a seguinte

Proposicao 1.1.10. Sejam R um anel e I um ideal de R, entao

R(I)
W(]) ~ gri(R).
Demonstragao. Seja
(U R(I) — gri(R)

ap+ait +---+ant" = (ag+1I,a1 +1?,... a, + 1"
esta aplicagao é claramente um homomorfismo sobrejetor, vamos verificar que seu ni-
cleo ¢ IR(I). De fato, se ag + ait + --- + a,t" € Ker(), entdo a; € I'™' e assim
n
ag + art + - -+ + a,t" € IR(I). Reciprocamente, se p(t) € IR(I), entao p(t) = Z a;9;
i=1

com a; € I e g; € R(I), portanto cada g; ¢ da forma g; = b} + b't + --- + b’ t", com

b € I', assim

n
p(t) = Y @by + b+ B b e I
i=1

= (aiby + -+ apby) + (a1 4 - - + anb)t 4+ - 4 (arbl + -+ ab)"

consequentemente 1) (p(t)) = 0, como queriamos demonstrar. O

Definicao 1.1.11. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e I um ideal de R. Defi-

nimos a fibra especial de I como

I I?
m/  ml?

R(I) R
m

F](R) = ~ P
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O isomorfismo em questao na defini¢ao anterior ¢ dado por
wlag+ait+ -+ +apt") = (ap +m,a; +ml, ... a, +mi").

Podemos ainda relacionar o anel graduado associado e a fibra especial de um ideal [

através da seguinte proposicao:

Proposigao 1.1.12. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e I um ideal de R, entao

gri(R)
Fi(R) » ————.
() mgr(R)
n I'fl
D tracao. A aplicaca Oni : — ind i fi
emonstracao. A aplicacao canénica ¢ nG?O vt nG?O 7 induz o isomorfismo
D 7=
In-i—l
" n R
B =@ LT )
nzo ™" I mgr;(R)
- m @ Jntl
n>0
basta definir ¢(ag+ 1I,...,a, +1") = (ag +m,...,a, +mI"). O

A fibra especial é a soma direta de anéis quocientes, portanto possui a estrutura
de anel. Sob posse disso, podemos calcular a dimensao de Krull da fibra especial, esta
dimensao recebe o nome de analytic spread de I e é denotada por ¢(I).

Podemos relacionar o analytic spread de I com a dimensao do anel graduado

associado e a propria dimensao do anel ambiente através do proximo resultado.

Proposicao 1.1.13. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e I um ideal de R. Entéo
UI) = dim(F;(R)) < dim(gr;(R)) < dim(R) + 1.

Demonstragao. Como Fj(R) ~ %
T

gri(R)
mgr;(R)

, segue que

dim(F;(R)) = ¢(1) = dim ( ) < dim(gr;(R)) — ht(mgr;(R)),

portanto ((I) < {(I) + ht(mgr;(R)) < dim(gr;(R)). Além disso, como

_ RU)
gri(R) ~ TR
temos
R(I)

dim(gry(R)) = dim <m) < dim(R(I)) — ht(IR(I))
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e assim

dim(gri(R)) + ht(IR(I)) < dim(R(I)) = dim(R) + 1,
o que conclui a demonstracao. (I

No resultado anterior, a dimensao do anel graduado associado é, de fato, igual a

dimensao do anel R em questao. Este resultado pode ser encontrado em [9, Proposigao

5.1.6].

1.2 Reducoes

A Teoria de redugao de ideais teve inicio com David Rees e Douglas Northcott.
Um dos aspectos interessantes desta teoria é que, se dois ideais estao relacionados por
meio de uma relacio de reducdo, entdo as respectivas Algebras de Rees determinam

uma extensao inteira.

Definicao 1.2.1. Sejam R um anel e I um ideal de R. Um elemento b € R é dito

integral sobre I se existem n € Z, e elementos a; € I',i € {1,...,n}, tais que
V' + ab" 4 asd"? + -+ apib+ a, = 0.

O conjunto de todos os elementos de R que sao integrais sobre I é chamado de
fecho integral de I e denotado por I. E claro que para todo ideal I de R vale a inclusao
I C 1, no caso em que ocorre também a inclusio contraria I C I, o ideal I é dito

integralmente fechado ou completo.

Exemplo 1.2.2. a) Considere R = Z,a € Z* ¢ I = (a). Entao a ¢é integral sobre I,
bem como a" é integral sobre I, para todo n > 0. De fato, basta considerar, para cada
n > 0, o polinémio p(z) = x — a™.

b) Ideais radicais s@o integralmente fechados. Seja I um ideal radical do anel R. Dado

z € I, existe uma equacdo de dependéncia integral
an + ap1z 4+ Faz" 4+ 2" =0,

com a; € I' paratodoi € {1,...,n}. Logo 2" = —a, —ay_12 — - —a;2™ ' € I, afinal
a; € I' C I para todo i. Portanto 2" € I, isto é, z € VI, mas VI = I pois I é radical,

diante disso x € I.

As duas proposicoes seguintes auxiliam na construcao de algumas propriedades
nesta se¢ao, omitiremos suas demonstragoes por fugirem ao escopo deste trabalho, em

todo caso o leitor interessado pode ver [9).

11
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Proposigao 1.2.3. Sejam R um anel e [ um ideal de R. Se b € R, entao as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
a) b é integral sobre I;

b) Existe um R-modulo finitamente gerado M, com bM C IM obedecendo a se-
guinte condigao: se a € R ¢ tal que aM = 0, entao ab € 1/(0).

Definicao 1.2.4. Sejam R anel e I, J ideais de R tais que J C I. O ideal J é dito

uma reducdo de I se existe n € Z, tal que I"™ = JI™.

Observacao 1. Se J é uma reducdo de I, entdo existe n € Z, tal que I"™ = JI™.

Assim, dado m € Z, temos
Im—l—n — ]n+1]m—1 — J]n]m—l — J]n+11m—2 — JJ]n]m—2 — J2]n+m—2 — .. = Jmln

A proposicao a seguir fornece uma caracterizacao importante para elementos
integrais sobre o ideal I, relacionando os conceitos de integrabilidade e reducao, a
partir dela é possivel concluir que um elemento b € R é integral sobre [ se, e somente

se, o ideal I é uma reducao do ideal I + (b).

Proposicao 1.2.5. Se [ é um ideal do anel R e b € R, entao b é integral sobre [ se, e

somente se, existe um inteiro positivo n tal que (I + (b))™ = I(I + (b)) .

Vamos a algumas propriedades interessantes sobre redugao que nos serao tuteis

durante o trabalho.

Proposigao 1.2.6. Sejam R um anel e [, J, K ideais de R tais que K C J C I. Valem

as seguintes propriedades:

a) Se K é uma redugao de J e J é uma redugao de I, entdo K é uma reducdo de

(propriedade transitiva de redugao);
b) Se K é uma redugao de I, entdo J é uma redugao de [;

c) Se I é finitamente gerado, J = K + (ay,...,a;) e K é uma redugao de I, entdo

K é uma redugao de J.

Demonstracao. a) Se K é uma redugao de J e J é uma reducgao de I, existem m,n € Z,
tais que J"T = KJ" e I = JI™. Pela Observacao 1, I™" " = J"*1[™ mas como

K é uma reducao de J segue que
Im+n+1 — Jn—l—llm — KJnIm C K]m+n C Im+n+1

12
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portanto 1™ = K™ e assim K é uma reducdo de 1.

b) Sendo K uma reducio de I, existe n € Z, tal que I"™' = KI". Uma vez que
K C J, segue I"™ = KI" C JI" ede J C I temos JI™ C I""!. Logo I"™' = JI" e
assim J é uma reducao de /.

¢) Uma vez que K é uma reducdo de I, existe n € Z, tal que I"™" = KI". Pelo item

anterior, como
K g K+(a1,...,ai_1), (11)

para todo ¢ = 0,...,k e K é uma redugao de I, segue que K + (ay,...,a;_1) é uma

reducdo de I, com (ay,...,a;_1) = 0 para i = 0. E fato que ;1" C KI", afinal
"' =KI" e g™ C I (1.2)

Ainda, por (1.1), KI" C (K + (ay,...,a;—1))I"™.

Afirmacgao: Se a € R é tal que al™ = 0, entao aa; € \/@

De fato, se a € R ¢é tal que al™ = 0, entao em particular aa; = 0, pois a; € I". Logo
(a;)" = a"‘aa = 0, ou seja, aa; € 1/(0).

Sendo [ finitamente gerado, I™ ¢ finitamente gerado, portanto, tomando b = a;, M = I™
na Proposi¢ao 1.2.3 e usando (1.2) juntamente com a afirmagao, tem-se a; integral sobre

K + (a1, ...a;_1) pois,
ailn g [TL+1 = KI" g (K—|— (a17‘ .. ,ai_1>>.[n.

Portanto a; € integral sobre K + (aq,...,a;_1), e assim K + (ay,...a;_1) é uma redugao
de K + (ay,...,a;) por fim, pelo item a), como K C K + (aq,...,a;) = J, este item

segue por inducao. ]

Diante da proposicao anterior obtemos um importante corolario que nos fornece
uma caracterizagao para redugoes, porém, com uma particularidade, solicitando que o

ideal [ seja finitamente gerado.

Corolario 1.2.7. Sejam R anel e J, I ideais de R tais que J C I, com [ finitamente

gerado. Entdo J é uma reducdo de I se, e somente se, I C J.

Demonstra¢ao. Dado a € I temos J C J + (a) C I. Seja J redugao de I, assim, pelo
item c¢) da proposigao anterior, .JJ é uma reducao de J + (a), logo pela Proposigao 1.2.5
a € J, ou seja, I C J. Por outro lado, sendo I = (ay,...,a;) C J segue que, para

cada j € {1,...,k}, a; é integral sobre J. Uma vez que J C J + (ay,...,a;_1), entdo

13
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cada a; é integral sobre J + (ay,...,a;_1). Consideremos agora a seguinte cadeia de

inclusoes
JQJ+(a1)gJ+(alva2) g "'gJ+(alv'~'7ak):I

diante do que ja foi exposto, cada inclusao desta cadeia ¢ uma redugao. Portanto, pela

propriedade transitiva de reducao, J é uma reducao de I. O

Proposicao 1.2.8. Sejam R anel e J, I ideais de R tais que J = (ay,...,a;) C I.

Portanto, valem as seguintes afirmagcoes:

a) Se J é uma redugao de I, entdo qualquer que seja m inteiro positivo, (af’, ..., a}’)

e J" sao redugoes de I';

b) Se (a’,...,a;") ou J™ é uma reducao de I™ para algum inteiro positivo m, entao

J é uma reducao de I.

Demonstracao.
a) Como J é uma reducdo de I, existe um inteiro positivo n tal que "™ = JI"
portanto, pela Observacao 1, J™I™ = [ para todo m > 1. Da igualdade anterior

temos
Jmlnlmn—n — JmImn _ Jm(ln)m — Jmln(ln)m—l _ In+mlnm—n — (Im)n-i-l’

concluindo assim que J™ é uma redugao de I™. Resta mostrar que (af",...,a}') é uma
redugao de I"™ para todo m > 1. Inicialmente, é preciso verificar que dado m inteiro

positivo tem-se:

k—1)(m—1 —1)k+1
(CLT7 te 7a7]?>(@17 s ,ak>( J(m—1) = (CLl, .- ,ak)(m )kt .
Como (a’,...,a}") C (ay,...,ar)™, segue que
(ay",...,a")(aq, ... ,ak)(k'_l)("”_l) C (ag,... ,ak)('""_l)kﬂ.
Por outro lado, se = € (ay,...,a;)™ Y+ entdo x ¢ escrito como soma finita de

k
elementos da forma a* - - - a;*, com Z n; = (m — 1)k + 1. Suponha que n; < m para
=1

todo i € {1,...,k}, desse modo teriamos

k
(m—1Dk+1=>Y n; < (m—1k,
i=1

14
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k
afinal se n; < m, entao n; < m — 1 e somando com respeito a 7, Z”i < (m — 1)k,

i=1
k

um absurdo pois Zn,- = (m — 1)k + 1. Portanto existe j € {1,...,k} de modo que
i=1
n; > m. Assim a}’ € ('), ou seja, x € (af", ..., a}")(ay, . .. ,ag,) DM - concluindo

a inclusao desejada. Diante da igualdade obtida segue

(arln‘ o ’agz)(ah o ,(Lk)(k_l)(m_l)Jk_l _ (ah o ’ak)(m—l)k—l—le]k—lj
e assim
(afln o azm)J(k:—l)m _ J(m—l)kz-i-l—i-kr—l _ ka
Portanto (af’,...,a}")(J™) 1 = (J™F isto ¢, (a}",...,a]") é uma reducio de J™.

Como J™ é uma reducao de I™, segue pela propriedade transitiva de reducao que
(af',...,a;") é uma redugdo de I™.
b) Suponha que J™ é uma redugao de I™ para algum inteiro positivo m, desse modo
existe n > 0 tal que (I™)"*! = J™I™ assim ["""™ C J[™ ™1 C [+ portanto
D) — et D=1 G que significa que J é uma reducio de 1.
Por outro lado, se (a}",...,a;") é uma redugdo de I"™ para algum inteiro positivo m,
como (af,...,ap') € J™ C I™ temos, pelo item b) da proposi¢ao 1.2.6, que J™ é uma
redugao de I, logo pelo paragrafo anterior J é uma redugao de 1.

O

O lema a seguir é de muita utilidade pois, segundo ele, mesmo que dois ideais
nao estejam relacionados, mas sejam reducoes de outros dois ideais, entao é possivel

relaciona-los com respeito a reducao.

Lema 1.2.9. Sejam R um anel noetheriano, R o radical de Jacobson de R e J,J', I
ideais de R tais que J,J' C I e L um ideal de Rtal que L C RI. Se J+ L =J + L,

entao J é uma reducao de I se, e somente se, J' ¢ uma reducao de I.

Demonstracao. Suponha que J é uma reducao de I, entao existe um inteiro positivo n

tal que I = JI". Porém,
"= Jrc(J+L)I"=(J +L)I"C(J +RIHI"C 1™,

afinal J' C I e RI™ C "' portanto (J' +RII™ = 1"t isto &, J'I"+ R = [+

Passando ao quociente modulo J'I™ tém-se

['n+1 éRIn-i-l + J/In In—l—l
N R [ A [ O

15
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n+1

JIn
uma reducdo de I, existe um inteiro positivo m tal que I = J'I"™. Assim,

e pelo Lema de Nakayama = 0, ou seja, I = J'I". Reciprocamente, se .J' é

[ = JIC (A DI™ = (] + L)I™ C (] + RO C T,

logo 1™ = JI™ + RI™" e novamente pelo Lema de Nakayama e por argumento

analogo ao anterior, segue o resultado. O

1.3 Numero de reducao e redugao minimal

O primeiro resultado desta se¢ao fornece uma caracterizagao para redugoes en-
volvendo &lgebras de Rees, o objetivo desta proposicao é relacionar o conceito de algebra

de Rees com a nocao de reducao de ideais.

Proposigao 1.3.1. Sejam IR um anel noetheriano e J, I ideais de R tais que J C [.
Entao J é uma redugao de I se, e somente se, R(I) é um R(J)-modulo finitamente

gerado.

Demonstracdo. Seja J reducdo de I, entdo I = JI" para algum n € Z, assim, pela
Observacao 1, I"™ = J*I" para todo k > 1. Desse modo, vale a seguinte igualdade

entre componentes homogéneas: (R(I))g1n = I"t"(R(J))y, afinal
M (R())i = I THE = JEIE T = T = (R(D)) g

Em adicdo, sendo R noetheriano, segue que I é finitamente gerado, logo I’ é um ideal
finitamente gerado de R, implicando que I’ é um R-mo6dulo noetheriano para cada
i € {0,...,n}. Sejam, entdo, s;,,...,S; os geradores de I' como R-moédulo para
i€{0,...,n}, isto &,

R(I) =) sit'R(J),

diante disso R(I) ¢ um R(J)-modulo finitamente gerado. Por outro lado, se R([)
¢ finitamente gerado como R(J)-médulo, como R(I) e R(J) sao anéis N-graduados,
existe uma quantidade finita de elementos homogéneos que geram R(I) como R(J)-

modulo. Seja n o maximo entre os graus desses geradores. Diante dessa escolha, segue:
n+1

In+1tn+1 _ (R(I))n—H _ Z(Jiti>(]n+1—itn+1—i) _ antn+1—|—- . -+Jn+1tn+1 _ J]ntn+1.

=1

Portanto I"™' = JI™ ou seja, J ¢ uma reducio de I. U

Coroléario 1.3.2. O menor inteiro n tal que I = JI™ é o maior grau de um elemento

em um conjunto minimal de geradores homogéneos de R(I) sobre R(.J).

16
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A seguir introduziremos dois invariantes a respeito de reducgoes, eles estarao

presentes na maioria dos resultados que virao ao longo desta secao.

Definicao 1.3.3. Sejam J, [ ideais do anel R tais que J é uma reducao de I. Uma
reducao é dita minimal se é minimal no sentido da inclusao, isto é, J é uma reducao
minimal de I se dada L reducao de [ tal que L C J, tem-se J = L. Um ideal que nao

possui redugoes proprias é dito ideal bdsico.

Definigao 1.3.4. Sejam J C [ ideais do anel R sendo J redugao de I. O niumero de
redugdao de I com respeito a J é o menor inteiro positivo n tal que I"*t = JI", este

invariante é denotado por r;(I). O nimero de redugio absoluto de I é
min{ r;(I) : J é uma redu¢ao minimal de I}.

Retornando ao caso local (R, m), a fibra especial de I, com [ ideal de R, é

R(I)
Fi(R) = , 1sto nos permite enunciar a
1(R) mR(I) P
Proposicao 1.3.5. Sejam n um inteiro positivo, (R,m) um anel noetheriano local,

J I
J, I ideais de R tais que J C I" e B a subdlgebra de F(R) gerada por % sobre

o corpo residual n_]z Entao, J é uma reducao de I" se, e somente se, F;(R) O B é um
B-modulo finitamente gerado. Mais ainda, o nimero de reducao de I™ com respeito a
J é o maior grau de um elemento em um conjunto minimal de geradores homogéneos
de Fi»(R) sobre B.

Demonstracdo. E suficiente verificar o caso em que n = 1. Seja J uma reducdo de
I, segue da Proposigao 1.3.1 que R(I) é finitamente gerado como R(J)-mo6dulo, logo

R(J) € R(I) é uma extensao inteira de anéis, assim

R(J)
mR(I) N R(J)

g FI(R>7

R(J)
mR(I) N R(J)

R(J+ml\ R( J
m m/ T m\JNnml/)’

~ B, logo F;(R) ¢ um B-modulo finitamente gerado.

e portanto Fy(R) é um -modulo finitamente gerado. Uma vez que

R(J)
mR(I) NR(J)
Por outro lado, se F7(R) ¢ um B-modulo finitamente gerado, seja d o maior grau de

segue
um elemento homogéneo gerador de Fj(R) como modulo sobre B. Diante disso,
Id+1 J+ml Id
C ?
mldtl — m/ m/ld
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logo
Id-i-l :Jld+mld+l

afinal J C I e m/%! C 97!, Passando ao quociente moédulo JI% segue:

Id+1 __(]Id<+-n1fd+1 B Id+1
gre — g "\ )

Como R é local tendo m por ideal maximal, utilizando o lema de Nakayama conclui-se

Jd+1
i 0 e portanto I = JI?. -

Corolario 1.3.6. Sejam (R, m) anel noetheriano local e J, I ideais de R tais que J é
uma redugao de I, entdo u(J) > ¢(1).

Demonstragao. Sendo J uma redugao de I, pela proposigao anterior segue que Fj(R) =
I
%&) é um R (?)((?R ( J>—m(’)dulo finitamente _gerado. Sendo R noetheriano, I é
finitamente gerado, logo pelo Corolario 1.2.7, I C J, isto é, I é integral sobre J. Desse
R(1) R(J)
do, Fj(R) = ——=— .
modo, Fy(R) = o mR(I) N R(J)

¢ integral sobre Diante de todo o exposto,

R(J)
mR(I) N R(J)

= dim (i) = oom (e ) <0

como a dimensao de ¢ no méaximo o numero de geradores de .J, segue

que

O

Proposigao 1.3.7. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e J, I ideais de R tais que

J é uma redugao minimal de /. Entao:
a) JNml =mJ,

b) Para cada ideal K de R tal que J C K C I, todo conjunto minimal de geradores

de J pode ser estendido a um conjunto minimal de geradores de K.

Demonstracao. a) Sendo R anel noetheriano, I é finitamente gerado, diante disso, junto

ao fato de R ser local, segue que estéd bem definido o nimero minimo de geradores de

I I R\"
I, u(l) = dim (E) = n < oo. Portanto, o (a) . Pelo segundo teorema do

isomorfismo temos

J NJ+mICL’

JNnmlI  mlI — m/

diante disso segue

J ‘ J+ml ‘ 1
dzmg (Jﬂm]) dlmaR < T ) < dzmaa <m[> n,
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assim

J R\*
~ [ — 1.
JNml (m) 7 (13)

para algum k& € {1,...,n}. Como dim=r (

JNml

m

> = k, suponha que {Z7,..., 7%}

seja uma base de como espaco vetorial sobre o corpo residual —, diante do
m

m/
isomorfismo em (1.3) temos J = (1,...,2%) + J Nml. Como J é uma reducao de
I'e JNmI C ml, segue, pelo Lema 1.2.9, tomando L = J Nml, que (z1,...,)

¢ uma redugao de I. Mas (x1,...,x;) € J e J é uma redugdo minimal de I, logo

J
(x1,...,2,) = J e assim k = p(J) = dimr (W) Portanto,

S (B LT
mJ  \m/ — Jnml’
e logo JNml =mJ.

b) Primeiro mostraremos que J é uma reducdo de K. Como R é noetheriano

segue que K ¢é finitamente gerado, digamos K = (ay,...,a,). Uma vez que
JCK=(a1,...,a,) C 1,

temos J + (ai,...,a,) = (a1,...,a,), assim J C J + (a1,...,a,) € I. Sendo [
finitamente gerado, K = J+ (ay,...,a,) e J uma redugao de I segue, pela Proposicao
1.2.6, item c), que J é uma reducao de K.

Afirmagao: J é uma reducao minimal de K.

Suponha que existe Jy C J tal que Jy é reducao de K. Como J C K C [ e J é uma
redugao de I temos, pela Proposigao 1.2.6, item b), que K é uma reducdo de I. Assim,
se Jo € J é uma redugao de K, temos Jy € K C I e pela propriedade transitiva de
redugao segue que Jy € uma reducgao de I, o que é um absurdo pois J é reducao minimal
de I e Jy € J. Logo J é reducao minimal de K.

Portanto, pelo item anterior, J N mK = mJ, assim

J J _J+mK - K
mJ  JNmK mK ~ mK’
o que nos permite concluir que {z,...,z;} formam parte de um conjunto minimal de
geradores de K. U
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Proposigao 1.3.8. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e J, I ideais de R. Se J é
uma reducgao de I, entao existe pelo menos um ideal K C J tal que K é uma redugao

minimal de /.

Demonstragao. Defina § = {K ideal de R : K C J e K ¢é redugao de I}. Uma vez

que J é redugao de I tem-se § # @. Sendo R noetheriano, oy ¢ um espacgo vetorial

: C e : R .
de dimensao finita sobre o corpo residual —. Consideremos
m

G:{mEN:EIKGS:dz’mR(K:;Im]>:m},

é claro que G # @, pois como J é uma reducao de I, segue que J € §. Assim, de

J+ml
C —, portanto
m/ m/

J C I, segue que

o que garante G # &.

Pelo principio da boa ordem, G possui um menor elemento, seja n := min(G). Diante

K 1
disso, existe K € § tal que rm ¢ o menor subespaco com relacao a inclusao e
K +ml K +mI
dimr i =n. Sejam ky,...,k, € K as pré-imagens de uma base de i
m m/ m/
eKOI(kl,...,kn>. K I K I
m m
Pela minimalidade de segue que :1_ 7= 01:[ , logo Ko+mI = K+m/.
Sendo assim, pelo Lema 1.2.9, como K é uma reducao de I, segue %ue Ky é uma reducao
. . . K+4+ml _ R
de I. Sem perda de generalidade vamos supor K = K, assim e sao0 —-
mK m/ m
toriais de di . D d L . K N K
espagos vetoriais de dimensao n. Desse modo a projecao candnica ~
pas projes mK  Knml
K+ml | .
¢ um isomorfismo e portanto
m/
KNnml =mkK. (1.4)

Afirmagao: K é uma redugao minimal de .

Se existir L € K tal que L é uma redugao de I, entao pela minimalidade de K,
K+ml=L+ml. Assim K C (L+mI)NK =L+ (mINK)epor (1.4) K C L+mkK.
Diante de todo o exposto, pelo Lema de Nakayama, K = L, isto é, K é uma redugao

minimal de I. O

Corolario 1.3.9. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e J, I ideais de R tais que

J & uma redugao de I e u(J) = {(I), entdo:

a) J é uma redugao minimal de I;
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1. Algebras de Rees e Reducoes

b) Fj(R) ¢ isomorfa a subalgebra de Fy(R) gerada por J

)

R .
sobre —, além disso

também ¢ isomorfa ao anel de polinémios em ¢(I) indeterminadas sobre o corpo

R

m

Para todo k > 0 vale J* nmI* = mJ*.

Y

Demonstragao.  a) Pelo resultado anterior existe K C J tal que K é redu¢ao minimal

de I. Pela Proposicao 1.3.7 todo conjunto minimal de geradores de K pode ser
estendido a um conjunto minimal de geradores de J, isto é, pu(K) < u(J). Porém,
pelo Corolario 1.3.6, temos u(K) > (1) = p(J), logo u(K) = u(J) e como K C J

segue que K = J, logo J é uma redugao minimal de [.

I R
Considere B a subélgebra de F(R) gerada por Jm sobre —. Sendo J uma

m m
reducao de I, segue da proposi¢ao 1.3.5 que Fj(R) 2 B é um B-moédulo finita-

mente gerado, logo B C Fj(R) é uma extensao integral e assim
dim(B) = dim(F(R)) = ¢(I).

Como por hipotese J é gerado por ¢(I) elementos, afinal u(J) = £(1), segue que
B ¢ isomorfo canonicamente a um anel de polinémios com ¢(I) indeterminadas

R
sobre o Defina a aplicagdo graduada canonica sobrejetora F;(R) — B. Sendo

_ R{U)

aplicacao definida acima é um isomorfismo.

R
gerado sobre o por w(J) = £(I) elementos, tem-se que a

Pelo item anterior, para todo k£ > 0 tem-se:

Jk N J¥ +mIk N Jk
mJ*  mIk T JFnmIF’

logo mJ* = J* nmI*.
0

O proximo resultado relaciona o analytic spread de um ideal I com suas redu-

¢oes minimais, ele nos mostra que toda reducao minimal de um ideal / em um anel

noetheriano local é gerada minimamente por ¢(I) elementos.

Proposigao 1.3.10. |Northcott-Rees| Sejam (R, m) um anel noetheriano local, I um

ideal

de R e /(I) o analytic spread de I. Entdo qualquer redu¢do minimal de I é

gerada minimamente por exatamente /(1) elementos. Em particular, toda reducao de

I contém alguma redugao gerada por ¢(I) elementos.
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Demonstracao. Sejam J redugao de I e B a g-subalgebra da fibra F(R) gerada por

J4+ml

m/
gerado, em particular F7(R) O B ¢ uma extensao integral, logo

Pela proposi¢ao 1.3.5 temos que F;(R) 2 B é um B-moédulo finitamente

dim(B) = dim(F;(R)) = £(I).

Assim, pelo Teorema da Normaliz;géo (}e Noether graduado aplicado a algebra B sobre
+m

m/
que A = R/m[ay,...,aypn] € B é uma extensao integral. Assim, B é um A-moédulo

—, existem ay,...,ayp € By = , algebricamente independentes sobre —, tais
m

finitamente gerado, logo F;(R) é um A-moédulo finitamente gerado. Considere o ideal
+m/

m/
todoi € {1,...,¢(I)}. Pela proposi¢ao 1.3.5 temos que K ¢é uma redugao de I tal que

K = (a1,...,a41)) € R, onde a; € J é tal que sua imagem em é a;, para

pu(K) = £(I), portanto, pelo corolario 1.3.9 K ¢ uma redugao minimal de /. Diante

disso, toda redugdo minimal é gerada exatamente por ¢(I) elementos. O
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Capitulo 2
Arranjos de hiperplanos e Reducoes

O conceito de hiperplano é usualmente trabalhado nos cursos introdutoérios de
algebra linear. Essa estrutura tem papel importante no desenvolvimento deste trabalho,
neste capitulo uniremos o que foi exposto no capitulo anterior e aplicaremos ao estudo
dos arranjos de hiperplanos. Mais especificamente, estaremos interessados em estudar
dois ideais associados a um arranjo de hiperplanos: o ideal jacobiano do polinémio de
definicao do arranjo e o ideal gerado pelos produtos das formas linearem que definem
o arranjo de hiperplanos em questao, tendo por objetivo principal mostrar que, em um
arranjo central (n— 1)-genérico, o ideal jacobiano é uma redugao do ideal dos produtos.

Muitas nogoes e resultados deste capitulo recaem, levemente, sobre conceitos
de algebra linear, diante disso, exploraremos a teoria sob o aspecto algébrico, o que
resulta em uma uniformidade na explanacao tedrica neste capitulo. A teoria por tras

dos arranjos de hiperplanos pode ser encontrada, com mais detalhes, em [11].

2.1 Arranjos de Hiperplanos

Antes de darmos inicio a explanacao teérica neste capitulo, é importante pontuar
que, neste trabalho, estamos considerando o anel de polinémios nas indeterminadas
Z1,...,%, sobre um corpo K como um anel graduado munido de graduagao padrao,
onde cada indeterminada possui grau 1.

Embora a nocao de hiperplano esteja relacionada a teoria dos espacos vetoriais, a
defini¢ao de hiperplano que utilizaremos é a proveniente da geometria algébrica classica:
sejam K um corpo e n um inteiro positivo. Define-se o espago afim n-dimensional
A" = Ay como sendo K". Uma variedade algébrica afim X C A" é definida como
o conjunto solugao de um sistema de equagoes polinomiais fi,...,f, € Klxy, ..., z,)].
Quando m = 1, entao X é dita uma hipersuperficie. Neste contexto, definimos um

hiperplano da seguinte forma:
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2. Arranjos de hiperplanos e Redugoes

Definicao 2.1.1. Um hiperplano H C A™ é o conjunto de zeros de um polinémio de

grau 1, isto é,
H=V(f):={(a1,...,a,) €K" : f(ay,...,a,) =0}, com f =z + -+ Qo

Definigao 2.1.2. Um arranjo de hiperplanos é um conjunto finito A de hiperplanos
em A". Em adi¢ao, um arranjo de hiperplanos é dito central se os hiperplanos tém
intersecao nao V&Zi% ou seja, se o arranjo em questao é formado pelos hiperplanos
Hi, ..., Hn, entao ﬂ?—[i #+ .

i=1
Defini¢ao 2.1.3. Dado um arranjo de hiperplanos A = {Hi,...,Hn}, sendo H; =
V' (¢;) para cada i, o polindmio de defini¢ao de A é dado por

Qu="t1L,

Uma definicao fundamental para o estudo dos arranjos de hiperplanos é a do

rank (posto) de um arranjo A.

Definigao 2.1.4. Seja A um arranjo de hiperplanos no espago afim n-dimensional.
A dimensao do arranjo A ¢é definida como a dimensao do espago espago afim ao qual
o arranjo esta sendo considerado, ou seja, dim(A) = n. O rank de um arranjo é o
nimero maximo de formas linearmente independentes sobre o corpo K que podemos
coletar dentre as formas que definem o arranjo. Se rank(A) = dim(A), diremos que o

arranjo A é essencial.

Exemplo 2.1.5. Seja V = R?, considere
Hi={(z,y) eR®:x+y =0}, Ho={(z,y) e R? : 2 = 0},

os conjuntos H; e H, sao hiperplanos de R?. Ainda, rank(A) = 2 pois as formas
x4+ y e z sdo linearmente independentes sobre K e dim(A) = 2. Portanto o arranjo
A={H,,Hs} = {x+y,x} é essencial.

A fim de evitar eventuais comportamentos patologicos, estaremos supondo que
A={V(ly),...,V(ly)} é sempre um arranjo de hiperplanos em um espago afim K",

sendo n > 2, m > n e K um corpo de caracteristica zero.

Defini¢ao 2.1.6. Um arranjo de hiperplanos A é dito genérico (respectivamente r-
genérico com 1 < n) se ao tomarmos n (respectivamente r) formas, dentre as formas
lineares que definem o arranjo, estas forem necessariamente K-linearmente indepen-

dentes. Um arranjo quase genérico ¢ um arranjo (n — 1)-genérico.
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2. Arranjos de hiperplanos e Redugoes

Exemplo 2.1.7. Se considerarmos A = {x,y, z, 2 — y} um arranjo associado ao espago

afim K®, obtemos um arranjo quase genérico.

Neste trabalho, uma ferramenta muito utilizada é a conhecida relacao de Fuler,

ela nos diz, essencialmente, que se f € K[zy,...,z,] é um polindmio homogéneo de
n

grau m, entao mf = sz fz;, onde f, denota a derivada parcial de f em relacao

i=1
a variavel z;. Esta relacao nos ajuda a simplificar o ideal jacobiano associado a uma

forma homogénea linear, ente muito utilizado ao longo deste texto.

Definigao 2.1.8. Sejam A um arranjo de hiperplanos e f := ¢y ---{,, € R o polinémio
de definigao. O ideal de K[zq,...,z,]:

oo
Oxy’ 0w, )’

¢ chamado de ideal jacobiano relacionado a forma f e é denotado por J;.

Em geral, na definicao de ideal jacobiano, a forma f é incluida como gerador,
porém, desde que f é uma forma, pela relagao de Euler, f é escrita como combinagao
de suas derivadas parciais, o que resulta na definicao enunciada. Este ideal é um dos
principais objetos deste trabalho, visto que os principais resultados desta dissertacao
o envolvem.

Finalizando esta sequéncia de defini¢oes, apresentamos o ideal 1T gerado pelos

produtos distintos de (m — 1) formas lineares dentre /1, ..., ¢, ou seja,
H == (6253---Em,ﬁlég-'-Em,...,flfg---ém_l).

De maneira mais pratica podemos apresentar o ideal I da seguinte forma: deno-
tando, para cada i € {1,...,m}, L; :== {;-- Ayl € K[zy,...,z,], obtemos I =
(L1, Lo, ..., Ly).

Ao longo deste capitulo discutiremos alguns resultados do artigo [5]. O mesmo
é pautado em algumas conjecturas envolvendo redugoes, o ideal jacobiano e o ideal dos

(m — 1)-produtos, a principal delas seré enunciada a seguir.

Conjectura 1. O ideal jacobiano Jy ¢ uma redug¢ao minimal de I com ntmero de

reducao no maximo n — 1.

A conjectura 1 vale de maneira natural para n = 2, verificaremos isto ao longo
deste capitulo. Neste capitulo demonstraremos alguns casos particulares da mesma.

Para o que segue, é importante apresentar a fibra especial de I através de sua
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2. Arranjos de hiperplanos e Redugoes

apresentacao homogénea dada pelo mapa 7} — £; - - EA] -+ {,,, obtendo

KTy, ..., Tyl

F(I) ~ 0

Em [7], os autores exibem um isomorfismo entre a fibra especial de I e a algebra de
Orlik-Terao, um objeto muito importante do ponto de vista combinatério e muito

utilizado na teoria dos arranjos de hiperplanos.

oL,
8.%’1'

Para facilitar a notacao utilizada no lema seguinte, defina a; ; = (¢;),, =

o z;-coeficiente de ¢;. Diante dessa construcao, ¢ possivel enunciar o seguinte
Lema 2.1.9. No contexto ja posto, sao equivalentes:

a) Jy é uma reducao minimal de I;

b) {Z a;15,..., Z anijJ} ¢ uma sequéncia F(I)-regular;
j=1 j=1

) O ideal (Z a1, ..., Zan,jTj, Q) CK[Ty,..., Ty é (11, ..., T,)-primario.
— P

Demonstrag¢ao. a) = b) Note que, pelo mapa de apresentagao, temos

()i

portanto o item b) afirma que as derivadas parciais de f formam uma sequéncia regular

em F(I), uma vez que o mapa de apresentacdo ¢ um isomorfismo. Como J; é uma
reducao minimal de I, segue da proposi¢ao 1.3.10 juntamente com o corolério 1.3.9 que
as derivadas parciais geram um anel polinomial de dimensao n sobre K. Uma vez que a
fibra especial de I ¢ Cohen-Macaulay |7, Remark 2.1, #7)], as derivadas parciais formam
uma sequéncia regular em F(I), o que prova a implicacdo desejada.

b) = ¢) Uma vez que ZalJTj’ cl Zan,jTj é uma sequéncia regular em F(I),
j=1 =

segue que ﬁ af
g q a‘rl?"'?a‘rn

n, segue que ((I) = n [7, Corollary 2.6]. E fato que

, K[Ty, ..., Tl . ( F(I) )
d =d ,
“"((2;11 IR an,jTj,c») T\TFD

m m

pois estes quocientes sao isomorfos, afinal, denotando ( g ay ;i 7T5, . .., g an;1j, Q) por

} ¢ uma sequéncia regular em F(I). Porém, como rank(A) =

j=1 j=1
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K temos
K[TY,... Tm]

FO o —a _KM,...\T,]
JeF(I) JfK[Tl,Q..,Tm} - K ‘

Entretanto,

: FO) N
dim <Jff(1[)) = dim(F (L)) — ht(J;F (D))

pois F(I) ¢ Cohen-Macaulay [7, Corollary 2.6]. Ainda, ht(J;F(I)) = n, pois J; &
gerado por uma sequéncia regular de n elementos, portanto

o (STl g (20

Sendo K Cohen-Macaulay, o anel de polinémios K[71, ..., T,,] também o ¢, logo, segue
K[Ty,..., Ty, 4
dim <%> = dim(K[T}, ..., Ty]) — ht(K) =0,

assim

dim(K[T}, ..., T,]) = (K) = m.

Porém, estamos no contexto standard graduado, ou seja, o ideal maximal de K[71, ..., T},]
é(1y,....T,), oqual também possui altura m. Desse modo, K é (11, ...,T,,)-priméario.
¢) = a) Sendo K ideal (T},...,T,,)-primario, existe s > 0 suficientemente grande tal
que TP € K para cada ¢ € {1,...,m}. Assim, passando ao mapa de apresentagao,
temos que existe uma poténcia s que mapeia os geradores de I como combinagao linear
dos geradores de I e J;. Portanto 17" = J,I°.

O

A seguir demonstraremos dois casos particulares da conjectura 1, em seguida
trabalharemos alguns resultados visando o principal teorema desta se¢ao, o qual nos
garante que, sob um corpo de caracteristica zero, para um arranjo (n — 1)-genérico, o
ideal jacobiano J; é uma reducao minimal de I com nimero de redugao menor ou igual

an—1.

Proposigao 2.1.10. Seja A = {{4, ..., {,,} um arranjo de hiperplanos tal que rank(.A)
=n. Se m < rank(A) +1 = n + 1, entdo J; é uma redugdo minimal de I, onde

fi=0-ly €Klzy,...,x,] € 0 polinémio de definigao de A.

Demonstra¢ao. Uma vez que A tem posto n, podemos efetuar uma mudancga de varié-

veis pondo ¢; = x; para i € {1,...,n}. Se m = n, temos

0 0
Jf: (8_:Eflq78le> = (1‘2"'[1?”,...,1'1"'In_l):(62"'En,...,gl"'én_l):H.
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Sendo assim, por |7, Corollary 2.6] e [13, Proposition 7.3.17] temos que .J; é uma
redugao minimal de I. Se m = n + 1, ponha ¢,,; = ayx; + -+ + a,x,, diante do

exposto temos
fi=tlielg =l by = 2y @l = @1 - (0021 + -+ Q).

Fazendo f; := gi para i € {1,...,n+ 1} segue que

fl;l = L1 f'i"'-rn(alxl +"'+Oén$n>+xl”'xnai
= bl Al + fou
= [fi+t fanqi

Note que, neste caso, a igualdade ¢,,.1 = a14; + - - - + ¢, define o tnico gerador da

fibra especial de I, suponha que a1 =+ =a, =0e a,...,a; # 0. Este gerador é
Q=T T;j—( Ty TiTpi1+ -+ Ty Ty 1Tpy1),

desse modo o ideal noitem ¢) dolema 2.1.9 é (T1+a 1T 11, ..., Tjaj D1, Tia, - ., T, Q)

afinal .

Z a1 ;15 = a1y +aiTo + -+ a1 pp1 T + -+ armTim,

j=1
mas

a L 821_(‘%1_ a _862_8372_0 a _8&1_8!@1_0
171'_8(171_8.”[31_ ’ 172_(9.”61_81’1_ T lm_@.’ﬁl_@flil_

8€n+1 8(0[1(E1 + ...+ ()énﬂlfn) -

€ Al pi1 = = = o1, portanto a1 T; =T + o Th4q.
1,n+1 o7, B 1, P ; 1,545 1 14n+1

m

Prosseguindo, g an;1; = an,T, = 1.1, = T,, assim, o ideal no item c¢) do lema
j=1

anterior é, de fato,

(T1 +onTng, .. >Tj + Oéan—&-l»Tj—&-h ooy Iy, (1 - (—1)j_1j)041 cet OKJTZH)-

Porém, este ideal é (Ti,...,T,.1)- priméario, afinal denotando-o por J temos
T, € VJ paratodoi € {1,...,n+1}. Portanto (13, ...,T,+1) C V'J, mas (Th, ..., Thi1)
¢ maximal, o que implica (7},...,T41) = V/J. Diante de todo o exposto, aplicando o

lema 2.1.9, segue que J; ¢ uma redugao minimal de I. (I
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A seguir demonstraremos um lema que esta em uma vertente um pouco distinta
do que fizemos até agora, nele utilizaremos o conceito de particao de um arranjo.

Seja R :=K|x1,...,2r,Y1,...,Ys] 0 anel de polindomios em r + s varidveis sobre
um corpo K. Considere o arranjo de hiperplanos A de K'**, onde size(A) = m.
Suponha que A = BUC é uma 2-particao de A, ou seja, BNC = @. Os arranjos B e C
da 2-particao sao arranjos de K" e K*, respectivamente e possuem tamanho m, e m,

Vamos assumir que m, > r e m, > s e sejam f e g os polinémios de defini¢ao

dos arranjos B e C, respectivamente, desse modo F' = fg ¢ o polindémio de defini¢ao do

arranjo A.

Considere Iy C Klzy, ..., ;| o ideal gerado pelos m, — 1 produtos das formas
que definem o arranjo B ¢, similarmente, defina I, ideal de K[yi,...,ys] e Iy ideal
de R. Por fim J; € Kixy,...,z,] denota o ideal jacobiano de f e, analogamente,

JggK[yla--'7ys]eJFgR-

Lema 2.1.11. No contexto dos paragrafos anteriores temos Ip = (fI;; glf) e Jp =
(fJg:97%)-

Demonstragdo. Suponha que B = {f1,.... 0y, } ¢ C = {hi,... by, }, assim [ =
by-+ly, € g = hi - hy, sao os polinémios de definicao dos arranjos B e C, res-
pectivamente e F' = £y -+l - hy -+« by, assim

(flyigly) = (- lony By o Ty oo hy oo Yiby e o (B s ooy - L))

= Ip.

Por fim, mostremos a igualdade envolvendo Jp.

Jp = OF OF 6F>

g of
( g+ f Bz’ Ow 9
_ . of
o (%cl g’”"axr
= (f‘]xﬁg']f)-

99 of

+f'8_xr’8_y1

+f

dg of 89)
oy 0ys g+1 0ys

dg

89)
g’f ayl,"'7f ays

O

Proposicao 2.1.12. Suponha que J; (respectivamente, J,) é uma reducéo de I; com
ntmero de redugao no maximo 7 — 1 (respectivamente, de I; com nimero de reducao
no maximo s — 1). Entdo Jp é uma redugao de I com nimero de redu¢do no méximo

r+s—1.

Demonstra¢ao. Amentemos que o nimero de redu¢ao de um ideal I com respeito a

um ideal J é o menor inteiro positivo n tal que I""' = JI™. Por hipétese, temos

29
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= Jfﬂ’}_l ell; = JgH;_l. Vamos mostrar que I~ = J,I':7*72 pois como o niimero
de reducao de Ir com respeito a Jr é o minimo dentre os inteiros positivos m tais que
17 = JpI™ !, se a igualdade é valida para r + s — 1, entdo o niimero de redugio ¢
menor ou igual a r+ s — 1.

Vale, em geral, que Ji C I, ou seja, JpI*"2 C T0F*7! dessa forma nos resta
mostrar que I37°~" C Jpl7*72. Pelo lema anterior e utilizando expansao binomial

podemos concluir que o ideal [ é gerado por ideais da forma
Qt — fr+8—l—t1[2+s—l—tgt1[t ’

comte{0,....,r+s—1}.
Set<r,entaot+1<relogot+s+1<r+s,ouseja, s <r+s—t—1. Assim,
como o numero de redugao de I, com respeito a J, ¢ menor ou igual a s — 1, temos

r+s—t—1 __ r+s—t—2
I = Jyl . Logo

Qt _ f?”-Q-S—l—thHz-ﬁ-s—t—thHI}
= (FI)(L) T,

g JFH%+S_2_tH§:
afinal fJ, C Jp, (fI,)** 2 CI7* " e g'T C 10, pois F = fg. Mas
JFI[T;_S_Q_tﬂt — JFI[?;_S_Q?

e assim temos I}°~" C JpI7*7% o que nos permite concluir I3~ = Jpl7*~%. Por-
tanto Jp é uma reducao de Ip com nimero de redugao no maximo r + s — 1. O caso

t > r ocorre de forma anéloga. 0

Visando bem estabelecer algumas notagoes para demonstracao do préoximo lema
e do teorema que o procede, vamos convencionar algumas notacoes. Reiteramos que
estas notagoes serao utilizadas apenas no lema e teorema em questao. Nos resultados
citados consideraremos K um corpo de caracteristica zero. Enunciemos, portanto, a
seguinte
Observagao 2. Até o final desta se¢ao, R := K[y, ..., 2], Li := {1 -+ KA, o ly,, cOM

o~

= {17,__’m}7 ij = al,ng...gm_F...+ai7jgl...gi...gm_|_...+am,jgl...gm_1 =

m

Zai,jel---@--em com a;; := ({;),, parai =1,...,m e por im m = (v1,...,2,).
=1

O lema a seguir nos auxiliarda na demonstragao do principal resultado deste

capitulo, um dos principais deste trabalho.
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2. Arranjos de hiperplanos e Redugoes

Lema 2.1.13. Se A ¢ um arranjo (n — 1)-genérico, entdo LyLy--- L, € J;I" '

Demonstracao. Denote por

P — LngLn
= (£2£3 .. fm)(flgg ... ém) Ce ([162 ce En—len-i-l .. fm)
- (6162 Tt En)n_l(gn—s—l tr [m)n

e B={l,ls,...,0,}. Vamos dividir a demonstra¢ao em dois casos: quando rank(B) =
n e quando rank(B) =n — 1.

Caso 1: rank(B) =n

Sendo f = {y---{,, segue que P € (f), afinal

P = (bly-ly) (bpgr L) (iks - - .gn)n—2(gn+1 .. .gm)n—l
= f ’ (£1£2 U €n>n72(£n+1 e £m>n71 € (f)

Vamos denotar (¢1€y---0,)" *(lpyr- -+ L)™' por q, assim P = f - q. Afirmamos que

mq C I"'. Uma vez que rank(B) = n, temos m = ({1,...,/,). Portanto, é suficiente
mostrar que para j € {1,...,n} temos ¢,;q € I"!, afinal m é gerado pelos ¢;. Mas

Em adicao, L; - Z; oLy € (Ly, ..., L) H C 1", logo £;9 € I"', o que prova a
afirmagao feita anteriormente. Sabemos que, pela relagao de Euler, sendo m = deg(f),

tem-se

n
i=1

desse modo segue mP = m(fq) = (Z Tife)d = T1fe g+ oo+ Tpfo,q € JIMT
i=1

portanto P € J 1" 1.

Caso 2: rank(B) =n—1

Neste caso, a menos de uma reordenacao, ¢, é uma combinacao linear sobre K das
formas {¢1,...,¢,_1}, afinal o arranjo em questdo é (n — 1)-genérico. Considere a

mudanga de variaveis ¢; = z; para ¢ € {1,...,n — 1} e suponha que a combinagao
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2. Arranjos de hiperplanos e Redugoes

linear citada acima seja

n—1 n—1
En = a1£1 + ...+ an_lfn_l = ZCLZ& = ZCL,’JTZ' € K[Il, e ,l’n_l].
i=1 1=1

Sabemos que

P = (€1£2 tee gn—lgn)n_l : (én—i-l te gm)n

= (5511'2 to In—lgn)n_l(gn-i-l T Em)n

= (zy--- xn—1£n>n_l(£n+l ol L))"

onde p > n é tal que 4,,.... 0, € K[zy,...,2,-1] e rank({¢y,...,0,—1,0;}) = n para
p+1 <k < m. Note que esta mudanca de variaveis preserva as hipoteses e a conclusao
desejada. Agora, para j € {1,...,n — 1} temos

m
ij_xl'.':Z:j.'.xn—l(a’n,jén+l".ém)_xl'.'izjj.'.xn—l < E as,jéné/l'l‘i’l".és"'gm)
s=n+1

= (alyjf/iﬂg-wfm—l—...—i—ai,jfl---En%m—i—...—i—am’jﬂl-~-€m_1€/ﬂ:) —x1 - Zj e Tt (Gnj
bog1- L) —171~~xjo~zn_1(an+17j€n€;:1"'Km —|—...—|—am,j€n€n+1~'€/\m)
= (a1 jT122  Tp1lp -l + ...+ aj 2122 TjTp1lp b+ .o+ A jT1 - Ty
é/\m) —x1- -y Tpo1(An il ) —xl---xj---:En_l(an+17j€n€;:1---€m+...—|—
@ labosr -~ Im)

= xle...xj...xn_lgn...ém,

afinal a;; = (£;),, e {; = w; parai € {1,...,n—1}, portanto, se i # j, segue que a; ; = 0.
Denotemos este tltimo fator, 12y« ;- - 216y, - - - £y, por A;. Recordemos que

P = (1?1"'zn—1€n)"_l(€n+1---€p€p+1---€m)"
= Q;?—l(zl g 1 b)) T s - Lplprr )™
= x;."l(xl oy T 1 b)) T2 (b1 - lplprt )T A
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Substituindo A; temos:

P = x?—l(xl Ty @1 ln)" 2 g )" e,

— oz (21T T 1l)" 2 (L1 - )"y - - i o1 (anjlosr b))

@y T ( Z awgﬂgnﬂ...ﬁs...gm))

s=n+1
= @ e wa )" e )"

= (wrmye wno1) T @ (a0 gy - b))

p
— (xyexyee k1) ( Z as,jgg—l(gnﬂ...gs...gm)n>

s=n+1

_ x?(xl---@---xn_lﬁn)”*l (Z%,ﬂ?1(€n+1---[s---€m)”>-

p+1

Podemos reorganizar os célculos anteriores obtendo

P = x?—l(xl @y T 1l)" 2 (bt )" o
— (mpeee-- xn,l)"_lfz_Z(an .. -Em)"(an,jxj)
r
— (xymye 'fcn—ﬂn)"_l(fnﬂ .. .gm)n—l ( Z s jTj(bnyr - ls .[m)>
s=n-+1
_ (501 .. j;\j . xn_lgn)n_l"ﬁ? ( Z a57j€2_1(€n+1 s é; x gm)n> .
s=p+1
n—1
Efetuando o somatorio Z obtemos
j=1
n—1
(n—1)P = Zx"_l(:rl Ty T )" 2 (b1 L) o
j=1

n—1 m
— (T T ly)" ] (Zx? ( > as’jgg—l(gnﬂ...gs...gm)n)> '
=1

s=p+1
n—1
Escrevendo E as;r; = U5 para cada s € {n,n+1,...,p} podemos reescrever os
j=1
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calculos anteriores da seguinte forma

(n—1)P = Z T 1ly)" 2 (b1 - )" o,
J:
- ( *Tp— l)n lgn (En-i-l e fm)"fn
- ( cTp— 1€ ) (En—i—l t .gm)n—l
n—1 N
> (ansj@ilosr - b+ ot Tyl )
Jj=1
n—1 m
— (z1---7 :zrn_lﬂn)"_l Z as iUy (Tilpyr Lo L))"
j=1s=p+1
n—1
= x;lil(xl J//'\g xnflgn) (£n+l 'Em)n_lfm]-
j=1
- P (xl Tn 1€n) _1(£n+1 o .gm)n—l
n—1 o N
(an_,_l,jxjén_,_l N ém 4+ ...+ ap,j:zrjﬁn_,_l e ﬁp e gm)
j=1
n—1 m N
— (@1 Fy 1 ly) > a0 @ilngr e )"
j=1 s=p+1
n—1
= Z x?_l(xl J//'\g xn—len)n_ (£n+l Em)n_lfm]- -
j=1
- (5171 ) 1€n) 1(£n+1 gm)n71
n—1 o n—1 N
Z(anﬂ iTilntr b)) + o+ Z(% iTilng1 Ly ly)
j=1 j=1
n—1 m
— (= :E} zn—lgn)n_l Z as,;l; ($J€n+l by lm)"
j=1s=p+1
Assim
n—1
(n—1)P = Z x?_l(:bl STy T 1ln)" 2 (L1 Zm)"_lfmj —P— (21 Tp-1n)
=1

(gn+1...gm)n—1 ((€n+1€;:1"'fm) 4.+

S 3 e

s=p+1

('rl:i_\] cLyp— 16 (

= Y e
j=1
— (ZZ?l {1,5\ cLp— 16 (

o xn—lgn)n_2

> Y at

j=1s=p+1
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2. Arranjos de hiperplanos e Redugoes

Diante de todos esses célculos temos

[
3
i)

(n—1)P+(p—-n+1)P

j=1s=p+1
Note que
Ly--- Z; o Lp = (?CT!@ T xn—lén)(én.g_l - ﬁm) s (1171562 .- -In_lé;l)(ﬁn+1 R ém)
= 2 e l)" " e )"
logo

n—1
pP:ZLl"'Lj"'Lnij _(Il...fj..,zn_lgn)n—l (
j=1

n—1 m
1 e
> a0 @ilngy o Le e )™ |
Jj=1s=p+1
Portanto, como assumimos que char(K) = 0, analisaremos apenas os somandos do
segundo termo no lado direito da igualdade anterior, afinal se char(K) = p, teriamos
pP =0, e assim o lado direito da igualdade estaria, por defini¢ao, em J fI["_l. Se estes

somandos estiverem em J f]I"_l temos o resultado desejado, estas parcelas tem a forma

(361---fj---xn_lﬁnﬁs)n_l(xjfnﬂ---@---ém)"7

com j € {l,....n—1} e s € {p+ 1,...,m} assim, substituindo z; por {; em
X ={z1,...,xy1,0,}, obtemos X' = {xy,...,Tj,..., 2 1,0, Ls}, que é linearmente
independente, pois em 4, e em {, aparece a variavel z; e ¢, € K[zy,...,2,-1]. Como a

variavel x,, aparece efetivamente em £, temos rank(X') = n e o caso se encaixa no ja

demonstrado. O

Apresentaremos a seguir o principal resultado desta se¢ao, na demonstracao do

mesmo utilizaremos o lema que foi demonstrado acima.

Teorema 2.1.14. Seja A um arranjo de hiperplanos central (n — 1)-genérico. Entao
o ideal jacobiano J; C R := K]z, ..., 2,] é uma reduc¢do minimal de I com ntamero de

reducao no maximo n — 1.

Demonstragdo. E fato que £(I) = n [7, Corollary 2.6] e que pu(J;) < n, pois J; =

0 ) . )
(6—f, o 8_f> . Para verificar a desigualdade contréria, suponha que p(Jy) < n, isto
1 Tn
) . .. Of df : .
é, as derivadas parciais 92D formam um conjunto linearmente dependente.
1 Tn
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Considerando o polindmio de defini¢ao do arranjo A, f = £y ---{,,, temos

fui = (€1) o, L1 + €1 (L1),,.

)
Sendo 8_f cee linearmente dependentes existem g, ..., a, € K tais que
1 Tn
af of
ap——~+ ...+, =0,
Yo, I,

podemos supor sem perda de generalidade que oy # 0. Logo

of " _Of
(9.731 zz (%cl

com ; = %, assim uma vez que I = (01)z, L1 + €1(L1),, onde Ly = €A1€2 ol
aq T

temos

(£1>x1L1 + 51 L1 Z an ZOQ 61 L1 + gl(L1>xl>-

,L‘_
Portanto, segue que

n n

((1)ey — ) aillr)e)La = () ai(L)e, — (L1)ay)l,

i=2 i=2
diante disso, temos duas possibilidades para o coeficiente do lado direito da igual-

dade anterior. Se este é nao nulo, entao ¢; divide L;, o que nao pode ocorrer. Caso
n
(Z a;(Ly)y, — (L1)x1> = () temos
i=2
&2(L1>x2 + - d’n(-[/l)xn = (L1>1'17

notando que (L), = l2(L12)s; + L12(f2)s,, sendo Ly o := {3 -+ - £y, assim

Z A@;(lo(L1,2)s; + L12(02)s,) = Ca(L12)zy + L12(02)as,

portanto
L1 2(02)z; — L12(l2)e, = lo(L12)sy — Qily(L12)e; € (£2),
i=2 i=2

assim nosso problema é reduzido as formas /s, ...,¢,. Procedendo recursivamente,
encontramos a seguinte situacao: ¢, divide L,, ou ¢, = 0, o que gera também uma

contradi¢ao. Diante de todo o exposto, temos p(Jy) = n, assim p(Jy) = ¢(I).
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Portanto, pelo corolario 1.3.9, se Jy for uma reducao de I, esta reducao serd minimal,
desse modo ¢ suficiente mostrar que 1" C J 1"

Como ja mencionado, temos I = (Lq,..., Ly,), onde L; := £y L;-+ Ly, 1 €

{1,...,m}. Os geradores canoénicos de I" tem a forma
e JT1TT2 Ty
P .— Lll LZQ : ..Liu7

coml<i <---<i,<m,ri+ro+---+r,=ner; >1Vje {1,...,u}, o conjunto
{i1,...,4,} é chamado de suporte do gerador P. Queremos mostrar que I" C Jfl["_l,
assim ¢ suficiente mostrar que P € J fH”_l, para tal utilizaremos o processo de inducao
reversa em u, seja v :=n —u, entao 0 <v <n — 1.

Vamos ao caso inicial, ou seja, v = 0. Neste caso temos n = u e assim
o T1 772 Tnm ri—1yro—1 rn—1 n—1
P = Li1 Lig o 'Li: - (LhLiz T Lin)(Lil Lig o 'Li: ) € JfH )

pelo lema anterior. Prosseguindo ao passo indutivo seja v > 1 e suponha que o resultado
¢ valido para v —1 = n— (u+ 1) em um arranjo (n — 1)-genérico qualquer, desse modo
todo gerador canénico cujo suporte possui cardinalidade u + 1 esta em J;I""'. Uma
vez que v > 1 segue que n —u > 1 e assim u < n — 1, portanto as formas lineares
Uiy, ..., 0;, sao linearmente independentes sobre K, afinal o arranjo .4 em questao ¢é

(n — 1)-genérico. Efetuando uma mudanga de variaveis onde

X1 <_>£i17-‘-7$uH€iu7

assumiremos que f = xy - - - Xy ly1q - - - £y, para formas lineares adequadas €411, ..., €y €
R e mesmo apos efetuar esta mudanga de varidveis o arranjo 4 permanece (n — 1)-
genérico. Ainda sob a mesma 6tica temos

~

P= (07 b)) (Ul )2 e (b ey e ) = O TR TT2 0T (L e )

e aplicando a mudanca de variaveis ficamos com
. n—ry._n—r n—r n
P=al "y " eal T Uy )™

Como ja citado u < n — 1, assim pelo menos um dos expoentes r; é tal que r; > 2 pois
ser; = 1 paratodo j € {1,...,u} temos 7y +---+71, =u <n—1 < n, o que ndo pode
ocorrer pela defini¢ao dos geradores standard de I". Diante disso, existe k£ € {1,...,u}

tal que r, > 2, ponha P = L;, P', assim

/I rTTr1iTTe rEr—1 Tu n—1
Pr=LpLE L L e T
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afinal ri +r94+---+ (rp — 1)+ -+ +r, = n — 1. Por outro lado

f: ($1xk$u)(5u+1£m),

logo
fCEk — (xl...I‘k...xu)zk(gu_"_l...ém)+(a‘;1...xk...l‘u).(€u+l...€m)zk
= (w12 w) (lugr ) + (212 ) [(Cut 1) g (Cutz - lm) + oo+ (b)) g
(Cusr - lm—1)]
= L; + Z br i Lj,
je{u+l,....m}
onde by ; ¢ o coeficiente de x;, na expressao de £}, afinal {4, ..., {,, sao formas lineares

de grau 1. Assim
Lik = fﬂﬁk - Z bk,ij
je{u+1,...,m}
elogo P=P'L;, = P'f,, — Z bi;P'L;. E claro que f,, P’ € JI"! pois f,, € J;

jf{il,.--ﬂu}
e P' € "', temos ainda que para cada j ¢ {i,...i,}, como 7, — 1 > 1, pois 7, > 2,

P'L; &¢ um gerador candnico com suporte {iy, ..., i, ..., 4y, ]}, afinal
, R — Tl T2 D Tk_l . o . ,rlu .
PLy=L L2 - L Li*Lj.

Mas a cardinalidade desse suporte de P'L; ¢ u+ 1, portanto pela hipotese de indugao
P'L;€ J;I" " e assim P e J,I" . O

2.2 Sobre mudanca de variaveis

Durante o nosso trabalho, na demonstracao de diversos resultados, efetuamos
uma mudanca de variaveis, um questionamento natural a ser feito é se os ideais e
o arranjo de hiperplanos em questao permanecem com as mesmas propriedades apos
executarmos esta mudanca. Geometricamente falando, é natural que as propriedades
estruturais do arranjo permanecam as mesmas, nesta secao justificaremos algebrica-
mente este fato.

Seja A um arranjo de hiperplanos cujo rank é n, considere ainda f := ¢y ---{,, €

R :=Kl[zy,...,x,] o polinomio de defini¢ao deste arranjo. Uma vez que rank(A) = n,
existe uma sequéncia de formas ¢;,, ..., {;, linearmente independentes sobre o corpo K,
uma simples reordenagao dos indices nos permite convencionar que i1 = 1,...,4, = n.

Diante da exposigao feita no pardgrafo anterior, existe uma tnica mudanca de

variaveis {1 <> y1,...,l, <> y, dada por [zq...x,] - M = [y; ... y,] onde M é a matriz
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n X n cujas colunas sao os coeficientes das variaveis x; nas formas ¢q,...,¢,. Mais
precisamente, a entrada a; ; da matriz M é o coeficiente de z; na forma ¢;. A matriz M
¢ invertivel, afinal suas colunas sao linearmente independentes, logo de [z1 ...z, - M =
[y1...yn) temos [x1...2,] = [y1...yn] - M, portanto #; = Li,...,7, = L, onde

Ly, ..., L, sao formas lineares em S := K]y, ..., y,]. Consideremos

G:=f(L1,....Ly) =y yn(lyq -+ L) €S :=K[yr, ..., unl,

podemos utilizar agora a regra da cadeia e teremos, para cada i € {1,...,n},
oG of 0L, of oLy,
=—(Ly,...,Ly,)- : Ly,...,Ly)-
yi 8x1( b Ln) * - 83%( ' ) yi

yi
Desse modo [Gy, ... Gy ] = [fer (L1, Ly) o fu, (L1y ooy L)) - (M1, onde ¢
denota a transposicao da matriz M ~'. Uma vez que (M ~1)" é invertivel, em termos

dos ideais de S := K[y, . .., yn| temos

Jo = (Gyror Gy) = (For(Laee o L)y oo fon (Lo L))

afinal as entradas da matriz (M ~1)* estdo no corpo K. Explicitamente, o que estamos

fazendo é:
(a) Comegamos com Jy = (foy, ..., fo,) em R =Klzy,..., z,];

(b) Executamos uma mudanca de variaveis dos z; para y; através de
T <_>L17--~737n<_>Ln,

obtendo um ideal J de S := Ky, . .., yn] gerado por fo, (L1, ..., Ly), ..., fu, (L1, ...
Ly);

(c) O ideal J de S obtido em c) possui as mesma propriedades homolégicas que o
ideal J; de R;

(d) Sabemos que J = Jg C S. Portanto, podemos assumir que ¢; = 1, ..., 4, = Z,.

Denote por I o ideal gerado pelos (m—1) produtos das formas yy, . . . , ¥n, Coiqse e,
—k k-1 - =
¢, suponha que I' C JgI 1, isto é, Ji € uma redugao de I, vamos mostrar que J; é
uma redugao de I. Se efetuarmos a mudanga de variéveis y; <> ¢1,...,y, <> £, teremos
que

JG: (fln(le"'7Lﬂ)a"'7fIn(L17"'7Ln)) — (fml(flfl,...71'71),...,fmn(fﬂl,...,xn)) :']f7

pois [z1...xp] - M =[y1...ys) € Ly = 21, ..., L, = z,. Ainda, como

I

(Yo Unli iy Uy Yn oy - O ),
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temos T — (o lplpyr by b1+ Lol -+ L) = 1. Portanto, se Jg é uma
reducdo de I, entdao J 5 ¢ uma reducao de I. Este fato ¢ de suma importancia, afinal
por muitas vezes durante o nosso trabalho ao nos depararmos com algo sobre redugao
do ideal jacobiano em relacao ao ideal I, optamos por utilizar mudanca de variaveis e
analisar a reducao em relacao a estes ideais ap6s a mudanca de variaveis.

A seguir explanaremos um exemplo envolvendo o que foi explicitado neste topico sobre

mudancas de varidveis.

Exemplo 2.2.1. Seja R := K]z, z5] e considere o arranjo
./4. = {171 + Zo, 21’1 + X9, X1 — To,T1 + 3%2}7

denotemos (1 := x1 + 2o, Uy := 221 + X9, 03 := 11 — 29 € £y := 11 + 3x5. Desse modo, o
pOhIléHliO de deﬁnigéo de ./4 é f = £1€21€3€4 = (l’l + I’Q)(QIl + 1'2)(331 — 1'2)(1’1 + 31’2),
a fim de efetuar a mudanga de variaveis ¢; <> v;,i € {1,2,3,4}, podemos escolher as

formas ¢1, /5 como as formas linearmente independentes que dao origem a nossa matriz

1 2
de mudanga de variaveis, tal matriz é M = (1 ), assim a mudanca de variaveis é
dada por
1 2
[xlaxQ] : (1 1) = [y17y2]7
isto é,
-1 2
(w1, 2] = [y1, y2] - M~ = [y1, 2] - ( ) 1) :

Logo [x1, 23] = [—y1 + Y2, 2y1 — yo] := [L1, Lo], como vimos anteriormente definimos

G = f(Ly, Ly) = f(—y1 + Y2, 2y1 — ). Portanto

G = f(—=v+y2,2u1 —y2)
= y2(=y1 +v2) +2u1 — vl (—y1 +y2 — 2u1 + y2) (—y1 + y2 + 6y1 — 3y2)
= Y2(=3y1 + 292) (5yn — 2u2) € S = K[y, ya).

Por defini¢ao temos

Jp = (fars fra) = (827 + 2123wy + 22173 — Ty, 7ol + 22379 — 212175 — 1273)

Jo = (Gy,, Gy,) = (—45y1y2 + 32u1y5 — 4ys, —15y7 + 32yiys — 12y193).

Diante dos célculos feitos até aqui obtemos f,, (L1, Ly) = —30y; + 19yiys + Sy1v5 — 4y
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e fuy (L1, Ly) = —15y7 — 13y5ys + 20y195 — 4y3, o que nos fornece

[fer (L1, La), fay (L1, L2)] - (M) = [fa, (L1, L2), fay (L1, L2)] - <_21 _11)

= [-30y} + 1997 y2 + 8y1y3 — 4u5, —15y7 — 13yiys + 20y13

3 -1 1
—dyy] - ( 9 _1>

= JG

como haviamos verificado na construgao que foi feita sobre mudancgas de variaveis.
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Capitulo 3
O teorema de Rose-Terao-Yuzvinsky

Neste momento introduziremos o modulo de derivagoes logaritmicas associado a
uma forma f € K[xq,...,2,] com o objetivo de apresentar uma decomposigao para o
mesmo em fung¢ao do moédulo de sizigias do ideal jacobiano relacionado a f, o qual de-
notamos por Syz(J¢). Este capitulo tem por principal propésito demonstrar o teorema
de Rose-Terao-Yuzvinsky, resultado este que fornece a dimensao homologica do médulo
de derivagoes logaritmicas associado a uma forma f bem como fornece a resolucao livre
graduada minimal do ideal jacobiano J.

No presente capitulo, a menos de mengao contraria, A denota o anel de polino-

mios Klzy, ..., z,].

3.1 Derivacgoes

Seja A := Klz1,...,z,] o anel dos polindmios nas variaveis 1, ..., x, sobre o
corpo K. Pelo teorema da base de Hilbert, A é noetheriano e como ja citado ante-
riormente local no sentido homogéneo. Para introduzirmos o médulo de derivagoes

logaritmicas é necessério o conceito de derivagao, para isto enunciemos a seguinte
Definicao 3.1.1. Uma derivagdo em A é uma aplicacao d : A — A que satisfaz:

i) d(f +g) =d(f)+d(g) (aditividade);

ii) d(fg)=d(f) g+ f-d(g) (regra do produto ou de Leibniz).
O conjunto das derivagoes em A é denotado por Der(A).
Proposigao 3.1.2. Der(A) tem a estrutura de A-modulo.
Demonstracao. Defina

p: Ax Der(A) — Der(A)
(f,d) = fd

Y
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onde fd ¢ definida por

fd: A — A
g = (fd)(g) = fd(g)

Inicialmente, é preciso verificar que p estd bem definida, isto é, que fd € Der(A). Com

efeito, dados g1, 9o € A tem-se:

(fd)(g1 +92) = fd(g1+ g2)
= fd(g1) + fd(g2)
= (fd)(g1) + (fd)(g2)-

Ou seja, fd obedece a condigao i) da defini¢do 3.1.1. Por fim, verificando a condigao

i1):

(fd)(g192) = [fd(g192)
= f(d(g1)g2 + q1d(g2))
= (fd)(g1)g2 + (fd)(g2)g1-

Portanto, por fd cumpridas as condigoes da defini¢ao 3.1.1, segue que fd € Der(A) e
assim g estd bem definida. Agora, é necessério verificar que p satisfaz os axiomas de

A-mo6dulo, com o objetivo de simplificar o texto denotaremos pu(f,d) por fd.

a) Sejam f € Aedy,dy € Der(A). E necessério verificar que f(dy +dy) = fdi + fds,

para isto seja g € A, dessa forma

(f(dy + d2))(g) = f((dr + d2)(g)) = f(di(g) + da(g)) = (fdr + fd2)(9),

IOgO f(dl + dg) = fdl + fdg

b) Sejam fi, fo € A e d € Der(A), vamos mostrar que (f; + fo)d = fid + fod, para

isto seja g € A. Dessa forma,

((f1 + fo)d)(g) = (f1 + f2)d(g) = frd(g) + fo2d(g) = (frd + fod)(9g),

assim (f1 + fo)d = fid + fod.

c) Considere fi, fo € Aed € Der(A), afirmamos que (f1f2)d = fi(f2d). Com efeito,
se g € A, entao ((f1f2)d)(g) = firfed(g) = f1(f2d)(g). Portanto (f1f2)d = fi(fad).

d) Por fim, ¢ fato que 1d = d.
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Diante de todo o exposto, Der(A) é um A-mddulo. O
Verificado que Der(A) é um modulo sobre K[z, ..., x,], é possivel definir o
submodulo

Derg(A) = {d € Der(A) : d|g = 0},

ou seja, Derg(A) é formado pelas derivagoes em A que se anulam no corpo K. Os
elementos de Derg(A) sdo chamados de K-derivagdes de A. A proposito, as derivagoes
parciais conhecidas do célculo diferencial sao K-derivagoes de A, mais ainda, o conjunto
formado por estas derivag¢oes é uma base para o A-modulo Derg (A), em outras palavras

toda derivagao d em A se escreve como

n 8
d= =,
Z gi 81/1
=1
onde cada g; € A estéd unicamente determinado. Diante disso,

Derg(A) = @Aai ~ A", (3.1)
i=1 t

Definicao 3.1.3. Seja f € A. O conjunto

Derlog(f) = {d € Derg(A) : d(f) € (f)}

¢ chamado de mddulo de derivagoes logaritmicas associado a forma f ou maddulo de

Saito de f.
Proposigao 3.1.4. Seja f € A, entao Derlog(f) é um submoédulo de Derg(A).

Demonstrag¢ao. Sejam dy,dy € Derlog(f) e g € Derg(A). Desse modo,

(gdi +d2)(f) = (gdi)(f) + da(f)
= gdi(f) + dao(f).

Uma vez que dy, ds € Derlog(f), existem gy, g2 € A tais que d1(f) = g1.f e do(f) = gof,

diante disso

(9di +d2)(f) = (gdi)(f) + d2(f)
= gdi(f) +do(f)
= 90l +g2f
= (991 +92)f € (f).
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Portanto gd; + dy € Derlog(f), o que finaliza a demonstragao. O

Uma vez definido Derlog(f), um questionamento pertinente é se este submodulo
contém elementos nao-nulos. Diante disso, seja f € A um polindmio homogéneo de

grau m > 0. Considerando a relacao de Euler

0 0
(El_f‘*"l’frn_f:mf

o, oz,

Assim,

. 0
g = Z Ila_’[‘,b c Derlog(f),
i=1

ou seja, Derlog(f) # 0. Mais geralmente, em verdade, nao é necessaria a homogenei-
dade de f para garantir que Derlog(f) # 0, pois fDer(A) C Derlog(f).

Proposigao 3.1.5. Seja f € A um polindmio homogéneo de grau m > 0, a sequéncia
0 — Syz(J;) — Derlog(f) % Az — 0

é exata, com ¢ definida como segue

¢ : Derlog(f) — Ae
d = p(d) = gqe

)

onde g4 € A é tal que d(f) = gaf (ga existe pois d € Derlog(f)).

Demonstracio. E fato que

"0
Syz(Jy) = {(hl,-..,hmeA" :Zhj@_jzo}
J

— {d € Derg(A) : d(f) = 0},

0 ~ A". A prova da exatidao de

afinal Derg (A) = @Aax o~
i=1 ‘

0 — Syz(J;) — Derlog(f) = A = 0

serd dividida em partes:
a) @ esta bem definida.
De fato, sejam dy,dy € Derlog(f) tais que d; = ds. Uma vez que dy,dy € Derlog(f),
existem ggq,, 94, € A de modo que di(f) = g4, f € do(f) = g4, f, como d; = dy entdo
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di(f) = da(f), ou seja, ga, [ = ga, f, assim g4, = gq,- Desse modo
@(d1) = ga,€ = ga,e = ©(da),

ou seja, ¢ estd bem definida.

b) ¢ é A-linear.

Sejam dy, ds € Derlog(f) e h € A, assim ¢(hdy + d2) = Ghay+d,€, Onde gra, 14, € tal que
(hdy + d2)(f) = 9nay+a,f- Ainda, como dy,dy € Derlog(f), existem gq,, s, € A tais
que di(f) = ga, f e da(f) = ga, f. Portanto,

(hdl + d2)(f> = hdl(f) + d2(f) = hgd1f + gd2f = (hgch + gdz)f»
logo hga, + 94, = 9nda,+d, € diante disso, por fim,
@(hdy + d2) = gnay+a,8 = (ha, + 9a,)€ = hga, + gare = hip(da) + ¢(da),

o que completa a demonstracao do item b).
c) ¢ & sobrejetiva.

Seja he € Ae, pela relacao de Euler temos

a0 Ty, O
fzgl.a_xfl+...+a.a;7
assim h o h 0
hf:%.é)_xfl +x;:l .8;;,
defina entao
dh:%,a%+...+ﬁf’.8ineDerK(A).

E claro que di(f) = hf, ou seja, p(dy) = he, o que mostra a sobrejetividade de ¢.
Diante dos itens a), b) e ¢) conclui-se que Derlog(f) 2 As — 0 é exata. A este ponto,
¢ suficente mostrar que Ker(yp) = Syz(J¢), o que nos permite enunciar o item:

) Ker(¢) = Sya(Jy).

Com efeito, Ker(y) = {d € Derlog(f) : ¢(d) = 0e}, mas dado d € Derlog(f), existem
hi,..., h, € A tais que

9] )
d=h—+ -+ h,—.
YOy Tt " Oy
Diante do exposto, através de (3.1), identificando d por d = (hy, ..., h,) temos

Ker(¢) = {d € Derlog(f) :d(f) =0} = {d € Derlog(f) : Z hiﬁ = 0} :

=1
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isto é, (h1, ..., hy) € Syz(J;), ouseja, Ker(y) C Syz(.J;). Reciprocamente, se (h1, ..., h,) €

Syz(Jy), entao Z hiaa—z = 0. Por (3.1) é possivel identificar (hq, ..., h,) por d, diante
i=1 :

disso ¢(d) = gqe = O, e assim Ker(yp) = Syz(J;) e portanto
0 — Syz(Jy) RN Derlog(f) % Az = 0

é exata. O

Como ja citado, um dos objetivos desta se¢ao é apresentar uma decomposigao
para Derlog(f) em fun¢ao do modulo de sizigias do ideal jacobiano realacionado a f,
J¢. Para isto, é necessario apresentar o conceito de sequéncia cindida, o que sera feito

a seguir.

Definicao 3.1.6. Sejam R um anel e M, N e T" R-mo6dulos. Uma sequéncia exata
0=NSMBT 0

¢é dita cindida se existe ¢ : T" — M R-linear tal que ¢ o1 = Idp. No caso em que a

sequéncia em questao é cindida, a aplicacao v é chamada de cisao.

Observacao 3. No contexto da definicao anterior, se T é livre, entdo toda sequéncia

exata 0 - N —Z> M 5T — 0 é cindida.

Lema 3.1.7. No mesmo contexto, se ¢ : 1" — M é uma cisao, entao
M = N @(T), identificando N = i(N).

Demonstragao. Considere a aplicagdo f : N @ T — M dada por f(n,t) = n + ¥(t),

afirmamos que f é injetiva. De fato, sejam (nq,t1), (ng,t2) € N @ T tais que

f(ni,t1) = f(ng, ta).

Desse modo, ny + ¥(t1) = na + 9(t2), logo ¥(t; —t2) =ng —ny € N = Ker(p). Assim
segue p((ty — ty)) = t; —to = 0, isto é, t; = ty, 0 que conclui a demonstragao da
injetividade de f. Por outro lado, dado m € M, temos que p(m) =t € T, dai, p(m) =
o((t)), logo, p(m — ¥(t)) = 0, consequentemente, m — (t) = n € N = Ker(yp),

Ol

portanto, obtemos o resultado.

Uma observagao importante a ser feita diante do lema anterior é a seguinte:

uma vez que i(N) ~ N e ¢)(T) ~ T (pois 1) é injetiva ja que possui inversa a esquerda),

47



3. O teorema de Rose-Terao-Yuzvinsky

tem-se M ~ N @ T. A seguir enunciaremos a decomposi¢do de Derlog(f) citada

anteriormente.

Teorema 3.1.8. Seja f € A polinébmio homogéneo, entao
Derlog(f) = Syz(J;) & Ae.
Demonstracao. Sendo Ae livre, pela observagao 3 a sequéncia
O — Syz(Jy) — Derlog(f) = Ac = 0

é cindida. Assim, utilizando o lema 3.1.7, Derlog(f) = Syz(J;) @ ¢(Ae). Exibindo a

cisao em questao temos

¢ : Ae — Derlog(f)

Y

he dh

n lh )
onde dj, = g :l;n 82 E fato que dj, € Derlog(f), afinal
=1 v

- m Jx;

onde m = deg(f). Além disso, ¢ 0 1) = Ida., portanto ) é uma cisdo. Por fim,

Im(v) = 1(Ae) = Ae, o que nos permite concluir
Derlog(f) = Syz(Jy) @ ¢(Ae) = Syz(Jy) & Ae.

O

Agora retornemos ao objeto central de estudo, os arranjos de hiperplanos. Dado
um arranjo A, a partir deste é possivel obter dois novos arranjos de hiperplanos, cha-

mados de eliminagdo de A e restri¢ao de A. Vamos a defini¢ao formal destes objetos.

Definigao 3.1.9. Seja A um arranjo de hiperplanos definido pelas formas lineares

{01,...,4n}, onde ¢; € Klzy,...,z,| para cada i € {1,...,m}. A eliminacio de A
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com respeito ao hiperplano V' (¢;) := H; é o arranjo
A\ {Hl} = {H17 S 7Hi—17 E? Hi-‘rh DR Hm}

Por sua vez, a restricio A% de A com respeito ao hiperplano H; ¢ o arranjo definido

pelas formas residuais

no anel —.

(4)
Diante da definicao anterior, um aspecto importante a ser relatado é que se A
¢ um arranjo genérico, entdo a eliminacdo A\ {H} e a restricio A" com respeito ao

hiperplano H definem, ainda, arranjos genéricos.

Defini¢ao 3.1.10. Sejam A um arranjo de hiperplanos e Syz(J¢) o médulo de sizigias
do ideal jacobiano .J;, onde f é o polinémio de defini¢ao do arranjo A. O grau inicial
de Syz(Jy) é

r(A) = indeg(Syz(Js)) = min{r € Z : (Syz(Jy)), # 0}.

O teorema a seguir é um resultado importante que relaciona as defini¢oes 3.1.9
e 3.1.10, com o objetivo de dar brevidade ao toépico nao o demonstraremos, mas o leitor
que tiver o interesse em consultar sua demonstracao pode ver [1, Theorem 2.14|. Este

teorema sera utilizado na demonstragao da proposicao 3.1.12.

Teorema 3.1.11. Sejam .4 um arranjo de hiperplanos e £ = ¢; uma das formas lineares
que definem tal arranjo. Se H = V (£) e r(A\ {H}) < 7(A"), entdo

r(A) =r(A\{H}) + 1.

Proposigao 3.1.12. Seja A um arranjo de hiperplanos genérico definido pelas m
formas lineares (1, ..., ¢, no anel polinomial K[xy,...,x,], com m > n = rank(A).

Entao r(A) =m —n+ 1.

Demonstra¢ao. Uma vez que rank(A) = n, através de uma mudanga de variaveis é
possivel supor que A é definido pelo conjunto {z1,...,z, 01, ..., ly_yn}, em particular

o polindmio de definicao do arranjo A é
fle"'mn'gl"'gm—n-

Esta demonstragao sera feita por indugao sobre m. Se m = n, entdao A = {1, ..., z,}
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e assim

Zaifxi:O@ai:OVz'e{1,...,n},
i=1

portanto J; nao admite sizigias de grau zero, ou seja, r(A) > 1. Porém, note que
(21, —2,0,...,0) é uma sizigia de grau 1 para Jy, logo r(A) = 1 = n—n+1=m—n+1.
Diante disso, é pertinente considerar como caso inicial m = n+1. Se m = n+ 1, entao
f=(x1---x,) ¢, onde ¢ tem a forma ¢ = ayrq + - -+ + a,x, com «; # 0 para cada 1,

pois A é genérico. Assim,

~ -~

foo=(x1-Tiwn) L+ (T1 )y = (T Ti ) (L + 425). (3.2)

Precisamos mostrar que r(A) =m —n+1=(n+1) —n+ 1= 2. Note que é
suficiente mostrar que r(A) > 2, afinal ((¢ + aqz1)x1, —(¢ + az2)x2,0,...,0) é uma
sizigia de grau 2.

Afirmagao 1: {f,,,..., fz,} € um conjunto linearmente independente sobre K.

Caso contrario, existem Ay, ..., A, € K tais que
Alfm + )\'ﬂf’l‘n = 07
com \; # 0 para algum ¢ € {1,...,n}. Assim, por (3.2),

M(Ty Tl + ymime - xy) + -+ A1 T+ ey - xy,) = 0.

Logo,
QN Ty T+ F oAy Ty = —( M T Tl Ny Ty 1 X0
ou seja,
(A + -+ apdn) (@ - 2) = —C (ZMM@%)
equivalentemente, |

_(a1>\1‘I’""I'Oén)\n)(xl"'mn):£<Z)\ifvl"'i\i”'xn>-

1

Definindo A := —(aq A1 + -+ - Ay, segue

>\5171"'56n=£<Z)\i$1"'@"'$n>,
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assim, se A = 0, entao

n
=1

assim temos

o que nao pode ocorrer, portanto A # 0. Seja A; # 0, uma vez que x; divide o produto,

segue que z; divide ¢, pois z; nao divide o somatério, mas isto contradiz a escolha

anterior de ¢, concluindo assim que {f,,,..., f.,} é linearmente independente sobre K.
Afirmagao 2: {f,,,..., [+, } ndo admite sizigias lineares.

Suponha que Gy, ..., G, s@o formas lineares em A := Klzy,...,z,] com G; # 0 para
algum j e

Substituindo f,, na igualdade anterior temos, por (3.2),
Gilagmy Ty + g xpl) + -+ Gplapay - xp + 1+ Ty _17,0) = 0.
Desse modo,
(1B o+ Tl + -+ Gy -+ Ty 1 Tnl) = (G1B1Tg - Ty + - + Gy - Ty Tn)
mas
(Gitywy -y + -+ Gy Ty 1T )= =1+ (1 G + - - + 0, G).

Caso 1: a1G1 + - a,,GG,, = 0.
Neste caso Ghayxo -+ Ty + -+ + Gpxy - p_1Z, = 0, pois £ # 0. Matricialmente, as

sizigias de x; - - - z,, sao dadas pela seguinte matriz de Hilbert-Burch:

T 0

—X9 i)
0 —x3 x5 ,
0 0 —Ty
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afinal de (G129 @y + -+ + Gpry -+ - Ty 17,)0 = 0, segue
Gli'\le...xn+...+an1...xn_15;:0

e logo Gy = fi11,Go = (=1 + Po)a, ..., Gy = —fp_12,. Substituindo G, ..., G, na
igualdade a;G1 + ... + a,,G;, = 0 temos

a1 811 — (B — Ba)za + -+ - + 1Bz + Bae1)Tn-1 — anBp_12, = 0.

Uma vez que G; # 0 para algum j € {1,...,n}, o coeficiente correspondente a G, é nao
nulo. Mas «; # 0 para todo i, portanto obtemos uma relagao K-linear de dependéncia
para as variaveis, o que nao pode ocorrer.

Caso 2: L. =a1G1+ -+ a,G, #0

Uma vez que

(L1Tiwy - xpy + -+ Lpxy Ty 1T ) = —21 - xp (a1 Ly + - L) = =21 - - 2, L, (3.3)

entdo L|(GiTyxy -+ Ty + -+ + Gy - T_1Zy,) ou L|L. Se a primeira situagao ocorre
tem-se

GiTixg - xp+ -+ Gpay -+ - xy1T, = Ly,

para algum g € Klzy,...,x,] e assim, por (3.3), temos
Lgl = —xq---x,L,

portanto, L(—xy---xz, — gf) = 0 e logo —gf = x1---x,. Porém, como z; ndo divide
¢ para todo i € {1,...,n}, temos uma contradigdo. Diante disso, a segunda situagao
dentre as duas mencionadas acima precisa ocorrer, isto é, L|{, ou seja, L = [{ para
algum 5 # 0 em K. Assim, por (3.3),

(Glil/?\ll'g Ly e+ Gniﬂl cee xn—lﬂjn)é = =Xy Zﬁnﬁg
e portanto
Gitiwy- - xy+ -+ Gy Ty 1Ty, = =BTy - 1y,

afinal £ # 0 e K[zy,...,2,] € um dominio. Desse modo, G; = [;x; para todo i €
{1,...,n}, com §; € K. Assim, substituindo G; = f3;x; na igualdade anterior, ficamos

com

PLriTy Ty + e Buly - Ty 1Ty = —BT1 -+ Ty,

e novamente por K[zy, ..., x,] ser um dominio, temos 3;+- - -+, = —f. Pela definigao

52



3. O teorema de Rose-Terao-Yuzvinsky

de L, tem-se

alﬁlxl + - +Ofnﬁnxn = alGl + - +anGn =L = ﬁf

Portanto

al(ﬁ - 61)1131 + -+ Ofn(ﬁ - Bn)a/n = _<a161x1 + -+ anﬁnxn> + 6051.’171 + -+ B&nxn
= —(B0)+ B¢
= 0.

Uma vez que a; # 0 para todo ¢ € {1,...,n} e o conjunto {xy,...,z,} é linearmente

independente, segue que 3; =  para todo ¢ € {1,...,n} e assim G; = f;x; = fx; para

todo ¢ € {1,...,n}. Diante do exposto temos

Glfm Tt ana:n = ﬁxlfl'l T +anfxn

=1
= pmf
~ 0

onde m é o grau de f. Logo f = 0 e entao G; = fx; = 0 para todo i € {1,...,n}, o
que é uma contradi¢ao e isto finaliza a demonstragao do caso inicial de indugao.
Passo indutivo: m > n + 2.

E de nosso conhecimento que a eliminacio e a restricao de A com respeito a H =
V(¢ = x,) forma, ainda, arranjos genéricos. Assim, utilizando a hipotese de indugao,
temos

r(A\{H}) =(m—-1)—n+1=m—n,

afinal A\ {H} é composto por m — 1 formas. O polindémio de definigao da restrigao
AT 6 f=mg- o aply by, com l; = i|z,=0- Dessa forma, pela hipotese de indugao,
tem-se

r( A =m—-1)—(n—1)+1=m—-n+1,

portanto 7(A\ {H}) =m —n <m—n+1=r(A") e por fim, pelo teorema 3.1.11,

temos

r(A) = r(A\{H) +1=m—n+1.
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3.2 Saturacao do ideal jacobiano

Nesta se¢ao, introduziremos alguns invariante algébricos muito importantes para
o andamento do trabalho, como indice de saturacao e a regularidade de Castelnuovo-
Mumford de um moédulo M. Aqui, por praticidade, elencaremos apenas os resultados
necessarios para o nosso objetivo, o leitor interessado em algo a mais relacionado a esta
teoria deve consultar [2].

Seja (R, m) um anel noetheriano local graduado. Considere M um R-mo6dulo

graduado finitamente gerado com geradores homogéneos my, . .., m, onde deg(m;) = a;
para todo i € {1,...,r}. Diante disso, existe um homomorfismo sobrejetor de R-
modulos

p: Fy=R" — M

€; = m; .
Pondo deg(e;) = a;, ¢ torna-se um homomorfismo graduado de R-mo6dulos. Assim,
T

Fy ~ @ R(—a;) e portanto obtemos a sequéncia exata
i=1

0—U— @ RY(—j) 8 M —0,

J

onde By ; = |[{i : a; = j}| e U = Ker(¢p). Sendo U submodulo de @Rﬁoﬁj(—j) = Fy,

j
segue que U é finitamente gerado e assim é possivel construir um homomorfismo

Yy @Rﬁu(—j) — U.
J

Compondo ¥, com a inclusao i : U — @ R°vi(—j) obtemos a sequéncia exata
J

P r(—j) = P R™ (—j) > M =0
J

J

de R-modulos graduados. Neste caminho, constréi-se se sequéncia exata longa
e = Ky = By = Fy—+ M —=0

formada por R-moédulos graduados onde

F, =P BP9 (—j),

J
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tal sequéncia ¢ chamada resolucao livre graduada de M.

Definicao 3.2.1. Uma resolucgao livre graduada de M é dita minimal se a imagem de

Yip1 : Fipn — Fy, Im(3ig), € tal que Im(vh;11) € mFj, para todo i.

O ntmero Zﬁi*j = rank(F;) = p(F;), onde p(F;) denota o nimero minimo de

j
geradores de Fj, é chamado de nimero de Betti de M. No mesmo contexto, conside-

rando ainda A = Kz, ..., x,], seja M = @ M; um A-moédulo graduado finitamente

2

gerado. Para cada 7 > 0 defina
tH (M) = max{j : B;;(M) # 0},

onde ; ;(M) é o 4, j-nimero de Betti de M como A-moédulo.

Definigao 3.2.2. A regularidade de Castelnuovo-Mumford de M é
reg(M) = sup{t (M) —i; i € Z}

Com o objetivo de familiarizar o leitor com a regularidade de Castelnuovo-
Mumford, é interessante apresentar algumas propriedades bésicas da mesma através

do seguinte resultado:

Proposigao 3.2.3. Sejam M = @ M; um A-modulo nao nulo graduado finitamente

2
gerado e {my,...,m,} um conjunto minimal homogéneo de geradores de M. As se-

guintes propriedades sao validas:
a) indeg(M) = min{deg(m;); i € {1,...,r}};
b) reg(M) > deg(m;) Vie {1,...,r};
c) reg(M) > indeg(M).

Demonstragao. a) Para cada i € {1,...,7} temos, pela homogeneidade dos geradores,

m; # 0 e my € Myeg(m,)- Assim, uma vez que m; # 0 para todo i € {1,...,r}, segue
indeg(M) = inf{i : M; # 0} < deg(m;) V i.
Diante disso, indeg(M) < min{deg(m;); ¢ € {1,...,r}}. Suponha que

s = indeg(M) < min{deg(m;); i € {1,...,7}}, (3.4)
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da definigao de indeg(M) segue que existe um elemento homogéneo nao nulo m € M,

e sendo {my, ..., m,} um conjunto de geradores de M temos
ni zs
m = (Z fm) my + -+ <Z fi,r) My,
i=0 i=0
com f;; € A;, onde A; é a componente de grau ¢ na graduagido de A = Klzy,...,z,].

Mas, por (3.4), deg (Z fi,j) m; | > s, o que contradiz o fato de m € M, diante

=0

disso indeg(M) = min{deg(m;); i € {1,...,7}}.
b) Seja deg(m;) = d; para cada j € {1,...,r}, assim By q,(M ) # 0. Da definigao 3.2.2

temos reg(M) = max{j —¢ : (;;(M) # 0}, mas d; € {j —i : f3;;(M) # 0}, basta
considerar S ;(M). Assim

reg(M) = maz{j —i : Bi;(M) # 0} > d; = deg(my),

para todo j € {1,...,r}.

c¢) Pelo item b) temos
reg(M) > deg(m;)Vie {1,...,r},
mas por a) vale indeg(M) = min{deg(m;); i € {1,...,7}}, portanto
reg(M) > deg(m;) > min{deg(m;); i € {1,...,r})} = indeg(M).

O

Uma propriedade importante envolvendo resolucoes livres seréd apresentada a
seguir, tal propriedade nao sera demonstrada por envolver a teoria de cohomologia
local, o que foge ao escopo deste trabalho, contudo, o leitor que possuir interesse em

consultar mais detalhes sobre a mesma, pode ver [10, Corollary 9].

A
Proposigao 3.2.4. Sejam S := T onde A = K[zy,...,2,] e I ¢ um ideal homogéneo.
Se S € nao regular, entao reg(S) = i(S) — 1 se, e somente se, S possui resolugao livre

graduada minimal da forma
0 Abr 25 Abrt o A B 4 5 5y,

onde i(S) = min{t : I, # 0}, deg(¢1) = i(S) e deg(¢;) = 1 para cada j > 2.

A partir de agora, nosso objetivo é relacionar a saturacao do ideal jacobiano

com o ideal I e calcular, sob determinadas condigoes, a regularidade de Castelnuovo-
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Mumford do ideal jacobiano. Para prosseguirmos é importante enunciar as seguintes

definigoes:

Definicao 3.2.5. Seja I um ideal homogéneo do anel A := Klxy,. .., x,]. Definimos a

saturacdo I de I como o conjunto

I*:={seA: ‘v’ie{l,...,n}Elm>O|x1-"36]}:U(I:mt).

t>0

O ideal I é dito saturado se I*®* = 1.

Uma observacao importante a respeito da definigdo anterior é que a saturagao

de um ideal é ainda um ideal.

Definicao 3.2.6. Seja I um ideal homogéneo do anel A. O indice de satura¢ao de I,

sat(7), é definido por:
Isat
min{'r’ZO: ( 7 ) IOVSZT}.

Observacao 4. E importante observar que o indice de saturacio de um ideal homogé-

neo I definido anteriormente est4 bem definido. De fato, note que I***m” C I. Diante
disso, existe k suficientemente grande tal que (I**"), € m", logo (I**"); - [*® C [**'m" C

I. Portanto, existe um ntimero suficientemente grande, tal que (I%);,; C I.

Enunciaremos agora uma série de lemas que irao nos auxiliar na demonstragao

dos tltimos resultados, os teoremas 3.2.10 e 3.2.11

Lema 3.2.7. Seja f = {1 - -+ {;, o polindbmio de definigao do arranjo genérico central A
em A, com m > n. Denotamos por I,,_,, o ideal gerado pelos (m — n)-produtos dentre

m—n

as formas lineares (1, ..., ¢,,. Nesse contexto, I,,_,, = m™™ " onde m = (xy,...,x,).

Demonstracao. Utilizaremos indugao sobre m. O caso m = n é claro, portanto con-
sideremos m > n + 1. Definindo A; := A\ ¢; para cada i € {1,...,m} temos, pela
hipétese indutiva, que:

I[m—l—n(Ai> = mm—l—n,

afinal A; = {¢1,... ,f:-, ..., 0y}, Assim, para cada i, vale
gimm—l—n = Eiﬂm—l—n(Ai) - Hm—n(~/4)

Sendo A um arranjo genérico, as formas {/(1,...,¢,} sdo linearmente independentes,

logo ocorre a igualdade (¢4,...,¢,) = m, portanto

M = (6, ) m™ T C L, (A).
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O

Lema 3.2.8. [3, Proposition 2.1] Seja I um ideal nao saturado de K[zy,...,z,] e

considere (I : m) = (hy,...,h,), onde hy,..., h, sdo polindomios homogéneos. Entao
sat(I) = max{deg(h;); h; ¢ I} + 1.

Demonstragao. Seja Q == {m € Z, : s > m = I, = (I : m),}, afirmamos que
Q £ @. De fato,

I:m)sany — L
(L Msarry — sty (I_> 0
Isat([) sat([]) sat(I)

1
Ou seja, sat(I) € €, portanto pelo Principio da Boa Ordem () possui um menor
elemento, digamos mg. Vamos mostrar que sat(l) = my. Uma vez que sat(l) € €

temos mg < sat(l), considere agora um polinémio homogéneo g € I** tal que
deg(g) = sat([) — 1,

com g ¢ I. Note que esta escolha é possivel pois I nao é saturado. Como g € (I : m),
afirmamos que sat(l) — 1 < my, isto ocorre pois Isay(r—1 7 (I : M)sag(r)—1, afinal g ¢ 1.

Portanto, diante de todo o exposto, sat(l) < mg. Sendo sat(I) = my temos

mo = sat([) > 1n<1§1<x,{deg(hz-); hi ¢ I} + 1. (3.5)
Desta forma, por (3.5), o resultado segue se mostrarmos que existe i € {1,...,r} tal

que h; ¢ I e deg(h;) = sat([) — 1. Para isto, seja h € (I : m) \ I polinémio homogéneo
de grau sat(/) — 1. De h € (I : m), existem ¢, ..., q, € A tais que

h=aqhi+--+qh,

com deg(q;) = deg(h) — deg(h;) para cada i € {1,...,r}.

Afirmacao: Existe j € {1,...,7} tal que ¢; € K\ {0} e h; ¢ I.

Caso contrario, para todo ¢ € {1,...,r}, terfamos uma das possibilidades ¢; = 0,
deg(q;) > 1 ou h; € I. Analisemos cada caso. Se ¢; = 0, entdo h =0 e logo h € I, o
que nao pode ocorrer. Caso deg(q;) > 1, entao g;h; € I e logo h € I. Por fim, se h; € I
entao, novamente, h € I. Ou seja, em todo caso, obtemos uma contradi¢ao, portanto

a afirmagao esta provada e obtemos o resultado. O

Lema 3.2.9. Seja R um dominio de fatoracgao tnica, entao todo ideal primo que possui

altura igual a 1 é principal.

Demonstracao. Seja P ideal primo de altura 1, assim P # (0) e logo existe = € P
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nao nulo. Sendo R um dominio de fatoracao tnica, existem elementos irredutivel

Como z € P e P ¢ ideal primo, entao algum y; € P. Sendo R um dominio de fatoracao

Y1,.--,Yn € R tais que

tnica, (y;) é um ideal primo. Assim, (y;) € P e ht(y;) = ht(P) = 1, portanto
(y;) = P. O

Teorema 3.2.10. Seja f = ¢, ---{,, o polinomio de defini¢ao de um arranjo genérico

central A em A = K[zy,...,2,] com m >n > 2. Valem as seguintes afirmagoes:
a) [H]Qm—n—l = [Jf]Qm—n—l;

b) Se n > 3, entdo (J;)* =1,
c) reg(Jy) =2m —n—1esem >n+1, entdo reg(Jy) = sat(Jy).

Demonstragao. Sejal= (bg-- Ly, ..., ¢ £p_1). Os primos minimais de I sdo (¢;, ¢;),
comi # jeie {l,....m} (pois I = N(¢;,¢;)), logo ht(I) = 2. Além disso, como
Jr C (4, ¢;) segue que ht(Jy) < 2. Porém, se ht(.JJ;) = 1, como estamos em um
dominio de fatoracao tnica, segue pelo lema anterior que J; é principal, o que nao
pode ocorrer, portanto ht(Jy) = 2.

a) Em virtude de J; C I, segue [Jflom—n—1 < [J2m—n—1. Para a inclusdo contraria,
considere P € I tal que deg(P) =2m —n—1. Do fatode P € T e deg(P) =2m—n—1
podemos escrever

onde P; € [m™™"],,_p, com m = (x1,...,1,). Pelolema 3.2.7, para cada i € {1,...m},

tem-se

- i . DY .
R o Z lev-"vjm—nf]l e]m—n?

1<ji < <m—n<m

¢y im_ € K. Na soma acima, fixado ¢, se um termo envolve a forma £;, entdao seu

o~

produto com ¢y - - ¢;--- £, € um mutiplo de f = ¢ ---/{,, e logo, pela relagao de Euler,
este termo pertence a J;. Diante disso, precisamos lidar apenas com o caso dos termos
do somatoério que nao envolvem ¢;. Nao ha perda de generalidade em considerar, por
praticidade, ¢ = m e assumir que P,, tem um termo que nao é multiplo de ¢,,. Isto

gera, em P, um termo de grau 2m — n — 1 da forma
A= (61 T gm—n)zgm—n-i-l T Em—l-

Afirmamos que A € Jy e vamos verificar isto por inducao em m. Para m = n a

afirmagao ¢ 6bvia pois, como ja mencionado, I = J;. Considere entao m > n + 1,
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escrevaimos

A= E%(EQ T ém)Qém—n—s—l T gm—l = E%A,7
por hipotese de indugdo A" € Jp, onde ' = ly---£,,. Uma vez que A" € Jp =
(fos- s fa, ), existem @y, ..., Q, € A tais que

A'=Qufy, ++Qnfy,

porém, para i € {1,...,n} temos

fxi = (£1>xlf/ + ‘glf:;'i?

portanto

para cada i € {1,...,n}. Diante de todo o exposto concluimos que

A=GN =G+ +Qulif. € Jy.

b) Dado g € [m™ "|,,_,, temos

g- giz S [H]Qm—n—h

. f

po1s deg(Q) = m= nvdeg (f_ =m—1 €, por a)a [Jf]Qm—n—l = [H]Qm—n—l- LOgO
K3

Opovly - U™ € Momon—1 = [Jf]lom—n—1 para cada i € {1,...,n}, portanto I C

(J§)***. Reciprocamente, afirmamos que I é um ideal saturado. De fato, seja g € "™,

assim existe t > 0 tal que g € (I : m"). Logo

gm'! C 1= ﬂ(giaéj))

ou seja, gm’ C ({;,¢;) para todo i # j. Sendo (¢;,¢;) ideal primo, segue que g € ({;, {;)
oum’ C (4;,4;). Sem' C ({;,(;), entao m" C (£;,¢;), isto &, m = (£;,{;), o que é um
absurdo pois ht(m) =n > 3 e ht({;,{;) = 2. Portanto g € (¢;, ;) para todo i # j, ou
seja, g € L.

c) Se m = n o resultado é claro pois J;y = I, e assim reg(Jy) =n—1=2n—n —
1 =2m —n— 1|7, Lemma 3.1]. Assim, considere m > n + 1. Vamos mostrar

que reg(Jy) = sat(Jy). Utilizando uma abordagem homologica, mostra-se a seguinte
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formula (ver [3]):
reg(Jy) = max{sat(.Jy), reg(J3*)},

pela proposicdo 3.1.12 temos reg(J;) > 2m —n — 1, mas 2m —n —1 > m — 1, logo
reg(Jy) > m—1. Agora, considere n > 3. Pelo item b) temos J3** = I, assim reg(J3*) =
reg(l). Porém, sendo I um ideal perfeito de altura 2 linearmente apresentével |7, Lemma

3.1], segue que reg(I) = m — 1. Entretanto,

sat

reg(Jy) > m — 1 = reg(l) = reg(J3"),
logo reg(Jy) = sat(J¢), concluindo assim o caso n > 3. Se n = 2, segue que

Ass(Jy) = {(z1, x2)} = {m},

ou seja, J; é um ideal m-primério, diante disso, 1 € J3, ou seja, stcat = (1). Diante
de todo o exposto, reg(J7*") = reg((1)) = 0.

Afirmamos que sat(.J;) < 2m —n — 1. De fato, se sat(J;) > 2m —n — 1, entao
sat(Jy) > 2m — n. Desse modo, pelo lema 3.2.8, existe um gerador h de (J; : m), com
h & Jg, tal que deg(h) := d = sat(Jy) — 1. Assim, d = sat(J;) —1 > 2m —n — 1,

sat sat

mas pela definicao de J]Sf“t temos (J; : m) C J3* e, pelo item b), sabemos que J3* = L.
Portanto h € T e logo existem Py, ..., P, € A tais que

h:((2...gm>P1_|_..._|_(£1...gm_1>Pm7

com deg(P;) = d — m + 1 para cada i € {1,...,m}, afinal deg(h) = d. Diante disso,
cada P, é uma combinac¢ao polinomial de mondémios de grau m — n. Uma vez que
P; e m™ " segue h € 1.1 = I"™"""'. Mas, pelo teorema 2.1.14, I" = J;I"", com
r < n—1. Diante disso, se m—n-+1 < r,entaom—n+1<n—1,logom < 2n—2 = 2,

o que nao pode ocorrer. Portanto m —n + 1 > r e assim
h € "=l C [T o e ¢ g
o que é uma contradi¢ao. Logo
2m —n —1 <reg(J;) =sat(Jy) <2m —n—1,

no caso em que m > n + 1. Portanto reg(J;) =2m —n — 1.
O

Enunciaremos agora o principal resultado deste capitulo, o teorema de Rose-
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Terao-Yuzvinski [12],[14], que nos fornece a dimensao homologica do médulo de deriva-
¢oes logaritmicas da forma f. O resultado seguinte garante que a dimensao homolégica

do moédulo 7 ¢ n, mas através da sequéncia exata estrutural 0 — Jy — A — 7 — 0,
!

segue que dh Tf = n se, e somente se, dh(J;) = n — 1. Entretanto, uma vez que
dh(J;) = n—1, temos dh(Syz(J;)) = n—2. Por fim, calculada a dimensao homologica
do modulo de sizigias de Jy, conclui-se, através da decomposigao exposta no teorema
3.1.8, que dh(Derlog(f)) =n — 2.

Teorema 3.2.11. Seja f = ¢y ---{,, o polindémio de definigdo de um arranjo genérico

central em A = K|xy,...,x,] com m >n+ 1> 3. Valem as seguintes afirmagoes:

a) dh (JA) = n, onde dh(S) denota a dimensdo homologica do modulo S;
!

b) A resolugao livre graduada minimal de J; é da seguinte forma

0 — AP (=(2m—1)) = AP (=(2m=2)) = - -+ = A" (= (2m—n)) = A"(—(m—1)).

Demonstragao. a) Se n = 2 o resultado é claro pois sabemos que, neste caso, J; é um

A

ideal m-primério, assim a profundidade d (J_> = 0 e pela igualdade de Auslander-
!

Buchsbaum obtemos o resultado. Diante disso, seja n > 3 e recordemos que ht(.J;) = 2,

considere a seguinte decomposicao priméria reduzida de J; :

Jp=J" (ﬂ N,) ,

onde J;" € a parte unmired na decomposicao de Jy, isto é, a intersegao das compo-
nentes primarias associadas aos primos minimais de altura minima e cada N; é uma

componente primaria de altura ht(V;) > 3. Vamos iniciar a demonstragao verificando

A A A
que d (—) =0. Sed <—) > 0, entdo m ¢ Ass (—), logo 3 < ht(N;) < n para
Jy Jy Jy
cada i. Portanto, pelo teorema 3.2.10 item b), temos

I=J7 = J(Jp:m') = Jmh) ) (U (V- mt)> =7 (ﬂ N,) = Jr (%),

>0 >0 >0 i

afinal U (Jf* :m') = J pois dado g € U (J7* - m'), existe tj, > 0 tal que gm* C
£>0 £>0

Jy". Assim, g € J§" pois se m'* C J™ entao m = ,/JW™, ou seja,

ht(m) = n = ht(J}") =2,
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o que nao pode ocorrer. Analogamente, mostra-se que U m (N; :m') = m N;. Retor-
>0 i i
nando a (%), obtemos um absurdo, afinal p(I) > m >n+1e u(Js) < n, o que conclui

A A

d J_) = 0, diante disso, pela igualdade de Auslander-Buchsbaum, dh (J_) =n.
f f

b) Por definicao, a regularidade de Castelnuovo-Mumford de J; é o méaximo dentre

os valores O, — k onde (5 é o shift maximo na etapa k da resolucao livre graduada
minimal de J;. Pela proposigao 3.1.12, o shift minimo na etapa k£ = 1 da resolugao ¢
r(A)+(m—1) = 2m—n, mas pelo item ¢) do teorema 3.2.10 temos 2m—n = reg(.J;)+1.
Porém, pela proposigao 3.2.4, o shift maximo em cada etapa da resolucao deve aumen-

tar em, no minimo, 1, o que conclui a demonstragao. Il
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