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Resumo

Em 1965, na tentativa de definir um conjunto “tangente” a um espago analitico em
um ponto singular, Whitney propos seis modelos que hoje sao conhecidos na literatura
como os cones tangentes de Whitney. Posteriormente, em 1980, Briancon, Galligo e
Granger provaram que o quinto cone de Whitney de uma curva complexa reduzida
e singular ¢ uma uniao finita de planos de dimensao 2. Em seguida, Krasinski, e de
maneira independente Giles-Flores, Silva e Snoussi, desenvolveram um algoritmo para
descrever esta uniao como um conjunto. Assim, nosso principal objetivo neste traba-
lho foi estudar este procedimento que descreve o cone C5 como um conjunto utilizando
apenas parametrizacoes apropriadas dos ramos irredutiveis da curva. No desenvolvi-
mento deste algoritmo também estudamos sequéncias ordenadas de multiplicidades que
determinam e sao determinadas pelo tipo Lipschitz da curva singular. Por meio destas
sequéncias, também verificamos que o nimero de planos do cone C5 de uma curva
singular nao ¢ um invariante bi-Lipschitz. Por fim, criamos uma familia de exemplos
de curvas que possuem em seu cone Cy uma quantidade pré-estabelecida de planos, e

apresentamos algumas conjecturas sobre o assunto.

Palavras-chave: Curvas analiticas complexas. Quinto cone de Whitney. Invariantes

bi-Lipschitz.



Abstract

In 1965, in an attempt to define a “tangent” set for an analytic space at a singular
point, Whitney proposed six objects that are now known in the literature as Whitney’s
tangent cones. Subsequently, in 1980, Briangon, Galligo, and Granger proved that
the fifth Whitney cone of a reduced singular complex curve is a finite union of 2-
dimensional planes. Following that, Krasinski, and independently Giles-Flores, Silva,
and Snoussi, developed an algorithm to describe this union as a set. Therefore, our
main goal in this work was to study this procedure that describes the C5 cone as a set
using only appropriate parametrizations of the irreducible branches of the curve. In the
development of this algorithm, we also studied ordered sequences of multiplicities that
determine and are determined by the Lipschitz type of the singular curve. Through
these sequences, we also verified that the number of planes in the C5 cone of a singular
curve is not a bi-Lipschitz invariant. However, we created a family of curve examples
that have a pre-established number of planes in their C5 cone and presented some

conjectures on this subject.

Keywords: Complex analytic curves. Whitney’s fifth cone. Bi-Lipschitz invariants.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e mdc{a,b} denota maximo divisor comum entre os inteiros a e b.

e mmc{a,b} denota minimo miltiplo comum entre os inteiros a e b.

e Sing(X) denota o conjunto dos pontos singulares de X.

e Reg(X) denota o conjunto dos pontos regulares de X.

o G, ={0€cC; 0™ =1} denota o grupo ciclico das raizes m-ésimas da unidade.

e 7,X denota o espaco tangente de um conjunto X no ponto p.

e m(X™,0) denota a multiplicidade do ramo (X, 0).

e E(X,0) denota o conjunto dos expoentes caracterfsticos do ramo (X, 0).

o (X, X 0) denota a multiplicidade intersecéo entre os ramos (X, 0) e (X, 0).

e irred(V) denota o conjunto de componentes irredutiveis de uma variedade V.

e V(fi,...,fr) denota o conjunto de zeros dos polindomios fi, ... , fi.

e (f1,..., fr) denota o ideal gerado pelos elementos fi,... , fx.

o [wy,... ,w;] denota o espago vetorial gerado pelos vetores wy, ... , wy € C™.

e w=[a:.. :a,] ={ w;\eC-{0}} denota a classe de equivaléncia de w =
(ai,... ,a,) € Cm.

e K[zy,... ,x,] denota o anel dos polindmios nas variaveis xi, ... , Z,.

e K[[z1,...,2,]] denota o anel das séries formais nas variaveis 1, ..., Z,.

o K{xzy,...,z,} denota o anel de séries formais convergentes nas variaveis xi, ..., T,

em uma vizinhanca da origem.

ix



e /T denota o ideal radical do ideal I.
e O(f) denota a ordem do elemento 0 no grupo G,,.

e ordy(p) denota a ordem da série convergente p € C{t}.



Introducao

Na matemética moderna, as singularidades desempenham um papel fundamental
em diversas areas, desde a geometria até a anélise e fisica tedrica. Uma singularidade
é um ponto de interesse especial, onde uma funcao, uma equagdo ou uma estrutura
matematica apresenta um comportamento excepcional e desafiador. O estudo das
singularidades nos permite compreender fenomenos complexos e explorar a natureza
intrinseca de muitas estruturas matematicas. Basicamente, uma singularidade ocorre
quando o comportamento de uma funcao se desvia drasticamente do esperado. Esses
pontos especiais podem revelar informacoes valiosas sobre a funcao ou a estrutura sub-
jacente, e sua andlise contribui para o desenvolvimento de novas teorias e abordagens
matematicas.

Além disso, a teoria de singularidades possui fortes conexoes com diversas areas da
matematica moderna, construindo relagoes muito interessantes entre geometria algeé-
brica, analise complexa, topologia, algebra comutativa e varios outros campos, como
também inliimeras aplicagoes na natureza e em outras areas do conhecimento especifico.

Dentro da geometria diferencial, sempre que uma superficie é regular, existe uma
nocao de espaco tangente. Por outro lado, na presenca de singularidades, as defini¢oes
tradicionais da geometria diferencial falham na construcao de um objeto que possa ser
considerado “tangente” a uma superficie em um ponto singular. Em 1965, o matematico
estadunidense Hassler Whitney [21|, propos seis modelos de espacos tangentes para
uma variedade analitica em um ponto singular, que hoje sao conhecidos como os cones
tangentes de Whitney. Basicamente, dado um conjunto analitico X ¢ C* e um ponto
p € X, Whitney definiu seis tipos de cones C1(X,p),... ,Cs(X,p) todos eles tendo o
ponto p como vértice. Um fato bem conhecido na literatura é que se I ¢ C{xy,...,x,}
entao somos capazes de determinar fi, ..., fr geradores de [ tais que suas formas iniciais
sao geradores do ideal que define o cone C5(X,0), este processo da ao cone C3 uma
estrutura algébrica. O cone C3 é amplamente conhecido na literatura como o cone
tangente de Zariski, veja [4, pag. 79]. Também em [21], Whitney provou que os cones
C}y e (5 sao variedades algébricas. No entanto, ainda nao se conhece um método padrao

para se determinar equacoes que definam estes cones em todas as dimensoes.



Nesta dissertagao, nosso principal objetivo é analisar uma forma de caracterizar
e determinar o quinto cone de Whitney de uma curva analitica complexa (como um
conjunto). Em 1972, Stutz mostrou, em [18], que se (X, p) é um germe de curva anali-
tica singular em (C",p) entdo o cone C5(X,p) tem dimensao complexa 2. Alguns anos
depois, logo no comego da década de 80, Briangon, Galligo e Granger em [1] mostraram
que o cone C5(X,p) é uma unido finita de planos cada um deles contendo uma reta
do cone C3(X,p). Em adigao, Krasinski determinou uma maneira de descrever o cone
C5(X,p) como um conjunto, em funcdo das parametrizagoes dos ramos irredutiveis de
(X,p).

A partir do que ja se foi produzido a respeito do cone C; de uma curva singular
complexa ficamos ainda com as seguintes questoes: Como descrever um procedimento
para determinar o cone Cs5(X,p)? Qual o nimero mdrimo e minimo de planos em
Cs5(X,p)? O nimero de planos em Cs(X, p) € um invariante topoldgico ¢ Mais que isso,
€ um invariante bi-Lipschitz? O tipo topoldgico da singularidade da curva determina a
quantidade planos do quinto cone de Whitney?

A respeito do procedimento de determinacao dos planos no quinto cone de Whit-
ney de uma curva analitica singular complexa, Giles-Flores, Silva e Snoussi, com base
nos trabalhos de Briangon, Galligo e Granger, publicaram em 2022 [6], uma maneira
mais construtiva de se determinar o cone Cs(X,p) exibindo como podemos determinar
cada plano da unido. Este método foi denominado de "Cs5 — procedure”. Além disso,
contribuindo com respostas para o nimero de componentes irredutiveis de C5(X,p),
Krasiniski mostrou que o ntimero de planos gerados por dois ramos irredutiveis é limi-
tado superiormente pelo maximo divisor comum entre as multiplicidades dos ramos,
como veremos em detalhes no Corolario 4.2. Nesta mesma linha, Giles-Flores, Silva e
Snoussi ainda em |[6], aprimoraram estas cotas, como veremos na Se¢ao 4.1.

Dados (X,p) e (Y,q) dois germes de conjuntos subanaliticos bi-Lipschitz equiva-
lentes em C", Sampaio provou em [16], que os cones C3(X,p) e C3(Y,q) também sao
bi-Lipschitz equivalentes. Em particular, se X e Y sao curvas, teremos que o seus
respectivos cones C3 tem o mesmo nimero de componentes irredutiveis. Em contra-
partida, o mesmo nao acontece com o cone (5, como veremos claramente no Exemplo
4.5.

Nosso trabalho neste texto, é apresentar o C5 — procedure publicado em [6] e cons-
truir exemplos a respeito de alguns resultados que foram provados, como também
exibir uma demonstracao do Cs — procedure. Outra contribui¢do importante feita em
[6] que também abordaremos, serd a definicdo das multiplicidades e curvas auxiliares,
que fornecem informacoes de carater crucial para o entendimento do comportamento

da uniao finita de planos do quinto cone de Whitney de uma curva singular complexa,



acrescentando ainda, o fato de que as multiplicidades auxiliares caracterizam e sao ca-
racterizadas pelo tipo Lipschitz da curva. Por fim, responderemos a pergunta inversa
sobre o cone C5: dado um feixe de planos em C" é possivel construir uma curva redu-
zida parametrizada X, tal que o cone C5(X,p) coincida com esse feixe 7 Com algumas
hipdteses conseguimos mostrar que sim, e deixaremos os passos para construcao desta

curva nas Proposicoes A.1 e A.2.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo vamos discorrer sobre conceitos e resultados importantes para a

compreensao e desenvolvimento da dissertacao.

1.1 Polinébmios ciclotoémicos

No Capitulo 3, vamos apresentar um algoritmo para determinacao de um dos cones
de Whitney, o cone C5. Em todo o desenvolvimento desse algoritmo, vamos tratar
sobre raizes da unidade, e para isso, sera necessario o emprego de algumas ferramentas
matematicas. Os polindmios ciclotomicos, por sua vez, desempenham um papel crucial
na compreensao das m-raizes da unidade, pois as suas raizes sao exatamente as raizes

m-ésimas primitivas da unidade.

Definicao 1.1. Seja m um numero inteiro positivo e 6 € C. Dizemos que 0 é uma raiz
m-ésima da unidade se ™ = 1. Além disso, dizemos que 0 é primitiva se, em adicao,
0% + 1 para todo k =1,...,m — 1. Em outras palavras, se considerarmos 6 € G,, := {z €
C; zm =1}, o grupo ciclico das m-ésimas raizes das unidade, temos que 6 é primitiva

quando 0(#) = m, onde O(f) denota a ordem de § em G,,.

Note que podemos determinar o nimero de raizes primitivas em G,,, através da
funcao ¢ : N - N de Euler que conta a quantidade niimeros inteiros entre 1 e m—1 que

Sa0 coprimos com m, como segue,

#{z€G ;2" + 1 paratodo 1<k<m-1}
#{z € Gp;mde{k,m} =1 para todo 1 <k <m -1}

#{z € Gp;0(z) =m}

= p(m)

Defini¢ao 1.2. O polinémio ciclotomico ¢, € C[z] é definido como sendo o polinémio
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monico cujo suas raizes sao as raizes n-ésimas primitivas da unidade, ou seja,

w(n)

Pn(2) = n (2-6;)

onde, 0y, ...,0,(,) sdao n-ésimas rafzes primitivas da unidade.

Uma peculiaridade sobre os polinomios ciclotomicos é que estes sao polinémios
momicos com coeficientes inteiros irredutiveis sobre Q[ z]. Outra observacao importante
a ser considerada acerca desta classe de polinomios, é a sua utilidade para caracterizar
as raizes da unidade. Note que 6 € G, se #™ = 1, ou seja, considerando o polinéomio

z™ -1, temos,

zm—1=ﬁ(z—9k) =}|—Iq§d(z) (1.1)

onde 0, é uma raiz m-ésima qualquer da unidade.

Exemplo 1.1. Seja m = 6, entao consideramos o grupo
Ge = {0 € C; 0, = e'51, com k=0, 1,2,3,4,5}
O conjunto dos divisores de 6 é {1,2,3,6}, dai

$1(2) = 2= 0o; d2(2) = 2-03; #3(2) =(2-02)(2~04); d6(2) =(2-01)(2~05)

isto é,
$1(2)=2-1; ¢a(2) =2+ 15 ¢3(2) = 2" 2+ 1; ¢6(2) = 2" +2+1

donde podemos verificar que,

D1(2)Pa(2)P3(2)P(2) = (2= 1)(z+ 1) (22 -2+ 1) (22 +2+1)=25-1

Observacao 1.1. Fazer essa observacao é interessante para a nosso estudo, pois, se
0 é raiz de algum polinémio cliclotomico ¢4, para algum d inteiro positivo, entao 6

também sera raiz do polinémio z™ — 1 para todo m miltiplo inteiro positivo de d.

Além disso, se consideramos a,b € C, nao nulos com a # b, pela equacdo (1.1),

teremos

am—bm a\™ m=l (g 1 -1
S (5) -G -o) - oo,

k=0 k=0
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ou seja,
m—1
- T1(a-0b) (1.2)
k=0

1.2 Variedades analiticas

Podemos encontrar no livro de Chirka [4] e no livro de Greuel, Losssen e Shustin [§]
uma apresentacao da definicao geral do que é um conjunto analitico complexo. Com

base, nas defini¢des apresentadas em [4, pag. 13| e também em [8, pag. 35|, segue,

Definicao 1.3. Seja U um subconjunto aberto de C*. Uma fun¢ao complexa f:U - C
é chamada analitica ou holomorfa se para todo p = (p1, ..., pn) € U existe uma vizinhanga

aberta V c U de p e uma série de poténcias f € C[[xy, ..., 2,]] definida por
(1’17 xn) - Z au, i xl_pl) . '(xn_pn)in

que converge em V para f|y.

Neste sentido, uma aplicagao f = (fi,..., fm) : U — C™ sera dita analitica ou ho-
lomorfa se todas as funcoes coordenadas f; tem essa propriedade. Além disso, uma
aplicagao holomorfa f: U — V c C™ serd dita bitholomorfa quando for bijecao e sua
inversa f~!:V — U também for holomorfa. E pelo Teorema da Fungao Inversa (Veja

[8, Th. 1.21]) temos necessariamente que n = m.

Definicao 1.4. Seja D um subconjunto aberto de C*. Entao um subconjunto A c D
é dito analitico em p € D se existem uma vizinhanca aberta U c D de p e fungoes

holomorfas fi,..., fr € C[[x1, ..., x,]] que convergem em U tais que
AnU=V(f1,.... fr) ={aeC" fi(a) =0, ..., fr(a) =0}

A sera dito um subconjunto analitico de D se A é analitico para todo p € D.

Visto o que é uma funcao analitica, um dos objetivos deste texto, é estudar local-
mente estes objetos. Para isso, introduzimos uma relacao de equivaléncia no conjunto
das funcoes analiticas do tipo f: U c C* —» C, onde U é um conjunto aberto contendo
a origem, da seguinte forma: Sejam f, g funcoes analiticas definidas em U, temos que
f ~ g se, e somente se, existe V' c U, contendo a origem tal que f|y = g|y. As classes de
equivaléncias sdo chamadas de germes de fung¢do, denotadas por f: (C* 0) - (C, f(0))
ou, simplesmente f. A colecao de todos esses germes de funcoes é denotada por O,,.

E importante notar que O, é um anel noetheriano local cujo o seu ideal maximal é

6
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dado por M,, = {f € O,; f(0) = 0}. Similarmente, definimos germe de aplicagao,
f:(C0) - (Cr, f(0)), e o conjunto de todas os germes de aplicagao de (C",0) em
Cr é denotado por O,, .

Um dos aspectos centrais da Teoria de Singularidades, estd no estudo local de
conjuntos analiticos, isto ¢, o estudo do comportamento de pontos préximos a um
ponto singular p de um conjunto analitico X. O que geralmente ocorre é que se Y é
um outro conjunto analitico tal que p € Y, e se existe uma vizinhanca U de p tal que
os pontos de X que estao na vizinhanca U coincidem com os pontos de Y que estao na
mesma vizinhanca U, entao podemos pensar X nU e Y nU como um mesmo objeto a
ser estudado. Além disso, pode ser mais facil entender o comportamento dos pontos de
Y, ao invés de X. Essa ideia conceitua a definicao de germes de conjuntos analiticos.

Mais formalmente temos:

Definicao 1.5. Sejam X, Y dois conjuntos analiticos em C" e suponha que exista
pe X nY. Dizemos que X se relaciona com Y em torno de p se, e somente se, existe
uma vizinhanga aberta U de p em C" tal que X nU =Y nU. Quando isso ocorre,
dizemos que X é equivalente a Y em p e denotamos por X ~ Y. Chamamos a colecao
de todos os conjuntos analiticos que se relacionam com X em p de germe de X em p
e denotamos por (X,p) ={Y cC" X ~Y}.

Por simplicidade, vamos tratar apenas com germes de conjuntos em torno na origem,
pois os resultados podem ser facilmente estendidos através de um movimento rigido.
A Figura 1.1 ilustra o comportamento de dois conjuntos analiticos X e Y em torno

da origem.

Figura 1.1: Nocao geométrica de germe

Se f € O, a classe de equivaléncia do conjunto {z € C*; f(x) = 0}, onde f & um

representante do germe f € O,, é denotado por V(f). Além disso, se fi e fy sdo



1. Preliminares

representantes de um mesmo germe de fungao em O,, entdo V(f1) =V (f2). Um germe
de conjunto analitico (X,0) é um conjunto do tipo X =V (f1,..., fr) =V (f1)n---nV(fx)
para alguns germes de funcoes fi,..., fr € O,.

Definimos o ideal de um germe de conjunto analitico (X,0) por Z(X) ={f € 0,; X c
f71(0)}. Dizemos que um germe de conjunto analitico (X, 0) é irredutivel quando para
quaisquer germes (X1,0) e (X3,0) tais que (X,0) = (X; U X5,0) entao (X,0) = (X1,0)
ou (X,0) = (X3,0). Quando (X,0) nao é irredutivel, podemos reescreve-lo da forma
(X,0) = (X® u--uX,0), onde (X,0) & um germe de conjunto irredutivel, e sera
chamada de componente irredutivel ou ramo de (X,0). Sabemos que essa decomposicao
sempre existe e é unicamente determinada, veja [9, pag. 89|.

Sendo X =V (fi, ..., fr) uma variedade irredutivel em C", definimos a sua dimensao

como sendo 5
dimX =n - max {posto (a—f(a:))mk} :

J

~ 4. . . 1 r
sendo z = (x1,...,2,). No caso em que X nao é irredutivel, seja X = XY ueux?
a decomposicao de X em componentes irredutiveis, entao definimos a dimensao de X
por

dimX = max dz’mX(i).

iely

Quando todas as componentes X tem a mesma dimensio dizemos que X é equidi-

mensional.

Definigao 1.6. Dizemos que um germe X = V(fi,..., fr) é reduzido se a C-algebra
local o
A= T
<=f17 L) ja€>

nao possuir elementos nilpotentes, ou seja, para todo g € A, com g # 0, tem-se que

g ¢+/{0}, onde {0} é o ideal nulo de A.

Ainda nao esta claro a partir dessas defini¢oes sobre o que é uma singularidade de
um conjunto analitico complexo de C"*. Os pontos de um conjunto analitico de C" sdo

convenientemente divididos em duas classes: os pontos regulares e os pontos singulares.

Definicao 1.7. O ponto p de um conjunto analitico X c C" serd chamado de regular
se existe uma vizinhanca U c C" de p tal que X nU é uma variedade complexa suave. O
conjunto de todos os pontos regulares de X sera denotado por Reg(X). Também defi-
nimos o conjunto Sing(X) := X —Reg(X) como sendo o conjunto dos pontos singulares

de X. Ou seja, um ponto p é um ponto singular de X se p nao é regular.
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1.3 Parametrizacoes de curvas analiticas

Neste texto, diremos que um germe de conjunto analitico (X,0) em (C”,0) ¢ uma
curva quando (X,0) é um conjunto analitico equidimensional de dimensao 1. Tam-
bém, quando nos referimos a curva reduzida complexa, por simplicidade, escreveremos

apenas curva, exceto os casos quando especificado.

Definigao 1.8. Seja (X,0) c (C",0) um germe de uma curva irredutivel X c C*. Uma

parametrizacao de (X,0) é uma aplicagdo holomorfa finita

p: (C,0) — (C™0)
t — (Sol(t)ﬂ[)?(t)w"?gpn(t))

com ¢(C,0) = (X,0).

Diremos que ¢ é uma parametrizagao primitiva de (X,0) se para todo germe de

parametrizacao ¢ de (X,0), existe ) (C,0) — (C,0), um tnico germe de funcao

holomorfa tal que 1 = p o).

€0 — 5 (x.0)
b ¥
(C,0)

Além disso, definimos a multiplicidade do germe de curva (X,0), por:
m:=m(X,0) :=inf {ordp;; ¢ ¢ uma parametrizagao de (X,0) e jeI,}.

E facil perceber que se ¢ é uma parametrizacio primitiva de (X,0), entdo a multipli-
cidade m de (X,0) é igual a min; ordyp;.

Se (X,0) nao ¢é irredutivel, considere (X,0) = (X u--u X, 0), a sua decompo-
sicao em componentes irredutiveis, entao uma parametrizacao de X ¢ um sistema de
parametrizagoes {¢®, ..., o™}, onde p® é uma parametriza¢ao para o ramo irredutivel
(X“,0).

Exemplo 1.2. Seja (X,0) c (C2,0), onde X =V (y?-23). Entao o germe de aplicagao

v: (C,0) — (X,0)
t — (t2,13)
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define uma parametrizagao primitiva de (X,0). Contudo, o germe de aplicacao

(C,0) — (X,0)
t o (t4,15)

apesar de parametrizar (X,0), ndo define uma parametriza¢ao primitiva, pois, consi-
derando ¢ : (C,0) - (C,0), 9 (t) = 12, temos ¢ = @ o ).

Definigao 1.9. Seja (X,0) um germe de uma curva irredutivel em (C",0), com mul-
tiplicidade m. Dizemos que uma parametrizagao primitiva ¢ : (C,0) - (X,0) é uma

parametrizacao de Puiseuz de (X,0), se ¢ assume a seguinte forma:

gO(t) = (Spl (t)v 902({;) 9 (pn(t) (Z a1 th Z aj—l,itiat Z a]+1 7 7 Z Qp, ztl)
2m 2m >m >m
Chamamos a j-ésima coordenada do vetor ¢(u), a saber, ¢;(t) = t™, de coordenada

especial.

Em muitas situacoes, por conveniéncia de escrita, vamos tomar um germe de pa-
rametrizacdo de Puiseux de um germe de curva irredutivel (X,0), com a coordenada

especial na primeira entrada do vetor ¢(t), ou seja,

o(t) = (tm Y agit', Y ay th)
>m >m
Se (X,0) = (X u--uX",0) entdo uma parametrizacio de Puiseux de X & um
sistema de parametrizacoes de Puiseux {p®,...,o™} onde ¢ é uma parametriza-
cao de Puiseux do ramo irredutivel (X(i),O). Além disso, dizemos que um sistema de
parametrizacoes de Puiseux {p® ... o™} é compativel quando para cada par (i,))
tal que X9 ¢ tangente XY as respectivas parametrizacoes primitivas de Puiseux tem
pelo menos uma coordenada especial em comum (nio necessariamente com a mesma
multiplicidade m). Em outras palavras, dado um par de ramos tangentes, com para-

metrizacoes

{so<~<c,o>:<x‘“ 0) . {so<f>(<c,o>:<x<” 0)
PO (1) = (o) (0, () | ()= (9 (1), 0 (1)

O sistema de parametrizagdes é compativel se existe [ € {1,...,n} tal que " (t) =t e
@ (t) =™, onde os inteiros m e m sdo respectivamente as ordens mais baixas entre as

fungoes coordenadas de ¢® e ¢@. O indice [ ¢ uma coordenada especial comum para

Sp(i) e @(i),

10



1. Preliminares

Exemplo 1.3. Seja (W,0) = (X’ uX®,0) um germe de curva complexa em (C2,0),
onde (X,0) e (X®,0) sdo germes de curvas irredutiveis. Tendo como sistema de

parametrizacao {¢@®,p® }, definido por,

P (C,0) = (X™,0) e®(C,0) = (X™,0)
o (1) = (19,1515 | o (t) = (11 + 15,19

Observe que (X(l),O) e (X<2),0) possuem a mesma tangente que é a reta gerada pelo
vetor (1,1), contudo, temos que a coordenada especial de oM é a primeira, enquanto a
coordenada especial de @ é a segunda. Logo, o sistema {p®, @} nao define sistema

de parametrizacoes de Puiseux compativel.

Exemplo 1.4. Seja (W,0) = (X uX® U X®,0) um germe de curva complexa em
(C3,0), onde (X®,0) é um germe de curva irredutivel, para cada i = 1,2,3. Tendo

como sistema de parametrizagdo {p®,p®  p® } definido por,

M (C,0) = (X,0) ™ (C,0) = (X?,0) 0®(C,0) = (X@,0)
; e
(1) = (19,10 + 19,20 = %) | @@ (1) = (#4824 + 7,8 + £9) @ (t) = (1°,1%,17)

Observe que (X™,0) e (X,0) possuem a mesma tangente que ¢ a reta gerada pelo
vetor (1,1,1) e tem a primeira entrada do vetor parametriza¢gdo como a coordenada
especial, a saber, p{" (t) = t6 e p\? (t) = t4, observamos que a tangente do ramo (X, 0),
¢ a reta gerada pelo vetor (1,0,0), logo ndo é tangente & (X, 0) e nem a (X®,0).
Portanto, o sistema {¢o®, @ p®} define um sistema de parametrizacoes de Puiseux

compativel.

Sabemos, através de |8, pag. 163|, que se (X,0) é irredutivel e que dado uma para-
metrizagdo  primitiva de (X,0) entdo existe um isomorfismo analitico
¢:(C,0) » (C,0) tal que p o ¢ é uma parametrizagao de Puiseux de (X,0). Por-
tanto, dado um germe de curva (X,0) podemos escolher para cada ramo irredutivel
de (X,0) uma parametrizagao de Puiseux. Além disso, ndo é dificil mostrar que um

sistema compativel de parametrizacoes de Puiseux para uma curva sempre existe.

11



Capitulo 2
O (5 de uma curva analitica

Neste parte do trabalho, iremos nos preocupar em desenvolver técnicas para se

determinar o quinto cone de Whitney de uma curva analitica de C".

2.1 Os cones (3, C; e (5 de Whitney

Ao longo desse secao, vamos nos desbrucar sobre os cones de Whitney, com enfase
no terceiro, quarto e quinto cones. Iniciamos trazendo a definicao dos objetos que
serao usados neste trabalho, que foram inicialmente propostas por Whitney em [21],

e também podemos encontrar uma exposi¢ao, de maneira mais detalhada no livro [4,

pag. 91].
Definigao 2.1. Seja (X,0) um germe de conjunto analitico em (C",0).

(5. Dizemos que v € C3(X,0) se existem (w;)s uma sequéncia de pontos em X e
(As)s uma sequéncia de escalares no corpo C tais que ws - 0 e A\;w; = v, quando

S —> 0Q0.

Cy. Dizemos que v € Cy(X,0) se existem (ws), uma sequéncia de pontos na parte
regular de X e (vy), uma sequéncia de vetores, onde v, € T,,, X para todo s € N,

tais que ws - 0 e vy - v, quando s - oo,

Cs5. Dizemos que v € C5(X,0) se existem (wy)s e (Ws)s duas sequéncias distintas de
pontos em X e (\;)s uma sequéncia de escalares no corpo C tais que w;, ws — 0

e As(ws —Ws) - v, quando s — oo.
Observacao 2.1. Vale realcar algumas observacoes sobre cada cone definido acima.

1. O cone C5(X,0) é constituido pelos vetores que sdo limite de secantes w, — 0,

quando (ws)s € uma sequéncia de pontos de (X,0). Podemos notar o que ocorre

12
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geometricamente, para o caso particular de uma curva irredutivel, na Figura 2.2
do Exemplo 2.1. O cone C3(X,0) é muitas vezes chamado de Cone Tangente de
Zariski, ou simplesmente cone tangente de X em 0. Em [4, Ch. 2| encontra-se

uma exposicao detalhada sobre esse cone.

2. O cone C4(X,0) trata-se da uniao de todos os vetores v € C* que sdo limite de
alguma sequéncia (v)s tal que vs € T,,, X, sendo (w;)s uma sequéncia de pontos
regulares de (X,0), que converge para 0. Na Figura 2.2 do Exemplo 2.1, podemos
ver a dindmica destas sequéncias de vetores para o caso particular de uma curva

singular irredutivel.

3. O cone C5(X,0) & constituido de vetores que sdo limite de secantes w, — s,
quando (wy)s e (Ws)s s@o sequéncias de pontos convergindo para 0 em (X,0).
Basicamente, o cone C'5 é um caso mais geral para o cone (3, e dessa observacao,
concluimos que C3(X,0) c C5(X,0).

A proposicao a seguir, apresenta um resultado bastante conhecido dentro da litera-
tura sobre o cone tangente de Zariski que seré essencial para nosso estudo sobre o cone
Cs de uma curva. A Proposicao 2.1 é importante porque, ela caracteriza o cone C3 de

curvas. Para mais detalhes sobre a demonstragao veja [4, pag. 80].

Proposigao 2.1. Seja (X,0) um germe de curva em (C",0), entdo o cone C3(X,0)
¢ uma uniao finita de retas complexas. Além disso, o numero de retas nao excede o

namero de ramos irredutiveis de (X, 0).

Lembrando que, dentro do nosso contexto, entende-se por curva uma uniao finita
de curvas irredutiveis. O fato de que o numero de retas do cone C3 de uma curva nao
excede o ntumero de ramos irredutiveis da curva, nos permite concluir que sendo (X,0)
um germe de curva irredutivel entdo C3(X,0) é apenas uma reta gerada por algum
vetor nao nulo que satisfaz a definicao de Cj3. Isto ficard mais claro posteriormente na

primeira parte do Exemplo 2.1.

Proposicao 2.2. Seja (X,0) um germe de um conjunto analitico em (C" 0). Se
w e C5(X,0), com w # 0 entdo [w] c C3(X,0).

Demonstra¢ao. Como w € C3(X,0) entdo existem wy - 0 em (X,0) e (\s)s uma
sequéncia de escalares tais que

lim A\ w, = w.

S—>00

Assim, seja a € C, temos que
lim (a)s)ws = a lim A wg = aw.
S—> 00 S—>00

13
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Portanto, aw € C5(X,0), para todo a € C. Isto &, [w] c C3(X,0). n

Observagao 2.2. No caso particular, em que (X,0) é um germe de curva irredutivel a
Proposicao 2.2, juntamente com a Proposicao 2.1, nos diz que se encontrado um vetor
w ndo nulo em C3(X,0), entdo teremos C3(X,0) = [w]. Em termos simples, podemos
dizer que o cone (5 de uma curva irredutivel é formado por uma tnica direcao. Dessa
maneira, sendo ¢ uma parametrizacao de (X,0), como na Definicdo 1.8, podemos

simplificar o processo de determinacao do C5 calculando o seguinte limite

W=l (1) . pult)].

Neste caso, w nao depende da sequéncia (w;)s, pois ja sabemos que C3(X,0) tem

apenas uma unica direcao.

No exemplo seguinte, podemos observar uma forma de se encontrar os cones C3, Cy

e Cs para a cuspide, como também as relacoes entre eles.

Exemplo 2.1. Considere X = V(23 —y?) em C2, que também pode ser visto como a

imagem da parametrizagao,

p: C — X
t — (t2,13)

Tendo como grafico, a Figura 2.1.

x3—y2:O

Figura 2.1: Pontos reais da Cuspide

Vamos mostrar que C3(X,0) = V(y). Primeiramente, observe que X é irredutivel.
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Entao pela Observacao 2.2, temos

lim [¢%: 3] = lim [¢% : 1% ¢] =lim[1:4]=[1:0],

t—0 t—0

isto &, C3(X,0) =[(1,0)] = V(y). No lado A da Figura 2.2, ilustra o comportamento

de retas convergindo para a reta que tem a mesma dire¢ao do vetor (1,0).

Lado A: Cone Cj. Lado B: Cone Cjy.
Y Y

Figura 2.2: Desenvolvimento dos cones C5 e Cy da Cuspide

Vejamos que Cy(X,0) =V (y) = [(1,0)]. De fato, como diz a defini¢do de Cy, vamos
tomar uma sequéncia (w;,)s em RegX, com ws; — 0. Como X é uma curva irredutivel
o espago tangente 7T, X tem uma tnica dire¢ao, que é gerada pelo vetor velocidade de
¢ no ponto t, := g~ (wy), ou seja, T, X = [¢'(ts)]. Dado a € C, entdo consideramos a

sequéncia de vetores tangentes (v;)s, definida por,

3at a a
=la, =2 ) = —(2t,,3t2) = —¢'(t;) € T, X
/US (a7 2 ) 2ts( 573 S) QtS(IO( S)e Ws
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entdo, quando s — oo, temos vy — (a,0). Ou seja, [(1,0)] c Cy(X,0). Agora, seja

v € Cy(X,0), entao existem (ws), na parte regular de X tal que
asp'(ts) - 0,
com t, := ¢ () e para alguma sequéncia de escalares (o). Logo,
as' (1) = a2ty (1, 353).

Portanto, segue que 0 € [(1,0)], dai temos, Cy(X,0) c [(1,0)]. Observe que encon-
tramos

C’3(X,0) = 04(X70)>

em geral, no caso que (X,0) é um germe de curva, essa igualdade sempre ocorre.
Veremos a prova em detalhes na Proposicao 2.4.

Antes de tentarmos determinar o cone C5 para o germe de curva (X, 0) do Exemplo
2.1, vamos enunciar e demonstrar algumas proposicoes importantes sobre os cones de
Whitney.

Proposicao 2.3. Sejam (X,0) e (Y,0) germes de conjuntos analiticos de (C",0).
Entao

CZ(X,O)UCI(}/,O)=CZ(XU}/,O), l:3,4

E, além disso,
O5(X, 0) U C5(K O) G C5(X U YV, O)

Demonstragao. Para mostrar que vale Cj(X,0)uCy(Y,0) c C;(X uY,0) para l = 3,4, 5.
Note que tomar uma sequéncia em X é o mesmo que tomar uma sequéncia em X UY,
o mesmo vale para sequéncias em Y.

Para a outra inclusao, considere o caso [ = 3. Seja v € C35(X uY,0) entao existem
ws > 0em XUY e (\)s em C tais que A\sws » v. Como 0 € X UY entdo podemos
extrair uma subsequéncia (ws, ), de (ws)s tal que ou (ws, ), estd inteiramente em
X -Y ou (ws,)r esta inteiramente em Y — X. No primeiro caso, temos wy, - 0 em
X e A\, ws, = v, isto &, v e C3(X,0). Analogamente, ocorre que v € C3(Y,0), quando
considerando o segundo caso.

Para o caso [ = 4. Seja v € Cy(X UY,0) entdao existem (w,), uma sequéncia de
pontos regulares de X uY e (v,)s uma sequéncia de vetores tais que vs € T, (X UY),
wg > 0 e vy > v quando s - oco. Com uma analise semelhante a que foi realizado para o
cone Cy considere uma subsequéncia (wg, )r de (w;)s tal que (wg, )i esta inteiramente

contida em X - Y, entdo segue que ws, > 0, vy, € Ty, (XuY)= Ty, X evs, >v. m
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Para ilustrar novamente o fato que a inclusao para o cone C5 realmente é propria,

veja os Exemplos 2.2 e 2.3.

Exemplo 2.2. Sejam (X,0),(Y,0) c (C2,0), onde X =V (y) e Y =V (y-22), ou seja,

X uY =V (y?-2%y). Temos o seguinte contexto geométrico na Figura 2.3.

Figura 2.3: Pontos reais do conjunto algébrico V (y? — 22y).

Por serem ramos nao singulares, notamos que C5(X,0) = C5(Y,0) = V(y) = X.
Contudo, temos que o vetor (0,1) € C5(X uY,0). De fato, tome ¢, : (C,0) - (C2,0)
parametrizagoes para (X,0) e (Y,0), respectivamente, dadas por, p(t) = (¢,0) e () =
(t,t%). Agora, tome (t,), uma sequéncia em C tal que (t,), ndo é identicamente nula

ety > 0 quando s » oo. Logo, p(ts),¥(ts) >0 e

As(1h(ts) = (ts)) = 2(0,22) = (0,1),

com A, = t;2. Posteriormente, no Lema 2.11, veremos que qualquer vetor v € C? & tal
que v e C5(X UY,0), isto &, C5(X uY,0) =C2

Exemplo 2.3. Sejam ¢,v : (C,0) - (C3,0) germes de parametrizagoes de curvas

irredutiveis, dadas por

gp(t) = (t3’t4’t5) € 770(15) = (t3>t4>t7)a

entao considere (X,0) = ¢(C,0) e (Y,0) =¢(C,0). Posteriormente veremos através do
processo de parametrizagoes auxiliares e pelo Teorema 2.14 que C5(X,0) = C5(Y,0) =
V(z). Contudo, conseguimos verificar que C5(X uY,0) o V(2) uV(y). E posterior-

mente, no Teorema 2.14, mostraremos que fato vale a igualdade,( veja a Figura 2.4).

Proposicao 2.4. Seja (X,0) um germe de curva analitica em (C",0). Entao C3(X,0) =
Cy4(X,0).
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/ Vi

Oz)

-

Figura 2.4: Cone C5 da curva do Exemplo 2.3.

Demonstra¢ao. Primeiro faremos o caso em que (X,0) é irredutivel. Considere a pa-

rametriza¢do de Puiseux ¢ : (C,0) - (X,0), dada por
o(t) = (tm, Yoagt' .Y, anﬂ»ti) ,
2>m >m
Entao,
ltl_r}(} t :i;na27it I :i;an,it ] = &1_{%[1 tag g, t+ i;a%t D Dlpm t i;amt ]
Assim,
%iHOl(p(t) =[l:agm:e. tQum| =W

Isto ¢, temos que C3(X,0) = [w]. Agora, vamos mostrar que Cy(X,0) = [w]. Com

efeito, temos que

o'(t) = (mtm_l, Z iag £ Z ianﬁiti_l) )

>m >m

Como se trata da diferencial da parametrizacao de uma curva irredutivel, sabemos que

o vetor ¢'(t) fornece uma tunica dire¢ao, entao

>m w>m

O'(t) = [mtm‘l : Z iagtTl L Z iamti_ll

= |l:iag;, + —ag it L Ay, —a ,'tz‘m],
e dafi, ltinol ¢'(t) =w. Isto, nos diz que tomada qualquer sequéncia de vetores tangentes
convergente (vy)s, como na Definigdo 2.1, temos que o limite dela terd a diregao de
w. Logo, Cy(X,0) c [w], e consquéntemente, Cy(X,0) = [w]. O caso nao irredutivel é

resolvido usando a Proposigao 2.3. [
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Proposicao 2.5. Seja (X,p) um germe de conjunto analitico em (C",p). Para os

cones de Whitney verificamos que:
1. Se p e Reg(X) entdo C)(X,p) =T,X, para todo [ =1,...,6.

2. Sao invariantes por aplicacoes biholomorfas, isto é, seja f um biholomorfismo e

f'(p) é a transformacao linear tangente de f, no ponto p entdo

f'(p): C(X,p) — C(f(X), f(p)),

é uma bijecao, para todo [ =1,...,6.

A ideia da prova dos itens 1 e 2 estdo apresentadas em [4, pag. 92|, onde usa-se
fortemente o fato que para toda A : U c C* - C" aplicacao holomorfa, temos
Rz —
A(z)-A(p)=A'(p)(z—p) + Ra(z-p) com limM =0 (2.1)

= 7]
onde A’(p): C* —» Cn & a aplicacao tangente linear no ponto p.

Proposicdao 2.6. Seja (X,0) um germe de conjunto analitico em (C",0). Entao
Cg(X,O) c C4(X70) c C5(X,0)

Demonstrag¢ao. Ja sabemos que se 0 é um ponto regular entao C3(X,0) = C4(X,0) =
C5(X,0) = TyX. Considere 0 um ponto singular de X e v € C3(X,0). Através da
Proposigao 8.5 apresentada por Chirka em [4, pag. 86| existe X ¢ X uma curva analitica
irredutivel tal que {0} = X nSing(X) e v € C3(X,0). Segue da Proposicio 2.4 que
v e Cy(X,0) entdo existem (w,), uma sequéncia de pontos regulares de X e (v,), uma
sequéncia de vetores tais que v, € TwS)A(, ws =~ 0 e v, »v. Como w, € Reg(f() c Reg(X)
e vy € TwSX c T, X, segue que, v e Cy(X,0).

Seja v € C4(X,0) entao existem (w,)s uma sequéncia de pontos regulares de X e
(vs)s uma sequéncia de vetores tais que v, € T,,, X, ws = 0 e vy > v. Por defini¢ao de
v, temos que para cada s € N, existem (wk);, uma sequéncia de pontos de X e (A¥);

uma sequéncia de escalares tais que w* - wy e \¥(w* —w,) - v, quando k - oo. Logo,

1 1
VseN, Ik, e N tal que para k > k, = [w? —w,| < = e [Ni(wh —w,) — v < =
s s

em particular,

1 1
Jwhs —w,| < = e |\ (whs —w,) — v, < = = lim wh —w, =0 e Lim A\ (wh —w,) v, =0
S S §—>00

S§—>00

= lim w¥ =0 e lim M (wh —w,) =v
S§—>00

S§—>00
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2. O C5 de uma curva analitica

Ou seja, v € C5(X,0). n

Exemplo 2.4. Voltando ao Exemplo 2.1, vamos para a determinagao do cone C5 da

cuspide. Ja sabemos que
03(X70) = C4(X70) = V(y),

entao através da Proposicao 2.6 verificamos que V' (y) c C5(X,0). No entanto, diferente
do C3 e do Cy, agora, conseguimos encontrar uma dire¢do diferente de w = [1 : 0].
Com efeito, considere a sequéncia de escalares (ts), tal que t; — 0, com (ts)s nao
identicamente nula, entdo podemos considerar w; = p(ts) e Wy := p(—ts) ( lembrando

que ¢ é a parametriza¢do dada no Exemplo 2.1), entdo escolhendo A, = tlg, temos

=) = 5 ((2.6) - (6.-12)) = 5 0.22) = (0.2),
portanto, o vetor (0, 2) esta contido no cone C5(X,0) e melhorando a escolha do escalar
As conseguimos mostrar que V(x) = [(0,2)] c C5(X,0), como podemos perceber na
ilustracao geométrica no lado A da Figura 2.5.
Podemos ainda verificar que dado qualquer vetor v = (a,b) € C2, entao v € C5(X,0).
Fazemos isso, melhorando a escolha das sequéncias (w,)s e (ws)s. De fato, sejam
(as)s e (Bs)s duas sequéncias de escalares, definidas por, oy = Vbt + at? e By = —/bts,

lembrando que t; - 0 em C. Tome agora,

wy = o) = (b2 + 2av/bt3 + a2t4, Vb33 + 3abtt + 3a2\/bt3 + a316)
Wy = () = (b2, -VB33)

assim, temos que

wy -y = (2003 + a2tt, 2V/33 + 3abtt + 3a2V/bt3 + a3t’)
t3(2av/b + a2ty, 203 + 3ab2t, + 3a2\/bt2 + a3t3)

entao escolhendo A, = , segue

1
2/ bt
1

2v/b

podemos observar a ideia geométrica disse limite no lado B da Figura 2.5. Portanto, o

A (wg — 1) = (2aVb + a’t, 2V + 3abt, + 3a>Vbt2 + *t®) — (a,b),

cone C5(X,0) é o proprio plano C2.
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2. O C5 de uma curva analitica

Lado A: V(z) c C5(X,0). Lado B: C? c C5(X,0).
Y Y
w1
w
w.
ws o w2 U2
x x
w5
Wy W2
@3 o
w2
w1

Figura 2.5: Desenvolvimento do cone Cj da Cispide

Esse resultado final para o cone C5(X,0) da cuspide no Exemplo 2.4 é bastante
curioso, pois nao é facil perceber, de maneira intuitiva, que é possivel obter todas as
dire¢oes apenas fazendo escolhas de sequéncias dentro de (X,0). Isto é interessante,
pois nos leva a tratar de uma consequéncia do principal resultado dessa dissertacao que
serd apresentado no Teorema 2.14.

Um outro resultado classico bastante conhecido dentro da literatura ¢ Lema da
Sele¢ao da Curva. Este resultado ¢ fundamental quanto a caracterizacao de conjuntos
semi-algébricos. Ele foi enunciado e demonstrado por Milnor em [12; Lemma 3.1], mas
surgiram outras versoes anteriores a esta nos traballhos de Bruhat e Cartan em [3], e
também nos trabalhos de Wallace em [20], veja também [13| para mais detalhes.

Seja V =V (fi1,... , fr) € R® um conjunto algébrico, onde fi,... , fr sdo polindmios
em R[z1,... ,z,]. Seja U c R® um conjunto aberto definido por um numero finito de

desigualdades polinominais, isto é,

U={xeR" g (x)>0,...,q/(x) >0}, com ¢g;eR[xq,... ,x,], Vi=1,... L
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2. O C5 de uma curva analitica

Entao dizemos que o conjunto V n U definido por inequacoes e equagoes é um

conjunto semi-algébrico.

Lema 2.7 (Lema da Selecdo da Curva). Se V nU possui pontos arbitrariamente proxi-
mos de p € R™, ou seja, p e V nU. Entao existe uma curva real analitica v: [0,e) - R?

tal que v(0) =p e y(t) e VnU para todo t >0 em R.

Uma ideia da prova do Lema 2.7, baseada na prova feita por Milnor, pode ser
encontrada em [13].
Agora veremos a prova feita por Whitney de que o cone Cy de uma variedade

analitica em C™ é um conjunto algébrico de C".

Teorema 2.8. ([21, Th. 5.6/). Seja W uma variedade analitica no conjunto aberto
U c C". Entao o cone C5(W,0) € um conjunto algébrico de C™.

Demonstragao. Faremos a prova utilizando o método de Whitney em |21, pag. 218].
Pelo Teorema de Chow em [15], é suficiente provar que o cone C5(W,0) é um conjunto

analitico. Defina as seguintes funcoes: a;; : C* x C* x C" - C, com

Yy —T5 Yp — Tk

(% Vk

O./ng(ﬂ?,y,’U) = , Vi k=1,...,n

onde = = (21, ... ,x,), ¥ = (Y1, ,Yn) € v = (v1,... ,v,). Temos que uma terna (z,y,v)
anula simultaneamente todas as fungoes a; i, se, e somente se, x = y ou v é um multiplo

de y —x. Considere o conjunto
B:={(z,y,v); z,yeU, aji(xz,y,v)=0Vj5k=1,.. ,n}
Entao B é um conjunto analitico de U x U x C*. Assim, o seguinte conjunto também é
B':=Bn (W xW xC")

Considere D := {(z,z); v € W} c U x U & também um conjunto analitico. Por isso,

temos que

B":=B'—-(DxCr)n(UxUxC")

é um conjunto analitico de U x U x C". Com isso, vemos que o conjunto
C5(W) = B"n ({(0,0)} xC")

é um conjunto analitico em UxUxC". Note que v € C5(W,0) se, e somente se, (0,0,v) €
C{(W). De fato, se (0,0,v) € CL(W) entao (0,0,v) € B'— (D xC") e (0,0,v) e DxCn,

22



2. O C5 de uma curva analitica

logo, existe (I'y)s := ((zs,ys,vs))s uma sequéncia de pontos em B’ — (D x C") tal que
I's - (0,0,v), dai segue que x4, ys = 0 e v, > v. Além disso, vs = A\s(ys — xs) para todo
s, € com 1sso,

lim As(ys —xs) = lim v =v

S§—>00 S§—>00
e entdo v € C5(W,0). E voltando o argumento mostramos que a reciproca ¢ verdadeira.

Portanto, o cone C5(W,0) é algébrico. "

O resultado seguinte é uma consequéncia da prova que o cone C5 é algébrico e do

Lema da Selecao da Curva.

Lema 2.9. (|11, Prop. 2.4]). Seja W uma variedade analitica no conjunto aberto
U c C" tal que dim(W,0) = m > 0. Entdo para qualquer vetor v € C5(W,0) nao nulo
existe uma curva analitica W ¢ W xW tendo como parametrizagao v := (a, 3) : (C,0) >
(W xW,(0,0)) tal que

m A(#)(5(1) —a(t)) = v

para alguma funcao A : C —» C, nao identicamente nula.

Demonstracao. Considere o conjunto analitico B” definido na demonstragao do teo-
rema anterior. Assim, temos que (0,0,v) € B”, ou seja, (0,0,v) € B’ = (D x C"). Entao

pelo Lema 2.7 existe
5= (a, 5,v): (C,0) = (C"xC*xC",(0,0,v)),

tal que, a(t) # B(t), v(t) = A(t)(B(t) —a(t)) e 7(0,0,0) = (0,0,v) para alguma funcao
A:C — C. Portanto,

I A()(6(t) —a(t)) =v ey =(a,f)

Lema 2.10. Seja (X,0) = (X“ u---uX™ 0) um germe de curva singular em (C",0)
tal que (X (i),O) ¢ um germe de curva irredutivel com multiplicidade m®, para todo
i =1,...,r. Considerando {p®,... ;o™ } um sistema de parametrizagoes de Puiseux
compativel de (X,0). Entdo para todo v € C5(X,0) ndo nulo, existem germes de

fungoes analiticas f,¢g: (C,0) - (C,0) tais que

lim A(s) (0 (g(5)) = 9@ (f(s))) = v

para alguns i e j.
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Demonstracao. Pelo Lema 2.9, existem « e [ curvas analiticas tais que «(C,0), 5(C,0) c
(X,0) e
L A (8(0) ~ a(®)) = v

dai podemos supor que a(C,0) c (X,0) e B(C,0) c (X(j),O)( podendo ser i = j).
Concluimos, entdo que existem f,g : (C,0) - (C,0), tais que a(s) = ¢ (f(s)) e
B(s) = (g(s))- =

2.2 Curvas e multiplicidades auxiliares

Nesta secao seremos capazes de apresentar uma série de definicoes que foram in-
troduzidas por Giles-Flores, Silva e Snoussi em [6]. Lembrando que dado um germe de
aplicagao analitica finita f: (C,0) — (C",0), é conhecido que a sua imagem f(C,0) ¢é
um conjunto analitico. Além disso, podemos considerar varias estruturas analiticas na
imagem de f. Nas proximas definicdes construimos algumas curvas como imagens de

aplicacoes finitas e vamos considerar uma estrutura reduzida para estas imagens.

Definicdo 2.2. Seja (X,0) c (C",0) um germe de uma curva tal que (X,0) = (X u
U X",0), onde (X,0) siio germes de curvas irredutiveis, definimos os seguintes

conjuntos:

e S(X) o conjunto dos indices dos ramos singulares, isto é, i € S(X) se, e somente

se, (X“,0) é singular.

e T(X) é o conjunto dos pares de indices dos ramos tangentes, isto é, (i,7) € T'(X),

com i < j, se, e somente se, (X 0) & tangente a (X, 0).

e NT(X) é o conjunto dos pares de indices dos ramos nao tangentes, isto é, (i, ) €
NT(X), com i< j, quando (X“,0) nao é tangente a (X,0).

Exemplo 2.5. Seja (X,0) c (C3,0) um germe de curva irredutivel, dada pela para-
metrizacao de Puiseux
p: (C,0) — (C3,0)
t — (t4,15,17)

)

Dado (ts)s uma sequéncia de escalares, nao identicamente nula, em C tal que t; — 0,
temos que p(ts) = ¢(0) = 0 entao segue, pela Proposicao 2.1, que C3(X,0) = [(1,0,0)].
Além disso, considerando as sequéncias (p(its))s, (p(=ts))s e (p(=its))s, onde i? = -1,

obtemos que
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2. O C5 de uma curva analitica

As(o(ts) =(its)) = (0,265, (1 +0)t) — (0,1,0), para Ay = (25)7
As(o(ts) = o(~t5)) As(0,0,2tT) — (0,0,1), para A\, = (2¢7)~*
/\S(SO(tS)_SO(_its)) = )\S(O,th,(l-i-i)tZ) - (0,1,0),para As = (ZtS)_l

Com isso, ainda somos capazes de verificar que os planos Hy = [(1,0,0),(0,1,0)] =V (2)
e Hy=1[(1,0,0),(0,0,1)] = V(y) estdo contidos em C5(X,0).

Notemos que no processo para encontrar uma nova dire¢do criamos uma nova curva,
a determinada por ¢(t) — ¢(0t), onde #* = 1 com 6 + 1, e em seguida, encontramos
um vetor que estd no cone C5 desta nova curva. Visando formalizar esse processo

introduzimos a seguinte definicao:

Definigao 2.3. Seja (X,0) um germe de curva irredutivel em (C?,0), com multipli-
cidade m. Seja ¢ uma parametrizacao de Puiseux de (X,0), entdo para cada raiz

m-ésima da unidade 0 € G, — {1}, vamos definir as seguintes nogoes:
e A aplicacao
q)Q : (C,O) - ((Cn70)
t o — p(t) - e(0)
que serd chamada de parametrizacao caracteristica auziliar associada a (X,0).

A imagem de @y é chamada de curva caracteristica auziliar associada a (X,0) e
sera denotada por (Ap(X),0).

e O espago vetorial Hy como sendo o espago vetorial gerado por vetores nao nulos
de C3(X,0) e de C3(Ap(X),0).

e A multiplicidade de Ay(X) é definida por myg := min [ord(®y ;(¢))], onde
J

®g (1) = p;(t) — ;(01).

O conjunto ChAM (X,0) = {m}u{mg;0 € G,, — {1}}, é chamado o conjunto das

multiplicidades caracteristicas auziliares associadas a (X,0).

No capitulo 3, ficard mais evidente o porqué da terminologia utilizada nestas de-
finicoes. Observe que no caso em que a curva X ¢ irredutivel podemos facilmente
analisé-la através da Definicao 2.3. Contudo, em situagdes mais gerais lidamos com
curvas redutiveis, com dois ou mais ramos irredutiveis, a Definicao 2.3 j4 nao é mais

suficiente. Neste contexto, as interacoes entre os ramos podem originar mais direcoes
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diferentes daquelas ja determinadas pelo processo em cada ramo da Definicao 2.3. Foi
observado nos Exemplos 2.2 e 2.3, que a uniao dos cones C'5 dos ramos irredutiveis pode
estar propriamente contida no cone Cj da curva original. Com isso, usando apenas a
Definicao 2.3 nao somos capazes de encontrar todas as diregoes contidas no Cy da curva

em questao, como veremos com detalhes no Exemplo 2.6 a seguir.

Exemplo 2.6. Seja (X,0) um germe de curva analitica em (C3,0), tal que (X,0) =
(XP U X?,0) com (XV,0),(X®,0) c (C3,0) germes de curvas irredutiveis, dadas

pelas parametrizacoes

g (C0) — (X7,0) g (C,0) — (X7,0)
e
t — (tg,tﬁ,tB) t —_ (t12,t9,t13)

Observamos que {p®, @} é sistema de parametrizagoes de Puiseux compativel

com a coordenada especial sendo a segunda e
C5(X™,0) = C3(X™,0) = [(0,1,0)].

Analisando cada ramo irredutivel (como feito no Exemplo 2.5), temos a seguinte
disposicao, na Tabela 2.1. Entao pela Proposigao 2.3 os planos Hy =V (z) e Hy = V()
estao contidos em C5(X,0). Ademais, considerando (¢5)s uma sequéncia de escalares,
nao identicamente nula, em C tal que t; - 0, vamos usar as sequéncias (o™ (t3))s e
(@ (0%t2))s, onde 0 € Gyg(visto que mme{6,9} = 18). Note que,

e (3) — @ (022) = (177,418, 424) — (92424, 918418 26426)
(t27, tl8’ t24) _ (96.[:24’ tl8, 981/.26)
(t27 _ 961(:247 07 t24 _ 08t26)

E entao,
(P (#) = 0@ (6%2)) = (£ -65,0,1-6%2) — (<6°,0,1), para A= -

isto é, como —6% # 0 para todo 6 € G5, encontramos uma direcao diferente das encon-

tradas anteriormente na Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Direcoes do cone C'5 dos ramos irredutiveis do Exemplo 2.6

[ C3(X™,0) | mo 0eG, o C3(Ag(X"),0)
1| (0,1,0) 6 e e (0,0,1)
e (1,0,0)
e”s" com k=1,2,4,5,7,8 (1,0,0)
2 (0,1,0) | 9 pons
e’s comk=3,6 (0,0,1)

Tendo isso, introduzimos a defini¢do a seguir que trata justamente do caso de curvas

constituidas por r ramos irredutiveis.

Definigdo 2.4. Seja (X,0) = (X u--u X" ,0) um germe de curva analitica, onde
(X(i),()) c (C,0) um germe de uma curva irredutivel em (C?,0), com multiplicidade
m® para todo ¢ = 1,... ,r. Considerando um sistema parametrizacoes de Puiseux
compativel {0, ... o™} tal que o (C,0) = (X,0), para todoi = 1,... ,r. Para cada
par de indices (i,j), com i < j, considere m@s) = mmec{m® , m&} e tome 0 € G, -

Com isso, definimos os seguintes conceitos:

e A aplicagao
e (C,0) — (C,0)
L () - o (01))
onde ¢ qW € Z sao tais que m®q® = mqe) = m . Chamamos de parame-
trizagio de contato auziliar associado a (X,0) e (X*,0) e a imagem de Py
é chamada de curva de contato auziliar associada ao par (i,j) e serd denotado

por (A7 (X),0).

e Sejam w, wo e w) vetores nao nulos em C3(X”,0), C3(X7,0) e C3(AS” (X),0),

respectivamente. Para cada 0 € G,,.; denotamos por Hy" := [w® w), wed].

e Para cada 6, € G, a multiplicidade de Ay’ (X) ¢ dada por
mgl’j) = mk@n [ord(Qéi’fg (t))] :

D) (4) — oD (4gD ) ©) N .
onde ®,% () = o (t97) — @ ((0it)7). A sequéncia ordenada de nimeros
. . . = (4,9) (4,5) . 2
inteiros, com possivel representagao (me1 << My 0, € G,i5) € chamada
multiplicidades de contato auziliares associadas ao par de indices (7,7) e sera

denotada por COAM(X(i),X(j),O).

27



2. O C5 de uma curva analitica

2.3 O cone (5 como um conjunto

Nesta secao, vamos mostrar um método para se determinar o feixe de planos do
cone (5, pois iremos deixar claro no Teorema 2.14 que o cone C5 para curvas analiticas
é, na verdade, uma uniao finita de planos que ao qual cada um deles contém pelo menos

uma das retas tangentes da curva.

Observagao 2.3. Langando mao de um vetor qualquer v em C5(X,0) de uma curva
analitica em (C”,0), onde X = XV u--uX" com (X ,0) germe de curva irredutivel,
temos, pela Definigdo 2.1, que existem (wy)s, (Ws)s sequéncias em (X,0) e (Ag)s uma

sequéncia de escalares em C, tais que
v =lim Ag(ws — Wy).
S—> 00

Dessa defini¢ao, extraimos algumas possibilidades para (ws)s e (Ws)s, considerando

valores de s suficientemente grande:

e As duas sequéncias pertencem a um tinico ramo, isto é, existe um i € {1,...,r} tal

que (w,)s, (), sdo sequéncia de pontos em X

e As duas sequéncias estdao em diferentes ramos, isto é, existem i € {1,...,r} tais
que (wy), ¢ uma sequéncia de pontos em X e (w,), ¢ uma sequéncia de pontos

em X.
Podemos desconsiderar os demais casos, pois se uma das sequéncias que definem v
oscilar infinitamente entre dois, ou mais, ramos, podemos extrair uma subsequéncia
que estd em apenas um. Digamos que (w,), tenha infinitos pontos em X e também
em X(j), enquanto que (W), esta inteiramente contida em X(“, neste caso, podemos
extrair uma subsequéncia (w, )x de (w,), que esté inteiramente contida em X e como

o limite é tinico, ainda temos que

v=lim A\s(ws, — Ws, ),

k—o0

dai retornamos ao primeiro caso, pois ambas as subsequéncias estao inteiramente con-
tidas em X, 0 mesmo podemos fazer se supormos o contrario. Também vale um
processo analogo caso as duas sequéncias nao tenham um ramo fixado. Fazendo essas
consideracoes, se torna possivel afirmar que a direcao do vetor v vem da direcao limite
de secantes w, — w,, quando s tende ao infinito, podendo ser (wy)s, (10s)s estando no

mesmo ramo irredutivel, ou em dois ramos irredutiveis diferentes.

Antes de darmos uma apresentacao para o teorema central que norteia a escrita

dessa dissertacao, vamos abordar trés lemas que sao cruciais na demonstracao do re-
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sultado que foi demonstrado no artigo de Giles-Flores; Silva e Snoussi em |6, Th. 3.2].
O Lema 2.11 traz a forma de determinar o cone C'5 de uma curva irredutivel, ou ainda,
a contribuicao do primeiro caso da Observacao 2.3. Ja os Lemas 2.12 e 2.13 trazem a

maneira de determinar a contribuicao de um par de ramos de uma curva nao irredutivel.

Lema 2.11. Seja (X,0) um germe de uma curva singular irredutivel em (C",0) com
multiplicidade m. Entao
C5(X,0) = U Hy

0eGm
0+1

onde cada Hy é como na Definicao 2.3.

Demonstracao. Para simplificar vamos escolher uma parametrizacao primitiva de Pui-

seux de (X,0), podemos supor que seja da forma:

(p(t) = (tm, Z CI,Q,iti, censy Z Clmﬂfi)
>m >m
defina w := (1, agm, ..., anm), onde nao necessariamente os valores a;,, sao diferentes de
zero, para todo j € {2,...,n}, entdo C3(X,0) = [w]. Seja 6 € G,, com 0 # 1. Considere

o germe da curva auxiliar (Ag(X),0) dado como na Definigao 2.3, entao

Py(t) = (0,Zam(l—ei)ti,...,Zam(l—ﬁi)ti)

>m >m

Para cada j € {2,...,n}, temos

aj7m9(1 - ng)tme + Z CLjJ(l - Qz)tl
>my
onde my ¢ a multiplicidade de Ag(X) (veja a Defini¢ao 2.3), sendo vg := (0, @2.my s -, Grmy )5
onde pelo menos um a;,,, # 0. Assim C3(Ag(X),0) = [vg]. Pela Proposicao 2.6 segue
que [w] c C5(X,0), além disso, podemos facilmente verificar que [vg] c C5(X,0).
Agora, mostraremos que dado um vetor v € C5(X,0) entdo v € Hy para algum

0 € G,,. Pelo Lema 2.10, existem f,g: (C,0) - (C,0) germes de fung¢oes analiticas,
isto 6, f(s),g(s) € Cs}, tais que o(f(s)) # p(4(5)) o

v=lmA(s)(p(f(5)) =9 (9(s)))

para alguma funcdo A : C - C. Sem perda de generalidade, suponha que d:= ord(g) <
ord(f) =:d e denote por
{:=1lim 1(s)
=0 g(s)
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2. O C5 de uma curva analitica

Lembramos que precisamos verificar apenas a direcao de v que é indicada pela direcao

do limite de secantes ¢(f(s)) - ¢(g(s)), quando s —» 0. Para fins de demonstragao,

denotaremos a(s) := ¢(f(s)) — p(g(s)). Assim, sendo

a(s) =[ai(s) rag(s) ...t ap(s)]

onde,

ar(s)=f(s)" —g(s)" e aj(s)= Z a;:(f(s) —g(s)), Vi=2,...,n

>m

Vamos mostrar que em todos os casos estabelecidos para o valor ¢ teremos que v € Hy

para algum 6 € G,,,—{1}. Observe que dividindo todas coordenadas por g(s)™, obtemos

HO e (P
ai(s) = g(s)m 1 i(s) Z;n J,Z( 9(s)™ g9(s) )a Vi=2,..,

entao fazendo s - 0, temos que
lir%a(s) = [{M-1:a9,({"-1): .0 tap,("-1)] (2.2)

Fato 2.11.1. Se (=1 entdo v € [w].

Prova. Temos que ord(f) =ord(g) =d e como f # g, temos f—g+ 0. Entao pelo Lema
B.2 temos que a;(s) = f(s)™—g(s)™ # 0. Logo, fatorando o termo «a;(s) de a(s), para

as coordenadas o, com j =2,... ,n, segue
() = —= T a(fs) - g(s))
a;(s) = ——= ) a;i(f(s)" —g(s
’ 041(8) >m ’

a;(s) = %m+a%52aﬂuwy—a@0

>m

Observando que 1 € G; para todo 7 > 1 inteiro segue, pelo Lema B.3 e sendo ¢ > m, que
ord(fi—g")=di+(i-1)d>dy+(m-1)d =ord(ay),

entao
lin&a(s) =[l:agm:... tanm]=[w].
Fato 2.11.2. Se (=0 entdo v € [w]

Prova. Com efeito, podemos verificar que se £ = 0, entao d< d, e da equagao (2.2) segue
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2. O C5 de uma curva analitica

que

lin(} a(s)=[-1:-agm: ... :=Apm]=[w]
Fato 2.11.3. Se {0 e (™ # 1 entdo v € [w].

Prova. Temos que {™ -1 #0 e a partir da equacao (2.2) segue que,

lima(s)=[0"-1:a9,,({"=1): . 20" =1 =[1:a2m: ... *Gum]=[w]

Ny

Fato 2.11.4. Se (m =1 el + 1, isto é, { =6 para algum 0 € G,,, — {1}, entao:
e se ord(ay) <dmy, entio v € [w];
e seord(ay) > dmy, entao v € [vy];
e se ord(ay) =dmg, entio v € [yw + (6™ — 1)vg], onde v = lim a1 ()

=0 g(s)me’

Prova. Observamos que mg = min{s;3j € {2,...,n}tal que a;,(1 - 6) # 0}, logo, pelo

Lema B.3, temos que

d —1)d 30 € G,

1d, caso contrario.

onde dy = ord(f-60g) e d=ord(f) = ord(g). Considerando i < my, como a;,;(1-6") =0,

temos que se a;; # 0 entdo 0(8)|i, entao 6 € G, logo,
ord(f'-g")=do+(i-1)d>dy+(m-1)=ord(a;) Vi< my.

Como 6™ # 1, segue que, 0 ¢ G, logo, ord(f™e — g™e) = dmy. Além disso, conside-

rando i > my, se a;;(1-60%) # 0, entdo 6 ¢ G;, entdo segue que
ord(f'—g¢*) = di > dmy.
Em resumo, temos

ord(fm—g™)=ord(ay), sei=m
ord(fi-g") >ord(ay), sem<i<myg
ord(fme —gme) =dmg, sei=mg

ord(fi—g') > dme, se i >my
Assim, supondo que ord(ay) < dmy, através de (x), segue que
ord(f' - g") > ord(cy), Vi>m
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2. O C5 de uma curva analitica

entao
f(s)' =g(s) _

:aj,m"'hr%zaj,i— = Qjm, Vj:2, , 1.
7% sm al(s)

CIC)
520 ay(s)
Ou seja,

lingoz(s) =[1:iagm:... anm]=[w].

Agora, supondo que ord(a;) > dmy, temos que

im a1(s) =
B Ty - gy

e faremos a seguinte andalise nas coordenadas de a:

O T ' e RO B O
O O e Oy O SRy TP T s

e entao, por (), segue

lim aj(s)
3 F(s)™ —g(s)™

= Ujmy, VJ=2,...,1

Logo,

E_r)rola(s) =[0: agmy et Qpmy | = [Vo]-

Suponha que ord(a;) = dmy, assim,

a;(s)

g(s)me
e gl g f() -gls)
RIS T S o e o TP VI A oo T

Por (*), temos que,

_an(s) oy(s) m -
!gllrol g(s)m voe 1815% O Yajm + (0™ = 1) ajm, Vj=2,...,n
Portanto,
£i£r01a(s) =[v:yagm + (0™ = 1)agm, oo Yanm + (07 = 1)anm, ] = yw + (670 — 1)vy.

Com isto, encerramos a prova do Fato 2.11.4.
Até aqui provamos que o cone C5(X,0) esta contido na unido de todos os planos

Hy, com @ # 1. Contudo, ainda precisamos mostrar que dado qualquer v € Hy, podemos
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2. O C5 de uma curva analitica

escolher f, g e C{s} satisfazendo as hipoteses do Fato 2.11.4, de modo que
v="yw+ (0™ - 1)vy,

ou seja, v e C5(X,0).

Fato 2.11.5. Dado v € C - {0} entao existem f,ge C{s} de modo que

lir%oz(s) =yw+ (0™ = 1)vg

~
mem-1

Prova. Com efeito, comegamos tomando f(s) = s+ st e g(s) = s, note que d = 1,

entao precisamos que my = ord(f™ — g™) = do+m -1, ou seja, dy = mg—m + 1, além

disso, temos 6 = lim,_q %. Logo,

ar(s) = f(8)™ —g(5)™ = 0™ + 8™ s s 4 yMgMAL _ M = g0 . g M gmdo

Dali,

T LC RGO

s—0 g(s)me s—0 g§™Mo

Agora, para cada j € {2,...,n}, como f e g satisfazem as hipdteses do terceiro item do

Fato 2.11.4, segue que

- ay(s) m
13158 ;mg = Yjm + (070 = 1) m,-
Portanto, o Fato 2.11.5 nos diz que Hy c C5(X,0), para todo 0 € G,,, — {1}. n

Lema 2.12. Sejam (X,0) e (X ,0) germes de curvas irredutiveis em (C,0) tan-
gentes, com multiplicidades m® e m® | respectivamente. Considere (X,0) = (X(l) U
X®,0). Entio

C5(X, O) = C5(X(1),0) U C5(X(2),0) U ( U Hélz))

GEGm(Lg)

onde cada Hy"? é como na Defini¢ao 2.4.

Demonstracao. Faremos a prova por dupla inclusao de maneira semelhante a feita na
prova do Lema 2.11, fazendo algumas adaptagoes necessarias. Segue da Proposicao 2.3
que Cs(X™,0)uC5(X?,0) c C5(X,0). Como X e X® sao tangentes em 0, entdo
wi=w® =w®, dai

HY = [wer,we, wf ] = [w,wf ]
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2. O C5 de uma curva analitica

Considere,

¢<1>(t)=(tm‘”, Soagith ., Y amti) e gp<2>(t)=(tm(2), S oboith e, Y bmti)

i>m (1) i>m(1) i>m(2) i>m(2)

. ~ . 1 2 . .
as parametrizacoes de Puiseux de X e X ), respectivamente. Dessa maneira {o®, p® }
é sistema compativel para X. Usando a notagdo da Definicao 2.4, vamos por m :=

mt2 = mm g = m@g® e para cada 0 € GG,,, definimos
oy (12) _
Vo = Uy - (07 a2,mg ~ Qmeblmeﬁ e Anumg — o™ bn,me)’

onde my = min{i; 35 € {2,... ,n} tal que a;; — 6'b;; # 0}. Assim, a parametrizagao de

contato auxiliar tem a seguinte forma:
(b(91.2) (t) _ QO(U (tq(1> ) _ 90(2) (eq(Q) tq(2) )’

isto ¢, com as devidas adaptacoes nos indices dos coeficientes a;;’s e b;;’s, temos
DL (t) = (0, Y (ag; —0'b23)t' o, Y (@i — eibm-)ti) :
©>m ©>m
Logo, para cada j =2,... ,n, tem-se
© 7 (t) = (g = 0™y, S + 37 (azi = 0°b;)t",
1>Mg

donde se obtém,

. 1
ltl—rfol tTQCI)(Gm) (t) = (07 a2,my — e b27m97 w5 Anmg — emgbmme)

Com isso, segue que C3(Af"”(X),0) = [vg]. Dessa forma, podemos escolher o wy"® =
vg, entdo temos H'? = [w,vp]. Agora, mostraremos que dado v € C5(X,0) teremos
que v e C5(X™,0) U C5(X™,0) ou v e H" para algum 0 € G,,. Vamos supor que
v C5(X,0)uC5(X™,0), entdo através do Lema 2.10, existem f,g: (C,0) — (C,0)

germes de funcgoes analiticas tais que

v =lmA(s) (0 (£()™) = 0 (9(5)"™)),

para alguma funcao )\ : C - C. Lembrando algumas notagoes feitas na demonstracgao
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do Lema 2.11, temos

d:=ord(g) <ord(f)=:d e (:= 151_1)1'01 ggi

Porém, nessa nova situacao, vamos definir uma nova aplicacao a:

a(s) =0 (g(s)™) = (f(5)1®)

onde,

ai(s)=g(s)" - f(s)" e a;(s) = ), ajig(s) —buf(s)', Vj=2,..,n

>m

Mostraremos que em todos os casos para ¢, temos que v € H"® para algum 6 ¢
G- A prova dos seguintes fatos sao bastante andlogas as provas feitas nos fatos

da demonstracao do Lema 2.11.
Fato 2.12.1. Se (=0 entdo v € [w]

Prova. Observe,

ai(s) . fls)" a;(s) _ fGs)mf(s)™

=1 e =Y a;,9(8)"™ = bj, , Vji=2,....n
O R O O TR A L S T
e entao, temos
lir% a(s)=[1=0":agm —baml™: ..t anm = bpml™] (2.3)

Como, ¢ =0, temos que

lir%a(s) =[1:agm:e. apm]=w® =W
S—

Fato 2.12.2. Se (0 e ™ # 1 entao v € [w].

Prova. Como no Fato anterior temos a equagao (2.3), entao

ling a(s) =w® —mw® = (1 -{m)w =w

Fato 2.12.3. Se (™ =1, isto ¢, { =0 para algum 0 € G,,, entdao:
e se ord(ay) < dmy, entdo v € [w];

e seord(ay) > dmyg, entdo v € [vg];
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2. O C5 de uma curva analitica

e se ord(a;) =dmy, entio v =vp +yw onde vy =lim o1(s) ,
s—0 g(g)me

Prova. Lembrando que my = min{s; 35 € {2,... ,n} tal que a;; — 6b;; # 0} e usando o

Lema B.3, temos que (Veja o Fato 2.11.4)

ord(ajmg™ = bjmf™) =ord(ay), sei=m

() ord(ajmgt —bjmf) >ord(aq), sem<i<my
ord(a;mg™® = b;mfm™) = dmy, se i =my
ord(a;mg* — bjmft) > dmy, se i >my

Assim, se ord(ay) < dmyg, teremos, através de (s), que ord(a;mg — bjm 1) > ord(a;)

para todo i > m e sabendo que a;,, = b;,, para todo je{2,... ,n}, segue

lim 2;(s) =a;,, +lim Z azig(s)’ —bjif(s)’ _
= j,m -

-0 arp () s>0 a1 (s) m

ou seja,

Ei% a(s) = [w]

Agora, se ord(ay) > dmy, teremos através de (o), que ord(a;m,mg' — bjm f*) > dmy para

todo 7 >m e i # my, logo

lim o1(s) =
520 g(s)me
e também
. . ib.. i mo
lim—aj(s) = lim Z 05i9(5)" = bji f(s) +1m | a;my = bjmy /(s)
50 g(s)me 520 1, ome g(s)me s=0\ "\ g(s)
+ lim Z aj,ig(s)i_bj,if(s)i
50 7j>m9 g(s)mg

. —_QMe}.
a]7m9 9 b]7m9

com 1sso, conseguimos

fim () =[]

No ualtimo caso, se ord(ay) = dmy, com base em (#), vamos ter que
ord(ajmg™ = bjmf™) = ord(a;mg™® — b ™) = dmyg

Considerando que

36



2. O C5 de uma curva analitica

temos que
4 a(s)i = b f(s)i
hm aj(S) = hma/]m al(S) + Z a/]7 g(S) S f(S)
s=0 g(s)™o =0 T g(s)™ T, g(s)me
© lim ajmg(8)™ = bjmf(s)" s a;ig(s) = bjif(s)
s=0 g(s)me S g(s)me
= Y + (mg = 0™ bjm,)
isto &,
lir% a(s) =[v:va2m + (a2my = 0™b2mp) oo Yanm + (Qpmg — 0™0bnm, )] = YW+ 0g

Ainda precisamos mostrar que todos os planos Hém) estao contidos no cone C5(X,0).
Para isso, vamos mostrar no fato a seguir que o vetor yw + vy € Hél’Q) é um vetor no

cone C5(X,0).

Fato 2.12.4. Dado v e C—{0} existem f,ge€ C{s} tais que
hIIOl a(s) =yw + vy

Prova. Veja a prova do Fato 2.11.5.

Portanto, vale o resultado. [

Lema 2.13. Sejam (X ,0) e (X®,0) germes de curvas irredutiveis em (C",0) néo
tangentes, com multiplicidades m® e m@ | respectivamente. Considere (X,0) = (X"u
X®.0). Entdo Ho» := H{" paratodo 6 € G, .2, sendo cada HS"® como na Definicio
2.4, e também
1) ) (1,2)
C5(X,O)=C5(X ,0)UC5(X ,O)UH

Demonstragio. Pela Proposicio 2.3 temos que Cs (X", 0)uC5(X®,0) c C5(X,0). Va-
mos considerar C3(X ) = [w®] e C3(X®) = [w®], temos que H{* = [w®, w® wf ],
sendo wy® € C3(AY?(X),0) com 0 € G, 2. Sejam o®, o : (C,0) - (C",0) um
sistema de parametriza¢oes Puiseux de (X,0), e como [w®]n[w® ] = {0} segue que

my"® =mt2 para todo 6 € G,,12. Considerando

PP (t) = Y att e @)= Y bt
i>m/(1) i>m(2)

para todo 5 =1,2,... ;n. Logo,

042 (t) 1 A A
= ( j,m(l) - bj,m(Q)) + W Z (a/jﬂ‘ - szj,i)tl — aj,m(l) - bj,m@)

(1 2)
tm ism(1.2)
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ou seja, C3(AY?(X),0) = [w® —w®] . Entdo, H" = [wm,w@] = H"?. Seja
veC(X,0) tal que v ¢ C5(X™",0)uCs(X®,0). Assim, temos que v ¢ C3(X,0) entdo

pelo Lema 2.10, existem f, g € C{s} fungdes analiticas tais que

im A(s) (9 (9()™”) = 9= (£()7)) = v
observe que ord(f) =ord(g) = d. Logo,

e (g()1) =P (f(5)1?)
lim
s—0 Sdm(va)

= )\1’(1}(1) + )\QU}(Q)

para alguns A, Ay € C. Agora, tome \jw® + \w® € H@2  entdo considere f(s) =

_ 1 1
(A2) T2 s e g(s) = (A1) ™D s, entao

) = P () )

50 Sm(LQ)

= )\111](1) + )\QUJ(Q)

Portanto, vale a segunda parte do lema. [

Feito a prova dos Lemas 2.11, 2.12 e 2.13, podemos enunciar o Teorema 2.14. Uma
versao deste resultado foi provada na década de 80, inicialmente por Briagon, Galligo
e Granger em [1]|. Posteriormente, no ano de 2002, Krasiriski apresentou, em [11], uma
nova prova, desta vez descrevendo uma caracterizacao do cone Cy de uma curva ana-
litica como um conjunto. Além disso, Giles-Flores, Silva e Snoussi-2022 em |[6], deram
uma contribuicao significativa descrevendo um procedimento de como determinar cada
plano encontrado no cone C; de uma curva analitica. Todas demonstracoes declaram
o cone (5 de Whitney para uma curva analitica singular complexa como um conjunto.
A principal diferenca da prova feita por Giles-Flores, Silva e Snoussi, é que além de
evidenciar como é o comportamento do cone (5, também descreve um procedimento
para determinar cada plano em funcao das parametrizagoes dos ramos, assim, por con-
sequéncia, conseguimos uma forma de conti-los. Veremos este ultimo fato em detalhes

no Capitulo 4.

Teorema 2.14 (Giles-Flores; Silva e Snoussi 2022). Seja (X,0) = (X u--u X, 0)
wm germe de curva em (C",0), onde (X,0) é um germe irredutivel de curva em

(C",0). Com as notagées da Defini¢io 2.2, temos

C5(X,0) = U HY vl U H U( U H(m))

ieS(X) (4,5)eT(X) (i,J)eNT(X)
0eG (i1} 0G (i3)

onde 0s Héi), Hgi’j), H" sdo planos de dimensao 2 contendo ao menos uma das retas

38



2. O C5 de uma curva analitica

em C3(X,0).

Demonstra¢ao. Vamos considerar {¢® ..., ™} um sistema de parametrizagdes com-
pativel de Puiseux, onde @ : (C,0) - (X, 0) para cada i = 1, ...,r. Entéio pelo Lema
2.11, segue que H” c C5(X,0) para todo i € S(X) e 6 € G,y — {1}. Temos também,
atraves dos Lemas 2.12 e 2.13, que HS”, H*" c C5(X,0) para todo par (i,5) € T(X)
e todo par (k,l) € NT(X). Por outro lado, seja v € C5(X,0), entao, pelo o que foi
comentado v é o limite de secantes oriundas de sequéncias (wy)s, (Ws)s inteiramente
contidas no mesmo ramo (wy)s, () € X ou em dois ramos diferentes (ws)s € X
e ()5 € XY tangentes ou ndo tangentes, em todas as situacoes ja foi provado nos

Lemas 2.11, 2.12 e 2.13 que v pertence a um dos planos H. [

Observagao 2.4. No trabalho de Giles-Flores, Silva e Snoussi em [6] o Teorema 2.14
é denominado de Cs-procedure. O teorema recebe esse nome, pois nele somos capazes
de observar a descricao de um procedimento, que segue um roteiro de trés etapas para

determinar todos os planos do cone C5 de uma curva singular.
Etapa 1. Para cada i€ S(X) e 0 € G,y — {1} encontre H;".

Etapa 2. Para cada (i,j) € T(X), assumindo que m@» = mme{m® m®} e 0 €

G

(i9)
mG,) encontre Hy.

Etapa 3. Para cada (i,j) € NT(X) encontre H"”.

Podemos ver com mais clareza o emprego destas etapas nas Proposigoes A.1 e A.2

e também no Exemplo 2.7 a seguir.

Exemplo 2.7. Seja (X,0) = (X uX® uX®uX™) um germe de curva em (C3,0),
onde para cada i € {1,2,3,4}, temos que (X(i),O) é dada pela respectiva parametriza-
¢io, 0 : (C,0) - (X7, 0):

e (t) = (1,1 =19 11+ 19, @ (1) = (¢,15,17),

p@ (1) = (11 89,87) e o (t) = (t,2t,1)

Usando o processo do Teorema 2.14, obtemos que o cone C5(X,0) é formado por sete
planos distintos, como ilustrado na Figura 2.6, onde podemos facilmente encontrar a

equacao reduzida de cada plano, como descrito na Tabela 2.2, que sao:
Cs5(X,0)=V(y)uV(z)uV(y+2)uV(y-2z)uV(y+2z)uV(y-22)uV(z-z)
Tomando o produto dessas sete equacoes que definem os planos, encontramos que

Cs5(X,0) = V(2y’z — y°2% = 5ay®2® + 5y 2 + dayz® — 4y25)
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Antes de dar inicio ao Cs-procedure, devemos classificar cada ramo e também cada par

de ramos de (X,0), de acordo com a Defini¢ao 2.2. Assim, ficamos com:
S(X)=1{1,2,3}; T(X) ={(1,2)} e NT(X) = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}

Observamos, também, que o sistema {p® ©® @ @} ji se encontra na forma de
um sistema de parametrizacoes de Puiseux compativel. Alguns detalhes sobre as mul-
tiplicidades das curvas e suas parametrizacoes auxiliares estao apresentados na Tabela
2.2.

Tabela 2.2: Parametrizagoes Auxiliares e multiplicidades dos ramos de (X, 0) do Exem-
plo 2.7

Etapa 1.
S(X) 0 €G, | Parametrizagio caracteristica @5’ (t) H mg’
emif3 (0, 2(1+iv3)t =269 L(1+ /3Bt +219) | V(y+2) 9
e2mif3 (0,2(3+iV3)t1, 3(3+4iV/3)t1) V(iy-2) | 11
1 -1 (0, 2611 — 249 2411 4 249) Viy+z) | 9
edmif3 (0,1(3-iV3)t1, 3(3 - iv/3)t!) V(y-=z) | 11
edmil3 (0, 2(1=dv3)t =269 L(1 - i /Bt +219) | V(y+2) 9
i (0,25, (1 -14)tY) V(z) 6
P -1 (0,0,2t9) V(y) 9
—i (0,2t6 (1 +4)tY) Vi(z) 6
; e2mif3 (3(3-4V3)t4,0,3(3 +iV/3)19) V(2) 4
edmif3 (A(3+iV3)t1,0,3(3-iV3)15) V(2) 4
Etapa 2.
T(X) | 0€G,,u; | Parametrizagio de contato @}’ (t) H mg”
(L) | (0,—2¢18 + 122 18 4 422 _ §3427) V(y+2z) | 18
’ k6 ke2z 41 (0, t22, 118 + 122 — 93t27) V(y) 18
Etapa 3.
NT(X) | 0€G,,¢p | Parametrizagio de contato ®}’(t) H®? me.
(1,3) 0 eGg (t6 — 028 11 — 19 — 6 ¢ 4+ ¢9 — §4¢10) V(z) 6
: € G L4946 11 49y y -2z
1,4 0eG 0,t1 — 19 —¢6 11 +¢9 —¢6 V(y-2 6
(2,3) | 0eGry | (112 - 01416 418 — 12 427 _ 3420) V(z) 12
(2,4) 0eGy | (0,45-24 19 —14) V(y-22)| 4
(3,4) 0 € Gs (t4 =13, 13,85 - 13) V(z-=z)

40



2. O C5 de uma curva analitica

Figura 2.6: Cone C5 da curva do Exemplo 2.7.
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Capitulo 3

Multiplicidades auxiliares como

invariantes bi-Lipschitz

O objetivo deste capitulo é mostrar que a colecao de todas as multiplicidades auxi-
liares associadas ao germe de uma curva (X,0) em (C*,0) é um invariante Lipschitz.
Mas para isso precisamos compreender primeiro dentro da Secao 3.1 alguns outros
invariantes que estdo definidos para o caso em que (X,0) é uma curva plana. Ade-
mais, iremos ver na Secao 3.2 uma classe de projecoes 7 : C* - C2? que preservam o
tipo Lipschitz de curvas. E por tltimo, na Secao 3.3, provaremos que o tipo Lipschitz
de uma curva determina e é determinado pelo conjunto das multiplicidades auxiliares

associados a ela.

3.1 Curvas planas e seus invariantes

Em [14], Pham e Teissier provaram uma série de resultados sobre curvas planas
relacionando os expoentes caracteristicos e as multiplicidades de intersecao com as
multiplicidades auxiliares, embora a nocao de multiplicidades auxiliares nao apareca
em [14] com essa terminologia. Nesta Se¢ao, nosso objetivo serd criar um ambiente
necessario para desenvolver estas relacoes mencionadas aqui. Inicialmente, vamos dar
uma ideia do que sao os expoentes caracteristicos de uma curva plana. Note que dado
(X,0) um germe de curva plana reduzida e irredutivel com multiplicidade m, através

de uma mudanca de coordenadas, obtemos uma parametrizacao de Puiseux da forma:

@(t) = (¢1(t), @a(t))

onde,
e1(t) =t™ e pot) = ) a;t’

>m
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

Com isso, introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1 (Expoentes caracteristicos). Seja (X,0) um germe de curva plana irre-

dutivel, com multiplicidade m. Sendo ¢ : (C,0) - (X,0), definida por

o(t) = (tm, > aiti)

w>m

uma parametrizagao de (X,0). Definimos

50 =m
B; =min{i;a; # 0 e mde{ By, B, ... , Bj-1} > mde{fo, b1, ... , Bj-1,4}}, para j>1.

Chamamos o conjunto m = By < 31 < --- < 8, de expoentes caracteristicos do germe de
curva (X,0) e denotaremos por E(X,0) = {5y, f1,... , B, }-

Observe que para cada (; associamos um namero A; = mde{m, 51, ... ,[j-1,1} =
mdc{A;_1,5;},se j>1e Ayg=m.

Exemplo 3.1. Vamos considerar a curva plana irredutivel (X,0) c C2?, definida pela
parametrizacao de Puiseux, dada por o(t) = (¢4, + 10 + t12 + t13 + t15). Entdo, temos

que [y = 4 e verificamos que

ANg=4

A =mdce{4,8} =4

Ay = mdc{4,8,10} = 2

Ay = mdc{4,8,10,12} =2

Ao = mdc{4,8,10,12,13) = 1,

dai, segue que 51 =10, B2 = 13. Logo, F(X,0) = {4,10,13}.

Um outro niimero muito importante que usaremos neste capitulo mede o quanto
duas curvas planas irredutiveis estao se tangenciando. Este nimero é um invariante

topologico denominado multiplicidade de interse¢ao, mais precisamente, temos:

Defini¢ao 3.2 (Multiplicidade de interse¢do). Sejam (X?,0) e (X®,0) dois germes
de curvas analiticas irredutiveis, tais que X = V(f) e X = V(g) para alguns
f,9 € C{x,y}. Suponha que p(t) = (z(t),y(t)) é uma parametriza¢do primitiva para
(X®,0). Entio

i(X7,X7,0) = ordo(f ((1). y(1)))

este nimero é denominado multiplicidade de intersecio dos ramos (X,0) e (X, 0).
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

Podemos enxergar o teorema seguinte, basicamente, como uma reformulacao da

proposicao feita por Pham e Teissier em [14, prop. VI.3.2]|.

Teorema 3.1. Sejam (X,0) = (X u--uX",0) e (Y,0) = Y Uu--uY?0) a
decomposi¢io em ramos irredutiveis de germes de curvas planas. Entao (X,0) e (Y,0)
tem o mesmo tipo topologico se, e somente se, r =T e emiste p: I, - I, preservando

todas as multiplicidades auxiliares, isto €,
ChAM(X(Z)’O) _ ChAM(Y(P(Z))’O) e COAM(X(Z) : X(j)70) _ COAM(Y(P(i))7Y(P(j))’O)

para todo i€ S(X) e (i,7) e T(X)uNT(X).

O caso particular para curvas irredutiveis que relaciona multiplicidades caracteris-

tica auxiliares e expoentes caracteristicos serd resolvido no lema a seguir.

Lema 3.2. Seja (X, 0) um germe de curva plana irredutivel. Entao o conjunto ChAM (X,0) =
E(X,0).

Demonstragao. Sejam m < i < -+ < 3, o conjunto dos expoentes caracteristicos de

(X,0), entao podemos assumir que p(t) =t™ e
EN) s1
e2(t) = Y apmt™™ +ag tM + Y ag a4
k=1 k=1

Sj (o]
et aﬁjtﬂj + ]; aﬂj+kAjt/Bj+kAj 4ot agptﬁp + l; aﬁp+kt’8”+k

entao para cada 0 € GG,,,, temos as funcoes coordenadas da parametrezicao caracteristica

auxiliar p1(t) — p1(0t) =0 e

©2(t) —2(0t) = ap, (1-07)t7 + 3 ag g, (1 07k ks o
k=1

e Clgptﬂp + Z aﬁerk(l _ eﬁerk)tﬂerk
k=1

Note que
{1} =Ga, €Ga,, G EGA, EGny

e observando que 0(0)|5; se, e somente se, O(#)|A;, teremos
0 eGa, , —Ga, = ordy(pa(t) — p2(0t)) = f;.

juntando isso, com o fato que my = ordy(p2(t) — ¢2(0t)), encerramos a demonstracao

do lema. m
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

A relagao feita no Lema 3.2 é o fato que justifica a escolha do nome do conjunto
ChAM(X,0). Para o caso nao irredutivel é suficiente considerar uma curva com dois
ramos (X,0) = (X(l) U X(Q),O). Neste contexto, o tipo topologico de uma curva deter-
mina e é determinado pelos expoentes caracteristicos de cada ramo adicionando agora,
a multiplicidade de intersecao entre eles. O proximo lema estd apresentado em de-
talhes em [14]. Basicamente, ele nos diz que a multiplicidade de interse¢do pode ser

determinada através do conjunto das multiplicidades de contato auxiliares.

Lema 3.3. [14, Lem. VI.3.4]. Considerando (X, X®,0) a multiplicidade de inter-

secao entres os ramos (X”,0) e (X,0). Entao

(1,2) (1,2) (1,2)
me + mg

4ot
mem(m)

(X", x?.0) =
q(l)q(2)

. . . 1 2
sendo m® e m® as multiplicidades de (X ,0) e (X®,0), mt» = mgm = m@ g

e CoAM (X, X® 0) = {mg?, ... ,mél’z()l 2)} (Veja a Definigao 2.4).

Observacgio 3.1. Lembrando o Lema 2.13, no contexto em que (X”,0) e (X®,0)

(1,2)

nao sao tangentes, temos que m, "~ =m0 para todo 0 € G,,a.2 logo,

. (1) (2) m,2)m1,2) m® g m2) g2)
Z(X ,X 7O) = = q q = m(l)m(2)
q(l)q(Z) q(l)q(2)

Neste ponto, para sermos capazes de demonstrar o Teorema 3.1, temos que provar
que as multiplicidades caracteristicas auxiliares e as multiplicidades de contato auxi-
liares sao invariantes topologicos. Ja sabemos, através do Lema 3.2, que o conjunto
ChAM (X @ ,0) das multiplicidades caracteristicas auxiliares corresponde ao conjunto
E(X™,0) dos expoentes caracteristicos de cada ramo de (X, 0).

Assim, é essencial para nosso estudo estabelecer que o conjunto das multiplicidades

de contato auxiliares é um invariante topologico. Sejam

e (t) = (tm(” D at‘) e ¢<2>(t):(tm(2), D biti),

i>m/(1) i>m(2)

um sistema de parametrizagoes compativel de Puiseux de (X,0). Lembrando que
i = ordo () (147) — 6 (01719,

Observe que sobre esta parametrizagao dos ramos a sequéncia dos expoentes caracte-
L. 1 , .. . Al s
ristico de (X( ),0) ¢ multiplicada por ¢ e também a sequéncia dos expoentes carac-

s g 2 - . . . .
teristicos de (X( ),0) é multiplicada por ¢®. Com isso, vamos considerar estas novas
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

sequéncias que coincidem até um certo nimero 7 > 0. Ou seja, se tomamos

{ mm <y <. < Qg

m® < Y1 < <Yy

N . P . 2 «
as sequéncias de expoentes caracteristicos de (X(l),()) e (X ),())7 respectivamente,

entao teremos

Bri=qWan = @715 Pri=qWag = qD72; o Bri=qWar =@,

com, B < -+ < ;. Por tltimo, vamos por § := max{mg?;0 € G,,a»}. E, assim,

afirmamos:

Lema 3.4. (|14, Lem. VI.3.5]). Existe um nimero inteiro ¢ determinado pela multi-
plicidade de interse¢ao dos ramos e pelos expoentes caracteristicos dos ramos (X W 0)
e (X, 0)talque 0<g<Te

o CoAM(X™W,X? 0)= {B1,...,B4, 0} enocaso ¢ = 0, temos CoAM(X™ X 0) =
{0}

e Além disso, pondo Ay = m@2) e para cada j € {1,...,7} tome Aj = mdc{Aj,l, B},

entao o nimero de raizes da unidade # em G, 12 tal que m;“) = [ € igual a

Ag-1 = A, e o niimero de 0’s em G,,a2 tais que my™® =§ é igual a A,.
Em outras palavras o que o Lema 3.4 esta descrevendo é a forma que a sequén-

cia ordenada de multiplicidades auxiliares assume, como podemos notar na seguinte

disposicao:
Blz"':/61</82:"':52<"'< 5(12...:5(1 <d=--=9.
%f_/ ~
Ao-A1 vezes A1-As vezes Aq_lqu vezes Aq vezes

Esta observagao é bastante util quando levamos a um exemplo pratico.

Exemplo 3.2. Seja (X,0) = (XY uX® U X® uX™,0) um germe de curva plana

parametrizada por
e (1) = (172,68 + 1% + £74) @ (t) = (13,812 + 120 + 20% + £%°)

PO (1) = (1,2) e @ = (£%,17)

Temos entdo que T(X) = {(1,2)} e NT(X) ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}. Cal-
cularemos as multiplicidades de intersecao. Note que m®2 = 24, ou seja, ¢ =2 e

q® = 3. Encontramos que

E(Xx™,0)={12,18,33,34} e E(X?,0)=1{8,12,22,23}
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

entao,

(1)

2.-B(X",0)={24,36,66,68} e 3-E(X",0)={24,36,66,69}

logo, os expoentes que coincidem sao [y = 24, B = 36 e By = 66, isto é, 7 = 2. Note
também que os ramos irredutiveis gerados pelas parametrizacoes sao tangentes em 0.

Logo, temos para cada 0 € Go4 a seguinte parametrizacao de contato auxiliar:
P (£2) = @ (0313) = (0, (1 — 012)£36 — 912460 4 (1 — 2018)66 4 468 _ §21469)

dai, segue CoAM(X,0) = {36,60}, pois observando que 0 € Go4 — G125 se, e somente se,
1-6'2 % 0, entdo temos max{my*;0 € Ga4} = 60 e ¢ = 1. Com isso, pelo Lema 3.4,

temos a seguinte sequéncia de ordenada de multiplicidade de contado auxiliar:

36 =--=36<60=--=60

24-12 vezes 12 vezes

Portanto,

1

_ (AO_AI)'61+A1'5_ 12-36 +12-60

@)
X750) q - q® 2-3

i(X =192.

Além disso, pela Observacao 3.1, segue que

(XY, X?,0) =192
(XY, X7,0) =12
(XY, XY0) = 24;
(X2, X?,0)=8;
(X, X“.0) = 16;
(XY, X?,0)=2.

Agora, somos capazes de demonstrar o Teorema 3.1.

Demonstragio. (do Teorema 3.1). Considere as curvas planas (X,0) = (X u---u
X7,0) e (Y,0)= (Y u--uY"™,0) entdo suponha que r = 7 e que existe uma bijecio

p: 1. — I, tal que

para todo i € I, e (i,5) € T(X) u NT(X), entao pelos Lemas 3.2 e 3.4, p também
preserva os expoentes caracteristicos e as multiplicidades de interse¢ao, ou seja, (X,0)
e (Y,0) tem o mesmo tipo topologico.

Reciprocamente, se (X,0) e (Y,0) tem o mesmo tipo topoldgico entéo r = 7 e existe
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

p: 1. — I, tal que

para todo i € I, e (i,7) € T(X)u NT(X). Logo, é suficiente considerar o caso em
que r =2, isto é, (X,0) = (X uX® 0) e (V,0) = (Y uY™,0). Sejam {om, o>}
e {1 Y@} sistemas de parametrizacoes compativeis de Puiseux de (X,0) e (Y,0),
respectivamente. Sejam my® e m{? as multiplicidades de contato auxiliar de (X,0)
e (Y,0), respectivamente, com 0 € G, 1.2 e € G 2. Como (X,0) e (Y,0) sdo curvas

planas temos que

(1,2) _

g = ordo(g) (19) - o (0919
mit? = ordg(u (197) — 4 (92 19)),

Considere,

B(X™,0) = {m0,a1,... ,ay} e E(X?,0)={m®, y,...,7,}
E(Y",0)={m® e ... .e5} e EY?0)={m®, ¢,... ¢},

Vamos assumir que ocorrem as seguintes coincidéncias:

Pri=qWar=qm;  fai=qWar=q@y; 5 Bri=qWar =g,
e, respectivamente,

o1:=qWe; =q® (5 02:=qWer =q®(y; ;07 i=qWer = qO(s,

para alguns 7,7 > 0. Através do Lema 3.2, segue que ChAM (X ,0) = ChAM (Y, 0),
para ¢ = 1,2. Assim, é facil concluir que m® = m® o que forca ¢@® = q®, entao
T =17 e f; = 0; para todo 0 < j < 7. Pelo Lema 3.4, temos que existem ¢,§ > 0
nimeros inteiros tais que CoAM (X" X® 0) = {4, ... ,Bq,0} e, respectivamente,
COAM(Y(l),Y(2),O) = {oy,... ,04,5}. Novamente, pelo Lema 3.4, ¢ e ¢ sao deter-
minados pelas multiplicidades de intersecao e pelos expoentes caracteristicos, o que
implica ¢ = §. Lembrando que 6 = max{m{"?;0 € G,,a } e 6 = max{m{"”?;n € Gpax }-

Portanto, utilizando o Lema 3.3, segue que 0 = 5, 0 que encerra a demonstracao. [

Uma observacao a ser feita nesta etapa do nosso estudo é que o Teorema 3.1, nos
diz que dada uma curva plana analitica as multiplicidades caracteristicas auxiliares nao

dependem da escolha das parametrizagoes dos ramos da curva.
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

3.2 Projecoes genéricas de curvas espaciais em C?

Nesta secao, definiremos um tipo bastante importante de projecao 7 : C* - C2, que
denominaremos de projecoes genéricas, pois elas tém uma propriedade de conservar
as multiplicidades auxiliares das curvas espaciais singulares. Este conceito serd muito
importante pois através destas projecoes seremos capazes de verificar multiplicidades

auxiliares sao invariantes bi-Lipschitz. Mais precisamente, temos:

Definicao 3.3. Seja (X,0) um germe de curva em (C",0). Seja 7: (C",0) - (C2,0)
uma projecao linear. Dizemos que a projecao 7 é Cs-genérica se o niicleo de 7 intersecta
transversalmente o cone Cs da curva (X, 0), ou seja, ker(m)nC5(X,0) = {0}, veja como
ocorre esse fendomeno em um exemplo em C3 na Figura 3.1. Quando 7 é Cs-genérica

denotaremos por (X,0) o conjunto m(X,0).

Nker(ﬂ')

Figura 3.1: Intersecao do ker(m) com C5(X,0), sendo 7 genérica.

Exemplo 3.3. Considere (X,0) um germe de curva irredutivel em (C3,0), definida
pela parametrizacao de Puiseux ¢ : (C,0) — (X,0), ¢(t) = (¢*,¢%,¢t7). Entao temos que
C5(X,0) =V (y)uV(z). Considere my,my : (C3,0) - (C2,0) projecoes lineares, definidas
por m(x,y,2) = (x,y + 2) e m(x,y,2) = (r,3z), respectivamente. Verificamos que
ker(m) = V(x)nV (y+2) e ker(my) = V(z)nV(2), entdo temos que C5(X,0)nker(m;) =
{0} e C5(X,0)nker(ms) = V(2)nV(2), ou seja, m & Cs-genérica em relacao a (X,0) mas
o nao é Cs-genérica em relacao a (X,0), veja a Figura 3.2. Além disso, observamos
que 70 p(t) = (14,15 +17) e my o p(t) = (t*,3t7), e dai notamos que m preserva as

multiplicidades de X enquanto 7 nao preserva.
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

CQ

Figura 3.2: Proje¢oes de uma curva em C3 para o plano C2.

Observacao 3.2. Note que no Exemplo 3.3, podemos escolher qualquer projecao 7 :
(C3,0) - (C2,0), dada por w(z,y,z) = (x, oy + A32), pois o plano V(x) ndo esta
contido no cone C5(X,0), assim basta escolher valores de Ay, A3 de modo que a V' (z)n
V(A2y + A\32) nao esteja contido no cone C5(X,0). De maneira geral, a projecao 7 :
(C",0) — (C2,0), dada por m(x1,...,x,) = (1, o2 + -+ + \,x,) poderd ser escolhida
como possivel projecao Cs-genérica em relagao a (X, 0) sempre que o hiperplano V (1)

nao estiver contido no cone C5(X,0).

Na proposicao seguinte vamos mostrar que uma projecao linear serd Cs-genérica
em relagdo a uma curva espacial (X,0) quando ela preserva as multiplicidades carac-

teristicas auxiliares e as multiplicidade de contato auxiliar de (X,0).

Proposicao 3.5. Seja (X,0) um germe de curva em (C*,0) e 7 : C* - C2? uma

projecao linear. Entao m é Cs-genérica se, e somente se,
ChAM(X™,0) = ChAM (7(X"),0) e CoAM(X”, X" ,0) = CoAM (n(X "), n(X?),0)

para todo i € S(X) e (i,j) e T(X)u NT(X).

Demonstragao. considerando a Observagao 3.2, tome 7 : (C",0) — (C2,0) uma proje-

¢ao linear, definida por,
(L1, ) = (21, Aag + -+ + A\xy)

entao, ker(m) c V(1) entdo, para valores genéricos A, ... , A, a projecao 7 é Cs-genérica

em relagdo a (X,0). Vamos comegar supondo que (X,0) é irredutivel. Pondo ¢ uma
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parametrizacao de Puiseux de (X,0), definida por,

o(t) = (tm7 Z agit’, ... Z a’n,iti)

>m ©>m

Entao para cada 0 € G, — {1}, temos a seguinte parametrizacdo auxiliar:

(I)G(t) = ((I)G,l(t)v a(I)Q,n(t))

com,
(139,1(?5) =0e @97j(t) = aj,me(l - Hme)tme + Z Cljﬂ‘(l - Ql)tz, V] = 2, N
i>m9
lembrando que my = min{s;3j = 2, ... ,n tal que a;,;(1-6%) # 0}. Logo, m & Cs-genérica

em relagao a (X,0), para valores Ao, ..., \,, genéricos. Definindo ¢ := 7o ¢, temos

o(t)

(tm, )\2 Z a27iti + e+ )\n Z an,iti)

w>m ©>m

= (tm, Z (Aaag; + -+ )\nam)ti) ,

>m

ou seja, (X,0) = (70 ¢)(C,0). Podemos entéo determinar para cada 0 € Gy, — {1}, a
parametrizagio caracteristica auxiliar de (X,0) e como a;,,(1—6™¢) # 0 para algum
j=2,...,n e também que

ajvi(l —HZ) =0

para todo 7 =2,... ,n e m <1 <my, dai

<:T_>9(t) = (0, (A2a2,my + -+ + Anpm, ) (1 — 070) ™0 + Z (Aaag; + -+ Apapi) (1 - Qi)ti) ,

i>m9
note que se fosse Aodg m, + - + A\lnm, = 0, € lembrando que vy = (0,a2,mp, - , Gnmy )5
terfamos que vy € ker(7), o que é uma contradigao pois, vy € C5(X,0). Logo,

)\2&27,”9 + e 4 Anan7m9 #0

Portanto, para cada 6 € G,,, — {1}, temos que my ¢ a multiplicidade de (i)g, ou seja,
ChAM(X,0) = ChAM (7(X),0).
Agora, para o caso nao irredutivel, basta consideramos o caso que (X,0) tem dois

ramos, ou seja, (X,0) = (X,0)u(X®,0). Sendo {p®, @} um sistema de parame-
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trizacdo compativel de Puiseux de (X,0), definimos como no caso anterior

(i)g,z) (t) _ @(1) (tq(l) ) _ @@ (eq(z) tq(Q) )
To QO(I) (tq(l) ) — 7o S0(2) (eq@) tq(Q) )

7 (e (117 - e (07 11))

mo @21’2)(75)

Assim, temos duas situacgoes: quando (X(l),O) e (X(Q),O) sao nao tangentes e quando
(X(l),O) e (X(Q),O) sao tangentes. Na primeira situacdo, temos que a multiplicidade

de ®"? & mt» para todo 0 € G, 12, isto ¢,
1) @
CoAM(X™, X 0) = {ma2)
entdo por um processo semelhante ao processo feito no caso irredutivel segue que
o @)
CoAM(n(X ), n(X 7),0) = {ma>},

Na segunda situacio a prova que CoAM (X", X®,0) = CoAM (n(X™), n(X®),0) ¢
similar ao caso irredutivel.

Para a prova da reciproca deste resultado veja |6, prop. 4.10]. n

Visto que toda projecao Cs-genérica de um germe de curva tem o mesmo tipo to-
pologico (veja |7, prop. 8.4.6]) entdo pela Proposi¢ao 3.5, temos que as multiplicidades
caracteristicas auxiliares e as multiplicidades de contato auxiliar nao dependem da

escolha do sistema compativel de parametrizacoes de Puiseux.

3.3 Curvas bi-Lipschitz equivalentes

Nesta parte do nosso estudo, vamos tratar da nocao da bi-Lipschitz equivaléncia
entre curvas. Deixamos claro também que consideraremos apenas a métrica externa,
isto é, vamos considerar apenas a métrica induzida pela métrica do ambiente em que
a curva estd mergulhada.

Dizemos que dois germes de curvas (X,0) e (Y,0) sdo bi-Lipschitz equivalentes se
existe um germe de homeomorfirmo bi-Lipschitz h: (X,0) - (Y,0). Como consequén-
cia direta dos ultimos resultados, provaremos que as multiplicidades auxiliares, ou seja,
os conjuntos ChAM(X,0) e CoAM(X,0) determinam, e sao determinados pelo tipo

Lipschitz de uma curva X qualquer.

Teorema 3.6. Sejam (X,0) = (X u--uX" 0) c (C*,0) e (V,0) = (YVu--uY”,0) c
(CN.0) germes de curvas. Entao (X,0) e (Y,0) sdo bi-Lipschitz equivalentes se, e
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3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

somente se, v =7 e existe uma bijecao p: I, - I, tal que
ChAM(X™,0) = ChAM (Y ,0) e CoAM(X™, X ,0) = CoAM (Y, Y 0),

para todo i€ S(X) e (i,7) e T(X)uNT(X).

Demonstragio. Sejam 7y : (X,0) - (X,0) e my : (Y,0) - (Y,0) as projecoes Cs-
genéricas de (X,0) e (Y,0), respectivamente. Sabemos, através de [19] que 7x e 7Ty
sao germes de aplicagoes bi-Lipschitz. Suponha que (X,0) e (Y,0) sejam bi-Lipschitz
equivalentes entao existe um germe de aplicagao bi-Lipschitz h : (X,0) - (Y,0), for-

mando o seguinte diagrama:

Entdo a aplicagdo m3! ohomy : (X, 0) - (}7, 0) é bi-Lipschitz, e consequentemente,
(X,0) e (Y,0) tem o mesmo tipo topologico. Assim, pelo Teorema 3.1 e pela Propo-

sicao 3.5, temos que r =7 e existe p: [, — I, uma bijecao tal que
ChAM(X™,0) = ChRAM(Y" ™ 0) e CoAM(X", X ,0) = CoAM Y, Y 0)

para todo i € S(X) e (i,j) € T(X)u NT(X). Reciprocamente, se r = 7 e existe
p: I, - I, uma bijecao que preserva as multiplicidades auxiliares entao, novamente,
pela Proposicao 3.5 e pelo Teorema 3.1, segue que ()N(,O) e (57,0) tem o mesmo tipo
topologico, por se tratarem de curvas planas temos que (X,0) e (Y,0) siio bi-Lipschitz

equivalentes, logo existe uma germe de aplicagao bi-Lipschitz h: ()2 ,0) > (17, 0)

TrXofzow;,l
(X,0) ———= (¥, 0)

T

(X,0) —— (V,0)

Logo, mx o ho my' (X, 0) — (Y,0) é uma aplicagdo bi-Lipschitz. Portanto, (X,0)
e (Y,0) sao bi-Lipschitz equivalentes. n

Para evidenciar esse fato, vejamos os exemplos a seguir.

23



3. Multiplicidades auxiliares como invariantes bi-Lipschitz

Exemplo 3.4. Sejam (X,0), (Y,0) germes de curvas e irredutiveis com (X,0) c (C3,0)
e (Y,0) c (C*0). Considere

SO(t) — (t16,t57,t24 + t36 + t54 + t55) e 'l/}(t) — (t24, t36 + t54 + t57,t36 _ t54 + t557t16)
parametrizagoes, tais que ¢(C,0) = (X,0) e ¥»(C,0) = (Y,0). Logo,
ChAM(X,0) = {16,24,36,54,55} = CRAM(Y,0),

entao pelo Teorema 3.6, segue que (X,0) e (Y,0) sdo bi-Lipschitz equivalentes.

Como na Proposicao 3.1, aqui a hipotese sobre os conjuntos das multiplicidades de

contato auxiliares é muito importante.

Exemplo 3.5. Sejam (X,0) = (X uX®,0) e (V,0) = (Y uY®,0) germes de curva
com (X,0) c (C3,0) e (Y,0) c (C%,0). Considere

P (C,0) = (X,0); ¢ (C,0) = (X™,0)
P (1) = (12,83 +15,83); o (1) = (2,2 + 13,1?)

Y0 (C,0) = (Y™,0); v@(C,0)=(Y™,0)
P (t) = (12, 17); @ (1) = (¢°,8%),

e perceba que
ChAM (X" ,0) = ChAM(Y®,0) = {2,3}
ChAM(X®,0) = ChAM (Y™ ,0) = {3,5}.

Contudo, (X,0) e (Y,0) nao sao topologicamente equivalentes, pois os ramos x®
e X siio tangentes na origem do C3, enquanto os ramos Y ¢ Y siio transversais na
origem do C2. O motivo esta no fato de que CoAM (X", X® 0) = CoAM (Y, Y® ) 0),
pois verificamos que a multiplicidade de o® (£2) — p® (63t3) ¢é igual a 10 e a multipli-
cidade de ™ (t?) —p@(63t3) é igual a 6, para todo 0 € Gg.
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Capitulo 4
O ntimero de planos do cone Cf

Agora, mostraremos algumas cotas para o nimero de componentes irredutiveis pre-
sentes no cone C5 de uma curva analitica singular X de C". Ao longo deste capitulo, de-
notaremos o conjunto das componentes irredutiveis de uma variedade analitica )V c C",
por irred(V). Ao final, na Se¢ao 4.2, mostraremos que o ntmero #(irred(Cs(X,0)))

nao ¢ um invariante bi-Lipschitz, sendo (X,0) um germe de curva singular de (C",0).

4.1 Cotas superiores

Como apresentado no Capitulo 2, temos que o cone C5 de uma curva singular é
composto por planos que contém pelo menos uma tangente do cone de Zariski. A
partir disso, podemos fazer a seguinte questao: Qual é nimero mdzrimo de planos que
o cone Cy pode possuir? Respondendo essa pergunta, temos como consequéncia direta

do Teorema 2.14 que,

#(irred(C5(X,0))) < ( > mo - 1) + ( > m(ivﬁ) +#(NT(X)). (4.1)
i€S(X) (4,§)eT(X)

O trabalho central desse capitulo é, sob certas condicoes, melhorar essa limitacao
(muitas vezes chamada de cota) para o nimero de componentes irredutiveis do cone
C5 de uma curva. Nessa linha, Krasinski provou em [11, Cor. 3.6] que para um par
de ramos (X,0) e (Y,0) a quantidade de planos do cone C5 decorrentes de tomar
sequéncias em diferentes ramos é limitada superiormente pelo maximo divisor comum
entre as multiplicidades m(X,0) e m(Y,0), como veremos no Coroléario 4.2. Mas, antes
disso, vamos ver a proposicao seguinte que fornece uma outra forma de se determinar

os planos gerados pelas interacoes entres duas curvas.

Proposicdo 4.1. Seja (X,0) = (X UX"®,0) um germe de curva singular em (C",0),

2 . . “ . « .
sendo (X(l),O), (X ),0) germes de curvas irredutiveis com multiplicidade m®, m® e
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4. O nimero de planos do cone Cs

{eW p®} um sistema de parametrizagao de (X,0). Suponha ainda que m®» >m® e

para cada 7n; € G,,», defina

o7 (C,0) — (C,0)
t o () — e (ntm®)

Entao para todo 0y € G,,q.2 existe n; € G, 2 tal que (A(BZQ)(X), 0) = (iD%’Q)((C, 0).

Demonstragao. Para efeito de demonstragao, vamos tomar m = m®.2 (Veja a Defini¢ao
2.4), e para todo 0 € G, temos que (Ag?(X),0) = @éz‘Q)(C,O). Inicialmente, vamos

2mkt
fixar 0, =e™m

, com ¢ =+/—1. Lembrando que ¢g®m® = g m® =m, temos

-\ q(®) 2mkq(2) i 2rki
01 = (e%)q = D@ = o

sendo que m®|m, entdo vamos tomar j = k — zm® para algum z € Z, ou seja, j é o
27151
resto da divisao de k por m®. Entao vamos tomar n; =e=® € G, . Logo, fazendo a

m

seguinte mudanga de parametros ¢ : (C,0) - (C,0), ¢t~ ¢« | temos

OG- ((1)) = o (V(1) 1) = (017 (£)1P) = o (7P = o (1t ) = DL (1),

como desejado. [

A Proposicao 4.1, nos diz que nao precisamos calcular todas as curvas de contato
auxiliar para cada 0 € G,,1.2), somente para aqueles que estao presentes em Gy, onde
m = min{m®,m®}. Isto é importante, pois fornece uma contribuigdo para melhoria

da cota dada em (4.1), agora supondo que m® < m, temos:

#(irred(C5(X,0))) < ( > mo - 1) + Y mo [+ #£(NT(X)) (4.2)
ieS(X) (5,)eT(X)
m(® <m
Corolario 4.2. [11, Cor. 3.6]. Sejam (X,0) e (X,0) germes de curvas irredutiveis
em (C"0), com multiplicidades m®» e m®, respectivamente, onde
(XU X®,0) ¢ um germe de curva singular. Considere C5(X™, X®) = {H{"?;0 ¢
Gm(1,2)}
1<#(C5(X", X)) <mde{m®, me}

Demonstragio. No caso em que (X,0) e (X®,0) sdo ndo tangentes, pelo Lema
2.13, temos que #(Cs(X™, X®)) = 1, entdo vale o resultado. Suponha, agora, que

(X?,0) e (X®,0) sao tangentes. Assim, vamos supor que m® < m®, lembrando
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4. O nimero de planos do cone Cs

a demonstracao do Lema 2.12 que Hgllf) = [w,vp, ] e da Proposicao 4.1 sabemos que

podemos tomar 6 € G, ). Entao para todo k=1,... ,m®, temos

(1) tm(2) _ (2) 9 tm(l)
N G B i) )

t—0 Moy

Considere D = mde{m® m®} entdo D|m®, logo podemos identificar o grupo Gp =
{m,... ,mp} como um subgrupo do grupo ciclico G,,2). Além disso, temos que para
cada k=1,... ,m® existe 0; € G,,» tal que 9k9§’1(1) =1, para algum p=1,... , D. Logo,
fazendo a seguinte mudanga de parametros t ~ 0;t, temos
1) em(2)tm(2) — A2 lem(l)tm(l) . (1 tm(z) @) tmu)
oo, = lim £ )~ 9@ (Ou] ) _ g gy, $O ) = o (™)

kS0 9" %k gmoy, 7450 oy,
J

Ou seja, as diregoes dos vy, sao determinadas pelos elementos de Gp, logo, o niimero

de planos em Cs(X™, X®) ¢ limitado pelo mdc{m® m®}. n

Exemplo 4.1. Observe que dado (X(l) U X<2),O) definido pelos sistema de parametri-
zagoes:

(,D(t) = (tﬁat4’t7) e 7v/}(t) = (t97t67t7),

temos que o mdc{4,6} = 2 e analisando a parametrizagdo de contato auxiliar

P (%) = p(6°1) = (1= 6°)17%,0, 6% + 1*1).
verificamos que se 6 € Gg, entdao vg = (0,0, 1), e se 6 € G15— Gy entdo vy = (1,0,0). Logo,
teremos que C5(X", X®) = {V(2),V(2)}. Portanto, #(C5(X", X®)) = 2.

Com isso, conseguimos uma melhora significativa na limitacao do nimero de plano

do cone C5 de uma curva analitica:

Corolario 4.3. (Primeira Cota [6, Cor. 5.1]). Seja (X,0) = (X u--u X" ,0) um

germe de uma curva singular em (C”,0). Entao

#(irred(05(X,O)))5( 2, m“)_l)+( ) mdc{m<“’mm})+#(NT(X))

i€S(X) (i,5)€T(X)

Em particular, se (X,0) é irredutivel, entao
#(irred(C5(X,0))) <m(X,0) -1

O Lema 2.11, para o caso de curvas irredutiveis, fornece um processo de determi-

nacao do cone C5 que ainda podemos melhorar. Dado duas raizes distintas da unidade

o7



4. O nimero de planos do cone Cs

em G, digamos 0,0, tais que 0(6,) = 0(6,), entdo os planos Hy, = Hy , como veremos
no Teorema 4.4. Outra consequéncia bastante interessante e 1til, é que o nimero de
divisores de m ¢ um cota superior para o nimero de planos. Contudo, estes fatos nao

ocorrem no caso de curvas nao irredutiveis, como verificaremos no Exemplo 4.3.

Teorema 4.4. Seja (X,0) um germe de curva irredutivel em (C",0), com multiplici-

dade m. Sejam 0,0, € Gy, tais que 0(0,) = 0(6,) , entdo Hy, = Hy,.

Demonstracao. Sejam 6,60, € G, tais que 0(6,) = 0(6,) = d. Escolhendo um parame-

trizagdo primitiva de Puiseux de (X,0), da forma:

Qﬁ(t) = (tm, Z ag’iti, ey Z Clmiti) ,

>m >m

podemos verificar que C5(Ay,(X),0) = [vy,] e C3(Ap,(X),0) = [vg, ], onde

Uep = (O, a2,m9pa 7an,mgp) € Ueq = (07 CLQ,mgq? teey an,mgq)

Considere o polinomio ciclotomico ¢q4 € C[z], entao ¢4(6,) = ¢4(6,) = 0. Pela Observa-

¢ao 1.1, segue que z' — 1 = 0 se, e somente se, d|i. Lembramos que
mg, = min{i; 3j € {2,... ,n} tal que a;;(1-6%) # 0}
isso nos diz que
a;;(1-05)=0, Vie{m+1, .. my -1}

isto ¢, a;; = 0 ou dfi, e também temos que a;m, (1 - 0,") + 0 entdo d + mg,. Como

0(6,) = d, segue, desses tltimos fatos, que

mgp

a;i(1-6,)=0, Vie{m+1,..,mg, -1} e Ajmg, (1 =0 ") #0

Entao, devemos ter mg, = my,. Portanto, consequentemente, tem-se vy, = vy, . [

Exemplo 4.2. Considere o germe irredutivel de uma curva (X,0) c (C?%,0) parame-

trizada pela seguinte aplicagao
(1) = (12027 42028 42020 42226)

entao a multiplicidade de (X,0) é 2027, e este, por sua vez, ¢ um nimero primo. Assim,
temos que todo 6 € Gogor — {1} tem ordem 2027. Portanto, pelo Teorema 4.4, temos

que C5(X,0) = V (3,24, ... ,x200), onde (x1,Za,... ,T200) sa0 as coordenadas locais de
200
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4. O nimero de planos do cone Cs

Fica claro através deste exemplo que nao precisamos necessariamente calcular todos
os planos para as m — 1 raizes na unidade diferente de 1 presentes no grupo G,,. Com
o resultado do Teorema 4.4, precisamos apenas conhecer as ordens possiveis em G,,
e escolher uma raiz da unidade para cada ordem. Em particular, se (X,0) é um
germe de curva irredutivel com multiplicidade prima entao o ntimero de planos sera 1.
Porém, essa relagao entre a multiplicidade dos ramos e a quantidade planos nao pode

ser aplicada para o caso nao irredutivel, como podemos notar no exemplo a seguir.

Exemplo 4.3. Sejam (X,0) e (Y,0) germes de curvas irredutiveis em (C3,0) tangentes,

dadas pela parametrizacoes de germe

¢: (C,0) — (X,0) . Vi (G0 — (¥0)
t o (13,0,4+15,15) to— (3,t4,1%)

sendo G5 = {6y =1,0, = 62?”,92 = e%ri}. Assim, para cada i =0, 1,2 temos que
o(t) —w(0;t) = (0, (6, — 0:)t* +°, (1 - 67)t°)
observamos que O(61) = 0(6y) = 3, contudo, segue que
C3(Ap,(XUY),0)=[ve,] e C5(Ap,(XUY),0)=vg,]

onde v, = (0,1,1-65) e vy, = (0,6, — 05,0). Logo, pondo w = (1,0,0) sendo um vetor

na tangente de X UY na origem, segue que Hy, = [w, vy, | # [w, vy, ] = Hy,.

Observacao 4.1. Além de melhorar o Teorema 2.14 o Teorema 4.4 também melhora
a Primeira Cota. Seja Div: N - N, dada por Div(m) =ntimero de divisores positivos
de m. Também ¢ importante lembrar que se 0(0) = d em G, entdo djm e sendo G,
um grupo ciclico, também vale a reciproca, isto é, dado d um divisor de m entao existe

0 € Gy, tal que 0(0) = d. Entao temos,

Corolario 4.5. Seja (X,0) = (X u--uX" 0) um germe de uma curva singular em
(C,0). Entao

#(irred(C5(X,0))) < ( > Div(m®) - 1)+( > mdc{m(i>,m(i)})+#(NT(X))
i€S(X) (1,5)eT(X)
Em particular, se (X,0) é irredutivel, entao

#(irred(C5(X,0))) < Div(m(X,0)) -1
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4. O nimero de planos do cone Cs

Demonstracao. A demonstracao segue pelo Corolério 4.3, Teorema 4.4 e pela Obser-

vagao 4.1. [

Observagao 4.2. Lembrando o Lema 3.2, temos que se (X,0) é um germe de curva
irredutivel entdo ChAM(X,0) = E(X,0). E sabendo que cada e; € E(X,0) esta
associado um valor A;. Assim, se ChAM (X,0) = {m =mg,ms,... ,my} o conjunto das

multiplicidades caracteristicas associadas (X,0), temos a seguinte sequéncia:
m=0Ng>A;>>A\,=1

onde A;]A;_; para todo j=1,... k.

Assim, vamos considerar a seguinte defini¢cao: Considerando o conjunto dos diviso-

res positivos de um determinado ntmero inteiro m, considere uma cadeia
m=a;<ay<.. <a,=1

de divisores de m, tais que a;j.1|a; para todo j =1,... ,7 -1, sempre pondo a; =m e

a, = 1. Definimos
o(m)=max{T; m=a;<ay<.. <a, =1¢&uma cadeia de divisores de m}

Com isso, conseguimos obter que,

Proposigdo 4.6. (Segunda Cota [6, Prop. 5.4]). Seja (X,0) = (X’ u--u X" 0) um

germe de uma curva singular em (C",0). Entao

#(irred(C5(X,0))) < ( > o(m)- 1) + ( > mdc{m@),m(i)}) +#(NT(X))

i€S(X) (i,§)eT(X)

Em particular, se (X,0) é irredutivel, entao
#(irred(Cs5(X,0))) <o(m(X,0)) -1

Demonstracao. A demonstracao segue como consequéncia do Corolario 4.5, pela Ob-

servacao 4.2 e do Lema 3.2. [

Observe que em uma curva (X,0) irredutivel com multiplicidade 6, apesar do nu-

mero de divisores positivos ser 4, teremos que #(irred(Cs(X,0))) < 2.

Exemplo 4.4. Considere o germe de curva irredutivel (X,0) de (C3,0), definido pela
parametrizacao ¢(t) = (t5,¢,t8), temos que 0(6) = 3. Além disso, temos que C5(X,0) =
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4. O nimero de planos do cone Cs

[(1,0,0)] e
Py (t) = (0,(1-6%)t, (1 -6%)t®)

implica que
C3(A9(X),0)=[(0,0,1)], se#?+1
C3(A9(X),0)=[(0,1,0)], se #?=1.

Ou seja, o cone C5(X,0) é constituido de dois planos distintos. Note que se 0(f) =3
entao 6% # 1. Outra observagao pertinente é que #(ChAM (X,0)) < 2.

4.2 O ntmero de planos do cone C; é um invariante

bi-Lipschitz?

Vimos na Proposi¢ao 2.5 que o cone C5 de um conjunto analitico qualquer é in-
variante por aplicacoes biholomorfas. Por isso, surge o importante questionamento,
se 0 mesmo vale para outros tipos de aplicacoes, como por exemplos aplicacoes bi-
Lipschitz. Vimos em [19] que para uma curva singular (X,0) de (C",0) a projecao
m:(X,0) > (f(, 0), Cs-genérica é uma aplicacao bi-Lipschitz, contudo ¢é facil perceber
que ela nao preserva o nimero de planos do cone C5 de uma curva singular. Mas ainda
vale se perguntar, o que aconteceria se acrescentassemos mais hipoteses.

Consideremos uma familia de curvas planas p : (X,0) > (C,0) esejap: X > T
um bom representante, veja [2, pag. 248| e também [17, Def. 2.2|. Denotamos as
fibras de p por X; := p7}(t) ¢ X. Sabemos que quando p : X - T é bi-Lipschitz
equisingular entao para cada t € T, existe um homeomorfismo bi-Lipschitz de X, para
X;. Uma consequéncia de um dos resultados centrais de Sampaio em [16] é que em
uma familia equisingular de curvas, o nimero de componentes irredutiveis do cone Cj
é constante, isto é, #(irred(C5(Xo,0))) = #(irred(C3(X;,0))) para todo t € T, veja
também [5, Cor. 4.6]. Com isso, ainda podemos afirmar que C3(Xo,0) e C3(X},0) sdo
homeomorfos. O proximo passo seria avaliar o que acontece com o cone C}, contudo
no Capitulo 2, na Proposigao 2.4, provamos que o cone C3(X;,0) e o cone Cy(X;,0)
sao iguais como conjuntos, para todo ¢ € T, logo o mesmo resultado vale.

A partir disso, surge naturalmente a seguinte questao: em uma familia equisingular
de curvas, o niumero de componentes irredutiveis do cone C5 € constante ¢ Entao,
avaliaremos como se da o comportamento do nimero de planos do cone C5 em uma
familia de curvas equisingular. Respondendo a questao feita sobre o o cone Cj, Giles-

Flores, Silva e Snoussi, em [6], propuseram o seguinte exemplo.

Exemplo 4.5. Considere o germe de superficie analitica reduzida (X,0) em (C%,0)

dada como imagem do germe de parametrizacao ¢ : (C2,0) — (X,0), o(u,t) = (@i(u),t)
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4. O nimero de planos do cone Cs

05(X07 0)

V(-ty+z)

Figura 4.1: Cone C5 das curvas do Exemplo 4.5.

sendo () = (w8, u? + ul% ult +tu'?). Sejap: (X,0) > (C,0) a proje¢do candnica para
a ultima coordenada, sendo (x,y, z,t) um sistema de coordenadas para C*. Temos que
X possui uma estrutura reduzida, donde podemos perceber que é uma superficie com
o eixo t sendo precisamente o conjunto singular de X. Vamos tomar p: X - 71" sendo
um bom representante. Afirmamos que p é uma familia bi-Lipschitz equisingular de
curvas reduzidas.

De fato, veja que ¢=1(0,0,0,t) = (0,t) para todo t € T, sabendo que ¢ é um normali-
zagao de X temos que X; ¢ irredutivel para todo t € T'. Logo, ¢; ¢ uma parametrizagao
de Puiseux para X;. Observamos que ChAM (X}, (0,0,0,t)) = {6,9,10} para todo
t € T entao pelo Teorema 3.6, segue que (X, (0,0,0,¢)) é bi-Lipschitz equivalente a
(Xo,(0,0,0,0)) para todo t € T. Pela Proposigao 3.5, segue que a familia de curvas pla-
nas das projegoes Cs-genéricas X, 6 topologicamente trivial. Portanto, pelo Corolério
3.6 apresentado em [5], temos que p: X - T' é bi-Lipschitz equisingular.

Agora, usando o Teorema 2.14, temos que C5(Xy, (0,0,0,0)) =V (z) composto por
um tnico plano enquanto C5(X%, (0,0,0,t)) =V (2)uV(-ty+z) para t # 0 é composto
por dois planos distintos. Na Figura 4.1, podemos observar que no caso em que t #0 o
plano V(—ty + z) se realga e a medida que aumentamos o valor de ¢ o “angulo” formado

com o plano V(z) também aumenta.

A partir do Exemplo 4.5, concluimos que o nimero de componentes irredutiveis do
cone Cy de uma curva nao é um invariante bi-Lipschitz. Uma consequéncia interessante
deste fato, é que podemos, assim, criar curvas que sao bi-Lipschitz equivalentes mas,
que nao sao analiticamente equivalentes visto que na Proposicao 2.5 fica claro que o

nimero de planos é um invariante analitico.

Exemplo 4.6. Sejam (X,0) e (Y,0) germes de curvas irredutiveis em (C3,0), definidas
pelas parametrizagoes ¢, : (C,0) — (C3,0) dadas por

gO(t) — (t87t12+t147t12+t15) e ,l/}(t) — (t87t12+t14+t15,t12+t14+t15)

Temos que ChAM(X,0) = ChAM(Y,0) = {8,12,14,15} dai (X,0) e (Y,0) sdo bi-
Lipschitz equivalentes, contudo, observamos que C5(X,0) = V(y) uV(2) uV(y - 2)
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4. O nimero de planos do cone Cs

enquanto, C5(Y,0) = V(y - z). Portanto, verificamos que (X,0) e (Y,0) nao sdo

analiticamente equivalentes.

A ideia de como construir uma classe de exemplos, em C3, dessa natureza, com
um ndmero arbitrario de planos no cone Cj serd apresentada na Proposicao A.2 no
Apéndice A.
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Apéndice A
Problemas

Neste apéndice, responderemos algumas questoes naturais que surgem a respeito
do cone C'5 de uma curva singular complexa. Observamos que as contribuicoes feitas
neste apéndice sao originais e obtidas pelo autor.

Provamos no Teorema 2.14, um procedimento que caracteriza o cone C5(X,0) como
um conjunto, sendo (X,0) uma curva singular complexa reduzida e irredutivel em
(C",0), vimos, também, que o cone C5(X,0) é uma unido finita de planos todos eles
contendo a tangente de (X,0) que é o cone C3(X,0). Agora, queremos saber quais
hipoteses uma curva parametrizada deve satisfazer para que dado um feixe de planos,
este seja o cone (5 de uma curva. Um questionamento inicial é resolvido na Proposicao
A.1: Dado um numero inteiro k > 0, € possivel construir uma curva em C" de modo

que o cone C5 desta curva contenha exatamente k planos distintos?

Exemplo A.1. Vamos considerar (X,0) um germe de curva reduzida e irredutivel em

(C5,0), definida pela imagem da parametrizacio ¢ : (C,0) - (X,0) com
@(t) — (tlﬁ, t24, t28, t30, t?)l)7

temos que a multiplicidade de (X,0) é 16, assim, a parametrizacio caracteristica au-
xiliar &,

y(t) = (0, (1 - 6%)824, (1 - 0'2)¢, (1 - 01)6%, (1 - 6')1")

para todo 6 € G15. Conseguimos os seguintes valores para os vetores vy, em funcao da

ordem de 6
(0,1,0,0,0), se 0(f) = 16
] (0,0,1,0,0), seo(f)=8
7 (0,0,0,1,0), se o(6) = 4
(0,0,0,0,1), se o(f) =2,

Ou seja, lembrando o Teorema 4.4 e considerando (z1, 2,3, 74, 25) um sistema de
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coordenadas locais para (C3,0), segue que
C5(X,0) =V (a3, 24,5) UV (22,24, 25) UV (22,23, 25) UV (22, T3, 14)

Observamos que o Exemplo A.1 responde o caso para o nosso questionamento an-
terior para k = 4. Podemos generalizar esse processo para um valor de k arbitrério,

CcOomo segue.

Proposicao A.1. Seja k um niimero inteiro positivo, entao existe uma curva irredutivel
X em CF1 de modo que o cone C5(X,0) seja constituido de exatamente k planos

distintos.

Demonstracao. Tendo em mente a Proposicao 4.6, vamos tomar uma curva com multi-
plicidade 2%, pois para todo j € {0,1,2,...,k+1}, temos que 2¥-7*! ¢ um divisor positivo
de 2F e obviamente todos estes estao em uma cadeia de comprimento k + 1, isto é,
o(2F) = k+1. A ideia aqui, é criar uma parametrizagdo de uma curva irredutivel em
Ck+1, como cada plano contem a tangente, que é o proprio cone C3(X,0) que pela
Proposicao 2.1 é uma reta. Assim, sabemos que cada um dos planos serd gerado por
um vetor w € C3(X,0) e outro v = lign As(ws — ), observe a Defini¢ao 2.1. Com isso,

damos como solugao a seguinte parametrizacao,

2 (C’O) - (Ck+l70)
t o (#5152 1%k

onde, S; = 2k+1(1-277) = 2k4+2k-14...42k=3+1 Com efeito, note que ¢ é uma parametriza-
¢ao de Puiseux com a coordenada especial sendo a primeira. Considere {eq,es, ... ,ex41}
os vetores da base canonica de CF1 temos que C3(X,0) = [e;]. Escolhemos 6 € Gy

com 0(#) = 2%, entéao

((1 - 951)t51’ (1 _GSQ)tSQ’ - (1 _ eskﬂ)tskﬂ)
= ((1 - 92’€)15517 (1 —92k_1)t52, . (1 _eskﬂ)tgkﬂ)
(07 (1 - ezkfl)tSQ’ o (1 _95k+1)t5k+1)

p(t) - (01)

obtemos que C3(Ap(X),0) = [ea], entdo Hy = [e1,e2]. Seguindo esse raciocinio tome

para cada j € {1,2,....k+1} uma raiz da unidade 0; € Gy tal que O(6;) = 28-7+1. Assim,

o(t) - go(&ﬂf) = (0,0,...., 0 ,(1- szk_j)tsjﬂ’ (1= gfkn)tSml)

j—ésima

Entao C3(Ag;(X),0) = [e;], e sendo Hj = Hy, = [e1, ¢;] para todo j € {2,3,....k + 1}.
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Portanto, segue do Teorema 2.14 que

k+1

C5(X70) = U Hj
j=2

Observe que a dimensao n = k + 1 do espacgo, onde a curva (X,0) = ¢(C,0) esta
mergulhada, aumenta de acordo com o valor de k. Assim, o proximo passo para
melhorar a Proposicdo A.1 sera fixar o valor de n fazendo o seguinte questionamento:
E possivel obter uma curva singular em C3 de modo que o seu cone Cs tenha exatamente
k planos? E como resposta a esta pergunta enunciamos e provamos a proposicao a

seguir.

Proposicao A.2. Seja k um nimero inteiro positivo, entao existe uma curva irredu-
tivel X em C? de modo que o cone C5(X,0) seja constituido de exatamente k planos

distintos.

Demonstragao. Para cada j € {1,... ,k} escolha valores a;,b; € C, tais que os vetores
wj = (0,a;,b;) sejam dois a dois L.i. Sabemos pela Proposicao A.1, que existe uma

curva (Y;0) reduzida e irredutivel em (C**1 0), definida pela parametrizacao

© - ((C70) - (Ck+170)
t o (5,152, 15k

possui k£ planos distintos em seu cone C5. Considere (x1,s,... , 1) um sistema de
coordenadas locais para (C*1,0), defina, P : (C**1, 0) —» (C3,0) a projecao linear dada

por

k k
P(x1,22, ... ,Tpe1) = (Il, Zajxj+17 Zbﬂjn) .
J=1 J

j=1

Vamos verificar que #(irred(Cs(X,0))) = k. De fato, tomando ¢ = P o ¢, temos que

k k
¢(t) = (tsl, Z ajtsju’ Z bjt5j+1) 7
j=1 j=1
com isso, segue

P(t) —(0it)

k k
((1 =02 )Y a (1= 07 )5 3y (1 - eff”)tSf*)

J=1 J=1

k k
- (o, S ai (1= 077 )5+ 3 by (1 - 657 )%1) .

j=i j=i

66



A. Problemas

wy

Figura A.1: Feixe de k planos.

Olhando para a segunda coordenada de ¥(t) — ¢ (6;t),

, k
Ua(t) = a(0it) = ai(1 =67 )50+ 7 (16,7 )e%m,
jeirl
0 processo na terceira coordenada ¢ anélogo. Entao pondo H; := Hy, = [(1,0,0),(0,a;,b;)],

podemos observar que

k
Cs5(X,0) = H;.
i=1
Como podemos ver na ilustracao da Figura A.1. [

Neste ponto, conseguimos observar que o nimero planos do cone C5 de uma curva
parametrizada, singular, reduzida e irredutivel depende, além da multiplicidade, tam-
bém dos seus coeficientes das séries das fungoes coordenadas da parametrizacao. No
caso de curvas nao irredutiveis, vamos acompanhar o que acontece na resposta do

problema seguinte.

Problema A.l. Construa uma parametriza¢ao de uma curva analitica (X,0) em
(C3,0), de modo que o cone C5(X,0) seja igual a unido dos planos H; = [wy,w;]
para i=1,2,3,4 ¢ Hs = [wy,ws], onde wg = (1,0,0); wy =(0,1,0); we =(0,0,1); w3 =
(0,1,1); wg=(0,1,-1).

A disposic¢ao que temos dos planos do cone C5( X, 0) esta apresentada na Figura A.2.
Seguindo a ideia da Proposi¢do A.2 temos que a parametrizacao o® : (C,0) - (C3,0),
dada por

80(1) (t) — (.[/.167 t24 + t30 + t31, t28 + t30 _ t31)
onde, C5(X",0) = Hy u Hy u Hy U Hy, com (X,0) = ¢ (C,0). Agora tome @@ :
(C,0) - (C3,0), dada por
p@(t) = (0,1%,1%)
entdo o cone C5(X™,0) = Hj, sendo (X®,0) = ¢ (C,0). Agora, como estamos

lidando com dois ramos, precisamos usar a Definicao 2.4, assim, sabendo que m® =

1 2 ~ ~ ~ , .
16 m® =2 e que X e X néo sdo tangentes entdo {@®,p®} & um sistema de
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Figura A.2: Feixe de planos do Problema A.1.

parametriza¢ao de Puiseux compativel para (X,0) = (X(l) UX(Q),O). Vamos considerar

a parametrizagao ®: (C,0) - (C3,0) dada, como na Definigao 2.4,
q)(t) — g0(1) (t) _ g0(2)(98t8) — (t16, (1 _ 98)t24 + t30 + t317t28 + t30 _ t31 _ t16)

logo, como esperado, temos que C5(AJ"* (X),0) = [(1,0,-1)] para todo 0 € Gi6( Veja
o Lema 2.13). Assim, o plano H@» = Hs5. Portanto,

5
C5(X, O) = L_J[_IZ
i=1

O que concluimos a partir da solucao deste problema é que, agora, o nimero de
planos do C'5(X(1) U---u X(T>,0) depende das multiplicidades de cada componente ir-
redutivel, dos coeficientes das séries das funcoes coordenadas de cada parametrizacao
do sistema {pW, ..., ™"} e, também, do comportamento e da interacao entre as com-
ponentes X .. X

Um outro problema pertinente esta em tentar determinar a multiplicidade do cone
(5. Quando consideramos o cone C5(X,0) para uma curva X em C", com a estrutura
reduzida fornecida pela Teorema 2.14, temos que m(C5(X,0),0) = #(irred(C5(X,0))),
pois cada plano presente no cone Cy(X,0) é uma componente suave, observe o Exemplo
2.7. Além disso, sabemos que dado um conjunto analitico (W,0) em (C?,0), sabemos
que a multiplicidade do cone C5(W,0) é igual a multiplicidade do conjunto W, quando
olhamos para C3(1W,0) com uma estrutura analitica herdada da estrutura analitica do
conjunto W. Contudo, o mesmo nao vale quando aplicamos ao cone C5. Relembrando o
procedimento de Whitney no Teorema 2.8, somos capazes de munir o cone C5 com uma
estrutura analitica nao necessariamente reduzida e, assim, determinamos sua multipli-
cidade. Veja a Tabela A.1, onde, através do software SINGULAR [10], determinamos a

multiplicidade do cone C5(X,0) para (X,0) um germe de curva plana singular.
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Devido ao custo computacional que o processo! exige nos restringimos a esses exem-
plos apresentados na Tabela A.1. Observando esta tabela, percebemos um determinado
padrao, que a multiplicidade do conjunto C; coincide com soma das multiplicidades
caracteristicas auxiliares, levando em consideracao as suas repeticoes, somado com a

multiplicidade da curva. Assim, nos levando a Conjectura A.1.

Tabela A.1: Resultados do SINGULAR.

(X,0) m(C5(X,0),0) | m(C5(X™,0),0) | m(X“,0) | myg
V(a® - y?) 5 5 2
V(x?-9?) 11 11 2
V(zt —13) 11 11 3 4; 4
V(x3-y®) 19 19 3 ;
V((x?-y3) (2?2 +y3)) 22 5 5 2; 2 6; 6

Conjectura A.1. Seja (X,0) um germe de curva reduzida e singular em (C",0):

1. Se (X,0) é irredutivel, com multiplicidade m. Entao teremos

m(C5(X,0),0) =m+ " my.

0eGm
0+1

2. Se (X,0) = (X uX?.0) tal que com m(X,0) =m® >2, para i =1,2. Entio

teremos

m(Cs(X,O),O) = m(C5(X(1),O),0) + m(C’5(X(2),O),O) + Z m(01,2)

0eG
€& (1,2)

Uma outra possivel forma de se determinar uma estrutura analitica para o cone
Cs de uma curva é calculando o cone C5 de uma superficie auxiliar. Como segue na

conjectura a seguir:

Conjectura A.2. Seja (X,0) um germe de curva reduzida e irredutivel em (C",0), e

seja p: (C,0) - (X,0) uma parametrizagao de Puiseux de (X,0), definida por

gO(t) = (tmv Z a?,itia cee Z an,iti)

>m >m

1O processo que implementamos no SINGULAR para a curva V (2 — y?):
ring r=0,(x,y,X,Y,u,v) ds; ideal i=v*(x-X)-u*(y-Y),x3-y2,X3-Y2; LIB "homolog.lib"; list L=primdecGTZ(i);
ideal k=L[1][1]; ideal k1=L[2][1]; ideal w=k,k1; mult(std(w));.
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Entao considere a superficie auziliar definida pela parametrizacao ¢ : (C2,0) — (S,0)

dada por,

um —pm ui_,Ui ui_,Ui
(ﬁ(u’U):(fv?ZaQ,i Y g e 7zan,i w— )

>m

u u [

w>m

Entao C53(S,0) = C5(X,0) como conjuntos.

Vejamos o que ocorre no exemplo a seguir.

Figura A.3: Superficie auxiliar para a curva do Exemplo A.2

Exemplo A.2. Seja (X,0) um germe de curva reduzida e irredutivel em (C3,0) dada

pela parametrizagao o(t) = (t*,t5,¢t7). Entao a superficie auxiliar (S,0) é dada por

ut —vt ub b u7—v7)

olu) = (=

u-v u-v  u-wv

E usando o software SINGULAR, obtemos que S = V(p) sendo

p(x,y,z) = 8y3z®+ 1y — 17Tayb22 — 92324 — 272326 + 3223y52 + 52w4y323 + 54ad 25
-162595 — 166259322 — 9272* + 17228y3 2 — 282923 — 5Tx10y3 + 31122

+62132 + 215,

Na Figura A.3, conseguimos ter uma ideia da superficie que é formada pela defor-
magao da curva X inicial. Assim, observamos que C3(S,0) = V(y32°) = C5(X,0),
contudo, ainda observamos que m(C5(S,0)) = 8 e pela Conjectura A.1, espera-se que

m(C5(X,0)) =23, com a estrutura analitica dada por Whitney no Teorema 2.8.

O que concluimos a partir do Teorema 2.14 e das Conjecturas A.1 e A.2 que temos
trés formas de se definir uma estrutura analitica e consequentemente a multiplicidade do
cone C5(X,0) de uma curva X em C": a estrutura reduzida obtida pelo Teorema 2.14,
a estrutura apresentada no Teorema 2.8 e a estrutura que surge como consequéncia da

Conjectura A.2. Um proximo passo seria relacioné-las de modo a tornar a determinacao
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dos cone C5(X,0) bem como a sua multiplicidade uma tarefa mais simples, além da

obtencao de novas propriedades e resultados.
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Apéndice B
Ordem natural no anel C{s}

Primeiramente, vamos expor algumas propriedades pertinentes sobre a ordem na-

tural de um elemento no anel das séries convergentes C{s}. Dado f € C{s}, sendo
f(s) = Z A;s',
i=0

definimos a ordem de f como sendo o menor nimero inteiro 7 > 0 tal que A; # 0 e

denotamos por ord(f). Em outras palavras, temos:

f(s)=> Aiseord(f)=d<= A3#0e A;=0sei<d.

=0

Assim, sempre que ord(f) = d, podemos assumir f(s) = Ags?+ Agi1sTt+---. Com isso,

dados f, g € C{s}, conseguimos verificar as seguintes propriedades:

e ord(f.g) =ord(f)+ord(g);

e ord(f+g)>min{ord(f),ord(g)};

e ord(1) =0;

e ord(f™) =m.ord(f);

e ord(f™+¢g™) > min{ord(f™),ord(g™)} =m.min{ord(f),ord(g)}.
Por convencao, considera-se ord(0) = co. Vejamos alguns resultados, pertinentes.
Proposicao B.1. Sejam f,g € C{s}, tais que ord(f) > ord(g) entdo existe o limite

lim f(s) Além disso, lim f(s)
520 g(s) =0 g(s)

=0 se, e somente se ord(f) > ord(g).

Demonstracao. Digamos que sejam

f(s) = Aps®+ Ap15 + - e g(s) = Bgs® + Bgos% + - (B.1)
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com A., By #0. Entao, temos c¢>d e

. f(s) AgsC+ Apppsett + .-
lim = lim
s=0 g(s) s=0 Bys? + By,1s9t1 + -
. Acsc—d+Ac+1Sc+1—d+”,
= lim
s—0 B+ Bd+181 + -

dai, segue que se ¢ = d, temos que lim /(s) =" esec>d, temos lim 1(s) =
s>0g(s) Be =0 g(s)

Lema B.2. Sejam f,g € C{s}. Supondo que lim,_ % = 1. Entdo para todo m > 1

0.

tem-se que ord(f™ - g™) = oo se, e somente se ord(f — g) = co. Em outras palavras,

f™—g™ =0 se, e somente se, f—g=0.

Demonstracao. Observe inicialmente que
fm=gm=T[(f-6i9) ondeb;,eG,, Yi=1,.. ,m (B.2)
i=1

Primeiramente, note que ord(f) = ord(g). Suponha que f™ - g™ = 0. Entao existe
j=1,...,m tal que f—-6,;g =0, assumindo que f e g sejam da forma dada em (B.1).

Em particular temos,

Ag . f(s)
Ag-0:B;j=0<=0.=— =1 =1
d j2d = U Bd 51—1}(% g(S)
logo, f — ¢ =0. Reciprocamente, suponha que f - g =0, como 1€ G,, para todo m >0,

pela equacao (B.2), temos que f™ - g™ = 0. n

Lema B.3. Sejam f,g € C{s}. Supondo que lims_,()% = 0y € G,,, defina

do = ord(f — 6og), d := min{ord(f),ord(g)} e di = ord(af* — bg*) com a,b € C nao

simultaneamente nulos. Entao

{ do + (k—1)d, se Iy, € Gy, tal que 1; = 76,
=

dk, caso contrario.

e k_
para todo k > 1 inteiro, onde 7" = .

Demonstra¢ao. Temos que ord(f) = ord(g) = d. Se for a =0 ou b =0 entao dj, = dk.

Suponha a, b # 0, entdo existem «, § € C tais que o = a e % = b, entéo por (B.2), temos

aff-bg* = (af)f - (Bg)" = ] (af -n;B9).

n;j€Gy,
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Assumindo que f e g sdo da forma dada em (B.1), temos que

aAy «
aAd_njﬁBd=0=’nj:E§j:BHO

« . ~
tomando vy = B, temos que se existe 7; = 0y, entao

ord(af -nBg) = ord(af - abog) = ord(f - bog) = do
e temos que ord(af -n;fg) = d para todo n; # v6y. Logo,

aff=bff = (af =700Bg)-  [] (af —nBg)

nj€Gr—{00}

entdo, dy = do + (k- 1)d. No caso contrario, se n; # 76, para todo 7; € Gy, temos que

dy = kd.
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