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A pandemia do coronavirus ou COVID-19 (Corona Virus Disease) foi declarada
no inicio de 2020 mudando completamente a maneira de nos relacionarmos uns com
os outros. O cenario exigiu que nos distanciassemos socialmente, tendo o menor con-
tato direto possivel entre os seres humanos. A doenca era algo novo para o mundo
e consequentemente para a ciéncia e assim desencadeou a busca incessante por uma
vacina eficaz que contivesse a propagacgao do virus. Com isso muitos estudos foram
sendo realizados sobre a situacao mundial, dentre eles, a modelagem epidemiol6-
gica que explicasse a dindmica da COVID-19 e suas complexidades, para tanto, a
modelagem matemética se fez e faz presente para descrever situacgoes reais e forne-
cer informagoes importantes que ajudem no enfrentamento de doencas. Utilizando
desta ferramenta, o presente trabalho tem como objetivo modelar matematicamente
a dinamica da COVID-19 levando em consideragao os individuos vacinados no in-
tuito de analisar o comportamento da doenga a medida em que as pessoas recebem
a vacina. Foi realizada uma modificagao no modelo SIR, onde incluimos os com-
partimentos dos individuos vacinados com uma dose, duas doses e trés doses de
vacina; consideramos a influéncia de alguns parametros como taxa de transmissao,
taxa de recuperacao, taxa de reinfeccao e taxa de vacinagdao. A dindmica do com-
portamento da populagao foi representada por simulagoes numéricas, utilizando o
software Maple, para diferentes cenarios de vacinacao.

Palavras-chave: Modelagem matematica. COVID-19. Modelos epidemiologicos.
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Abstract of Dissertation presented to PPGMMC/CI/UFPB as a partial fulfillment

of the requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)
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The coronavirus pandemic or COVID-19 (Coronavirus Disease) was declared in
the beginning of 2020 changing completely the way we interact with each other.
The scenery demanded that we practice social distancing, having the least direct
contact possible among the human being. The disease was something new to the
world and consequently to science and this prompted the relentless search for an
effective vaccine to contain the spread of the virus. Therefore many studies was
accomplished about the global situation, among them, the epidemiologic modeling
that would explain the dynamic of COVID-19 and its complexities, for that reason,
the mathematical modeling has been and continues to be present to describe real
situations and provide important information to assist in the management of dis-
eases. Utilizing this , the present study aims to mathematically model the dynamics
of COVID-19, taking into account vaccinated individuals, in order to analyze the
disease’s behavior as people receive the vaccine. A modification was accomplished
in the SIR model, where we included the compartments of individuals vaccinated
with one dose, two doses, and three doses of vaccine; we take into account the influ-
ence of some parameters such as transmission rate, recovery rate, reinfection rate,
and vaccination rate. The dynamic of the population’s behavior was represented
by numerical simulations, utilizing the software Maple, for different scenarios of
vaccination.

Keywords: Mathematical modeling. COVID-19. Epidemiological models.
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Capitulo 1

Introducao

H& muito tempo a propagacao de doengas tem gerado preocupacao na populagao
em geral, pois a incidéncia de doencgas infecciosas gera um grande niimero de mortes
além dos danos economicos e sociais. Um exemplo foi a peste negra, uma das
maiores epidemias ja registradas. Acredita-se que essa doenga teve origem na China
e se alastrou pela Europa durante o século XIV por meio de caravanas comerciais,
matando cerca de um ter¢o da populagao [2]. Devido a essa e outras doengas,
comecaram a ser realizados estudos procurando explicagoes para a sua disseminagao
e buscando formas de controle. Além dos estudos do campo bioldgico sobre as
doencgas, a matematica também entrou em acao para ajudar no entendimento sobre
as enfermidades que surgiram ao longo da histoéria.

A modelagem epidemiolégica mateméatica vem trazendo grandes contribuigoes
no estudo sobre epidemias. Ao longo do tempo grandes estudiosos formularam mo-
delos utilizando conceitos mateméticos como, por exemplo, sistemas de equagoes
diferenciais ordinérias, que descrevem o comportamento de uma doenga em fungao
do tempo. Assim, observamos a importancia da matemética para a humanidade e o
quanto ela pode ser util na compreensao das epidemias. Os modelos epidemiologicos
e seus parametros tiveram grande destaque diante do cenario mundial preocupante
que recém vivenciamos com a pandemia da COVID-19, causada pelo virus SARS-
CoV-2 ou Novo Coronavirus, cuja origem acredita-se ter sido proveniente da China,
na cidade de Wuhan, com primeiro caso relatado no dia 31 de dezembro de 2019,
tendo se espalhado por todo o globo, gerando uma crise mundial em todos os aspec-
tos. Os ntmeros relatam cerca de mais de 6 milhées de mortes pelo virus [23].

Desta forma, o presente trabalho faz uma abordagem inicial acerca dos modelos
epidemiologicos matematicos classicos que auxiliam na descricao do comportamento
de uma doenca infectocontagiosa ao longo do tempo. Em seguida, é proposto um
modelo matematico que descreve a disseminacao da COVID-19 e os efeitos da vaci-
nacao. Para isso, a ideia é descrever e analisar um modelo epidemiolégico compar-

timental, incluindo novos compartimentos que caracterizam a populacao vacinada.



Para este modelo matemaético faremos a discussao sobre a reprodutibilidade basal e
seus pontos de equilibrios com suas respectivas estabilidades. A partir do modelo
criado, faremos simulagdes numéricas a fim de analisarmos os efeitos da vacinagao
no controle da infeccao pelo virus SARS-CoV-2.

No decorrer do texto fizemos uma contextualizagao sobre a Covid-19 e apresen-
tamos alguns dados sobre a situagao da doenca no cenario mundial e no Brasil. Dis-
cutimos também sobre alguns topicos em epidemiologia matemaética, onde falamos
acerca de conceitos basicos no campo da epidemiologia, a origem da modelagem
epidemiologica matemética e também abordamos alguns modelos epidemiologicos
classicos compartimentais, onde descrevemos cada um desses modelos utilizando a
modelagem matematica com o estudo dos seus respectivos pontos de equilibrio do
sistema definido em cada modelo, e a estabilidade desses pontos. Também discor-
remos sobre a reprodutibilidade basal que é um termo importante no estudo da
modelagem matemética epidemiologica.

Os resultados e discussoes deste trabalho encontram-se no terceiro capitulo, onde
realizamos uma modificagdo no modelo SIR, introduzindo novos compartimentos
para estudar a dinamica da COVID-19 sob os efeitos da vacinagao. As analises e

simulagoes numéricas foram feitas utilizando o softwares Maple.



Capitulo 2
Covid-19: a pandemia do século XXI

Com o primeiro caso confirmado no tultimo dia do ano de 2019, a COVID-19
ou pandemia do novo coronavirus, como podemos chamar, é uma doenca que se
alastrou rapidamente pelo mundo. O cenario pandémico perdurou durante os anos
de 2020, 2021 e 2022, sendo declarada pela Organiza¢ao Mundial da Saude (OMS),
o fim da pandemia apenas em 05 de maio de 2023,[24]. Até o dia 30 de agosto
de 2023, segundo a Organizagao Mundial de Satude (OMS) houve 770.085.713 casos
confirmados de COVID-19, incluindo 6.956.173 mortes, em todo o planeta. Os paises
que lideram o ranking mundial em ntimeros de casos confirmados pela doenga sao

Estados Unidos, China e a India, nesta ordem [23].

2.0.1 Principais caracteristicas da Covid-19

Os sintomas dessa doenga, por sua vez, podem ser confundidos com alguns sin-
tomas gripais comuns como febre, tosse, cansaco, perda do paladar ou olfato, dor
de garganta, dor de cabeca, dores e desconfortos, diarreia, entre outros. Porém, o
quadro pode evoluir causando problemas respiratérios graves e fazendo com que o
paciente precise de tratamento intensivo e prolongado. Um dos fatores de maior
agravo no controle da propagacao da doenca se da pelo fato de que o virus pode
sobreviver por muito mais tempo fora do corpo humano do que se imaginava. De
acordo com Kampf [I6], “os coronavirus humanos podem permanecer infecciosos em
superficies inanimadas & temperatura ambiente por até 9 dias. A uma temperatura

de 30 °C ou mais, a duracao da persisténcia é menor.”

2.0.2 Tratamento e Prevengao

Desde o surgimento da doenca, pesquisadores e representantes mundiais propu-
seram a adocao de medidas publicas para conter a propagagao do virus, como por

exemplo, o uso de maéscaras, visto que o maior veiculo de contaminacao sao por



goticulas salivares, o uso de alcool 70% para a assepsia das maos, manter distan-
ciamento social seguro, e também a vacinacao, sendo esta uma das maneiras mais
eficazes no controle da doenga.

O mundo teve pressa em fabricar uma vacina eficaz contra o novo coronavirus
com o objetivo de imunizar o maior niimero de pessoas. No mundo, hoje, tem-se a
aplicacao de varios tipos de vacinas que sao autorizadas pela OMS.

H& dez vacinas contra a COVID-19 aprovadas pela Organizacao Mundial da
Satde (OMS), para as quais foram emtidas recomendagoes de uso e que sao
produzidas pelos seguintes fabricantes: Pfizer/BioNTech, AstraZeneca/Oxford,
Janssen, Moderna, Sinopharm, Sinovac, Bharat, Novavax, Casino e Valneva. A
OMS continua a avaliar outras vacinas em testes clinicos e pré-clinicos. Além

disso, a autoridade regulatoria nacional (ARN) de alguns paises autorizou o uso
de outras vacinas contra a COVID-19 em seu territério (OPAS, 2023). [25].

As vacinas produzidas que estao sendo administradas no mundo inteiro nao pos-
suem 100% de eficacia, mas tem o percentual de eficacia suficiente para que o in-
dividuo que venha adquirir a doenca nao venha a 6bito e nem evolua para o caso

grave contribuindo assim na contencao da pandemia.

2.0.3 Situacao epidemiolégica da COVID-19 no mundo

A figura a seguir mostram a evolugao da pandemia da Covid-19 no mundo.
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Figura 2.1: Numero de casos e mortes por Covid-19 no mundo
Fonte: Organizacao Mundial de Satude [23]

Podemos observar na Figura [2.1| apresentada que os picos de incidéncia de casos

confirmados no mundo aconteceram em janeiro, abril e agosto de 2021, janeiro,



marco e julho de 2022. Os anos de 2020, 2021 e 2022 registram o alto nimero de
mortes por COVID.

No mundo a vacinagao contra essa doenca teve inicio em dezembro de 2020.
Segundo dados da OMS, até o dia 20 de agosto de 2023, temos, no mundo, um total
de 13.499.865.692 doses de vacina administradas, 5.589.742.331 pessoas vacinadas
com pelo menos uma dose e 5.149.830.832 de pessoas vacinadas com duas doses.

De acordo com os dados do Our World In Data podemos observar a relagao entre

a vacinacao e o nimero de casos de mortes por COVID. Veja a Figura abaixo.
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Figura 2.2: Doses da vacina COVID-19 e mortes confirmadas no mundo
Fonte: Our World in Data [14]

Veja que o nimero de mortes entrou em decaimento partir de maio de 2021
quando a situacao global em relacao a vacinacao era de aproximadamente 10% de
pessoas totalmente vacinadas e cerca 21% de pessoas com pelo menos uma dose.
Porém, a queda significativa no niimero de mortes comegou a partir de fevereiro de
2022 onde estavamos com 70% da populacao total vacinada e 80% de pessoas que

tinham tomado pelo menos uma dose.

2.0.4 Situacao epidemiolégica da COVID-19 no Brasil

Para visualizarmos e compreendermos melhor a situacao epidemiologica em rela-

¢ao a COVID-19 no Brasil observemos a Figura [2.3] a seguir.
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Figura 2.3: Namero de casos e mortes por Covid-19 no Brasil
Fonte: Organizagao Mundial de Saude [23]

O grafico indica a evolugao dos casos e mortes por Covid-19 no Brasil. Obser-
vemos que 0 més com o maior nimero de casos confirmados foi em janeiro de 2022.
O maior nimero de mortes foi registrado em margo de 2021. No Brasil a vacinacao
iniciou em 17 de janeiro de 2021, e segundo a OMS (2023) [23], “até 2 de junho de
2023 , foram administradas um total de 513.329.718 doses de vacinas” no pais. E
temos um quantitativo de 188.746.389 de pessoas vacinadas com pelo menos uma

dose e 171.459.392 pessoas com pelo menos duas doses de vacina.
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Figura 2.4: Doses da vacina COVID-19 e mortes confirmadas no Brasil
Fonte: Our World in Data [14]

Na Figura observamos que o nimero de mortes comegou a decrescer a partir
do més de junho de 2021 quando tinhamos apenas 11% da populacao total vacinada

e um pouco mais de 30% de pessoas com uma dose. De acordo com o Ministério da



Saude o esquema vacinal que deve ser cumprido pelos brasileiros é de que pessoas
entre 12 ¢ 39 anos devem tomar trés doses (dose 1, dose 2 ¢ 12 dose de reforgo), e
as pessoas que tém 40 anos ou mais devem tomar quatro doses (dose 1, dose 2 e 1*
e 2% dose de reforgo).

Apos essa contextualizagao da COVID-19, no proximo capitulo sera realizado um
estudo sobre a epidemiologia matematica em que falaremos sobre alguns modelos

epidemiologicos e conceitos pertinentes a area.



Capitulo 3
Epidemiologia matematica

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos basicos pertinentes ao estudo da
epidemiologia, conceitos esses que sao de suma importancia para a melhor compre-
ensao deste trabalho. Veremos também como se deu o percurso de desenvolvimento
da epidemiologia matematica, destacando os modelos mateméticos compartimentais

classicos que descrevem a dindmica de transmissao de doencgas infecciosas.

3.1 Conceitos Basicos Sobre Epidemiologia

A palavra Epidemiologia vem do grego, onde epi significa “sobre”, demos signi-
fica “povo” e logos significa “estudo”. Assim, podemos compreender a Epidemiologia
como o ramo da ciéncia que estuda os fatores que influenciam uma populagao quanto
a difusao e propagacao de doengas infecciosas ou, resumindo, a ciéncia das epide-
mias. Os fatores estudados por essa ciéncia sao a frequéncia com que essas doencas
aparecem, a distribuicao geogréfica dessas doencas, a sua evolucao e meios de pre-
vencgao, ou seja, formas de se evitar com que essas doengas se alastrem e provoquem
danos maiores a populagao.

Quando estamos estudando epidemiologia devemos conhecer e compreender al-
guns conceitos pertencentes a esta area. Definiremos entao, alguns termos epidemi-

ologicos que serao importantes para a compreensao deste trabalho. Sao eles:

e Surto: aumento repentino do nimero de casos de uma determinada doencga

em uma regiao especifica;

e Epidemia: surto que acontece em larga escala de abrangéncia municipal, esta-

dual ou nacional,;
e Endemia: doenca tipica que ocorre em uma regiao especifica;

e Pandemia: epidemia que se espalha rapidamente por varios paises e/ou conti-

nentes;



Transmissao: processo onde ocorre uma interacao entre o agente transmissor,
hospedeiro e ambiente. De acordo com essa interagao, a transmissao pode ser

horizontal ou vertical, direta ou indireta:

Transmissao Horizontal: ocorre de um individuo para o outro e pode ser
por contato direto (individuo - individuo) ou contato indireto (individuo -
hospedeiro intermediario - individuo), podendo ocorrer pelo ar, por mosquitos,

caramujos, agua e alimentos contaminados;

Transmissao Vertical: ocorre a partir da mae para o feto durante a gesta-

¢ao, o parto ou a amamentacao;

Individuos Suscetiveis: Individuos saudaveis que estao vulneraveis a contrair
a doencga. Estes individuos podem contrair ou nao a doencga. Na modelagem
matemaética geralmente consideramos que todos os individuos suscetiveis estao

aptos a desenvolver a doenca, exceto em casos onde a imunidade inata ocorre;

Individuos Expostos: individuos que foram expostos a doenca, adquiriram o
agente patogénico, mas o ciclo ainda nao se completou no seu organismo e
assim estes individuos nao sao considerados transmissores da doenca. Em

suma, sao infectados, mas nao infecciosos;

Individuos Infectados: Sao aqueles que por algum meio de transmissao foram
infectados pelo agente patogénico, cujo ciclo ja se completou no seu organismo,

e estao da condicao de aptos a propagar a doenca;

Individuos Recuperados: individuos que nao se encontram mais na condicao de
infectados. Alguns modelos matematicos consideram os individuos recupera-
dos aqueles que foram curados da doenca e, em alguns casos, sao contabilizados

também os falecidos;

Periodo Latente: intervalo de tempo entre a exposicao do individuo a um
agente patogénico e o inicio do periodo de infecciosidade do individuo. Este

periodo é relacionado ao ciclo reprodutivo do agente patogénico no hospedeiro;

Periodo de Incubagao: intervalo de tempo entre a exposicao do individuo a
um agente patogénico e o inicio dos sintomas clinicos. E importante salientar
que surgimento dos sintomas clinicos nao sao necessariamente concomitantes

ao inicio do periodo de infecciosidade do individuo;

Prevaléncia: mede a frequéncia de casos novos e antigos de determinada doenca

em determinado local e tempo;

Incidéncia: mede a frequéncia de casos novos de determinada doenca em de-

terminado local e tempo;



e Letalidade: propor¢ao do ntimero de 6bitos causados pela doenga em relagao

ao numero de pessoas que contrairam a doenga.

e Taxa de Contato: mede a frequéncia de contato entre individuos suscetiveis e

infectados;

e Taxa de Mortalidade: indice demogréfico que reflete o nimero de mortes re-
gistradas, em média por mil habitantes, em uma determinada regiao em um
periodo de tempo. Em outras palavras, também podemos dizer que é um

coeficiente que mede a probabilidade de uma pessoa morrer.

e Vacinacao: insercao de versoes inativas ou altamente enfraquecidas de virus
ou bactérias em individuos suscetiveis, induzindo o seu organismo a produzir
anticorpos contra o agente patogénico e criando assim a chamada memoria

imunologica.

3.2 Origem da Epidemiologia Matematica

A origem dos estudos sobre epidemiologia é muito antiga e teve como pioneiro nas
pesquisas sobre essa temética o médico grego Hipocrates (458-377 a.C.). Ele foi uma
figura importante para a medicina de sua época e dos séculos seguintes. Considerado
o pai da medicina e também o pai da epidemiologia, 0 mesmo analisava as doencas
com bases racionais e nao utilizando as ideias sobrenaturais que acreditavam na
época. “As doencas, para ele, eram produto da relacao complexa entre a constituicao
do individuo e o ambiente que o cerca, muito na linha do raciocinio ecologico atual”
[26].

Um registro significativo para o estudo de doencas infecciosas pode ser encon-
trado no livro “Natural Political Observations made upon the Bills of Mortality”, de
John Graunt (1620-1674), langado em 1662. Nesse trabalho, os dados foram obtidos
a partir do numero de casos de mortes registrados em paroquias de Londres, entre
1592 e 1603. Graunt analisou as causas das mortes e produziu um método para
estimar e comparar riscos de vitimas por dezenas de doengas. [4].

No cenario da modelagem matemética sobre a epidemiologia temos como precur-
sor o matematico e fisico holandés Daniel Bernoulli (1700 - 1782), a quem se atribui
a primeira modelagem matematica da propagagao de doencas infecciosas. Bernoulli
utilizou ferramentas matematicas para abordar a eficacia da técnica de inoculagao
preventiva (inserir microorganismos em um meio de cultura) contra a variola, que
foi uma epidemia na Europa no século XVIII. Sua obra publicada em 1766 intitu-
lada “Essai d’'une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite verole, et

des advantages de 'inoculation pour la prévenir” [3], tinha como objetivo contri-
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buir com a politica de satide piiblica na época. Em seu estudo, Bernoulli dividiu a
populacao em dois compartimentos: suscetiveis e imunes , os individuos suscetiveis
poderiam adquirir imunidade ou morrer, este modelo considera a taxa infecciosidade
da doenga , a taxa de mortalidade decorrente da doenca e a expectativa de vida no
momento da infeccao. A imunizacao foi assumida para ser 100% e suas conclusoes
foram de que a expectativa de vida, com a inoculacao, passaria de 26 anos e 7 meses
para 29 anos e 9 meses. A titulo de curiosidade, a inoculacao era feita com uma
agulha bifurcada, e nao haveria risco de transmissao do virus dos inoculados para
0s suscetiveis.

O anestesista inglés John Snow (1813 - 1858) foi mais um cientista a auxiliar
bastante na compreensao da propagacao das doencas infecciosas. John, estudou
padroes temporais e espaciais no comportamento dos casos da epidemia de cOlera
em 1855, ocorrida em Londres. Ele fez um mapa identificando a proximidade das
casas onde haviam vitimas da coélera com bombas de dgua (Figura , dessa forma
identificou uma bomba d’dgua na rua Broad Street (atualmente conhecida como

Broadwick Street, localizada em Soho, um bairro de Londres) como o foco da infecgao

(Figura[3.2).

Figura 3.1: Mapa de colera de Broad Street de John Snow
Fonte: Johnson, 2008 [15]
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Figura 3.2: Bomba d’agua foco da epidemia de colera em Londres
Fonte: Revista Pesquisa FAPESP, 2020 [10]

Dessa forma, Snow mostrou que o surto foi causado por agua contaminada e nao
por miasmas, como se pensava inicialmente. Snow morreu de infarto, aos 45 anos,
antes de ter seu trabalho reconhecido; entretanto, o reverendo Henry Whitehead
(1825 - 1896), que acompanhava seu trabalho, presenciou um segundo surto de co-
lera, em 1866, juntamente com o epidemiologista britanico William Farr (1807-1883).
Como ja conheciam o trabalho de Snow, Farr, que pertencia ao comité de saide do
governo, examinou a agua fornecida aos moradores da cidade e descobriu que uma
das empresas fornecia agua contaminada. Em 1840, Farr focou na descoberta de leis
que dominam o crescimento e a queda de epidemias, ajustando eficientemente uma
curva normal aos dados de morte por variola entre 1837 e 1839 na Inglaterra e Pais
de Gales [9].

Em 1873, o epidemiologista inglés William Budd publicou um trabalho com
entendimento similar ao de John Snow sobre a disseminagao da febre tifoide [5].

No inicio do século XX, W. H.Hamer [II] e Ronald Ross [27] apresentaram te-
orias e formularam equacoes matematicas para descrever a propagacao da doencas.
Em 1906, Hamer postulou que o espalhamento de uma infecgao depende do niimero
de individuos suscetiveis e do ntamero de individuos infectados, e que novas infec-
¢oes sao descritas pela lei de acao de massas. Nesse caso, a infeccao se propaga
mais rapidamente quanto maior for a concentracao de individuos suscetiveis expos-
tos ao agente infeccioso. Desde entao, essa ideia tem fundamentado os modelos
matematicos epidemiologicos. Em 1908, Ronald Ross aplicou este postulado a um

estudo sobre a dindmica de transmissao de malaria, obtendo um limiar de densidade
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de mosquitos abaixo do qual a maléria seria extinta. “As ideias de Hamer e Ross
foram desenvolvidas com detalhes por Soper e por Kermack e McKendrick. Soper
estudou os mecanismos responsaveis pela periodicidade das epidemias. Kermack e
McKendrick estabeleceram a teoria do valor limiar” [31].

O modelo de Ross foi publicado em 1911 [28] e permanece como base de inu-
meros modelos para doengas transmitidas por vetores até os dias atuais. Em sua
modelagem, Ross considerou um modelo simples para a malaria, representado por
um sistema de duas equagoes diferenciais ordinarias, com dinamica vital, mas com
populacoes constantes e periodos infecciosos distribuidos exponencialmente. Neste
modelo, as populacoes de humanos e mosquitos podem estar suscetiveis ou infecta-
das. Macdonald modificou o modelo original proposto por Ross, nao na formulagao
matemaética, mas acrescentando informagoes biologicas sobre o periodo de laténcia
do mosquito. Em seguida ele introduziu um compartimento de expostos para a
populagao de vetores [21] e também considerou a dindmica da malaria com superin-
fecgao [29).

Dois grandes estudiosos escoceses também entraram para a historia, foram eles o
bioquimico William Ogilvy Kermack (1898-1970) e o epidemiologista Anderson Gray
McKendrick (1876-1943) que em 1927 publicaram um artigo na revista Proceedings
of the Royal Society A que ainda hoje é base dos modelos epidemioldgicos: o modelo
SIR, cuja sigla representa a interagao Suscetiveis - Infectados - Recuperados, aper-
feigoando o cenério compartimental apresentado previamente por Bernoulli. Nesse
modelo, os individuos suscetiveis se movem para o compartimento dos infecciosos
de acordo com a taxa de transmissibilidade da doenga e a epidemia termina quando
os suscetiveis, depois de terem adquirido a infecgao, se recuperam tornamdo-se imu-
nes ou morrem. Nos artigos subsequentes, Kermack and McKendrick estenderam
essa teoria para incluir taxas de nascimento, morte, migracao e imunidade parcial.
Devido a grande importéancia, esses trabalhos foram republicados em [I7], [I8] e [19].

Desta forma, podemos descrever que o papel da modelagem matematica em epi-
demiologia é compreender o processo de interacao dos individuos com as doencas
infecciosas e descrever os fatores que influenciam nesse processo a fim de obter infor-
magoes, previsoes e projecoes que fornecam subsidios necessarios para a criacao de

estratégias eficazes para controlar e combater a transmissao das doengas infecciosas.

3.3 Reprodutibilidade Basal

Nesta secao trataremos sobre um parametro importante no estudo dos mode-
los epidemiolégicos compartimentais, que é a reprodutibilidade basal. A descrigao
desses parametros em um cendrio epidémico ¢ importante para que possamos com-

preender o comportamento de uma doenga em uma determinada populacao, assim
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como tracar as estratégias de enfrentamento diante da possibilidade de ocorréncia
de epidemias.

Em um contexto histérico, o termo “ ntimero reprodutivo basico” foi introduzido
na epidemiologia por Macdonald em 1957 quando estudou sobre a malaria [2I]. Esse
termo de Macdonald também foi aplicado por Smith & transmissao por arbovirus,
onde utiliza para estimar a populagdo minima a ser vacinada [g].

A reprodutibilidade basal, também conhecida como nimero bésico de reproducao
ou numero reprodutivo bésico, denotada por Ry, pode ser definido como o niimero
meédio de casos secundarios gerados a partir da introdugao de um individuo contami-
nado em uma populacao completamente suscetivel, estimado durante o seu periodo
infeccioso. Dizer que Ry = 2, por exemplo, significa dizer que a partir da chegada
de um caso inicial da doenga até o final do periodo infeccioso desse individuo (seja
por cura ou morte), cada pessoa que adquiriu a infecc¢do contaminou, em média,

outras 2. Um esquema pode ser visto na Figura [3.3|

Hu:?
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Figura 3.3: Ry = 2 significa que um individuo contaminado infecta, em média,

outras 2 pessoas durante seu periodo infeccioso.
Fonte: Autor

No inicio de espalhamento de uma doenga o nimero de crescimento da populacao
de infectados é aproximadamente exponencial, e esse ntimero cresce tao mais rapido
quanto maior for o Ry e decresce caso contrario. Por isso que entender o Ry é
essencial para entendermos quando falamos em achatar a curva, ou seja, significa
simplesmente reduzir o R,.

O parametro Ry podera assumir os seguintes valores Rg = 1, Ry > 1 e Ry < 1.

Com isso podemos descrever a situacao endémica para cada valor:

a) Ry =1, temos uma condigao de equilibrio endémico;
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b) Ry > 1, a doenga se espalha rapidamente aumentando o ntimero de individuos

infectados caracterizando um descontrole da doenca;

¢) Ry < 1, a doenga tende a desaparecer, isto é, o numero de infectados diminui

caracterizando um controle da doenca.

O valor de Ry é obtido no instante inicial de propagacao da doenga. O Ry pode
ser determinado usando diferentes metodologias, como analise do comportamento
das isoclinas das populagoes infectadas [T, através da andlise de estabilidade do
equilibrio livre da doenga, via matriz de proxima geracao [30] ou, em alguns ca-
sos, empiricamente. Para expressarmos o ntumero de reproducao bésica devemos
considerar alguns parametros importantes que sao, a taxa de contato A, a taxa de
mortalidade p e a taxa de recuperacao 5. Com esses parametro podemos determinar

o periodo médio de infeccao. Assim,

1
PMI = —— (3.1)
(n+B)
onde PM1 ¢é o periodo médio de infec¢ao. Veja que se a taxa de mortalidade p ou
a taxa de recuperacao (3 for muito alta, o periodo de infeccao sera curto.
Desta forma a partir da Eq. (3.1)) podemos obter o niimero médio de contatos de
um individuo infeccioso com um suscetivel, basta multiplicarmos a Eq. (3.1)) pela

taxa de contato A\. O numero de reprodutibilidade basal é entao

Ry= ——. (3.2)

3.4 Modelos Epidemiolégicos Compartimentais

Para modelarmos matematicamente um processo epidemiolégico deve-se levar em
consideragao alguns pontos cruciais no processo de transmissao da doenca. Os fato-
res biologicos e sociais devem ser analisados minuciosamente para que estes consigam
revelar o maior nimero de informagoes que irao ajudar na modelagem e, consequen-
temente, na compreensao dos mecanismos de controle da doenca.

Como ja discorremos, héa varios modelos matematicos epidemiologicos que foram
desenvolvidos ao longo da histéria. Dentre eles, destacamos neste trabalho trés
modelos matematicos epidemioloégicos compartimentais classicos que sao os modelos
SI, SIS e SIR. Nestes modelos os individuos de uma determinada populagao N sao
divididos em compartimentos ou classes conforme é o seu estado diante do quadro

epidemiolégico. Por exemplo, para estudo desses modelos dividimos a populacao
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total em trés compartimentos:

e Suscetiveis (S);
e Infectados (I);

e Recuperados (R).

As populagoes dessas classes variam de acordo com o tempo t. Isto é,

S=S@t),I=1I(t) e R=R(. (3.3)

A populagao total em um dado instante t é denotada por

N(t) = S(t)+ I(t) + R(t),Vvt > 0. (3.4)

O tipo de modelo a ser utilizado vai depender das caracteristicas da doencga. A
seguir, descreveremos de maneira breve como se comporta cada um dos trés modelos

mencionados anteriormente.

3.4.1 Modelo SI

O modelo ST (Suscetivel-Infectado) é um modelo simples de epidemia, onde os
individuos sao divididos em apenas dois compartimentos: suscetiveis (S) e infecta-
dos (I). Nele nao ha periodo de laténcia ou imunidade temporaria, ou seja, nesta
modelagem todos os individuos da populagao N(¢) ou sdo suscetiveis ou sao infec-
tados.

Considerando o caso de uma doencga incuravel, o esquema compartimental para

o modelo ST pode ser observado na Figura [3.4] a seguir:

S W a - I

Suscetivel J i Infectado

Figura 3.4: Diagrama compartimental do modelo SI
Fonte: Autor
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Na Figura|3.4, « é a taxa de transmissao da doenca, isto €, a probabilidade de um
individuo suscetivel entrar em contato, direta ou indiretamente, com um infectado
e esse contato resultar em infecgao.

Aqui consideramos o modelo SI sem dinamica vital, isto é, a comunidade em que
a doenca se espalharé é uma comunidade “fechada”, ou seja, uma comunidade em que
emigracao e imigragao se equivalem, assim como os nascimentos e mortes, sem alterar
as proporcoes epidemiolégicas da populacao. De acordo com essas consideracoes,
podemos assumir que que a populacao N é constante.

Na modelagem SI consideramos as seguintes defini¢oes:

e S(t): individuos que estao suscetiveis a contrair a doenga;

e [(t): individuos que contrairam a doenga e podem transmiti-la aos individuos

suscetiveis por transmissao direta;
e N: tamanho total da populacao;

e «: taxa de transmissao da doenga, isto é, o nimero médio de contatos por
unidade de tempo, em que um individuo infectado encontra um suscetivel,

resultando em transmissao da doenca.

A tnica maneira de um individuo sair do grupo suscetivel é sendo infectado.
Assumimos que a taxa de variagdo temporal de S(t), ou o nimero de suscetiveis,
depende da populacao ja suscetivel, do nimero de individuos ja infectados e da
quantidade de contato efetivo entre suscetiveis e infectados. Em particular, supo-
nha que cada individuo infectado tenha um ntmero fixo o de contatos eficazes por
unidade de tempo para espalhar a doenca. Nem todos esses contatos se darao com
individuos suscetiveis. Se assumirmos a populacao homogeneamente distribuida, a
fracdo desses contatos que ocorrem com suscetiveis é S(t)/N(t).

Assim, em média, cada individuo infectado gera a.S(t)/N(t) novos individuos
infectados por unidade de tempo. Assumindo uma populagao suscetivel considera-
velmente maior do que a populacao infectada, podemos ignorar situacoes complica-
das de contagem, como por exemplo um tnico suscetivel encontrando mais de um
infectado por unidade de tempo.

Como essa transmissao se da com o contato entre saudaveis e infectados %I
entdo a taxa com a qual S(¢) diminui e a taxa com a qual ha o aumento de I(t)
é proporcional a quantidade de “encontros” entre pessoas saudaveis e infectadas,
assim, a variacao de individuos suscetiveis a infeccao em relagao ao tempo pode ser
modelada por a%].

Com isso, a dindmica do modelo SI pode ser descrita pelo seguinte sistema de

equagoes diferenciais:
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% = —Oéﬁf
(3.5)
-

onde o > 0. As condigoes iniciais para esse problema de Cauchy sao S(0) = Sy, que
representa a quantidade inicial de pessoas saudaveis, e I(0) = I, que representa a
quantidade inicial de individuos infectados.

A populacao total N é dada pela soma dos individuos suscetiveis e infectados,
ou seja,

N = S(t) + I(¢), (3.6)

e sabemos que N é constante. Aplicando a derivada em relacao a t em ambos os
lados da equagao ({3.6|) verifica-se que de fato a populagao total se conserva, isto é
dN dS  dI S S

%—E‘F%:—OJN]‘F@N]:O- (37)

Equilibrio e analise de estabilidade do modelo SI

Para analisar qualitativamente a dindmica dos modelos epidemiolégicos compar-
timentais, ¢ usual um procedimento de adimensionalizacao do modelo, tornando
suas variaveis proporgoes relativas a populagao total. Assim o sistema ([3.5)), que

representa o modelo SI, pode ser adimensionalizado, definindo as novas variaveis:

s(t) = 5 il = (3.8)

Como N é constante e dado por (3.6, segue que s(t) + i(t) = 1. Substituindo
as novas variaveis (3.8) no sistema ({3.5)), podemos reescrever o sistema SI em sua

forma adimensionalizada

ds
pri ast
(3.9)
di
i ast
ds di o .
Fazendo = 0e T 0 encontramos os pontos de equilibrio do sistema ((3.9)),

isto é,
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ds
%_O

—ast = 0

—as(1—-95) = 0.

(3.10)
Logo, s = 0 ou s = 1. Por outro lado,
di
= =0
dt
asi = 0
a(l—14)i = 0.
(3.11)

Neste caso i = 0 ou @ = 1. Lembrando que s(t) + i(t) = 1, isso significa que o
sistema (3.9)) apresenta dois pontos de equilibrio:

e (s*,i*) = (1,0), que representa o equilibrio livre da doenga;
e (s%,i*) = (0, 1), que representa o equilibrio endémico.

Para encontrarmos as solugoes exatas para esse sistema, podemos utilizar o mé-
todo de separacao de variaveis juntamente com a condigao inicial i(0) = ig, que nos

fornece

it) = ‘0 (3.12)
Analogamente encontramos

S0
t) = . 3.13
S( ) (1 _ S)eat n S0 ( )
Para analisarmos a estabilidade desses pontos podemos fazer a linha de fase para

s(t) e i(t), isto é

Figura 3.5: Linha de fase para s(t) no modelo SI adimensionalizado
Fonte: Autor
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A partir da Figura podemos concluir que em s = 0, que corresponde 7 = 1,
teremos um equilibrio estavel, e quando s = 1, que corresponde ¢ = 0, ¢ um ponto

de equilibrio instavel do sistema.

0 N |

E 3
r 3
v
v
v
1
'Y
>
¥

Figura 3.6: Linha de fase para i(¢) no modelo SI adimensionalizado
Fonte: Autor

A determinagdo da diregao das setas nas Figuras[d.2]e[4.3) ¢ feita a partir da ana-

ds 1
lise do sinal de o e 7 nos intervalos entre as solugoes de equilibrio sucessivas, com
ds di
a marcacgao de setas horizontais apontando para direita quando o >0 <£ > 0)
di
e setas horizontais apontando para esquerda quando d_ <0 T <0

Considerando uma minima perturbacao no equilibrio livre da doenca, (s*,i*) =
(1,0) (equilibrio instavel), todas as trajetorias tenderdo ao equilibrio endémico
(s*,i*) = (0,1) (equilibrio estével), implicando em uma popula¢ao completamente

infectada pela doenca.

Solucao Numérica do Modelo SI

Apresentamos aqui um cenério da dindmica de variagdo temporal do modelo SI
adimensionalizado obtido numericamente, visando ilustrar como a quantidade
de individuos de cada compartimento varia a medida que o tempo transcorre.

Para obtermos o grafico da simulagao numérica consideramos uma situagao inicial
em que 90% da populacao é suscetivel a doenca e 10% encontra-se infectada, isto é,

10 =20,1, so = 0,9, com uma taxa de transmissao a = 0, 01.
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Figura 3.7: Variagao temporal do niimero de suscetiveis s(t) e do nimero de infec-

tados i(t).
Fonte: Autor

A Figura [3.7 apresenta em um mesmo sistema de eixos coordenados, os graficos
de s e de i, em func¢ao do tempo t. Podendo observar que ao decorrer do tempo o
numero de individuos infectados cresce, afetando toda a populagao, enquanto o de

suscetiveis dimunui, caracterizando que a doenga evoluiu para uma epidemia.

3.4.2 Modelo SIS

O modelo SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel) é utilizado para descrever o pro-
cesso em que individuos infectados (1) se “encontram” com individuos saudaveis (.5)
tornando-os infectados e, apos sua recuperacao nao adquirem imunidade, ficando
imediatamente suscetiveis a reinfec¢do. A dindmica da meningite [7], por exemplo,
pode ser modelada atraves desse modelo.

O modelo SIS é uma variante do modelo SI, com a diferenga de que a doenga é
curavel. Assim que a cura é obtida o individuo esta apto a contrai-la novamente.
O esquema compartimental para o modelo SIS (sem dindmica vital) pode ser

observado na Figura [3.8 a seguir.

) B
S ‘ I
Suscetivel a A Infectado

Figura 3.8: Diagrama compartimental do modelo SIS
Fonte: Autor
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O modelo envolve dois pardmetros importantes: o e 5. Onde «a é a taxa de
transmissao da doenga. Como essa transmissao se d4 com o contato entre saudéaveis
e infectados (ST) entdo o aumento de I é proporcional & quantidade de “encontros”
entre a populagao infectada e a propor¢ao de pessoas saudaveis em relagdao a popu-
lacao total, assim, a contaminagao pode ser modelada por aﬁl . Temos que (3 é a
taxa de recuperacao da doenga. Assim, o retorno dos individuos infectados a classe
dos suscetiveis serd modelado por 5I. Note que os individuos saudaveis, por meio
do contato com os individuos infectados, adquirem a doenca e passam para a classe
de infectados. Do mesmo modo, os individuos infectados, ao se recuperarem, nao
adquirem imunidade e retornam a classe de saudaveis.

Com isso, a dinamica de uma doenga com essas caracteristicas pode ser descrita

pelo sistema de equagoes diferenciais:

dS

(3.14)
dI ;
% = O[N]—ﬁl,OHdeO&,B>O€S(t>+[(t>:N

Equilibrio e analise de estabilidade do modelo SIS

Assumindo as novas variaveis (3.8]), podemos obter o modelo SIS adimensionali-

zado usando procedimento analogo ao utilizado no modelo SI, obtendo

d
d_j = —asi+ fi

(3.15)
% = asi— fi,onde o, B> 0e s(t)+i(t) = 1.

Para encontrarmos os pontos criticos do sistema SI adimensionalizado admitimos

no sistema (|3.15))

ds
o =0
di
a -0

levando a dois pontos de equilibrio do sistema:

a:@mﬂ:@meag:@mﬂzcﬂ__)



Para esse modelo, temos Ry = % a taxa de reproducao basica que significa o
numero médio de infecgoes causadas por um individuo doente, onde % é o tempo
médio no qual um individuo permanece infectado e a a taxa de propagacao da
doenga provocada pela introducao de um individuo infectado numa populacao de
suscetiveis.

Observe que:

e Se Ry > 1 ei # 0 entao % >0e % < 0, o que significa que a epidemia

alastra-se pela populacao;
e Se Ry < 1lei#0entao % <0e % > 0, o que significa que o contagio diminui;

e Sei = 0 entao s = 1 e todas as pessoas sao saudaveis, ou seja, nao existe

infeccao.

Observe que o sistema ([3.15]) pode ser facilmente resolvido se usarmos a condigao
de que s(t) +i(t) = 1, substituindo o valor de s na segunda equacgao de ({3.15]).

Assim, obtemos uma tnica equagao

% = a(l—i)i—pi=awi {(1—%)—1’]

Utilizando a separacao de variaveis, obtém-se:

a—p
a+ [(oz — 6)1 — oz] e (a—B)

10

i(t) = (3.16)

e Para t = 0 teremos que i(0) = ig > 0, isto &, nimero de infectados no instante

t = 0 é maior que zero.
e iy # 0 para que nao haja indeterminagao.

o io#l—gparaquei(t)#o

Se « for maior que 3, sendo tais coeficientes valores positivos, teremos o — 5 > 0.
1

Entao, quando ¢ — 0o teremos que a expressao {(a —B)— —ale @t 0,
20
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Portanto, i — 1 — é e consequentemente, como s +¢ = 1 entao, s — —. De
o

fato, sendo s = — e i = 1 — —, temos que a enfermidade mantém-se em um nivel
e’

constante na populagao, pois é, 1-— é) é um ponto de equilibrio do sistema.

« o

Reescrevendo o sistema ([3.15]) segue que:

¢ ‘ . (3.17)

dt
B , . ds di ) ,
. Ses>——>as>ﬁe27éOentao%<Oe£>O. Assim, o ponto (s, 1)
sobre a reta s = 1 — 7 se aproxima de <§, 1-— é),
Q@ o
6] , _ ds di ) ,
o Ses<——>043<6e27é0entao%>0e%<0. Assim, o ponto (s,1)
o
sobre a reta s = 1 — ¢ também se aproxima de (é, 11— é),
a Q@
d di
e Se s = é out =0, entao a5 _ Oe & 0 e, portanto, nao hé epidemia;
Q dt dt

e Se i =0 entao s = 1, neste caso todas as pessoas sao sadias.

De acordo com a analise algébrica realizada podemos esbogar o gréafico do plano

de fases do sistema (3.14]) e concluimos que o ponto de equilibrio <é, 1-— é) é
Q@ o

assintoticamente estéavel.

Figura 3.9: Plano de fase do modelo SIS
Fonte: LUIZ, 2012, p.33, figura adaptada [20]

Observe que, como a populacao total N = 1 é constante, os pontos P e P,

estao sobre a reta i = 1 — s. Em relagao aos seus pontos de equilibrio P, = (1,0) e

24



o o
com ¢ > 0, isto é, ha infectados e com isso ocorre a propagacao da doenca, o que torna

P = (é, 11— é) observamos que em FP;, por menor que seja a perturbacao em i,

o sistema instavel nesse ponto. Na analise de P, teremos que se tivermos um ponto
(s,i) comi#0es> é ou s < —, esse ponto se aproxima de P, tanto no sentido
positivo como no sentido negativg da reta s = 1 — i, caracterizando a estabilidade
de P,. Isso quer dizer que em P; o sistema esta estavelmente equilibrado, ou seja, a

transmissao da doenca se equivale a recuperagao de individuos.

Solugao Numeérica do modelo SIS

Para o modelo SIS iremos apresentar dois cenérios obtidos por simula¢ao numé-
rica, apresentando o caso em que « > 3 e 0 caso em que a < 3.
Paraa =1,5¢e = 0,5 temos a dinamica da populacao de individuos infectados

i(t) ao longo do tempo, representada na Figura [3.10]

0.8

0.6

0.4

0 5 10 15 20
t

w=f

Figura 3.10: Variagao de ¢ ao longo do tempo, com a« =1,5e =0, 5.
Fonte: Autor

Para o = 0,2 e f = 0,5 observa-se a seguinte variagao temporal do niimero de

infectados na Figura [3.11]
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Figura 3.11: Variagao de ¢ ao longo do tempo, com o« = 0,2 e §=10,5
Fonte: Autor

No primeiro caso, Figurg3.10} temos a taxa de transmissao maior que a taxa de
recuperacao, desta forma o ntimero de infectados aumenta. Isso ocorre porque, de
acordo com o estudo de estabilidade, quando o > [ o ponto de equilibrio livre da
doenga é instavel e o equilibrio endémico estével; portanto a trajetoria se estabiliza
em um nivel constante de infectados.

No segundo caso, Figura [3.11] temos que a taxa de transmissdo ¢ menor que
a taxa de recuperacao logo, o numero de infectados diminui até a eliminacao da
doenga na populagao. Como o < 3, o equilibrio endémico ¢é instavel e a trajetoria

tende ao equilibrio livre da doencga, que é um ponto de equilibrio estavel.

3.4.3 Modelo SIR

O modelo STR (Suscetivel-Infectado-Recuperado) descreve o comportamento epi-
demiolégico onde a proporcao de individuos suscetiveis em uma populagao (N)

entra em contato com individuos infectados (1), adquirindo a doenga e, apds a recu-
peracao, ganham imunidade permanente a doenca, isto é, passam para o comparti-
mento dos individuos recuperados (R). Doengas como a rubéola, varicela, sarampo
e caxumba, podem ser modeladas através do modelo STR [12].

O esquema compartimental para o modelo STR pode ser observado na Figura

B-12] a seguir:
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S a I B R
Suscetivel Infectado Recuperado

Figura 3.12: Diagrama compartimental do modelo SIR
Fonte: Autor

Na Figura [3.12] o e [ representam respectivamente a taxa de transmissao e a
taxa de recuperacao da doenga.

Neste modelo tradicional nao temos dinamica vital ou elementos migratorios,
dessa forma, em qualquer instante ¢ temos que a populacao total N permanece
constante e dada pela soma das populagoes nos trés compartimentos, isto é, N =
S(t) + I(t) + R(t).

Desta forma o modelo SIR pode ser descrito pelo seguinte sistema de equacgoes

diferenciais:

@ = a3
? =all—pI (3.18)
h_,

dt
onde o, >0e N=S+1+R.

As condigoes iniciais para o sistema (|3.18)) sao usualmente definidas como:

S0) = So=N-—-1
0y = I
R(0) = 0,
(3.19)

Equilibrio e analise de estabilidade

Para analisar qualitativamente o sistema ([3.18)) vamos introduzir as novas variaveis

s(t) = %t); i(t) = %; r(t) = %_

Substituindo (3.20]) no sistema (|3.18)), obtemos

(3.20)
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ds

— = —asi

g

? = asi — pI (3.21)
r .

% - Bla

de forma que s(t) +i(t) +r(t) = 1.
Analisando a segunda equagao do sistema (3.21)) no instante ¢ = 0, temos que
di

pr >0 <= ig(asg — B) > 0 <= 55 > g. (3.22)

Dessa forma podemos concluir que o ntmero de infectados seré crescente se a

. o aSo ,
populacao inicial de suscetiveis sq > ﬁ, de onde obtemos — > 1. E o nimero
!

de infestados serd decrescente quando sy < o o seja, 2% < 1. Como o ntmero
reprodutivo bésico é calculado, por defini¢do, considerando o instante em que um
individuo infectado ingressa em uma populagao completamente suscetivel, temos
que so =1 e Ry é dado por Ry = g.

Para estudarmos os pontos de equilibrio e fazermos a analise de estabilidade,
primeiramente encontraremos as solucoes exatas no espacgo de fase para o sistema
(13.21)).

Neste modelo como temos um espago de fase tridimensional, analisaremos aqui
apenas a relacao entre os suscetiveis e infectados, e suscetiveis e recuperados.

Inicialmente faremos a anélise das trajetérias no plano de fase si no sistema de
equagoes (3.21).

Seja i # 0 e s # 0, considerando as duas primeiras equagoes do sistema e
utilizando a regra da cadeia, temos:

di as—f 15}

ki =2 1 3.23
ds —as as ( )

com s(0) = sp > 0ei(0) =1ip > 0.
Integrando ([3.23)) em relacdo a s, obtemos a solugao que representam as trajeto-

rias no plano de fase si, isto é,

i(S) = glns —s+ec, (3.24)

onde c é a constante de integracgao.

Utilizando as condicoes iniciais em ¢ = 0 conseguimos encontrar c, e obtemos a
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solugao

i(s) = —s(t) + 14 O ln (i) . (3.25)

« So
Sabemos que o nimero maximo de suscetiveis é s = 1, logo concluimos que, para

ocorrer epidemia devemos ter 1 > —, onde o valor — é denominado limiar epidémico,

Q@ Q
que é o tamanho minimo da populacao suscetivel necesséario para que haja epidemia.

S
Os pontos de equilibrio para o subespaco si podem ser obtidos fazendo — = 0

, dt
di 0, ou seja
e — = :
dt b J
—asi =0 (3.26)
asi — Pi = 0. (3.27)

Logo, teremos um ntmero infinito de solugoes i = 0 e s qualquer, ou seja, o eixo
s ¢ uma solucao de equilibrio. Por outro lado, nao ha equilibrio com nimero de
infectados diferente de zero.

A anélise de estabilidade dos pontos de equilibrio pode ser feita através da matriz
Jacobiana [20]], de acordo com o determinante, o trago e os autovalores da matriz.

Assim a matriz Jacobiana de si é dada por:

o) = (_oj 0;85> |

Avaliando J(s,7) no ponto de equilibrio (s,0), com s qualquer, temos:

M(5,0) = (8 afﬁ>

Logo, o traco, o determinante e os autovalores sao:
T=1tr(J)=as—5;

det(J) = 0;
M=as—fF e X=0.

Como det(J) = 0 e 7 # 0 entao um dos autovalores é 0 e o outro é 7 e o ponto
de equilibrio ¢ um ponto degenerado com uma dire¢ao constante e outra atrativa
(estével) ou repulsiva (instavel).

De acordo com a analise do sinal do traco da matriz, temos que:

> 1 assim, a solugao de equilibrio (s,0) sera instavel;

< 1 caracterizando a estabilidade da solugao de equilibrio.
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Ainda de (3.23):

di asi — Bsi .
— >0 se —B,>O, isto é ,s<é
ds —Qusi Q
di ast — (Bsi .
— <0 se —ﬁ,<0, isto é ,s>E
ds —qusi «Q

Podemos observar o plano de fase si para o modelo SIR na Figura|3.13

Figura 3.13: Plano de fase do modelo SIR
Fonte: HIRSCH, SMALE, DEVANEY, 2004, p.237, figura adaptada [I3]

De maneira analoga, vamos analisar as trajetorias no plano de fase sr para
compreendermos a variagao do niimero de suscetiveis em fun¢ao do nimero de recu-
perados. Consideremos entao, a primeira e terceira equacoes do sistema com
i # 0, podemos escrever:

ds _ zas (3.28)
dr B
Resolvendo a equagao diferencial e aplicando as condigoes iniciais em t = 0

(s(0) = sp e 7(0) = 0), as suas solugdes tém a forma

s(r) =soe " > s0e 7 (3.29)

pois 7 < 1. Por outro lado, r(s) é da forma

r(s) = é111 (@) :

(0% S

o ds
Para encontrarmos os pontos de equilibrio para o subespaco sr fazemos — = 0

dt
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r , .
e — =0, isto é

dt
—asi = 0 (3.30)
pi = 0 (3.31)
E como =1 — s —r, segue que:
—as(l—s—r) = 0 (3.32)
f(l—s—r) = 0. (3.33)

Logo, temos que o ponto de equilibrio é (0, 1), que representa uma populagao onde
todos os individuos contrairam a doenca e posteriormente deixaram o compartimento
de infectados, migrando em sua totalidade para o compartimento de recuperados. A
analise de estabilidade desse ponto sera feita através das caracteristicas do trago e do
determinante da matriz de coeficientes do sistema linearizado. A matriz jacobiana

é dada por

—f —p

Avaliando a matriz J(s,r) no ponto de equilibrio (0, 1), temos:

0 O
- (1),

cujo traco, determinante e autovalores sao, respectivamente:

J(s,r) _ (—a—|—2a5+ar as) '

T=tr(J)=—p5<0;

Como det(J) =0 e 7 # 0 entdo um dos autovalores é 0 e o outro é 7 e o ponto
de equilibrio é um ponto degenerado com uma direcao constante e outra atrativa,
pois 7 < 0.

ds
De fato, da (3.21]) temos que s é sempre decrescente, ja que —

dt

dr
é sempre crescente ja que — > 0, em outras palavras podemos concluir que quando

< 0, assim como r

t — o0, s(t) — 0 e r(t) — 1, ou seja, quando o niimero de suscetiveis dimi-
nui, consequentemente o nimero de infectados aumenta, os quais, posteriormente,

passam para o compartimento dos recuperados, e a epidemia ¢é extinta.
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Solucao Numérica

A simulagao numeérica foi realizada variando os parametros o e 3 e observamos
a variacao do nimero de suscetiveis s(t), infectados i(t) e de recuperados r(t) em
funcao do tempo. Na Figura [3.14] a populacao estabelece o equilibrio estavel, isto
é, a doencga esté indo para a extingao, fazendo oo = 0,5 e = 1,5 que neste caso,
temos Ry < 1.

1
—
0.8
0.6
Populagdo
0.4
02
~
\h""‘--...___
0
0 2 4 6 8 10

t

| — Suscetiveis Infectados Recuperados |

Figura 3.14: Variacdo do ntimero de suscetiveis s(t), infectados i(t) e recuperados

r(t) em relagdo ao tempo com Ry < 1.
Fonte: Autor

Ja na Figura [3.15| ocorre um equilibrio endémico, ou seja, uma epidemia, com

a=1,5e [ =0,02 o0 que implica em Ry > 1.

1
0.8
0.6
Populagdo
0.4
02
0 =
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t

| — Suscetiveis Infectados Recuperados |

Figura 3.15: Variagao do ntimero de suscetiveis s(t), infectados i(¢) e recuperados

r(t) em relagao ao tempo com Ry > 1.
Fonte: Autor

A partir das simulagoes numeéricas realizadas podemos observar se a doenca esté
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em situacao endémica ou deixando de existir.

Vimos até aqui algumas variagoes do modelo epidemiolégico que envolve indi-
viduos suscetiveis, infectados e recuperados. No préximo capitulo foi realizado um
estudo para uma outra variacao do modelo epidemiologico SIR, neste modelo aco-
plamos mais alguns compartimentos para estudarmos a dinadmica da COVID-19 com

individuos vacinados.
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Capitulo 4

Modelo compartimental para a
COVID-19 com vacinacao

A pandemia da COVID-19 foi uma das maiores crises de satde que o mundo ja
enfrentou. Nessa perspectiva, muitos pesquisadores formularam modelos epidemio-
logicos que descrevem a dindmica da doenca sob varios aspectos de funcionamento
da doenca. Desse modo, este capitulo aborda a construcao e analise de um modelo

epidemiologico compartimental para a COVID-19 com vacinacgao.

4.1 Formulacao do modelo

Nesta se¢ao, elaboramos e analisamos um modelo matemético epidemiologico para
estudar a dindmica de transmissao e controle da covid-19 em uma populagao. O mo-
delo formulado é uma variagao do modelo epidemiolégico cléssico SIR, ja adimen-
sionalizado, discutido no capitulo anterior. Neste novo modelo, inserimos o fator
vacinagao a fim de que possamos descrever a situagao epidemiolégica mais proxima
da realidade possivel.

O modelo foi formulado considerando uma populacao total N = 1 particionada
em compartimentos mutuamente exclusivos de suscetiveis S(t), vacinados com a
primeira dose V;(t), vacinados com a segunda dose V5(t), vacinados com a dose de
reforgo V3(t), infecciosos I(t) e recuperados R(t). Logo, temos que a populagao total

¢ dada por

S(t) + Vi(t) + Va(t) + Va(t) + 1(t) + R(t) = 1,

e cada compartimento representa uma proporg¢ao da populagao em relagao a popu-
lacao total N.
Para compreendermos a dindmica do modelo consideramos S o compartimento

dos individuos suscetiveis onde o recrutamento para essa classe se da por nascimento
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a uma taxa i, os individuos suscetiveis passam para a classe vacinada Vi apds receber
a primeira dose da vacina a uma taxa f;, os individuos vacinados com a primeira
dose retornam para o compartimento dos suscetiveis a uma taxa 7; devido ao fato de
que a primeira dose da vacina nao garante a imunidade permanente contra a doenca
e o restante da populagao passa para o compartimento dos individuos vacinados com
a segunda dose V5 a uma taxa fs, cumprindo assim o esquema béasico de vacinagao
recomendado.

Mesmo os individuos que completaram o esquema bésico de vacinagao podem
perder a imunidade a doenga apés algum tempo. Assim, os individuos do compar-
timento V5 retornam para o compartimento dos suscetiveis a uma taxa 7, e a outra
parte da populagao passa para o compartimento dos individuos que tomaram a dose
de refor¢o V3 a uma taxa f3, de acordo com o que foi proposto pelo Programa Bra-
sileiro de Vacinacgao contra a covid-19. Supoe-se que os vacinados com a dose de
reforgo passem para a classe de individuos recuperados a uma taxa 7.

O parametro 7 é a taxa de mortalidade natural em todas as classes. A medida «
é a taxa de transmissao que representa a probabilidade de um individuo suscetivel
se infectar por contato com um individuo infeccioso em um determinado periodo de
tempo. Os individuos infecciosos se recuperam a uma taxa 7 ou morrem a uma taxa
0 em decorréncia da doenga. Os individuos recuperados R podem se reinfectar a uma
taxa [ e tornar-se suscetiveis novamente, visto que nao ha estudos que comprovem a
imunidade permanente contra a covid-19 conferida a alguma das vacinas disponiveis.

Assim, definimos o modelo compartimental em seis grupos relacionados entre si
através de fluxos, cuja intensidade ocorre de acordo com os valores dos coeficientes,

como mostra a Figura {4.1

1 ) fa y

=
=

Figura 4.1: Diagrama compartimental do modelo com vacinacao
Fonte: Autor
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Os compartimentos e coeficientes envolvidos no modelo sao descritos na tabela
4.0

Tabela 4.1: Descricao de variaveis e coeficientes do modelo (4.1))

Notacgoes Descrigao
S Proporc¢ao de individuos suscetiveis
I Proporc¢ao de individuos infecciosos
R Proporg¢ao de individuos recuperados
\% Proporgao de individuos vacinados com uma dose
Vs Proporc¢ao de individuos vacinados com duas doses
V3 Proporg¢ao de individuos vacinados com a dose de reforco
W Taxa de nascimento
0 Taxa de mortalidade natural
«a Taxa de transmissao da doenga
f Proporgao da populagao suscetivel que recebeu a primeira dose da vacina
fo Proporgao da populagao que recebeu a segunda dose da vacina
f3 Proporg¢ao da populacdo que recebeu a dose de reforgo da vacina
sl Taxa de perda de imunidade dos individuos que receberam a primeira dose
Ty Taxa de perda de imunidade dos individuos que receberam a segunda dose
153 Taxa de perda de imunidade dos individuos recuperados
~ Taxa de recuperacao dos infectados
n Taxa de recuperacao apo6s a dose de reforgo
) Taxa de mortalidade por COVID-19

Fonte: Autor

A partir da descrigao dos parametros e variaveis podemos construir o modelo ma-

tematico que estabelece a dinamica da doenca através seguinte sistema de equagoes

diferenciais:
dS
- = pw—(r+al+ f1)S+nVi+nVe+ BR
dV;
d_tl = flS—(W+f2+T1)V1
dV-
o = Y-+ )V (4.1)
dV-
= JVa— (@4
dl
dR
prl I +nVs— (7 + PR,

com condigoes iniciais S(0) > 0, V43(0) > 0, V5(0) > 0, V3(0) > 0, I(0) > 0 e
R(0) > 0.
Antes das simula¢Ges numéricas da dindmica do modelo, faremos um estudo

sobre a positividade da solugao, o ntimero basico de reprodugao, calculo de pontos
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de equilibrio e analise de estabilidade.

4.2 Positividade da solucao

Nesta se¢ao mostraremos que o modelo (4.1)) é epidemiologicamente relevante
com variaveis positivas para todo o tempo ¢. Desta maneira, enunciamos o seguinte

teorema.

Teorema 4.2.1. Se S(0) > 0, V1(0) >0, V5(0) > 0, V3(0) >0, I(0) > 0 e R(0) > 0,
entao as solugées S(t), Vi(t), Va(t), V5(t), I(t), R(t) sdo positivas ¥ t > 0.

Prova. Faremos aqui a prova por contradi¢ao. Seja a populagao total N(t) = 1,Vt >
0. Suponhamos por contradi¢ao que 3 um ¢; tal que:

S(t1) =0, S'(t1) < 0, Vi(t) > 0, Va(t) > 0, Va(t) > 0, I(t) > 0 e R(t) > 0 para
0<t<ty,

e d um t, tal que:

Vi(te) = 0, V](t2) < 0, S(t) > 0, Va(t) > 0, V5(t) > 0, I(t) > 0 e R(t) > 0 para
0 <t <1,

e 3 um t3 tal que:

Va(ts) = 0, Vi(ts) < 0, S(t) > 0, Vi(t) > 0, Vs(t) > 0, I(t) > 0 e R(t) > 0 para
0<t<1ts,

e J um t4 tal que:

Vs(ty) = 0, Vi(ts) < 0, S(t) > 0, Vi(t) > 0, Va(t) > 0, I(t) > 0 e R(t) > 0 para
0<t<ty,

e 3 um ¢5 tal que:

I(ts) =0, I'(t5) < 0, S(t) > 0, Vi(t) > 0, Vo(t) > 0, V3(t) > 0 e R(t) > 0 para
0<t<ts,

e 3 um tg tal que:

R(ts) = 0, R'(ts) < 0, S(t) > 0, Vi(t) > 0, Va(t) > 0, V5(t) > 0 e I(t) > 0 para
0<t<ts.

Analisando as equacoes do sistema e as suposicoes feitas anteriormente,
verificamos que, S’(t1) = p+ 7 Vi(ty) + Va(ty) + BR(t1) > 0, V] (t2) = f1S(t2) > 0,
Vi(ts) = f2Va(ts) = 0, Vi(ta) = f3Va(ts) 2 0, I'(t5) = aS(ts) = 0 e
R'(ts) = vI(ts) +nVs(te) = 0.

Observamos que cada uma das desigualdades acima contradiz as nossas suposi-
goes de que S'(t;) < 0, V{(t2) < 0, Vi(ts) < 0, V5(ts) <0, I'(ts) < 0, R'(ts) < 0.
Portanto, concluimos que as solucoes do sistema permanencem positivas V
t>0. m
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4.3 Numero basico de reproducao R

Como foi discutido na se¢ao [3.3, ntmero basico de reprodugao ¢ definido como
o niamero de casos secundarios da doenga gerados a partir da introducao de um
individuo infectante em uma populacao inteiramente suscetivel.
Para o modelo dado pelo sistema o numero bésico de reprodugao Ry pode
ser obtido de duas formas diferentes:
Para a primeira forma consideramos que a.ST é o numero de novas infecc¢oes

por unidade de tempo, comparando esse niimero com o tamanho da populacao N

aST ) o ) _ als
temos, N ou seja, esse valor representa quanto cada individuo infeccioso N

produz de infec¢oes por unidade de tempo. Considerando que temos inicialmente
uma populagao em que todos os individuos sao suscetiveis, ou seja, S = N, logo
teremos a novas infecgoes por unidade de tempo. Considerando o modelo descrito
pelo sistemad.T]e a formulgao do Ry na se¢ao3.3] teremos que o R sera determinado
pela relacao entre as taxas de transmissao «, taxa de mortalidade natural 7, taxa

de mortalidade por COVID-19 § e a taxa de recuperacao v, isto é
Ro= —> (4.2)

T+0+7y

Na segunda maneira consideramos a introducao de uma pequena quantidade de
individuos infecciosos em uma populagao inteiramente suscetivel. A partir disso
surge o seguinte questionamento: Haverd o crescimento e espalhamento da doenca

ou ela se extinguird? A resposta é que uma endemia, epidemia ou pandemia, se

configura quando o ntmero de infectados aumenta, ou seja, > 0. Logo, se

dt
utilizarmos a quinta equagao do sistema [.1], temos que:

aSl—(m+6+7)>0

teremos entao que,
aS—(m+d+7v)>0

considerando a hipotese de uma populacao em que todos os individuos sao susceti-

veis, isto é, S = N = 1. Portanto,

a—(r+d+vy) > 0
a > m4+o+7y
a

Roy=—7"7— > 1
0 T+0+7y

conforme j& tinhamos previsto em
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4.4 Equilibrio e analise de estabilidade

O estudo da estabilidade local de um sistema epidemiologico tem por objetivo
determinar como pequenas perturbacoes feitas nas sua solucao de equilibrio influen-
ciam em sua solucao ao longo do tempo. Essa analise ajuda a definir as condigoes
de quando uma doenca pode se erradicar, quantos individuos infectantes devem ser
tratados até a cura para que a doencao nao se instale. Para chegarmos a esses

resultados devemos, primeiramente, determinar os pontos de equilibrio do sistema.

Equilibrio do sistema

Dado o sistema de equagdes diferenciais (4.1)) que representa um modelo epidemi-

ologico para a dindmica da COVID-19 com vacinagao, os pontos de equilibrio sao

ds dV/ dV:
obtidos quando tornamos as suas derivadas nulas, isto é,— = 0, 1= 0, -2 =

dV- dl dR at at at
O,d—;:O,%:OeE:O.

Para o sistema em estudo temos o ponto de equilibrio livre da doenca Fy =
(50,0,0,0,0,0), onde Sy = 1 pois S = N e N é uma constante que representa a
populacao total e aqui consideramos N = 1 que equivale a 100% da populac¢ao total
para todo t > 0. Como N(t) = S(t) + Vi(t) + Va(t) + Va(t) + 1(t) + R(t), segue que
S(t) =1— (Vi(t) + Va(t) + Vi(t) + I(t) + R(t)) = 1. Também temos o ponto de
equilibrio endémico E* = (5*, V¥, V5f, V¥, I*, R*) que caracteriza uma populagao em
equilibrio com individuos suscetiveis, infecciosos, vacinados com uma, duas e trés
doses e individuos recuperados.

Para o modelo epidemiolégico em estudo o ponto de equilibrio ¢ dado, tomando,

pu—(r+al+ f1)S+nVi+nVa+pBR = 0 (4.3)
flS — <7T + f2 + 7'1)‘/1 =0 (44)
f2V1 — (71' + f3 + TQ)VQ =0 (45)
fsVa=(m+n)V3 = 0 (4.6)
aSI—(r+d+~v) I = 0 (4.7)
I +nV3—(r+HB)R = 0 (4.8)
O ponto de equilibrio livre da doenga Ey é dado por
Ey=(1,0,0,0,0,0) (4.9)

que satisfaz ambas as igualdades anteriores.
Para analisarmos o ponto de equilibrio £ encontrado, devemos analisar os au-
tovalores A\; e Ay da matriz jacobiana J(S, Vi, V5, V3, I, R) do sistema , assim
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calculando essa matriz, temos

_—Ia—f1—7r T Ty 0 —asS 15} |
fi —T— fo—T7 0 0 0 0
g 0 fa —T— f3—Ty 0 0 0
I3 —mT =7 0 0
al 0 0 0 aS—6—y—m 0
i 0 0 0 n vy —ﬂ—ﬁ_

Agora, calculando J para o ponto de equilibrio Fy = (1,0,0,0,0,0), temos:

__f1—7r e - 0 .
hi —T—fo—T 0 0 0
J(1,0,0,0,0,0) = 0 f2 —T— f3— T 0 0
X /s —T = 0
0 o
| 0 0 0 . . Ny

podemos, entao, determinar o trago 7" e o determinante D da matriz J(1,0,0,0,0,0):

I'=—fi-6r—fo—nm—fa—Tm—n+a—-90—y—0 (4.10)

D=(a—0—vy—m)Xx

P—m'B—mtn -t —ntfo -l fs — i

— 7y — 7T3577 - 7r35f1 - 7T35f2 - 7T35f3 - 7T3571

— 1B — 70 f1 — 70 fo — 7N fs — T — TONT

— 7 fofy = 70 fufs = 70 frre = 70 foffs — 70 famy — 7 fam
— Ty — 7By fi — 7B fo — 7P fs — 7B (4.11)
- 77257]7'2 - 7T25f1f2 - 7T25f1f3 - Wzﬁfﬂ'z - 7T2ﬁf2f3

— w2 B fory — w2 B fam — 7 BTiTe — W f1fo — TN f1f3

— i firy — T fafs — 7 fara — TN f3 — TONTATY

— 7 fufafs — wB0f1f2 — TANf1fs — TANfiTa — WO fa fs
— mBnfate — wBnfami — w2 — B f1fafs — Tnf1f2fs)

(—m

Os autovalores (A1, \y) da matriz J(1,0,0,0,0,0) sd@o as solugoes da equagao
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algébrica \> — \T'+ D = 0, e podem ser calculadas fazendo

Mg = ————

5 (4.12)

onde, A = T? —4D. As raizes da equacao dependem do valor de A, de tal forma

que:
e Se A > 0 temos duas raizes reais distintas, ou seja, A\; # As.
e Se A = 0 temos duas raizes reais iguais, ou seja, A\; = As.
e Se A < 0 temos raizes complexas com parte imaginaria nao nula.

Na segao seguinte veremos que para o sistema em discussao temos A > 0 e

portanto, existem duas raizes reais distintas:

T+ VA

A 5

(4.13)

Ay = % (4.14)

A Tabela[f.2] a seguir, pode ser utilizada para classificar os pontos de equilibrios:

Tabela 4.2: Propriedades de estabilidade dos pontos de equilibrio, de acordo com o
determinante D e o trago T da matriz Jacobiana calculada no ponto de equilibrio.

A=T?—-4D Determinante Traco Tipo de ponto critico Estabilidade
D>0 T>0 No6 Instavel
A>0 D>0 T<0 No Estavel
D <0 T>00uT<0 Ponto de sela Instavel
D>0 T>0 N6 Instavel
A=0 D>0 T<0 No Estéavel
D>0 T>0 Ponto espiral Instével
A<O D>0 T<0 Ponto espiral Estavel
D>0 T=0 Centro Estéavel

Fonte: Murray, 2000.

Analise de estabilidade

Para a analisarmos a estabilidade do ponto critico Ej, utilizaremos o Rg encon-

trado, como também o D e o T' calculados a partir da matriz jacobiana.
1. Ro > 1 (Propagacao da doenga)
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Para termos Ry > 1, devemos ter > 1 implicando em o > 7+ § 4+, como

« nao pode ser negativo logo teremgs—i_ q?l: E < 0 e de acordo com a Tabela[d.2] temos
A > 0com A\; # Ag. Sendo D < 0 e ainda de acordo com a Tabela[d.2] teremos que T
pode ser maior ou menor que zero, conforme a > f1+67+ fo+7+ f3+To+n+d+v+5
oua < fi+6m+ fo+ 71+ f3+ 7 +n+0+7v+ [ respectivamente, o que caracteriza

um ponto de sela instavel.
2. Ry < 1 (Populagao livre da doenga)

Para Ry < 1, temos < 1 o que implica em o < 7™+ 6 + v e assim

Q@
e S
observando a Eq. teremos que D > 0 e veja que T' < 0, pois se @ < w46 4+,
entao a < fi+ 6+ fo+m+ fzs+m+n+0+v+ 8. O valor de A é o mesmo
para todos os itens, isto €, A > 0, assim temos um né estavel. A populagao livre
da doencga significa que com o passar do tempo as trajetorias das populacoes nos
compartimentos se estabilizardo no ponto de equilibrio (1,0,0,0,0,0).

Portanto, a partir desse estudo sobre o ponto de equilibrio sem doenca, podemos
concluir que a existéncia de um ponto de equilibrio com doencga precisamos ter

Ry > 1.

4.5 Simulagoes numéricas

Dedicamos esta secao para a implementacao de simulagoes numéricas do modelo
epidemiologico apresentado na Secao [4.1) com o objetivo de ilustrar o comporta-
mento da solucao ja previsto no estudo qualitativo do modelo matematico. Para
isso utilizamos o software Maplesoft.

Para efeitos de simulacao, salientamos que os valores utilizados para os parame-
tros serao valores hipotéticos e supomos inicialmente que temos uma pequena parte
de infectados na populagoes, sendo os demais individuos todos suscetiveis. As taxas
de natalidade e mortalidade sdo iguais durante todo o tempo ¢ (tem dias).

As simulagoes compreenderao quatro testes: Primeiro teste sem vacina, o se-
gundo com uma dose, o terceiro com duas doses (esquema béasico de vacinagao) e
o quarto com trés doses (esquema completo de vacinagao). Os pardmetros serao
descritos em tabelas para cada teste realizado sempre seguidos dos graficos que os

representam.

Simulacao 1: Sem vacina

Aqui faremos a simulagao para o modelo considerando uma regiao onde ainda
nao foi ministrada nenhuma dose de vacina. Na Tabela [1.3] apresentamos os valores

dos parametros, onde alguns receberam valores atribuidos hipoteticamente e outros
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receberam valores fornecidos na literatura como por exemplo, a taxa de transmissao

« e a taxa de reinfeccao (.

Tabela 4.3: Descricao de parametros e valores

Parametro Valor Fonte
So 0,9 Estimado
I 0,1 Estimado
I 0,013  Estimado
m 0,013  Estimado
@ 0,4215 22
f 0 Estimado
fo 0 Estimado
f3 0 Estimado
1 0 Estimado
To 0 Estimado
B8 0,007 22
¥ 0,008 Estimado

n 0 Estimado
1) 0,023  Estimado

Fonte: Autor

Para efeitos de simulagao, consideramos a evolucao das populagoes ao longo
de 250 dias. S(0) e I(0) sao as condigoes iniciais, sendo 90% da populagao total
individuos suscetiveis e apenas 10% estao infectados, as condigoes iniciais referentes
aos demais compartimentos foram consideradas nulas.

Na Figura[4.2] temos a simulagdo para a dinamica do sistema com os coeficientes
descritos na Tabela L3l
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Figura 4.2: Variacao da populagao sem vacinagao.
Fonte: Autor
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Analisando o grafico observamos a populagao distribuida entre os trés grupos.
O ntmero de suscetiveis tende a decrescer ao passar dos dias devido a contamina-
¢ao ocasionada de acordo com a taxa de transmissao «, passando para a classe dos
infectados, que por sua vez cresce. A classe dos individuos recuperados tem um
crescimento inicial por influéncia da taxa de recuperacao -y, porém, ao decorrer do
tempo tende a diminuir gradativamente por influéncia da taxa de perda de imuni-
dade temporaria (3, simultaneamente a populacao de suscetiveis aumenta. Apesar
de termos v > 3, o numero de individuos infectados apresenta-se muito alto em
razao da taxas de transmissao e perda de imunidade temporéria, o que significa que
temos uma propagagao da doenca, que se mantém presente em aproximadamente
30% da populagao. Cerca de 10% estao suscetiveis, 10% recuperados (ainda em
periodo de imunidade temporaria) e o restante da populagao, em torno de 50% veio
a Obito devido a covid-19. E necessario, portanto, a vacinacdo da populacio para

que a doenca seja contida.

Simulacao 2: Com uma dose de vacina

Para simular o comportamento da populacao que recebeu uma dose de vacina,
mantemos os valores dos parametros assumidos na simulac¢ao anterior e modificamos
v, que é taxa de recuperacao, de v = 0,008 para v = 0,018; a modificagao se
justifica pelo fato de que estamos considerando que os individuos vacinados tem
maiores chances de se recuperar da doenca ap6s a infeccao.

Os parametros f; e 71 representam respectivamente, a porcentagem da populacao
que recebeu a primeira dose de vacina e a taxa de progressao de individuos vacinados
com uma dose que voltam a ser suscetiveis depois da perca de imunidade da vacina.
A porcentagem estipulada para f; tem como referéncia o Painel de Vacinagao do
Estado da Paraiba [6].

Tabela 4.4: Descricao de parametros e valores

Parametro Valor Fonte
f 0, 9356 [6]
1 0,6 Estimado
o 0,018  Estimado

Fonte: Autor

A Figura [4.3| apresenta o comportamento grafico da populagao com 93, 56% de

pessoas vacinadas com a primeira dose.
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Figura 4.3: Variacao da populacao apds a 1# dose de vacina
Fonte: Autor

A partir das curvas apresentadas e comparando com o modelo sem vacinacao,
observamos que o numero de individuos suscetiveis e recuperados aumentaram e o de
individuos infectados diminuiu, mas a curva que representa os infectados ainda esté
alta em relacao as demais classes de individuos, o que caracteriza que ainda temos
a predominancia da doencga e que uma dose de vacina nao foi suficiente para conter
a doenca. Nesse cendrio, tivemos pouco mais de 20% da populacao infectada, 18%
de recuperados (temporariamente imunes) e 12% de suscetiveis. Os 50% restantes

estao entre vacinados com a primeira dose e 6bitos.

Simulagao 3: Com duas doses de vacina

Agora, consideramos a simulacao numérica de um cenario onde a populacao é
vacinada com o esquema béasico de vacinagao (primeira e segunda doses). Mantendo
os parametros utilizados anteriormente e a modificagao dos parametros apresenta-
dos na Tabela onde f5 representa o percentual de individuos que receberam a
segunda dose da vacina e 7 é a taxa de progressao de individuos vacinados com
as duas doses que voltaram a ser suscetiveis apos a perca de imunidade da vacina.
A taxa de recuperacao v também foi modificada seguindo a mesma justificativa da
simulagao anterior, visto que agora, com duas doses de vacina o individuo tem uma

taxa de recuperacao mais alta caso venha a contrair a doenca.

45



Tabela 4.5: Descrigac de parametros e valores

Parametro Valor Fonte
fo 0, 8463 [6]
To 0,3 Estimado
¥ 0,028  Estimado

Fonte: Autor

Na Figura temos a representacao grafica considerando que 93,56% da popu-

lagao tomou a primeira dose e 84,63% da populagao tomou a segunda dose.
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Figura 4.4: Variagdo da populagdao apos a 2% dose de vacina
Fonte: Autor

Mesmo realizando a vacinagao da populacao com a segunda dose é possivel ob-
servar pelo grafico que ainda é preciso administrar uma terceira dose da vacina
para que possamos ter uma possivel erradicacao da doenca. Ainda assim, houve
um ganho significativo, pois pela primeira vez o cenario mostrou a proporcao de
infectados abaixo da populagao suscetivel e recuperada (parcialmente imune), com
cerca de 12% de infectados, 15% de suscetiveis e 15% de recuperados. O restante
da populagao pertence aos compartimentos de vacinados com uma dose, duas doses

e Obitos.

Simulacao 4: Com trés doses de vacina

Nesta simulacao temos um cenario onde o esquema completo de vacinagao é ofer-
tado a populacao, com trés doses da vacina contra a COVID-19 administradas. Os

parametros modificados foram f3 que representa a parte da populacao que recebeu
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a terceira dose e 17 que é a taxa de recuperagao apos os 6rgaos de saude disponi-
bilizarem a terceira dose. Nesta situagao, consideramos que ap6s o individuo ter
tomado a terceira dose ele tem uma boa resposta imunolégica contra a doenca e as-
sim, nao mais voltando a ficar suscetivel e passando direto para a o compartimento

dos recuperados com uma taxa de recuperacao relativamente consideravel.

Tabela 4.6: Descricao de parametros e valores

Parametro Valor Fonte
f3 0,0155 [6]
i 0,9 Estimado
¥ 0,038 Estimado

Fonte: Autor

Na Figura 4.5| apresentamos a variacao da populacao com cerca de apenas 1, 55%

da populagao que tomou a terceira dose da vacina.
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Figura 4.5: Variagdo da populagio apos a 3* dose de vacina
Fonte: Autor

Note que, com as trés doses de vacina administradas e mesmo que o percentual
para a terceira dose seja baixo, observamos que o ntimero de individuos infectados
teve um declinio para menos do que 5% da populagao e o nimero de recuperados
aumentou para cerca de 30%. O numero de suscetiveis ficou proximo a 20%.

E esperado que, se um maior percentual de pessoas tivessem completado o es-
quema de vacinagdo com a dose de refor¢o (terceira dose), os resultados seriam
ainda melhores e haveria maior seguranca na erradicacao da doenca. Admitamos,
por exemplo, que 80% da populagao tome as trés doses. A Figura [4.6| mostra este

Ccenario.
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Figura 4.6: Considerando que 80% da populacao tomou 32 dose de vacina
Fonte: Autor

Observe que quanto mais o numero de suscetiveis e infectados decresce o nimero
de recuperados se eleva. Nessa situacao, o nimero de infectados chegou a zero,
ou seja, a doenga foi eliminada, a popula¢ao de recuperados (parcialmente imunes)
atingiu quase 90% e a populacao de suscetiveis foi pouco mais do que 5% da popu-
lagdo. Dentre os 5% restantes estdao aqueles individuos em fase de vacinagao ou que
foram a 6bito devido a covid-19.

Com essas simulagoes pode-se admitir que existe uma cobertura vacinal minima,

a qual é capaz de conter a doenca.
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Capitulo 5
Conclusoes

Neste trabalho propusermos um modelo matematico que descreve a dinamica da
COVID-19 tomando como base o modelo epidemiologico classico SIR. Nesse novo
modelo inserimos compartimentos de individuos vacinados com uma, duas e trés
doses (quantidade escolhida seguindo o esquema basico vacinal do Ministério da
Satude).

Com base em observagoes, assumimos na modelagem que individuos que contrai-
ram a COVID-19 e que, mesmo ap06s recuperados, podem se reinfectar. O modelo
matematico foi analisado qualitativamente, sendo calculados seus pontos de equi-
librio, a estabilidade local e o valor do nimero reprodutivo bésico Ry, indicando
situagoes em que a populacao de infectados é erradicada ou a doenca permanece
endémica na populagao.

Com a realizacao das simulagoes numéricas pudemos observar que a populagao
de individuos infectados tende a decrescer a medida em que uma maior propor¢ao
da populagao completava o esquema vacinal, apesar de que nenhuma das vacinas
utilizadas no Brasil tem 100% de eficacia [25].

O percentual de pessoas vacinadas em cada dose foi coletado no portal do Go-
verno da Paraiba a partir do Painel de Vacinagao [6], no qual observa,mos um
pequeno percentual de pessoas que tomaram a terceira dose e mesmo assim ob-
servamos que a curva de individuos recuperados cresceu e de infectados decresceu.
Fizemos entao, a simulacao considerando que um percentual maior de pessoas ti-
vessem tomado a terceira dose, neste caso a curva de infectados convergiu para zero
rapidamente e que a curva de recuperados cresceu.

Podemos concluir que a vacinagao deve ser implementada de forma consistente
seguindo um cronograma, pois como as vacinas nao fornecem imunidade permanente

¢ importante que a maior quantidade possivel de pessoas sejam vacinadas.
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